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I. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1. Determinacién del problema

La teorfa de Cohomologia se define con un funtor contravariante, denotado por
H9 vy satisfaciendo los siete axiomas de Eilenberg-Steenrod [2]. Para construir
dicha teoria, es necesario definir el H? dado por

€ 4(X) = Hom(C o(X) , Z)
Estos son los grupos libres generados por los simplejos singulares Sq(X) con A c X,
subespacio del espacio topologico X que actia en la construccion del subgrupo
C9(X, A), es decir con C9(X,A) = {0 € CI(X); ?(A) = 0} obtenemos el complejo

de cadenas

& 5
Lo CTX,A) > CI(X,4) = CTH(X,A) —>...

Asi se consiguen los grupos cocientes

Z9(X, A)

Hq(X,A) = m

Donde Z9(X) = Nuc(d) es llamado grupo de Cociclos, BY(X) = Im(4) es llamado

grupe de Cobordes. Que forman los grupos de Cohomologfa singular H9(X, A)

para el cual debemos verificar los siete axiomas de Eilenberg-Steenrod.

1.2. Formulacion del problema

Se quiere resolver la siguiente interrogante:

;Para los grupos de Cocadenas Singulares C(X, A) se podréan obtener Grupos de



Cohomologia HI(X, A)?
i Para los Grupos de Cohomologia Singular se podrén verificar los siete axiomas de

Eilenberg-Steenrod para una teoria de Cohomologia?

1.3. Objetivos de la investigaciéon

1.3.1. Objetivo General

Sobre los grupos de Cohomologia Singular, verificar los siete axiomas de Eilenberg-

Steenrod para una teor{a de Cohomologia.

1.3.2. Objetivos Especificos

s Estudiar grupos de Cohomologia Singular sobre espacios topolégicos.

s De la axiomatica en Cohomologia Singular obtener algunos resultados y apli-

caciones.

1.4. Justificacion

La justificacion en estudiar grupos de Cohomologia Singular sobre espacios topo-
l6gicos radica en que por ejemplo se pueden emplear isomérficamente en la deter-
minacién de Grupos de homotopfa, en estos Gtimos se tienen las transformaciones
homotoépicas muy usadas en ciencias e ingenierfas. Por otro lado la Cohomologia
Singular en dimensiones superiores permitird seguir avanzando en la solucién de

problemas en topologia y geometrfa diferencial

1.5. Importancia

La importancia de la teoria de Cohomologia Singular radica en que se presenta como
un modelo para resolver problemas de Topologia , Geometria, Algebra y Teoria de
Nimeros.

El sector que se verd beneficiado con los resultados de esta investigacién son todos

los estudiantes de Ciencias e Ingenierias.



II. MARCO TEORICO

2.1. Grupos, Secuencias exactas, Categorias y Funtores

En esta seccién revisamos Grupos, subgrupos, homomorfismos entre Grupos, secuen-

cias de homomorfismos, Categorias y Funtores.

2.1.1. Grupos y subgrupos

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto G # @ el cual tiene asociada la operacion:

p : GxG - (G
(a,0) = #(a,d)

entonces el par (G, ) es llamado Grupo si se verifican los siguientes axiomas:
L. ¢{a, (b, ) = p(p(a,b),c), para todo a,b,cen G.

2. Existe e € G tal que ¢{a,e) = a = p(e, a) para todo a € G. El elemento e a

veces denotado por 1 es llamado el neutro o identidad de G.

3. Para cada a € G, existe b € G tal que p(a,b) =1 = (b, a). El elemento b es

llamado el inverso de a y suele denotarse por a1

En adelante denotaremos de manera sintética (G, ¢) = G y ¢{a,b) = ab.

Definicion 2.1.2. El grupo ¢ se dice que es Abeliano o conmutativo si ab = ba

para todo a,b € G.

Definicion 2.1.3. Un grupo (& se dice que es finito si tiene un ndmero finito de
elementos. El orden de un grupo finito G es el ntimero de elementos de G el cual es

denotado por .{G) = |G|. Si G no es finito se denota (G) = |G| = co.

Definicion 2.1.4. El orden de un elemento a de un grupo finito G denotado por

o{a) es el menor entero positivo & tal que a* = 1.



Ejemplo 2.1.5. Los siguientes grupos son usuales:
1. R* y C" con su suma usual son grupos Abelianos.
2. R* — {0} y " — {0} con su producto usual son grupos Abelianos.

Definiciéon 2.1.6. Un subconjunto no vacio H del grupo G se dice que es un sub-
grupo, si con las operaciones heredadas de G también es un grupo.
La notacion H < G significard H subgrupo de G.

Aqui {1} ¥ G se dicen subgrupos triviales de G

Proposicién 2.1.7. Dado un grupo Gy § # H C (G entonces
H < Gsiysolosi oy € H, para todo z.y € H

Demostracion.

Implicacion directa: Si H < (G entonces H con la operacién de GG es grupo. Por lo
quezy '€ H,Vz,ye H

Implicacion reciproca: De la hipotesis se tiene que:

Paratodoz € H, 7' € Gentonces zz ' =1€ H

Paratodoz € H, 1€ H, z7' € Gentonces lz7 ' =zl e H

Paratodoz,y€ H, y ' e H, (7)) € Gentonces zy =x{y™ )"t e H O

Ejemplo 2.1.8. En los grupos R™ — {0} y C* — {0} con su producto usual se tiene

el subgrupo M = {—1,1} el cudl es llamado grupo multiplicativo.
Proposicion 2.1.9 (Interseccién y reunién de subgrupos). Son verdaderos
1. La interseccién finita de subgrupos es un subgrupo.
2. La unién de subgrupos no necesariamente es un subgrupo.

Demostracién.
Para el primer item se tiene usando interseccién e induccién.
Para el segundo item témese en cuenta el grupo Z con la suma, en el cuél la unién

de los subgrupos 2Z y 3Z deja de ser un subgrupeo. O



Definicién 2.1.10 (Subgrupo generado). Dado el grupo G considérese los subcon-

juntos @ # S C Gy St ={s7!, s € S} entonces

(S) = {8182...Sﬂ1nEN,SiES(ﬁsiGS—I}
= {s7...,8) : s;,€8, €, keN}
es un subgrupo de G llamado subgrupo generado por S y es el menor subgrupo

de G que contiene S, o sea

(8) = ﬂ H; : H; subgrupo de G
SCH;

Observacion 2.1.11 (Grupo ciclico). Dado un grupo G entonces
1. Si{S) = G se dice que S es un conjunto de generadores de G.
2. 81 {S) = G y S es finito entonces se dice que G es finitamente generado.

3. Sia € G se tiene que (a) = {a' : i € Z} es un subgrupo de G llamado
subgrupo ciclico. Ademais si {(a) = G se dice que G es un grupo ciclico

generado por a.

Ejemplo 2.1.12. Z con la suma usual es grupo ciclico infinito generado por 1.
Z={1"=1+...4+1: n€Z}t={n: neZ}={1)
Asi mismo Z" con la suma usual es generado por
S={ees,...,e.} : &=(0,...,1,...,0)

Ejemplo 2.1.13 (El grupo de permutaciones S3). Dado por:

g 123 123 123 123 123 123
3 — ’ 1. 1 ¥ . b
123 213 321 132 231 312
. 123
Es un grupo con la composicién y e = es la identidad.
123

10



Ejemplo 2.1.14. Dado un grupo G entonces
Z(Gy={z€G : za = az para todo a € G}
es un subgrupo de GG llamado el centro de G .

Definicion 2.1.15. Dado el grupo G y H subgrupo si a € G se tienen:

Ha={na : n € H} clase lateral derecha de H en G.
aH = {an : mn & H} Cclase lateral izquierda de H en G.

Observacion 2.1.16. Dado G un grupo y H subgrupo entonces:

1. Hay una correspondencia biyectiva entre las clases laterales de H en G. Por lo
que si H es finito entonces #(aH) = #(Ha) = #(He) = |H|.
2. La relacién en G dada por z ~ y si y s6lo si zy~' € H es de equivalencia.
G

G
Obteniéndose el conjunto cociente — = — = {{a] : a € G}.

H

3. Ha=[a] por lo que G = U Ha
ac
Teorema 2.1.17 (de Lagrange). Si G es grupo finito y H < G entonces |H| divide

a |Gl.
Demostracion.

De la observacién (2.1.16)

|G} = #(G) = Z#(Hai) = (r+ 1) = (r+ 1) |H]

Por lo que se tiene el resultado. O

Definicién 2.1.18. El niimero de clases laterales de H en & es llamado €l indice

de H en G denotado por [G : H]. Cuando G sea finito se tiene [G : H] = %

Proposicion 2.1.19. Sea GG un grupo finito entonces

1. Si a € G entonces el (a) divide a |G).
2. 8Si H, K sonsubgruposde Gy HK ={hk : he H, k € K} entonces

HK es subgruposi ysélosi HK = KH

|H||K|

Ademss |HK| = HAK]

11



Demaostracion.

Se tiene de las definiciones respectivas y el teorema (2.1.17) O

Definicion 2.1.20. Se dice que N es subgrupo normal de G si Na = aN.
N es subgrupo normal de ¢ es denotado por N aG.
Notar que N aG siy s6losi a'Na C N para todo a € G

. 123 123 123 ‘
Ejemplo 2.1.21. En 5; se tienea N = , , co-

123 231 312
mo tnico subgrupo normal no trivial.

2.1.2. Homomorfismo y secuencias exactas

Definicién 2.1.22. Dados Gy G’ dos grupos con sus respectivas operaciones se
dice que la aplicacién f : G —» G’ es un homomorfismo de grupos si se curuple
la siguiente condicién f(ab) = f(a)f(b).

Ademés un homomorfismo se dice que es:
» Monomorfismo si es inyectivo.
s Epimorfismo si es sobreyectivo

» Isomorfismo si es inyectivo y sobreyectivo.
Aqui se dice que G y G’ son isomorfos lo cual es denotado por G = ',
Ademas si G = G’ el isomorfismo se dice Automorfismo de G, el conjunto

de automorfismos de G con la operacién composicién es un grupo denotado

por A(G) .
_ _ - 2 12
Ejemplo 2.1.23. Z, = {0, 1} con la suma y S; = ) con la
12 21
o _ ~ 12 - 12
composicién son isomorfos, donde 0 va en v 1vaen
12 21

Por lo que Zy = S;.
Proposiciéon 2.1.24. Sea f : G — G un automorfismo de G entonces

o(a) = o(f{a)}, paratodoa € G

12



Demostracion.

Se tiene por el absurdo suponiendo que o{f(a)) < J(a). 0

Proposiciéon 2.1.25. Dados G v G’ dos grupos con identidades e, € respectiva-
mente, f : G — G’ un homomorfismo entonces f(e) = € y fla™) = (f(a))™?
respectivamente.
Demostracion.

Se tiene directamente de la definicion. ' O
Definicion 2.1.26. Dado f: G — G' un homomorfismo de grupos se definen

Im(f)={yeG : f(z)=y, z € G} laimagen de f
'Nuc(f) ={zreG : f(z}=¢} el nicleo de f

Proposicién 2.1.27. Sea f : G — G’ un homomoeorfismo entonces
1. Nuc(f) es un subgrupo normal de G.
2. Im(f) es un subgrupo de G'.
3. f es monomorfismo si y s6lo si Nue(f) = {e}.

Demostracion.

Ver Herstein(1988)[4] i

Definicién 2.1.28 {Grupo cociente). Sean N a4 G y [a] clase de equivalencia del
: : G . L
conjunto cociente teniendo conocimiento que [@] = Na podemos establecer la

signiente correspondencia

—

(Na, Nb) — NaNb= Nab

2l Q

G
entonces  esta bién definida y hace que N S un grupo con el producto de clases
laterales, el cual es llamado grupo cociente.

G
Ademaés recordando que el indice de N en G es el namero de elementos de N 5

=[G : N]. Si G es finito entonces |G| = |[N][G : N].

tiene que

13



123 123 123

Ejemplo 2.1.29. Como N = . , a.53.
123 231 312
123
Entonces & =4{ N, :
N 213

Por lo que -?\—?—‘ =2y |S3| =|N|[Ss: N] =(3}{2) =6.

Teorema 2.1.30 (Teorema fundamental de homomorfisinos). Dado f: G — G' un

. ) G

epimorfismo entonces existe el isomorfismo Nucl]) =
uc
Demostracion.
Consideremos la aplicacifon:
G
L 5
y Nue(f}

Nuc(fla — f(a)

el cual es un isomorfismo Gnico que hace conmutar el siguiente diagrama

G L @
Tl /g
G
Nuc(f)
G . .
donde 7 : G > ——— : a — Na es la proyeccién canénica 0O

Nue(f)

El teorema (2.1.30)(Teorema fundamental de homomorfismos) me permite determi-
nar la cantidad de homomorfismos de G — G’ ubicando la cantidad de homomor-

) G
fismos inyectivos de T — ' donde H recorre los subgrupos normales de G.

Ejemplo 2.1.31. Sean Z , Z,, grupos con la suma y sea el epimorfismo f : Z — Z,,

tal que f(z) = [2] entonces mZ = (m) = Nuc(f)< Z entonces por el teorema
Z
fundamental de homomorfismos (2.1.30} existe un isomorfismo g : ) —Zy, tal
m
que el siguiente diagrama conmuta
z 4 z,
md 79
Z
{m)

14



Z
Por lo que — = Z,,.

(m)

Proposicion 2.1.32. Sea G un grupo entonces

o

1. Si K < H <G, K 4G, H <G entonces

=iz Q
= @

K HE
HNK H

au

112

2. Si HaG'Y K < @ entonces

Demostracion.

Para el primer item considérese

G G

K H
gK — gH

W

H
epimorfismo tal que Nuc(z)) = T luego usar el teorema (2.1.30).

Para el segundo item considérese

KH HK
K —_— = ——
i H - H
kE — kH
epimorfismo tal que Nuc(p) = H N K, luego usar el Teorema (2.1.30). 0

Producto directo y suma directa

Definicion 2.1.33 (Producto directo). Dada una familia de grupos {G; ; ¢ € A}
donde A es un conjunto de indices. El prddﬁcto directo de la familia de g‘rhpoé

se define como sigue

HGi:{f:/_\——) UG,- : (@) € Gy, paratodoiEA}

i€A €A

Observacion 2.1.34. Si A es un conjunto de indices finito con n elementos entonces
T
denotamos H G = H,entonces se tiene la biyeccién

ich =1

qﬁ : 1—[(;l — Glegx...xG’n

i=1

En adelante HG“' =G x Gy X...x G ={{z1,22,...,7,) : T; € G;}

H

i=1 /

15



Definicién 2.1.35 (Proyeccién natural). La aplicacién

pi HG,- — Gy
iEA

Fooe= f0)

es llamada proyecciéon natural al j-ésimo factor.

Definiciéon 2.1.36 (Suma directa). Dada una familia de grupos {G; ; i € A} donde
A es un conjunto de indices. La suma directa de la familia de grupos se define

como sigue

Z G; = {f € H G; : f = 0 salvo nimero finito }

IEA €A

" 43
Aqui si A es un niimero finito entonces E G; = E G; = H G;.
€A i=1 i=1

Definiciéon 2.1.37 {Inyeccién natural). La aplicacién S, se define

j : GJ' — ZG;
€A
z; sij=k

z; — Hzg) o j(=)(k) = o
0 sij#k
es llamada inyeccién natural del j-ésimo factor.

Proposicion 2.1.38. Sean G y G’ dos grupos entonces
GxG={(g.9) : 9€G, g€ G}

con la operacién (g1, 9;)(g2, 9;) = (9192, 9192) es un grupo.
Demostracion.

Se tiene de la estructura de grupo en G y G’ donde el elemento identidad es dado

por eexar = (eg,eq) y (9,9) = (97197 0
Proposicién 2.1.39. Para G y G’ dos grupos se tienen
1. Si G y G’ son finitos entonces |G x G'| = |G| |G|

2. 81 G y ' son Abelianos entonces G X G’ es Abeliano.

16



Demostracion.

Se tienen de la Proposicién (2.1.38) O

Teorema 2.1.40 (Caracterizacién universal para suma directa). Sea G un grupo,
AaGy BaGtalque AB=G, AN B = {e} entonces G = A x B. Aqui se dice
que & es producto directo interno o suma directa de A con B siendo denotado
G=A6B. "

Demostracion.

Basta considerar el siguiente homomorfismo biyectivo:
f: AxB —» G
(a,b) — ab
Por tanto se tiene el resultado. 0O
Corolario 2.1.41. Sea (G un grupo, 4; aG;i=1,...,n tal que
l. AjAr.. . A, =G
2. AnAi={e}; A=Ay AAi . A,

entonces G = Ay X Ay X... x A,. Aqui se dice que GG es producto directo interno
6 suma directa de A;, A;,..., A, denotada G =A, @ A, D ... D A,.
Demostracion.

Basta considerar el siguiente homomorfismo biyectivo:

f : A1XA2X...A-,,, - G

(ai,...,an) G143 .. Gy

Por tanto se tiene el resultado. O

Proposicion 2.1.42. Dados los homomorfismos f: A = By g: B — C tal que la
composicién b = go f es un isomorfismo, entonces B = I'm(f) ® Nuc(g).
Demostracién.

Como h es isomorfismo se tiene B = Im(f)Nuc(g).

Ademas se tiene Im(f) N Nuc{g) = {e}.

Por tanto del Teorema (2.1.40) B = Im(f) & Nuc(g). O
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Definicién 2.1.43 (Grupo libre generado por un conjunto). Considérese un con-
junto S y sea S~! otro conjunto tal que SN S~™! = @ y S esta en correspondencia
biyectiva con S~! por lo que la imagen de 21! a través de esta biyeccién sera de-
notada por z7!. Obtenemos asi un alfabeto de letras o simbolos {z*!, 71} que
usaremos para formar palabras

Una palabra es dada por
'z’ .z talquer; = £1, Vi=1,...,n

Una palabra que no contiene letras es llamada vacfa y seréd denotada por 1.
Una palabra z7'z5? ...z} se dice que es reducida si z} y .7;;1 no son adyacentes.
Toda palabra puede reducirse suprimiendo los pares :r}:c;l o 3:;1.17; Asi J:j_l funciona

como la inversa de :cj

Escribiremos z}'...zi» = 27 ...zl siysélosi n = m, r, = s, paratodo i =

1,...,n.

Considerando
L(S)={p=a'al?... .2 . pes palabra reducida}
Entonces L(S) es un grupo como sigue. Si p=z7...z]r, g =yi'...yim € L(S)
pg=x ...z Yyt .. yor yuxtaponer y reducir

El neutro es la palabra vacia 1.
Para p =z} ...z se tiene la inversa p~* = z7™ ... 2"
L(S) se llama grupo libre generado por la base S.

Si S tiene n elementos se dice que L{S) es grupo libre de n-generadores.
Definicion 2.1.44. Un grupo L es libre si existe un conjunto S tal que L = L(S).

Teorema 2.1.45 (Caracterizacién universal para grupos libres). Si L es un grupo
libre tal que L = L(S), entonces existe una funcién inyectiva 7 : § — L tal que para
todo grupo H y toda funcién f : § — H existe un tinico homomorfismo f: L = H

tal que el siguiente diagrama conmuta:

s 5 L
fl 7
H
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En otras palabras toda funcién de S en el grupo H se extiende a un dnico homo-
morfismo de L en H.

Demostracién.

Primeramente sabemos que L = L(S) por lo que podemos considerar ¢ : S —
L : z — z la cual es inyectiva. Ahora si H es un grupoy f: S — H una funcién
entonces escribiendo f(z*') = f(z) y f(z™!) = (f(z))7! se determina de manera

tnica el homomorfismo

flat ey = (fla)™ . flza )

tal que f = f o7 que hace conmutativo el diagrama.
Como i es inyectiva identificamos S con i(S) en L.

Diremos que S genera a L. 0O

Ejemplo 2.1.46. Si S = {x} entonces L(S) tiene por elementos

+1 -1 ,.+1

1 ,—1,-1 +1_ 41 41 -1, -1 -1
gl gttt +1 1

1,z AR s A ARl AR AR Nt i SN

1z71 etc. Ademas

Aqui es comiin escribir z por z*+!, z? por 2™'x*!, 272 por z~
L(S) = Z donde la funcién {z} — Z tal que r — 1 se extiende a un isomorfismo
L(S) — Z. Obsérvese ademas que el grupo libre de n-generadores para n > 1 es un

grupo infinito no Abeliano.

Teorema 2.1.47. Todo subgrupo de un grupo libre es libre.
Demostracion.

Consultar Sze-Tsen Hu(1968)|8]. O

Proposicion 2.1.48. Todo grupo es cociente de un grupo libre.

Demostracion.

Sea GG grupo y S un generador(puede ser que S = G), considerar la inclusién f :
S < G. Por definicién para f(S) existe un homomorfismo tinico f tal que z =
#(@) = Flila)).

Por otro lado Im(f) D Im(f) = S y S genera G entonces Im(f) genera G. Pero

Im(f) < G entonces Im(f) = G, por tanto f es un epimorfismo. Por tanto, siguiendo
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el teorema fundamental de homomorfismos (2.1.30) se tiene

o J0S)

~ Nuc(J)

Concluyéndose el resultado. )

Definicion 2.1.49. Una sucesion finita o infinita de homomorfismos de grupos
— Gon LR fayt Gpno1 —

se dice que es exacta st Im{f,) = Nuc(f, 1). Particularmente la sucesién exacta
1 5 G 56 356G -1

es llamada sucesién exacta corta.

Definicion 2.1.50. Una sucesion finita 0 infinita de homomorfismos de grupos
S G B oG, ool o
se dice que es semiexacta si f,_; o f, = id.

Ejemplo 2.1.51. Si NaG yvi: N — G es la inclusién, entonces

i T:G
- G = = = 1

1 - N N

es una sucesioén exacta corta.

Ejemplo 2.1.52. Si f : G — H es un epimorfismo y i : N — G es la inclusion,
entonces

1 = Nue{f) > G 5 H -1
es una sucesion exacta corta.

Ejemplo 2.1.53. Sea h : M — N homomorfismo de grupos, ¢ : Nuc(h) = M es

N
la inclusién, Im(h) « N , Conue(h) = m y p: N = Conuc(h) la proyeccién

natural, entonces

1 = Nuch) & M »% N B Conuc(h) — 1

es una sucesion exacta corta llamada sucesion exacta del homomorfismo h.
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Teorema 2.1.54. Dada la siguiente sucesién exacta
AL B S choD
entonces las siguientes proposiciones son equivalentes
1. f es epimorfismo.
2. g es homomorfismo trivial.
3. h es monomorfismo.

Demeostracion.

Para (12)

Como f es epimorfismo entonces I'm(f) = B. Por otro lado g es trivial si y so6lo si
Nue(g) = By por exactitud Im(f) = Nuc(g).

Para (2&3)

Como g es homomorfismo trivial si y s6lo si Im(g} = 0. Por otro lado A es mono-
morfismo si y s6lo si Nuc(h) = 0.

Por la exactitud tenemos I'm{g) = Nuc(h). O
Corolario 2.1.55. Los siguientes resultados se tienen del teorema (2.1.54)

1. En una sucesion exacta

At BSchpbE
C = 0siysblosi f es un epimorfismo y k£ un monomorfismo.

2. Si la sucesién

1 5 AL B 501

es exacta f es isomorfismo.

Demostracion.

Ver Sze-Tsen Hu{1968){8]
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Teorema 2.1.56 (Diagrama de cazador). En el siguiente diagrama de homomorfis-

mos

A L B &5 ¢ X p

“l 7l 7 "1

AL s o8 p
las dos filas son secuencias exactas, los tres cuadrados conmutativos, o epimorfis-
mo y ¢ monomorfismo. Entonces si v es epimorfismo también lo serd 8 y si 3 es
monomorfismo también los sera -y.
Demostracion.

La conmutatividad de los tres cuadrados dice que
Bof=foa,yog=g'oB, 6 doh="noy
Donde Im(8) = ¢ (Im{(v)) , Nuc(y) = g(Nuc(8)). Ver Sze-Tsen Hu(1968)[8]

Lema 2.1.57 {de los cinco). Si en el siguiente diagrama de homomorfismos

AL B S ¢ p K E

4 sl Tl 5l ‘)

AL s o b p s pE

las dos filas son secuencias exactas, los cuatro cuadrados conmutativos y los homo-
morfismos «, 3, §, ¢ son isomorfismos entonces el homomorfismo central v también
es un isomorfismo.

Demostracion.

Se tiene del Teorema (2.1.56)
Lema 2.1.58 (de los cinco corto). Si en el diagrama de homomorfismos

15 4 4L B & ¢ 51
*“l pl Tl

! ]
1 4 4L B 5 ¢ 51
las dos filas son secuencias exactas y los dos cuadrados conmutativos entonces

1. Si a y 7 son monomorfismos también lo es 5.
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2. Si @ y v son epimorfismos también lo es 3.

Por tanto 8 es isomorfismo si lo son « y +.
Demostracion.

Se tiene del Teorema (2.1.56)

2.1.3. Categorias y Funtores

Definiciéon 2.1.59. Un semigrupoide es un conjunto M tal que, para o, 8 € M
estd definido un producto

afe M

que satisface las dos condiciones de asociatividad siguientes:
(CA 1) Para elementos cualesquiera a, 3, v de M, el triple producto a(8y) esta
definido si y s6lo si (af)y esta definido. En el caso en que cualquiera de los dos esté

definido, se cumple la ley asociativa

(aB)y = a(By)

Este producto triple serd denotado por afy.

(CA 2) El triple producto a7y esta definido siempre que estén definidos los productos
afy fy.

Por ejemplo, todo semigrupo es un semigrupoide. Segtn la definicién, es obvio que
un semigrupoide M es un semigrupo si y sblo si el producto «f esta definido para:
todo par o, 3 de elementos de M.

Un elemento £ de un semigrupoide se dice que es una identidad {0 una unidad) de
M siysolosi {fo=ay &S =73 siempre que £a vy J€ estén definidos.

Un semigrupoide M se llama regular si y sdlo si, para todo elemento o € M, existen

unidades £ y 7 en M tales que {a y an estén definidos.

Lema 2.1.60. Dado un elemento « arbitrario de un semigrupoide regular M, existe

una tunica identidad £ de M tal que £ esté definido.

Demostracion. Sean £ y £ dos identidades de M tales que £ y £’ estén definidos.

Como ¢ y €' son identidades, el triple producto
{fa)=¢fa=a
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esta definido. Entonces, por (AC 1), se deduce que (£€')a estd también definido.

Esto implica que el producto £ esta definido. Como £ y £’ son identidades, es
E=¢68=¢.

lo que prueba (2.1.60). o
Esté4 identidad tinica & de (2.1.60) recibira el nombre de identidad por la izquierda
del elemento o de M y se designaré con el simbolo A(a). La correspondencia o —
A{a) define una funcion

ArM—-M

del semigrupoide regular M en si mismo.

Anélogamente, tenemos el siguiente lema:

Lema 2.1.61. Dado un elemento o arbitrario de un semigrupoide regular M, existe

una tnica identidad n de M tal que an estd definido.

Esta identidad tnica 5 de (2.1.61) recibira el nombre de identidad por la derecha del
elemento o de M y se designara con el simbolo p{a). La correspondencia « — p(a)

define una funcién

p: MM
Sea J(M) la clase de todas las identidades de M. Se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.1.62. Dado un semigrupoide regular M, tenemos

AE) =& = pl8)

para todo £ € J(M). En consecuencia, tenemos

Demostracién. Por definicion de A(€), el producto A(€) estd definido.
Como A(€) y € son identidades, se sigue que A(¢) = €. Analogamente, se puede
probar que p(¢) = £, lo que completa la demostracién del Corolario (2.1.62). 0

Lema 2.1.63. Si a y § son dos elementos cualesquiera de un semigrupoide regular

M, entonces a8 esta definido si y sélo si p(a) = A(B).
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Demostracion. Necestdad. Si af estd definido. Entonces el triple producto

alA(B)f] = af

estd definido. Por (AC 1) también est4 definido [aX(5)]85, lo que implica que aA(S)

estd definido. Por Lema (2.1.61), obtenemos
pla) = MB)

Suficiencia. Supongamos p{a) = A(3). Entonces estan definidos ap(a) y p(a)B.
Por (AC 2), esta definido ap(a)8. Como p{a) es una identidad, tenemos

y por consiguiente a3 esta definido. .

Lema 2.1.64. Si el producto af de dos elementos a, § de un semigrupoide regular

M esta definido, entonces
MaB) = Ma),  plaB) = p(B).

Demostracion. Como A(a)a y af estan definidos, se deduce de (AC2) que AMa)af
esta definido. Por Lema (2.1.60), esto implica A(a8) = A(e). Analogamente se prue-

ba que p(a) = p(B).
Dado un elemento a de un semigrupoide regular M, diremos que 8 € M es un
inverso de o si y s6lo si ¢ff = A(a) y fa = p(a). Si o posee un inverso, diremos

que « es itnversible. O
Lema 2.1.65. El elemento inverso en un semigrupoide regular es tinico.

Demostracion. Sean 3 y v dos inversos de un elemento inversible arbitrariamente
dado o de un semigrupoide regular M. Entonces estan definidos Sa y oy, Por tanto,

por (AC 2), esta definido Bary. De las relaciones
Bay = Blay) = By(e) = B,

Bay = (Ba)y = playy =1,

25



deducimos 8 = 7. O
El tinico inverso del elemento inversible o de M se denotar4 por a!, por definicién,

tenemos evidentemente

Ma)=pla),  pla™)=Xa).

Obviamente, toda identidad £ de un semigrupoide regular M es inversible, siendo
§~' = £, En general, M posee elementos que no son inversibles.

Llamaremos grupoide a todo semigrupoide regular M en el que todo elemento es
inversible. Todo grupo es un grupoide, pero existen grupoide que no son grupos. Un
ejemplo importante de estos grupoides lo constituye el grupoide fundamental de un

espacio topol6gico como se verd mas adelante.

Definicién 2.1.66. Una categoria C consiste de una clase K de elementos llamados
objetos y un semigrupoide regular M de elementos llamados morfismos justamente

con una funcién biyectiva

v K — J(M)

de la clase K de objetos sobre la subclase J(M) de las identidades de M.
Sea C = {K, M, 1} una categoria arbitrariamente dada. Para cada objeto X € K, la
identidad +(X) € J(M) recibe el nombre de morfismo identidad del objeto X y lo

denotamos por tx. Para cada morfismo a € M, los objetos
Domfa) = X = 1 [Ma)],

Ran(a) =Y =" [p(a)],

se llaman, respectivamente, Dominio y Rango del morfismo o. En este caso, o se

dice que es un morfismo de X en Y, denotandolo por
a: X =Y.

En particular, tenemos

ix:X—%X

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de (2.1.63) y (2.1.64).
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Proposicién 2.1.67. El producto af de dos morfismos a, f € M esta definido si
y sblo si Ran(a) = Dom(f).
Sia: X =Y yp:Y — Z son morfismos, entonces el morfismo producto «f esta

determinado por el siguiente tridngulo:

af 7
Y

Para dar ejemplos de categorias, se debe especificar los objetos y los morfismos de la

X

categorfa, e indicar como estan definidos los productos de morfismos. En la mayoria
de los casos, las identidades y las condiciones de asociatividad son obvias.

_ Ejemplos de categorias

(1) La categoria YV de conjuntos consiste de todos los conjuntos como objetos y todas
las funciones {de un conjunto en un conjunto) como morfismos. los productos de
morfismos estan definidos por la composicion de funciones como sigue. El producto

dea: X =Y ypB:Y — Z es la composicion

af=PBoa: X = Z.

(2) La categorfa T de.espacios topolégicos consiste de todos los espacios topologicos
como objetos y de las aplicaciones continuas como morfismos. Los productos de mor-
~ fismos estdn definidos por la composicion, como en el Ejemplo(1). Las definiciones
de espacio topologico y aplicacién continua, consultar el siguiente capitulo.

(3) La categoria G de grupos consiste de todos los grupos como objetos y todos
los homomorfismos {de grupo) como morfismos. Los productos de morfismos estén
definidos como en el Ejemplo(1), por la composicién.

(4) La categoria £ de sucesiones descendentes consiste de todas las sucesiones des-
cendentes de grupos como objetos y de sus homomorfismos como morfismos. Los
productos de morfismos estan definidos por composicién como en (3).

Sea ahora C = {K, M, ¢} una categoria arbitrariamente dada. Con dos objetos

X, Y € K de C, consideremos la subclase
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Mor(X,Y)={aeM|a: X 5 Y}
En el ejemplo (3), tenemos
Mor{X, Y) = Hom(X, Y)

Una categorfa C = {K, M, ¢} se dice R-lineal si y solo si se satisface:

(LC1) Para cada dos objetos X, Y € K de C, Mor(X, V') es un R-médulo.

(LC2) Para tres objetos cualesquiera X, Y, Z € K de C, el producto en M
define una funcién bilineal de Mor(X, Y} x Mor(Y, Z) en Mor(X, Z).
En particular, las categorias lineales sobre Z se llaman categorias aditivas, con Z el
anillo de los enteros.
Concluiremos esta seccién con algunas observaciones sobre la definicién de catego-
rias. la nocion de categoria proviene de la consideracién de las propiedades comunes
del ejemplo (2) y otros andlogos.
La estructura de una categoria C = {K, M, ¢} est4 determinada por el semigrupoide
regular M. En efecto, la clase de los objetos de C puede ser identificada con T (M)
por medio de la funcién biyectiva ¢. Debido a esto, los semigrupoides regulares M
se llaman categorias abstractas. Por tanto, en una categorfa, son los morfismos los
que juegan un papel importante, mientras que el desempeiiado por los objetos es
secundario. De todas formas, en la mayoria de las aplicaciones de este concepto,
los objetos tienen interés primordial. Esto explica porqué la clase K de objetos es
introducida artificialmente en nocién de categoria mediante una funcién biyectiva ¢.
En los ejemplos anteriores, hemos utilizado los términos “la clase de todos los con-
juntos” | etc. En la axiomatica usual de la teoria de conjuntos, éstas son totalidades
ilegitimas que deben ser evitadas. Sin embargo, si adoptamos los axiomas de Godel-
Bernays-von Neumann de la teoria de conjuntos, disponemos de totalidades més
amplias llamadas clases, y podemos hablar legitimamente de “la clase de todos los
conjuntos", etc. Asi, en una categoria arbitraria ¢ = {K, M, 1}, K y M son en
general clases. Se debe tener cuidado de no efectuar sobre estas categorias cier-
tas operaciones, tales como la formacién del conjunto de todos los conjuntos. Una

categorfa se llama pequefia si y s6lo si su clase K de objetos es un conjunto.
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Definicién 2.1.68. Sean C y D categorias dadas y consideremos una funcién
f:C—=D

que asigna a cada objeto X de C un objeto f(X) de P v a cada morfismo « de C
un morfismo f{a} de D. La funcién f se dice que es un funtor covariante de € en
D si y s0lé si satisface las tres condiciones siguientes:

(CF1) Sia: X = Y, entonces f(a): f(X) — f(Y).

(CF2) f(ix) = izpn

(CF3) Si af esta definido, entonces f{af) = f(a)f(8).

La condicién (CF1) puede ser expresada en la forma siguiente:

flDom(a)] = Dom|f(a)], f[Ran(a)] = Ranlf(a)]

Asf un funtor covariante f conmuta con las operaciones de las categorias.
En virtud de la condicién (CF2), un funtor f estad completamente determinado por la
funcién f{«) definida para los morfismos a de C Gnicamente. Asf un funtor covariante
f : C = D es esencialmente un homomorfismo del semigrupoide de los morfismos
de C en el de los de D, sujeto a la condicién de que las identidades (o unidades) se
aphquen en identidades.
Por otra parte, la funcién f se dice que es un funtor contravariante de C en D si
y solo si satisface las tres condiciones siguientes:

(CF1*) Si @ : X = Y, entonces f(a): f(YV)— f(X).

(CF2%) f(ix) = igx)-

(CF3*) Si aff esta definido, entonces f(af) = f(8)f(a).
Se tienen observaciones analogas a las anteriores, con modificaciones obvias que son
necesarias a causa de la contravariancia .
Sean f: C — Dy g : D — &£ funtores arbitrariamente dados. Como f y g son

funtores, su producto sera la composicién
gof:C—E&
que estd bien definida y ésta aplica objetos en objetos y morfismos en morfismos.
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Proposicion 2.1.69. La funcién compuesta g o f es un funtor covariante si f y g

tienen la misma variancia; go f es un funtor contravariante si f y ¢ son de variancia

opuesta.

Ejemplos de funtores
(1) Consideremos la categoria ' de conjuntos y la categoria G. Definamos una fun-
cién
f[:Y—>§

como sigue. Un objeto arbitrario X de ) es un conjunto. Denotamos con f(X) el
grupo libre engendrado por X. Por otra parte el morfismo arbitrario o de ) es una
funcion

a: X =Y C f(X).
Puesto que f{X) es el grupo libre engendrado por X, se sigue que a se extiende a

un tnico homomorfismo
fla): f(X) = £(Y)

Es evidente que f es un funtor covariante.
(2} Consideremos de nuevo la categoria G justamente con un grupo G dado. Defi-

namos una funcién

h:G—G

como sigue. Para cada grupo X de G sea h(X) el grupo Hom(X, M) de los homo-
morfismos de X en M. Por otra parte, para cada homomorfismo a: X = Y de G,

sea h(a) el homomorfismo
Hom(e, 7) : Hom(Y, M) — Hom(X, M),

donde i : M — M representa el endomorfismo identidad de M. Facilmente se

comprueba que A es un funtor contravariante. Definamos ahora una funcién
E:G—G

en la forma siguiente. Para cada grupo X de G, sea k{X) el modulo Hom(M, X).

Ademés, para cada homomorfismo a: X -+ ¥ de G, sea k(a} el homomorfismo
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Hom(z, o) : Hom(M, X)— Hom(M, Y).

Se verifica que & es un funtor covariante.

(3) Consideremos la categoria £ de sucesiones descendentes y un entero dado n.
Definamos la funcién

H*: G L
de grupos de G en la categoria L. Para cada grupo X de G, sea H*(X) el grupo
de cohomologia n-dimensional de X. Lo cudl veremos en el capitulo final. Por otra

parte, para cada morfismo o : X —Y deG,sea H "(a) el homomorfismo inducido
H™a): HYY) - H*{X).

Se comprueba que H™ es un funtor contravariante, llamado funtor de cohomolo-

gfia n-dimensional.

Sean ahora C y D categorias arbitrariamente dadas. Un funtor covariante f:C—>7D
se dice lineal si y s6lo si, para cualesquiera dos objetos X e Y de C, define f un

homomorfismo
fixyy + Mor(X, Y)— Mor[f{X),f(Y)]

Anélogamente, un funtor contravariante g : C — D se dice lineal si y s6lo si, para

cualesquiera dos objetos X e Y de C, g define un homomorfismo

gix,yy : Mor(X, Y)}— Mor[f(¥),f(X)]

2.2. Axiomas en Teoria de Cohomologia, primeros resultados
En esta seccién presentamos la teorfa de Cohomologia, la axiomética asociada y los
primeros resultados obtenidos.

2.2.1. Teoria de Cohomologia, axioméatica

Definicién 2.2.1. Una categoria admisible para teorias de cohomologia sera la
categorfa C cuyos objetos son pares topologicos (X, A), con A subespacio de X y

los morfismos son ciertas aplicaciones continuas de pares de espacios satisfaciendo:
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(AC1) Si un par topolégico es un objeto en C entonces C contiene todos los pares

y aplicaciones inclusién en el reticulo de (X, A) dado por el diagrama:

(AC2) Si una aplicacion f @ (X, A) — (Y, B) es un morfismo en C entonces €
contiene todos los pares topologicos (X, A) v (Y, B) junto con todas las apli-
caciones que f define de miembros del reticulo de (X, A) en correspondencia

con miembros del reticulo de (Y, B).

" (AC3) Si las aplicaciones f : (X, A) — (Y, B), g: (Y, B) = (Z,C) son morfismos
en C entonces C contiene go f : (X, A) — (Z,C).

(AC4) Siun par topoldgico (X, A) es un objeto en C entonces C contiene el cilindro

(X, AYx I definido por: (X, A)x I = (X xI,Ax1I), I =[0,1] y las inmersiones

canénicas:
ko: (X, A) = (X,A) x I [ ko(z) = (2,0), paratodoz € X
ki:(X,A) = (X,A) x I [ ki(z) = (z,1), para todoz € X

(AC5H) Existe un espacio de un solo punto en C, si P es cualquier espacio de un
“solo punto en C entonces C contiene toda aplicacién f : P — X de cualquier

espacio X en C.

En (AC5) tenemos identificado el par topolégico (X,#) con la misma topologia de
X en cual serd usado en este trabajo. En particular la categorfa Cr de todos los

pares topolégicos y aplicaciones de pares es una categoria admisible.

TEORIA DE COHOMOLOGIA
En lo que sigue C denotaré cualquier categoria admisible.
Por una teoria de Cohomologia sobre C diremos de una coleccion H = {H, *, 48}

de tres funciones como sigue:
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» La funcién H asigna a cada par topolégico {X, A) en C y cada entero g un
grupo abeliano H?(X, A) el cual sera llamado el g-grupo de cohomologia
del par (X, A) en la teorfa de cohomologia H. Algunas veces HI(X, A} es
llamado el g-grupo de cohomologia relativa del espacio topolégico X médulo
el subespacio A. Cuando A = ) denotamos por HY(X, A) = HY(X) llamado

g-grupo de Cohomologia absoluta.

» La funcién (*) asigna a cada aplicacién f : (X, A) — (Y, B) en C y cada entero
g un homomorfismo: f*=f*:HYY,B) > HY(X, A} el cual sera llamado el

homomorfismo inducido por f en la teoria H.

» La funcién § asigna a cada par (X, A} en C y cada ¢ € Z un homomorfismo

§=6(X,A,q): H1(A) = HYX, A) el cual es llamado operador coborde.

Las funciones H,*,é requieren satisfacer las siguientes siete condiciones llamadas
“Axiomas de Eilenberg Steenrod para una teoria de Cohomologia":

AXIOMA 1 (Axioma de Identidad)

Sii: (X, A) = (X, A) es la aplicacién identidad sobre el par topoldgico (X, A) en C,
entonces el homomorfismo inducido ¢* : H9(X, A) = HY( X, A) es la identidad para
todo q € Z.

AXIOMA 1I (Axioma de Composicion)

Si f:(X,A) — (Y.B), g : (Y,B) =+ (Z,C} son aplicaciones en C entonces
(go f)*1= f* o.g*q para todo g € Z. ‘

Por tanto, para todo entero g fijo, las funciones H9, *? constituyen un funtor con-
travariante de la categorfa C a la categoria A de todos los grupos abelianos y todos
los homomorfismos de tales grupos .

Si introducimos la notacién HY(f) = f*9 para toda aplicacién f en C este funtor
contravariante puede ser denotado por H? y se llamara ¢g-funtor de cohomologia
en la teoria de cohomologia H.

AXIOMA III (Axioma de Conmutatividad)

Si f:(X,A)— (Y, B) es una aplicacién en C y si g : A — B es una aplicacién en C

definida por g(z) = f(z) para todo = € A, entonces do g* = f* o §, para todo q €
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Z dado en el siguiente diagrama:

HY(B) —~— H}(4)

ook

HY(Y, B) ————~ H%(X, A)

AXIOMA IV (Axioma de Exactitud)
Si (X, A) es un par topolégicoen Cyi: A — X, j: X — (X, A) son aplicaciones

inclusién, entonces la siguiente secuencia infinita es exacta:
o = HTYA) S HY(X,A) D HYX) S HYA) > ...

llamada secuencia de cohomologia del par (X, A).

AXIOMA V (Axioma de Homotopia)

Si las aplicaciones f,g : (X, A) — (Y, B) son homotépicas en C o sea existe una
aplicacién h : (X, A) x I = (Y,B) en C tal que f = hoky, g = hok; donde kg,
ki : (X,A) — (X, A) x I son inmersiones canénicas, entonces g*? = f*? para todo
g € Z.

AXIOMA VI (Axioma de Excisién)

Si U es un conjunto abierto de un espacio topologico X cuva clausura CIl(U) esta
contenida en el interior de un subespacio A de X y si la aplicacién inclusion

e: (X —UA—-U)— (X, A) esta en C, entonces el homomorfismo inducido

e’ HYX,A) - HY{X — U, A~ U) es un isomorfismo para todo entero q.

La aplicacién e es llamada excisién de U y €*? es el g-isomorfismo excisién.
AXIOMA VII (Axioma de Dimensién)

El g-grupo de cohomologia HY( Fy) del espacio distinguido de un solo punto P, g # 0
consiste de un solo punto, o sea H¥(Fp) =0, g # 0.

Esto completa la definicion de una teoria de cohomologia H sobre la categoria C.

Si H satisface solo los primeros sels axiomas, entonces H se conoce como teoria de

cohomologia generalizada sobre la categoria admisible C.

Observacién 2.2.2. El 0-grupo de cohomologia G = H°(F,) del espacio distinguido

de un punto F; en C es llamado grupo coeficiente de la teoria de cohomologia H.
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La consistencia de los axiomas es mostrada por la cohomologia Hg sobre la categoria
admisible C definida por H¥(X, A) = 0 para todo par topolagico (X, A) en C para
todo g € Z. Esto ademds prueba la existencia de una teoria de cohomologia con
grupo coeficiente trivial G = 0 sobre toda categoria admisible C. Ver Hu S. T. [7]

de hecho el interés esta en la existencia de teorias de cohomologia no trivial.

2.2.2. Consecuencias inmediatas de la Teoria de Cohomologia

En lo que sigue H = {H, %, 4}, denotara una teoria de cohomologia sobre la categoria

admisible Cr de todos los pares topolégicos y todas las aplicaciones de pares.

Proposicion 2.2.3. Si una aplicacién f : (X, A) — (Y, B) es una equivalencia
homotépica en Cr en el sentido que existe g : (Y,B) — (X, A) tal que fog
y go f son homotodpicas a la identidad. Entonces el homomorfismo inducido f* :

HY(Y, B) - HY X, A) es isomorfismo para todo ¢ € Z
Demostracion: Por axioma I, IT y V las composiciones

g-of* = (fog) : HYY,B) — HIY,B)
frog® = (gof) : HUX,A} — HYX, A)

son automorfismos identidad con lo cual se sigue el resultado.

En particular si A =0, B = 0 se tiene HY(X) =~ HY(Y') para todo g € Z. 0

Definicién 2.2.4. Un espacio topologico en C se dice que es contractible en C si la

aplicacién identidad es homotépica en C a una aplicaciéon constante en C.
Segfin la proposicion (2.2.3) si X es un espacio topoldgico contractible en C

G : g=0

HI{(X)~ . oy
g

donde G denota el grupo coeficiente de la teorfa de cohomologia H.

Proposicion 2.2.5. Si la aplicacién inclusion ¢ : A — X es una equivalencia homo-

topica en Cr entonces .Hq(X, A} = 0 para todo q € Z.
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Demostracion:
Por la proposicion (2.2.3) i* : H{(X) — H%A) es un isomorfismo para todo q € Z,

luego considerando la secuencia de cohomologia del par (X, A):
o o HTYX) S HTYA) S BIX, A D HYX) S HYA) ...
Como 7* en ambos extremos son isomorfismos entonces H9(X, A} es un punto.

Proposicion 2.2.6. Si U es abierto de un espacio topolégico X contenido en un
subespacio A de X entonces la excision e : (X — U, A - U) — (X, A) induce un
isomorfismo e* : HYX, A) - HY(X — U, A—U) para todo g € Z. Ademés se prueba
que existe un conjunto abierto V del espacio X tal que la clausura Cl{V) C U y la

inclusién h: (X —U, A—-U) = (X — V, A — V) es equivalencia homotoépica.

Demostracion:

Como Cl{V) C U C A entonces CI(V) C Int(A) (interior de A), por el axioma
de excisién &k : (X —V,A - V) — (X, A) induce un isomorfismo k* : H4(X,A) —
HY{X —V,A—-V), por Proposicién (2.2.3) h induce un isomorfisino

R HY X -V, A- V)= HY(X —V,A — V) para todo g € Z.

Por tanto, e* = h* o k* y el axioma de composicién implican que:
e =h"ok* H(X-V.A-V)> H(X -UA-T)

es isomorfismo para todo ¢ € Z. O

2.3. Grupos de Cohomologia Reducida

En esta seccidén presentamos los Grupos de Cohomologia reducida, el isomorfismo
suspensién y calculamos grupos de Cohomologia de las esferas.

Consideremos la aplicacion f : (X, A) = (Y, B) en la categoriaC yseang: X — Y,

h: A — B definidas por f entonces obtenemos el diagrama:

. — H*Y(B) > H(Y, B) L HY(Y) = HY(B) — . . .

1o

. — HY(A) =2 HI(X, A) L HY(X) o HY(A) — . ..
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Donde por axioma de exactitud y los axiomas II y III las filas son exactas y los
cuadrados conmutativos: doh* = f*04d, j*o f* = g* o j* i*og* = h* 0i*. Para todo

q € Z, denotar:

K9(X,A) = Conuc(f*)= %
K{(X} = Conuc(g®)= g:%;i;
K%A) = Conuc(h*) = ;:(;())
Para todo g se verifica:
#*[K9(X)) € K9(A) lo cul define 3" : K%(X) — K9(A)

FIKUX, A)] € KAX)  locudl define  j* : K9(X, A) — K9(X)
SIKTYA)) C KYX,A) locual define &: K91(A) —» KI(X, A)

obtenemos asi una secuencia infinita:
CLCKTHAY S KX, A) D KX D KA D RTYX A) L

llamada secuencia de conticleos de la aplicacion f : (X, A) — (¥, B), como j*o4,
i* o 7%, 6 o ¢* son triviales, entonces la secuencia de conticleos es semiexacta.

Ahora apliquemos al caso (Y, B) = (Fy, Fy) cuando Fp denota el espacio (distinguido)
de un solo punto en C, la secuencia de condcleos de la aplicacién constante # :
(X,A) = (P, P) es llamada la secuencia de cohomologia reducida del par

topologico (X, A) en la teorfa de cohomologia H y sera denotado por:
Lo HNA) S Hux,A) D BN X)) S B A) > ..

Como los grupos en la secuencia de cohomologia del par (Fp, Fy) son triviales excepto

para H%(F) = G tenemos:

~

HYX,A)=HIYX, A); paratodo g€ Z
HY(X) = H'(X), H(A)=H%4A), ¢#0

Los grupos H%(X), H%(A) en la secuencia de cohomologia reducida de {X, A} son
llamados los 0-grupos de cohomologia reducida de los espacios X, A.
Generalizando HY(X), H 7(A), HY(X, A) en la secuencia de cohomologia reducida

del par (X, A) seran llamados grupos de cohomologia reducida.
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Proposicion 2.3.1. Para cualquier espacio topolégico no vacfo X tenemos:
H(X) ~ G & HYX), H(A) ~ G ® H°(A) donde H(P,)) =G, £ AC X.
Demostracion:

Consideremos o : X — Py, 7: A = P, definidas por 8 : (X, A) — (P, ), elijamos
To € A definamos A : (Fy, By) — (X, A) / A(R) = zo.

Sean p: Py — X, v: Fy — A aplicaciones definidas por A entonces cop: Fy — B
es la identidad.

Por los axiomas LII la composicién u* o ¢* : H*(Fy) — H°(F,) es automorfismo y
por algebra elemental HO(X) = Im(c*) ® Nuc(u*). Ademas Nuc(u*) = HY(X) y
como o* es un monomorfismo H(F)) = G =~ Im{c*).

por tanto H(X) ~ G & H(X).

Similarmente H°(A4) = G & HO(A). O

Ahora consideremos la aplicacién f : X — Y [/ flzg) = o, p: Y = B,
w:Py =Y [w(P) =y Asiw= fop, oc=po f.

Entonces los tridngulos en el siguiente diagrama conmutan:

| HAY) )
A
HO(Ry) HYFy)

H(X)

Obteniéndose asi:

fim(p)] < Im(o)

f*[Nue(w")] =~ Nuclp®)
Por definicién tenemos H(X) = Nuc(y*), H*(Y) = Nuc(w*)
el homomorfismo inducido f* : HO(Y) — HOY(X) define f* : HY(Y) — EO(X)
llamado homomorfismo inducido en cohomologia reducida.
En particular i* : H%(X) — H°(A) es el homomorfismo inducido de i : A — X,
como HY(X) = H(X) para todo q # 0 tenemos el homomorfismo inducido f* :

H WYY} — H 9(X) segun los axiomas I, II, V se tiene las siguientes proposiciones:
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Proposicion 2.3.2. Sii: X — X es la identidad entonces el homomorfismo indu-

cido 7* : H9(X) — H(X) es el automorfismo identidad para todo g € Z.

Proposicién 2.3.3. Si f: X =Y, ¢g:Y — Z son aplicaciones entonces

(go f) = f*og"* para todo g €Z.

Proposicién 2.3.4. Si las aplicaciones f,g : X — Y son homotépicas entonces

f* = g" para todo g € Z.

Corolario 2.3.5. Si los espacios topolégicos X, Y son homotépicamente equivalen-
tes (X 2 Y) entonces HY(X) = HI(Y), para todo q € Z. Asi H%(X) es invariante

homotépico de X.

Teorema 2.3.6. Para todo par topologico (X, A) con X # (), A # 0 la secuencia

de cohomologia reducida de (X, A) es exacta.
C o HEYA) S Hx, A) D Ay x) S H9A) — ...

Demostracién:
Como la secuencia de cohomologia reducida no difiere de la secuencia de cohomologia

usual en los grupos H(A) y H*(X) es suficiente ver la exactitud de:
Box, 4) 5 B0 B foa) S B (x, A)

Para esto comparemos la secuencia de cohomologia usual de (X, A)
HOX, A) 5 Bo(X) 5 HYA) S HY(X, A)

Como H'(X,A) = H(X, A) y & es definido por & tenemos Nuc(8) = Nuc(d) de la
observacién (2.3.1), i*(H®(A)) ¢ HY(X), como Im(j*) es la restriccion de Im(j*) a
HO(X) tenemos Im(5*) = Im(j “YNH(X). Por tanto de la exactitud de la secuencia
de cohomologia usual de (X, A) tenemos

Im(3*) = Im(§*) N H(X) = Nuc(i*) N H*(X) = Nuc(i*)

Im(i*) = Im(i*) N H(A) = Nuc(8) N H(A) = Nuc(3) -

Proposicién 2.3.7. Si X esun espacio contractible entonces H ?( X'} = 0, para todo

qgeZ.
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Demostracion:
Si X es contractible entonces la aplicacién constante ¢ : X — F; es obviamente una
equivalencia homotodpica, se sigue de la Proposicién (2.2.3) que ¢ induce un isomor-

fismo: o* : HY(Py) ~ HY(X), para todo g € Z entonces HY(X) = Nuc(c") = 0. 0

ISOMORFISMO SUSPENSION |

Recordar que H = {H, *,8} denota una teoria de homologia sobre la categoria
admisible C de pares topolégicos y aplicaciones de pares. Sea X # @, I = [0,1] en
X x I si identificamos X x {0} con u y X x {1} con v obtenemos el espacio cociente
S(X), el cual es llamado la suspension de X

En la figura 1 se identifica S* x {1} con el polo norte v de §% y S x {0} con el

polo sur u de S2.

Figura 1: La suspensién de un espacio.

Usando la inmersién i : X — S(X) / i(z) = p(z, ), el espacio topolégico X puede
ser considerado de S(X), donde p: X x I — S{X) es la proyeccién natural.

Sean: V = {p(z,t) /z € X, ; <t <1} yU={p(z,t) /z € X, 0<t<1}

estos subespacios de S{(X) son contractibles ademas UNV = X, UUV = 5(X).
Para establecer un isomorfismo entre HYX) y I?q“[S(X )], para todo ¢ € Z,
considerar la secuencia de cohomologia reducida del par (V,X). Como V es
contractible de (2.3.7) 6 : H(X) — H®(V, X) es un isomorfismo para todo g € Z.
Considerar la secuencia de cohomologfa reducida del par [S{X),U]. Como U
es contractible de (2.3.7) tendremos que j* : H[S(X),U] — H™[S(X)] es

isomorfismo para todo g € Z.
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Finalmente considerar la inclusién e : {(V, X) — [S(X),U] la cual es excision del
conjunto abierto M = Int(U) = S(X) —V del par [S(X), U], considerar el conjunto
abierto N = {p(z,t) / z € X, 0 < ¢ £ 3} como la CI(N) C M, la aplicacion
inclusion h : (U, X) — [S(X) - N,U — N] es una equivalencia homotépica por
(2.2.6), e* : HTS(X),U] - H¥Y(V,X) es isomorfismo obteniéndose asi el
diagrama de isomorfismos:
H(X) <5 BV, X) 5 H9Y(S(X),U) L5 AH(S(X))

El isomorfismo composicién ¢ = j*oe* ' o§ sers llamado el isomorfismo suspen-

sidn sobre el grupo H 7(X) en la teoria de cohomologia .

Proposiciéon 2.3.8. Para cada entero n > 0 los grupos de cohomologfa reducida de

la esfera 5™ son dados:
G . g=n

0 : g#n

donde G denota el grupo coeficiente de la teorfa de cohomologia H.

HY(S"™) ~

Demostracion

La esfera S puede ser definida como el subespacio {0,1} de R. Para determinar
los grupos de cohomologia reducida de S considerar la secuencia de cohomologia
reducida de (5%, P,), por Proposicién (2.3.7) tenemos el isomorfismo

3% HY(S°, Py) =~ H9(S®), para todo g € 7, seguidamente como {0} es subconjunto
abierto de S° con CI{{0}) C Int({0}) la excision e : {1} = ({1},®) — (S, F) de
Py del par (S°, P) induce un isomorfismo e* : H4(S%, ) =~ Hq({l}) para todo g €

Z. Por Proposicion (2.2.6) y axioma de dimension se tiene:

G : g=n

HI(S%) ~ HY(S°, P) =~ HY({1}) =
0 : g#n

Lo cual prueba (2.3.8) para n = 0.

Completemos la prueba de {2.3.8) por induccién sea k& > 0 asumir que se tiene
(2.3.8) para n = k. Veamos la prueba paran =k + 1

* Consideremos la suspensién S(S¥) de la k-esfera S*, como S(S*) es homeomorfo a

la (k+1)-esfera S¥1 se sigue del Corolario (2.3.5) que: HY(S%+1) ~ H9(S(S*)) para
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todo g € Z.
Tenemos asi el isomorfismo suspension o : H1-1(S¥) =~ H1(S(8%)) ~ HI(S**1) para

todo g €Z. : 0

Corolario 2.3.9. Los grupos de cohomologia de la esfera S™ son dados por:
0 ; n#Eqg#0
Hi{(S") =< G i n#Eqg=0,6n=q5#0
GaeG ; n=q=0
donde G denota el grupo coeficiente de la teoria de cohomologia H.

Demostracion:

Se obtiene de la Proposicién (2.3.1} y Proposicién (2.3.8). 0

Proposicién 2.3.10. Para toda aplicacién f : X — Y en C y para todo g € Z el

rectangulo conmuta:

He(Y) T HHS(Y)]
f*i IS¢

() ——— Ho[S(X0)

o és isomorfismo suspension y S(f) : S{X) — S(Y) / [S(N](p(z, 1)) = plf(z), 1]

Yz € X,Vt € I es llamado la suspension de {.

Demostracion:
Sean Uy, Vx subespacios de S(X), Uy, Vy subespacios de S(Y). Como el isomor-

fismo suspensién ¢ esta definido o = 7* o e* 0 § tenemos:

Ha(X) —2% H Uy, Y) —> HIS(Y), Vo] 2 HHHS(Y))]
F* l g l h* [s(H1 l

H9(X) —& He Uy, X) === HTYS(X), Vy] T H[S(X)]

donde g, h estan definidas por f, como f = g/X la conmutatividad del rectangulo
izquierdo es una consecuencia del axioma III. La conmutatividad de los otros dos
rectangulos se sigue del axioma II junto con las relaciones eog = hoe, joh = 5(f)oj.

Entonces g o f* = [S{f)]* o 0. O
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2.4. Cohomologia Singular

En esta seccion presentamos los Simplejos Singulares, el Grupo de Cadenas singula-
res, los Grupos de Cohomologia Singular sobre un Grupo Abeliano, Homomorfismo

Inducido y la secuencia exacta en Cohomologia.

2.4.1. El Grupo libre de Cadenas Singulares

Un g-simplejo estandar es dado por:
q
Aq = {(ZEO,SC]_, ...,IL'n) ERQ-'-I/O < T < ]., in = 1}
i=0
El cual es compacto vy convexo.
Ejemplo 2.4.1. En R™ Ag = {Ao%o / Ao = 1}
O sea A puede ser identificado con los puntos de R™.

La figura 2 representa el O-simplejo en R.

Figura 2: El O-simplejo en R.

Ejemplo 2.4.2. En Rn; Al = {Ag.’L‘g + /\1.73]_ //\0 + A} = 1}
Al = {AO.’E{) + (l - )\0).’1’]1/0 _<_ )\0 S 1}

O sea A; es el segmento de recta desde x hasta z;.

La figura 3 representa el 1-simplejo en R2,

Ejemplo 2.4.3. En Rn; Ag = {Agﬂ')o + )\1.'131 + Agl‘z / )\0 +)\1 + )\2 = 1}
Ag = {/\01’0 + A13’31 + (1 — ()\0 + )\1))1’2 / 0 < Ao + )\1 < ].}

O sea A, son los puntos de un tridngulo formado por zg, x1, .

La figura 4 representa el 2-simplejo en R3.
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(0, 1) ¢

(1,0)

Figura 3: El 1-simplejo en R?.

{(0,0,1)

(0,10

{1,0,0)

Figura 4: El 2-simplejo en R®,
Diremos que €% ¢!, ..., ¢! € A, son los vértices; ¢ = (0, ..., 1, ...,0) € R¥,
e e’
lugar i+1
Sean Fy, Py, ..., P, € R" segin el teorema fundamental de las transformacio-
nes lineales existe una tnica aplicacién lineal f : A, — R" tal que: f(e?) = Pj
7=0,...,¢.810€e A= r=2" + mel + ... + %  zo+ ... +z,=1
Entonces

q q
@)= "zf(e) = a:P; 220 i=01,...,q
i=0 i=0
Entonces

g g
HAy) = {Pzz.ﬂ:iﬂ/ 0<z <1 A Zx,-:l}
i=0 i=0
En particular
G0 CRIS A CRYY j=0,1,..., ¢

44



e i ¢/ paraj<i
&(e) = . c

et para j >
Fm(€) = £(8g ) = ({50 35, - 7) € D [ 23 =0}

La figura 5 representa los vértices y caras de simplejos.

Ao

(6,1,0)

(1,0) {1,0,0)
&

Figura 5: Vértices y caras de simplejos.

q
La frontera de A, es AJ = U Im(&l).
=0
n—1

Ademés &' ol =& o€l | para k < i

Definiciéon 2.4.4. Sea X un espacio topolégico. Un g-simplejo singular es una
aplicacién continua:

0,8, =2 X, g0
Ejemplo 2.4.5. Si X es un espacio topologico:
1. La figura 6 representa el O-simplejo singular oy : Ay — X.

Go .
Go(Ao)

Ll s

Figura 6: El 0-simplejo singular.
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[ (0,1) Ol

A1
w0
Figura 7: El 1-simplejo singular.
2. La figura 7 representa el 1-simplejo singular oy : A; — X. P

3. La figura 8 representa el 2-simplejo singular g : Az — X.

{0,0,1)

{0, 1,0)
{1,0,0)

Figura 8: El 2-simplejo singular.

Ahora si S;(X) es el conjunto de todos los simplejos singulares considérese:
- Sea Cy(X) = Z aq04 | 04 € S,(X) , a4 € Z, ag = 0 excepto un ntmero finito }

g
Dada la representacioén de los elementos de C,{X) éste es un grupo abeliano libre

llamado g-cadena singular, cuya base son los simplejos singulares.

Se define Cp(X)=0si ¢ < 0.

Definiciéon 2.4.6. El operador borde o frontera es dado por:
Fn: Co(X) = Cort(X) / Bnlon) Zt——

Donde §; es llamada la j-ésima cara de d, y §; = onog;f‘ y cuando n < 0 se considera

a d, como el homomorfismo trivial.
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Proposicién 2.4.7. 8,.100,=0 paratodon €N

Demostracién: La prueba sera para simplejos, para cualquier elemento de C,(X)
se extiende por linealidad.
La i-ésima cara §; esta definida como la composicién:

n - _ el paraj<i
Ay S A, B X donde £7(ef) = paraJ

e/t paraj >+

Para k < ¢ sabemos que 7! o & = 1ol (*)

1

Casos:

a) Paraj <k <i

b) Para j > k, k<4, j2>1i

= Z_:(_l)jan—lé;'l“l [Z("l)ianfg{i = ) (“‘1)i+j[(an—1§;_1)(0n€?)]
=0 '

=0

= Y (D) [(0n1& N oatM)] + (~1)*(on1&} HomtM]
0<s<i<n 0<i<j<n-1

por {*) tenemos

= > (-1 (ona&  NomE)] + DI G V] (Y S (M35
0<j<isn 0<iLj<n—1

Tomando i < j hacemos i =5 — 1, j =14

entonces 7' —1<¢ = j7<i+1 = 0<j/<n—-1+1=n

6n.—l e an(an)

= 3 (“D)oang VoGl + Y, CU (0w ) o))

0<j<i<n 0<5'<i’<n

= > DT+ ()00 ) (0nE])] = 0 O
0<j<i<n :
Asi obtenemos la siguiente secuencia semiexacta:

CX): o= CulX) 25 Gty (X) 23 Cra(X) =

llamado complejo de cadenas singulares.
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2.4.2. Grupos de Cohomologia Singular sobre el grupo Abeliano G

Sea X un espacio topolégico, G un grupo Abeliano y para cada n sea el grupo

Abeliano de todos los homomorfismos de Cp(X) en G
C™{X,G) = Hom[Cn(X),G]

llamado grupo de cocadenas singulares sobre G.

Como C,(X})=0; n <0 entonces C*{X,G)=0; n<0.
Ahora para n > 0, como C,(X) es un grupo Abeliano libre generado por S,(X) de
todos los n-simplejos singulares en X. Se sigue que la asignacién ¢ — @|s,(x) define

un isomorfismo

L2 Hom[Co(X), G] 2 Fun[Sa(X),G]

donde Fun[S,(X),G] es el grupo Abeliano de las funciones de S, en G. Asi los
elementos de C™*(X, G) pueden ser consideradas como funciones de S, en G.
Ahora para cada entero n considérese el operador borde 9: C,,(X) > Cp1(X) v

el automorfismo identidad 7 : G — . El homomeorfismo:

Hom{0,i) : Hom[C,_1(X),G] -~ Hom|C.(X),G]
1) — iogod
el cual sera denotado:
§:CHX;G)— CYX;G)

sera llamado el operador coborde sobre el grupo C*~1(X; G). Nétese que sin < 0
entonces C""1(X; @) = 0 por lo que § = 0.
Asumamos que n > 0 y que ¢ € C"1(X;G). Entonces ¢ : Cp(X) — G es un
homomorfismo y §(¢) € C*(X;G) : §(¢) =¢08:C,(X) > G
Para todo n-simplejo o en X tenemos

[6()l(c) = ¢[0(c)] = ¢ [Z(ml)iai] =Y (-1)'¢[o]

i=0 i=0

Teorema 2.4.8. La siguiente composicién
CYX;G) 25 CMX;G) = YUY G)
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es el homomorfismo trivial § o 6 = 0.
Demostracion.

Sea ¢ € C"}{X;G) entonces

§od(g)=68(pod)=¢o0odod=0

Asi obtenemos la secuencia semiexacta:
CHX;G): o O 6) B o X 6) B oYX G)

llamada complejo de cocadenas singulares de X sobre (. Ahora los grupos:

Z™(X; G) = Nuc(6,)
llamado cociclos singulares de X en G.
B*X;G) = Im(8,-1)

Hamado cobordes singulares de X en G. Como C*(X, G) es semiexacta se tiene
BY{X;G) C Z™(X;G). Se tiene el grupo cociente:

- 550

llamado grupo de cohomologia singular de X sobre G.

En particular si G = Z, entonces
H"X)=H"(X;Z)
es llamado grupo de cohomologia singular entera del espacio X. Por otro lado
sea A un subespacio de X. Entonces el subgrupo de C™*(X, G) definido por
C™(X,A:G) = {¢ € CHX:G) : $[Ca(4)] =0}

es llamado el grupo de n-cocadenas singulares del par (X, A) sobre G.

De la definicién podemos trabajar con la restriccién:
§:C"YX,A;G) = CYX, A GQ)
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donde también se tiene 4 0 § = 0 y la secuencia semiexacta:
CHX,AG) ... = O (X, A G) 2 X, 4,G) 22 0vHYX, A:G) . ..

llamado complejo de cocadenas singulares del par (X, A) sobre G.
De manera analoga tenemos el grupo cociente:

ZMX, A G)

HXAC) = x40

llamado n-grupo de cohomologia singular de X médulo A sobre G.
En particular H*(X, A} = H*(X, A; Z) es llamado n-grupo de cohomologia sin-
gular de X moédulo A.

Proposicidn 2.4.9. Sin < 0 entonces H*(X, A; G) = 0.

Demostracion.

Esto se debe a que C*(X, A;G) = 0. 0
2.4.3. Homomorfismo inducido, secuencia exacta en cohomologia

Sean (X, A), (Y, B) pares topoldgicos y la aplicacion f : (X, A) — (Y, B). Para cada

n > 0 se tiene la funcién

Salf) = Sa(X) = SalY)
o = Su(f)(o}=foo

extendiendb se tiene el homomorfismo fnico:
Cul(f) 1 Co(X) = Cu(Y)

Como S,(f) lleva S,(A) en S,(B) entonces C,(f) leva C,(A) en C,(B), podemos

definir el homomorfismo:
Culf) : [Ca(X), Ca(A)] = [Cu(Y), Cu{ B)]
Lema 2.4.10. El rectangulo de homomorfismos es conmutativo

Ca(X) —=L s (1)

x| B

Cor(X) G Cra(Y)
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Demostracion.

187 0 CulDl(on) = 311 (f 0 0 ) = [Cucs (1) 0 O ) (0. .
j=1

Ahora sea (¢ grupolAbeliano y i : G — (G la identidad, entonces del homomorfismo
Hom[Cy(f), 7] : C"(Y; G} = C™(X; G)

que lleva C™{Y, B; G) en C*(X, A; G) se tiene el homomorfismo
CMf,G): CMY, B; G) — CM(X, 4; &)

donde para £ : C,(Y) — G en C™(Y, B; G) se tiene
[C*(f;GN(E) =0 Culf) : Cu(X) = G

Por lo que del Lema anterior se tiene la sigulente proposicion

Proposicion 2.4.11. El rectangulo de homomorfismos es conmutativo

CY(Y, B;G) ——~ C™Y, B;G)
C“‘l{f;G)l lC“{f_:G)
C* X, A; G) —X > C2(X, A; G)

Es decir, dx o C* }f;G) = C*([f;G) o dy.
Obteniéndose una transformacién de complejos de cocadenas singulares
C*(f;G):CYY,B;G) = C* (X, 4;G)

inducida de la aplicacién f : (X, A) — (Y, B). Como indica el siguiente diagrama:

= CNY, B G) =X (Y, B; G) Y oY, B:G) ..
C"*l(f;G)l' C"(f:G}l lC““(f;G)
. = C™Y(X, A;G) =X (X, A; G) L oYX, AL G) >

Donde para cada entero n los homomorfismos:

C™(f;G) : C"(Y, B;G) = C*(X, A: G)
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lleva Z*(Y, B;G) en Z"(X, A,G) y B*(Y, B;G) en B*(X, A; G}
Por lo que el homomorfismo C*(f; G} induce un homomorfismo:
f*=H"f;G): HY,B;G) = H*{X, 4 G)

llamado homomorfismo inducido por la aplicacién f : (X, A) — (Y, B) sobre el
n-grupo de cohomologia singular H*(Y, B; G).
Observacion 2.4.12. De la definicién se tienen:

1. Sii:(X,A)— (X,A) entonces el homomorfismo inducido

i* = H"(3;G) : H*(X, A;G) — H'(X, A;G)
es el automorfismo identidad.

2. Para las aplicaciones de pares f : (X,4) — (V,B), g : (V,B) = (Z,C) ¥

n entero se tiene:
H™go [;G) = H*f;G) o H"(g;G)

Ahora considérese z € Z" Y A;G) que como un elemento de C"'(A4;G) es un
homomorfismo z : Cr_1(A) = G. Como Cp—_;(A) es un sumando directo de Cp_1(X)
existe un homomorfismo u : C,,_1(X) — G tal que ul¢,_,(a) = 2.

Por definicién  es un elemento de C"~!(X; G) por lo que se obtiene un elemento

5(u) € CYX;G) a través del operador coborde:
§: CYX;G) —» CM{X;G)
Lema 2.4.13. El elemento §(u) estd contenido en el subgrupo Z™(X, A;G) del
grupo C™(X; G)
Demostracion.

Sea ¢ un elemento en Cp{A) entonces

[6(u)](c) = u[d(c)] = 2[0(c)] = [6(2)](c) = 0
Luego d(c) € Cn_1(A) vy z € Z*1(A; G) entonces §(u) € C*(X, A;G). Por otro lado
tenemos:
5[8(u)] = (506)(w) =0
Por tanto 5(u) € Z*(X, A; G).
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Ahora considerando la proyeccién natural
p:ZMX,A;G) > H' (X, 4;G)
Tenemos el siguiente lema:

Léma 2.4.14. El elemento p[d(u)] € H*(X, A; G) es independiente de la eleccién
de v € C"Y{X; @) por lo que depende solo del elemento z € Z""1(4; G)
Demostracién.

Sean u, v elementos en C"!(X; G) satisfaciendo

ulc, 1(4) = 2 =V|c,y(a)
Por lo que bastara probar que p[d{u)] = p[é(v}]
Consideremos el elemento u — v de C" 1 X; G). Como (u — V)|, 4y =2—2=10
se sigue que u — v esta contenido en el subgrupo C" (X, 4; G) de C*"1(X;G). Lo
cual implica que el elemento §(u — v) € B*(X, A; G) por lo que:
plo(u)] — plo(v)] = p[o(u —v)] =0

Por tanto p[é(u)] = p[6(v)].
De este lema definamos el homomorfismo:

6 2N A G) > HM(X, A;G)
asignando a cada elemento z € Z" '(A; G) el elemento

¢(z) = plé(u)] € H"(X, A; G)
con u € C"1(X; G) satisfaciendo u|c,_,(a) = 2.

Lema 2.4.15. El nicleo del homomorfismo ¢ contiene al subgrupo B"1(A; G} de
Z" YA G).

Demostracion.

Sea z un elemento en B"1(A;G) entonces por definicién existe un elemento y de
C"2(A;G) con &(y) = 2. Luego considerando un elemento v € C*%(X;G) con

V|G, _,(a) = ¥ entonces el elemento
u=46(v) € C"YX;G)
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satisface u¢,_,(4) = 2 por lo que
$(2) = pld(u)] = plo°(v)] = 0
Con lo que se tiene la demostracién.
El homomorfismo ¢ : Z"1(4; G) - H*(X, A; G) indﬁce
§: H 1(A4;G) = HYX, A;G)
llamado operador coborde del par {X, A) sobre el grupoc H"™'(4; G)f Por otro

lado considerando la aplicacién de pares f : (X, A4) — (Y,r B) donde la aplicacién

g: A — B es definida por f entonces tenemos:

Proposicién 2.4.16. Para cada entero n y G grupo Abeliano el rectdngulo de

homomorfismos

H"Y(B; G} — " H™(Y, B; G)

1k

HYA;G) —— H'{X, 4;G)

es conmutativo, o sea §o g* = f*od.
Demostracion.

Ver Hu S. T. (1966)[7].
Finalmente sean el par (X, A), G grupo Abeliano y las inclusiones
i:AV——+X,j:X—>(X,A)
Las cuales para cada entero n inducen los homomorfismos:
i HYX;G) — H'(A;G)
7 HY X, A;G) - HY X, G)
y considerando el operador coborde obtenemos la secuencia:
oo HYYAG) S HMX, A:G) D HY (X G) S HMAG) — ..
llamada secuencia en cohomologia singular del par (X, A) sobre G.
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Proposicién 2.4.17. La secuencia en cohomologia singular del par (X, A) sobre G
o H YA G) 2 HMX, A;G) D HYXG Q) <5 HY(A;G) — ...

es exacta.
Demostracion.

Ver Hu S. T. (1966)|7]. O

2.5. Verificaciéon de axiomas en Cohomologia Singular

En esta seccién verificamos los axiomas para una teoria de Cohomologia sobre los
Grupos de Cohomologia Singular.

Considerar la categoria admisible Cr de todos los pares topologicos (X, A) y todas
las aplicaciones de tales pares. Denotemos (G un grupo Abeliano arbitrario. Defina-
mos una. coleccién de tres funciones

H= {H:l*vé}

como sigue. Para la primera funcién H asignamos a cada par topologico (X, A) y a

cada entero n el n-grupo de cohomologia singular
HY X, A;G)

del par topolégico (X, A) sobre GG. Para la segunda‘funcién *, asignamos a cada

aplicacion f : (X, A) —» (Y, B) en Cr y a cada entero ¢ el homomorfismo inducido
f* o HY(Y, B;G) = HYX, A; G).

Para la tercera funcién 4, asignar a cada par topolégico (X, A) y a cada entero ¢ el
operador coborde

&: H™HA;G) = HI(X, A G).

Para establecer que esta coleccién H es una teoria de cohomologia sobre la categoria
Cr, tenemos que verificar los siete axiomas de Eilenberg-Steenrod.
Por la Observacion (2.4.12), H satisface el axioma de identidad (I) y el axioma

de composicién (IT). Ademé4s de la Proposicién (2.4.16), M satisface el axioma de
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conmutatividad (III). En vista de la Proposicién {2.4.17), H satisface los axiomas
de exactitud (IV). Restando verificar los axiomas del V al VIL
Para verificar el axioma de homotopia (V}, es suficiente probar que para cualquier

par topolégico (X, A), las dos inmersiones canénicas
Ko, k11 (X;A) = (X, A) x I.

definidas por ko(z) = (2,0) ¥y s1{z) = (z,1) para cada z € X, inducen el mismo

homomorfismo
kp=K: H{X xI,Ax I;G) = HY(X, A;G)
Para este propdsito, establescamos el siguiente lema.

Lema 2.5.1. Para cada espacio topologico X y cada entero n, existe un homomor-
fismo

Dy : Co(X) = Coa (X x I)

satisfaciendo las siguientes tres condiciones:

(a) Para cada entero n y cada elemento ¢ de C,(X), tenemos
O[Dn(e)] + Dua[8(e)] = [Calr1)]l(e) = [Cn(r0)](c)-

(b) Para todo subespacio A de X, D, envia el subgrupo C,(A) de C,(X) en el
subgrupo Crs1(A x I) de Cpey (X x I).

(c) Para toda aplicacién f : X — Y y cada entero n, el siguiente rectingulo es
conmutativo:
ColX) — £ Crpa (X % 1)
C'n(f)l IC-‘nH(fxf)
Dy

Cn(Y) - n+1(Y X I)

Donde i : I — I denota la aplicacion identidad.

Demostraciéon Primero considerar todo n < 0. Ya que C,{X) = 0 para cada

espacio topolégico, debemos tener



Las condiciones (a) hasta la (c) son obviamente satisfechas para todo n < 0.
Ahora consideremos n = 0. Denotemos por X cualquier espacio topolégico. Para

cada O-simplejo singular £ : Ay — X, denotemos por Fp(£) al 1-simplejo
Fo(§): A1 —» X x1

definido por
[Fo(&)](zo, 21) = {€(Ao), z1]

para cada punto (x¢,z;) del 1-simplejo unidad A;. La asignacion { — Fo(£) define

una funcién

Fo: SU(X) 4 Cl(X X I)

Desde que Cy(X) es el grupo abeliano libre generado por Sp(X), Fy se extiende a

un nico homomorfismo
Dy C@(X) —* Cl(X X I)

Es sencillo verificar que las condiciones de la {a} hasta la (¢} son satisfechas para
todo n < 0.
Finalmente, completemos la construccién por induccién. Para este propésito, sea
g > 0 cualquier entero positivo tal que, para cada n < g, D, es construido para
todo espacio topolégico X de tal forma que las condiciones de la (a) a la (¢} son
satisfechas.

Considerar la aplicacién identidad
byt Dy = Ay

Como un gsimplejo singular del espacio A, y asf como un elemento del grupo
Cy{A,). Desde que d(¢,) € Cy1{4,), se sigue de nuestra suposicién inductiva (a)
que

[Co1(k1)](0tq) — [Cygr{r0){{Dtg) = B[Dy_1(01y)]

porque 3(d(¢,)) = 0. De otro lado, tenemos

H[Colm)l(tg) — [Calro))(ta)} = [Ca-1(r1)](8rq) — [Co-1(r0)](Bty)
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por el Lema (2.4.10). Se sigue que el elemento

[Cy(m:)l{eq) — [Col0)l{tg) — Dg1[8(2,)]

de Cy(AyxI) es un ciclo. Desde que A, x I es homeomorfo a un subespacio estrellado

de un espacio Euclidiano, la sucesién
Cor1(Bg X 1) D C{A, x ) D Cpi(A, x 1)
es exacta. Asf existe un elemento e, de C,1(A, x I) satisfaciendo
(eq} = [Colr1)](eg) — [Colol(tg) ~ Dg-1[0(zg)}-

Teniendo seleccionado e, € Cypy1(A,xT), definimos para cualquier espacio topolégico

X una funcién

Fy:S,(X) = Con(X x 1)
como sigue. Sea £ € S,(X) arbitrariamente dado. Entonces ¢ es una aplicacién
E: 0y X
Considerar el producto topolégico
Exi Ay xT =X xT
y £ ¥ la aplicacién identidad ¢ : I — I. Luego definimos Fy por tomar
Fo(€) = {Cor1(€ x 1)l{ey)-

Ya que Cy(X) es un grupo Abeliano libre generado por S,(X), esta funcién F, se

extiende a un tnico homomorfismo
Dy Cq(X) — Cq+1(X X I).

La verificacién de la condicion (a) a la (c), es sencilla y por tanto es omitida. Esto

completa la construcciéon inductiva y prueba el Lema (2.5.1). 0O

Por las condiciones (a)'y (b), la sucesién {D,, : n € Z} es llamada una homotopia

de cadenas entre los homomorfismos de cadenas.
Cl(kg), C(k1) : [C(X),C{A)] = [C(X x I),C{A x I)].
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Por la condicién (c), esta homotopia de cadenas se dice ser natural o funtorial.
El método usado en la prueba del Lema (2.5.1) es un caso especial del método
general de modelos aciclicos, ver Hu S. T. {1966)[7]. En vez de formular su forma
general abstracta, preferimos repetir el método en diferentes formas para varios casos
especiales.

Ahora probemos que
kg=r  H(X xILAx I,G) - HY{X, A;G).

Para este propdsito, denotemos por a un elemento arbitrario de HY(X x I, AxI; G).
Seleccionar algtin cociclo ¢ € Z9(X x I, A x I;G) que representa «. Luego por

definicién, ¢ es un homomorfismo
¢:Co(X xI) =G

Satisfaciendo ¢pod = 0y ¢[C,{A x I')] = 0. Entonces &4() ¥ (o) son representados

por los cociclos

@ 0 Cylko), ¢ 0 Cy(k1) : Co(X) — G,

respectivamente. La composicidén
'(p == ¢0Dq_1 : Cq_l(X) -G

del homomorfismo D,_; : Cj1(X) = C(X xI)en (251)y ¢: Co( X x I) = G
es una (g — 1)-cocadena singular de X sobre G. Desde que D,_; envia C,_1(A) en

Cy(A x I) y ¢ envia Cy(A x I) en 0, tenemos [C,_1{A)] = 0 y por tanto
p € CTY X, A;G).
Por la definicién de coborde, tenemos‘
5¢=¢08=¢;Dq_108.
Por la condicién (a) del Lema (2.5.1), tenemos

Dy_y 08 = Cy(r1) — Cylro) — 80 Dy,
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Consecuentemente, tenemos
Y =¢do Cq(nl) —g¢o Cq('ﬁo)

pues ¢ 09 = 0. Esto implica x3(e) = s;{a) y completa la verificacién del axioma de
hemotopfa (V).

Ahora verificamos el axioma de excisién {VI). Para este propésito, primero cons-
truimos, para cada espacio topologico X arbitrariamente dado y cada entero n, dos

homomorfismos especiales
sdy 0 Co{X) = Co(X)

Dp: Ca(X) = Crya(X)

satisfaciendo las siguientes tres condiciones: .

(a) Para cada entero n y cada elemento ¢ de C,(X), tenemos
8[sdn(c)] = sdn-1[d(c)),
O[Dn(c)] + Dpn—1[0(c)] = sdn(c) —c.
(b) Para todo subespacio A de X, tenemos
sdn[Ca(A)} C Cr(4),
Dy[Cn(A)] € Cra(4).

(c) Para toda aplicaciéon f: X — Y y cada entero n, los siguientes dos recténgulos

son conmutativos:

Ca(X) 22> Cu(X) Ca(X) =25 Craa(X)
Cn(f)l lCnU) Cn(f)'l [Cn+l{f)
CalY) 22 C,(Y) CalY) =25 Ca(Y)

Primero considerar todo n < 0. Desde que C,(X) = 0 para todo espacio topolégico

X, debemos tener



Las condiciones de la (a) a la {c) son obviamente satisfechas para todo n < 0. Luego
considerar n = (. Para cada espacio topolégico X, definimos los homomorfismos sdy
y Dy por tomar

sdo(e) =¢, Dolc) =0
para cada elemento c de Cp(X }. Las condiciones de la (a} hasta la (c) son obviamente
satisfechas para cada n < 0.
Luego, sea q > 0y considerar el g-simplejo unidad A, en el (g+1)-espacio Euclidiano
R*L. Entonces A, es un espacio métrico compacto y es un subespacio convexo de
R+,
Un simplejo singular £ : A, = A, en A, se dice ser lineal si y sélo si, para cada

punto z = (xg, Z1, " ,&n) de A, tenemos

{(z) = Z ;i€ (v;),

donde v; denota el i-ésimo vértice de A,. Para cada n, los n-simplejos singulares
lineales en A, generan un sumando directo L, (A4} del grupo Abeliano libre C,,(A,).

Obviamente tenemos

Ln(Ag) = Cr(Ay),
O[Ln(Ag)] C Lu-1(Ay)-

Un simplejo singular lineal € : A,, — A, es completamente determinado por los n41

puntos £{vo}, £(v1),- -+ .&(vy,) en Ay. Para cualquier n+ 1 puntos wg, wy,--- , w, en
Aql, usaremos (wp, wy, - - - ,w,) para denotar el simplejo singular lineal £ : A, — A,
satisfaciendo '

Eu)y=w; (i=0,1,---,n).

Luego claramente tenemos
n
a(w()awla"' :wn) = (—1)'(11)0,-.- Wy, e 1wn)=
i=0

donde el circunflexo sobre ); significa que w; es omitida.
Desde que L, (A,) es ¢l grupo Abeliano libre generado por los n-simplejos singulares

lineales en A,, podemos definir un homomorfismo
ot Ln(Bg) = Loia(8,)
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por tomar

hn(wm Wi, - )w'n) = (C, W, W, - - )wn)
para cada n-simplejo singular lineal (wo,wn,- - ,w,) en A,, donde ¢ denota el cen-
troide de A,; que es, ¢ = {¢g, €1, ,€4) cOD

1
=" (4=0.1.--- .q).
&= (i=01,---,q)

Ahora completemos la construccion por induccién sobre n. Para este propésito,
denotemos por g cualquier entero y supongamos que sd, y D,, han sido construidos
satisfaciendo las condiciones (a) a la (c} y la siguiente condicién:

(d) Para cada entero m > 0, tenemos
8| Ln (D)) C Ln(Am)

Dn[LafAp)] C Lpt1{Am)

para todo n < q.
Note que (d) es obviamente satisfecha cuando g = 1.
Considerar la aplicacién identidad ¢, : A, = A, como un g-simplejo singular lineal

en A,. Por medio del homomorfismo h,, y la condicion {d), definimos
eq = hg_1[sd,_1(01,)] € Ly(A,),
ky = hyleq — g — Dg—1(8ty)] € Lyr1(A,).
Para definir sd; y D,, denotemos por X un espacio topolégico arbitrario. Sea
ISFAVEC . ¢

un g-simplejo singular arbitrario en X. Como una aplicacién continua, £ induce un

homomorfismo

Ca() Cn(Aq) -+ Cp(X)

para cada entero n. Desde que C,(X) es el grupo abeliano libre generado por los

g-simplejos singulares en X, podemos definir los homomorfismos sd, y D, por tomar

sdg(€) = [Co(E)](eg)
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Dq(&) = [Corr(§)](k,)

para cada g-simplejo singular £ en X. La verificacién de la condicién (a) a la (d)
es sencilla y por tanto es omitida. Esto completa la construccién del homomorfismo
sd, y D,.

Por las condiciones {a) y (b}, la sucesién sd = {sd,, : n € Z} es un homomorfismo

de cadenas
sd : [C(X),C(A)] - [C(X),C(4)]

y la sucesiéon D = {D,, : n € Z} es una homotopia de cadenas entre sd y el homo-

morfismo de cadenas identidad
id : [C(X), C(4)] - [C(X), C(A)].

Por la condicién (c), sd y D se dicen que son naturales o funtoriales.

Para todo entero m > (), definimos un homomorfismo de cadenas
sd™ : [C(X), C(A)] - [C(X), C(4)]
inductivamente por tomar sd® = id, y
sd™ = sd o sd™!

para todo m > 0.

Ahora consideremos una coleccién
v ={Bu/nc M)
de subconjuntos de un espacio topolégico X tal que
X = UpenInt(E,).

Un simplejo singular £ : A, — X se dice ser pequefio (con respecto a ) si y
s6lo si existe un u € M con §(A,) C E,. Los n-simplejos singulares pequefios
en X generan un sumando directo K,(X) de los grupos Abelianos libres C,(X).

Obviamente tenemos

FEA(X)] C Kn_1{X).
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Asi obtenemos una sucesion inferior semiexacta
a a
s = K (X) = Ky (X) =& K X)) — -

la cual sera referida como el subcomplejo pequenio K'{X} del complejo de cadenas
singular C{X) con respecto a .

Para un subespacio A arbitrariamente dado de X, sea
K(A) = K(X)nC(A).

Luego K (A) es un subcomplejo de K (X). Consideremos el homomorfismo de cadenas
inclusién

8 : [K(X), K({A)] — [C(X),C(A)]

Lema 2.5.2. El homomorfismo de cadenas inclusién @ es una equivalencia de

cadenas; en otras palabras, existe un homomorfismo de cadenas
71 [C(X), C(A)] = [K(X), K(A)]

tal que los homomorfisinos de cadenas compuestos # o 7y 7 0 § son homotépicos a

los homomeorfismos de cadenas identidad.

Demostracién. -
Considerar £ : A, — X simplejo singular dado arbitrariamente. Para cada ¢ € M,
Sea

Uy = £ [Int( B,
Entonces 8 = {U,/p € M} es un cubrimiento abierto del espacio métrico compacto
A,. Denotemos A > 0 el nmero de Lebesgue de 8. Ver Hu S. T. (1964)[6].
Para todo n-cadena singular

c= Z g € Cn(An):

o

Definimos

mesh({c) = sup{diam o(A,)/a, # 0},

Si ¢ es lineal, entonces podemos facilmente verificar que
h[sd(c)] < (——)mesh(c)
mesh[sd(c ——)mesh(c).

T n+1

64



Denotemos por x(£) el entero no negativo mas pequefio que satisface

(

Denotemos con ¢, : A, — A, la aplicacién identidad. Entonces ¢, es un n-simplejo

7
n+

1)"'(5)diam(/_\n) < A

singular lineal en A, con

mesh[sd®®(1,)} < A.

Ya que sd*©)(¢) es la imagen de 5d*©)(¢,,) bajo el homomorfismo C,(€), esto implica
sd*&() € KL(X).
Es claro que x(§) = 0 st y solo si £ es pequefio y que
w9 < w(€)

se cumple para todo entero i = 0,1,- -+ ,n, donde £€® denota la i-ésima cara de £.

Para todo entero n, definir un homomorfismo
Q1 Cp(X) = Crr(X)

como sigue. Si n < 0, denotemos Q,, el homomorfismo trivial. Para n > 0, definamos

Q,, por tomar
£(£)-1

Qn(é‘)z Z Dn[de(f)]

=0
Para todo n-simplejo singular £ en X, donde D,, permanece por el homomorfismo
construido arriba. Luego tenemos ©,,(¢) = 0 si y s6lo si £ es pequefio, ya que

K{€)-1 ’
()] = D {sd*}(€) - sd'(§) — Dnr[s(3€)]}

k()1 n
= sd"O(g) — ¢ — Z {Z(—l)iDn_l[sdj(f{i))]},

i=0 i=0
n s(E@)-1

Qua@) = (D' D Duaalsd(€)]

i=0

la n-cadena singular
7€) = £+ 0[2a(E)] + Qaa[0(€)]

n NEGR o
= YUY Dn-l[sdf(s(”)]}

3:5(6(‘)}
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esta en el subgrupo K, (X) de C,,(X). Desde que C,(X) es el grupo Abeliano libre
generado por todos los n-simplejos singulares en X, la asignacion & — 7(£) define

un tnico homomorfismo

Tn - Cn(X) = K,(X).

Uno puede facilmente verificar que 7, envia C,(A) en K,(A) y conmuta con el

operador borde 8. Asi obtenemos un homomorfismo de cadenas
7: [C(X), C(A)] = [K(X}, K(A)].

Nos falta probar que § o7 y 7 0 # son homotdpicos a los homomorfismos de cadenas
identidad.

Para este propdésito, primero considerar
for:[C(X),C(A)] = [C(X),C(A)].
Sea £ : A, — X un simplejo singular arbitrario en X. Entonces, tenemos

(o7)(§) — & =T(£) — & = O[2(E)] + 2n[B(S)].
Esto implica que la sucesion
QO={Q, : neZ}

es una homotopia de cadenas entre # o 7 y el homomorfismo de cadenas identidad.

Ahora, consideremos

T08: [K(X),K(A)] = [K(X), K(A)).
Denotemos £ : A, — X cualquier simplejo singular pequefio en X . Entonces tenemos
.(€) =0, Qna]0(E)] =0.
Consecuentemente, obtenemos
(rod) (&) =7(§) =¢.

Esto prueba que 7o# es el homomorfismo de cadenas identidad y completa la pruéba

del Lema (2.5.2). O
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Para verificar el axioma de excisién (VI), denotemos por (X, A) cualquier par

topologico y considerar un subconjunto abierto U/ arbitrario de X satisfaciendo
Cl{U) C Int(A).

Entonces tenemos

Int{A) UInt(X\U) = X.

Asf podemos aplicar el Lema {2.5.2) al caso especial donde
v={4, X\U}.
Por lo tanto el homomorfismo de cadena inclusién
0: [K(X), K(A)] = [C(X),C(A))
es una equivalencia de cadenas. Ademés, también tenemos
C(X\U) C K(X),
C{A\U) C K(A) = C(A).
Esto nos da un homomorfismo de cadenas inclusién
p: [C(X\U), C{A\U)] — [K(X), K(A)].
La composiciéon C(e) = 6 o p es el homomorfismo de cadenas inclusién
Cle) : [C(X\U), C(A\V)] — [C(X), C(A)]
inducida por la aplicacion inclusién
e: (X\U,A\U) = (X, A).
Para todo entero n, considerar el subgrupo
C[K(X), K(A); G] = {¢ € Hom[K,(X),G] / ¢[Ku(A)] = 0}

del grupo Abeliano Hom[K,,(X),G] de todos los homomorfismoes de K,(X) a G.

Esto nos lleva a un complejo de cocadenas
s CPUK(X), K(A); G 5 CMIC(X), K(A); G] 5 CHHK(X), K(A); G] = -+ .
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En el grupo C*[K(X), K(A); G|, sea
Z"|K(X), K(A); G] = Nuc(9),
B"[K(X),K(A); G] = Im(d).

El grupo cociente

_ 2K (X), K(A); ]
~ BeK(X), K(A);C)

HK(X), K(A); G]

es llamado el n-grupo de cohomologia de [K(X), K(A4)] sobre G.

Para todo entero m, los homomorfismos de cadenas p y # inducen homomorfismos
P Y K(X), K(A); G) = HYX\U, A\U; G).
g*: H*(X, A, G) —» H'[K(X),K(A);G].
Su composicién e* = p* o §* es el homomorfismo inducido
e H'X, A, G) - H*(X\U, A\U; G).

Ya que # es una equivalencia de cadenas, uno puede facilmente mostrar que ¢* es

un isomorfismo. Por otro lado, desde que p induce un isomorfismo
C*p; G) : CMK(X), K(A); G] = C™(X\U, A\U; G)
para todo n, entonces p* es también un isomorfismo. Conéécuentemente, obtenemos
e =p ol H'(X, A;G) = H*(X\U, A\U;G).

Esto completa la verificacién del axioma de excisién (VI).
Finalmente si f : X — Y es homotdpica a una aplicacién constante entonces el
homomorfismo inducido
frHI(Y) = HY{X)
es el homomorfismo trivial, o sea f* = 0 para todo ¢ # 0 y el axioma de dimensién

(VII) es satisfecho.

Teorema 2.5.3 (Teorema de Existencia). Para toda categoria admisible C y todo
grupo Abeliano (G, existe una teorfa de cohomologia H definida sobre € y con el

grupo coeficiente isomorfo a G.
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Demostracion.
En efecto, el grupo coeficiente de H? es isomorfo a un grupo abeliano dado G.
Consecuentemente, H es una teoria de cohomologia sobre la categoria admisible Cp

de todos los pares topolégicos (X, A) y todas las aplicaciones de tales pares. O
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III. VARIABLES E HIPOTESIS
3.1. Variables de la investigacion
ZMX, A
HY(X,A) = E;—((-)-{—:—A—; grupo de Cohomologia.
3.2. Operacionalizacion de la variable
Variable | Definicion Definici6én Dimensiones | Indicadores
conceptﬁal operacional
Conjunto Grupo de | Grupo de | Mediante
de clases de | Cohomologia | Cohomo- isomorfismos,
H™(X, 4) Cohomologfa logia n- | identificar
de  cociclos dimensional Erupos de
sobre  cade- Cohomologia
nas, maodulo en distintas
cobordes dimensiones
3.3. Hipétesis general e hipétesis especificas

Hipotesis general

Conocida la axiomatica para Cohomologias verificar estos axiomas sobre los grupos

de Cohomologia Singular para asi obtener una teorfa de Cohomologia que llamare-

mos Cohomologia Singular.

Hipotesis especificas

» Conocidos los grupos libres de Cocadenas Singulares obtener los grupos de

Cohomologia Singular.

» Segiin la axiomatica en Cohomologifa Singular obtendremos algunos resultados

trabajando sobre espacios contractibles y retractibles.
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IV. METODOLOGIA

4.1. Tipo de la investigacion

El presente tra.bajo se encuentra inmerso en un nivel de investigacién basica tanto
en la parte tedrica como en la parte prictica, teniendo como universo la Topologia
Algebraica.

El método a utilizar es de tipo deductivo y analitico que permitira establecer la teoria
de Cohomologia Singular de una manera clara y que sirva como una motivacién para

que se siga investigando en ésta area de la matematica.

4.2. Diseno de la investigacion

Primeramente introducimos las Categorias y las relaciones funtoriales entre ellas,
para luego presentar la axiomatica de Eilenber-Steenrod para una teoria de Cohomo-
logia y asi obtener algunos resultados inmediatos, seguidamente construimos los gru-
pos de Cohomologia Singular para finalmente verificar la axioméitica de Eilenberg-

Steenrod sobre estos grupos de Cohomologia.

4.3. Poblacién y muestra

Tenemos como poblacién los grupos de Cohomologia sobre espacios topolégicos,

tomando como muestra los grupos de Cohomologia Singular.

4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Para la realizacion de nuestro trabajo se revisara bibtografia especializada y recopi-

lacion de informacién obtenida via internet relacionada con Topologia Algebraica.
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4.5. Procedimiento de recoleccion de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto la recoleccién de datos consistié en la

revisién bibliografica de libros, articulos, papers, paginas webs, etc.

4.6. Procesamiento estadistico y anilisis de datos

No hubo procesamiento estadistico alguno ni tampoco andlisis de datos.
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V. RESULTADOS

Los principales resultados son:

1. Se obtuvo la secuencia semiexacta de cocadenas:
CX,A;G) 0 .. = OV X, AG) 23 X, A:G) 2 0K A G) —

y por ende los grupos de thomologfa Singular:

ZM X, A;G)

WX A0 = X A6

2. Se obtuvo los grupos de Cohomologia de las esferas:

0 s n#g#0
HY(S") ~{ G ; n#q=0,6n=q#0
GaG ; n=qgq=0

donde G denota el grupo coeficiente de la teoria de cohomologia .

3. Se verificaron los axiomas para asegurar la existencia de la teoria de Cohomo-

logia Singular.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

Considerando que el presente trabajo no tiene resultados experimentales obtenidos

en gabinete o laboratorio no es posible realizar una discusién en ese sentido.

6.1. Contrastaciéon de la hipotesis con los resultados

En la hipétesis se propuso obtener los grupos libres de Cocadenas Singulares y obte-
ner los grupos de Cohomologia singular lo cual quedd establecido en los resultados.
También se propuso verificar los axiomas para una teoria de Cohomologia, en los re-
sultados se verificaron los axiomas y ademés a través de los grupos de Cohomologia

reducida se establecieron los grupos de cohomologia de las esferas.

6.2. Contrastacion de resultados con otros estudios similares

En Genberg, M.(1966)[3], Lefschetz,S.(1942)[9] y Spanier, E. {1967)[12] se tiene un
estudio de las teorias de Cohomologia sin la preparacién bésica que ofrece este
trabajo, tampoco se verifican especificamente los axiomas para la existencia de una
teoria de Cohomologia, como si lo hacemos en este trabajo con la existencia de la
teorfa de Cohomologfa Singular. En Massey, W.(1967}{10] se ofrece una informacién
basica sobre Topologia Algebraica en Homologia pero insuficiente en Cohomologia
pues no se enfoca para nada la existencia de la teoria de Cohomologia ni resultados
bésicos como la Cohomologia de las esferas que es presentado en los resultados de

este trabajo.
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VII. CONCLUSIONES

1. Los Simplejos Singulares se convierten en elementos claves para formar los
grupos libres de Cadenas Singulares y luego los grupos libres de Cocadenas
Singulares que conformaran la secuencia semiexacta larga para formar el funtor

de Cohomologia Singular.

2. Considerando los espacios distinguidos conformados por puntos se obtiene la
Cohomologia Reducida la que permite determinar grupos de Cohomologia de

la esfera.

3. Propiedades y aplicaciones dadas en Homologia de Cadenas pueden ser plan-

teadas para Cohomologia de Cocadenas.

4. Como en la existencia de las teorias de Homologia se pueden obtener teorias

de Cohomologia de manera dual.
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VIII. RECOMENDACIONES

1. El trabajo de tesis desarrollado presenta la Teoria de Cochomologia Singular
sobre espacios Topolégicos. Es natural preguntarse sobre la existencia de otras
teorias de Cohomologia y su descripcién como lo hecho en este trabajo. Para

esto recomendamos leer Hilto, P. J. (1960}[5]

2. En este trabajo se determina la Cohomologia de las esferas, es natural la
pregunta sobre Cohomologia de otros espacios Topoldgicos. Para lo cuél reco-

mendamos leer Spanier, E. (1967)[12].

3. Conocida la homologfa Singular v la Cohomologia Singular otra pregunta serfa
por una relacidn entre estas teorias. Para esto, se recomienda leer Hu, S. T.

(1968) (8]

4. El presente trabajo de investigacién es 1til y recomendable para los estudiantes

de Ciencias e Ingenierias
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X. ANEXOS

10.1.

Matriz de consistencia

l Problema l Objetivos Hipé6tesis Metodologia Poblaci6on
Determinacion Objetive = ge- | Hipotesis gene- | Tipo de investigacibn: Poblacion:
del problema: | neral: Estudiar | ral: Describie la | Bl presente trabajo se en- { Tenemos  co-
Investigaremos la | grupos de Cohomo- | teoria de Cohomo- | cuentra inmersc en un ni- | mo  poblacién

axiomatica  para
la teoria de Coho-
molegia  Singular,
calculos y algunas
aplicaciones sobre
algunos espacios.
Formulacién del
problema: Se
quiere resolver la
siguiente  interro-
gante:

i Para los grupos de
Cohomologia Sin-

gular H*(X,A) =
Zn(X, A) e b
Brx,4) © °
dran verificar los

siete axiomas de
Eilenberg-Steenrod
para una tecoria de

Cohomologia?

legia sobre espacios
topolégicos.
Objectivos Espe-
cificos:

- De la axiomatica
en  Cohomologia
abtener algunos
resultadoes.

- Sobre los grupos
de  Cohomologia
Singular, verificar
los siete axiomas
de Eilenberg-

Steenrod.

logia Singular.
Hipétesis Espe-
cificas:

- Obtener resulta-
dos de la axiomati-
ca en Cohomologia.
- Verificar la axio-
mitica Cohomolé-
gica para los gru-
pos de Cohomolo-

gla Singular.

vel de investigacién basica
tanto en la parte tedrica
como en la parte practica,
teniendo como universo la
Topologia Algebraica.

Meétodo: El método a uti-
lizar es de tipo deductivo y
analitico que permitird es-
tablecer la teoria de Coho-
mologfa Singular de una
manera clara y que sirva
como una motivacién para
que se siga investigando en
ésta drea de la matematica.
Disefio: Primeramente in-
troducimos las Categorias
y las relaciones funtoria-
Ies entre ellas, para lue-
go presentar la axiomatica
de Eilenber-Steenrod pa-
ra una teoria de Cohomo-
logia y as{ obtener algu-
nos resultados inmediatos,
seguidamente construimos
los grupos de Cohomolo-
gia Singular para finalmen-
te verificar la axiomatica
de Eilenberg-Steenrod so-
bre estos grupos de Coho-

mologia.

los grupos de
Cohomologia

sobre cspacios
topolégicos.
Muestra:
Tomameoes co-
mo muestra
los grupos de
Cohkomologia

Singular.
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10.2,

Mapa conceptual del trabajo

Grupos

Secuencias exactas

Categorias y Funtores

Axiomas de
Eilenberg-Steenrod

Para una teoria

de Cohomologia

Resultados en la

teorfa de Cohomologia

Cohomologia Singular
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