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RESUMEN 

GRUPOS DE COHOMOLOGIA SINGULAR 

ELTON ROCKY DANIAZO JAIMES 

Enero - 2017 

Asesor : Mg. Ezequiel Fajardo Campos 

Título obtenido : Licenciado en Matemática 

El objetivo principal de ésta tesis es estudiar Teoría de Cohomología y algunos 

resultados. Específicamente presentamos los Grupos de Cohomología Singular y ve-

rificamos su axiomática para una teoría de Cohomología. 

Palabras claves: SECUENCIA EXACTA 

SIMPLEJO SINGULAR 

COHOMOLOGÍA REDUCIDA 

HOMOMORFISMO INDUCIDO 

COHOMOLOGÍA SINGULAR 
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ABSTRACT 

SINGULAR COHOMOLOGY GROUPS 

ELTON ROCKY DAMAZO JAIMES 

January - 2017 

Adviser : Mg. Ezequiel Fajardo Campos 

Obtained title : Licenciated in Mathematic 

The main objective of this thesis is to study Cohomology Theory and some results. 

Specifically we present Singular Cohomology Groups and verify its axiomatic for a 

Cohomology theory. 

Keywords : EXACT SECUENCE 

SINGULAR SIMPLEX 

REDUCED COHOMOLOGY 

INDUCED HOMOMORPHISM 

SINGULAR COHOMOLOGY 
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I. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACIÓN 

1.1. Determinación del problema 

La teoría de Cohomología se define con un funtor contravariante, denotado por 

Hq y satisfaciendo los siete axiomas de Eilenberg-Steenrod [2]. Para construir 

dicha teoría, es necesario definir el Hq dado por 

C q(X) = Hom(C q(X) , Z ) 

Estos son los grupos libres generados por los simplejos singulares Sq(X) con A c X, 

subespacio del espacio topológico X que actúa en la construcción del subgrupo 

Cq (X, A), es decir con Cq (X , A) = [0 E C" (X); 0(A) = O) obtenemos el complejo 

de cadenas 

..—> Cq -1  (X , A) —> Cq (X , A) —> Cq +1  (X , A) —> . . 

Así se consiguen los grupos cocientes 

Hq(X, A) = 
Bq (X , A) 

Donde r(X) = Nuc(5) es llamado grupo de Cocidos, B" (X) = Im(8) es llamado 

grupo de Cobordes. Que forman los grupos de Cohomología singular Hq (X, A) 

para el cual debemos verificar los siete axiomas de Eilenberg-Steenrod. 

1.2. Formulación del problema 

Se quiere resolver la siguiente interrogante: 

¿Para los grupos de Cocadenas Singulares C (X , A) se podrán obtener Grupos de 

Zq (X , A) 
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Cohomología Hq(X, A)? 

¿Para los Grupos de Cohomología Singular se podrán verificar los siete axiomas de 

Eilenberg-Steenrod para una teoría de Cohomología? 

1.3. Objetivos de la investigación 

1.3.1. Objetivo General 

Sobre los grupos de Cohomología Singular, verificar los siete axiomas de Eilenberg-

Steenrod para una teoría de Cohomología. 

1.3.2. Objetivos Específicos 

Estudiar grupos de Cohomología Singular sobre espacios topológicos. 

De la axiomática en Cohomología Singular obtener algunos resultados y apli-

caciones. 

1.4. Justificación 

La justificación en estudiar grupos de Cohomología Singular sobre espacios topo-

lógicos radica en que por ejemplo se pueden emplear isomórficamente en la deter-

minación de Grupos de homotopía, en estos útimos se tienen las transformaciones 

homotópicas muy usadas en ciencias e ingenierías. Por otro lado la Cohomología 

Singular en dimensiones superiores permitirá seguir avanzando en la solución de 

problemas en topología y geometría diferencial 

1.5. Importancia 

La importancia de la teoría de Cohomología Singular radica en que se presenta como 

un modelo para resolver problemas de Topología , Geometría, Álgebra y Teoría de 

Números. 

El sector que se verá beneficiado con los resultados de esta investigación son todos 

los estudiantes de Ciencias e Ingenierías. 
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II. MARCO TEÓRICO 

2.1. Grupos, Secuencias exactas, Categorías y Funtores 

En esta sección revisamos Grupos, subgrupos, homomorfismos entre Grupos, secuen-

cias de homomorfismos, Categorías y Funtores. 

2.1.1. Grupos y subgrupos 

Definición 2.1.1. Dado un conjunto G 0 el cual tiene asociada la operación: 

: GxG —> G 

(a, b) 	1—> y(a,b) 

entonCes el par (G, y) es llamado Grupo si se verifican los siguientes axiomas. 

so(a,(,o(b,c))= y(y(a,b),c), para todo a, b, c en G. 

Existe e E G tal que y(a, e) = a = y(e, a) para todo a E G. El elemento e a 

veces denotado por 1 es llamado el neutro o identidad de G. 

Para cada a E G, existe be G tal que y(a,b) =1 = y(b, a). El elemento b es 

llamado el inverso de a y suele denotarse por 

En adelante denotaremos de manera sintética (G, y) = G y y(a,b)= ab. 

Definición 2.1.2. El grupo G se dice que es Abeliano o conmutativo si ab = ba 

para todo a, b E G. 

Definición 2.1.3. Un grupo G se dice que es finito si tiene un número finito de 

elementos. El orden de un grupo finito G es el número de elementos de G el cual es 

denotado por 0(G) = 91 Sí G no es finito se denota 0 (G) = IGl = oo. 

Definición 2.1.4. El orden de un elemento a de un grupo finito G denotado por 

,,,(a) es el menor entero positivo k tal que ak  = 1. 
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Ejemplo 2.1.5. Los siguientes grupos son usuales: 

Iftn y Cn con su suma usual son grupos Abelianos. 

1IV — {O} y en  — {O} con su producto usual son grupos Abelianos. 

Definición 2.1.6. Un subconjunto no vacío H del grupo G se dice que es un sub-

grupo, si con las operaciones heredadas de G también es un grupo. 

La notación H < G significará H subgrupo de G. 

Aquí {1} y G se dicen subgrupos triviales de G 

Proposición 2.1.7. Dado un grupo GyO$HCO entonces 

H < G si y sólo si xy-1  E H, para todo x. y E H 

Demostración. 

Implicación directa: Si II < G entonces H con la operación de G es grupo. Por lo 

que xy' E H , Vx, y E H 

Implicación recíproca: De la hipótesis se tiene que: 

Para todo x E H , x' E G entonces xx-1  = 1 E H 

Para todo x E H , leH, x-1  E G entonces 	= x-1  E H 

Para todo x, y E H , y' E H , (y-1)-1  E G entonces xy = x(y-1)-1 E H 

Ejemplo 2.1.8. En los grupos 	— {O} y en — {O} con su producto usual se tiene 

el subgrupo M = 	1} el cuál es llamado grupo multiplicativo. 

Proposición 2.1.9 (Intersección y reunión de subgrupos). Son verdaderos 

La intersección finita de subgrupos es un subgrupo. 

La unión de subgrupos no necesariamente es un subgrupo. 

Demostración. 

Para el primer item se tiene usando intersección e inducción. 

Para el segundo item tómese en cuenta el grupo Z con la suma, en el cuál la unión 

de los subgrupos 271 y 371 deja de ser un subgrupo. 
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Definición 2.1.10 (Subgrupo generado). Dado el grupo G considérese los subcon-

juntos 0 8 c G y 8-1 = {8-1 , s E S} entonces 

(8) = {s1s2 ••• 	: neN,s2 ESós,e8-1} 

{s?, 	, srkL : si  e S , ri EZ, kelt} 

es un subgrupo de G llamado subgrupo generado por S y es el menor subgrupo 

de G que contiene S, o sea 

(S) = n  , : FI subgrupo de G 
Sc H, 

Observación 2.1.11 (Grupo cíclico). Dado un grupo G entonces 

Si (S) = G se dice que S es un conjunto de generadores de G. 

Si (S)=GySes finito entonces se dice que G es finitamente generado. 

Si a E G se tiene que (a) = {ai  : i E Z} es un subgrupo de G llamado 

subgrupo cíclico. Además si (a) = G se dice que G es un grupo cíclico 

generado por a. 

Ejemplo 2.1.12. Z con la suma usual es grupo cíclico infinito generado por 1. 

nEZ} ,---{n : nE Z}. (1) 

Así mismo Zn con la suma usual es generado por 

Ejemplo 2.1.13 (El grupo de permutaciones 83). Dado por: 

1 2 3) 	1 2 3 	1 2 3 	1 2 3 	1 2 3 	1 2 3 

1 2 3 	' 	2 1 3 	3 2 1 	1 3 2 	2 3 1 	' 	3 1 2 

( 1 2 3 ) 
Es un grupo con la composición y e = 	es la identidad. 

1 2 3 
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Ejemplo 2.1.14. Dado un grupo G entonces 

Z(G)= {x E G : xa = ax para todo a E G} 

es un subgrupo de G llamado el centro de G. 

Definición 2.1.15. Dado el grupo G y H subgrupo si a E G se tienen: 

Ha = {na : n E H} clase lateral derecha de H en G. 

aH = {an : n E H} clase lateral izquierda de H en G. 

Observación 2.1.16. Dado G un grupo y H subgrupo entonces: 

Hay una correspondencia biyectiva entre las clases laterales de H en G. Por lo 

que si H es finito entonces #(aH) = #(Ha) = #(He) =14 

2. La relación en G dada por x y si y sólo si xy-1  E H es de equivalencia. 
G G 

Obteniéndose el conjunto cociente = —
H 

= {[a] : a E G}. 

Ha = [a] por lo que G = U Ha 
aEG 

Teorema 2.1.17 (de Lagrange). Si G es grupo finito y H < G entonces II/ divide 

a 

Demostración. 

De la observación (2.1.16) 

IGI = #(G) = E #(Ha) = (r 1)#(11) = (r ± 1) VII 
i=0 

Por lo que se tiene el resultado. 	 o 

Definición 2.1.18. El número de clases laterales de H en G es llamado el índice 

de H en G denotado por [G: 11]. Cuando G sea finito se tiene [G: 	= 

Proposición 2.1.19. Sea G un grupo finito entonces 

Si a E G entonces el <,(a) divide a 

Si H, K son subgrupos deGyHK={hk : hEH,kEK} entonces 

HK es subgrupo si y sólo si HK=KH 

IHI IKI  Además IHK1 — 
iHnKl .  
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Demostración. 

Se tiene de las definiciones respectivas y el teorema (2.1.17) 

Definición 2.1.20. Se dice que N es subgrupo normal de G si Na =aN. 

N es subgrupo normal de G es denotado por N a G. 

Notar que N a G si y sólo si a-1Na C N para todo a E G 

Ej emp

{ 1 2 3 	1 2 3 	1 2 3 ) } 
lo 2.1.21. En 83 se tiene a N = 	 co- 

1 2 3 ) ' ( 2 3 1 ) ' ( 3 1 2 
mo único subgrupo normal no trivial. 

2.1.2. Homomorfismo y secuencias exactas 

Definición 2.1.22. Dados G y G' dos grupos con sus respectivas operaciones se 

dice que la aplicación f: G --> G' es un homomorfismo de grupos si se cumple 

la siguiente condición f (ab) = f (a) f (b). 

Además un homomorfismo se dice que es: 

Monomorfismo si es inyectivo. 

Epimorfismo si es sobreyectivo 

Isomorfismo si es inyectivo y sobreyectivo. 

Aquí se dice que G y G' son isomorfos lo cuál es denotado por G rai G'. 

Además si G = G' el isomorfismo se dice Automorfismo de G, el conjunto 

de automorfismos de G con la operación composición es un grupo denotado 

por A(G) . 

Ejemplo 2.1.23. Z2  = {O, 1.}  con la suma y 8
2 = { 1 2 ) ( 1 2 

Y' ) } 

( 1 2  y  _ 	1 2 
O 	

) . 
composición son isomorfos, donde va en 	1 va en 

\12J \21 
Por lo que 4 -r-÷-"" 82. 

Proposición 2.1.24. Sea f : G —> G un automorfismo de G entonces 

0(a)= o(f (a)), para todo a E G 

con la 
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Demostración. 

Se tiene por el absurdo suponiendo que o(f(a)) < 0(a). 

Proposición 2.1.25. Dados G y G' dos grupos con identidades e, e' respectiva-

mente, f : G —> G' un homomorfismo entonces f(e) = a' Y f(c1) = (f(a))-1  

respectivamente. 

Demostración. 

Se tiene directamente de la definición. 

Definición 2.1.26. Dado f : G —> G' un homomorfismo de grupos se definen 

Im.(f) = {y E G' : f(x) = y , x G} la -imagen de f 

Nuc(f) = {x E G : f (x) = e'} el núcleo de f 

Proposición 2.1.27. Sea f : G —> G' un homomorfismo entonces 

Nuc(f) es un subgrupo normal de G. 

Im(f) es un subgrupo de G'. 

f es monomorfismo si y sólo si Nuc(f) = {e}. 

Demostración. 

Ver Herstein(1988)[4] 

Definición 2.1.28 (Grupo cociente). Sean NaG y [a] clase de equivalencia del 

conjunto cociente —
N 

teniendo conocimiento que [a] = Na podemos establecer la 

siguiente correspondencia 

CC 
: 	 —> 

(Na, Nb) 	NaNb = Nab 

entonces 99 esta bién definida y hace que —
G 

sea un grupo con el producto de clases 
N 

laterales, el cuál es llamado grupo cociente. 

Además recordando que el índice de N en G es el número de elementos de —
N 

se 

tiene que 
N 

= [G: N]. Si G es finito entonces Pi= INI [C: N]. 
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3 1 2 

1 2 3 ) 
183. 

1 2 3 ) ( 1 2 3 ) 
Ejemplo 2.1.29. Como N = {( 

Entonces .78/3  ---- {N,  N ( 
1 23 

2 1 3 

Por lo que 
83 

= 2 y 1831 = 	[83  : N] = (3)(2) -= 6. 

   

Teorema 2.1.30 (Teorema fundamental de homomorfismos). Dado f: G --> G' un 

epimorfismo entonces existe el isomorfismo 	 
Nuc(f) 

Demostración. 

Consideremos la aplicaciíon: 

	 —> G' 
N uc( f ) 

Nuc( f)a 1—> f (a) 

el cual es un isomorfismo único que hace conmutar el siguiente diagrama 

—> G' 

7i 4. 	g 

Nuc(f) 

donde 7r : G —> 	 : a —> Na es la proyección canónica 
Nuc(f) 

El teorema (2.1.30)(Teorema fundamental de homomorfismos) me permite determi-

nar la cantidad de homomorfismos de G —> G1  ubicando la cantidad de homomor-

fismos inyectivos de —
G 

—> G' donde I/ recorre los subgrupos normales de G. 

Ejemplo 2.1.31. Sean Z , Z, grupos con la suma y sea el epimorfismo f : Z —> 4,2  

tal que f (z) = [z] entonces mZ = (m) = Nuc(f)a Z entonces por el teorema 

fundamental de homomorfismos (2.1.30) existe un isomorfismo g : ) —>Z„, tal 
(m 

que el siguiente diagrama conmuta 

—> 

7r .1. 	7 g 

m 
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Por lo que —
(m) 

r=" 42 . 

Proposición 2.1.32. Sea G un grupo entonces 

—K G Si K < H < G, K G, H G entonces = —H  

K HK 

HnK H 

Demostración. 

Para el primer item considérese 

gK 1—> gH 

epimorfismo tal que Nuc(ib) = —K, luego usar el teorema (2 1 30) 

Para el segundo itera considérese 

KH  HK 
: K —> 

H = H 
k 1—> kH 

epimorfismo tal que Nuc(y) = H n K, luego usar el Teorema (2.1.30). 

Producto directo y suma directa 

Definición 2.1.33 (Producto directo). Dada una familia de grupos {G, ; i E ,A.} 

donde a, es un conjunto de índices. El producto directo de la familia de grupos 

se define como sigue 

Gi = 	f : --> 	Gi  : f (i) Gi, para todo i E a.} 
iEa 	 zEá 

Observación 2.1.34. Si a es un conjunto de índices finito con n elementos entonces 

denotamos FI Gi  = [[entonces se tiene la biyección 
iEá 	z=1 

Gi  X G2 X ... X GT, 
2=1 

	

f 	1-> (f (1), f (2), • • , f (n)) 

En adelante fl G =G1  X G2 x... X Cu = {(xi, x2  	In) xi  É Gi} 

Si 1-/ <GYK<G entonces 

15 



Definición 2.1.35 (Proyección natural). La aplicación 

Pi 	Gi —> Gi 
:Eá 

f 1-> JE)) 

es llamada proyección natural al j-ésimo factor. 

Definición 2.1.36 (Suma directa). Dada una familia de grupos {G, ;i e A} donde 

A es un conjunto de índices. La suma directa de la familia de grupos se define 

como sigue 

E Gi  = f E II Gi  : f = O salvo número finito 
:Eá 	 :Eá 

Aquí si A es un número finito entonces E Gi  = E Gi  = (Ji. 
iEá 	i=1 	i=1 

Definición 2.1.37 (Inyección natural). La aplicación Sri  se define 

3 	: Gi 

xi  

—> 

1—> 

E Gi  

si j = k 

{ xo si j 	k 

iEá 

j(x) 	: j(xj)(k) = 

es llamada inyección natural del j-ésimo factor. 

Proposición 2.1.38. Sean G y G' dos grupos entonces 

G x G' = {(g , g') : g E G, g E G'} 

con la operación (gi,g1)(g2, g;) = (gig2, glg2) es un grupo. 

Demostración. 

Se tiene de la estructura de grupo en G y G' donde el elemento identidad es dado 

por eGxG' = (CGI eG')  (g'gg- 	(r1, g 1) 

Proposición 2.1.39. Para G y G' dos grupos se tienen 

Si G y G' son finitos entonces IG x 	= 

Si G y G' son Abelianos entonces G x G' es Abeliano. 

16 



Demostración. 

Se tienen de la Proposición (2.1.38) 	 o 

Teorema 2.1.40 (Caracterización universal para suma directa). Sea G un grupo, 

AaG y BaG tal que AB=G,AnB= {e} entonces G r=" A x B. Aquí se dice 

que G es producto directo interno o suma directa de A con B siendo denotado 

G = A e B. 

Demostración. 

Basta considerar el siguiente homomorfismo biyectivo: 

f : AxB —> G 

(a,b) 1—> ab 

Por tanto se tiene el resultado. 	 o 

Corolario 2.1.41. Sea G un grupo, A, G;i = 1,...,n tal que 

2. Ai  n Á, 	{e} ; Ái  = Al  ... 	• • • An 

entonces G A1  X A2 X X A. Aquí se dice que G es producto directo interno 

ó suma directa de A1, A2,..., An  denotada G = A1  e A2 e...e A. 

Demostración. 

Basta considerar el siguiente homomorfismo biyectivo: 

f : Al  X A2 X ... An  —> G 

(al, . • • an) 
	1—> a1a2 ... a 

Por tanto se tiene el resultado. 	 o 

Proposición 2.1.42. Dados los homomorfismos f : A —> B y g : /3 —> C tal que la 

composición h=gof es un isomorfismo, entonces B = Im(f) e Nuc(g). 

Demostración. 

Como h es isomorfismo se tiene B = Im(f)Nuc(g). 

Además se tiene /m(f) n Nuc(g) = {e}. 

Por tanto del Teorema (2.1.40) B = Irn(f) e Nuc(g). 	 o 
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como la inversa de xl  3 - 

Escribiremos x/1  ... fun = x811  . xr si y sólo si n = m, r = s , paratodo i = 

Definición 2.1.43 (Grupo libre generado por un conjunto). Considérese un con-

junto S y sea 8-1  otro conjunto tal que s n 8-1  = 0 y S está en correspondencia 

biyectiva con 8-1  por lo que la imagen de x+1  a través de esta biyección será de-

notada por x". Obtenemos así un alfabeto de letras o símbolos {x+1, x-1} que 

usaremos para formar palabras 

Una palabra es dada por 

X72-2 	ir: tal que ri  = ±1, Vi = 1, 	, n 

Una palabra que no contiene letras es llamada vacía y será denotada por 1. 

Una palabra XM.2  Xrn" se dice que es reducida si z y x71  no son adyacentes. 

Toda palabra puede reducirse suprimiendo los pares xilx71  o xTlx1, . Así x71  funciona 3 	.7 

Considerando 

L(S) = {p = 	x12.2  ... 	: p es palabra reducida} 

Entonces L(S) es un grupo como sigue. Si p = 	x;;7, q = 	... yr E L(S) 

p.q = xri1  ...xrunyli ...y:7,m yuxtaponer y reducir 

El neutro es la palabra vacía 1. 

Para p = 	se tiene la inversa p" = x7rn 

L(S) se llama grupo libre generado por la base S. 

Si S tiene n elementos se dice que L(S) es grupo libre de n-generadores. 

Definición 2.1.44. Un grupo L es libre si existe un conjunto S tal que L 1=2  L(8). 

Teorema 2.1.45 (Caracterización universal para grupos libres). Si L es un grupo 

libre tal que L L(S), entonces existe una función inyectiva i:8 ---> L tal que para 

todo grupo H y toda función f : 8 —> H existe un único homomorfismo I: L —> H 

tal que el siguiente diagrama conmuta: 

SAL 

1'1 
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En otras palabras toda función de S en el grupo H se extiende a un único homo-

morfismo de L en H. 

Demostración. 

Primeramente sabemos que L 	L(S) por lo que podemos considerar i : S —> 

L : x —> x la cual es inyectiva. Ahora si H es un grupo y f : 8 —> H una función 

entonces escribiendo J(x4 ) = f(x) y f( x 1) = (f (x))-1  se determina de manera 

única el homomorfismo 

Axil' • • • 40 = Cf (xi))ri  • f (xur 

tal que f=foi que hace conmutativo el diagrama. 

Como i es inyectiva identificamos S con i(S) en L. 

Diremos que S genera a L. 

Ejemplo 2.1.46. Si S -= {x} entonces L(S) tiene por elementos 

1, x+1, x-1, x+ix+i ,  x-ix-i, x+1x  +1x  +1  ,xxx,... 

Aquí es común escribir x por x+1, x2  por x+1x+1, x-2  por x-1x-1, etc. Además 

L(8) Z donde la función {x} —> Z tal que x —> 1 se extiende a un isomorfismo 

L(S) —› Z. Obsérvese además que el grupo libre de n-generadores para u> 1 es un 

grupo infinito no Abeliano. 

Teorema 2.1.47. Todo subgrupo de un grupo libre es libre. 

Demostración. 

Consultar Sze-Tsen Hu(1968)[81. 	 o 

Proposición 2.1.48. Todo grupo es cociente de un grupo libre. 

Demostración. 

Sea G grupo y S un generador(puede ser que S = G), considerar la inclusión f : 

S c-÷ G. Por definición para f(8) existe un homomorfismo único I tal que x = 

f(x) = f(i(x)). 

Por otro lado int(f) D /m(f) = S y S genera G entonces /mur) genera G. Pero 

im(f) < G entonces /m07) = G, por tanto j es un epimorfismo. Por tanto, siguiendo 
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el teorema fundamental de homomorfismos (2.1.30) se tiene 

f (S)  
G 	- 

Nuc(f) 

Concluyéndose el resultado. 

Definición 2.1.49. Una sucesión finita o infinita de homomorfismos de grupos 

—> Gn+1 if4 
Gn  .f.41 

k-Tn-1 	• - 

se dice que es exacta si /m(f) = Nuc(fn_i). Particularmente la sucesión exacta 

1 —> G3 -4 G2 4 G1 --> 1 

es llamada sucesión exacta corta. 

Definición 2.1.50. Una sucesión finita ó infinita de homomorfismos de grupos 

—> Gn+i 	Gn 	Gn-1 

se dice que es semiexacta si fi  o f,,.= id. 

Ejemplo 2.1.51. SiNaGyi:N—>Ges la inclusión, entonces 

G 1 —> N 4 G —> --Ñ  —> 1 

es una sucesión exacta corta. 

Ejemplo 2.1.52. Sif:G—>Hes un epimorfismo y i : N —> G es la inclusión, 

entonces 

1 —> Nuc(f) 1—> G 	H —> 1 

es una sucesión exacta corta. 

Ejemplo 2.1.53. Sea h : M —> N homomorfismo de grupos, i : Nuc(h) —> M es 
N 

la inclusión, /m(h) a N , Conuc(h) — I(h) y p : N —> Conuc(h) la proyección 
m 

natural, entonces 

1 —> Nuc(h) 4 M 14 N 4 Conuc(h) --> 1 

es una sucesión exacta corta llamada sucesión exacta del homomorfismo h. 
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Teorema 2.1.54. Dada la siguiente sucesión exacta 

A4B>C4D 

entonces las siguientes proposiciones son equivalentes 

f es epimorfismo. 

g es homomorfismo trivial. 

h es monomorfismo. 

Demostración. 

Para (1<=>2) 

Como f es epimorfismo entonces /m(f) = B. Por otro lado g es trivial si y sólo si 

IsTuc(g)= B y por exactitud /m(f) = Nuc(g). 

Para (2<=>3) 

Como g es homomorfismo trivial si y sólo si Im(g) -= O. Por otro lado h es mono- 

morfismo si y sólo si Nuc(h) = O. 

Por la exactitud tenemos Im(g) = Nuc(h). 	 LI 

Corolario 2.1.55. Los siguientes resultados se tienen del teorema (2 1 54) 

En una sucesión exacta 

A i> B4C±>D4E 

C = O si y sólo si f es un cpimorfismo y k un monomorfismo. 

Si la sucesión 

1—>A413—>1 

es exacta f es isomorfismo. 

Demostración. 

Ver Sze-Len Hu(1968)[8] 	
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Teorema 2.1.56 (Diagrama de cazador). En el siguiente diagrama de homomorfis- 

mos 
A 4 B 4 c -14

fl 

D 

h' 

las dos filas son secuencias exactas, los tres cuadrados conmutativos, a epimorfis- 

mo y 5 monomorfismo. Entonces si -y es epimorfismo también lo será p y si ,i3 es 

monomorfismo también los será 

Demostración. 

La conmutatividad de los tres cuadrados dice que 

fiof=toa,-yog=giofi, cloh=h'ory 

Donde Im(fl) = g/-1(Im(7)) , Nuc(-y) = g(Nuc(0)). Ver Sze-Tsen Hu(1968)[8] 

Lema 2.1.57 (de los cinco). Si en el siguiente diagrama de homomorfismos 

A 4 B g —> C h 
	k 

s' —> E' 

las dos filas son secuencias exactas, los cuatro cuadrados conmutativos y los homo- 

morfismos a, fi, á, e son isomorfismos entonces el homomorfismo central también 

es un isomorfismo. 

Demostración. 

Se tiene del Teorema (2.1.56) 

Lema 2.1.58 (de los cinco corto). Si en el diagrama de homomorfismos 

1 

1 

—> 

—> 

A 

a  

A' 

4 

f> 

B 

9  4- 

9 --> C 

'Y 

--> 

—> 

1 

1 

las dos filas son secuencias exactas y los dos cuadrados conmutativos entonces 

1. Si a y 7 son monomorfismos también lo es /3. 
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2. Si a y -y son epimorfismos también lo es fi. 

Por tanto fi es isomorfismo si lo son a y -y. 

Demostración. 

Se tiene del Teorema (2.1.56) 
	

2.1.3. Categorías y Funtores 

Definición 2.1.59. Un semigrupoide es un conjunto Al tal que, para a, fi E M 

está definido un producto 

afi E Al 

que satisface las dos condiciones de asociatividad siguientes: 

(CA 1) Para elementos cualesquiera a, fi, -y de M, el triple producto a(firy) está 

definido si y sólo si (afi)7 está definido. En el caso en que cualquiera de los dos esté 

definido, se cumple la ley asociativa 

(0)7 = 43'y) 

Este producto triple será denotado por afiry. 

(CA 2) El triple producto afi7 está definido siempre que estén definidos los productos 

afi Y )37. 

Por ejemplo, todo semigrupo es un semigrupoide. Según la definición, es obvio que 

un semigrupoide Al es un semigrupo si y sólo si el producto afi está definido para 

todo par a, fi de elementos de M. 

Un elemento e de un semigrupoide se dice que es una identidad (o una unidad) de 

M si y sólo si ea = a y ¿fi = fi siempre que ea y fle estén definidos. 

Un semigrupoide M se llama regular si y sólo si, para todo elemento a E Al, existen 

unidades e y n  en Al tales que ea y an estén definidos. 

Lema 2.1.60. Dado un elemento a arbitrario de un semigrupoide regular M, existe 

una única identidad e de Al tal que ea esté definido. 

Demostración. Sean e y e' dos identidades de M tales que ea y e'a estén definidos. 

Como e y e' son identidades, el triple producto 

¿(Ca) = ea = a 
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está definido. Entonces, por (AC 1), se deduce que (eega está también definido. 

Esto implica que el producto le' está definido. Como e y et  son identidades, es 

lo que prueba (2.1.60). 	 O 

Está identidad única e de (2.1.60) recibirá el nombre de identidad por la izquierda 

del elemento a de M y se designará con el símbolo A(a). La correspondencia a —> 

A(a) define una función 

A: Al —> Al 

del semigrupoide regular M en sí mismo. 

Análogamente, tenemos el siguiente lema: 

Lema 2.1.61. Dado un elemento a arbitrario de un semigrupoide regular Al, existe 

una única identidad y de M tal que ay está definido. 

Esta identidad única n de (2.1.61) recibirá el nombre de identidad por la derecha del 

elemento a de M y se designará con el símbolo p(a). La correspondencia a —> p(a) 

define una función 

p : M M 

Sea ,J(M) la clase de todas las identidades de M. Se tiene el siguiente corolario. 

Corolario 2.1.62. Dado un semigrupoide regular M, tenemos 

A(e) = e = P(e) 

para todo e E ,J(M). En consecuencia, tenemos 

A(M) = JW) = P(M). 

Demostración. Por definición de A(1), el producto A(e)e está definido. 

Como A(e) y e son identidades, se sigue que A(e) = e. Análogamente, se puede 

probar que p(1) = e, lo que completa la demostración del Corolario (2.1.62). 	o  

Lema 2.1.63. Si a y /3 son dos elementos cualesquiera de un semigrupoide regular 

M, entonces a fi está definido si y sólo si p(a) = 
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Demostración. Necesidad. Si afi está definido. Entonces el triple producto 

a[A(43]= afi 

está definido. Por (AC 1) también está definido [aA(P)]fi, lo que implica que aA([3) 

está definido. Por Lema (2.1.61), obtenemos 

P(a) = YO) 

Suficiencia. Supongamos p(a) = A(fl). Entonces están definidos aP(a) Y P(a)0. 

Por (AC 2), está definido ap(a)P. Como p(a) es una identidad, tenemos 

c/i9(a)fi = afl 

y por consiguiente afi está definido. 

Lema 2.1.64. Si el producto afi de dos elementos a, fi de un semigrupoide regular 

M está definido, entonces 

A(afi) = A(a), 	p(a fi) = P(0) 

Demostración. Como A(a)a y afl están definidos, se deduce de (AC2) que A(a)afi 

está definido. Por Lema (2.1.60), esto implica A(afi) = A(a). Análogamente se prue-

ba que p(0) = p( j3). 

Dado un elemento a de un semigrupoide regular M, diremos que fi E M es un 

inverso de a si y sólo si 43 = A(a) y fin = p(a). Si a posee un inverso, diremos 

que a es inversible. 

Lema 2.1.65. El elemento inverso en un semigrupoide regular es único. 

Demostración. Sean j3 y y dos inversos de un elemento inversible arbitrariamente 

dado a de un semigrupoide regular M. Entonces están definidos Pa y ay. Por tanto, 

por (AC 2), está definido fiay. De las relaciones 

)3(17 = P(a7) = )37(a) = 

fia7 = (fia)7 = P(a)7 = 7, 
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deducimos /3 = 7. 

El único inverso del elemento inversible a de M se denotará por a-1, por definición, 

tenemos evidentemente 

)0-1) = P(a), 	P(a-1) = A(a) 

Obviamente, toda identidad e de un semigrupoide regular M es inversible, siendo 

e-1  = C. En general, M posee elementos que no son inversibles. 

Llamaremos grupoide a todo semigrupoide regular M en el que todo elemento es 

inversible. Todo grupo es un grupoide, pero existen grupoide que no son grupos. Un 

ejemplo importante de estos grupoides lo constituye el grupoide fundamental de un 

espacio topológico como se verá mas adelante. 

Definición 2.1.66. Una categoría C consiste de una clase K de elementos llamados 

objetos y un semigrupoide regular M de elementos llamados morfismos justamente 

con una función biyectiva 

t : K —> ,J(M) 

de la clase K de objetos sobre la subclase 3(M) de las identidades de Al. 

Sea C = {K,M,t} una categoría arbitrariamente dada. Para cada objeto X E K, la 

identidad t(X) E 3(M) recibe el nombre de morfismo identidad del objeto X y lo 

denotamos por ix. Para cada morfismo a E Al, los objetos 

Dom(a) = X =  

Ran(a) = Y =  

se llaman, respectivamente, Dominio y Rango del morfismo a. En este caso, a se 

dice que es un morfismo de X en Y, denotándolo por 

a : X -3. Y 

En particular, tenemos 

ix : X -+ X 

La siguiente proposición es una consecuencia inmediata de (2.1.63) y (2.1.64). 
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Proposición 2.1.67. El producto a0 de dos morfismos a, fi E M está definido si 

y sólo si Ran(a) = Dom(fl) 

Si a : X —> Yyfl:Y —> Z son morfismos, entonces el morfismo producto afl está 

determinado por el siguiente triángulo: 

C\ 

Y 

Para dar ejemplos de categorías, se debe especificar los objetos y los morfismos de la 

categoría, e indicar cómo están definidos los productos de morfismos. En la mayoría 

de los casos, las identidades y las condiciones de asociatividad son obvias. 

Ejemplos de categorías 

La categoría)) de conjuntos consiste de todos los conjuntos como objetos y todas 

las funciones (de un conjunto en un conjunto) como morfismos. los productos de 

morfismos están definidos por la composición de funciones como sigue. El producto 

de a : X -4 Y y ¡3: Y —> Z es la composición 

a)(.3 = fi o a: X —> Z. 

La categoría T de espacios topológicos consiste de todos los espacios topológicos 

como objetos y de las aplicaciones continuas como morfismos. Los productos de mor-

fismos están definidos por la composición, como en el Ejemplo(1). Las definiciones 

de espacio topológico y aplicación continua, consultar el siguiente capítulo. 

La categoría g de grupos consiste de todos los grupos como objetos y todos 

los homomorfismos (de grupo) como morfismos. Los productos de morfismos están 

definidos como en el Ejemplo(1), por la composición. 

La categoría C de sucesiones descendentes consiste de todas las sucesiones des-

cendentes de grupos como objetos y de sus homomorfismos como morfismos. Los 

productos de morfismos están definidos por composición como en (3). 

Sea ahora C = {K, M, t.} una categoría arbitrariamente dada. Con dos objetos 

X, Y E K de C, consideremos la subclase 
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Mor(X, Y) = {a E Mia:X —> Y}. 

En el ejemplo (3), tenemos 

Mor(X, Y) = Hom(X, Y) 

Una categoría C = {K, M, t} se dice R-lineal si y sólo si se satisface: 

Para cada dos objetos X,Y E K de C, Mor(X, Y) es un R-módulo. 

Para tres objetos cualesquiera X, Y, Z E K de C, el producto en M 

define una función bilineal de Mor(X, Y) x Mor(Y, Z) en Mor(X, Z). 

En particular, las categorías lineales sobre Z se llaman categorías aditivas, con Z el 

anillo de los enteros. 

Concluiremos esta sección con algunas observaciones sobre la definición de catego-

rías. la  noción de categoría proviene de la consideración de las propiedades comunes 

del ejemplo (2) y otros análogos. 

La estructura de una categoría C = {K, M, 1,} está determinada por el semigrupoide 

regular M. En efecto, la clase de los objetos de C puede ser identificada con T(M) 

por medio de la función biyectiva t. Debido a esto, los semigrupoides regulares Al 

se llaman categorías abstractas. Por tanto, en una categoría, son los morfismos los 

que juegan un papel importante, mientras que el desempeñado por los objetos es 

secundario. De todas formas, en la mayoría de las aplicaciones de este concepto, 

los objetos tienen interés primordial. Esto explica porqué la clase K de objetos es 

introducida artificialmente en noción de categoría mediante una función biyectiva t. 

En los ejemplos anteriores, hemos utilizado los términos "la clase de todos los con-

juntos" , etc. En la axiomática usual de la teoría de conjuntos, éstas son totalidades 

ilegítimas que deben ser evitadas. Sin embargo, si adoptamos los axiomas de Godel-

Bernays-von Neumann de la teoría de conjuntos, disponemos de totalidades más 

amplias llamadas clases, y podemos hablar legítimamente de "la clase de todos los 

conjuntos", etc. Así, en una categoría arbitraria C = {K, M, t}, K y Al son en 

general clases. Se debe tener cuidado de no efectuar sobre estas categorías cier-

tas operaciones, tales como la formación del conjunto de todos los conjuntos. Una 

categoría se llama pequeña si y sólo si su clase K de objetos es un conjunto. 
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Definición 2.1.68. Sean C y D categorías dadas y consideremos una función 

f:C—>13 

que asigna a cada objeto X de C un objeto f (X ) de D y a cada morfismo a de C 

un morfismo f (a) de D. La función f se dice que es un funtor covariante de C en 

D si y soló si satisface las tres condiciones siguientes: 

Si a : X 	Y, entonces f (a) : f (X) —> f (Y). 

f (ix ) = i f(x)  

Si aP está definido, entonces f (a0) = f (a) f (fi). 

La condición (CF1) puede ser expresada en la forma siguiente: 

f [Dom(a)] = Dom[f (a)], f [Ran(a)] = Ran[f (a)]. 

Así un funtor covariante f conmuta con las operaciones de las categorías. 

En virtud de la condición (CF2), un funtor f está completamente determinado por la 

función f (a) definida para los morfismos a de C únicamente. Así un funtor covariante 

f : C —+ V es esencialmente un homomorfismo del semigrupoide de los morfismos 

de C en el de los de D, sujeto a la condición de que las identidades (o unidades) se 

apliquen en identidades. 

Por otra parte, la función f se dice que es un funtor contravariante de C en D si 

y sólo si satisface las tres condiciones siguientes: 

(CF1*) Si a : X —> Y, entonces f (a) : f (Y) 	f (X). 

(CF2*) f (ix) = 

(CF3*) Si afi está definido, entonces f (a fi) = f (fi) f (a). 

Se tienen observaciones análogas a las anteriores, con modificaciones obvias que son 

necesarias a causa de la contravariancia . 

Sean f : C —> Dyg:D 	E funtores arbitrariamente dados. Corno f y g son 

funtores, su producto será la composición 

go f :C-4E 

que está bien definida y ésta aplica objetos en objetos y morfismos en morfismos. 
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Proposición 2.1.69. La función compuesta go f es un funtor covariante si f y g 

tienen la misma variancia; go f es un funtor contravariante si f y g son de variancia 

opuesta. 

Ejemplos de funtores 

Consideremos la categoría Y de conjuntos y la categoría g. Definamos una fun-

ción 

f:y—*Ç 

como sigue. Un objeto arbitrario X de Y es un conjunto. Denotamos con f (X) el 

grupo libre engendrado por X. Por otra parte el morfismo arbitrario a de Y es una 

función 

a:X—>Ycf(X). 

Puesto que f (X) es el grupo libre engendrado por X, se sigue que a se extiende a 

un único homomorfismo 

f(a) f(x)—>f(Y) 

Es evidente que f es un funtor covariante. 

Consideremos de nuevo la categoría g justamente con un grupo G dado. Defi-

namos una función 

como sigue. Para cada grupo X de g sea h(X) el grupo Hom(X, M) de los homo-

morfismos de X en M. Por otra parte, para cada homomorfismo a : X Y de G, 

sea h(a) el homomorfismo 

Hom(a, i) : Hom(Y, M) —> Hom(X, 

donde i : Al —> M representa el endomorfismo identidad de M. Fácilmente se 

comprueba que h es un funtor contravariante. Definamos ahora una función 

k :G 	G 

en la forma siguiente. Para cada grupo X de G, sea k(X) el módulo Hom(M, X). 

Además, para cada homomorfismo a: X Y de g, sea k(a) el homomorfismo 
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Hom(i, a) : Hom(M, X)—> Hom(M, Y). 

Se verifica que k es un funtor covariante. 

(3) Consideremos la categoría E de sucesiones descendentes y un entero dado ti. 

Definamos la función 

de grupos de g en la categoría E. Para cada grupo X de g, sea Hn(X) el grupo 

de cohomología n-dimensional de X. Lo cuál veremos en el capítulo final. Por otra 

parte, para cada morfismo : X —> Y de g, sea Hn(a) el homomorfismo inducido 

Hn(a): Hn(y)—› Hn(x). 

Se comprueba que Hn es un funtor contravariante, llamado funtor de cohomolo-

gía n-dimensional 

Sean ahora C y D categorías arbitrariamente dadas. Un funtor covariante f : C —> 

se dice lineal si y sólo si, para cualesquiera dos objetos X e Y de C, define f un 

homomorfismo 

Ax.y)  : Mor(X, Y)—> Mor[f(X),f (Y)] 

Análogamente, un funtor contravariante g : C 	73 se dice lineal si y sólo si, para 

cualesquiera dos objetos X e Y de C, g define un homomorfismo 

g(xy) : Mor(X, Y)—> Mor[f (Y),f (X)] 

2.2. Axiomas en Teoría de Cohomología, primeros resultados 

En esta sección presentamos la teoría de Cohomología, la axiomática asociada y los 

primeros resultados obtenidos. 

2.2.1. Teoría de Cohomología, axiomática 

Definición 2.2.1. Una categoría admisible para teorías de cohomología será la 

categoría C cuyos objetos son pares topológicos (X, A), con A subespacio de X y 

los morfismos son ciertas aplicaciones continuas de pares de espacios satisfaciendo: 
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(A, A) 

(AC1) Si un par topológico es un objeto en C entonces C contiene todos los pares 

y aplicaciones inclusión en el retículo de (X, A) dado por el diagrama: 

(X.0) 

(0 , 0) 	(A, 0) 	 (X, A). (X, X) 

Si una aplicación f : (X, A) 	(Y, B) es un morfismo en C entonces C 

contiene todos los pares topológicos (X, A) y (Y, B) junto con todas las apli-

caciones que f define de miembros del retículo de (X, A) en correspondencia 

con miembros del retículo de (Y, B). 

Si las aplicaciones f : (X, A) —> (Y, 13), g: (Y, 13) --> (Z, C) son morfismos 

en C entonces C contiene g o f : (X, A) —> (Z, C). 

Sí un par topológico (X, A) es un objeto en C entonces C contiene el cilindro 

(X, A) x / definido por: (X, A) x / = (X x I, A x/), I = [0,11 y las inmersiones 

canónicas: 

/c0 : (X, A) 	(X, A) x / ko(x) = 	O), para todo x EX 

le1 : (X, A) -› (X, A) x I / ki(x) = (x, 1), para todo x E X 

Existe un espacio de un solo punto en C, si P es cualquier espacio de un 

solo punto en C entonces C contiene toda aplicación f : P —> X de cualquier 

espacio X en C. 

En (AC5) tenemos identificado el par topológico (X, 0) con la misma topología de 

X en cual será usado en este trabajo. En particular la categoría CT de todos los 

pares topológicos y aplicaciones de pares es una categoría admisible. 

TEORÍA DE COHOMOLOGÍA 

En lo que sigue C denotará cualquier categoría admisible. 

Por una teoría de Cohomología sobre C diremos de una colección 7-1 = {H, *, 5} 

de tres funciones como sigue: 
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La función H asigna a cada par topológico (X, A) en C y cada entero q un 

grupo abeliano Hq(X, A) el cual será llamado el q-grupo de cohomología 

del par (X, A) en la teoría de cohomología R. Algunas veces Hq(X, A) es 

llamado el q-grupo de cohomología relativa del espacio topológico X módulo 

el subespacio A. Cuando A = 0 denotamos por Hq (X , A) = H' (X) llamado 

q-grupo de Cohomología absoluta. 

La función (*) asigna a cada aplicación f: (X, A) —> (Y, B) en C y cada entero 

q un homomorfismo: f* = 	: H(  Y, B) —> Hq (X , A) el cual será llamado el 

homomorfismo inducido por f en la teoría 1-1. 

La función 5 asigna a cada par (X, A) en C y cada q E Z un homomorfismo 

= á(X, A, q) : Hq-i  (A) —> Hq (X, A) el cual es llamado operador coborde. 

Las funciones II,*, 5 requieren satisfacer las siguientes siete condiciones llamadas 

"Axiomas de Eilenberg Steenrod para una teoría de Cohomología": 

AXIOMA I (Axioma de Identidad) 

Si i : (X, A) —> (X, A) es la aplicación identidad sobre el par topológico (X, A) en C, 

entonces el homomorfismo inducido i* : Hq (X , A) —> Hq (X , A) es la identidad para 

todo q E Z. 

AXIOMA II (Axioma de Composición) 

Si f : (X, A) —> (Y, B), g : (Y, B) 	(Z, C) son aplicaciones en C entonces 

(g o f)"= rq o g*q para todo q E Z. 

Por tanto, para todo entero q fijo, las funciones Hq, *q constituyen un funtor con-

travariante de la categoría C a la categoría A de todos los grupos abelianos y todos 

los homomorfismos de tales grupos . 

Si introducimos la notación Hq( f) = fm para toda aplicación f en C este funtor 

contravariante puede ser denotado por Hq y se llamará q-funtor de cohomología 

en la teoría de cohomología 1-1. 

AXIOMA III (Axioma de Conmutatividad) 

Si f: (X, A) --> (Y, B) es una aplicación en C y si g : A —> /3 es una aplicación en C 

definida por g(x) = f (x) para todo x E A, entonces á o g* = f* o á, para todo q E 

33 



Z dado en el siguiente diagrama: 

H 1(B) 	 H -1(A) 

js 	
15 

Hq (Y, B) 	H9(X , A) 

AXIOMA IV (Axioma de Exactitud) 

Si (X, A) es un par topológico en C y i: A —> X, j : X —> (X, A) son aplicaciones 

inclusión, entonces la siguiente secuencia infinita es exacta: 

. . . . —> H -l(A) -4 Hq (X , A) 4 H(  X) 4 Hq(A) 

llamada secuencia de cohomología del par (X, A). 

AXIOMA V (Axioma de Homotopía) 

Si las aplicaciones f,  g : (X, A) —> (Y, B) son homotópicas en C o sea existe una 

aplicación h : (X, A) x 1:—> (Y, B) en C tal que f = h o ko, g = h ki  donde ko, 

: (X, A) --> (X, A) x I son inmersiones canónicas, entonces g" = f" para todo 

q Z. 

AXIOMA VI (Axioma de Excisión) 

Si U es un conjunto abierto de un espacio topológico X cuya clausura C/(U) está 

contenida en el interior de un subespacio A de X y si la aplicación inclusión 

e: (X — U, A — U) —> (X, A) está en C, entonces el homomorfismo inducido 

Hq(X, A) —> Hq(X — U, A — U) es un isomorfismo para todo entero q. 

La aplicación e es llamada excisión de U y e" es el q-isomorfismo excisión. 

AXIOMA VII (Axioma de Dimensión) 

El q-grupo de cohomología H(P0) del espacio distinguido de un solo punto P0, q O 

consiste de un solo punto, o sea H(P0) = O, q O. 

Esto completa la definición de una teoría de cohomología 7-1 sobre la categoría C. 

Si 7-1 satisface solo los primeros seis axiómas, entonces 7-1 se conoce como teoría de 

cohomología generalizada sobre la categoría admisible C. 

Observación 2.2.2. El 0-grupo de cohomología G = H° (P0) del espacio distinguido 

de un punto P0  en C es llamado grupo coeficiente de la teoría de cohomología 7-1. 
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La consistencia de los axiomas es mostrada por la cohomología E0  sobre la categoría 

admisible C definida por Hq(X, A) = O para todo par topológico (X, A) en C para 

todo q E Z. Esto además prueba la existencia de una teoría de cohomología con 

grupo coeficiente trivial G = O sobre toda categoría admisible C. Ver Hu S. T. [7] 

de hecho el interés está en la existencia de teorías de cohomología no trivial. 

2.2.2. Consecuencias inmediatas de la Teoría de Cohomología 

En lo que sigue 7-1 = {H, * , 6}, denotará una teoría de cohomología sobre la categoría 

admisible CT de todos los pares topológicos y todas las aplicaciones de pares. 

Proposición 2.2.3. Sí una aplicación f : (X, A) —> (Y, B) es una equivalencia 

homotópica en CT en el sentido que existe g : (Y, B) -4 (X, A) tal que f o g 

y gof son homotópicas a la identidad. Entonces el homomorfismo inducido f* 

H(  Y,  B) —> Hq (X , A) es isomorfismo para todo q E Z 

Demostración: Por axioma I, II y V las composiciones 

g* o f* = (f o g)* : Hq(Y,B) -4 Hq(Y, B) 

f* o g* = (g o f)* : 	(X, A) —> 	(X, A) 

son automorfismos identidad con lo cuál se sigue el resultado. 

En particular si A = 0, B = 0 se tiene H(X) H(Y) para todo q E Z. 

Definición 2.2.4. Un espacio topológico en C se dice que es contractible en C si la 

aplicación identidad es homotópica en C a una aplicación constante en C. 

Según la proposición (2.2.3) si X es un espacio topológico contractible en C 

H(  X) 
{G : q = O 

O : q O 

donde G denota el grupo coeficiente de la teoría de cohomología E. 

Proposición 2.2.5. Si la aplicación inclusión i : A ---> X es una equivalencia horno-

tópica en CT entonces Hq(X, A) =- O para todo q E Z. 
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Demostración: 

Por la proposición (2.2.3) i* : H(X) —> Hq(A) es un isomorfismo para todo q E Z, 

luego considerando la secuencia de cohornología del par (X, A): 

H1(X) 4 H' (A) 4 Hq (X , A) 4 H(  X) 4 Ha(A) 

Como i* en ambos extremos son isomorfismos entonces Hq(X, A) es un punto. O 

Proposición 2.2.6. Si U es abierto de un espacio topológico X contenido en un 

subespacio A de X entonces la excisión e : (X — U, A — U) —> (X, A) induce un 

isomorfismo e* : Hq(X, A) —> Hq (X — U, A— U) para todo q e Z. Además se prueba 

que existe un conjunto abierto V del espacio X tal que la clausura C/(V) C U y la 

inclusión h : (X — U, A — U) —> (X — V, A — V) es equivalencia homotópica. 

Demostración: 

Como C/(V) CU c A entonces Cl(V) c Int(A) (interior de A), por el axioma 

de excisión k : (X — V, A — V) —> (X, A) induce un isomorfismo k* : Hq(X, A) —> 

1.1q(X — V, A — V), por Proposición (2.2.3) h induce un isomorfismo 

h* : Hq (X — V, A — V) Hq (X — V, A — V) para todo q E Z. 

Por tanto, e* = o le y el axioma de composición implican que: 

e* = h* o k* : Hq (X — V, A — V) —> IP (X — U, A — U) 

es isomorfismo para todo q E Z. 	 o 

2.3. Grupos de Cohomología Reducida 

En esta sección presentamos los Grupos de Cohomología reducida, el isomorfismo 

suspensión y calculamos grupos de Cohomología de las esferas. 

Consideremos la aplicación f: (X, A) —> (Y, B) en la categoría C y sean g : X —> Y, 

h : A —> B definidas por f entonces obtenemos el diagrama: 

---- 1-P-1(B) 	Hq(Y, B) 2 	H(  Y) 	 . . . 

1 	r I 	ga 	h.  1 

Hq (X , A) 	Hq(X)=*,- Hq(A). . 
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Donde por axioma de exactitud y los axiomas II y III las filas son exactas y los 

cuadrados conmutativos: So h* = 7 05, j* o 7 = 9* o j*, i* o 	h* o i*. Para todo 

q E Z, denotar: 
Hg(X, A) 

Kg (X, A) 	C onuc( f*) -  im( f.)  
II«) 

Kg (X) = Conuc(g
, 
 ) - irag.)  

HA) 
Kg(A) 	Conuc(h*) = im(h.)  

Para todo q se verifica: 

/10(X)] C Kg(A) 	lo cuál define i* : 10(X) -> Kg(A) 

j* [10(X, A)] C Kg (X) 	lo cuál define j* : 10(..3C;  A) -> Kg(X) 

(5[Kg'(A)] c Kg(X, A) lo cuál define 5: Kgri  (A) -> Kg (X, A) 

obtenemos así una secuencia infinita: 

. 	. Kg-1(A) Ls> Kg (X, A) 4 K g (X) 4 Kg (A) -4 Kg+1(X, A) -› . . 

llamada secuencia de conúcleos de la aplicación f: (X, A) -> (Y, B), como j* o , 

i* o j* , o i* son triviales, entonces la secuencia de conúcleos es semiexacta. 

Ahora apliquemos al caso (Y, B) = (P0, P0) cuando P0  denota el espacio (distinguido) 

de un solo punto en C, la secuencia de conúcleos de la aplicación constante O : 

(X, A) -> (P0, P0) es llamada la secuencia de cohomología reducida del par 

topológico (X, A) en la teoría de cohomología 7-1 y será denotado por: 

. 	-> Tig-1(A) -4 lig (X, A) 4Ñ(X) 4 Ñ(A) 	. . 

Como los grupos en la secuencia de cohomología del par (P0, P0) son triviales excepto 

para 10(P0) = G tenemos: 

ir (X, A) = Hg (X , A); para todo q E Z 

jilq(X) = H(  X), Ña(A) = Hg(A), q O 

Los grupos 17°(X), H-°(A) en la secuencia de cohomología reducida de (X, A) son 

llamados los O-grupos de cohomología reducida de los espacios X, A. 

Generalizando ifq(X), 	ilq(X, A) en la secuencia de cohomología reducida 

del par (X, A) serán llamados grupos de cohomología reducida. 
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Proposición 2.3.1. Para cualquier espacio topológico no vacío X tenemos: 

H°(X) G e 1-0(X), W(A) C e TP(A) donde 10(P0) = G, 0 A c X. 

Demostración: 

Consideremos a: X -> Po, : A -> Po  definidas por O: (X, A) -> (Po, Po), elijamos 

x0  E A definamos A : (P0, P0) -> (X, A) I A(P0)= xo. 

Sean p: Po  -> X, y: Po  --> A aplicaciones definidas por A entonces a o p: Po  -> Po  

es la identidad. 

Por los axiomas LH la composición if o a* : H°(P0) -> H°(P0) es automorfismo y 

por álgebra elemental Ha(X) = /m(cr*) e Nuc(p*). Además Nuc(p*) = ir(X) y 

como a* es un monomorfismo H°(P0) = G Im(a*). 

por tanto 13°(X) G e H°(X). 

Similarmente H°(A) G e ii°(A). 

Ahora consideremos la aplicación f : X -4. Y / f(xo) = Yo, p : Y -> Po, 

(4.1 : Po —+ Y I W(P0) "-= yo. Así GJ 	0-=-pof. 

Entonces los triángulos en el siguiente diagrama conmutan: 

H°(Y) 

H°(130) 	 10(P0) 

H°(X) 

Obteniéndose así: 

f*[1m(9*)] 

f*[Nuc(w*)] 

c Im.(cr*) 

Nuc(p*) 

Por definición tenemos 110(X) = Nuc(p*), ii°(Y) = Nuc(w*) 

_> el homomorfismo inducido f* : H°(Y) -> H°(X) define f* 110( 7) 	120(x)  

llamado homomorfismo inducido en cohomología reducida. 

En particular i* : 1Í0(X) -> H°(A) es el homomorfismo inducido de i : A -> X, 

como H(X) = H(X) para todo q O tenemos el homomorfismo inducido f* : 

H-q(Y)--> H(X)  según los axiomas I, II, V se tiene las siguientes proposiciones: 
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Proposición 2.3.2. Si i: X —> X es la identidad entonces el homomorfismo indu-

cido i* : Ñ(X) —> 17q(X) es el automorfismo identidad para todo q e Z. 

Proposición 2.3.3. Si f : X —> Y, g : Y —> Z son aplicaciones entonces 

(g o f)* = fk o g* para todo q EZ. 

Proposición 2.3.4. Si las aplicaciones f, g : X —> Y son homotópicas entonces 

f* = g* para todo q E Z. 

Corolario 2.3.5. Si los espacios topológicos X, Y son homotópicamente equivalen-

tes (X 'al Y) entonces 1-1-q(X) fez,' 1-1-q(Y), para todo q E Z. Así H(X)  es invariante 

homotópico de X. 

Teorema 2.3.6. Para todo par topológico (X, A) con X 0, A 0 la secuencia 

de cohomología reducida de (X, A) es exacta. 

. . 	-> ti-'(A)  -4 :lig (X , A) 4 ir (X) 4 Ñ(  A) 

Demostración: 

Como la secuencia de cohomología reducida no difiere de la secuencia de cohomología 

usual en los grupos 17°(A) y 1-1~°(X) es suficiente ver la exactitud de: 

ii°(X, A) 
	

Ñ°(X) 4 1-7°(A)±.> 1-71(X, A) 

Para esto comparemos la secuencia de cohomología usual de (X, A) 

H°(X, A) 4 H°(X) 4 H°(A) -4 Hi(X, A) 

Como FP (x , A) = Hi  (X , A) y g es definido por 5 tenemos Nuc(g) = Nuc(5) de la 

observación (2.3.1), i*(iP(A)) c ii°(X), como /m(j*) es la restricción de /m(j*) a 

11~ 0(X) tenemos /m(3*) = hn(jinfi°(x). Por tanto de la exactitud de la secuencia 

de cohomología usual de (X, A) tenemos 

/mal = Im(j*) n ii°(x) = Nuc(i*)r) TI°  (X) = Nuc(?) 

Im(?) = Im(i*) n 	= Nuc(5) n -1-0(A) = Nuc(75) 

Proposición 2.3.7. Si X es un espacio contractible entonces 1-7q(X) = O, para todo 

q E Z. 
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Demostración: 

Si X es contractible entonces la aplicación constante u : X —> Po  es obviamente una 

equivalencia homotópica, se sigue de la Proposición (2.2.3) que a induce un isomor-

fismo: u* : H(P0) Hq(X), para todo q E Z entonces -1:1q(X) = Nuc(a*) = O. ro  

ISOMORFISMO SUSPENSIÓN 

Recordar que 7-1 = {H,*,a} denota una teoría de homología sobre la categoría 

admisible C de pares topológicos y aplicaciones de pares. Sea X 0, 1 = [0,1] en 

X x 1 si identificamos X x {O} con u yXx {1} con y obtenemos el espacio cociente 

S(X), el cual es llamado la suspensión de X 

En la figura 1 se identifica 81  x {1} con el polo norte u de 82  y S' x {0} con el 

polo sur u de S'. 

s(s').s2  Slx1 

Figura 1: La suspensión de 1m espacio. 

Usando la inmersión i : X —> S(X) I i(x) = p(x, 1), el espacio topológico X puede 

ser considerado de S(X), donde p : X x / —> S(X) es la proyección natural. 

Sean: V = {p(x,t) I x E X, < t < 1} y U = {p(x,t) I x E X, 0 < t < fl 
estos subespacios de S(X) son contractibles además Un V = X, L1 U y = S(X). 

Para establecer un isomorfismo entre fig(X) y r/q+1 [8(X)], para todo q E Z, 

considerar la secuencia de cohomología reducida del par (V, X). Como V es 

contractible de (2.3.7) 5: H—  q(X)—> Hnl(V, X) es un isomorfismo para todo q E Z. 

Considerar la secuencia de cohomología reducida del par [8(X), U]. Como U 

es contractible de (2.3.7) tendremos que j* : Hq+1[S(X), U] —> rig+1 [S(X)] es 

isomorfismo para todo q E Z. 
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O : q n 

donde G denota el grupo coeficiente de la teoría de cohomología 71. 

ilq(Sn) {G : q = n 

Finalmente considerar la inclusión e : (V, X) —> [8(X), U] la cual es excisión del 

conjunto abierto M = Int(U) = 8(X) — V del par [S(X), U], considerar el conjunto 

abierto N -= {p(x,t) I xE X, 0<t< -1-} como la C/(N) c M, la aplicación 

inclusión h : (U, X) —> [51(X) — N, U — N] es una equivalencia homotópica por 

(2.2.6), e* : Hq+1[8(X), U] —> H4-'(V, X) es isomorfismo obteniéndose así el 

diagrama de isomorfismos: 

iiii(x) 2-4 Hq+1(v, x) 	Hq+1(8(x), u)  

El isomorfismo composición o-  = j* o e*-1  o 8 será llamado el isomorfismo suspen-

sión sobre el grupo fin(X) en la teoría de cohomología 

Proposición 2.3.8. Para cada entero n > O los grupos de cohomología reducida de 

la esfera Sn son dados: 

Demostración 

La esfera S°  puede ser definida como el subespacio {O, 1} de IR. Para determinar 

los grupos de cohomología reducida de S°  considerar la secuencia de cohomología 

reducida de (S°, P0), por Proposición (2.3.7) tenemos el isomorfismo 

j* : Hq(8°, P0) fin(8°), para todo q E Z, seguidamente como {O} es subconjunto 

abierto de S° con C/({0}) c Int({0}) la excisión e : {1} = ({1}, 0) --+ (S°, P0) de 

P0  del par (8°. P0) induce un isomorfismo e* : Hn(S°, P0) P.,' Hq({1}) para todo q E 

Z. Por Proposición (2.2.6) y axioma de dimensión se tiene: 

FP(S°) Hq(S°, P0) 1:-1 Hq({1}) 
{G : q n 

O : q n 

Lo cual prueba (2.3.8) para n = O. 

Completemos la prueba de (2.3.8) por inducción sea k > O asumir que se tiene 

(2.3.8) para n = k. Veamos la prueba para n = k + 1 

Consideremos la suspensión S(Sk ) de la k-esfera Sk, como S(Sc)  es homeomorfo a 

la (k+1)-esfera Sk+1  se sigue del Corolario (2.3.5) que: fín(sk-ki) 	-1-2q(S(81)) para 
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todo q E Z. 

Tenemos así el isomorfismo suspensión a: 	 fig (8(89) li oq (nk+1. ) para 

todo q EZ. 

Corolario 2.3.9. Los grupos de cohomología de la esfera S' son dados por: 

Hq(Sn)+ 

G e G 

n0qS0 

Ti 	q = O, ón=qS0 

n = q = O 

donde G denota el grupo coeficiente de la teoría de cohomología 71. 

Demostración: 

Se obtiene de la Proposición (2.3.1) y Proposición (2.3.8). 	 o 

Proposición 2.3.10. Para toda aplicación f : X —> Y en C y para todo q E Z el 

rectángulo conmuta: 

ilq(17 ) 	 fig+1  [S (Y)] 

I*1 	 Es(f)]* I 

Tig(X) 	Tlq+1[S(X)] 

u es isomorfismo suspensión y S(f) : S(X) 	S(Y) / [8(f)](p(x,t)) = p[f(x),t] 

Vx E X,Vt E I es llamado la suspensión de f. 

Demostración: 

Sean Ux, Vx  subespacios de S(X), Uy, Vy subespacios de S(Y). Como el isomor-

fismo suspensión a está definido a = j* o e* o 5 tenemos: 

	

Hq+1((Jy,Y).- Hq+i [S(Y),Vy] 	rlq+1 [S(Y)] 

gel 	 h*I 	 [S(f)]* I 

IP (X) —4  Hq+1(Ux X) 	Hq±l iS (X), Vid 	lí q+1  [8(x)] 

donde g,h están definidas por f, como f = g/X la conmutatividad del rectángulo 

izquierdo es una consecuencia del axioma III. La conmutatividad de los otros dos 

rectángulos se sigue del axioma II junto con las relaciones eog = hoe, joh = S(Doj. 

Entonces a o f* = [8(f)]* o cr. 
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2.4. Cohomología Singular 

En esta sección presentamos los Simplejos Singulares, el Grupo de Cadenas singula-

res, los Grupos de Cohomología Singular sobre un Grupo Abeliano, Homomorfismo 

Inducido y la secuencia exacta en Cohomología. 

2.4.1. El Grupo libre de Cadenas Singulares 

Un q-simplejo estándar es dado por: 

q 
Aq  = {(ro  ri, . . . , xn) E Rq+1  /0 < xi  < 1, E xi  = 1 

i=o 

El cual es compacto y convexo. 

Ejemplo 2.4.1. En Rn; Ao  = {Aoro  / Ao  = l} 

O sea Ao  puede ser identificado con los puntos de Rn. 

La figura 2 representa el 0-simplejo en R. 

1 

Figura 2: El 0-simplejo en IR. 

Ejemplo 2.4.2. En IR"; A1  = {Aoxo 	/ ,\o ± Al  = 1} 

= {Aoxo + (1— A0)xl  / o < A0  < 1} 

O sea A1  es el segmento de recta desde ro  hasta xi. 

La figura 3 representa el 1-simplejo en R2. 

Ejemplo 2.4.3. En Rn; A2  = {Aoro  + Airi + A2x2 / Ao + Al + A2 = 1} 

A2 = {AOTO A1X1 ± (1 - (A0 + A1DX2 / O < Ao + A1  < 1} 

O sea A2 son los puntos de un triángulo formado por ro, x1, x2. 

La figura 4 representa el 2-simplejo en R3. 
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Figura 3: El 1-simplejo en 

Figura 4: El 2-simplejo en IV. 

Diremos que e°, e', 	, et E aq  son los vértices; e'.  = (O, 	, 1, ..., O) E 1Rq+1. 

lugar i+1 

Sean Po, Pi, • • • , Pq 
 E Ir según el teorema fundamental de las transformacio- 

nes lineales existe una única aplicación lineal f : Aq 	11" tal que: f(el) = Pi; 

xo  + + xq  = 1 

Entonces 

f (x) = E xi  f (e ) = E xipi;  x o;  i= O,1, 	; g 
i=o 	i=o 

Entonces 

f( q) = {13  = E xi Pi  / 0<xi <1 A Exi =1} 
i=o 	 i=o 

En particular 

eg : Aq _i  C Rq —> Aq  c Rq÷1  ; j = 0,1, . . q 

44 



e 	

para j < i 

para j > i 

/m(e7) = ey(ág_i ) = {(xo, 	xn ) E 	/ xi  = O} 

La figura 5 representa los vértices y caras de simplejos. 

Figura 5: Vértices y caras de simplejos. 

La frontera de Aq  es Acj = U im(eg)" 
i=o 

Además erl  o er= 	para k <i.  

Definición 2.4.4. Sea X un espacio topológico. Un q-simplejo singular es una 

aplicación continua: 

a • á q 	q , q > O 

Ejemplo 2.4.5. Si X es un espacio topológico: 

1. La figura 6 representa el 0-simplejo singular ob : áo  —> X. 

Ao 

1 

Figura 6: El 0-simplejo singular. 

45 



Figura 7: El 1-simplejo singular. 

La figura 7 representa el 1-simplejo singular o-1  : a1  -> x . 

La figura 8 representa el 2-simplejo singular o-2  : A2  —} X. 

Figura 8: El 2-simplejo singular. 

Ahora si Sq(X) es el conjunto de todos los simplejos singulares considérese: 

Sea Cq(X) = 	go-q  / q E Sq(X) , aq  E Z, aq = O excepto un número finito 

Dada la representación de los elementos de Cq(X) éste es un grupo abeliano libre 

llamado q-cadena singular, cuya base son los simplejos singulares. 

Se define Cq(X) = O si q< O. 

Definición 2.4.6. El operador borde o frontera es dado por: 

an :C(X) -> cin_1(x) / an(c.) =1;(-1)31.i 
i=o 

Donde es llamada la j-ésima cara de an  y ei  = un  oCri y cuando n < Ose considera 

a O, como el homomorfismo trivial. 
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(—i)o-eri [ Ec—iyunez =ED—iri[(0-n_ici-1)(aneni 
n-1 n 

i=0 	 J 	j=-0 i=0 

Proposición 2.4.7. 5,—i o 5,, — O para todo n E N 

Demostración: La prueba será para simplejos, para cualquier elemento de C,i(X) 

se extiende por linealidad. 

La i-ésima cara ei  está definida como la composición: 

en 

An-1 an x donde er(e3) = 

Para k < i sabemos que ez-i o  = 

e3 	para j <i 

para j > i 

111,-1 (*) 

Casos: 

a) Para j < k < i 

14 Para j > k, k < i, j > i 

Así (an_i oan)(0-n) = an_1(3.(0-.))= an -1 (É( 1 ) 
i=0 

= 	E 	(-1),±2 kan - ig-1) (une? )1 + E 
111jSin 	 05i5_jn-1 

por (*) tenemos 

= E (—iri[(0-,17-1)(0-ney_il+ E (-1)i [(cfn_ieri)(aner)] 
0<j<i<n 	 0<i<j<n-1 

Tomando i < j hacemos i = j' -1, j = 

entonces j' - 1 < 
	j'<i'+1 = 0<j'<n-1+1=n 

8n-1 o 

E 	( - )i+  [ ( _ - 1  ) ( 	)] + E (_i)i'+f-lyan_le-1)(0-ne2_,)] 
0<j<i<n 	 0<j'<i'<n 

= E R—ly+J+(-1)i-bil[(0-n_ic-1)(0-4_,)] = 
0<j<i<n 

Así obtenemos la siguiente secuencia semiexacta: 

C,i(X) A> C,, 1(X) 4 C 2(X) -> 

llamado complejo de cadenas singulares. 
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2.4.2. Grupos de Cohomología Singular sobre el grupo Abeliano G 

Sea X un espacio topológico, G un grupo Abeliano y para cada n sea el grupo 

Abeliano de todos los homomorfismos de C(X) en G 

Cn (X , G) = Hout[Cn(X), G] 

llamado grupo de cocadenas singulares sobre G. 

Como C(X)= O ; n <O entonces Cn(X, G) .= O ; n <O. 

Ahora para n > O, como C(X) es un grupo Abeliano libre generado por S(X) de 

todos los n-simplejos singulares en X. Se sigue que la asignación —> 01,9„(x)  define 

un isomorfismo 

t: Hom[Cn(X), G] Fun[Sn(X),G] 

donde Fun[Sn(X), G] es el grupo Abeliano de las funciones de Sn  en G. Así los 

elementos de Cn(X, G) pueden ser consideradas como funciones de Sn  en G. 

Ahora para cada entero n considérese el operador borde a: crt(x) C_1(X) y 

el automorfismo identidad i : G --> G. El homomorfismo: 

om(a, i) : 	om[Cn_1(X), G] —> H om[Cn(X), G] 

1-> 	io0oa 

el cual será denotado: 

cn-i (x; G) 	cn -; 

será llamado el operador coborde sobre el grupo cfn-1(x;  rf‘)  . t.,,Nótese que si n < O 

entonces Cn-1(X; G) = O por lo que 5 = O. 

Asumamos que n > O y que E Cn -1(X ; G). Entonces cit : C(X) —> G es un 

homomorfismo y 8(0) E Cn(X; G) : 5() = o a: C(X) —> G 

Para todo n-simplejo a en X tenemos 

[5()] (a) = O[8(a)] = [E( -1)11 =  

i=0 	i=0 

Teorema 2.4.8. La siguiente composición 

Cn-1(X ; G) 	en (X ; G) r > Cn+ 1(X ; G) 
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es el homomorfismo trivial 5 o 5 = O. 

Demostración. 

Sea Ø E Cn-1(X; G) entonces 

505()= 5(003) = q50 a ca=o 

Así obtenemos la secuencia semiexacta: 

G) : 	—>  

llamada complejo de cocadenas singulares de X sobre G. Ahora los grupos: 

Zn (X ; G) = Nuc(5n) 

llamado cocidos singulares de X en G. 

Bn (X ; G) = /m(6,i_i ) 

llamado cobordes singulares de X en G. Como C* (X , G) es semiexacta se tiene 

./3"(X; G) C Zn (X ; G). Se tiene el grupo cociente: 

H(X; 	
Zn(X; G) 

n 	= Bii(x; G)  

llamado grupo de cohomología singular de X sobre G. 

En particular si G = Z, entonces 

IP (X) = Hn (X : Z) 

es llamado grupo de cohomología singular entera del espacio X. Por otro lado 

sea A un subespacio de X. Entonces el subgrupo de Cn(X, G) definido por 

Cn (X , A; G) ={0 E Cm (X ; G) : 0[C„(A)] = O} 

es llamado el grupo de n-cocadenas singulares del par (X, A) sobre G. 

De la definición podemos trabajar con la restricción: 

5 : Cn-1(X, A; G) —> Cn (X , A; G) 
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donde también se tiene 508.0y la secuencia semiexacta: 

C* (X, A; 	: 	. . —> Cn-1(X, A; G) 3 6"1 (X, A; G) 	Cn+1  (X , A; G) —> . 

llamado complejo de cocadenas singulares del par (X, A) sobre G. 

De manera análoga tenemos el grupo cociente: 

Zfl(X, A; G)  
Ir (X, A; G) 

Bn(X, A; G) 

llamado n-grupo de cohomología singular de X módulo A sobre G. 

En particular Hn(X, A) = Hn(X, A; Z) es llamado n-grupo de cohomología sin-

gular de X módulo A. 

Proposición 2.4.9. Sin <O entonces Hn(X, A; G) = O. 

Demostración. 

Esto se debe a que C"(X, A; G) = O. 

2.4.3. Homomorfismo inducido, secuencia exacta en cohomología 

Sean (X, A), (Y, B) pares topológicos y la aplicación f: (X, A) —> (Y, B). Para cada 

n > O se tiene la función 

S(j) : S(X) —> Si(Y) 

	

u 	Sntn(c) = ° a 

extendiendo se tiene el homomorfismo único: 

CVD C(X) —> Cn(Y) 

Como S(f) lleva ,S„(A) en S8(B) entonces C(f) lleva Ca(A) en C„(B), podemos 

definir el homomorfismo: 

C(f) : [C,(X),Cn(A)] —> [Cn(Y),C,(B)] 

Lema 2.4.10. El rectángulo de homomorfismos es conmutativo 

C (f)  
C(X) 	- Cn(Y) 

a,c 1 	
14 c,„ibg  

	

Cr, (X) 	, Cn_ (Y) 
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Demostración. 

PTY o Cn( f )1(o) = 
	

(-1)3  (f Cr n en) = [C1(f) oaintan). 
j=1 

Ahora sea G grupo Abeliano y i G —> G la identidad, entonces del homomorfismo 

Hom[C,i(f), i] : Cn (Y ; O) 	Cn (X ; G) 

que lleva C"(Y, B; G) en Cn(X, A; G) se tiene el homomorfismo 

Cn(f; G) : Cn (Y, B; G) -> Cvn (X , A; G) 

donde para / : Ca(Y) --> G en C(  Y, B; G) se tiene 

[C"(f; 0)1(e) = e o Cfn( f ) : c(x) —> G 

Por lo que del Lema anterior se tiene la siguiente proposición 

Proposición 2.4.11. El rectángulo de homomorfismos es conmutativo 

C"-1(Y, B; 	
5y

> Cn (Y, B; G) 

Cn l(f ;0)1 	 IC(f;G) 

Cn -1(X, A; G) 	C" (X, A; G) 

Es decir, (5x o Cn-1( f ; 	= C(f; G) o Sy.  

Obteniéndose una transformación de complejos de cocadenas singulares 

C*( f ; G) : C* (Y, B; G) —> C.  (X , A; G) 

inducida de la aplicación f: (X, A) —> (Y, B). Como indica el siguiente diagrama: 

--> Cn-1(Y, B; 	8Y 	 

Cn-l(f ;G) 

Cn-1  (X , A; G)  8x  

» Cn(Y, B; G) 	
by 

 

Cn(f;G)1 	 IC'E l (f;C) 
<5x  > C' (X A; G) 	> Cn+1(X , A; G) —> . . . 

Donde para cada entero n los homomorfismos: 

( f ; G) : Cn (Y, B; 	—> Cn (X, A; G) 
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lleva Zn (Y, B; G) en Zn(X, A; G) y B(  Y, B; G) en Bn(X, A; G) 

Por lo que el homomorfismo Cn(f; G) induce un homomorfismo: 

f* = Hn( f ; G) : Ha (Y, B; G) —> Hn (X , A; G) 

llamado homomorfismo inducido por la aplicación f : (X, A) —> (Y, B) sobre el 

n-grupo de cohomología singular Hn(Y, B; G). 

Observación 2.4.12. De la definición se tienen: 

Si i: (X, A) --> (X, A) entonces el homomorfismo inducido 

* = H" (i; G) : Hn (X , A; G) —> Hn (X , A; G) 

es el automorfismo identidad. 

Para las aplicaciones de pares f : (X, A) —> (Y, B), g : (Y, B) —> (Z, C) y 

n entero se tiene: 

Hn (g o f ; G) = Hn(f ; G) o Hn(g;G) 

Ahora considérese z E Zn-1(A; G) que como un elemento de Cn -1(A; G) es un 

homomorfismo z : C_1(A) -4 G. Como G_1(A) es un sumando directo de G 1(X) 

existe un homomorfismo u : C_1(X) --> G tal que nici  (A) = z. 

Por definición u es un elemento de Cn-1(X; G) por lo que se obtiene un elemento 

8(u) E Cn (X ; G) a través del operador coborde: 

cn-i (x; G) co• (x G)  

Lema 2.4.13. El elemento 8(u) está contenido en el subgrupo Zn(X, A; G) del 

grupo Cn (X ; G) 

Demostración. 

Sea c un elemento en Cu(A) entonces 

[8(u)](c) = v,[0(c)] = z[0(c)] = [6(z)](c) = O 

Luego a(c) e C_1(A) y z E Z' (A; G) entonces 8(u) E Cn(X, A; G). Por otro lado 

tenemos: 

8[6(u)] = (5 o 5)(u) = O 

Por tanto 8(u) E Zn(X, A; G). 

52 



Ahora considerando la proyección natural 

p: Zn (X , A; G) -> I-1"(X , A; G) 

Tenemos el siguiente lema: 

Lema 2.4.14. El elemento p[5(u)] E Hn(X, A; G) es independiente de la elección 

de u E C"-1(X; G) por lo que depende sólo del elemento z E Zn -1(A; G) 

Demostración. 

Sean u, y elementos en Cn-1(X; G) satisfaciendo 

I2 ic„_1(A) = Z = ViCn_i(A) 

Por lo que bastará probar que p[8(u)] = p[8(v)] 

Consideremos el elemento u - y de Cn-1(X; G). Como (u - v)1c,_1(A)  = z - z = O 

se sigue que u - y está contenido en el subgrupo Cn-1(X, A; G) de Cn-1(X; G). Lo 

cual implica que el elemento 5(u - y) E Bn (X , A; G) por lo que: 

p[á (u)] - p[(5 (y)] = p[8(u - y)] = O 

Por tanto p[5 (u)] = p[á (y)]. 

De este lema definamos el homomorfismo: 

: Zn-1(A; G) -> IP' (X , A; G) 

asignando a cada elemento z e Zn-1(A; G) el elemento 

0(z) = p[5 (u)] E 11"(X , A; G) 

con u E Cn-1(X; G) satisfaciendo ukn _i(A)  = z. 

Lema 2.4.15. El núcleo del homomorfismo contiene al subgrupo Bn - (A; G) de 

Z' (A; G). 

Demostración. 

Sea z un elemento en Bn-1(A; G) entonces por definición existe un elemento y de 

C' 2(A; G) con 5(y) = z. Luego considerando un elemento y E CI-2(X;G) con 

vic._2(A) = y entonces el elemento 

u= 5(v) E Cn-1  (X ; G) 
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satisface Mc„_,(A) = z por lo que 

0(z) = P[5(u)] = p[52  (v)] = O 

Con lo que se tiene la demostración. 

El homomorfismo : Z" '(A; G) H"(X , A; G) induce 

6: 11"-1  (A; G) —> IP (X , A; G) 

llamado operador coborde del par (X, A) sobre el grupo H'' (A; G). Por otro 

lado considerando la aplicación de pares f : (X, A) —> (Y, B) donde la aplicación 

g : A —> B es definida por f entonces tenemos: 

Proposición 2.4.16. Para cada entero n y G grupo Abeliano el rectángulo de 

homomorfismos 
5  H.-1(B;  G) 	> Hn(Y, B; G) 

9.1 	
i f  * 

Hn-1 ( A;  G) 	 Hn (X A; G) 

es conmutativo, o sea 5 o g* = f* á. 

Demostración. 

Ver Hu S. T. (1966)171. 

Finalmente sean el par (X, A), G grupo Abeliano y las inclusiones 

i :A-4X, j:X—>(X,A) 

Las cuales para cada entero n inducen los homomorfismos: 

Ha (X ; G) --> 11" (A; G) 

j* : H" (X , A; G) --> Ir (X ; G) 

y considerando el operador coborde obtenemos la secuencia: 

Hn-1 (A; G) 	Hn (X , A; G) 	(X ; G) 	Hn (A; G) —> . 

llamada secuencia en cohomología singular del par (X, A) sobre G. 
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Proposición 2.4.17. La secuencia en cohomología singular del par (X, A) sobre G 

--> H"-1  (A; G) 	IP (X , A; G) 4 Ir (X ; G) 	Ir (A; G) --> . . . 

es exacta. 

Demostración. 

Ver Hu S. T. (1966)171. 

2.5. Verificación de axiomas en Cohomología Singular 

En esta sección verificamos los axiomas para una teoría de Cohomología sobre los 

Grupos de Cohomología Singular. 

Considerar la categoría admisible £12' de todos los pares topológicos (X, A) y todas 

las aplicaciones de tales pares. Denotemos G un grupo Abeliano arbitrario. Defina-

mos una colección de tres funciones 

7-1 = {H , *,(5} 

como sigue. Para la primera función H asignamos a cada par topológico (X, A) y a 

cada entero n el n-grupo de cohomología singular 

/P(X, A; G) 

del par topológico (X, A) sobre G. Para la segunda función *, asignamos a cada 

aplicación f : (X, A) --> (Y, B) en CT y a cada entero q el homomorfismo inducido 

f* : Hq (Y, B; G) ---> Hq (X, A; G). 

Para la tercera función 5, asignar a cada par topológico (X, A) y a cada entero q el 

operador coborde 

5: H 1  (A; G) —> Hq (X , A; G). 

Para establecer que esta colección 7-1 es una teoría de cohomología sobre la categoría 

CT , tenemos que verificar los siete axiomas de Eilenberg-Steenrod. 

Por la Observación (2.4.12), 71 satisface el axioma de identidad (I) y el axioma 

de composición (II). Además de la Proposición (2.4.16), 'N satisface el axioma de 
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conmutatividad (III). En vista de la Proposición (2.4.17), 7-1 satisface los axiomas 

de exactitud (IV). Restando verificar los axiomas del V al VII. 

Para verificar el axioma de homotopía (V), es suficiente probar que para cualquier 

par topológico (X, A), las dos inmersiones canónicas 

K0, 	: (X; A) -÷ (X, A) x I. 

definidas por Ko(x) = (x, O) y Ki(x) = (x, 1) para cada x E X, inducen el mismo 

homomorfismo 

= 	Hq(X x I,Ax I; G) Hq(X, A; G) 

Para este propósito, establescamos el siguiente lema. 

Lema 2.5.1. Para cada espacio topológico X y cada entero n, existe un homomor-

fismo 

Dn  : C(X) -> Gyn±i(X x I) 

satisfaciendo las siguientes tres condiciones: 

Para cada entero n y cada elemento c de C„(X), tenemos 

a[D„(c)] + D.-i[a(c)] = [Cn(K I )](c) -  

Para todo subespacio A de X, lin  envía el subgrupo Ca(A) de C(X) en el 

subgrupo C„.+4(A x 1) de Cn+I (X x I). 

Para toda aplicación f : X -> Y y cada entero n, el siguiente rectángulo es 

conmutativo: 

crt(x)-=9:2c i (x x 1) 

c„(f)I len+ i xi) 

C„(Y) x 1) 

Donde i : I -> I denota la aplicación identidad. 

Demostración Primero considerar todo n < O. Ya que C(X) = O para cada 

espacio topológico, debemos tener 

D= O 
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Las condiciones (a) hasta la (c) son obviamente satisfechas para todo n < O. 

Ahora consideremos n = O. Denotemos por X cualquier espacio topológico. Para 

cada 0-simplejo singular e : A0 -> X, denotemos por Fo(e) al 1-simplejo 

F0(e) : A1 x x 1 

definido por 

[Fo(1)1(xo, xi) = K(A0), xii 

para cada punto (xo, xi ) del 1-simplejo unidad Al. La asignación e —> Fo(e) define 

una función 

Fo  : 80(X) --> Ci (X x I). 

Desde que Co(X) es el grupo abeliano libre generado por So(X), Fo  se extiende a 

un único homomorfismo 

Do  : Co(X) —> Ci (X x I). 

Es sencillo verificar que las condiciones de la (a) hasta la (c) son satisfechas para 

todo n < O. 

Finalmente, completemos la construcción por inducción. Para este propósito, sea 

q > O cualquier entero positivo tal que, para cada n < q, D„ es construido para 

todo espacio topológico X de tal forma que las condiciones de la (a) a la (c) son 

satisfechas. 

Considerar la aplicación identidad 

t. • A —> A q • 	q 

Como un q-simplejo singular del espacio Aq  y así como un elemento del grupo 

C q(a q) • Desde que 5(t,) E Cq_1(aig), se sigue de nuestra suposición inductiva (a) 

que 

[C,_1(Ki)](aii) — [Co-i(K0)](01.,7 ) = 

porque a(a(tq)) = O. De otro lado, tenemos 

afiCq(Ki)](tq) — [Cq(K0)](//q)} = [Cq.-1(ki)](auq ) — [Cii-i(Ko)](atq) 
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por el Lema (2.4.10). Se sigue que el elemento 

Ecq(Ki)1(tq) - [cq(K0)](tq)-Dq-i[a(tq)] 

de Cq(Aq  x I) es un ciclo. Desde que a,q  x / es homeomorfo a un subespacio estrellado 

de un espacio Euclidiano, la sucesión 

a 	 a 
x 1) —> Gq( 	—> A, x 1) 	x 1) 

es exacta. Así existe un elemento eq  de Cq+i (Aq  x I) satisfaciendo 

a(eq ) = [Cq(Ki  )](cq ) — [Cq(K0)](t,q) — Dq_ 1 [8(1/4)]. 

Teniendo seleccionado eq  E Cq+1  (alq X I), definimos para cualquier espacio topológico 

X una función 

Fq  : Sq(X) Cq±i(X x I) 

como sigue. Sea e E Sq(X) arbitrariamente dado. Entonces e es una aplicación 

Considerar el producto topológico 

C x i : lág X 1 —> X x I 

y e y la aplicación identidad i : I —> I. Luego definimos Fq  por tomar 

Fq(1) = [Cq _ki ( x i)] (e3. 

Ya que Cq(X) es un grupo Abeliano libre generado por Sq(X), esta función Fq  se 

extiende a un único homomorfismo 

Dq  : Cq(X) —› Cq±i(X x I). 

La verificación de la condición (a) a la (c), es sencilla y por tanto es omitida. Esto 

completa la construcción inductiva y prueba el Lema (2.5.1). 

Por las condiciones (a) y (b), la sucesión {Dr, : n E Z} es llamada una homotopfa 

de cadenas entre los homomorfismos de cadenas. 

C(Ko),C(Ki ): [C(X),C(A)] —> [C(X x I), C(A x 
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Por la condición (c), esta homotopía de cadenas se dice ser natural o funtorial. 

El método usado en la prueba del Lema (2.5.1) es un caso especial del método 

general de modelos acíclicos;  ver Hu S. T. (1966)[71. En vez de formular su forma 

general abstracta, preferimos repetir el método en diferentes formas para varios casos 

especiales. 

Ahora probemos que 

= kg* • Hq(X x I,Ax I; G) —> Hq(X, A; G). 1 ' 

Para este propósito, denotemos por a un elemento arbitrario de Hq(X x /, A x /; G). 

Seleccionar algún cocido E Zg(X x/,Ax /; G) que representa a. Luego por 

definición, es un homomorfismo 

: Cq(X x I) G 

Satisfaciendo 00a = O y 0[Cq(A x I)] = O. Entonces it¿c (a) y Ki (a) son representados 

por los cocidos 

Cq(K0), o Cq (Ki ) : Cq(X) —> G, 

respectivamente. La composición 

tp = 4.o Dq_i : Cq_i(X)4 G 

del homomorfismo Dq_i  : Cq_i(X) 4 Cq(X x I) en (2.5.1) y : Cq(X x /) -4 G 

es una (q — 1)-cocadena singular de X sobre G. Desde que Dq _i  envía Cq _ i  (A) en 

Cq(A x I) y envía Cq(A x I) en O, tenemos 0[Cq_1(A)] = O y por tanto 

p E Cq-1-  (X, A; G). 

Por la definición de coborde, tenemos 

kr-tpoa.OoDq_ 1 0 a. 

Por la condición (a) del Lema (2 5 1), tenemos 

Dq_1  o d= cvni ) - cq (K0)- a o Dq. 
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Consecuentemente, tenemos 

= 	o cq(Ki) — o cq(no) 

pues ir o 8 = O. Esto implica 4(a) = kit(a) y completa la verificación del axioma de 

hornotopía (V). 

Ahora verificamos el axioma de excisión (VI). Para este propósito, primero cons- 

truimos, para cada espacio topológico X arbitrariamente dado y cada entero n, dos 

homomorfismos especiales 

sdn  C(X) —> C(X) 

Dn  : 

 

C(X) —> Cn+I(X) 

satisfaciendo las siguientes tres condiciones: 

Para cada entero n y cada elemento c de Cn(X), tenemos 

a[sdn(c)] = sdn_ i [a(c)J, 

a[D„(c)] + Dn _ i [a(c)] = scin (c) — c. 

Para todo subespacio A de X, tenemos 

sdn [Cn (A)] c C,,(A), 

Dn [C„(A)] c C,,+1(A). 

Para toda aplicación f : X --> Y y cada entero n, los siguientes dos rectángulos 

son conmutativos: 

Cn(f) I 

C(Y) 

cn(x) 

1C,(f) 	Cn(f)I 

C(Y) 

cri+I(x) 

iCn+iCn 

(Y) 
D 	

C,. C(Y) 

Primero considerar todo n < O. Desde que C(X) = O para todo espacio topológico 

X, debemos tener 

sdn  = O, D,, = O. 
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Las condiciones de la (a) a la (c) son obviamente satisfechas para todo n < O. Luego 

considerar n = O. Para cada espacio topológico X, definimos los homomorfismos sdo  

y Do  por tomar 

sdo(c) = c, Do(c) = O 

para cada elemento c de Co(X). Las condiciones de la (a) hasta la (c) son obviamente 

satisfechas para cada n < O. 

Luego, sea q > O y considerar el q-simplejo unidad Aq en el (q+1)-espacio Euclidiano 

Rq+1. Entonces Aq  es un espacio métrico compacto y es un subespacio convexo de 

Rq±1. 

Un simplejo singular e : An  —> Aq  en Aq  se dice ser lineal si y sólo si, para cada 

punto x = (xo, x 1, • • • ,x) de A„, tenemos 

e(X) = 

2=o 

donde v, denota el i-ésimo vértice de A„. Para cada n, los n-sirnplejos singulares 

lineales en Aq generan un sumando directo L„(Aq) del grupo Abeliano libre Cn(Aq). 

Obviamente tenemos 

L(A0) = 

a[Ln(Aq)] C Ln_i(aq). 

Un simplejo singular lineal e : An  —> Aq  es completamente determinado por los n +1 

puntos e(vo), Oh), • • • , e(vn) en A. Para cualquier n 	+ 1 puntos vio, 	- , uta  en 

Aq, usaremos (wo, w1, • , wn) para denotar el simplejo singular lineal e : An  —> Aq  

satisfaciendo 

e (vi  ) = wi  (i = 0,1, • • • ,n). 

Luego claramente tenemos 

a(zvo, 	• • • , wn) = E( -1)i(wo, • • • , 	• • • , vi,,), 

i=0 

donde el circunflexo sobre ?Di  significa que wi  es omitida. 

Desde que Ln(Aq) es el grupo Abeliano libre generado por los n-simplejos singulares 

lineales en Aq, podemos definir un homomorfismo 

: Ln(aig) 	Ln-Fi(Aq) 
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por tomar 

21)71) = (C1 Wel, 	 I Wn) 

para cada n-simplejo singular lineal (wo, w1, • • • , wn) en Aq, donde c denota el cen-

troide de aiq; que es, c = (c„, , • • • , cg) con 

1 
q 	

q±1 
(i 	0,1,• • • ,q). 

Ahora completemos la construcción por inducción sobre n. Para este propósito, 

denotemos por q cualquier entero y supongamos que sd„ y D, han sido construidos 

satisfaciendo las condiciones (a) a la (c) y la siguiente condición: 

(d) Para cada entero m > O, tenemos 

sdn [Ln(Ani)] c Ln(A,,.) 

Dn[Ln(Am)] C Ln-ki(árn) 

para todo n < q. 

Note que (d) es obviamente satisfecha cuando q = 1. 

	

Considerar la aplicación identidad tq  : alq 	alq  como un q-simplejo singular lineal 

en aig• Por medio del homomorfismo h„ y la condición (d), definimos 

eq  = hq_i [sdq _i (atq)] E Lg(Ag), 

kg  = hg [eg  — tg  — Dg_t (atg )] E Lq±i (Aq). 

Para definir sdg  y Dg, denotemos por X un espacio topológico arbitrario. Sea 

un q-simplejo singular arbitrario en X. Como una aplicación continua, e induce un 

homomorfismo 

C(e) : C„(Ag) C(X) 

para cada entero TI. Desde que Cq(X) es el grupo abeliano libre generado por los 

q-simplejos singulares en X, podemos definir los homomorfismos sdg  y Dg  por tomar 

sdg(e) = [Cg(e)] (eg) 
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Dq(e) = [Cq+1(1)](k) 

para cada q-simplejo singular e en X. La verificación de la condición (a) a la (d) 

es sencilla y por tanto es omitida. Esto completa la construcción del homomorfismo 

sdr, y A,. 

Por las condiciones (a) y (b), la sucesión sd = {sd„ : n E Z} es un homomorfismo 

de cadenas 

sd : [C(X), C(A)] 	[C(X), C(A)] 

y la sucesión D = 	: n E Z} es una homotopfa de cadenas entre sd y el homo- 

morfismo de cadenas identidad 

id : [C(X), C(A)] —> [C(X), C(A)]. 

Por la condición (c), sd y D se dicen que son naturales o f untoriales. 

Para todo entero ni > O, definimos un homomorfismo de cadenas 

sdn : [C(X), C(A)] --> [C(X), C(A)] 

inductivamente por tomar sd°  = id, y 

ad' = sd o scri  

para todo m > O. 

Ahora consideremos una colección 

-y = { Eilp e M} 

de subconjuntos de un espacio topológico X tal que 

X = UpemInt(44). 

Un simplejo singular e : A. —> X se dice ser pequeño (con respecto a ry) si y 

sólo si existe un ft E M con e(a,,,) c E. Los n-simplejos singulares pequeños 

en X generan un sumando directo Ka(X) de los grupos Abelianos libres Cn(X). 

Obviamente tenemos 

a[Kn(X)] c Kn_i(X). 
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Así obtenemos una sucesión inferior semiexacta 

a 	a 
—> • • —> K 	—> n+i (X) 	Kn(X) 	K_1(X) —> • • • 

la cual será referida como el subcomplejo pequeño K (X) del complejo de cadenas 

singular C(X) con respecto a 7. 

Para un subespacio A arbitrariamente dado de X, sea 

K (A) = K (X) n C(A). 

Luego K(A) es un subcomplejo de K (X). Consideremos el homomorfismo de cadenas 

inclusión 

: [K (X), K (A)] —> [C (X), C (A)]. 

Lema 2.5.2. El homomorfismo de cadenas inclusión 9 es una equivalencia de 

cadenas; en otras palabras, existe un homomorfismo de cadenas 

y: [C (X), C (A)] —> [K (X), K 

tal que los homomorfismos de cadenas compuestos 9ory'roO son homotópicos a 

los homomorfismos de cadenas identidad. 

Demostración. 

Considerar e : Ar, —> X simplejo singular dado arbitrariamente. Para cada µ E M, 

Sea 

Utt  = e-1[InteEm )]. 

Entonces fi = {Ifii /p E M} es un cubrimiento abierto del espacio métrico compacto 

ain. Denotemos A > O el número de Lebesgue de fi. Ver Hu S. T. (l964)[6]. 

Para todo n-cadena singular 

, E a, E C(A), 
a 

Definimos 

mesh(c) = sup{diam o (&)/a, O}, 

Si c es lineal, entonces podemos fácilmente verificar que 

rnesh[sd(c)] < (—n 	)mesh(c). 
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Denotemos por it(e) el entero no negativo mas pequeño que satisface 

(-72  )K(e)diarn(An) < A. 
n + 1 

Denotemos con tn  : a,„ 	An  la aplicación identidad. Entonces cn  es un n-simplejo 

singular lineal en An  con 

mesh[scr(O(Ln)] < A. 

Ya que scIK. W(e) es la imagen de scr(1) (t,n) bajo el homomorfismo Cn(e), esto implica 

scr(e)(e) E K,,(X). 

Es claro que K(e)= O si y sólo si e es pequeño y que 

k[e(i)] 

se cumple para todo entero i = 0,1, • • • , n, donde e(z)  denota la iré-sima cara de e. 

Para todo entero n, definir un homomorfismo 

Qn  : Cn(X) 	C,,+1(X) 

como sigue. Si n < O, denotemos 5-2n  el homomorfismo trivial. Para n > O, definamos 

52n  por tomar 

Qn(e) = E Dn[sdi  
2=0 

Para todo n-simplejo singular e en X, donde D„ permanece por el homomorfismo 

construido arriba. Luego tenemos 9„(e) = O si y sólo si e es pequeño, ya que 

n(0-1 

0[12n(C} {sdr" 

i=0 
ic () -1 n  

= 	s dk (e)  (e ) - 

{ 

j=0 i=0 

12n-1(191) = E(-1)2  

i=o j= 

la n-cadena singular 

7-(e) =  
II 	 .(1)-1 

= E(-ni { E Dn_i [sdi(e(s) )1 } 
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está en el subgrupo K(X) de C„(X). Desde que C(X) es el grupo Abeliano libre 

generado por todos los n-simplejos singulares en X, la asignación e —> 7(e) define 

un único homomorfismo 

rn  : C(X) --> Kn(X). 

Uno puede fácilmente verificar que Tn  envía C,1(A) en 	(A) y conmuta con el 

operador borde a. Así obtenemos un homomorfismo de cadenas 

: [C(X), C(A)1 —› [K (X), K 

Nos falta probar que 907 y 7 00 son homotópicos a los homomorfismos de cadenas 

identidad. 

Para este propósito, primero considerar 

O o 	: [C(X),C(A)] —> [C (X), G(A)]. 

Sea e : a,„ —> X un simplejo singular arbitrario en X. Entonces, tenemos 

(0 0 .7-)W — = (e) — e = 8[2n(1)]+ gn-1[8(e)] 

Esto implica que la sucesión 

71 Z} 

es una homotopía de cadenas entre O o 7 y el homomorfismo de cadenas identidad. 

Ahora, consideremos 

T O O : [K (X), K (A)] —> [K (X), K (A)]. 

Denotemos e : an  —> X cualquier simplejo singular pequeño en X. Entonces tenemos 

9.(1) = O, Qn_i[a(e)] = O. 

Consecuentemente, obtenemos 

(7-  Me) = 7- (e) = e 

Esto prueba que T 00 es el homomorfismo de cadenas identidad y completa la prueba 

del Lema (2.5.2). 	 o 
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Para verificar el axioma de excisión (VI), denotemos por (X, A) cualquier par 

topológico y considerar un subconjunto abierto U arbitrario de X satisfaciendo 

C/(U) C Int(A). 

Entonces tenemos 

Int(A) U Int(X \ U) = X. 

Así podemos aplicar el Lema (2.5.2) al caso especial donde 

= {A, X\U} 

Por lo tanto el homomorfismo de cadena inclusión 

O: [K (X), K (A)] —> [C (X), C (A)) 

es una equivalencia de cadenas. Además, también tenemos 

C(X\U) C K (X), 

C (A\U) C K(A) = C (A). 

Esto nos da un homomorfismo de cadenas inclusión 

p: [C(X\U),C(A\U)) —> [K (X), K 

La composición C (e) = O o p es el homomorfismo de cadenas inclusión 

C (e) : [C(X\U), C(A\U)] —> [C (X), C(A)] 

inducida por la aplicación inclusión 

e: (X\U, A\U) —> (X , A). 

Para todo entero n, considerar el subgrupo 

Ca[K (X), K (A); G] = {O E Hom[Kn(X), G] I 0[K „(A)] = O} 

del grupo Abeliano HomIK,i(X), GI de todos los homomorfismos de K(X) a G. 

Esto nos lleva a un complejo de cocadenas 

• • —> C'[K(X),K(A); 
	

C1K (X), K (A); G] 4 Cri'[K (X), K (A); Gj —> • • • . 
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En el grupo Cn[K (X), K (A); G], sea 

Zn[K (X), K (A); G] = Nuc(ó), 

Bn[K (X), K (A); C = Im(8). 

El grupo cociente 

Zn[K (X), K (A); G]  
(x), K (A); G1 = Bn[A-(x),  K (A); G] 

es llamado el n-grupo de cohomología de [K (X), K (A)] sobre G. 

Para todo entero n, los homomorfismos de cadenas p y O inducen homomorfismos 

p* : Hn[K (X), K (A); G] —> H"(X\U, A\U;G). 

9*. Hn (X , A; G) —> Hn[K (X), K (A); G]. 

Su composición e* = p* o O* es el homomorfismo inducido 

e* : IP (X, A; G) —> fin (X\U, A\U;G). 

Ya que O es una equivalencia de cadenas, uno puede fácilmente mostrar que O* es 

un isomorfismo. Por otro lado, desde que p induce un isomorfismo 

Cn(p;G) : C"[K (X), K (A); G] Cm (X\U, A\U;G) 

para todo n, entonces p* es también un isomorfismo. Consecuentemente, obtenemos 

e* = p* o 0* : Hn(X, A; G) 	(X\U, A\U; G). 

Esto completa la verificación del axioma de excisión (VI). 

Finalmente si f : X 	Y es homotópica a una aplicación constante entonces el 

homomorfismo inducido 

f* : H(  Y) —> H(  X) 

es el homomorfismo trivial, o sea f* = O para todo q O y el axioma de dimensión 

(VII) es satisfecho. 

Teorema 2.5.3 (Teorema de Existencia). Para toda categoría admisible C y todo 

grupo Abeliano G, existe una teoría de cohomología 	definida sobre C y con el 

grupo coeficiente isomorfo a G. 
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Demostración. 

En efecto, el grupo coeficiente de Hq es isomorfo a un grupo abeliano dado G. 

Consecuentemente, 71 es una teoría de cohomología sobre la categoría admisible CT 

de todos los pares topológicos (X, A) y todas las aplicaciones de tales pares. 
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III. VARIABLES E HIPÓTESIS 

3.1. Variables de la investigación 

n 
Hn(X, A) Z(X, 

A) 
grupo de Cohomología. 

Bn(X, A) 

3.2. Operacionalización de la variable 

Variable Definición 

conceptual 

Definición 

operacional 

Dimensiones Indicadores 

Conjunto Grupo 	de Grupo 	de Mediante 

de 	clases 	de Cohomología Cohomo- isomorfismos, 
Hn(X, A) Cohomología logia 	n- identificar 

de 	cocidos 

sobre 	cade- 

nas, 	módulo 

cobordes 

dimensional grupos 	de 

Cohomología 

en 	distintas 

dimensiones 

3.3. Hipótesis general e hipótesis específicas 

Hipotesis general 

Conocida la axiomática para Cohomologías verificar estos axiomas sobre los grupos 

de Cohomología Singular para así obtener una teoría de Cohomología que llamare-

mos Cohomología Singular. 

Hipotesis específicas 

Conocidos los grupos libres de Cocadenas Singulares obtener los grupos de 

Cohomología, Singular. 

Según la axiomática en Cohomología Singular obtendremos algunos resultados 

trabajando sobre espacios contractibles y retractibles. 
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IV. METODOLOGÍA 

4.1. Tipo de la investigación 

El presente trabajo se encuentra inmerso en un nivel de investigación básica tanto 

en la parte teórica como en la parte práctica, teniendo como universo la Topología 

Algebraica. 

El método a utilizar es de tipo deductivo y analítico que permitirá establecer la teoría 

de Cohomología Singular de una manera clara y que sirva como una motivación para 

que se siga investigando en ésta área de la matemática. 

4.2. Diseño de la investigación 

Primeramente introducimos las Categorías y las relaciones funtoriales entre ellas, 

para luego presentar la axiomática de Eilenber-Steenrod para una teoría de Cohomo-

logía y así obtener algunos resultados inmediatos, seguidamente construimos los gru-

pos de Cohomología Singular para finalmente verificar la axiomática de Eilenberg-

Steenrod sobre estos grupos de Cohomología. 

4.3. Población y muestra 

Tenemos como población los grupos de Cohomología sobre espacios topológicos, 

tomando como muestra los grupos de Cohomología Singular. 

4.4. Técnicas e instrumentos de recolección de datos 

Para la realización de nuestro trabajo se revisará bibiografía especializada y recopi-

lación de información obtenida vía internet relacionada con Topología Algebraica. 
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4.5. Procedimiento de recolección de datos 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto la recolección de datos consistió en la 

revisión bibliográfica de libros, artículos, papers, páginas webs, etc. 

4.6. Procesamiento estadístico y análisis de datos 

No hubo procesamiento estadístico alguno ni tampoco análisis de datos. 
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V. RESULTADOS 

Los principales resultados son: 

Se obtuvo la secuencia semiexacta de cocadenas: 

C* (X , A; G) : . . . 	Cn-1  (X , A; G) (5 3 Cn (X , A; G)s'=> cm+1(x, A; G)  

y por ende los grupos de Cohomología Singular: 

Zn (X,  A; G) 
H(  X, A; G) = 

Bn (X , A; G) 

Se obtuvo los grupos de Cohomología de las esferas: 

O ; n#q#0 

Hn(Sn) + 

GeG ; n=q.=-0 

donde G denota el grupo coeficiente de la teoría de cohomología . 

Se verificaron los axiomas para asegurar la existencia de la teoría de Cohomo-

logía Singular. 
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VI. DISCUSIÓN DE RESULTADOS 

Considerando que el presente trabajo no tiene resultados experimentales obtenidos 

en gabinete o laboratorio no es posible realizar una discusión en ese sentido. 

6.1. Contrastación de la hipótesis con los resultados 

En la hipótesis se propuso obtener los grupos libres de Cocadenas Singulares y obte-

ner los grupos de Cohomología singular lo cual quedó establecido en los resultados. 

También se propuso verificar los axiomas para una teoría de Cohomología, en los re-

sultados se verificaron los axiomas y además a través de los grupos de Cohomología 

reducida se establecieron los grupos de cohomología de las esferas. 

6.2. Contrastación de resultados con otros estudios similares 

En Genberg, M.(1966)[3], Lefschetz,S.(1942)191 y Spanier, E. (1967)1121 se tiene un 

estudio de las teorías de Cohomología sin la preparación básica que ofrece este 

trabajo, tampoco se verifican específicamente los axiomas para la existencia de una 

teoría de Cohomología, como sí lo hacemos en este trabajo con la existencia de la 

teoría de Cohomología Singular. En Massey, W.(1967)[101 se ofrece una información 

básica sobre Topología Algebraica en Homología pero insuficiente en Cohomología 

pues no se enfoca para nada la existencia de la teoría de Cohornología ni resultados 

básicos como la Cohomología de las esferas que es presentado en los resultados de 

este trabajo. 
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VII. CONCLUSIONES 

Los Simplejos Singulares se convierten en elementos claves para formar los 

grupos libres de Cadenas Singulares y luego los grupos libres de Cocadenas 

Singulares que conformarán la secuencia semiexacta larga para formar el funtor 

de Cohomología Singular. 

Considerando los espacios distinguidos conformados por puntos se obtiene la 

Cohomología Reducida la que permite determinar grupos de Cohomología de 

la esfera. 

Propiedades y aplicaciones dadas en Homología de Cadenas pueden ser plan-

teadas para Cohomología de Cocadenas. 

Como en la existencia de las teorías de Homología se pueden obtener teorías 

de Cohomología de manera dual. 
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VIII. RECOMENDACIONES 

El trabajo de tesis desarrollado presenta la Teoría de Cohomología Singular 

sobre espacios Topológicos. Es natural preguntarse sobre la existencia de otras 

teorías de Cohomología y su descripción como lo hecho en este trabajo. Para 

esto recomendamos leer Hilto, P. J. (1960)[5] 

En este trabajo se determina la Cohomología de las esferas, es natural la 

pregunta sobre Cohomología de otros espacios Topológicos. Para lo cuál reco-

mendamos leer Spanier, E. (1967)[12]. 

Conocida la homología Singular y la Cohomología Singular otra pregunta sería 

por una relación entre estas teorías. Para esto, se recomienda leer Hu, S. T. 

(1968) [8] 

El presente trabajo de investigación es útil y recomendable para los estudiantes 

de Ciencias e Ingenierías 
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X. ANEXOS 

10.1. Matriz de consistencia 

Problema Objetivos Hipótesis Metodología Población 

Determinación Objetivo 	ge- Hipótesis 	gene- Tipo de investigación: Población: 

del 	problema: neral: 	Estudiar ral: 	Describir 	la El presente trabajo se en- Tenernos 	co- 

Investigaremos 	la grupos de Cohomo- teoría de Cohomo- cuentra inmerso en un ni- mo 	población 

axiomática 	para logia sobre espacios logia Singular. vel de investigación básica los 	grupos 	de 

la teoría de Coho- topológicos. Hipótesis 	Espe- tanto en la parte teórica Cohomología 

mología 	Singular, 

cálculos y algunas 

Objetivos Espe- 

cíficos: 

cfficas: 

- Obtener resulta- 

como.  en la parte práctica, 

teniendo como universo la 

sobre 	espacios 

topológicos. 

aplicaciones 	sobre - De la axiomática dos de la axiomáti- Topología Algebraica. Muestra: 

algunos espacios. en 	Cohomología ca en Cohomología. Método: El método a Mi- Tomamos 	co- 

Formulación del obtener 	algunos - Verificar la axio- tizar es de tipo deductivo y 'no 	muestra 

problema: 	Se resultados. mática Cohomoló- analítico que permitirá es- los grupos 	de 

quiere 	resolver 	la - Sobre los grupos gica para los gru- tablecer la teoría de Coho- Cohomología 

siguiente 	interro- de 	Cohomología pos de Cohomolo- malogra Singular de una Singular. 

gante: Singular, 	verificar gía Singular. manera clara y que sirva 

¿Para los grupos de los 	siete 	axiomas como una motivación para 

Cohomología 	Sin- de 	Eilenberg- que se siga investigando en 

guiar Ir (X , A) = Steenrod. ésta área de la matemática. 
Zn (X, A) 

Diseño: Primeramente in- 

	

se 	po- 
/3n (X, A) 
drán 	verificar 	los 

siete 	axiomas 	de 

Eilenberg-Steenrod 

para una teoría de 

Cohomología? 

traducimos las Categorías 

y las relaciones funtoria- 

les entre ellas, 	para lue- 

go presentar la axiomática 

de Eilenber-Steenrod 	pa- 

ra una teoría de Cohomo-

logia y así obtener algu-

nos resultados inmediatos, 

seguidamente construimos 

los grupos de Cohomolo-

gía Singular para finalmen-

te verificar la axiomática 

de Eilenberg-Steenrod so-

bre estos grupos de Coho-

mología. 
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10.2. Mapa conceptual del trabajo 

Grupos 

Secuencias exactas 

Categorías y Funtores 

Axiomas de 

Eilenberg-Steenrod 

Para una teoría 

de Cohomología 

Resultados en la 

teoría de Cohomología 

Cohomología Singular 
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