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Resumen

En esta tesis estamos interesados en el uso de elementos matematicos para
modelar problemas de explotacién pesquera en el Peri como también de al-
goritmos numeéricos para resolverlos, es por ese motivo que presentamos un
algoritmo para resolver un problema de optimizacion relacionado a la explo-
tacion de recursos pesqueros en el Peru.

Bajo algunas hipdtesis razonables probamos que usando técnicas de optimi-
zacién matematica es posible estudiar el modelo de explotacion 6ptima de
pesca, como también su implementacion en un caso particular.



Abstract

In this thesis we are interested in the use of mathematical elements to model
problems of fishing exploitation in Peru as well as numerical algorithms to
solve them, it is for this reason that we present an algorithm to solve an
optimization problem related to the exploitation of fishery resources in Peru.

Under some reasonable hypotheses we prove that using mathematical opti-
mization techniques it is possible to study the model of optimal exploitation
of fishing, as well as its implementation in a particular case.



Capitulo 1

Planteamiento de la
Investigacion

1.1. Identificacion del Problema

La gestion de recursos naturales renovables ha adquirido en los ultimos anos
un considerable interés, tanto desde la perspectiva ecolégica, como econémi-
ca y social, por la necesidad de proveer recursos sustentables a las futuras
generaciones. Este hecho motivé un gran interés cientifico por estudiar di-
cha gestion, en ese sentido las matematicas aplicadas y el modelamiento
matematico son muy importantes pues incorporan elementos objetivos de
analisis, prediccién y control, como por ejemplo al modelar la evolucion de
una poblacién con x = cz’, donde x es la poblacién en un determinado mo-
mento y ¢ es una constante, se puden ver ejemplos en [18], [19], [20], [21],
[22], [23] y [24]. Esto ha motivado un creciente interés cientifico por estudiar
estos problemas y, en este sentido, la Matematica Aplicada mediante el mo-
delamiento matematico juega un rol muy relevante, al incorporar elementos
objetivos de andlisis, prediccion y control.

En este informe estamos interesados en el uso de elementos matemaéticos pa-
ra modelar problemas de explotacién de pesca en el Pert como también de
algoritmos numéricos para resolverlos. Estos modelos y algoritmos numéricos
estan basados en la linea de optimizacién matematica.

Desde el punto de vista del modelamiento matematico, aparecen dos proble-
mas importantes, uno de ellos es el problema de la cuantificacién del tamano
de la poblacién, el cual estd bien expuesto en [25], [26] y [27] y el segundo
problema es sobre la evolucion, los cuales tienen relacién con estudios de



tipo estadistico, muestreo, modelos diferenciales de evolucién incluyendo los
efectos de crecimiento natural y pesca.

El area de Optimizacion intenta dar respuesta a un tipo general de problemas
donde se desea elegir el mejor o mejores entre un conjunto de elementos. En
su forma matematica el problema equivale a resolver un modelo de este tipo:

{ min f ()
s.a. (1.1)
re X CR"

donde = = (xq, xa, ..., x,) es un vector y representa variables de decisién,
las cuales son incognitas que deben ser determinadas a partir de la solucion
del modelo, f : IR" — IR es llamada funcién objetivo y representa la cali-
dad de las decisiones, es decir, representa la funcién beneficio que se quiere
maximizar o la funcion costo que se quiere minimizar, y X es el conjunto
de decisiones factibles o restricciones del problema. Para resolver el modelo
anterior existen varios métodos, para referencias cldsicas ver [28], [29] y [30].

Un problema de optimizacion trata entonces de tomar una decision éptima
para maximizar (ganancia, velocidad, eficiencia, etc.) o minimizar un criterio
determinado (costo, tiempo, riesgo, error, etc.)

Este proyecto presenta una propuesta de solucion, desde el punto de vista
de la gestién, a un problema de explotacion de pesca en el Pert, por ello se
describe el planteamiento, formulacion, objetivos, metodologia, entre otros.

Consideremos una campana de pesca que se extiende por un periodo de [0, 77,
con T' > 0 y considere también las siguientes notaciones:

x(t) es el efectivo o niimero total de peces en el instante ¢.

x(0) es el numero total de peces existentes al inicio (¢ = 0).

F(.) es una funcién que posee propiedades generales de regularidad y repre-
senta la evolucion instantanea de la poblacion de peces en el momento ¢.
E(.) es una funcién del tiempo llamada esfuerzo de pesca que expresa la me-
dida de la capacidad de pesca: barcos o botes disponibles, redes, mano de
obra, otros insumos o tecnologia en general.

R(t) es la ganancia en cada instante ¢.

h(t) es la tasa de pesca en el instante ¢.

p es el precio constante al que puede ser vendido el producto de la pesca.

¢ costo unitario de esfuerzo.



g es un coeficiente de captura, la cual representa la atrapabilidad de la espe-
cie, es decir, dado un nivel de stock z(t) es posible atrapar una parte qz(t)
y la tasa de captura depende del esfuerzo E(t) desplegado en el instante ¢,
luego h(t) = qE(t)x(t).

Se presentara el caso de una poblacion que se rige basicamente por el modelo

, dx(t)
TS T

= F(z(t), >0

Si se considera que existe pesca sobre esta poblacién, el modelo estaria dado
por el proceso dinamico:
dx(t)

o = == = Fla(t) = h(t), ¢ >0

Obteniendo asi que la evoluciéon del stock de la especie estd dada por la
ecuacion de Clark y Munro (1975), ver [31]:

,_ da()
dt

= F(z(t)) — qE(t)z(t) (1.2)

i

Donde ¢, E fueron definidas anteriormente.

Desde el punto de vista social se quiere maximizar R(t),t € [0; T], la ganancia
en cada instante ¢, pero como dependen del tiempo, se quiere maximizar

/wa, (1.3)

Desde el punto de vista econémico es necesario considerar el andlisis del
factor de descuento. Para simplificar esta idea basado en [32] supongamos
que se tiene A soles, que se depositan en un banco por varios anos con un
interés anual 0, acumulandose los intereses que se vayan generando en el tiem-
po(interés compuesto). El objetivo serd el de calcular la cantidad de dinero
que exista en la cuenta a lo largo de cada ano. A continuacion se anali-
zara lo ocurrido para segun las veces que se contabilicen los intereses una vez
al ano, dos veces al ano, m veces al ano o se contabilicen de manera continua.

Si se contabiliza una vez al ano: La cantidad de dinero que se tendra en
la cuenta a través del tiempo sera:



Al principio, A

Al cabo de un ano, (1 +9)A

Al cabo de dos anos, (1 + 6)2A

Al cabo de tres afios, (14 J)3A

En general, al cabo de t afios, (1+§)'A

De esta forma vemos que, en las condiciones consideradas, A soles de ahora
se transforman en B = (1 4 )" A soles dentro de ¢ anos.

Reciprocamente , para que dentro de t anos tengamos B soles en la cuenta
necesitamos depositar ahora A = (14 6) "B soles.

Si se contabiliza dos veces al ano: Bajo las mismas condiciones anteriores,
salvo que este caso la cuenta contabiliza dos veces al ano, o sea, cada seis
meses. La cantidad de dinero que se tendra en la cuenta a través del tiempo
sera:

= Al principio, A

= Al cabo de seis meses, (14 $)A

Al cabo de un afio, (14 $)2A

Al cabo de un afio y medio, (1 + $)%4

Al cabo de dos afios, (1+2)*A

En general, al cabo de ¢ aflos, (1+ 3)*A

De esta forma vemos que, en este caso, A soles de ahora se transforman en
B = (1+ 2)*A soles dentro de t afios.

Reciprocamente , para que dentro de t anos tengamos B soles en la cuenta
necesitamos depositar ahora 4 = (1+ )72 B soles.

Si se contabiliza m veces al ano: La cantidad de dinero que se tendra en
la cuenta a través del tiempo sera:

= Al principio, A

= Al cabo de L afios, (14 2)A



Al cabo de

2
Al cabo de 2 afios, (14 2)34

Al cabo de un afio, (14 2)™A

Al cabo de dos afios, (1 + 2)*mA

En general, al cabo de ¢ afios, (1+ 2)™A

De esta forma vemos que, en este caso, A soles de ahora se transforman en
B = (1+ )™ A soles dentro de ¢ ailos.

Reciprocamente , para que dentro de t anos tengamos B soles en la cuenta
necesitamos depositar ahora A = (1 + 2)~"™B soles.

Si se contabiliza de manera continua: Supongamos que ahora se con-
tabiliza de manera continua, es decir, m veces al ano, cuando m tiende al
infinito.

La cantidad de dinero que se tendra al cabo de t anos sera:

m (1+2)mA=A lm [(14

m——+00 m m——+00

)%]& — Ae&t

0q|3| —

ya que,

1
lim (14 —)F =e.

De esta forma vemos que si contabilizamos de manera continua, A soles de
ahora se transforman en

B = Ae®

soles dentro de ¢ anos.

Reciprocamente, para que dentro de ¢ anos tengamos B soles en la cuenta,
necesitamos depositar ahora

A=¢B

Al factor e~ se le conoce como factor de descuento, el cual refleja el valor
del presente sobre el futuro que hace el planificador o el individuo.



asi el objetivo social de la campana de pesca seria,

/ h e O R(t)dt (1.4)

y el objetivo biolégico seria (|1.2))

Teniendo en cuenta que F); € IR es un limite en la capacidad, 0 < E(t) < Ey
y o es la cantidad de peces al inicio. Obtenemos el siguiente problema:

max [ e " R(t)dt

= F(x(t)) — Et)qe(t

SR LIRERED .
z(t) > 0
z(0) = x

Donde se busca una funcién E(.), de variable independiente ¢, que maximice
el beneficio total. Este es un problema de maximizacién. Con el fin de deter-
minar una solucién de este problema, se especificara una forma particular de
la funcién R. Como se considerd que el precio por unidad de tasa de pesca
p y el costo unitario de esfuerzo ¢, son constantes, entonces el beneficio ins-
tantaneo serd R(t) = ph(t) — cE(t) = (pqz(t) — ¢)E(t), el problema anterior
se convierte a:

max [ e~ —c)E(t)dt

F(a(t)) — E(t)qz()
Ey
0

Zo

S
SIS

S

S~—

]

A\

g

~
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8
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8
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O

t), entonces E(t) = M)g—l‘” el problema

pero como x’' = F(x(t)) — E(t)qx )

(1.5) se convierte a:

(1)
(0)
donde se busca una funcién z(
beneficio total.

T
T

.) de variable independiente ¢ que maximice el



Es decir

5t( F(z(t)—=' dt

max foooe* pqx(t) —c) 0
z(t) € C (1.6)

Donde:

C = {x(.) :]0; 00[=]0; 00| tal que 0 < HENL < By vt > 0,2(0) = 0}

1.1.1. Formulacién del problema

Se pretende resolver y analizar las siguientes interrogantes:

1. jSeréd posible resolver el problema (|1.5)) numéricamente usando técnicas
de optimizacién?

2. Considerando un caso particular de pez, jserd posible usar técnicas
de optimizacién matematica y obtener un equilibrio que considere las
condiciones biolégicas, ecolégicas, econémicas y sociales?

1.1.2. Objetivos de la investigacion
Objetivo general
Encontrar un algoritmo de optimizaciéon apropiado para resolver el modelo
3.
Objetivos especificos

1. Estudiar la existencia de soluciones del problema (|1.5)).

2. Estudiar condiciones para la convexidad y diferenciabilidad del modelo

).
3. Estudiar las condiciones de optimalidad del modelo (1.5]).

4. Encontrar un algoritmo de optimizacién y probar la convergencia a la
solucion del problema.
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1.1.3. Justificacion

Seria 1util obtener una politica de pesca éptima y un beneficio maximo a
partir del modelo matematico usando técnicas de optimizacion, ademés
se podria encontrar un equilibrio en la explotacion de pesca que considere
las condiciones mencionadas. Si son alcanzados los objetivos de la tesis, la
investigacion permitira al ministerio de la produccién adoptar politicas 6pti-
mas de explotacién de la pesca con respecto a una clase genérica de pez. Con
esta politica se beneficiaria los habitantes que se dedican a la pesca.

1.1.4. Importancia

Al realizar un trabajo como la pesca, siempre se va a buscar obtener be-
neficios, pero de los tantos posibles lo deseado es obtener el maximo beneficio
posible, es asi que seria de mucha importancia poder contar con una herra-
mienta matematica que nos permita llegar a obtener dicho beneficio ademas
que permitiria ahorrar tiempo, el cual también se invierte y muchas veces se
pierde en el intento de obtenerlos. Este tiempo ahorrado serviria para realizar
otras actividades.

1.2. Marco Teorico

1.2.1. Antecedentes del estudio

La optimizacién es un area de la Matematica Aplicada que tuvo sus ini-
cios a mediados del siglo anterior durante la segunda guerra mundial donde
se plantea un modelo matemé&tico para planificar los gastos y retornos, a
fin de reducir los costos al ejército y aumentar las pérdidas al enemigo. Se
mantuvo en secreto hasta 1947. En la posguerra muchas industrias lo usaron
en la planificacion diaria; posteriormente se aplicaron a diferentes areas de
ciencias e ingenierias.

El modelo general de un problema de optimizacion es expresado como:

{ gn;n f(x)

reXCH

donde f es una funcién en el espacio de Hilbert y x es la variable que debe
determinarse.

11



Para resolver este modelo anterior existen muchos métodos, por ejemplo, el
Método Simplex, Método Iterativo, Método de Newton, Método de Lagran-
ge, emtre otros. Como referencia ver [29], [30].

Por otro lado, la pesca en el Peri es muy importante ya que contribuye a la
generacion de un buen porcentaje del Producto Bruto Interno. Lo que con-
lleva a la importancia de la gestién de recursos renovables.

Para que la pesca mantenga una regularidad en la produccién necesitan re-
gular la explotacion considerando aspectos ecolégicos, econémicos y sociales.

1.2.2. Condiciones necesarias y suficientes

Para resolver el problema es necesario conocer las condiciones nece-
sarias y suficientes de optimalidad del problema propuesto. Es por ese motivo
que en esta subseccion presentamos las condiciones necesarias y suficientes
para resolver el problema . Sean ty y t; numeros reales, verificando que
to < t1. Se considera el intervalo cerrado [to, t1]. Se define el siguiente conjunto
de funciones:

Q= {x: [ty,t1] = R/x posee derivadas primera y segunda, continuas enl[to, t1]}

En este conjunto de funciones, se consideran las operaciones usuales de suma
y producto por numero real:

Para x1, x5 € [to,t1], se define

([El + 932)(15) = SBl(t) + SBQ(t)

Para A € R, © € Q, t € [to, t1], se define
(Az)(t) = Ax(t)

El conjunto €2, sobre el cuerpo IR, con las dos operaciones definidas, tiene
estructura de espacio vectorial.

En €, se define ahora la siguiente norma:

I.ll: @—=R

r — ||z|| = maz |x(t)|
te [to,tl]

Se define el problema de calculo de variaciones para el caso escalar, con
extremos constantes.

12



Sea F una funcién de tres variables, de clase C® (es decir que posee todas
las derivadas parciales primeras y segundas, y son continuas). Se considera
la siguiente funcién:

donde #(t) es la funcién derivada de z(t) con respecto a t.

Se trata de encontrar aquella funcién derivada de z*(t) con derivadas prime-
ra y segunda continuas en [to, t1], verificando que x*(ty) = xq, *(t1) = 1,
siendo zp y 1 dados para que la funcién J alcance el valor méximo (o el
valor minimo).

El problema, por tanto, en el caso de maximizacién es

max J(z) = [ Fla(t), 2/ (t), t]dt

to

s.a. e (1.7)

ZL’(tQ) = Xy, J](tl) = T

Donde 2 = {z : [ty, t;] — IR /x posee derivadas primera y segunda continuas en [t,#;]}
Por tanto, para este problema, el conjunto factible (llamado el conjunto de
funciones admisibles) es

v={x €/ x(ty) =z, x(t1) =21}

Como es habitual en optimizacion, el considerar sélo el méximo (o el minimo)
de la funcién objetivo, en este caso de la funcién objetivo, no supone ninguna
pérdida de generalidad, ya que

min J(z), es equivalente a max[—.J(z)]
y, ademads, el elemento x que minimiza J(z) es el mismo = que maximiza
[=J(x)].
Condiciones necesarias de optimalidad

Al igual que ocurre en programacién matematica, en célculo variacional
se definen los conceptos de 6ptimo global y de éptimo local. En este caso,
refiriéndonos al problema , definimos maximo global y maximo local.
Antes de pasar propiamente a las condiciones de optimalidad, veamos unas
definiciones previas.

13



Definicién 1.1 Se dice que x es una funcion admisible para el problema

, st verifica que
r € Qa(ty) =z, y x(t1) =2

Podemos definir , por tanto el conjunto de todas las funciones admisibles
para el problema (|1.7]) de la siguiente forma:

¢ = {funciones admisibles para el problema 1)
={zr € Q [/ x(ty) = xo, x(t1) =21}
A continuacién se define el concepto de maximo global.

Definicién 1.2 Sea x* una funcion admisible para el problema . Se dice
que x* es mdzimo global si para cualquier funcion admisible x, se verifica que

J(z) < J(z").

Al igual que ocurre en programacion matematica, en muchas ocaciones no
dispondremos de instrumentos que nos detecten maximos locales, y si dis-
pondremos de condiciones que nos permitan obtener maximos locales.

Definicién 1.3 Sea x € Q y r € R, se define B(x,r) como
B, r) ={y € Q:|lz(t) =y <7, t € Jto, 1]}

Definicién 1.4 Sea z* una funcion admisible para el problema . Se
dice que x* es mdzximo local, si existe un 6 > 0, tal que para toda funcion
admisible, x perteneciente a B(x*,d), se verifica que

J(x) < J(z%).

De manera analoga, se definen los conceptos de minimo global y de minimo
local. Para resolver el problema , tenemos que calcular el méximo global,
sin embargo, al igual que ocurre en programacién matemaética, se considera
maximos locales porque se van a obtener condiciones de optimalidad que
detecten 6ptimos locales y no 6ptimos globales.

14



Condicion necesaria de primer orden. Ecuacion de Euler

La condicién que se va a obtener, llamada condicién o ecuaciéon de Euler,
es la mas importante del calculo de variaciones. Su deduccién es muy senci-
lla y facilmente comprensible, pues se apoya en la programacion matematica
clasica de funciones diferenciables. A continuacién se enuncian dos resultados
previos, la formula de Leibniz y un lema, que se utilizan posteriormente en
la demostracién del teorema que da la ecuacién de Euler.

(Férmula de Leibniz) Supongamos que las funciones u(«), v(«) son con-

tinuas en {a [ag—e < a < ag+¢e}, parae >0, f, 5 —f son continuas en

{u(a) <z <wv(a), apg—€e<a<ag+e}.

Entonces se verifica que:

[ (1) flen2)dz) | (a0) = F(o, v(a0))i(a0) — f(ao, u(ao)jiao)+
St | 2522 ()=,
(1.8)

af

(Caso particular) Si u(a) = a, v(a) = b, y las funciones fy &

continuas, se verifica que

L[ o) = [ 202, o)

Lema 1.2.1 Sea f una funcion continua, definida en [to,t1]. Sea n una fun-
cion diferenciable, definida en [to,t1], con n(ty) =n(t;) = 0. Si

/ £)

para toda funcidn n que cumple las condiciones senaladas, entonces: f(t) =0,
para todo t € [tg, t;].

son

Teorema 1.1 (Condicién de Euler) Siz*(t) es un mdzimo local del pro-
blema (1.7), entonces en x*(t) se verifica la siguente condicion:

F, [z (t),2"(t),t] — %Fx [x*(t), 2 *(t),t] = 0,Vt € [to,t1],

que es la ecuacion de FEuler, en donde F, es la deriwada parcial de F con
respecto a su primera variable x, y Fy. es la deriwada parcial de F' con respecto
a su sequnda variable i. Prueba. Ver [32].
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Algunas consideraciones sobre la ecuacién de Euler

La ecuacién de Euler (aportacién de L. Euler, en 1744), para una funcién
admisible z(t) genérica, es por tanto:

Fx(x(t)’jja)?t) - _Fa‘:(x@)?jj(t)?t) =0

desarrollando el segundo sumando a partir de la regla de la cadena la
derivada con respecto a t, se obtiene:

F, — Fypt — Fypd — Fyy = 0 (1.10)

en donde F}, es la segunda derivada de F' con respecto a sus variables x y z,
F;; es la segunda drivada de F' con respecto a su variable & dos veces, F}; es
la segunda derivada de F' con respecto a sus variables & y t, ¥ es la segunda
derivada de x(t) respecto de ¢ dos veces.

Algunas casos especiales de la ecuacion de Euler

Se ha visto que la ecuacion de Euler es una ecuacion diferencial de segundo
orden. Dicha ecuacion puede ser muy dificil de resolver analiticamente. En
algunos casos, la forma de la funcién f permite permite que la ecuacion se
pueda expresar de otra forma més simple. Vamos a considerar los siguiente
casos:

a) F no depende de z.
b) F no depende de 7.

¢) F sblo depende de x y de 7.

Caso en que ' no depende de z
Supongamos que F' no depende de z, es decir, sea F' = F(1,t). En este caso
es por tanto, F, = 0. La ecuacion de Euler queda:

d

—F, =
dt 0

que es equivalente a:
Fi—c (1.11)

Caso en que F' no depende de =
Supongamos que F' no depende de &, es decir, sea F' = F(z,t). Al ser en este
caso, F; = 0, la ecuacion de Euler queda:

F,=0 (1.12)
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que es una ecuacion algebraica. La solucién a dicha ecuacion no dependeré de
constantes arbitrarias, por lo que sélo cumplira por casualidad las condiciones
inicial y final dadas.

Caso en que F sblo depende de x y de &

Supongamos que F s6lo depende de z y de &, es decir, F' = F(x, ). Aplicando
regla de la cadena y del hecho que F; = 0, la ecuacion de Euler queda:

F—iF,=C (1.13)

Condiciones suficientes de optimalidad

En programacion matematica es habitual utilizar condiciones necesarias
de optimalidad de primer y segundo orden y condiciones suficientes, que en el
caso convexo lo son de optimalidad global. A continiuacién se va a enunciar
y demostrar un teorema que establece que en determinadas condiciones se
puede asegurar que una solucién es un 6ptimo global para un problema de
calculo de variaciones.

Se considera el siguiente problema:

max J(x) = [ Flz(t), &(t), t)dt
S.a. e Q
l’(to) =X

siendo tg v t; fijos, sujeto a alguna de las condiciones terminales siguientes:
(i) z(t1) = z1;  (ii) x(t1) = xy; (iii) x(f;) libre, donde F' es una funcién de
clase C'?).

Teorema 1.2 (Condicion de Legendre)

o Sia*(t) es mdzimo local del problema (1.7), entonces en z*(t) se verifica la
siguiente condicion:

Fiala(t), #*(1), 1] < 0,¥¢ € [to, 1]

o Siz*(t) es minimo local del problema (1.7), entonces en x*(t) se verifica la
siguiente condicion.:

Fiala*(t), 7 (t), 1] > 0,¥¢ € [to, t]

en donde Fjy; es la sequnda derivada parcial de F', con respecto a su sequnda
variable & dos veces.
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Teorema 1.3 Supongamos que Flx,i,t| es una funcion concava en (x, )
para cada t € [ty, t1]. Si x* = x*(t) verifica la ecuacion de Euler, junto con la
condicion inicial, condicion final (en los casos (i) y (ii)), y la correspondiente
condicion de transversalidad (en los casos (ii) y (iii)), entonces x*(t) en un
mdzximo global para el problema que estamos considerando.

1.2.3. Problema de Desigualdad Variacional

El problema de desigualdad variacional (PDV) consiste en encontrar u € K
tal que

(Tu,v —u) >0, Yoe K (1.14)

donde T" es un operador no lineal T': H — H, K es un conjunto convexo ce-
rrado en H. El modelo anterior recubre como casos particulares a problemas
de optimizacién , problemas de trafico urbano, problemas de complementa-
ridad lineal y no lineal, problemas de equilibrio econémico, entre otros, por
ejemplo ver Harker y Pang ([33]) y Facchinei y Pang ([34]). Existen diversos
métodos para resolver problemas de desigualdad variacional, por ejemplo, los
métodos basados en funciones de mérito, métodos del punto interior, métodos
proyectivos, métodos del punto proximal, etc.

1.2.4. Definiciones de términos basicos

A continuacion daremos algunas definiciones que nos ayudan a funda-
mentar la investigacion:

Optimizacién: Optimizacién matemdtica (o bien, optimizacién o progra-
macién matematica) es la seleccién del mejor elemento (con respecto a algin
criterio) de un conjunto de elementos disponibles. En el caso més simple, un
problema de optimizacién consiste en maximizar o minimizar una funciéon
real eligiendo sisteméticamente valores de entrada (tomados de un conjunto
permitido) y computando el valor de la funcién.

Algoritmo: Es un conjunto prescrito de instrucciones o reglas bien defini-
das, ordenadas y finitas que permite realizar una actividad mediante pasos
sucesivos que no generen dudas a quien deba realizar dicha actividad. Dados
un estado inicial y una entrada, siguiendo los pasos sucesivos se llega a un
estado final y se obtiene una solucion.

Iteraciéon: Una iteracion es el acto de repetir un proceso con el objetivo de
alcanzar una meta deseada, objetivo o resultado. Cada repeticién del proceso
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también se le denomina una iteracion, y los resultados de una iteracion se
utilizan como punto de partida para la siguiente iteracion.

Implementacién de un algoritmo: Implementar un algoritmo significa
traducir el algoritmo a un lenguaje de programacion de tal modo que sea
interpretado por dicho lenguaje al momento de su ejecucion.

Convergencia: Se entiende por convergencia de un método numérico a la
garantia de que, al realizar un buen nimero de repeticiones (iteraciones), las
aproximaciones obtenidas terminan por acercarse cada vez més al verdadero
valor buscado.

Solucion 6ptima: Es la mejor solucion de un problema propuesto.

Modelo: En ciencias puras y, sobre todo, en ciencias aplicadas, se denomina
modelo cientifico a una representacién abstracta, conceptual, grafica o visual
(ver, por ejemplo: mapa conceptual), fisica, de fendmenos, sistemas o procesos
a fin de analizar, describir, explicar, simular (en general, explorar, controlar
y predecir) esos fenémenos o procesos. Un modelo permite determinar un
resultado final a partir de unos datos de entrada. Se considera que la creacion
de un modelo es una parte esencial de toda actividad cientifica.

1.3. Variables e Hipdtesis

1.3.1. Variable de la investigacion

Dado el problema a resolver:

max [ e " R(t)dt

PO o = Few) - B
z(t) > 0
0< Elt) < Ey
z(0) = g

Se tienen las siguientes variables:

» 2(t) es el nimero total de peces en el instante t.
» 2(0) es el nimero total de peces en el instante ¢ = 0.

» F(t) es una funcién que posee propiedades generales de regularidad
y representa la evolucién instantanea de la poblacion de peces en el
momento ¢.
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» F(t) es una funcién del tiempo llamada esfuerzo de pesca que expresa
la medida de la capacidad de pesca: barcos o botes disponibles, redes,
mano de obra, otros insumos o tecnologia en general.

= ¢ es un coeficiente que representa la atrapabilidad de la especie.

= R(t) es la funcién ganancia que puede depender del precio, de los costos,
de esfuerzo, etc.

1.3.2. Operacionalizacion de variables
Variable Definicion Definicion Dimensiones Indicadores
conceptual | operacional
Permiten El problema
Establecer los | obtener un | de  optimi- Poblacic
fundamentos beneficio zacién  con = Poblacién = La po-
de optimiza- | econémico restricciones de pece? blacén' de
cibn para un | ;) 4ximo de tiempo en € peces tiene
* ) ~
algoritmo esfuerzo v nstante ¢ un tamano
, adecuado
ntmero total = Esfuerzo
de peces en de pesca = Esfuerzo
el instante ¢ en el adecuado
permitirdn instante ¢ para la
encontar un = Canancia pesca
fici .
be/ne‘ o en el = Obtiene el
maximo. instante ¢ beneficio
maximo
1.3.3. Hipodtesis general e hipotesis especifica

Hipotesis general

Usando técnicas de optimizacién matematica es posible estudiar el modelo
de explotacion optima de pesca.
Hipédtesis especifica

1. Usando la teoria de optimizacion en dimension infinita sera posible ob-
tener condiciones necesarias y suficientes para garantizar la existencia

de ([L.5)).
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2. Usando el analisis convexo es posible estudiar las condiciones de con-
vexidad y diferenciabilidad del problema (|1.5]).

3. Usando las condiciones de optimalidad lograremos resolver el modelo

%)

4. Usando un algoritmo de optimizacién probaremos la convergencia a la
solucién del problema ((1.5)).

1.4. Metodologia

1.4.1. Tipo de investigacion

El estudio de la investigacion es de caracter tedrico-aplicativo. En el desa-
rrollo del trabajo si se obtiene los resultados deseados, esto sera un nuevo
aporte cientifico, muy significativo en optimizacion en la bisqueda de algorit-
mos mas eficientes tanto tedérica como computacionalmente, para la solucién
de problemas practicos que surgen en diversas areas de las ciencias e in-
genierfa, y en lo posible que sirva como una motivacion para que se siga
investigando en esta area de la matematica y se desarrollen nuevos métodos.

1.4.2. Diseno de la investigacion

Durante el desarrollo del proyecto utilizamos un método inductivo-deductivo,
es decir, generalizaremos al conjunto de los niimeros reales, teoremas, y co-
rolarios de resultados clasicos de optimizacion y a la vez particularizaremos
los resultados obtenidos aplicandolos a algunos ejemplos especificos para los
cuales implementaremos su algoritmo.

Para tal objetivo en la primera parte presentaremos un problema de op-
timizacion, el cual busca una solucién éptima para maximizar o minimizar
una funcion, luego planteamos el problema usando restricciones naturales.

En la segunda parte, desarrollaremos un método de optimizacién con el
fin de determinar una solucién al problema .

Por tltimo, implementaremos un algoritmo en algin lenguaje de progra-
macién tal que la convergencia sea la solucion del problema estudiado.

1.4.3. Poblacién y muestra

Nuestro trabajo es tedrico-aplicativo, a pesar de ello se busca estudiar de
forma general a una poblacién de peces. Nuestro trabajo se encuentra dentro
del universo de los métodos de optimizacion.
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1.4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Para la realizacion de nuestro trabajo de tesis se revisara bibliografia espe-
cializada y recopilacion de informacién obtenida via internet, libros, proyectos
y tesis relacionados al tema de interés.

1.4.5. Plan de analisis estadisticos de datos

Por la caracteristica del trabajo no se realiza ningiin analisis estadistico.
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Capitulo 2

Método de Optimizacion para
Resolver Problemas de
Desigualdad Cuasivariacional

En anadlisis convexo uno de los problemas mas estudiados es el problema
de desigualdad variacional: encontrar u € H tal que:

(Tu,v —u) >0, YveH

donde T': H — H es un operador no lineal y H es un espacio de Hilbert.
Este modelo abarca diversas aplicaciones, desde optimizacién, equilibrios
en economia hasta problemas de trafico urbano, es por ello que encontrar
mejores algoritmos para resolver este problema es un desafio para los inves-
tigadores de la actualidad.
En este informe estudiamos el problema de desigualdad cuasivariacional:
encontrar u € H tal que:

(Tu,v —u) +o(v,u) —p(u,u) >0, YveH

donde T': H — H es un operador no lineal, ¢(.,.) : H x H — R|{J{+o0}
una funcién continua y H es un espacio de Hilbert.

El modelo cuasivariacional surge naturalmente como una extensiéon del
problema de desigualdad variacional con el objetivo de ampliar las aplicacio-
nes del modelo y de los métodos, por ejemplo, a problemas de optimizacion
no convexo, problemas de singularidad no monétono, sistemas de ecuaciones
no lineales y no convexos, problemas de equilibrio no convexos, etc.

Existen diversas metodologias para resolver el problema de desigualdad
cuasivariacional, en este informe presentaremos una de las més conocidas
llamada el método del punto proximal.
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El método del punto proximal es uno de los métodos mas estudiados e
importantes para resolver problemas de optimizacion, de singularidades, pro-
blemas de desigualdad variacional, de equilibrio, entre otros. Este método fue
introducido por Martinet (1970),[5], motivado por el trabajo de Moreau en
[6] v [7], y fue extensamente estudiado por Rockafellar [16] en los afios setenta
del siglo anterior para encontrar ceros de operadores mondtonos maximales.

Para el problema de minimizacién

min{f(z):x € H} (2.1)

donde H es un espacio de Hilbert y f : H — IR U {+00} es una funcién
propia convexa y semicontinua inferior, el método del punto proximal, para
resolver el problema ([2.1)) genera una sucesién de puntos {z*} definidos por

2’ e H, (2.2)
2% = argmin{f(z) + (\e/2)||z — 27?2 € H}. (2.3)

donde )\ es algin parametro positivo. Observe que la notacion argmin de

la ecuacién anterior es bien utilizada en la comunidad de optimizacion y

significa que z* es el minimo (global) de f(-) + (\x/2)|| - —2*~1||? sobre H.
Los resultados de convergencia del método para el caso convexo son muy

+o0
bien conocidos y es probado en [3], que si {\;} satisface > (1/\x) = +oo,
k=1

entonces limy o, f(2%) = inf{f(x) : * € M}. Ademss, si la solucién existe la
sucesién {z¥} converge (débilmente) a un punto de minimo. En la actualidad
se estan realizando investigaciones para extender las aplicaciones del méto-
do para funciones no necesariamente convexas, motivados por las multiples
aplicaciones en Economia.

La importancia del método del punto proximal radica principalmente en
dos aspectos: se puede probar que los métodos de multiplicadores, usado
generalmente en todos los softwares de optimizacién coinciden con el método
del punto proximal aplicado al dual del problema original y es asi que la teoria
de convergencia del método se puede utilizar para garantizar la convergencia
de los métodos de multiplicadores que directamente e independientemente es
complicado de demostrar.

El otro aspecto es con respecto a los métodos de descomposicién, Eckstein
y Bertsekas (1992), [I], han demostrado que una gran clase de métodos de
descomposicién de problemas convexos son casos particulares del método del
punto proximal para encontrar un cero de un operador mondétono maximal,
especificamente el método de Douglas-Rachford estudiado por Lions y Mer-
cier (1979), [4], que abarca una gran clase de algoritmos de optimizacién es
una versién particular del método del punto proximal.
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En este informe estamos interesados en estudiar el método de punto pro-
ximal aplicado a resolver desigualdades cuasivariacionales. Este informe es
un desarrollo extendido del articulo [], y es organizado en dos capitulos.

En el primer capitulo (Marco Tedrico), que es basicamente introductorio, se
presentan los simbolos y notaciones que se van a usar mas adelante, se men-
ciona el problema de la Desigualdad Cuasivariacional, el Método del punto
Proximal con algunos ejemplos, una propiedad de la norma y el Operador
Monétono.

En el segundo capitulo (Desarrollo del informe) se presentan los resultados
preliminares y el algoritmo proximal para generar una sucesiéon de puntos
que converge a una soluciéon del problema de desigualdad cuasivariacional.

En este capitulo las demostraciones de las proposiciones y teoremas seran
referenciadas.

2.1. Algunos resultados de analisis

Sea H un espacio real de Hilbert, donde su producto y su norma son
denotados por (.,.) y ||.|| respectivamente. Sea K # () un conjunto cerrado
y convexo en H.

Definicion 2.1 Dada una funcion f : H — IR. Se dice que f es propia si
domf={rxeR: f(x) <+4oo}#DyV xedomf,—o0 < f(z).

Definicién 2.2 Dado un conjuntoX € H y un punto y € H. Se define a la
proyeccion del punto y € H sobre el conjunto X como la solucion global de
del problema

min ||y — ||
s.a. (2.4)
re X CH

Al punto solucion (si existe) lo denotamos por Px(y).
Definicién 2.3 Dada una funcion f : S C H — IR. Se dice que f es

semicontinua inferior en * € S, si para toda sucesion {xk} C S convergente
aT €S setiene que:

lim inf £ (%) > f(2). (2:5)

St f es semicontinua inferior para todo x € S, entonces decimos que f es
semicontinua inferior en S.
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Definicién 2.4 Dada una funcion f: H — IR, s € H es llamado subgra-
diente de f en x st

fly) = f@)+(s,y—x), VyeH.

Observaciéon 2.0.1 El conjunto de todos los subgradientes de f en x, deno-
tado por Of(x), es llamado subdiferencial de f en x.

2.2. Elementos de analisis convexo

Definicién 2.5 Un subconjunto K C H es llamado convezo si para todo x,
ye K, te|0,1], se tiene que tx + (1 —t)y € K.

Definiciéon 2.6 Un conjunto K C H es llamado fuertemente convexo si para

todo x,y € K, yt € (0,1), existe r > 0 tal que B((1 — t)z — ty,r) C K,
donde B es una bola de radio r.

Proposicién 2.0.1 Sean D; C H, i € I, conjuntos convexos, donde I es
un conjunto arbitrario. Entonces la interseccion D = ﬂ D; también es un

) €K
conjunto CONVETO.

Prueba. Ver [17], Proposicién 3.2.1, pp. 72.

Ejemplo 2.1 Sea K un conjunto convexo, F' una funcion en IR y reqular.
El conjunto definido como

Sy ={reK: (F(y),y—x) >0} (2.6)
es convero. En efecto, sea z',2* € S, y a € [0,1], entonces
(F)a(y—2")) 2 0 @7

(F(y),(1-a)(y—2%)) = 0. (2.8)
Sumando Y se tiene,

(F(y),y — (az' + (1 — a)z?)) > 0;
entonces, az' + (1 — a)z* € S,. Por lo tanto, S, es un conjunto convezo.

Definicién 2.7
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1. Sea K C H un conjunto convezro, f : K — IR es una funcion convexa
si para cada x,y € K y a € [0,1], se tiene que f(azx+ (1 —a)y) <
af(x)+ (1 —a)f(y).

2. La funcion f es estrictamente convexa cuando la desigualdad anterior
es estricta para todo x #y y «a € (0,1).

3. La funcion f : K C H — IR es pseudoconveza si f(x) < f(y) en-
tonces (Vf(y),x —y) < 0. La funcion f es pseudocéncava si —f es
pseudoconvera.

El problema general de optimizacion en el espacio de Hilbert H consiste en
resolver el siguiente problema:

S.Q. (2.9)
r € K CH,

Teorema 2.1 Considerando el problema (2,9), si K C H es un conjunto
compacto y f es una funcion continua sobre K. Entonces, existe un minimo
global del problema.

Prueba. Ver [17], Teorema 1.2.1, pp.7.

Teorema 2.2 Sea K C H un conjunto convexo y f : H — IR una funcion
diferenciable en el punto * € K. Si T es un minimizador local del problema

(12,9), entonces
(Vf(x),x —x) >0, VeeK.

Demostracién. Ver [17], Teorema 3.1.3, pp.66.

Teorema 2.3 Sea K C H un conjunto convexo y f : K — IR una funcion
conveza sobre K. Entonces todo minimizador local del problema es global
y el conjunto de minimizadores es convexo. Ademds, si f es estrictamente
convexa, no puede existir mds de un minimizador.

Demostracién. Ver [17], Teorema 3.1.5 pp. 69.
Supongamos que T € K es un minimizador local que no es global. Entonces,
existe y € K tal que

fly) < f(@). (2.10)
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Definimos z(a) = ay+(1—a«)z. Por la convexidad de K se tiene que z(«) € K
para todo « € [0,1]. Desde que f es una funcién convexa para a € (0,1], y

de (2.10)) se tiene que

f(z(a)) < af(y) +(1—a)f(z)
f(@) +a(f(y) - f(2))
< f(@).

Tomando o > 0 suficientemente pequeno, se garantiza que el punto z(«) estd
arbitrariamente préximo al punto z, y atn se tiene que f(z(a)) < f(z), para
z(a) € K. Lo cudl es una contradiccion desde que Z es un minimizador del
problema. Por tanto, z es un minimizador global.

Ademas, sea S el conjunto de minimizadores globales y z € IR es un valor
6ptimo del problema, esto es, f(x) = Z para cualquier z € S. Para cualquier
reSyzeS, acl0l], porla convexidad de f tenemos:

flar+ (1 -a)7) < af(r)+ (1 -a)f(7)

= az+(l—a)z =2,

esto es, f(ar + (1 —a)z) < z. Desde que Z es un valor 6ptimo del problema,
se tiene que f(ax+ (1 —a)z) = z. Por lo tanto, ax+ (1 — )z € S. Entonces,
el conjunto de minimizadores es convexo.

Teorema 2.4 Sea K un conjunto convexo y abierto y f : K — IR una
funcion diferenciable en K. Entonces las siguientes propiedades son equiva-
lentes:

. La funcion f es convexa en K.

1. Para todo z,y € K,
fy) = f(z) +(Vf(x),y —x).

Demostracién. Ver [17], Teorema 3.4.7, pp. 147.
Sea f una funcién convexa sobre K. Para z,y € K, o € (0,1] y definiendo
d = y — x tenemos

flx+ad) = flz+a(y—x))
flay+ (1 —a)z)
< af(y) + (1 —a)f(z),
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de donde, a(f(y) — f(z)) > f(x + ad) — f(z). Dividiendo por o > 0,
o+ od) — [(x)

(0%

fly) = flz) =

Desde que f es una funcién convexa existe el limite. Tomando limite, cuando
a — 07 tenemos

fo) - fl@) > 1 LEFed = f@)

— (Vf(@).d)

Entonces, f(y) > f(z) + (Vf(x),y — x).
Reciprocamente, sea x,y € int(dom f) y para a € [0, 1] tal que

fy) = f(@) +(V[f(z),y — ). (2.11)
Sustituyendo © = z + a(y — x) y y = x en ([2.11)), se tiene

flx) = flz+aly—2) +(Vf(z+aly—2)),z - (r+aly )
fx+aly =)+ (Vf(z+aly —2),alz—y)).

Multiplicando por (1 — «),

1—a)f(zx) > (1—-a)f(z+aly—2)+(1—a)(Vf(x + aly — x)),a(x —y)) .
(2.12)

1V

Sustituyendo z = x 4+ a(y — x) en se tiene
fly) = flet+aly—2)+ (Vi@ +aly—2))y—(r+aly—1))
= fletaly—2)+(Vilz+aly—x),(1-a)y—=2).
Multiplicando por «,
af(y) zaf(z+aly—x))+a(Vilz+aly—=)),1-a)ly—x)). (2.13)

Sumando y tenemos

af(y)+ (1 —a)f(r) = flz+aly —z)) = flay + (1 — a)z).
Por lo tanto, f es una funcién convexa.

Proposicién 2.4.1 Sea f: H — IR una funcion propia, semicontinua infe-
rior y conveza, entonces Of es mondtona mazximal.

Prueba. Ver [15], Teorema A, pp. 213.

29



2.3. Operador Monétono y Pseudo-Monétono

Definicién 2.8 Sea (z,y), (2',y') € T. Un conjunto T C H X H es
1. mondtono(estrictamente), si (y —y',x — ') >0 (> 0 para x # ' ).
2. pseudo-mondtono, si (y',x —z') > 0 entonces (y,x —x') > 0.

3. paramondtono, si es mondtono y (x —x',y —y') = 0 entonces (z,'), (z',y) €

T.

4. mondtono mazimal, si es mondtono y si para cualquier T' mondtono tal
que
T(x) C T'(x) para todo x, se tiene que T =T".

Teorema 2.5 Si T : R*"=3R" (funcidn punto conjunto), es mondtono ma-
zimal y A\ > 0, entonces la aplicacion (I + \T) es inyectiva y sobreyectiva.

Demostracién: Ver [14] pp 342.
Ejemplos 2.1 a. La aplicacion M : [—2,2] = IR definida como

2, Size[-2,0]
M(x)_{1+x2 , Sizel0,2]
es pseudo-mondtona.

En  efecto, sin pérdida de generalidad podemos  suponer  que
xr €[-2,0] ya' €]0,2], esto es, —x € [0,2], de donde

¥ —x € [0,4]. (2.14)
Ademds, 0 < (1 + (")) (z — 2') = (x — 2') + (2')*(z — 2'), de donde
' —x < (2)(x—2). (2.15)

Comparando (2.14)) y (2.15) se tiene que 0 < (2')*(xz — 2’). Por lo tanto, M

es una aplicacion pseudo-mondtona.
b. Las aplicaciones N : [0, +oo] — R y T : [0,2] = IR definidas como

N(2) 1 {—:c+2 , Sizel0,1]

= T(x)= .
T ¢ TW z , Size[l,?
son pseudo-mondtonas pero no mondotonas.
En efecto, supongamos que es mondtona, esto es,

1 1
< - o
0 = (l—l-m 1—|—x’>(x z)
1

= — lz — 2|2,

1+2)(1+a)
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lo cudl es una contradiccion desde que (1 + x)(1 4 2') > 0. Por lo tanto, la
aplicacion punto-punto N no es mondtona. Ademds,

1 /
Ogm(x—x)

desde que (1 + ') > 0, se tiene que x — ' > 0. Entonces,

(1Jlrzc> (v=2) 20

pues x € [0,+00]. Por lo tanto, la aplicacion N es pseudo-convera. Andlo-
gamente se tiene para la aplicacion punto-conjunto T .

2.4. Meétodo del Punto Proximal (MPP)

Uno de los métodos mas populares para resolver problemas de optimiza-
cién irrestricta convexa y no diferenciable es el Método del Punto Proximal
(MPP). El MPP clésico genera una sucesién de puntos {z*} dado por z° € R"

y

A
gh 1 :argmin{f(x)+7k||$—ka2 : er} (2.16)
esto es, =¥ resuelve
2
{r@ +3 [l =t
min s.a

reH

donde Aj, es un pardmetro positivo y ||-|| es la norma euclidiana.

Se puede probar que si f es acotada inferiormente y semicontinua inferior
entonces la sucesién {2*} generada por (2.16)), estd bien definida.

En el analisis de convergencia del MPP clasico, se observa que los reque-
rimientos mds importantes para obtener la convergencia de la sucesién {z*}
a la solucién es que la condicién de que {z*}, generada por , sea una
sucesion Fejér convergente y que todos los puntos de acumulacion pertenecen
a cierto conjunto cerrado y convexo. Para mas detalles del MPP clasico y su
prueba de convergencia, ver [12].

Por la condiciéon de minimo, de se tiene,

© € df (2™ + Ny (2M! — 2") . (2.17)
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De la Proposicién [2.4.1], 0f es un operador maximal; sustituyendo T' = 0f y
reordenando (2.17)) se tiene

1
ot e (I + —T) ("),  Vk=>0.
Ak
Por cuestiones computacionales, Rockafellar[I2] consideré una sucesién de
error {e*} que estd relacionado con la sucesién {z*} de la siguiente ‘versién
inexacta’: )
o* et ¢ (I + )\—T) ("), VEk>o.

k
El modelo anterior muestra que el MPP clasico es una version particular del
método proximal para encontrar ceros de operadores monétonos maximales,
el cudl genera una sucesién {2*} C H, a partir de un punto arbitrario 2° € H,
dado como )

1 _

" e (I + —T) (z% 4 M.

Ak
Del Teorema , la existencia y unicidad de la sucesién {z¥} es garantizada
desde que (I + 1/AT) es biyectivo, (la existencia por la sobreyectividad y la
unicidad por la inyectividad).

Trabajos anteriores a Rockafellar[I2] basaron sus estudios del MPP en la
‘forma exacta’ en la cual e¥ = 0 para todo k. Rockafellar[12] mostré que si
e? converge a 0 suficientemente rapido tal que S ||e¥|| < oo, entonces
¥ — 2z € H, donde 0 € T(z). Los resultados bésicos de Rockafellar sobre
la convergencia del MPP para resolver problemas de desigualdad variacional
con operadores monétonos maximales fueron generalizados por Luque [13]
concerniente al grado de convergencia. Podemos decir que el analisis de con-
vergencia del MPP para operadores maximales es andlogo a lo hecho en el
modelo clasico con la salvedad de sustituir la condiciéon de convexidad por la

monotonicidad de 7.

2.5. Problema de Desigualdad Cuasivariacio-
nal

Sea ¢(.,.) : Hx H — R|J{+00} una funcién continua. Dado un operador
no lineal T': H — H, consideremos el problema de encontrar u € H tal que

(Tu,v —u) + o(v,u) — p(u,u) >0, YveH (2.18)
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Una desigualdad del tipo (2.18]) es llamada Desigualdad Cuasivariacional
Mixta.

g(.,.) : H— R|{J{+o0} una funcién continua,

Si p(v,u) = g(v), Yu € H , entonces el problema (2.18) es equivalente a
buscar u € H tal que

(Tu,v —u) +g(v) —g(u) >0, Yve H (2.19)

que es conocido como una desigualdad variacional mixta.

Ademas, si K es un conjunto en H y

0 , stue K
g(u) = ]K(u) - { 400 , en otro caso.

es la funcién indicadora de K, entonces el problema (2.19) es equivalente a
buscar u € K tal que

(Tu,v —u) >0, Yo e K (2.20)
que es llamado problema clasico de desigualdad variacional.
En efecto, si @ es solucién de(2.19)), entonces u € K, luego g(u) = Ix(u) = 0,

ademds tomando v € K se tiene que g(v) = Ix(v) = 0, reemplazando estos
resultados en el problema (2.19)):

(Tu,v—a)+0-0>0
se logra obtener ([2.20)):

(Tu,v—1u) >0, Ywe K
Reciprocamente, para € K se tiene que @ es solucion de (2.20)), entonces
(Tu,v—uy >0, VYve Kygu)=Ix(u)=0
Sive K, g(v) =Ix(v) =0, entonces
(T, v —wu) +g(v) —g(u) >0
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sivé K, p(v) = Ig(v) = +oo, entonces

(Tu,v—u) + ¢(v) —p(a) =0

Por lo tanto, si u € K es solucién de (2.20) y v € H entonces

(Tu,v —u) +(v) —p(u) >0, Vv e H

Asi, el problema de Desigualdad Cuasivariacional Mixta es un caso
particular del problema clésico de Desigualdad Variacional.

Lema 2.5.1 Yu,v € H,
2(u,v) = [lu+v|* — [lul* — [0 (2.21)
Prueba. Para u,v € H tenemos que

((u+v), (utv)) = [lu+|?

ahora desarrollando el producto interno
(u, u) + (v,v) + (u,v) + {(v,u) = |Ju+v|?
de esto tenemos
[ull® + [[oll* + 2(u, v) = [lu +v]|*
por lo tanto, acomodando convenientemente
2(u,v) = [lu+ol* = [Juf* = [v])*

Definicién 2.9 La funcion ¢(.,.) : H x H — R|J{+o0} es llamada anti-
stmétrica si se cumple que:

o(u,u) —p(u,v) — p(v,u) — p(v,v) >0, Yu,ve€ H
Vemos que si la funcién ¢ es lineal en las dos variables, entonces

olu—u—v—v,u—v—u—uv)=p(—2v,-20v) >0

y como —2v € H tenemos que ¢(.,.) es no negativa.

34



Veremos el analisis del método proximal para desigualdades cuasivariaciona-
les mixtas.
Para u € H consideremos el problema de buscar un tunico w € H tal que:

(pTw +w —u,v —u) + pp(v,w) — pp(w,w) >0, Yve H (2.22)

donde p > 0 es constante.
Se observa que si w = u en la ecuacién (2.22) tendriamos:

(pTw,v —w) + pp(v, w) — pp(w, w) >0

como p > 0, tenemos que:

(Tw,v —w) + p(v,w) — e(w,w) >0

entonces w es solucién de ([2.18)

Esta observacién permite sugerir y analizar el siguiente método proximal
para desigualdades cuasivariacionales mixtas.

2.6. Algoritmo

Para H espacio de Hilbert, sea ¢(.,.) : H x H — R|J{+00} una funcién
continua. Dado un operador no lineal T" : H — H, p > 0 una constante,
tenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1 Sea la sucesion {u,} en H, para ug € H, n =0,1,2,3, ...,
Yy u, € H, tenemos que la solucion u,y1 es aproximada por la siguiente
iteracion.:

<PTUn+1 + Up+1 — Up, UV — un+1> + ,OSD(U, un—l—l) - PQD(Un-s—la un—l—l) Z 07
Vv € H(2.23)

Si p(v,u) = g(v)Vu € H entonces el Algoritmo se convierte en el
siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.2 Para ug € H, n =0,1,2,3,..., y u, € H, la solucion w,
es aproximada por la siguiente iteracion

(PT g1 + Uny1 — Uny U — Upy1) + pg(v) — pg(Unyr) > 0,Y0 € H
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Si la funcion ¢(.,.) es propia, convexa y semicontinua inferior con respecto
a la primera variable, entonces al Algoritmo se reduce al siguiente
algoritmo.

Algoritmo 2.3 Para ug € H, n =0,1,2,3,..., y u, € H, la solucion u,.1
es aproximada por la siguiente iteracion:

Unt+1 = Jog(ups) [Un — pPTUp1], 7 =0,1,2, ..
donde Jogwy = (I + pdp(.,u))™' es el operador asociado con el operador
mondtono mazimal Op(v,u), el subdiferencial de un convezo propio y la fun-
cion semicontinua inferior con respecto a la primera variable. Si g es la
funcion indicador de un conjunto convexo y cerrado K en H, entonces el

algoritmo es equivalente al siguiente método para resolver desigualdades
variacionales, que se conoce como el método proximal.

Algoritmo 2.4 Para up € H, n =0,1,2,3,..., y u, € H, la solucion u,,1
es aproximada por la siguiente iteracion:

<pTun+1 + Up+1 — Up, VU — un+1> 2 O: Vo e K

que puede ser escrito como
Upt1 = Prun — pTupyq], n=0,1,2 ..
donde Pg es la proyeccion de H sobre K. La convergencia se ve en Tseng
[10] y Liao [11).
2.7. Resultados Preliminares

Lema 2.7.1 Seau € H una solucion de Y sea U,y1 la solucion apro-
zimada obtenida por el algoritmo [2.1]. Si el operador T : H — H es pseudo
mondtono y la funcion ¢(.,.) es antisimétrica, entonces

lttnss =T < tm — T2 = [ftnr — (2.24)
Prueba. Sea w € H una solucion de (2.18)). Entonces,

(Tu,v —u) + ¢(v,u) — p(u,u) >0, Yoe H
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lo que implica que

(Tv,v —u) + p(v,a) — p(u,u) >0 (2.25)

pues T es un operador pseudo mondtono. De (2.25)), tomamos v = w1 y
obtenemos

<Tun+1> Up+1 — a> + Sp(unJrlaa) - ¢<ﬂ7 ﬂ) >0

es decir

(Tups1, unr — 1) = o(W,0) — @(Un+1, ) (2.26)

ahora de (2.23)), tomamos v = u y obtenemos

</0Tun+1 + Up1 — Un, u— un+1> + pQO(E, un-l—l) - P%O(Un-s—l» un+1) Z 0

es decir

(PT U1 + Un1 — Un, W — Ung1) 2> PP(Unt1, Unt1) — pP(U, Uny1)  (2.27)

luego, por propiedad de producto interno

(PTUp 41,0 — Ung1) + (Ung1 — U, T — Upp1) > PP(Un1, Ung1) — pO(T, Upyr)

ahora, pasamos el primer producto al otro miembro

<Un+1 — Up, U — Un+1> > <PTUn+1> Up1 — ﬂ> + P@(Umla Un+1) - pgo(ﬂ, Un+1)
(2.28)

multiplicando a (2.26]) por p > 0 y sumandole pp(tni1, Unt1) — pp (T, Upi1)
a ambos miembros, obtenemos:

P U1, Unt1 — W) + pP(Uni1, Uny1) — pP(U; Unyr) >
pp(U, W) — po(Unt1,U) + po(Untts Unt1) — pp(Us Upt1) (2.29)
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por transitividad de (2.28)) y (2.29)

(Unt1 = Un, W= Upy1) 2> pp(U, W) — pp(Unt1, W) + pP(Untr, Uns1) — pp(Us Upt1)

ordenandolo

(U1 = U, W—=Upg1) > pp(W, ) — pp(Us Uns1) = PP (Ung1, ) + PP (Ut 1, Uny1)

luego, como la funcién ¢(.,.) es antisimétrica, usamos la definicién y
obtenemos que:

(Ups1 — Up, T — Upy1) >0 (2.30)

de (2.21) hacemos u =T — up41 Y ¥ = Upy1 — Uy , obteniendo

2(Unt1 = U, T — Upy1) = [[8 = wp|* = |7 = wpsa [I” = [Jun — wpya|I* (2.31)

de (2.30) y (2.31) tenemos

0 < |7 — wnl* = 7 =t |[* = et — v |

pasando a la norma del centro hacia el otro miembro
1@ =t |* < 1@ = wnll* = lln — g ||”

por lo tanto
|Uni1 — EH2 < lun — E||2 = tng1 — un||2

2.8. Resultado de Convergencia

Teorema 2.6 Sea H un espacio finito dimensional. Si u,y1 es la solucion
aprorimada obtenida por el Algoritmo entonces {u,} converge a una

solucion de .
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Demostracién. Sea ©w € H una solucién de (2.18)). De ([2.24))

tnr = @* < =Tl = Nt = wnl* < JJun — 7|

obtenemos que ||[u,+1 —al|| < [|u, —@||, lo cual implica que {||@— u,||} es una
sucesion no creciente, es decir, acotado superiormente por un ¢ > 0. Por este
motivo tenemos que ||u,|| — [|@]| < ||u, — @] < ¢, entonces |ju,|| < ¢+ [T,
lo cual implica que {u,} es acotada.

También, dandole valores a n hasta el infinito en ([2.24),

lur —l* < luo — 21 = [Jus — uol|?
luz —l* < lug =2 = [Juz — w|]?
lus —al* < fluz =2l = [Jus — u|?

lunsy =0l < flun = 6l* = s — un®

luego, sumando todas las desigualdades obtenemos
o0
D Mg = | < [luo —l?
n=1

lo cual implica que

lim ||upi1 —unl| =0 (2.32)
n—oo

como {u,} es acotada, existe u € H tal que una subsucesién {u,,} de uy,
converge a u, entonces reemplazando u, por u,; en (2.23) y haciendo que
n; — 00, obtenemos

(pTu+u —u,v —u)y + pp(v,u) — pp(u,u) >0 Yo e H
es decir

(Tu,v—1u) + p(v,u) — p(u,u) >0 Yvoe H
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lo cual implica que u resuelve ([2.18)),luego usando (2.24)) tenemos que

1 = Al < N — @ = s —

entonces
[ttngr — @l < Jlu, — @l

de aqui, observamos que {|lu, — u||} es decreciente y acotada inferiormente,
osea que

{||un — @l||} converge (2.33)

por otro lado w es un punto de acumulacién, entonces 3{n;} / u,. — U, es
J
decir

{luw, — @} = 0 (2.34)

de @33) y @30

{llun —ull} =0

por lo tanto

lim uw, =u
n—oo

2.9. Analisis del problema donde el instante
final es infinito

El estado del sistema debe tender a un estado estacionario z,. En este caso
se aplica el principio del maximo, imponiendo como condicién final:

lim z(t) = x4
t—o0

Para el siguiente problema

max J(z) = [ e "G(x, u)dt
u
sujeto a: ' = f(x,u),
con : x(0) = zo,
limy oo z(t) = x4
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Siendo z, un estado estacionario.

Se supone que f y G poseen derivadas parciales primeras y segundas conti-
nuas, y que G esta acotada.

Para resolver el problema se define el Hamiltoniano valor presente:

H(z,u,m) = G(x,u) + mf(z,u)

A continuacion se aplica el principio del méaximo, en la formulacién del Ha-
miltoniano valor presente:

1)

OH
m =oém— — =om—G, —mf,
ou
2) Hay que resolver:
maxr H
u

Como u no esté sujeto a restricciones, sera:

_ OH
 Ou

Suponemos que se cumple la condicién suficiente de maximo para el
problema a resolver la condicién 2),

0 =Gy, +mfy,

0’H
0%u

<0

3)

' = f(x,u), con z(0) = :Eo,th'm z(t) = x5
—00

Por ser z; estado estacionario (punto de equilibrio), existirdn myg, us, tales
que cumplirdn junto con z la condicién necesaria de optimalidad en 2):

Gu(xs’ Us) + msfu(xsa us) =0
La ecuacién:

Gu(z,u) +mfy(x,u) =0

define a u como funcién implicita diferenciable de (z,m), alrededor del punto
(s, ms). Sea u = U(x,m), verificindose que us = U(xs, m;). Obtengamos
los valores de
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ov ou
oz ¥ om
se verificara que:

Gu(z,U(x,m)) +mfu,(x,U(x,m)) =0
Derivando miembro a miembro, con respecto a x:

ou oU
ox ox

de donde, despejando la derivada parcial de U con respecto a x, se obtiene

que:

Anélogamente, derivando miembro a miembro, con respecto a m:

ou ou

de donde se obtiene que:
oW __
om  Hy,

Llevando los resultados obtenidos a las condiciones 2) y 3) del principio del
maximo, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

{ ¥ = f(z,U(x,m))
m' =dém — H,(z,U(z,m),m)

Cada una de las funciones del segundo miembro se aproximan a continuacion
por un polinomio de grado uno, utilizando el teorema de Taylor, en el punto
de equilibrio (x4, m;) las derivadas de x y de m serdn cero, se verificard que:

f(xsa U<x87 ms)) =0
(57713 - Hm<x57 U(ZL'S, ms); ms) =0

por lo que el sistema dado se puede aproximar por:

{ ' = (fm + quwxx - xS) + qum<m - m8>

Pero por ser
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Ux = - 5 Um = -
Huu Huu
queda:
2
= (fx - fugzz)(x - xs) - Hf_:ju(m - ms)
m' = —(Hg — Zzz)(x —x5)+ (0 + Hwa—:u — fu)(m —my)

Podemos poner:
¥ =a(x —xs) + b(m — my)
m' =c(r —x5)+ (0 —a)(m — my)

en donde

a—fx—qu—uu, b—Ea c= i,

que estan particularizados en z,, mg, us = U(xg, my).

Se ha aproximado el sistema de ecuaciones diferenciales ques siguen las tra-
yectorias 6ptimas por un sistema lineal que se comporta como el sistema
original, alrededor del estado estacionario.

Utilizando notacién matricial queda:
(x—xs) Y\ _(a b T — Ts
(m—my) )] ¢ d—a m — mg

Para estudiar la estabilidad de este sistema, hay que calcular los autovalores
de la matriz de coeficientes:

a— A b
c O0—a— A\

':O<:>)\2—5x—l—a(5—a)—bc:0

Por lo que:

A= g i%\/4bc+ (6 — 2a)2

Distinguimos tres casos:
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1) 4bc + (6 — 2a)* > 0. Hay dos autovalores reales distintos A;, Ay, obte-
niéndose que:

z(t) — 2, = AeM' 4+ Bet!

2) 4bc + (6 — 2a)? = 0. Hay un autovalor repetido: A = 2, obteniéndose
que:

x(t) — xy = AeM 4 BteM

3) 4bc + (6 — 2a)? < 0. Hay dos autovalores complejos y conjugados: A =
¢ + 1 /pi en donde p = —4bc — (6§ — 2a)?, obteniéndose que:

N[

x(t) —xs=e

t (Acos(%\/ﬁt) + Bsen(%ﬁt))

En cada uno de los casos, A y B son constantes, cuyo valor se obtendra al
imponer las condiciones iniciales: x(0) = xg, y final lim;_,, 2(t) = x,. Anali-
cemos cada uno de los tres casos:

En el caso 1, los dos autovalores reales son:

1 1
A =g+§\/4bc+(5—2a)2 ; )\ng—é\/4bc+(5—2a)2

Se tiene que A\; > 0, y que Ay puede ser positivo, negativo o nulo. Se com-
prueba facilmente que: A\; > 0, Ay < 0 <= bc > a(d — a). En este caso
hay estabilidad punto de silla. Existe una tnica trayectoria que verifica que
z(0) = xo y limy,o x(t) = x5 En efecto: para que lim; o z(t) = x5 o lo
que es lo mismo, lim;,, (z(t) — z5) = 0, tendrda que ser A = 0, ya que

limy_,o, eMt = 0o, mientras que lim;_,., e** = 0, por ser Ay < 0 < A;. Por
otra parte:

To—Ts =B
por lo que:

¥ () = x4 + (19 — 24)e™?

Por otra parte se verifica que:
AM>0; A>0<=bc<a(d—a)
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En este caso hay inestabilidad. No existe ninguna trayectoria que verifique
x(0) = xg, y limy_, 2(t) = x4, siempre que g # ;.

En los casos 2 y 3 también se obtiene inestabilidad.
Por tanto, las condiciones para obtener estabilidad punto de silla son:

4bc+ (0 —2a)*>>0 y be>ald—a)

Si no se cumplen estas condiciones, el problema dado no tiene solucién. Ver
[32] pag 190.

2.10. Adaptacion

De (1.6) tenemos

min _fooo e~ (pgz(t) C)F(";——mdt
z(t) e C
Donde:
C = {x(.) :]0; 0o[—]0; oo tal que 0<%<EMVIS>O$(O):J’,O}
Hacemos f(x) = G(t, x(t), = —fo O (pqx(t) — C)F(Z(;gt))_xldt

Entonces, se tiene

{ gnclln f(@)

zeC

Ademas usando la derivada de Gateux de J en la direccion de h en el punto
x para J = [ e % (pga(t) — ¢)Edt, tenemos:

45



, J(x°4+-60h)—J(z°
6J (2% h) = limy_0 ot 9) )
, 7 e =0t (pg(a®+0h)—c) Edt— [ e~*! (pga®—c) Edt
= limg_,o =° R
° ¢~ 3t (pqa0—c+pgbh) Edt— [* e~ (pqz®—c) Edt
0 0
9

Jo: e 0t (pqz®—c)Edt+ [;° e*‘”pqOhEdt—fooo e~ (pga®—c) Edt
0

= limg_0

= limp0

, [ et pgbh Edt
= lfmg P22

= limgo [, e *'pghEdt
= [ e 'pgEhdt
e 'pgE, h),donde J' = e OpqE

Como C' C H es convexo, F' vy x son diferenciables, por tanto tenemos que la
funcion integrando es continua, entonces por el primer teorema fundamental
del calculo tenemos que f es diferenciable, luego por el teorema , si es
solucién de se tiene que

(Vf(z),z —x) >0, Ve (.

2.11. Ejemplo

max.J = [7e (4 — 2% — u? 4 2u)dt
s.a ¥ =2x+2u
con z(0) =5

lim,, oo 2(t) =0

Solucién:

Se define el Hamiltoniano

H(x,u,m) =4 — 2% — u? + 2u + m(2x + 2u)
=4 — 2% —u? 4+ 2u+ 2ma + 2mu

Aplicando el principio del maximo

_ oH
1) m'=om— 57

m’ =3m — (—2u+ 2+ 2m)

2) Resolver max 4 — 2 — u? + 2u + 2mz + 2mu
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i) 9% = —2u+2+2m =0, entonces u =1+ m
ii) 24 = —2 < 0 (méximo)

3) Resolver ' = 2z + 2u, x(0) = 5, limy_,o z(t) =0

v = et [ [ e *2udt + |
Por otro lado, para la estabilidad del sistema se debe calcular

a:fas_qu_a b= ——* y ¢=

donde f=2x+2uy H=4— 2% —u?+ 2u +m(2x + 2u).

Reemplazando tenemos: a =2, b =2y c = 2.

Las condiciones para obtener estabilidad del sistema son: 4bc + (6 — 2a)? > 0
y be > a(d — a). Reeplazando los valores de a, b y ¢, obtenemos 17 > 0 y
4 > 2, por lo tanto el problema tiene solucidn.
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2.12. Conclusiones

= Fue posible presentar un algoritmo que resuelva un problema de opti-
mizacién relacionado a la explotacion de recursos pesqueros en el Pert.

» El Método Proximal para Desigualdades Cuasivariacionales Mixtas es
un método iterativo que genera una sucesién de puntos tal que en cada
iteracion se resuelve un modelo perturbado més simple. En este trabajo
se demostro la covergencia de un algoritmo proximal usando hipdtesis
mas débiles como por ejemplo la pseudo-monotonicidad del operador.

= Siguiendo los pasos de las demostraciones se ve posible que el algo-
ritmo pueda ser empleado para resolver problemas cuasivariacionales
cuando el operador es mas general que un operador monétono o pseu-
domonotono, en particular, parece que es posible la generalizacién para
operadores cuasi-monotonos.

2.13. Recomendaciones

= Un futuro trabajo puede ser la implementacion del método estudiado
para algunos problemas realistas y su respectiva comparaciéon con otros
métodos. Para ello recomendamos una implementacién en C*F.

s La generalizacion de métodos de optimizacién y en general de métodos
para desigualdades variacionales de espacios de Hilbert para varieda-
des riemannianas es natural y se estd desarrollando actualmente por
razones de extension y el surgimiento de nuevos modelos no lineales.
Es por eso que queda libre la posibilidad que se generalice el presente
trabajo a variedades riemanianas.
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