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II. PROLOGO

Comprender los tépicos iniciales de matemadtica al inicio de una carrera de
ingenieria para algunos estudiantes representa una encrucijada en cimentar su fatura
profesion, por la diferencia notoria en cémo estdn preparados, la forma incoaexa
entre el razonar, aplicar definiciones y propiedades con la fundamentacion,
justificacion y explicacion de los desarrollos al resolver diversas aplicaciones -
matematicas. Esto, entiendo, se debe al frenesi por aprender y acertar al marcar la
burbuja para ingresar a las Universidades, descuidando la comprension,
justificacién y explicacién de los definiciones, conceptos y propiedades de los
topicos iniciales de matematica. El texto: Topicos Iniciales de Matemética para
Estudiantes de Ingenieria con problemas con enfoque vectorial. Volumen 1, €s un
esfuerzo para que los estudiantes comprendan, justifiquen vy expliquen los
desarrollos de los diversos problemas que se les presenten, en temas como, vectores
en R2 y R la recta en R? y R3, transformaciones de coordenadss y
transformaciones ce ejes coordenados en R?, El plano en R® y la diversas
posiciones que se presenten entre vectores, rectas, entre una recta y un plano y entre
planos bajo el enfoque vectorial que es muy apreciado en los estudiantes que inician
sus estudios en las carreras de Ingeniera.

El presente texto, con especial dedicacién para los estudiantes que iniciar: sus
estudios en Ingenieria Mecénica e Ingenieria en Energia de la Universidad Nacional
del Callao. Asi como también para todos aquellos lectores interesados en conocer
los topicos iniciales de matematica en Ingenieria.

El Autor



I, INTRODUCCION

Tépicos Iniciales de Matemdtica para Estudiantes de Ingenieria con
problemas con enfoque vectorial. Volumen 1, es un texto, que estd a disposicion de
los estudiantes de ingenieria y de aquellos lectores inquietos por conocer los pasos
iniciales, en matematica, de los estudiantes en las carreras de ingenieria.

El enfoque vectorial de las definiciones, propiedades y de los ejercicios
desarrollados hace que los lectores comprendan y se familiaricen rapidamente con
los temas de, espacios vectoriales reales R™, operaciones algebraicas con vectores,
representacion e interpretacion grafica de vectores, independencia lineal de
vectores, vectores base estandar o candnicos, aSpeétos importantes de los vectores
como norma de un vector, paralelismo, ortogonalidad, 4ngulo entre vectores, vector
unitario, proyeccion ortogonal y componente de un vector sobre otro vector
constituyen los cimientos para: Primero, el estudio la recta en R* y R3, posiciones
relativas de dos rectas, transformaciones de traslacion y rotacion de coordenadas,
traslacion y rotacion de ejes coordenados en R?. Segundo, el estudio de los vectores
en R3, paralelismo, ortogonalidad, producto escalar, producto vectorial (propio de
R3) y producto mixto. Tercero, el estudio de la recta en R3, posiciones relativas de
dos rectas; rectas que se intersecan, que se cruzan, angulo entre dos rectas, distancia
entre rectas que se cruzan, distancia de un punto a una recta. Cuarto, el estudio del
plano en R, posiciones relativas de dos planos, distancia de un punto a un plano,
posiciones relativas entre una recta y un plano, interseccién entre una recta y un
plano, distancia entre planos paralelos y proyeccion ortogonal de una recta sobre un
plano.

Por cada tépico presentado se tienen ejercicios desarrollados en detalle y
gjercicios propuestos que seran abordados por el estudiante o lector para afianzar la

comprension de los tépicos respectivos.



IV. CUERPO DEL TEXTO O CONTENIDO
CAPITULO L. INTRODUCCION AL ESPACIO VECTORIAL REAL R™
1.1 PRODUCTO CARTESIANO

Recordemos:
El producto cartesiano
R?~ R xR ={(x1,%)/x €R x; ER} Conjunto de pares ordenados de
nimeros reales.
El producto cartestano
R~ RXRXR={(x,%5,%3)/%, ER,x, ER,x3 €ER} Conjunto de ternas
ordenadas de nimeros reales.
En general, el conjunto de n-uplas ordenadas de numeros reales n > 1, se
representa por R™; es decir

R*~ RXRX..XR={(x,%,...,%,)/x; ER,i = 1,2, ...,n}. Donde se cumple:
1.1.1 IGUALDAD DE N-UPLAS
Sean (aq,az, .., ay) y (by, by, ..., by) dos n-uplas en R™, se define:
(a;,ay, ..., ap) = (by, by, ..., by) & a; = b, i =1,2,...,n
A los clementos de R™ se les denomina puntos y se les denota de la forma

P(xq, x3, ..., Xn). En donde se define:
1.1.2 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN R"

Sean los puntos P;(xy, X5, .., Xp) V Py(¥1. ¥, ..., ¥n) de R™. Se define la
distancia de P; a P, , denotado d(Py, P;), como el niimero dado por:

d(P,Py) =V —x)2 + (72— %)% + - + (¥ — x,)2

Los elementos o puntos de R™ seran llamados vectores y se denotan de la forma

a=(a;a;, .., q; .., a,)

El nimero a;, en la entrada i, se denomina la i-ésima componente del vector a.
1.2 OPERACIONES EN R®

En R™ se definen las operaciones:

10



1.2.1 ADICION DE VECTORES

Sean @ = (a,.az, ..., @,) ¥ b = (b1, by, ..., b,,) dos vectores en R™. Se define
la adicion de los vectores @ y b , denotado por el vector a + b, como la adicién de
las componentes respectivas

a+b=(a,+b,a;+by,..a,+h,)
1.22 MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

Sea @ = (ay,as, ..., ;) un vector en R™ y un escalar r € R. Se define la
multiplicacidn del vector @ por ¢l escalar real r, denotada por el vector ra, como la
multiplicacion de r con las componentes del vector @

rd = (ra,, ray, .., ray,)
1.3 PRESENTACION AXIOMATICA DEL ESPACIOQ VECTORIAL R

Al conjunto R™ provisto, de las operaciones de adicién de vectores y
multiplicacién de vectores por escalares, se le denomina ESPACIO VECTORIAL
REAL! R™ y sus elementos o puntos reciben el nombre de VECTORES si v solo

st satisfacen los siguientes axiomas?:
1.3.1 AXIOMAS PARA LA ADICION

Al. Paratodo @, b de R se cumple @ + b € R™ (Clausura o cerradura)

A2. Paratodod,bdeR*secumplea+b=b+a (Conmutatividad)

A3, Paratodoa, b, & de R™ se cumple@ + (b + ¢) = (& + b) + & (Asociatividad)

A4, Paratodo @ de R™ 3! vector 8 = (0,0, ...,0) de R™, llamado el origen o vector
cero o nulo, tal que @ + & = @ (Existencia y unicidad del elemento o vector
nulo aditivo)

A5, Paratodo @ = (a4, 45, ..., a,) de R™ 3! vector -a = (—a,, —ay, ..., —a,) de
R", llamado ¢l opuesto o inverso aditivo de @ , tal que a+ (—a@) =0

(Existencia y unicidad del elemento o vector inverso aditivo)

! También se dice: Espacio vecterial sobre el cuerpo o campo real. Ver anexo A. Axiomas del
conjunto de nimeros reales.
% Adaptado de: Algebra Lineal Con Aplicaciones y Matlab (KOLMAN, 1999). P4g. 197

1



1.3.2 AXIOMAS PARA LA MULTIPLICACION POR ESCALARES

M1. Paratodo @ de R™ y todo escalar r de R se cumple ra € R™ (Clausura )

cerradura)

M2. Paratodo @, b de R™ y todo escalar r de R se cumple r{(@ + b) =rd@ + b

M3. Paratodo @ de R™ y todo escalar r, s de R se cumple (r + 5)3a = rd + sd

M4, Paratodo @ de R™ y todo escalar r, s-de R se cumple r{s@) = (rs)a

MS5. Paratodo & de R™ se cumple 1@ = &, 1 es el numero real uno.

En adelante nos referiremos al espacio vectorial real R™ como el espacio

vectorial R™

1.4 DIFERENCIA DE VECTORES

Sean @ = (ay,ay, ...,a,) y b = (by, b, ..., b,)) vectores en R™. Se define

d—b=a+(—b)

Lo que equivale a restar las componentes respectivas

Q

Ejercicio 1. Para todo vector @ de R™ demostrar que:
0a=2o

Solucion 1.

Se desea demostrar que 0@ = §, para todo vector @ de R®

DeO0a=0a+d,pues a+o=a

=0a+(a+(—-a),pues a+(-a)=a

=(0a+1a) + (-a),pues a+(b+¢)=(a+b)+¢,1a

=(0+1a+ (—a),pues (a+p)a=ada+ fa
=la+(—a),pucsa+0=a
=a+(-a@),puesla=a

=o,pues a+(~a)=0

Por lo tanto: 0d = &, para todo vector @ de R"

Ejercicio 2. Demostrar que:

_E: (al_bl,az_bz, ...,an"'bn)

Il
21
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1. «ad =0, paratodo escalar real a

2. adi=6=2>a=0Va=>0

3 a + a = 2a, para todo vector @ de R™
4, a+c=a+b = c=bh

5 ad=fa,a+d0 =a=4

6. a@+c=a+b = i=b

Solucion 2.

Para ser demostrados por ¢l estudiante.

1.5 REPRESENTACION E INTERPRETACION GRAFICA DE LAS
OPERACIONES DE VECTORES EN R? Y R3

1.51 REPRESENTACION GRAFICA DE UN VECTOR.

Todo vector @ en R? o & en R® puede ser representado graficamente en el

plano o en el espacio, como:

1. Un punto

2. Un radio vector o vector de posicién de un punto. Es decir, con una flecha

con origen en el origen de coordenadas y su extremo en un punto del plano o

el espacio con coordenadas las componentes del punto.

3. Una flecha o segmento dirigido. El crigen es un punto P cualquiera y el

extremo sera un punto Q cualquiera, de modoque @ = PQ = Q — P

FIGURA 1.1 UN VECTOR @ EN R? O EN R? REPRESENTADO
COMO UN PUNTO

_______ : (a‘lt az)

P
>

X
Un vector @ en R? corresponde
aun punto en R?

ol

o (21,23, a4)

'
1
1
0
!f

_______ ¥

Un vector @ en R® corresponde
a un punto en R3

13



FIGURA 1.2 UN VECTOR @ EN R? REPRESENTADO COMO UN
VECTOR DE POSICION Y UN VECTOR ARBITRARIO @
REPRESENTADO COMO UNA FLECHA

(ay,a;)

21

e
>

0 a X

Radio vector @ o vector de
posicion del punto (a4, az)

Fuente. Elaboracion propia

X
Fuente. Elaboracién Propia

Vector & con punto de inicio P
y punto final Q

FIGURA 1.3 RADIO
VECTOR EN R? O VECTOR
DE POSICION DEL PUNTO

(alr s, ﬂ.g)

Z
ZZ Feal
N‘.q -
o~ a Pl 7
Yol |82 S GICRIEY FIGURA 1.4 VECTOR @
{
P1(x1,}'u21) — EN R*.
: Ty a= (a]_, a,, a3) =
v/ﬂa __________ 1 Y, =¥, 2 (x2 —x1,¥2 — Y1, 22 —

X  Fuente. Elaboracion Propia

Zy)
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1.52 INTERPRETACION GRAFICA DE LAS OPERACIONES DE
ADICION Y MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR UN
ESCALAR.

FIGURA 1.5 ADICION DE VECTORES

Lasumade vectores @ = (a;,a,) y La suma de vectores puede ser
b = (b, b,) es igual a la suma de representado por la flecha que esta
las componentes de los vectores. sobre la diagonal del
a+b=1_(a, +bya,+b,) paralelogramo determinado por los

vectores @ y b.
Fuente. Elaboracién propia

FIGURA 1.6 DIFERENCIA DE
VECTORES

FIGURA 1.7 MULTIPLICACION
DE UN VECTOR @ POR UN
ESCALAR r POSITIVO MAYOR
QUE 1

Fuente. Elaboracion propia
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FIGURA 1.8
MULTIPLICACION DE UN
VECTOR @ POR UN
ESCALAR rNEGATIVO

Fuente. Elaboracion propia

FIGURA 1.9 CADA FLECHA
ES UNA TRASLACION
a_x(a;,a;) PARALELA DEL VECTOR
R DE POSICION DEL
| 4 PUNTO(a,, a;)

Fuente. Elaboracion propia

FIGURA 1.10 ADICION DE LOS VECTORES @ = (ay,a;,a3) Y b =
(by, by, b3) EN R3

M

Fuente. Elaboracion propia
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CAPITULO II. INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES EN R"

La independencia lineal se refiere a vectores linealmente dependientes o a

vectores linealmente independientes.
2.1 COMBINACION LINEAL DE VECTORES?

Sean a,, a,, ..., @, vectores del espacio vectorial R® y ciertos escalares reales
aq, @3, ..., %,. Un vector @ en R™ escrito de la forma:
a=aa + ad; + -+ a,d,
Es una combinacién lineal de los vectores a@,,a,,..,d, con coeficientes

Ay, Uy, ooy Oy
2.1.1 COMBINACION LINEAL NULA DE VECTORES
La expresion
a1£_11 + azaz +--+ anc_ln =0

Es llamada combinacion lineal nula de los vectores @y, a,, ..., @,
2.2 VECTORES LINEALMENTE DEPENDIENTES

Los vectores @iy, @y, ..., @, son linealmente dependientes (LD) si existe al
menos un escalar no nulo talque

alal + azaz + e anﬁ_l-n =0
2.3 VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

Los vectores ai,dy,...,8, son linealmente independientes (LI) si la
combinacidn lineal nula
a.’]_C-ll + azc_lz + -+ a’n(_ln =0

Implicaa; =a, =a, =0
2.4 INDEPENDENCIA LINEAL DE UN CONJUNTO DE VECTORES

Silos vectores vy, v, ..., 1, son lincalmente dependientes (LD) o linealmente

independientes (LI) y los reunimos en el conjunto § = {vy, v,,..., v, }, entonces se

3 Adaptado de: Algebra Lineal Con Aplicaciones y Matlab (KOLMAN, 1999), Pag. 207
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dice que el conjunto § es linealmente dependiente (LD) o linealmente independiente
(LI).

2.5 RANGO DE UN CONJUNTO DE VECTORES

El rango de un conjunto de vectores es el nimero mdximo de vectores
linealmente independientes que contiene.
Sea § = {vy, v,,..., Uy} un conjunto de vectores. El rango de S es el namero de

vectores de la combinacién lineal nula que presentan coeficientes nulos

(KOLMAN, 1999).

Ejercicio 3. Sean A, B y C los vértices de un tridngulo, etiquetados en sentido anti
horario, M, y M, son puntos medios de los lados representados por los vectores AC
y BC respectivamente, P; y P, son puntos de triseccién del lado representado por
el vector AB. Exprese el vector PC como combinacién lineal de los vectores 4B y

AC, cuando

a) P es el primer punto que divide al segmento P;Q en cuatro partes iguales,

b) P es el primer punto que divide al segmento P, R en cinco partes iguales
Solucion 3.

a) Se desea expresar el vector PC = aAB + BAC donde a y f8 son los coeficientes

que se deben determinar.

En la figura:
BC =AC - AB
— 1__
AR=-£AC
_— 1
BQ=§BC
_— 1 __
AP, = S4B
— 1__
P,B =—AB

Para el punto P tal que PP = %E_Q_ se observa que:

PC =PP, + PA + AC

18



Ademés: P,Q = BQ — BP,; , BP, = §§74'
Entonces
— 1y 2__
PP =4(%2-377)
_ 1 __ 2__
PP = (37 -374)
_— 1 2
P1P=Z(§( C - 7B) +35 4B
— 1__ 1__ 2__
Plp = §AC —§AB +§AB
- 1_ 13_._
PiP = AC + 4B
Remplazando en
PC=PP +PA+AC
Se tiene
—_— 1— 13— ——
PC=—cAC — - AB + PAA +AC
— 1 13 1__
C——§ C—2—4AB—§AB+AC
Finalmente,
_— 7 7
C=——§AB+§AC

Ademas: P,R = AR — AP, ,

Entonces

-

i
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3
"o

2
-

= 1] = L] =

N

|~

——
=
|

N =

T

N =

uy
o

S
)
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)

+
W N W

3
=

S
2
+

IRTEN
x|
S

G| ™
=
o

2
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Remplazando en

Se tiene
— 1 2__ 1__ __ __
C=—E C—E B+§ B+ AC — AB
— — 12___
C=T6AC—EAB
Finalmente,
— 12— 9 __
C——EAB+E C

2.6 VECTORES BASE ESTANDAR? EN R, R® Y R™

En RZ, los vectores { = (1,0) v j = (0,1) juegan un rol especial. Cualquier
vector @ = (a4, a,) puede ser escrito en términos de { v j via adicion de vectores
y multiplicacion escalar:

(ay, a3} = (a, 0) + (0,a;) = a;(1,0) + a5(0,1) = a,i + a,f
Se puede escribir (a,,a,) 0 a;i + a,j para denotar el vector 2. Geométricamente,
los vectores base estandar i y j, significan que cualquier vector @ de R? puede
ser descompuesto apropiadamente en términos de sus componentes vectoriales
sobre el eje X y eje Y, como se muestra en la figura.

FIGURA 2.1 CUALQUIER VECTOR a EN R? PUEDE ESCRIBIRSE EN
TERMINOSDE i Y j

r .
> Lt

i X L X

Fuente. Elaboracion propia
En R3, los vectores { = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1) juegan un rol especial.

Cualquier vector @ = (a4, @z, a3) en R® puede ser escrito en términos de i, j y k
via adicion de vectores y multiplicacion escalar:

(aq,a5,a3) = (ay,0,0) + (0,a,,0) + (0,0,a;)

4 Traducido y adaptado de: Vector Calculus {COLLEY, 1998), pag. 10



= a,(0,1,0) + a,(0,1,0) + a:(0,0,1)
= ali + azj + agk
Se puede escribir (aq, a,, az) 0 a;i + a,j + azk para denotar el vector a.

FIGURA 2.2 CUALQUIER VECTOR @ EN R? PUEDE ESCRIBIRSE EN
TERMINOSDE i,j y k

ﬁ=a1i+a2j+a3k

-
7 »
rd

- azj Y

1
[}
1
L
t
1
T
I

i J Y
X A

Fuente, Elaboracicn propia

En R™, los vectores e; = (1,0,0, ...,0), e; = (0,1,0, ...,0). ..., e, =(1,0,0,...,1),
{lamados vectores base estandar o candnicos, juegan un rol especial. Cualquier
vector @ = (ay, a, ... a,) puede ser escrito en términos de ey, €y, ..., €, via adicion
de vectores y multiplicacién escalar:
(a;,as, ...,a,) = (a;,0,..,0) + (0,a3,...,.0) + - + (0,0, ..., a,,)

= a,(1,0,..,0) + a;{0,1, ...,0) + -- + a,(0,0, ...,1)

= a8, + aye, + -+ ayey,
Se puede escribir (aq,a,, ...a,) 0 aeq + aze, + -+ + ay€, para denotar el vector

a.

21



CAPITULO III. OPERACIONES 'Y ASPECTOS IMPORTANTES DE
VECTORES EN R"

31 PRODUCTO ESCALAR® O PRODUCTO INTERNO O PRODUCTO
PUNTO DE VECTORES

Definicion.  Dados los vectores d=(a,a..,a,) Yy b=
(by, by, ..., by) en R™. El producto escalar de @ y b, denotado @ - b , es el
numero real dado por:

a- B = a1b1 + azbz + -+ anbn
NOTA

Utilizando notacion de sumas, el producto escalar de @ y b es:

n
a- E = Zaibi
i=1

PROPIEDADES.
Sean @,b y € vectores en R™ y para todo escalar real r se cumple:
1 a-a>0,a*0;a-a=0&= 3a=o
2. 3-b=b-a
3. (ra)-b=r(a-b)=a-(rb)
4, a-(b+c)=3-b+a-c

3.2 NORMA DE UN VECTOR Y ANGULO ENTRE DOS VECTORES EN
Rl‘l
3.2.1 NORMA DE UN VECTOR

Definicion. La norma (longitud o magnitud) de un vector a =

(ay, ay, ..., ay) en R", denotada ||&|| es el namero real dado por:

lla@ll =V&-E=Ja§+a§+---+a%

5 Traducido y adaptado de: Vector Calculus (COLLEY, 1998), pag. 21
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O equivalentemente, ||@||? = a-a
PROPIEDADES.

Sean @ y b vectores en R™ y para todo escalar real r, se cumple:
1. |lal>0,a3=#0; [la]l=0 & a=5
2. i@l = Irllfal
3. ||5 + E" < |iall + ”B” desigualdad triangular
4. |a-b| < 113ll|b|| desigualdad de Cauchy Schwarz
La desigualdad triangular nos dice que: la suma de las longitudes de dos lados de

un tridngulo debe ser igual o mayor que la longitud del tercer lado.

lall

FIGURA 3.1
S DESIGUALDAD
@+ ]| < llall + [|B] TRIANGULAR

Fuente. Elaboracion propia

3.2.2 ANGULO ENTRE DOS VECTORES

Sean @ y b vectores no nulos en R™. De la desigualdad de Cauchy Schwarz

|@ - b| < li@ll]|b|} se tiene

|a-b|
<]
lzllf[z]
a-b <1
a2l ~
e Zb
~ lafia]| ~
Por lo tanto, existe un tnico angulo & € [0, 7] talque cos@ = IIﬁTI-III;EII'

angulo 6 esta formado por los vectores @y b.
Si @ o b es el vector cero, entonces 8 es indeterminado (puede ser cualquier angulo)
Teorema. Si@y b son dos vectores cualesquiera en R™, entonces
@-b = |all||p[|cosd
23



Demestracion.

Si @ o b es el vector cero, entonces la formula se verifica de inmediat=. En

este caso el angulo 8 es indeterminado. FIGURA 3.1. ANGULO
R b los. Er | FORMADO ENTRE“LOS
Sean & y b dos vectores ambos no nulos. Er la VECTORES @y b.

figura & = b — @, entonces podemos aplicar la
ley de los césenos al triangulo de lados &, b y &

para cbtener

gl = llli? + ||B]|° ~ 2Nall||B]|cos6 z

Fuente. Elaboracion propia

De donde resulta
2\1al ||B||cos® = Nall? + [|B]]" - liell?

Donde el vector ¢, usando las propiedades de producto escalar, tenemos que

lel?=¢-¢=(b—a)-(b—a)

=(b-a)-b—(b—a)-a

=b-b—a-b—b-a+a-a

=||p|\" - 2a- b+llall?
Luego

2l\ali}{B||cose = llal? + ||B||* — (||1'3||2 —2a- E+||a||2)
2|all||b||cos8 = 2a- b

Por lo que

a-b = ||all||b||cosd
Finalmente, para encontrar el angulo formado entre los vectores no nulos @ y b en

R™ se usa

8 = cos ! (_a—ll)
lall|B||
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3.2.3 VECTOR BISECTRIZ DEL ANGULO FORMADO POR DOS
VECTORES.

Sean @ y b vectores no nulos en R™. El vector bisectriz del angulo formado
por los vectores @ y b (medido, en sentido anti horario, desde el vector @ hasta el

vector b) es el vector ||B|ja + ||ailb

FIGURA 3.2 VECTOR BISECTRIZ
DEL ANGULO FORMADO POR
DOS VECTORES

Fuente. Elaboracion propia

Ejercicio 1. Demostrar que el vector bisectriz del angulo formado por los vectores
@y b no nulos (medido, en sentido anti horario, desde el vector @ hasta el vector b)

es el vector ||b]|a + liallb
Solucion 1. Sera demostrado por los lectores

Ejercicio 2. Dos cuerdas sujetas en diferentes puntos forman con el cielo raso
angulos de 50° y 30° respectivamente, estdn unidas a una tercera cuerda la cual
sostiene un peso de 100 1b. Halle los vectores que representan a las tensiones en las

tres cuerdas.

Solucion 2. Graficamos el sistema de las tres cuerdas del ejercicio y etiquetamos

los vectores que representan a las

tensiones en las tres cuerdas.
En la grafica se observa que:

T, = (|IT;|lcos30, || T || sen30)
_ V3 1
T, = (7”7'1”#2‘ ||T1||)
T, = (—||T5llcos50, || T, || sen50)
T, = (—0.64|IT;|1,0.76{| T3 1I)
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T; = (0,—100)
Luego, el sistema esta en equilibrio si
T, +T+T=0
Remplazando los vectores se tiene
(IIT; lcos30, || T; ||sen30) + (—|iT,|lcos50, i T, |lsen50) + (0, —100) = (0,0)
(0.86IT,ll, 0.5 111 + (—0.64/IT2]l, 0.76[I T2 1) + (0, —100) = (0,0)
De donde se obtiene

{ 0.86]|T; 1l - 0-6_4Il772II =0
0.5] Tl + 0.76|T5 || — 100 = 0

Despejando

— 0.64 _
I3l = 522 1731

Remplazando en la otra ecuacidn tenemos

05(0'64 ||'F||)+ 0.76[ Tl = 100 ~ [Tl = —2 _ gg5
~\0.86 " ¢ oz 7137

Luego

||f||—(064)835—6586
=086/ 7 T

Los vectores que representan a las tensiones son:
T; = (0.86(65.86),0.5(65.86)) ~ T; = (56.64,32.93)
T, = (—0.64||T3]1.0.76||T;||) = (—0.64(88.5),0.76(88.5)) = (—56.64,67.26)
T, = (—56.64,67.26) y T; = (0,—100)

3.3 PARALELISMO Y ORTOGONALIDAD DE VECTORES EN R"
Sean @ y b vectores en R™
3.3.1 PARALELISMO DE VECTORES

Definicion. Dos vectores son paralelos si uno de ellos es maltiplo real del

otro.
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Es decir, los vectores @ y b en R™ son paralelos, denotado @ // b, si existe un escalar
real rtalque a=rb Vb =ra

FIGURA 3.3 LOS VECTORES i y b SON PARALELOS

=rh b=ra

Observamos que ¢l vector cero es paralelo a todos los vectores, pues ¢ = 0a para
todo vector @ en R™

Definicién.  Sean @ y b vectores no nulos en R™, si @ es paralelo a b decimos que:
1. Tienen sentidos iguales si 3 = rb donder > 0 y

2. Tienen sentidos opuestos si @3 =rbdender < 0

FIGURA 3.2. LOS VECTORES @ Y b TIENEN SENTIDOS IGUALES
(OPUESTOS) SEr > 0 (r < 0)

3.3.2 ORTOGONALIDAD DE VECTORES EN R"
Definicién. Sean @ y b vectores no nulos en R™. Decimos que los vectores @
y b son mutuamente ortogonales, denotado @ L b, si el angulo que forman es g

De acuerdo con el teorema anterior, se dice que; los vectores @ y b son ortogonales
si su producto escalar es cero. Es decir,

Glb e a-b=0
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FIGURA 3.4 LOSVECTORESa Y b
" SON MUTUAMENTE
ORTOGONALES

b
e I
a

Observamos que ¢l vector cero es ortogonal a todos los vectores, pues 0-a@ =0

para todo vector @ en R™

3.4 VECTOR UNITARIO
Definicion. Un vector de norma igual a la unidad se llama vector unitario.
3.4.1 VERSOR DE UN VECTOR

El versor de un vector es un vector unitario con la misma direccion y sentido

del vector.

NOTAS.

o - a
1. Si @ es un vector no nulo en Rn, entonces su versor es ¢l vector I = ﬁ

2. Al proceso de obtener un versor asociado a un vector se lo llama

normalizacién del vector, razén por la cual es comun referirse a un vector

unitario como vector normalizado.

342 VECTOR BISECTRIZ DEL ANGULO FORMADO POR DOS
VECTORES.

Sean @ y b vectores no nulos en R™. El vector bisectriz del angulo formado

por los vectores @ y b (medido, en sentido anti horario, desde el vector @ hasta ¢l

vector b) es la adiciébn de los versores iz y #lz de los vectores @ y b
respectivamente.

Es decir, el vector bisectriz esta dado por el vector, ver FIGURA 3.5
— .- _.a b _lbla+lalb
Ua t U = T T e
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FIGURA 3.5 VECTOR BISECTRIZ
DEL ANGULO FORMADO POR LOS
VECTORESaYh

Ejercicio 3. Demostrar que el vector bisectriz del angulo formado por los vectores
ay b no nulos (medido, en sentido anti horario, desde el vector @ hasta el vector E)

es el vector adicidon de los versores iz y Uy de los vectores @ y b respectivamente.

Solucion 3. Sera demostrado por ¢l lector.

Lo e - _a -
Ejercicio 4. Verificar si el versor & = Tal de un vector es unitario.

Solucion 4. Se debe verificar que la norma de & es 1

Veamos;

_ Fij _ 1= 14— 1

]l ==l = l—=all = |=llla|]| =—=]lal]| =1, Pues — es un escalar
lzl [E:d] ”IIEII ” |II&III llall [ llall ’ lll

positivo.

Esta operacién es denominada la normalizacién del vector a.

a

a U=—r
||al} TETT

Y el vector unitario 7 con direccién opuesta al vector @ # & tiene la forma:
_ a
Vo —
llal
Ejercicio 5. Demostrar que; si los vectores @ y b son los lados de un
paralelogramo, @ + b y @ — b sus diagonales, entonces los vectores @ y b son

ortogonales si y solo si ||@ + b|| = ||@ — b||

Solucion 5. Demostracion
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Si los vectores @ y b son los lados de un

paralelogramo, @ + b y @ — b sus diagonales b fla + 5]
Se desea demostrar que: @-b =0 si y sélo si la - 5]
la+B]| = f]a - &
Veamos,

T _ T —_— J—} a
la+bl| = [|a—b]| = [la+5]|" =|a- b

Por lo tanto:

Ejercicio 6. Dado el vector @ = (a;,a;) en R? se construye el vector

al = (—az,a,) en R? talque @- @' = 0; selee: @t es el vector & ortogonal.

Solucion 6.

Dado el vector @ = (a;,a;) en R? se construye el vector @+ = (—a,, a,) en R?

talque @ - at = 0 Yi
Veamos
_ a
a-at=(a,a) (—ayay) 1 E a,
= a;(—az) + aza, ! >
X

= _a1a2 + a1a2 = 0'
Finalmente

a-at=0

Ejercicio 7. En un triangulo arbitrario, mostrar que €l vector determinado por los
puntos medios de dos lados s paralelo y tiene la mitad de la longitud del vector que

representa al tercer lado.

Solucion 7. En otras palabras, si M, es el punto medio del lado AB y M, es el punto
medio del lado AC, se desea demostrar que M; M, es paralelo al lado BC y tiene

la mitad de su longitud,
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De la figura se tiene: A

AM, = 3 4B , AM; = ;AC

M; M,
Ahora
1 1__
MM, = AM, — AM, = EAC _EAB B c
ol 1
—E(AC—AB) —EBC
De donde;
S
MM, =EB

Lo cual justifica que M; M, es paralelo a BC
53751 = |5 5] = 5 1%
2 2
Lo cual justifica que la longitud de M; M, es la mitad de la longitud de BC.

Ejercicio 8. Demostrar que; si la suma y la diferencia de las magnitudes de dos

vectores son iguales, entonces dichos vectores son ortogonales.

Solucion 8.
Sean @ y b dos vectores en R™, se desea demostrar que:
Silfiall + ||l_)|| = |lall — ||5|| entonces @ - b = 0.
Veamos, elevando al cuadrado ambos miembros de:
Nl + ||B]] = flali — 3]
Il +2iia B[] + 1B = llall> ~ z0al|] + 5
Simplificando se tiene
lallia]| = o
Por la desigualdad de Cauchy Schwarz [c—l b | < llall ”5 || se obtiene
|a-b|=0 e a-b=0

Porlotanto @ y b son ortogonales.

Ejercicio 9. Demostrar que el angulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto.
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Solucion 9.
En la figura, los vectores @ y b son “radios vectores”. E
Se desea demostrar que el vector @ — b es ortogonal '
al vector —a — b.
En otras palabras, se desea demostrar que
(@-5)-(-a—5)=0
Veamos;
(@-5)-(~a—b)=(-1)(@-5)-(a+h)
= (-D[(@-5)-a+(a~5) 5]
=(-Dfa-a-b-a+a-b—b-bl

= (=Dial* - llzaN?]
=0, llall = libll
Por lo tanto

(z—b)-(-a-b)=0
Pues @ y b son radios vectores que tienen la misma norma o longitud, llamado
radios del circulo.
Por lo tanto, ¢l angulo formado por los vectores @ — by —a@ — b es un angulo recto.

Ejercicio 10. Sean los vectores @ , b y ¢ en R™ talque ||@]| = 2, ||E|| =4, |ic|| =

2V3ya+b+¢=0.Hallar —————
ab+bc+a
Solucion 10.

Calculamos la norma en ambos miembros de @a+bh+ =6 y elevando al

cuadrado:
lz+5+¢||" = llap?
De donde se tiene,
(@+b+c)-(@a+b+¢)=0
Por las propiedades del producto escalar
a-(@+b+é)+b-(a+b+o)+c-(a+b+c)=0
a-a+a-b+a-c+b-a+b-b+b-c+é-a+c-b+c-c=0
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2@ b+a-c+5-¢)+lal?+ |5 + ez =0
Reemplazando los datos dados
2(@a-b+a-c+b-c)—4+16+12=0
- - 1
ﬁ-b+ﬁ-E+b-c‘=§(—32) =-16
Finalmente,
1 1
a-b+b-c+c-a 16

Ejercicio 11, Halle el punto simétrico de R(5,8) respecto del segmento que une los

puntos ¢(2,2) y §(6,6)

Solucion 11.

En la figura QR=0QT+TR , QT LTR ,RT//Ti ¥ w R(59)
IRT|| = ||TR| A

$(6,6)

=5 \ 4
- — 5
RS:R+2||TR|[u,u=—("g:S“) ,

QT = (49 // 11, 0= 5(1,-1)
QR = (3,6), QT = r(4,4), TR = kQS*
TR = kQS* = k(—4,4)

Q(2.2)

Luego
(3.6) =r(4,4) + k(—4,4)
Multiplicando escalarmente por el vector (4,4)
(36)-(44) =r(44) - (44) + k(—44) - (44)

- _) —_— —
36 = 32r r=

Entonces
9 9
T =64 =53]
TR = OR — OF = (3.6) (9 9)
=QR-QT =@, 2’2
33 __ 3
TR = (—E,E) - |ITRIl = '2-\/5
Finalmente
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R, = (58) + 2 (-2-\/5)

1
NG

Ejercicio 12. En la figura, expresar el vector MN como una combinacién lineal

(1!'—1) - RS(B,S)

(suma en términos) de los vectores MB y OQ si los tridngulos son rectangulos.

Solucion 12,
Se desea expresar
MN =rMB +5s0Q (%)
De la figura,
0Q = 12(—1,0) = (-12,0)
Del triangulo rectangulo QB y por
Pitagoras
(3 + 6+ |[OM]])? = 5% + 122
oM = 4

><“

Del triangnlo rectangulo MRN se tiene

IMN|| = 42 + 62 = 2V13

Sea el vector unitario & paralelo a los vectores MB y OB = (—12,5) de donde;

1

=l
I
EE

Ademas;

—_ 1
MB = |[MBllu=9 (-1—3 (—12,5))

e (1
RN = |RN||(-@*) = 4 (-ﬁ (5,12))

— 1 1
N=MR+RN=6 (ﬁ (—12,5)) +4 (TE’; (5,12)) = (—4,6)
Ahora la ecuacion (1) resulta,
(—4,6) = r=(~125) + s(~12,0) (*%)

Aplicando el producto escalar en ambos miembros de la ecuacion (**) por el vector
(0,12) resulta,
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(—4,6)-(0,12) = 1‘19—3(—12,5) +{0,12)
540 26
= FT - r= E
Aplicando el producto escalar en ambos miembros de la ecuacidn (**) por el vector
(=5, —12) resulta,
(—4,6)-(—5,-12) = s(-12,0) - (—5,—-12)

72

—52 =60s - s:—E
15
Finalmente, la ecuacion (*) se escribe de la forma
wN = 22w - Log
15 15

Ejercicio 13. En la figura si el tridngulo es rectangulo, halle e} vector a.

30 3

>V n

Solucion 13.

En el tridngulo rectangulo de la figura se desea hallar ¢l
vector:

@ = (ay, a3) = (llal|cosa, ||alisena),

@]l = 5y« + 15 = 53 de donde;

15° 3
cos{(ax+15) =3/5 , sen(a + 15) =4/5
Ademas; |
cos(a)cos(15) — sen(a)sen(15) = % *)
sen(a)cos(15) + cos(a)sen(15) = 2 (**)

5
Multiplicamos la ecuacion (*) por cos(15) y la ecuacion (**) por sen(15) se tiene;

cos(15)[cos(a)cos(15) — senia)sen(15)] = gcos(15)

sen(15)[sen(a)cos(15) + cosia)sen(15)] = i;sen(15)
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Operando y sumando las ecuaciones anteriores resulta

cos(a)[cos?(15) + sen?(15)] = gcos(IS) + gsen(15)

Ahora multiplicamos a la ecuacién (*) por —sen(15) y a la ecuacién (**) por

. cos(15)

—sen(15)[cos(a)cos(15) — sen(a)sen(15)] = %(—sen(lS))

4
cos(15)[sen{a)cos(15) + cos(a)sen(15)] = gcos(ls)
Operando y sumando las ecuaciones anteriores

sen(a)[cos2(15) + sen?(15)] = %(—sen(lS)) +§cos(15)

sen({a) = —

Finalmente, el vector estd dado por:

a=@Jz+J§+2Jl2—\/§,2\/2l+x/_—;]2—x/§)

Ejercicio 14, Sean P G +6v3,8 — 2\/1_’;), Q(6,14) y R vértices de un tridangulo
equilatero. Halle el vértice R y el drea de dicho tridngulo.

Solacion 14.
Sea desea hallar el vértice R y el drea de dicho tridangulo. En la figura, se desea

R =0+ 2a(-1)

|RQ - RP4|

N =

Appor) =

Del triangulo equilétero, se tiene:
— /5 5
50 = (—— 6v3,6 +—~\/§)
2 2
IPQIl = 13
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Sea M punto medio de RQ y por

> Qe 0(6,14)
propiedad de triangulo equildtero se a
tiene que:
IMQll = a.IIPM|| = a3, |[PQll= R

13
2a — a:?

Ademss P L M0 . P(E+6\/§,8—g\/§)

Sea el vector unitario # = (uy,u,)

2a

paralelo al vector MQ. Entonces

M=Q—ail=(614) — = (u,up)

M=P+aJ3ut= G-!— 6v3,8 —-;ﬁ) + :-L;-\@(—uz,ul)
Igualando ambas expresiones

(6,14) —12—3(u1,u2) = (% +6v3,8 —g\@) + -1-2§J§(~u2,u1)

13 13 7 13 5 _ 13
(6 - w14 —-Z—-uz) = (E+ 6V3 +—3(-u),8 — 23 + T\Eui)

Igualando componentes se tiene el sistema

13 13 7
- +7\/§u2 =§+6\/§—6

2
13 13 5
'—_2 V3u1——2 u2=8—-2-\l3—14

Resolviendo el sistema

5
Uy = — 1
13 e
12 7 B=713 (5,12)
Uy, = 1_3
Remplazando en
R=Q+ 2a(-ii)

R = (6,14) — 2 (?) %(5,12) =(12) > R(L2)

RO =(512), RP= (§+6\/§,6—g\/§)

Finalmente, el 4rea del tridngulo PQR es,
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L o510
Appor) = ElRQ - RP~|

1 5 5

169
Aseory = —~ V3

Ejercicio 15, Sean A(3,2) y €(10,6) vértices opuestos de un paralelogramo ABCD,
sabiendo que ||BD|| = V5 y |IBD|l ~ [[(=2,)|ll = ||BD + (2, —4)||. Hallar los
vértices By D.

Solucion 15.
C(10,6)

Remplazando H]ﬁ":\/g en

HBDI = I(=2DIl =1IBD + (2,-®l  43,2)

Se obtiene;

V5 — (=24} = 1BD + 2, -4l
|v5 —2v5| = [IBD + (2, —4)||
|=V5| = IIBD + (2, -9l
Elevando al cuadrado, se tiene
5= IBDI* + 2BD - (24) + |2, —4)|1?
5=5+2BD-(2,-4) + 20
BD-(1,-2)=-5
Si BD=(x, y)entonces:
(xy)-(1L,-2)=-5 » x=-2y=-5 (%)
Pero de
IBDI =v5 - x*+y*=5 (%)
De (*) y (**) se obtiene: x = —1 ,y =2 — BD =(-1,2)

Sea M punto medio de las diagonales, entonces M = (1?3, 4)

Como ||BD| = 2|[BMll = V5 sc tienc [[BH|| = 2V5

De la figura: B = M + ||[BM|[(-@), @ = % -

1 o
= (—1,2) vector unitario
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B= (?,4) + G\/E) (—%(5—1,2)) - B(7.3)

Como M=-(B+D) - D=2M-B
Entonces D = (13,8) — (7,3) - D(6,5)

Ejercicio 16. Seael vector @ = (2,1) talesque@ = ¢ +d y ¢ L d.Hallar ||¢ — d|

Solucion 16.
Elevando al cuadrado ||¢ — d]
le-dl|?=(e-a)-(c-d) = lel® +|d||* - 2¢-4
Como ¢1ld & ¢-d=0
Se tiene
le—dll =t +|d*
Por otro lado, sacando norma en ambos miembros de @ = €+ d y elevando al
cuadrado
la2 = |e+d||* = (+d)-(e+d) = el +||d||* +¢-d
Halz = ez + | d)* ¢
De (*) y (**) se tiene
le -]l = lall
Como @ = (2,1) se tiene ||@|| = V5

Por lo tanto

lle—dll =+s

Ejercicio 17. Dado el triangulo ABC, M(5,6) es punto medio de AC, P(8,2) es
punto medio de AB y ((12,4) es punto medio de BC. Expresar la mediana que

parte de A, como combinacién lineal de las otras dos medianas.

Solucion 17.
Se desea expresar

Q=vBM+sCP; r,sER
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De la figura se tiene:

A+B=2P (1)
B+C=20 (2)
A+C=2M (3)

De (2) y (3) se tiene

A-B=2M-2Q0 &)

De (1) y (4) se tiene
2A=2P+2M - 2¢

A=P+M-(Q
A=(82)+(56)—-(12,4)
AL
También
B=2P—-A
B=2082)—(14)
B(15,0)
También
C=2M-A4A
C=2(5,6)—-(1,4)
€(9,8)
Luego

AQ = (11,0), BM = (-10,6), CP = (—1,—6)
Expresando la combinacién lineal
(11,0) = r(-10,6) + s(-1,—-6); r,s €R
{—101‘ —s=11
6r—65s=20
Finalmente se tiene

0 =(-1)BM + (-1)CP
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EJERCICIOS PROPUESTOS.

Ejercicio 1. Determinar el vector de posicion de un punto de la curva (cicloide)
descrita por un punto de la circunferencia de un circulo que rueda a lo largo de una
linea recta.

Ejercicio 2. Determinar e! vector de posicién de un punto de la curva (involuta)
descrita por un punto de una cinta desenrollada de un dispensador circular, de
manera que si la cinta desenrollada se mantiene tensa es tangente al rollo del
dispensador.

Ejercicio 3. Determinar el vector de posicién de un punto de la curva (curtate
cycloid) descrita por un punto, que dista del centro de la circunferencia una
distancia menor que su radio de un circulo que rueda a lo largo de una linea recta.

Ejercicio 4. Determinar el vector de posicion de un punto de la curva (aprolate
cycloid) descrita por un punto, que dista del centro de la circunferencia una
distancia mayor que su radio de un circulo que rueda a lo largo de una linea recta.

Ejercicio 5. Demuestre que el vector ||@||b + ||b|l@ es paralelo a la bisectriz del

angulo que forman @ y b. Hallar un vector unitario en la direccién de dicha bisectriz.

Ejercicio 6. Sean A, B y C vértices de un triangulo, el punto M (“ %, 1) €s punto
medio de AC, el punto N (—%, —2) es punto medio de BC y P (2,%) punto medio
de AE. Expresar analiticamente, el lado BC como combinacion lineal de los otros
lados.

Ejercicio 7. Sean A, B y C vértices de un tridngulo, M (5,6) es punto medio de AC,
P(8,2) es punto medio de AB y @(12,4) es punto medio de BC. Expresar la
mediana que parte de A, como combinacion lineal de las otras dos medianas.
Ejercicio 8. Sea ABC un triangulo. Si M(1,9) y N(6,2) son los puntos medios de
los lados AB v BC respectivamente. Hallar los vértices del triangulo.

Ejercicio 9. Se tiene un trapecio escaleno ABCD cuya base mayor AD tiene el
doble de longitud de la base menor BC Se trazan las diagonales AC y DB las que

se cortan en H y si BH + CH = m(BC + CD) + n(CB + m)Calcular%
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Ejercicio 10. Sca ABCD un rectangulo, una de cuyas diagonales tiene por extremo
a los puntos A(3,4) y €(9,16). Si los lados de mayor longitud son paralelos al
vector (1,1), determinar los vértices By D.

Ejercicio 11. Los vectores TP y OP estan en el primer cuadrante, de manera que
OT forma con el eje ¥ un angulo de 45° y OP forma con el eje X un dngulo de 30°.
SiTP // OX, |OP| = 8y OT = mOP + nOP* calcular m y n.

Ejercicio 12. Dos vectores @ y b, forman entre si un angulo de 45°y ||a|| = 3. Halle
el médulo del vector b para que la suma de los vectores @ y b forme un angulo de
30° con el vector a.

Ejercicio 13. En el trapecio ABCD, A(0,1), B(3,5), €(8,7), AD = 2BC y Mes
punto medio de CD. Hallar P, Q y R si AM = 4PQ

Ejercicio 14. Un bote es arrastrado al sur por una corriente a razon de 15 km por
hora respecto a aguas tranquilas. Allf también es arrastrado por una corriente de
5v2 km por hora al sur este. ;Cuél es la velocidad total del bote? Si el bote
inicialmente estaba en el origen de coordenadas y ahora estd en la posicion
(20, —80), cuanto tiempo ha transcurrido?

Ejercicio 15. Demostrar la desigualdad de Cauchy Schwarz y la desigualdad
Triangular.

Ejercicio 16. Si & es un vector unitario de R?. Demuestre que se cumple la

siguiente relacion:

lx + yatll = V2% + y* = |lxi — yat||
Ejercicio 17. Sean @ y b dos vectores de R3 con b # 0. De los puntos origen y
extremo del vector & se proyecta una luz en forma perpendicular al vector b. Hallar

el vector proyeccion ortogonal de @ sobre b.
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3.5 PROYECCION ORTOGONAL Y COMPONENTE DE UN VECTOR
EN R"

3.51 PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE OTRO
VECTOR.

R™. Se define la proyeccién ortogonal de @ sobre b, ORTOGONAL DEL
VECTOR a SOBRE EL
denotada por Proysa, como el vector dado por VECTOR b

Proyzd (&-5)5
pd = 2
5]

El vector Proy;a es paralelo al vector b

Se observa que:
Proyza

_ Fuente. Elaboracion propia
El vector & — Proypa es ortogonal al vector b

Elvector @ = Proyza + (@ — Proyza@) (STEWART, REDLIN, & WATSON, 2007)

3.52 COMPONENTE ORTOGONAL DE UN VECTOR EN LA
DIRECCION DE OTRO VECTOR.

Definicion. La componente de @ en la direccion de b # &, denotada

Comppa, es el nimero dado por
Comppld = 7=

La relacion entre la proyeccion y la componente esta dada por:

_ fa-b\ b b
Proyza = | —= —:(Compga)—E—

1211/ 2] 21

PROPIEDADES.

Sean @, b # 0 y ¢ vectores de R™
1. Proyz(d+ ) = Proyza + Proyse
Proyg(r@) = rProyga;r € R
Sib // €, entonces Proy;@ = Proy:a

Compg(@ + ¢} = Compga + CompgC

el
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Compp(ra) = rCompza;r € R
Sib // €, entonces Compya = Comp:a

Sea 6 el angulo trazado desde @ hasta b

S R A

Si Compga > 0 entonces & es agudo y Proyga tiene el mismo sentido que

b

9. SiCompja < 0 entonces § es obtuso y Proyya tiene el sentido opuesto a b
=0

10. SiCompza entonces @ y b son ortogonales y Proy;a = o

Ejercicio 18. Sean A, B y C vértices de un tridngulo. Demostrar que las alturas de

dicho triangulo se intersecan en un punto P.

Selucion 18. Demostracion.
Sea el tridngulo ABC
Donde: AC = AB + BC

Se¢ desea demostrar que; partiendo de cada vértice y

desplazandose por la altura respectiva se llegue al
punto P.

Partimos del vértice C

P =C +r(—Proy5.AC)

= C +1(—Proy:.(AB + BO))

_ _ GBAFOAPY o1
= C+r (-5 ) 4B
- BCAR\ 7.
=C+r(- WLMZ)

= C + r(—Proy51BC)

=p

Partimos dei vértice B

P = B + s(—Proy_zz.AB)
=B+ S(PT'O}’_R.L(ZE - ﬁ))

_ _(T-FO AT gy
=B+ (-5 ) ~AC

_ T
=8+ (=) ~AC
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_ _TB-ACY\ 771
=B +s( WEWJ AC

= B + s(—Proy_zz.CB)
=P

Partimos del vértice A

P = A+ t(—Proyz;.BA)

=A+ t(—Proyﬁi (BC + m))
("BT+C7)-EEL) BCL

=A+t (_ IBCLI2

— _CABC N\ 57
=4+ t( Wluz)
= A+ t(—Proygz:CA)

=P

Ejercicio 19. Sean A(3,1) y B(6,4) vértices de un rectangulo de 36u? de 4rea.

Halle los otros dos vértices (dos soluciones).

Solucion 19.

En la figura se desea hallar
C =B +||BC||ut Y A
D = A+ ||AD|l@t

De los datos se tiene: AB = (3,3), lIABll =3vV2 y D

el vector unitario

a5 1 ]
U= —= 33)=—(1,1
= e P =g

- AB 1 1

=== 3,3 =—1,]

R ETEO R

Del 4rea del rectangulo se tiene: |[AB|||BC|| = 36
Hallamos los vértices:

C=B+|BCla", |BCll=6V2

1
— /__ pa—
c m@+mzﬁ(Ln

€(0,10)

45



La grafica esté trazada a priori de los célculos. Ahora hallamos el vértice

D = A+ |AD||@*, ||AD}| = IIBCI|

1
D=31+6V2—=(-11
(3,1) \/E( )
D(=3,7)
La otra opcién al resolver el problema es hallar los vértices ' y D'
C'=B+|BC|(-uY), ||BC|| =6v2
1
C'=(64) +6V2—(1,-1
(6,4) \/E( )
C'(12,-2)
D’ = A+ IAD7I(=aY), |AD| = ||BC|
1
D'=@31)+6v2—=(1,-1
(3,1) ﬁ( )
D'(9,-5)

Ejercicio 20. Sean P, P, y P; vértices de un triangulo. Determinar una expresion

{en forma vectorial) para calcular el drea de dicho triangulo.

Solucion 20.
Se desea determinar una expresion en forma
vectorial para calcular el drea del tridngulo de
vértices Py, P, v Py

Sean@ = P,P;,b = PP,

El area del tridngulo esta dada por:

A, = %(base) (altura)
Donde:
base = ||b|
altura = ||Proyg.al|

Luego se tiene que:

a-bt

1, Lig B
0= g BlIProysal = 5 Bl | ==z 5

)
1B
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bl bJ'

bl ‘
1,_.]d@-bt
= = b _—
> 18]l T
|a- b
|| | =
T
Finalmente
A 1 a-bt
A E I

Expresion que sirve para calcular el drea de un triangulo.

2
Ejercicio 21. Sean A(—3,1), B(5,8) y C los vértices de un tridngulo de ST e
area, cuya abscisa de su baricentro es % Determinar las coordenadas del vértice C.
Solucion 21.

En la figura se desea determinar el vértice y C(x3, y3)

Se conoce que las coordenadas del baricentro G de un

C(x3r st)

triangulo de vértices A(xy, ¥1), B(x2,v2) ¥ C(x3,¥3)

esta dado por:

AB+ B(5,8)

A(-3,1)
_ (x1 tx; X3 Yty +J’3)
G = ,
3 3
Donde la a abscisa del baricentro es

3 ~3
Despejando se tiene:

X3 =—1, C(—1,y;3)
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Ademas, se conoce que el area del
triangulo es:

AA= IC' BJ'l:S

B

Doénde:
AC=C—-A=(2,y; - 1)
AB=B—-A=(87)
Luego remplazando en la expresidn anterior se obtiene:
1(2,y3 —1) - (~7.8)| =10
|-14 + 8y, — 8| =10
—22+4+8y; =10 - y; =4

3
—22+8y; =-10 - y; =3
Entonces
AC = (23 C=A+(23)~ C(—1,4)
(O también

iC=(23) v Cc=A+(235)~ c(-13)

2

Ejercicio 22. En el cuadrilitero convexo6 ABCD: ProyzzAD = (2,2),
Proyzp(ProyzAD) = %(3, ~1) v BC = (=5,7). Si el area del cuadrilatero es

28uly M (}21, - %) es punto medio de AB. Hallar los vértices o puntos A, B, C y
D.

Solucion 22,

Sea ¢l cuadrildtero ABCD

De ProyzcAD = (2,2) se tiene que

AT // (2.2) ~» AC = r(2.2)

6 C es convexo si para cada par de puntos de C, el segmento que los une esta totalmente incluido
en C; es decir, un conjunto es convexo si se puede ir de cualquier punto a cualquier otro en linea
recta, sin salir del mismo (APOSTOL, 1995).

48



De Proyas(ProyzzAD) = %(3, —1) se tiene que

AB // 3,—1) ~ 4B = s(3,-1) 5

De la figura:
AB+BC =AC

s(3,-1) + (=5,7) =r(2,2) A
Multiplicando, producto escalar,
primero por el vector (—2,2) y
luego por el vector (1,3) en ambos
miembros se tiene:
s(—6—2)+ (10 +14) =0 ~ s =3 - AB = (9,—3),][4B|| = 3v10
(=5+21) =r(2+6) wr=2- AC = (44), |[AC|| = +2
Ademas, se conoce que:

Acapcpy = Ancancy + Aacacs)

1 __ 1
A(ABCD):ElAD'ACJ-"I'El C‘ BJ'|:28

21D - AT + 3 [4C - AB*| = 28

|AD - AC*| +|AC - AB*| = 56
Donde

AC -AB' =(24)-(39) =48
Entonces

|[AD - ACt| =8

Sea AD = (a,b)
Entonces

|AD - AC*| = |(a,b) - (—4,4)| =8

_ _ —-a+b=2 ,
|—4a + 4b] = 8 ~» {_a+b=_2( )
Ahora de:
—_ (ab) (44
Proy;-AD = (‘1)3—2()(4,4) = (2.2)
Se tiene: ”%‘9(2,2) =(22) ~a+h=4 (%)
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De (*) y (**) se tiene: b=3,a=1 o también b =1,a = 3 (se descarta, ¢l
cuadrilatero es convexo)
Entonces
AD = (13), ||4Dll =10
Hallamos los vértices:

A=M+ |[AM|(-1)

. 1.__ 3 — AB 1
AM| = =||4B]| = =vV10 = |MB], T=-—=—(3,-1
{|AM]| 2|| I 5 IMB]| A5 ~f1_0( )
17 1y 3 1
A= (3—,_-2—) ~5VI0-=G.-1) ~ A1)
B =M+ ||MB|u
17 1y 3 1
B = (7’_-2-)+§V10ﬁ(3'_1) ~ B(13,-2)
C=A+|AC|v
_ AC 1
IACI 2v2
1
C=(41)+4v2—=(22) ~ C(85
(4,1) ﬁ( ) (8,5)
D =A+|4D|| D
| 4D||

D=#1)+(13) ~ D(54)

Ejercicio 23. Sean A(1, —2), B(5,—6), C(6,2) y D(3,6) vértices del cuadrilatero

ABCD. Hallar ¢l 4rea del cuadrilatero MCDN, si M € AC, N € AD y BN = %W
Solucion 23.
En la figura se tiene: D
Ligi4x—5y—14=0 N
Sea M{(m,, m,) € AC entonces ¢
 (m, 21 18) g
5
Lipidx—y—6=0 B

Sea N(ny, n,) € AD entonces N(n,, 4n, — 6)
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De BN = %W se tiene: N — 3M = —2B

De donde
{n1—3m1+10=0
Sn, —3m;—12=0
. . 11 31
Al resolver el sistema se tiene: == ym =
Entonces
11 31
N(F16) y M (5.4)
‘Luego

MW = (3,12), WD = (-2.2), WD* = (~2.-2), e = (3 -2), T -

)

2,

o |t

En consecuencia,
44

—_ 2
Aymcon = ? u

Ejercicio 24. Los vértices de un rectingulo ABCD son A(—2, —6), B{—6,—-2),
C(26)yD.EECD,FeAD,G € BC,FG //(1,-3),FG + FE = (4,14). Halle:

a) El vértice D
b) Los puntos E, Fy G
Solucion 24.
a) Del rectangulo ABCD se tiene:
AB =(-44)=DC
D=C—(~44) ~ D(6,2)
b) De la figura se tiene:
FG=r(1,-3),reR
Remplazando en ProyzFG = AB
51



Se tiene:
(r,=3r)(-44)
1(—4.4)||?

(—44) = (—44)

—4r —12r
32
—16r=32 ~» r=-2

(— 414) = (_414)

Entonces

FG = (~2,6)
Se conoce
FG + FE = (4,14)
(—2,6) + FE = (4,14) ~» FE = (6,8)
Ahora hallamos los puntos E, F y

G
Sea F(fy, f>) y por ser un rectangulo FD - DC = 0
De donde
6-fu2—f) (-4 =0 ~ fi—f, =4

Entonces

F(f +4.f)
Sea E(e,, e;) y por ser un rectangulo DE + AD = 0
De donde

(e, —6,e,—2)-(88)=0 ~» e, +e,=8

Entonces

E(8—e; e;)
Pero

FE=(8—e;—fr—4e;— f) = (68)

Luego

F(-1,-5), E(5,3)
Yde FG = (—2,6) ~» G(—3,1)
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Ejercicio 25. Trabajo es la cantidad total de esfuerzo requerido
para llevar a cabo una tarea (STEWART, REDLIN, & WATSON, R

2007). En la figura, una fuerza constante actia F

]

sobre un objeto a medida que este se desplaza. El 0

[
»

CompgpF B Q

trabajo realizado por la fuerza es el producto de
la longitud del desplazamiento por la componente de la

fuerza en la direccion del desplazamiento.

Mostrar que el trabajo W realizado por una fuerza F en movimiento a lo largo
de un vector D es determinado por:
W=F-D
Solucion 25,

De la figura se tiene:

FD _ |IFlliblicose

D =PQ, F=PR yCompsF == ==,

= ||F)lcosé

De donde | D|| es la longitud del desplazamiento.
Recordamos también en Fisica. Si una fuerza constante de magnitud F mueve un
objeto por una distancia d de a lo largo de una recta, entonces el trabajo hecho es:

W = (magnitud F}( distancia d)

Donde:
magnitud F a lo largo de una recta = ||F||cos8

distancia d = ||D||

Luego
W = ||Flicos8 ||IDI| = IIDII[|Fllcosé

Recordamos

F-D = |IDIl\|Flcosé
Finalmente,

W=F-D
También; por la definicion:
El trabajo realizado por la fuerza es el producto de la longitud del desplazamiento
por la componente de la fuerza en la direccion del desplazamiento.

Se obtiene:
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W = ||DfiCompsF

W = Dl el
D1

W=F-D

Ejercicio 26. Una persona jala un carro horizontalmente ejerciendo una fuerza de
20 Ib en la manija. Si la manija forma un 4ngulo de 60° con la horizontal. Encuentre

el trabajo hecho al mover ¢l carro 100 pies.

Solucion 26.

De la figura
B L C oy 12
D =PQ = (100,0) A
- — .. 19,
IDIl = IPQIl = 100 8-
El vector fuerza g :
F = (fiF|fcosb, ||Fl|send), || F|l 3 1A A
= 20 oo L,
- T T 2-11 42345678 9101112
F= (20 cosz, 20 seng), . P(0,0); . 0(100,0)
F = (10,10v3)

El trabajo hecho este dado por:
W =F-D = (10,10v3)- (100,0)
Finalmente,
W = 1000 pies — Ib

Ejercicio 27. Un objeto de 2 kg se desliza sobre una rampa que tiene un dngulo de
30° con respecto a la horizontal. Si despreciamos la friccion y sdlo actda la fuerza
gravitacional sobre el objeto, hallar la componente de la fuerza gravitacional en la

direccion del movimiento del objeto.

Solucion 27.

Representando graficamente el ejercicio, se desea hallar: CompzF
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SRR -~}

De la figura se tiene:

. . 3
al/ (—Ilﬁllcos(SO ), —|l@llsen(30 )) = (_£ _l)

F =(0,—-mg),g = 9.8 m/seg?

Entonces
F = (0,-2(9.8)) = (0,—19.6)
V3 1
C F_F_'a_(oj 19.6) ( 2: 2 _9.8k ,
ompgF = T ‘(_\ﬁ 1)” =3 g m/seg
777

CompzF = 9.8N

Ejercicio 28. Un automavil estd sobre una entrada que esta inclinada 25 respecto
a la horizontal. Si el automovil pesa 2755 [b, encuentre la fuerza requerida para

evitar que ruede hacia atras.

Solucion 28.

27551b

De la figura se tiene:
F =(0,—2755), ||F|| = 2755
A L F=Fh

Donde

F-F = IFlllIFillcos(75)
Luego
HELl = [IFllcos(75)
IE ] = 2755 cos(75)
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Finalmente
]|F1|| =11641b

NOTAS

1. |IF|l = Compg,F; es la fuerza que impide para que el
automovil ruede hacia atrés.

2, |IE|l = CompgF; es la fucrza que el .-

automovil ejerce contra la superficie.

Ejercicio 29. Un automovil esta sobre una entrada que esta inclinada 10° respecto
a la horizontal. Se requiere una fuerza de 490 Ib para evitar que el automovil ruede

hacia atras.

a) Determine el peso del automovil

b) Calcule la fuerza que ejerce el automovil contra la entrada

Ejercicio 30. Cierto automévil es conducido 500 pies sobre una carretera que esta
inclinada 12° respecto de la horizontal. El automévil pesa 2500 1b. Asi, la gravedad
actia hacia abajo sobre ¢l automévil con una fuerza F = —2500j. Encuentre el
trabajo que realiza el automovil para vencer la gravedad.

Ejercicio 31. Un paquete que pesa 200 [b se coloca sobre un plano inclinado. Si
una fuerza de 80 Ib es suficiente para evitar que se deslice el paquete, determine el
4ngulo de inclinacion del plano (ignore los efectos de la friccion).

Ejercicio 32. Una cortadora de césped es empujada una distancia de 200 pies alo
largo de una trayectoria horizontal por una fuerza de 50 lb, L.a manija de la
podadora se mantiene a un éngulo de 30° desde la horizontal. Encuentre el trabajo
hecho.

Ejercicio 33. Cuanto trabajo se realiza al empujar un cajén cargado con 500 ib de
bananas 40 pies sobre una rampa inclinado 30° con respecto a la horizontal.
Ejercicio 34, Para a € Z, sean A{la—1l,a+ 1), Bla+3,a—6), €(10,8) y D
vértices de un cuadrilatero. Ademds ProymAD = (2,—1), ProyzzND = (3,1),
y el area del tridngulo NBM es de 25/4 u?. Hallar los puntos A, B, M, N y D si

M y N son puntos medios de BC y BA respectivamente.
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Ejercicio 35. Tres vértices consecutivos de un rectangulo ABCD son A(—4a, 2a),
B(a,—a) y C(5,3). Si a > 0,P € 4B, Q €TD, R AD, |RD| =v34, PQ-

(-67)=0yZ(PQ+PR) = (1%) .

a) Calcular los vértices A, B, C, D y los puntos P, Q y R.
b) Calculara el 4rea del cuadrilatero PARO.

Ejercicio 36, Sea ABCDE un pentagono irregular (los vértices ubicados en sentido
horario). Si A(1,1), B(2,6), C(c,6), ¢ >2, E(7,y), ProyzEBC = (9,—6),

Z(ABC)= /(BCD) , \|AB|=N(T[E. Hallar:

a) El area del triangulo ABE.
b) El area del tridgngulo BCD
Ejercicio 37. Para a<10, sean A(a—lLa+2), B(a+2,a-3), C(8,5) y D vértices de
un cuadrilatero. El drea del tridngulo AMD y AMC son iguales a 7.5 u?, Si BD es

vector bisectriz del dngulo correspondiente al vértice By AM es una mediana del

“triangulo ABC, hallar los puntos A, B, M y D.
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CAPITULO IV. LA RECTA EN R?
4.1 LA RECTA.

La recta L es el conjunto de puntos de R? definido por:
L={PeR?/P=P,+ta;t€R)
Dénde FIGURA 4.1 LA RECTA L EN R?
P, ; es un punto de paso de larecta L Yol
a ; es un vector direccional de larecta L

De la definicidn de la recta L se tiene 4t

Pel &P=pP+ta, tER /
Y la expresion

L:P=Py+ta,tcR

T2 2 4 6 X8

Fuente: Elaboracion propia
Es llamada ecuacidn vectorial de la recta L.

4.1.1 DIVERSAS ECUACIONES DE LA RECTA

Sean P(x,y), Py(xq,v9) ¥ @ = (ay,a,) entonces la recta L resulta
L:(x,y) = (x0,¥0) + t(anaz), t €R
De donde
xX=2xp+ta
L { = %o +ta, ‘
Y=Y tiay
Expresion llamada ecuacién paramétrica de la recta L.

tER

Despejando el pardmetro £ e igualando se obtiene

L_x—xozy—YO
L a a,

Expresion llamada ecuacion simétrica de la recta L.
Larecta L: P = Py + t@d, t € R y un vector no nulo # son ortogonales si y sélo si

los vectores @ y 71 son ortogonales.
4.1.1.1 VECTOR NORMAL DE UNA RECTA

A cualquier vector no nulo 71 ortogonal a la recta L se le denomina vector normal a
L y puede ser elegido como el vector i = @* o cualquier multiplo de a*.
Un punto P pertenece a la recta L con punto de paso Py y vector normal 71, si y s6lo

si el vector PyP es ortogonal al vector 7.
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Es decir FIGURA 4.2 VECTOR NORMAL T A LA
PEL & PP -fi=0 RECTAL
Luego la expresion

L: PgP-A=0

Es llamada ecuacion normal de Ia recta
L Fuente: Elaboracicn propia
Sean 1 = (a, b), Py(xo, Vo) ¥ P(x,¥) y remplazando en la ecuacién normat de la
recta L se obtiene

L: (x—xpy—yo) (ab)=0

L:ax+by+ (—axy—byy) =0

4

Finalmente, la expresion
L:ax+by+c=0

Es llamada ecuacién general de la recta L con vector normal i1 = (a, b)
4.1.2 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Sealarecta L: P = Py + t&@,t € R y Q un punto en R?. Para hallar la distancia
del punto Q a larecta L, denotada d(@Q, L), se sigue:

En la figura se tiene que: FIGURA 4.3 DISTANCIA DEL PUNTO @ A LA
— RECTA L
d(Q,L}) = IProyz: P,Qll
PyQ - at at
dQ,L) = ||——77—
llat]l llatl
H:_Q'ffﬂ at
d(Q,L) = |—= -
@5 =1=jzmy [l o
Fuente: Elaboracion propia
a1 = |24
' [z ||
e
Pues; ”Ilﬁlll =1

Ademas, la ecuacion normal de la recta estd dada por
L:PP -t =
Si Py(xq, ¥5), en particular @ = (a, b) y P(x,y), entonces se¢ tiene la ecuacion

general de larecta
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Liax + by + (—axy — byy) =0
Sea: —axy — by, =¢
Liax+by+c=0

Si Q(xg, ¥ ). entonces

a.1) = %_—I“l"_
resulta
QL) = I(x‘? _ "0’"3?; ; )J;F) (a, b)I
d(Q,L) = |ax@ + byj%o — bYo)
d(Q L) = |axf/%+ Ci

413 PUNTO SIMETRICO CON RESPECTO A UNA RECTA”,

Sea larecta L: P = Py + td,t € R y Q un punto en R?. Para hallar el punto

simétrico de @, denotado Qs, con  prGyuRa 4.4 FUNTO SIMETRICO DE Q
CON RESFECTO A LA RECTA L

TO.
U
1Y
N
\
A
A

respecto a la recta L se sigue:
Qs =Q +2d(Q,L)u
Donde

Fuente: Elaboracion pr%fvia
Ejercicio 1. Halle ¢l punto simétrico de @Q(5,8) ccn respecto a la recta
L:P= (32)+t(21);t €R.

Solucion 1. Se desea hallar el punto simétrico @4 del punto Q(5,8) con respecto a
larecta L

Esto es

" Un punto es simétrico de otro respecto de una recta, si dicha recta ez mediatriz del segmento que
forman dichos puntos (LEHMAN, 1993).
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Qs =Q+2d(Q,L)u
Donde
aJ_

i=—-—

fla*|l

El vector @ = (2,1) es el vector
direccional de la recta L.
Por lo que; at = (—1,2)

-1,2 1
w1

I(=1,2)]l V5 ,

Hallamos la distancia d(Q, L)

d(Q,L) = ||Proyz P,Q|| -
Donde P,Q = (2,6)

U=

2
i
I

_ (2!6) i (_LZ) _ E _ _
d(0,1) = |--—------m----“(_1'2)"2 (—1,2)” - || =( 1,2)” =20
Luego
1
Qs = (5,8) + 2v20 E(1, ~2)
Finalmente,

El punto simétrico de @¢(5,8) con respecto a larecta L: P = (3,2) + t(2,1);t €R
es 05(9,0)
4.1.4 FIGURAS SIMETRICAS CON RESPECTO A UNA RECTA.

Las figuras deben ser aquellas que se forman con segmentos de recta, es decir
que sc¢ puedan triangular, de modo que se identifique los vértices de cada triangulo.
De estos vértices, siguiendo el procedimiento anterior, se determinan los vértices
simétricos, los cuales uniéndose con segmentos de recta se obtiene la figura

simétrica de la figura dada con respecto a la recta dada.
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4.2 POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

4.2.1 RECTAS PARALELAS
FIGURA 4.5 LAS RECTAS L, Y L; SON
PARALELAS

Lasrectas L;: P =Py +ta;t€Ry
L,:P = Qy+1b;r €R son paralelas si
sus vectores direccionales son paralelos.

Es decir

Li//L, & a//b

Fuente: Elaboracion propia

4.2.2 RECTAS ORTOGONALES FIGURA 4.6 LAS RECTAS L, Y L, SON
ORTOGONALES

Las rectas Li:P=Py+ta;t€ER y
L,:P = Qu + b ;T € R son ortogonales si

sus vectores direccionales son ortogonales.

Es decir

Liyll, & al b Fuente: Elaboracion pzropz'a

4.2.3 ANGULO ENTRE DOS RECTAS

El angulo que forman 1as 1\ ;pa 4.7 ANGULO ENTRE LAS RECTAS L,
rectas Li:P=Py+ta;teER y YL,

L,:P=Q,+7rb;r €R,
" denotado £(Lq,L,)8, es igual al
angulo determinado por sus

vectores direccionales. Es decir

ﬁ-(Li, Lz) = ZS.(E, E)

Fuente: Elaboracion propia

NOTAS

Sealarecta L:P =Py +ta;t €R

1. El angulo de inclinacién de un vector® @, denotado 6, varia en [0, 27).

8 4(L, L) es el angulo medido, en sentido antihorario, desde la recta L, hasta larecta L,
9 E! angulo 8, es medido, en sentido antihorario, desde la parte positiva del eje de las abscisas
hasta el vector.
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El dngulo de inclinacién de una recta'® L, denotado 8, varia en [0, 7r).

Si 8 € [0, ) es el angulo de inclinacién del vector &, entonces se dice que 8
es el d4ngulo de inclinacion de larecta L.

Si 8 € [m, 27) es el dngulo de inclinacién del vector @, entonces se dice que
8 — m es el dngulo de inclinacion de larecta L. Es decir § — 7 es el angulo de

inclinacion del vector —a

o FIGURA 4.8 PENDIENTE DE LA

Sia=(g,a)=0 (1, a—z) // (1, m) es RECTA LL
1

vector  direccional de la recta L,

a
Entonces el numero m = —f = tanf es
1

llamado pendicnte de larecta L v 6 es

su angulo de inclinacion. }?

Fue L1z‘e.' Elaboracion propia
Si 4(Lq,L,) = 0, entonces tanf = tan{f, — #,), donde 6; y 8, son los

angulos de inclinacion de las rectas L, y L, respectivamente y

m; —my
tanfd = ———
1—m.m-

FIGURA 4.9 ANGULO FORMADO PORLAS RECTAS L, Y
LZ

Ly //(1,my)

Ly // (Lmy)

Fuente: Elaboracion propia

4.3 SEGMENTO DE RECTA

Se define a un segmento cerrado de recta de extremos Py y P; como el

conjunto de puntos de R? dado por:

[Py, P1] = {PeR?/P = Py + t(P, — Py),t € [0,1]}

12 El angulo 4, es medido, en sentido antihorario, desde la parte positiva del eje de las abscisas
hasta la recta.
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Para referirnos al segmento cerrado [Py, P, ], es usual decir el segmento PyP;

4.3.1 DIVISION DE UN SEGMENTO DE RECTA EN UNA RAZON DADA

FIGURA 4.10 DIVISION DE UN SEGMENTO EN
UNA RAZON DADA
n

-

Un punto P cualquiera sobre una

recta L que pasa por los puntos P; y P,

. . _ M eee=emtTToIZ 5
divide al segmento P, P, en la razén p -
. PP m | P
esta dado por = = —. 1
Y PO e = % Fuente: Elaboracion propia
De donde
nPiP = mPP;
n(P =P = m(P, - P)
(n+m)P =nP, + mP,
n m
P = Pl + P2 n = —m
n+m n+m
NOTAS!

1.  Sin=m,entonces P = %(P1 + P;)

2,  Sim y n tienen el mismo signo, entonces P es un punto interior al segmento
PP,

3.  Simy ntienen signos opuestos, entonces P es un punto exterior al segmento
PP,

4, Si r—:-l < 1, entonces P es un punto préximo del punto Py,

5. Si I%l > 1, entonces P es un punto préximo del punto P,.
6. Sin=-m,entoncesP =P, =P,
Ejercicio 2. Sea el triangulo ABC de vértices A(~—3, —4), B(3,4) y €(1,10). Hallar

el area del tridngulo formado por los puntos de triseccion de AC v la interseccién

de la mediana trazada desde el vértice  con la altura trazada desde el vértice B.

1* Para realizar el trazo, es importante empezar en el punto de inicio del segmento, de izquierda a
derecha tienen signo positivo y de derecha a izquierda tienen signo negativo
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Solucion 2. Se desea hallar el drea del tridngulo

de vértices P, Q, R, como se observa en la
1 P —
figura, esto es: 4, = |PR - PO

Hallamos los puntos de triseccion P y R de AC

AP 1 B
PC 2
1 5 2
AR 2
RC 1
1 116
R=z@c+a) ~R(-3.7)

M es punto medio de AB, estoes M = %(A + B) ~ M(0,0)

Ahora, encontramos el punto @ interseccion de la mediana Lz, trazada desde el
vértice C y la altura Lzg, trazada desde el vértice B. Es decir Q = L¢3 N Lgg
Las rectas estan dadas por:
Lz P = (1,10) + £(1,10),t € R
Lgg:P=B+r(1,m),r€R
Donde: (1,m) //BH L CH, CH = ProyzCB, CB = (2,—6),CA = (—4,—14)

— = (2,-6) - (—4,—-14)
CH = ProygzCB = (—4 —1D)|2

19
—4,—14) = ~(—2,—
(—4~14) = = (-2,~7)
CH=Proy=CB

Como CH 1 BH , entonces BH // (7,-2) // (1,m)
Lgg:P=034)+r(7,-2),r€ER
Interceptando las rectas
(1,10) + £(1,10) = (3,4) + r(7,—-2)

Multiplicando (producto escalar) ambos miembros por el vector (2,7) se obtiene:

72+72t=34vt=—§

17 170)
36’ 36

Luego @ = (1,10) + (— g) (1,10) ~ Q(

Ahora calculamos el 4rea del triangulo de vértices P, Q, R
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36’ 36
14 146 77y 247
(3'?) ( _3'6""?76)] BET

44 FAMILIA DE RECTAS,

1 a4y (77 146
Ay =5IPR- PG, PR = (5, ) PO = (355
4

Una familia de rectas F; es un conjunto de rectas que cumplen una condicién
geométrica dada.

F, = {L/L es una recta y cumple una condicion geometrica}
4.4.1 FAMILIAS DE RECTAS PARALELAS A UNA RECTA DADA,

Sealarecta L: P = Py + ta;t € R, la familia de rectas F; paralelas a la recta
dada, estan dadas por: Fi:P = Pyy +ta,t €ER ~ Pyy =Py + k(1,0) ,k €R
También F: P = Pyy +ta ,t €ER ~ Ppy = P+ k(0,1) ,k €ER

aJ_
FL:P =P0ﬁal+ta,t€R A POEEJ. =P0+kﬁa-i,k ER,ﬁ&J. =‘I‘i"‘a',1'i'i‘

FIGURA 4.11 FAMILIA DE RECTAS PARALELAS ALA RECTA L

\

3 -
1
=
% 2 3 4 5
Pue/m%.’ Elaboracion propia

4.42 FAMILIA DE RECTAS QUE PASAN POR UN PUNTO COMUN A
UNA RECTA DADA.

Sea la recta L: P = Py + tii;t € R. Si @ // (1, m), entonces la familia de
rectas F; que pasan por un punto comun a la recta dada estan dadas por:
Fi:P=Py+t(l,km),t€R keR
También Fy: P = Poy, + t(1,km),t R,k ER
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Donde: Pog, = Py + kolig , kg el primer valor dek € R i1z =

B

=

FIGURA 4,12 FAMILIA DE RECTAS QUE TIENEN UN PUNTO COMUN
Y

)
8

o
L~

W B th

7

€377/ IRCRERE

Fuente: Elaboracion propia

4.4.3 FAMILIA DE RECTAS ISOGONALES A UNA RECTA DADA.

Sea larecta L: P =Py +ta;t € R. Si a // (1, m), entonces la familia de

rectas isogonales'? F; que forman un dngulo constante § con la recta L csta dada

por: Fy:P = Poy + t (L) ,t € R,d = tgh
Donde: Pyy = Py + k(1,0) ,k ER
También F,: P = Py, + t(l,%) ,tER d=1tgd

Donde: Pyy = Py + k(0,1) ,k €R

"1 —md

m+d
FL:PZPUﬁE+t(1 ),teR,d=th

12 Son rectas que cortan a la recta dada formando un &ngulo constante.
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FIGURA 4.13 FAMILIA DE RECTAS ISOGONALES F; A UNA RECTADADA L

] Ay
AN

i I

Fuente: Elaboracion propia

4.44 FAMILIA DE RECTAS QUE PASAN POR LA INTERSECCION DE

DOS RECTAS DADAS.

Sean Li:P=Py+ta;t€R y Ly:P=Qy,+rb;r €R dos rectas. La

familia de rectas F; que pasa por R = Ly N L, (intercesion de las rectas Ly, L,) estd

dada por:

Fp:P=R+t(a+kb);teRkeR

FIGURA 4.14 FAMILIA DE RECTAS F;, QUE PASA POR LA INTERSECCION DE

LAS RECTAS Ly, L,
(I L,

k-—ﬂ (3% L - h (=) -1 (=]

-1 2 3 4 5 6 7

pille ]

Fuente: Elaboracion propia

NOTA.

La familia de rectas F;, excluye a larecta L.

"
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Ejercicio 3. Sean L;:P =P, +ta;t €R y Ly:P =Qy+rb;r € R dos rectas.
Verificar que la familia de rectas F; que pasa por R = L; N L, (intercesion de las

rectas L,, L,) esta dada por: FLi Li+kl,=0,keR

Selucion 3.
Se desea verificar que la familia de rectas rectas F; que pasa por R=1L; nL,
(intercesion de las rectas Ly, L,) estd dada por: Fi:L, + kL, =0,k €R
Recordamos que la familia de rectas F; que pasa por R = L; N L, (intercesion de
las rectas L,, L,) esta dada por:
FiP=R+t(@a+kb);teRKkER
si
Li:P=Py+ta;tERyLyP=0Qy+1b;r€R
Como R € L; ¥y R € L, hallamos las ecuaciones normales de las rectas
LiP=Py+ta;tER ~ L:RP-a* =0 |
Ly:P=Qy+7b;r€R ~ L:RP- b+ =0
Fi:P=R+t(a+kb)itcRkeR~ F:RP-(a+kB) =0,k eR
F,:RP-(a+kB) =0,keR
F:RP-a*+kRP-b*=0,keRr
Finalmente,

FL:L1+kL2 =0,kER

Ejercicio4. Sean L1 P =(2,1) +t(1,2),t€R y L:P = (42)+r(3,2),r€ER
dos rectas. Q(6,6) € L una recta de la familia de rectas que pasan por el punto

L0 Ly

a) Sin encontrar Ly N L, halle la ecuacion vectorial de L.
b) Encontrando L; N L, halle la ecuacién vectorial de L.

Solucion 4. Se desea hallar la ecuacion vectorial de la recta L. Es decir

LP=Q+tateRr
a) Recordamos
FL:Ll +kL2 - O,k ER

Hallamos las ecuaciones generales de las rectas Ly y L,
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De LizP=2D+t{(1,2),teR~>Ly:(x—-2,y—1)-(—-21)=0
Li:2x —y—3=0
De Ly:P=(42)+r(32),r€R ~ Ly:(x—4,y—-2)-(-23)=0
Ly2x—=3y—-2=0
Q(66)ELEF:L +klL,=0,k€ER

Entonces
Q66)eLeF:2x—y—-3+k(2x—3y—-2)=0
3
26)—6—=3+k(2(6)—3(6)—-2)=0 '\rk=§
Luego
3
L:2x—y—3+§(2x—3y—2)=0
1:22x =17y =30=0
8
:22(x—1)— —):0
L:22(x — 1) 17(y+17
L:22( 1)“17( + 8)
:22(x = y 17
8
L_x—l_}""ﬁ
17 22
Finalmente,
L'P—(l 8)+t(1722)tER
AT 17 S
También

L:P=(66)+t(17,22),t ER
b) Para hallar
L:P=0Q+tateR
Se necesita el vector direccional @ // RQ, R = L, 0 L, Pues Q(6,6)
Hallamos ¢l punto R intersecando las rectas
21 +t(1,2) =(42) +r(3.2)
Multiplicando (producto escalar) ambos miembros por el vector (—2,1) se obtiene

3 6—4 3
—_— = —(H — v = —_——
roar 7
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LuegoR = (4,2) + (-—- %) (3,2) v R (7 1)

4'2
17 11

El vector direccional @ //RQ = (T,—-z—-) //(17,22)

Finalmente,

L:P = (6,6) + t(17,22),t ER
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CAPITULO V. TRANSFORMACIONES DE  TRASLACION Y
ROTACION EN R?

51 TRASLACION Y ROTACION DE VECTORES

En la traslacidén y rotacién de vectores, los cjes coordenados en R?

permanecen fijos, son las coordenadas de los vectores las que se trasladan y rotan.
5.1.1 TRASLACION DE VECTORES.

Se estudia la traslacion de un vector, en una direccién, con respecto al origen

de coordenadas y con respecto a un punto arbitrario.

5.1.1.1 TRASLACION DE VECTORES CON RESPECTO AL ORIGEN DE
COORDENADAS

La traslacién de un vector, en una direccion, con respecto al origen de
coordenadas es como si se trasladara el punto de inicio y final del vector, en dicha
direccidn, con respecto al origen de coordenadas obteniéndose el punto de inicio y

final del vector trasladado.

5.1.1.1.1 TRASLACION DE COORDENADAS DE UN PUNTO CON
RESPECTO AL ORIGEN DE COORDENADAS,

Las coordenadas del punto P(x,y) se trasladan en la direccién del vector
a = {aq,a,), con respecto al origen de coordenadas, obteniéndose las nuevas
coordenadas del punto trasladado Pr(xy, yr) ver FIGURA 5.1, Es decir;
P,=P+td,teR
Se dice que Py es el punto P trasladado ¢ veces el vector a.

También, de la figura se obtiene

B

Pr=P+4riig; T €ER Uz =

Y se dice que Pr es el punto P trasladado r veces en la direccion del vector @

al

Utilizando la representacion del punto P(x, y) y del vector & = (a,, a;) en forma

de vector columna se tiene:
P —[x]+t[a1] teR
T ly al’
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FIGURA 5.1 TRASLACION DE LAS COORDENADAS DEL PUNTO P(x, )
EN LA DIRECCION DEL VECTOR @ = (a,, a;)

Y

3__

Pr(xp,yr)

TPy

2

woage X

-1 4

Fuente. Elaboracion propia
Luego las coordenadas del punto trasladado Pr(xy,yr), en forma matricial, esta

dado por:
[yl =Bl elay) e m

=B+ Lo dla] e

PT=P+MTE

En forma compacta

Donde My = [8 ‘t]] es llamada matriz de traslacion (STEWART, REDLIN, &

WATSON, 2007), t unidades el vector a.

Ejercicio 1. Sea el punto P(x, y). Halle el punto simétrico de P con respecto al eje
de las X,.

Solucion 1.
Hallar el punto simétrico de P{x, y) con respecto al gje de las X, es equivalente a
trasladar el punto P(x, y), dos veces d = d(P, Eje X) unidades, en la direccidn del
vector unitario & = (0,—1).Esdecir; P, = P+ 2du,d = d(P,EjeX) =y
Por lo que:

P; = (x,) + 2y(0,~1)

B =(xy)+(0,-2y)

P=(x,y—2y)
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Finalmente, el punto simétrico de P(x, y) con respecto al eje de las X es Po(x, —y)

Equivalentemente : : : SR &
aplicando; : . : : 1z . ' PGLy)
PT = P + M'ra - - . . __2 ﬁ
Donde . . ) . 11 : \L .
T 0 . . x
Mr = [0 t]’ 4 -3 -2 -1 1 2 |3
t = 2d(P, EjeX) = 2y, ' ' ‘ ‘ 11
a=u= (0,—1) ) : : : T2 )P(- |
P (x, —
Se tiene el punto simétrico - . . : 1-3 st Y
X 2y 0110 . . . . -4
r=[y]+[% Zy] )]
X 0
k= [Y] + [—Zy
[ X
E=ly- Zy]
x
R=|,

Finalmente, el punto simétrico de P(x,y) con respecto al eje de las X es
P s(xi—y )

Ejercicio 2. Sea el punto P(x, y). Halle el punto simétrico de P con respecto a la

rectallP=Py+ta,teR.

Solucion 2.
Hallar el punto simétrico de P(x,y) conrespectoalarecta L: P = Py +ta,t € R,

es equivalente a trasladar el punto P(x, y), dos veces d = d(P, L) unidades, en la

=1
. .y . . _— a

direccién del vector unitario & = e

BoP-at
(1L

Es decir; P, = P + 2du ,donde d = d(P,L) =

H u= (u1’u2)
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Por lo que;

Po=(x,y) + 2d{uy, up)
P = (x,y) + (2duy, 2du,)
Pi(x + 2duy,y + 2du,)

Equivalentemente aplicando;

PT = P + MTa
Donde
_[t 0
MT - [0 ' t]a
S
t =2d =2d(P,L) =2 ”l‘;;_’j' =
__at
u = "&J_H - (uliuZ)
Se tiene el punto simétrico
_[*1,12d 0
p=l]+ 7 2
X Zdul-
F= [y. + [Zduz_
_ X1 ul'
ko= [y. +2d [uz_
p = [x + 2du1]
ST ly + 2du,

Finalmente,

El punto simétrico de P(x,y) con respecto a la recta Li:P = Py +td,t € R es

P.(x + 2duy, y + 2duy).

NOTAS

1.  El punto simétrico de P(x,y) conrespectoalarecta l: P =P, +ta,teR

En forma compacta es

=L
Pi=P+2du; i=—=

llat |l

con la direccion del vector U.

2. Sean los puntos P; , P, ..

hallar los puntos simétricos de los puntos dados, reunidos en la matriz

F= [Pslv Pg, ..

u
u;] , d =d(P, L), hay que tener cuidado

Uy
[ U>

B ylarecta LiP =Py +ta,t € R en R? para

, P.,] con respecto a la recta dada, se sigue:



3. Sereunen los puntos dados en la matriz de datos P = {Py, P,, ..., B,]
Se forma la matriz
2du = [2d,@ 2d,u ... 2d,u],d;=d(P,L),i=12..,n
4,  Finalmente, los puntos simétricos estan dados por:
P, =[P, Py .. P, 1+ [2di7T 2d,u .. 2d,u]

Ejercicio 3. Los vértices P;(1,0), P,(0,0), P3(0,2), P, (;,3),;?5(3,2), P¢(3,0),

P;(2,0), Pg(2,2), P5(1,2) se unen con segmentos de recta formando una figura.
Halle la figura simétrica con respecto a la recta L: P = (4,0) + t(1,1) ,t € R.

Solucion 3.

Hallamos los puntos simétricos de los puntos dados, con respecto a la recta L, y
luego los unimos con segmentos de recta.

Aplicando

P.=[P,P,,...B ]+ [2du 2d,u .. 2d,u],d;,=d(P,L),i=12..n

En forma compacta

_1 U
P=P+2diii; B=Tom =[] di= AL, i=12,.m

llat|y
Los vértices en forma de vector columna los reunimos en la matriz de datos
p— [1003/233221

0 0 2 2 0 0 2 2
Larecta L: P = (4,0) + t(1,1) ,t € R en forma cartesianaes Lix —y—4 =0yel
o _ LD/ 1 oay_ (1 1
vector = 3= (- %.3) = (5.~ %)

Ahora formamos el vector

Zdlﬁ =
@ @ BE @HE P RE @E R
(DR (DR @R AR @F @R HH @F Rz

2d-ﬁ=[3 4 6 1172 3 1 2 4 5}
713 -4 -6 -11/2 -3 -1 -2 -4 -5
Luego

_[1 0 0 372

PS_[O 02 3

6 11/2 3 1 2 4 5}
-3 -4 -6 —11/2 -3 -1 -2 —4 -5
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4 4+ 6 7
—5/2

k= [—3 —4 —4

6 4 4 6 6]

-1 -1 -2 -2 -3

Finalmente se une con segmentos de recta estos vértices y se tiene la figura

simétrica.

Ejercicio 4. Los vértices P; (x4, 1), Po(x5, y2), P3(x3, ¥3), P4(x4, ¥4) unidos con

segmentos de recta determinan una figura. Traslade la figura, ¢ unidades en la

direccion del vector @ = (a,, a;) y trace su grafica.

Solucion 4.

Aplicando;

0 t

t unidades en la direccion del vector
a.

Los vértices de la figura los

. f..
My = [t O] , matriz de traslacion =~ 7" T

Mo W oW A h s] C0

representamos en forma de vector columna y los reunimos en la matriz de datos P.

-

v

Ahora los vértices de la figura trasladada estan dados por:

Xy X3 x4]+[t 0][111 U Uy ul]
0 tilu;

P —[xl
T7ly1 Y2 Y3 Vs

U U U
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u +
Se repite el vector [u;] tantas veces como vértices de la figura existan
P = [x1 X2 X3 X4.] tu; tuy; fuy tul]
T7bh Y2 Y3 Ya tu, tup tup tu,
P — [x1 +tu; xp+Htu; xztHtuy xg+ tul]
T 7y, +tuy yy+tu, yz+ituy ya+tu,

Finalmente, los vértices trasladados se unen con segmentos de recta y se obtiene la

figura trasladada.

Ejercicio 5. Los vértices P,(1,0),P,(0,0),P5(0,2), P, @,3),1)5(3,2), P¢(3,0),

P,(2,0), Pg(2,2), P4(1,2) se unen con segmentos de recta formando una figura. Si
la figura se traslada 4 unidades en la direccion del vector d = (1,1). Halle los

" vértices trasladados y trace la figura.

Solucion 5.
Trasladamos los vértices de la figura, 4 unidades . .7
en la direccion del vector e 6 -
a= o 0D (1 1) < TTTT
lal 1Dl \WZ'vz2 R U S A
Aplicando para cada vértice de la figura . /W Y,
Pr=P+Mpa, Mp=[¢ | — 1H A
211 123456867
Los vértices en forma de vector columna los o

reunimos en la matriz de datos

1003/233221]
0O 0 2 3 2 0 0 2 2

Ahora formamos la matriz, repitiendo el vector & tantas veces como puntos dados

r<|

exista.

110111 1 1 1 1
wa=[t V2 VEVEVE VI VI VI VE V2
I U W A U W S

VZ V2 V2 V2 V2 N2 V2 V2 2

4 4 4 4 4 4 4 4 4
wiZ EVEVEVEVZVEVIVE

I I . S L N S I 3

V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 2
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p _P_o 0 3/2 3 3 2 21
™1l o 2 3 200 2 2
4 4 4 4 4 4 4 4 4
+\E VZ V2 V2 V2 V2 V2 OVZ VZ
4 4 4 4 4 4 4 4 4
VZ NVZ NZ VI VI VI VI V2 OV2Z
Pr
1+4' i 4 3+4 3+4 3+4 2+4 2+4 1+4
_ VZ N2 O NZ 2 42 V2 V2 V2 V2 V2
- 4 42+4 3+4 2—1—4 4 4 2+4 2+4
V22 V2 V2 vZV2Z V2 V2 V2

Finalmente se une con segmentos de recta estos vértices y se tiene la figura

trasladada.

Ejercicio 6. Los puntos P; (x4, 1), P,(x3, ¥,) determinan el segmento P, P, . Halle

el segmento expandido P;gP,g n veces el segmento Py P, .

Solucion 6.

De la grafica se tiene que: v
n— _ S
Pig =P1—(T)tu; t=1PPll,n
=1,234,.. Co
n— oo Po(x2,¥2)
P = Py + ()t s £ = IBF; In i)
=1234,.. -
- [Pre
. o — 172 "
Donde; & = g (uy, uy)

Reemplazando los puntos y el vector en forma de vector

'(n—l)t 0
_ 2
Pip=Ph— n—1
o ()
'(n-—l)t 0
2 U
P2E=P2+ n—]_ [u:],n
0 ( 2 )t

Finalmente se tiene el segmento expandido Pz Pyp

columna se tiene

Eﬂ,nzlzﬁAw.

=1234,..
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En general, los vértices Py, Py, ..., Py, forma una figura. Los vértices de la figura

cuyos lados son expandidos n veces, en forma de vector columna, estin dados por:

n-1y _ PP,
[Pigs] = [P] — [(T) tiui] i = PPl 8 = m =13, ..
n—1 - P_.P .
[Pigp] = [P+ [( )ti—lﬁi—l] yties = WP a R 8y = ”P—lli;—“' A=24,..
-4

Luego, la figura expandida n veces la longitud de sus lados tiene los vértices dados

por:

n—1y _ - PP )
Pirial = [P = |(——) 6@ & = PPl By = oo i = 1,3, .
2 |

|P;P;yli
n—1 - _— oy
[Pizpal = [PiE'D] - [(_) tl'—lui—1] o1 = ||P1—1P:|| Ui = A Jd=24 ..
2 B HP!—l'Pl"
Finalmente
~ n-1y _ n-1y 7, e RPar
[Pigial = [P] [( 5 )tiui] [( 3 )fiu: ] = HBP LT = PPyl =13, ..
n-1y n—1y e - _ PLBR
[Pienal = [A] + [(T) fi—1ui-1] [( 5 )ti—lui—l] vtior = 1P P iy = P22 =24, ..

En general, los vértices Py, P,, ..., B, forma una figura. Los vértices de la figura

cuyos lados con contraidos n veces, en forma de vector columna, estdn dados por:

n—1 - PP,
Pl =[P]+ [(—)tﬁ] t; = [[PPoqll B = o i = 1,3, ...
[ iCl i 2?’1 i I i+l i ”PiPi+1||
n—1 - P_.P .
[(Picp]l = [P;] — [(_27?‘) ti-lﬁi—l] Jtice = [P Pl 8y = ”?!‘ip;" =24, ..
i— !

Luego, la figura contraida n veces la longitud de sus lados tiene los vértices dados

por:
[Picial = [Pici] + I(E%) tiﬂ—LL] vt = |PPull T = %ﬁ“ﬁ =13, ..
[Picpal = [Picp] + [(nz—_nl) tf—1ﬁ§'—1] ytimq = IP=1 Pl Tgmqg = ”::—12” =
2.4, ..
Finalmente
[Pial = [P] + [(“2—;1) ]+ | (o 1) qml} b = BPalt, 7 = % =13,
Preodd = 1P~ (g tcsticn] () el s = PR s = o = 24,
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Ejercicio 7. Sean P;(1,1), P,(2,1), P3(2,2), P,(1,2) vértices de una figura. Halle

los vértices de la figura cuyos lados son expandidos 3 veces.

Solucion 7.

Aplicando

n—1 _ n—1 _ —_

[Piess] = [P - [(S5=) ] - |(S5—) et ] o = 1Pl
PP1+1 .

=—,i=13,..
" TRl
—_— n—
(Pucpal = [P0 + | (5= ) timsfcs] = [(F5) taia.
PP,

tiw1 = “P—1P:I| yUjmg = i=24,..

P Pill
Reunimos los vértices de la figura en forma de vector columna en la matriz
_ft 2 2 11
P=ly 12 2 4
Hallamos

t = PRl = L0 = 1, % = 222 = (1,0), & = (0.1)

ts = P3| = I(-10)Il = 1, & = 222 = (~1,0), & = (0,—1)

Formamos las matrices

EE R R R R RO P

Luego los vértices de la figura extendida en forma de vector columna los reunimos

en la adicion de matrices
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M 2 2 11 . . .
PE_[l 12 2 1]+ y
[—1 1 1 -1 -1 3
-1 -1 1 1 -1 )
Finalmente, los vértices de la figura expandida
estan dados en la matriz 11
p :[0 3300 o :
E70 0 3 3 0 2 -1 1 2 3
..—1

5.1.1.1.2 TRASLACION DE VECTORES
CON RESPECTO A UN PUNTO
ARBITRARIO.

-1

La traslacion de un vector, en una direccion, con respecto a un punto arbitrario

€s como si se trasladara el punto de inicio y final del vector, en dicha direccion, con

respecto a dicho punto arbitrario obteniéndose el punto de inicio y final del vector

trasladado.

5.1.1.1.3 TRASLACION DE COORDENADAS DE UN PUNTO CON

RESPECTO A UN PUNTO ARBITRARIO.

En la figura se observa que:

POPT=P0P+PPT

FIGURA 5.2 TRASLACION DE LAS COORDENADAS DEL PUNTO P(x, y)
EN LA DIRECCION DEL VECTOR @ = (a,,a;) CON RESPECTO AL

PUNTO P,
Y
3 ——

2__
/EI /
14+ &
Py

Fuente. Elaboracién propia
Donde:

g
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PP, =ta,tER
Luego
Pr—Py=P—Py+ta,ter
P.=P+ta,tenRr
Obteniéndose, el punto trasladado Py del punto P igual como si hubiéramos

trastadado con respecto al origen de coordenadas.
NOTAS

1.  Trasladar un punto, en una direccién, con respecto a un punto arbitrario es
como si trasladaramos dicho punto, en dicha direccién, con respecto al origen
de coordenadas.

2. Trasladar un vector, en una direccion, con respecto a un punto arbitrario es
como si trasladaramos dicho vector, en dicha direccidn, con respecto al origen
de coordenadas.

3. Trasladar un vector, en una direccion, con respecto al origen de coordenadas
0 con respecto a un punto arbitrario es el mismo vector dado, localizado a un

multiplo real en la direccién dada.
5.1.2 ROTACION DE VECTORES.

Es de interés estudiar la rotacién de un vector con respecto al origen de

coordenadas ¥ con respecto a un punto arbitrario.

5.1.2.1 ROTACION DE VECTORES CON RESPECTO AL ORIGEN DE
COORDENADAS.

La rotacion de un vector con respecto al origen de coordenadas ¢s como si
rotdramos ¢l punto de inicio y final de dicho vector con respecto al origen de

coordenadas, obteniéndose el punto de inicio y final del vector rotado.
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5.1.2.1.1 ROTACION DE COORDENADAS DE UN PUNTO CON
RESPECTO AL ORIGEN DE COORDENADAS

Las coordenadas del punto P(x, y) se rotan, en sentido antihorario, un angulo
& con respecto al origen de coordenadas, obteniéndose las nuevas coordenadas del

punto rotado Pr(xg, yr) ver FIGURA 5.3, Es decir;
OPg = ||OP;|[(cos(8 + a),sen(8 + a))

Pp(xg, ¥r) FIGURA 5.3 ROTACION DE LAS
COORDENADAS DEL PUNTO P(x,y),
EN SENTIDO ANTI HORARIO, DE
o P(x,y) UN ANGULO 6 CON RESPECTO AL
\ ORIGEN DE COORDENADAS 0
(14

0 X

Fuente. Elaboracion propia
Donde;

[[0P:|l = [IOP|l, x = ||OP||cosa , y = ||OP||sena

Entonces

0Py = ||OP||{(cosOcosa — senBsena, cos8sena + senfcosa)

0P, = (]|OP||cosacosd — ||OP||senasen®, |OP||senacost + [|OP||cosasend)

0P, = (xcos6 — ysen8, ycos + xsend)

0Py = (xcosb, xsenf) + (—ysen8, ycost)

0P, = x(cos6, sen8) + y(—senb, cos8)

Si % = (cosH, senf) entonces
Pp = xu+ yu!

Utilizando la representacion del vector # = (cos,senf ) en forma de vector
columna

he=x(onal + v [t

p. = [xcosB [—ysenﬂ
R xsenf ycoso

_ [xcosB - ysenB]
B~ |xsen8 + ycos®
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Finalmente, las coordenadas del punto rozado Pp(xg, ¥g) en forma matricial estd

dado por:

yal =leene cost | ]

En forma compacta
Pp = Mp@)P

cosé —senb

Donde Mpe) = [senB cost

es llamada matriz de rotacion del punto P , en
sentido anti horario, de un angulo 8.
NOTA

La rotacién del punto P(x,y), en sentido anti horario, de un dngulo 8 con
respecto al origen de coordenadas es equivalente a la rotacion del vector de posicion
OP del punto P, en sentido anti horario, de un 4ngulo 8 con respecto al origen de

coordenadas.

Ejercicio 8. Halle las coordenadas del punto P (x, y) después de sufrir una rotacion,

. . . » ™ .
en sentido antihorario, de un angulo 6 = = con respecto al origen de coordenadas.
r-

Seolucion 8. L gt

Aplicando B(=y,x). 3

P — xﬁ + ﬁ.l. B . . . ...2 . . . .
) ’ Lt oPEY)

DOﬂdﬁ; U= (Casg‘seng_) - (0'1) - : : : -Ia;)/ . H.

Pr = x(0,1) + y(—1,0) 4 -3 -2 -1 1 2 3 4

. . . . 11 . . X .

Pr=00,x)+(—y,0) n

Pp(-y.x) .

Finalmente, el punto P(x,y) después de .

sufrir una rotacion, en sentido antihorario,

de un éngulo 6 = %con respecto al origen de coordenadas es Pgp(—y, x).

Ejercicio 9. Los vértices (0,0),(0,2).(2.2),(2.9).(1.3),(1.2).22). D),

2 2

(1,1), (1,0) de una figura sufren una rotacién, en sentido antihorario, de un angulo

6= E . Halle los vértices rotados y trace 1a figura rotada.
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Solucion 9,

Ubicando los vértices y uniéndolos | . /i3
con segmentos de recta se tiene la NS

figura:

Aplicando

Pp = Mp(s)P 4 3 2 4 1 2 3 4
Donde

cos@ —send

Moo =
RO~ lsens  cosb N

Para cada uno de los vértices de la
figura.
Los vértices de la figura los representamos en forma de vector columna y

los reunimos en la matriz de datos P.

0 0 2 2 1

p=0 2 A S 12211
0 Yy 30 s 221 10
Y la matriz de rotacidn
T n (1 _1
ancos4 sen4:\/§ NG
«3) sen—  cos— 11
4 4 N A
Los vértices rotados estan dados por
o = MamP
1 1
vz vE|[oo 0 2 2 1 15 3 99
V2 V2
V2 32 N2 32 V2 0 V2 0 V2
P, = 4 4 4 4 2 2 2
W2 12 W2 W2 32 3 3v2 zxfi
4 4 4 4 2 2 2

Finalmente, estos vértices rotados se unen con segmentos de recta y se

obtiene la figura rotada.
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5.1.2.2 ROTACION DE VECTORES CON RESPECTO A UN PUNTO
ARBITRARIO.

La rotacién de un vector con respecto a un punto arbitrario es como si
rotdramos el punto de inicio y final de dicho vector con respecto al punto arbitrario,

obteniéndose el punto de inicio y final del vector rotado.

5.1.2.2.1 ROTACION DE COORDENADAS DE UN PUNTO CON
RESPECTO A UN PUNTO ARBITRARIO.

Las coordenadas del punto P{x,y) se rotan, en sentido anti horario, de un
dngulo 8 con respecto al punto Py{x,, ¥o), obteniéndose las coordenadas del punto
rotado Pr(xg, ¥zr) , ver FIGURA 5.4. Es decir;

PoPg = ||PyPell(cos(8 + @), sen(8 + a))

FIGURA 5.4 ROTACION DE COORDENADAS DEL PUNTO P(x,y¥), EN
SENTIDO ANTI HORARIO, DE UN ANGUI.O @ CON RESPECTO AL
PUNTO Py (xg, yo)
yo T
]

Pp(xg, ¥r)

-

1
X

L . 2
£ '

1
k)

T

1
I
| 4
I
i

i B
Fuente. Elaboracion propia

Dénde:

a es el 4ngulo formado por el semieje positivo de las X y el vector PyP,
IPoPrll = IPoPll, x — xo = PoPlicosa , y = yo = [IPoPlsenc

Desarrollando y reemplazando en la ecuacién anterior se tiene:

PyPr = |IP,P|[(cosBcosa — senBsena, cosfsena + senfcosa)

PPy = (llmllcosa cosf ~ ||P,P||sena send, | Py Pllsena cos8 + ||PyP||cosa senﬂ)

X=Xq y=Yo Y=Y X=Xg
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PyPr = ((x — xp)cos8 — (y — yg)sen8, (y — yg)cosé + (x — xo)senB)
PoPr = ((x = x0)cos8, (x — xg)senb ) + (—(y — yo)sen8, (y — ¥p)cosh)
PoPr = (x = x5)(cos8,senf ) + (v — yo)(—senb, cosd)
Siu = (cosB, send ), entonces
PoPr = (x —x)T + (y — yo)u*
Pr— Py = (x — x0)T + (y — yo)u*
Finalmente, el punto rotado estd dado por:
Pp="Po+ (x—xp)u+ (y—yo)u"
Utilizando la representacién del vector i = (cos8, senf } en forma de vector
columna

cosd

—senﬂ}
send

+ (=¥ [ cosd

(x— xo)cosa] [—(y - yo)senf?]
(x — xg)send (v — yp)cos@

(x — xy)cos6 — (y — yo)sene]
(x — xy)send + (y — yp)cos@

PR=P0+(X_X())[
PR=P0+[

PR:P0+[

Aplicando la multiplicacién de matrices

cosf —senf [x—xg]
senf8 cos6 1LY — Yo

Finalmente, las coordenadas del punto rotado Pr(xp, yz) en forma matricial

a=&+[

estd dado por:
XR] _ xo] cosf -sens] [x - xo]
Yr sen@® cos@8 1LY — Yo

~ e
En forma compacta

PR = Po + MR(Q)P()P

cosf —senb -5

Donde Mgp) = [sen 6 cosp | Hlamada matriz de rotacion del vector Py P,

en sentido antihorario, de un dngulo 6.
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NOTA

La rotacion del punto P(x, y), en sentido anti horario, de un 4ngulo 8 con
respecto al punto Py es equivalente a la rotacién del vector PP, en sentido anti

horario, de un dngulo 8 con respecto al punto Fy.

Ejercicio 10. El punto P1(3,§) sufre una rotacion, en sentido antihorario, de un

angulo de 6 = % con respecto al punto P, (2,—2—). Halle las coordenadas del punto

rotado.

Solucion 10.
Aplicando

Pp = Py + Mgpg)PyP N 1
Donde

__[cos@ —send
Mao) = [sena coso

Para el punto P;.

El vector PyP, = P; — P, se representa en

forma de vector columna 2—1 1 2 3 ; 5 G

wfge -

Y la matriz de rotacion

T T i _i
Mo = €5y TR vz vz
R(%)_ T T |~ 1
sen— cos—

4 4 VZ 2

Luego el vector PyP; rotado esta dado por

11 1

— _|v2 ~V2|p 2
e M (N G
N V2

Estoes
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[y

V2
3
V2

PPy =

Finalmente, el punto Py(2, %) rotado es:

2 | [2-=
-5 vz
PR=[§]+ 3ﬁ= .

3 3, W2
S - I Pl
Es decir;
1 3 32
Pel2 ——, -4+ —
V2’2 2

Ejercicio 11.

Los vértices (2,1), (2%)(4%)(4%)(3 %),(3,3), (4,3),(4.2),(3,2), (3,1) de

.y - . . . ™
una figura sufren una rotacion, en sentide anti horario, de un angulo 8 = ; ¢on

respecto al punto Py(1,1). Halle los vértices rotados y trace la figura rotada.
Solucion 11.
Aplicando

PR = PO + MR(B)P[)P

Donde

__[cos@ —senB
Mroy = [senB cosf

Para cada uno de los vértices de la .

figura.
Los -vértices de la figura los %
representamos en forma de vector 2 5 6

columna y los reunimos en la matriz -

de datos P. - . -2 .

P_22 4 4 3 3 4
=1 9/2 9/2 7/2 7/2 3 3

Y la matriz de rotacién
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T m oL _L

y B C05'4 SE’T!4 3 \/E _\/-2'
R(E)_ T 0 | 1
sen— Co8S — —_ —_

4 4l vz vz

Luego la matriz del vector PyP = P — P, queda representada por

|2 2 4 4 3 3 4 4 33]
PP =
0 [1 9/2 9/2 7/2 7/2

3 32 21
_[1111111111]
1111111111
1 1 3 3 2 2 3 3 22]
PP =
0 [0 7/2 7/2 5/2 5/2 22 1 10
Luego los vértices rotados estan dados por
PR_P0+MR(BP_
~-mn1 111111111
Pe=li 1111111 147
1 1
2 VZ|[L 2 233 22
i i-o 7/2 7/25/2 5/222110
NG
PR=
V2 5vZ vz V2 vz V2Z VZ
—+1 1-— 1-— 1+ 1-— 1 —+1 VZ+1 =+l 51
§+1 1+3;1£ 1+-1-32£ 1+%§ 1+ % 14 2v2 §£+1 2V2 +1 ?’;‘ﬁ+1ﬁ+1

Finalmente, estos vértices rotados se unen con segmentos de recta y se obtiene la

figura rotada.

Ejercicio 12. Utilizando la rotacién de un vector con respecto a un punto. Halle el
punto simétrico de @(5,8) con respecto a la recta

L:P=(32)+t(2,1);t €R.

Solucion 12.

Se desea hallar el punto simétrico de Q(5,8), con respecto a la recta L, esto es Qs,

utilizando la rotacion de un vector con respecto a un punto.
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Recordamos que, la rotacién de un vector @ = (a4, @;), en sentido antihorario, de
un angulo 6, con respecto al origen de coordenadas o con respecto a un punto
arbitrario esta dado por:

i, = a; + a,ut , % = (cos0, send)

De donde se obtiene: =T

Y

En la figura;
se observa que el vector P,Q = (2,6) esel 4
vector PyQ,; = (ay,a;) después de sufrir

una rotacion, en sentido antihorario, de

un dngulo 2@. =

fl_i

Ahora hallamos el angulo @ formado por

pilie RS BN

el vector direccional (2,1) de la recta L y el vector P, = (2,6).
(2,1) - (2,6) 10 1 m

cos =— Q==

~T@DMeEel ~ Vsva vz 4

Entonces

== _ Toeon®Y nr i =
7 = (cos20, sen2@) = (cosz,sen 2) ~ i1 =(0,1)

Luego las coordenadas del vector P,Q, = (a4, a;) estan dadas por

[al = (2,6)-(01) =6
a, = (2,6) - (~1,0) = —2

Qs =P0+(61_2)
QS = (312) + (61 _2)

Finalmente, el punto simétrico de @(5,8) con respecto a larecta L es Qg = (9,0)

2 m = (61 “2)

Ejercicio 13. Utilizando la rotacién de un vector con respecto a un punto. Halle el
punto simétrico de Q(4,8) con respecto a la recta

L:P=(31)+1¢(31);t €R.

Solucion 13.
Se desea hallar el punto simétrico de Q(4,8) con respecto a la recta L, esto es Q;

utilizando la rotacion de un vector con respecto a un punto.
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Recordamos que, la rotacion de un vector & = (a4, a;), en sentido antihorario, de
un angulo 6, con respecto al origen de coordenadas o con respecto a un punto
arbitrario este dado por:

a, = a,u + a,ii* , i = (cos6, sen@)
De donde se obtiene: v

54 Qi4,8)
[ a, =a,-uU
a

En la figura;
se observa que el vector P,@ = (1,7) es el

vector PyQ,; = (aq,a;) después de

1
. ., . I T
sufrir una rotacién, en sentido T, 1 2

RO
antihorario, de un dngulo 2¢. j T
Ahora hallamos el angulo @ formado por -4 Qs
el vector direccional (3,1) de larecta L y -
el vector P,Q = (1,7).
cos® = 3,1 -0Q,7 _ 10 _ 1
IGDIIADE  VIovse 5
Recordamos:
cos@ = 14cos2d cos20 = 2c0s%@ — 1 ~» cos20 = 2%— 1= —g

1— cos2@
sen@d = ’——-—-2—-——

(D) [+

2

sen2® = 2sen@cos@® ~» sen2@ = 2\]
Entonces

7 = (cos2@, sen2@) = (“gg)

Luego las coordenadas del vector PyQ; = (a4, a,) estén dadas por

a; = (1,7)- %(—3,4) =5 L
; ~ B0 = (5,-5)
az = (17) -z (~4,-3) = =5
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QS = PO + (5,““5)
QS = (3!1) + (51 _5)
Finalmente, el punto simétrico de Q(4,8) con respecto a larecta L ¢s
Qs = (8, _4‘)
52 TRASLACION Y ROTACION DE EJES COORDENADOS EN R?

En la traslacién y rotacién de ejes coordenados en RZ, los vectores
permanecen fijos, no se mueven, obteniéndose nuevos sistemas de ejes coordenados
y los vectores ticnen coordenadas en términos de las coordenadas que poseen en los

nuevos sistemas de ejes coordenados.
52.1 TRASLACION DE EJES COORDENADOS

El par de ejes coordenados X , Y perpendiculares determinan el sistema de
coordenadas XY. La interseccion de los ejes coordenados X e Y determinan el
origen 0(0,0) del sistema de coordenadas XY

Si trasladamos el punto origen 0(0,0) del sistema de coordenadas XY en la
direccion del vector OP, se obtiene el punto Py(h, k) origen del nuevo sistema de
coordenadas X'Y’. Equivalentemente, trasladamos el origen 0(0,0) del sistema de
coordenadas XY, h unidades en la direccion del vector i = (1,0) vy luego, k
unidades en la direccion del vector &t = (0,1) obteniéndose el punto Py(h, k)
origen del nuevo sistema de coordenadas X'Y’. Es decir;

P, =0+ hul + kit
Equivalentemente
Py = hu + ku'
En la ;Error! No se encuentra el origen de la referencia., las coordenadas del p
unto P(x,y) en términos de las coordenadas que posee en el sistema X'Y" esta dado
por:
P=0+hu+kut+x'u+yiat
P = hii + kit + x'u + y'ut
Py
P=Py+xu+yu",u=(10)
Reemplazando las coordenadas en forma de vector columna se tiene:
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(1=l o]+ (]

[ =[]+ Q) x 3]+ (2
[l= a0l + 6+ ()
=17+ [y
=17+ [
BI=[sy

FIGURA 5.5 COORDENADAS DEL PUNTO P(x, y) EN TERMINOS DE LAS

COORDENADAS QUE POSEE EN EL SISTEMA TRASLADADO X'Y’

En forma matricial;

¢ ] e
v 14 P{x,y)
13
12 - 'Po(h,'k)x{ b

5 4 3 2 -1 000X 2 |3=x4 s
. . . . ) 14, . . ) .

y

P=P0+P'
PP=P-P,

En forma compacta

Donde P'(x', ¥') son las coordenadas del punto P(x, ¥) en el sistema X'Y’
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NOTA.

Al referirnos al sistema de coordenadas XY o al sistema de coordenadas X'Y’

sera simplemente como, el sistema XY o el sistema XY’ respectivamente.

Ejercicio 14, E] origen del sistema XY se traslada al punto Py(2,3)y los ejes de
coordenadas no sufren rotacion alguna. Halle la ecuacion de larecta L: P = (3,2) +

t(2,—1),t € R en el nuevo sistema.

Solucion 14.
Se desea hallar fa recta L: P = (3,2) + t(2,—1),t € R en el nuevo sistema. Es
decir;

L:P'=Q +ra,reR y T

P'=P-P, BN

Llevamos el punto de paso Q,(3,2) al nuevo

Recordamos

Q. %

=i

sistema
Q’l) = (3i2) - (213) N QIO(]-: _1) + + + } +
2 -1 1 2 3 4 5 6

Como los ejes de coordenadas no han sufridc - - 1-1-

rotacion alguna el vector direccional de la recta - - ' 2
L' es el mismo que para L , estoes a = (2,—1)
Finalmente, la recta L en el nuevo sistema es:

P =0,-D+r2-1),7eR
5.2.2 ROTACION DE EJES COORDENADOS

Si fijamos el origen de coordenadas 0(0,0) y rotamos el sistema XY, en
sentido antihorario un dngulo 8, se obtiene el sistema X'Y’ de modo que el semieje
positivo de las X', estd en la direccion del vector T = (cos8, senf).

En la FIGURA 5.6 se observa que las coordenadas del punto P(x, y) estan
dadas por:

P=0+x'u+yut
P=xu+yut
Reemplazando las coordenadas en forma de vector columna
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[x] = 5 [cosH 4y —send

¥yl — 7 lsend cosf
[ ] x'cos@ [—y'sene
y x'send y'cosf

[x] _ [x’cosﬂ —y'sené
Y1 |x'sen8 + y'cos8
Sift = (uy,u;) setiene
[x] _ [x’u1 - y’uz]
y x'up, + vy
FIGURA 5.6 COORDENADAS DEL PUNTO P(x,y) EN TERMINOS DE LAS
COORDENADAS QUE POSEE EN EL SISTEMA ROTADO X'y

y 710
- . LG .
. . . L8 .
Y i
A
. . i
N 1
As.
i .ot2 . .
y 1 -~
18 80)2 .4 .6 . 8 .18
L3 e
L -4 e
I . c
- .o .o
—2 . . \
_8’ . - .
Fuente. Elaboracion propiag '—18 - - - - - - - -

Llamadas ecuaciones de rotacion.

Aplicando multiplicacién escalar en la ecuacion P = x'# + y'i* por el vector T y
por el vector ! se tiene:

P)-a='u+yut)-a ~ x'=(P)-u

(P)- it =(xT+yT). gt v y =(P)-at

{x’z(P)-ﬁ
y =(P)-ut

Expresion que permite obtener las coordenadas del punto P(x,y) en el sistema

rotado X'Y",
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NOTAS.
1.  Elsistema X'Y’ es llamado sistema rotado.
2. Elvector # = (uy,u;) es llamado vector de rotacion del sistema XY

3. ElOrigen de coordenadas 0(0,0) es el mismo en ambos sistemas.

Ejercicio 15, El sistema XY sufre una rotacion, en sentido anti horario, de modo
que su vector de rotacion es paralelo al vector (1,1). Halle la ecuacion de la recta

L:P = (32)+t(2,—1),t € R en el nuevo sistema.

Solucion 15.

Se desea hallar la recta L: P = (3,2) + t(2,—1),t € R en ¢l nuevo sistema. Es

decir;
L’:P’:Q'O+rc‘t’,rER
Recordamos
¥=(/P)u
y' =(P)-at
Donde;
ﬁ:ﬁ:(ii) . y1e
LD \W2'v2 . 1s .
Llevamos el punto de paso Q,(3,2) al nuevo \4 :
sistema N R
12 - @:(3.2)
= (6233 G2
u
(#H) > @E-3) 5 \2 RN
N S .

Llevamos el vector direccional a = (2,—1) de

la recta L al nuevo sistema

o= (@0 G eov-(53) ~ 5 - G-

Finalmente;

L:P = (%,—%)+r(%,—%) ,2TER

Equivalentemente;
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5 1
L,:Pf=(_J___)+k 1,-3),reR
V2 V2 4.=3

5.2.3 TRASLACION Y ROTACION DE EJES COORDENADOS.

Si trasladamos el origen de coordenadas 0(0,0) al puntb Py(xy, yo) origen
del nuevo sistema y luego rotamos .los gjes coordenados, en sentido anti horario un
angulo 8, se obtiene ¢l sistema X'Y’ de modo que el semieje positivo de las X', estd
en la direccién del vector 4 = (cos@, senf).

FIGURA 5.7 COORDENADAS DEL PUNTO P(x,y) EN TERMINOS DE LAS

COORDENADAS QUE POSEE EN EL SISTEMA TRASLADADO Y ROTADO
XY’

y S

g
el

Fuente.-Elaboracion propia-
En la FIGURA 5.7, se observa que

OP =0P, + P,P
Donde
PP =x"u+ya", |lull=1
Por lo que las coordenadas del punto P(x, y) estdn dadas por:
P=Py+xu+yu,|ul=1
Formula que permite obtener las coordenadas del punto P(x, y) en términos de las
coordenadas que posee en el sistema X'Y’ .

Reemplazando las coordenadas en forma de vector columna
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Y Rl PR e R i
L= el + Eeenal * [eomt

[x] _ [xn + x'cosf — y'sen@
Y1 lyg + x'sen8 + y'cos6

Si @ = (uy, uy) setiene

[x] _ [xo + x:u1 - y:uZ]
y Vo +xuU, + ¥y U,y
Aplicando multiplicacién escalar en la ecuacién P = Py + x'T + y'iit por el vector
i y por el vector &+ se tiene:
(P—P)-a=0Wa+ya) a ~ x'=(FP—-P) u
(P=P) -t =Wu+yut) -uat ~ y=(P-F) -ut
{x’= (P-Py)-u
y' = (P—Pg)-ut
Expresidén que permite obtener las coordenadas del punto P(x,y) en el sistema
trasladado y rotado X'Y".
NOTAS.
1.  Elsistema X'Y’ es llamado sistema trasladado y rotado.
2. Elvector 4 = (u,, uz) es llamado vector de rotacion del sistema XY

3. Elpunto Py(xg, o) es origen del sistema X'Y".

Ejercicio 16. El vector (3,4) es paralelo al vector de rotacion de! sistema XY cuyo
origen ha sido trasladado al punto P,(4,2). En el nuevo sistema, halle la ecuacion

vectorial de larecta L: P = (1,2) + t(1,2),t e R

Solucion 16.
Se desea hallar larecta L: P = (1,2) + t(1,2),t € R en ¢l sistema X'V’
Recordamos

x'=(P—-PF)-u

y' =P —Py) -t
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Dénde: Py(4,2), T = £(34) g T
Llevamos el punto de paso (1,2) de larecta L

al sistema X'Y".

1
x' =((12) - (42))- £(34)

. 1 _ 9
x'=(=30)-(34) = —; .
1 _.
y' = ((12) - (42)) - (~43) !
. d 12
y - ('—3,0) 5( 413) — 5

Luego el punto (—2,15-2-) es punto de paso de la recta L’

Llevamos el vector direccional (1,2) de la recta L al sistema X'Y".

'=(1,2) 1(34 U
X = 1] 5 ;)_ 5
, 1 2

Luego el vector direccional de la recta L' es (%,g) paralelo al vector (11,2).

Finalmente, la recta L' esta dada por

9 11
L':P = (—E,?) +t(11,2),t eR

Ejercicio 17. Sean P;(4,2), P, (38 ﬁ)

4
5'5/’ 5

8 44 s . o
Ps (E'_) vértices de un triangulo. Halle la
ecuacion del lugar geométrico, descrito por los puntos de interseccion de las
diagonales de los rectangulos inscritos en el triangulo, si uno de los lados siempre

esta sobre Py Ps.

Selucion 17.

Para hallar la ecuacién del lugar geométrico, de los puntos de interseccion de las
diagonales de los rectangulos inscritos en un triangulo de vértices Py , P, y P3 siuno
de los lados siempre estd sobre P, P, , se sigue:

El sistema XY se traslada y sc rota; el origen se traslada al punto P, v el vector de

rotacion es paralelo al vector P, Ps .
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Es decir, todo punto de R? esta dado por:

P=P +x'u+yut, u= leiz” . PPy = (34)

De donde se obtiene

x'=(P—-P) -1
[)":(P_Pﬂ'ﬁl ’

Llevamos los vértices del tridangulo dado al sistema X'Y".

P1(4':2) E] u= %(3,4‘)

El vértice P;(4,2), es el origen del nuevo sistema X'Y".

38 34
El vértice P, (— ?)

((——))(——)
4

~ P',(6,0)
(B 00) e -(22) Leww
El vértice Py (38 3:)
- (4)-0) Jon - (22) don-s
~» P'5(4,6)

(B9 00) deso= (22 dewn-e

En la figura se traza el rectangulo de vértices Q'(x'g, 0}, R'(x'5, 0), T'(x'0, ¥'r)
S'(x'r ¥

2142345678791

=2

Pero
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T'(x' gy 1) €EL:3x =2y =0~ y' = %x’Q T (x'Q,-:;:x'Q)
Pero
S'('ry'7) ELp3x'+y —18=0~ y' . = —3x"p + 18
~ S'(x'g,~3x" +18)
La interseccion de las diagonales de un rectangulo es punto medio de sus
correspondientes vértices.

Si (x',¥)son las coordenadas genéricas del lugar geométrico descrito por la

interseccién de las diagonales de los rectdngulos, entonces

t 1’ !

on L J gt (@)

(x:J/)=§(Q +57) 1

J/IZE(—39CIR+18) (2)
1

x':E(x’Q+x’R) (1)

1 1_1 f ¥
EDIEN 0 @
“Hl5te

2\2
Reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos

_1fd '+( 2 "+ 6
Y =o\3Y 37 )

Luego, la ecuacién del lugar geométrico en el sistema X'Y’ esta dado por:
3x -y -9=0

Llevando esta ecuacion al sistema XV, utilizando
1 1
X =P-P)-u=(x—-4y—2) -;5-(3,4) =§(3x+4y— 20)
1 1
y=P-=P)- i =(x—4y-2) -g(—4,3) :g(-—4x+ 3y + 10)
Se tiene
1 1
3§(3x + 4y — 20) —g(—4x+ 3y+10)-9=0

Finalmente, la ecuacion del lugar geométrico en el sistema XY esta dado por:

13x+9y—-115=0
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CAPITULO VI. VECTORES EN EL ESPACIO R?
6.1 DEFINICIONES Y PROPIEDADES DE VECTORES EN R?

Los vectores en el espacio vectorial R3, son aquellos vectores de R™ con
n = 3. Las definiciones y propiedades de vectores son las mismas, sélo que los
vectores ahora presentan tres componentes. Se hace notar, que la construccion de
un vector ortogonal a partir de un vector dado, en R3 no es posible.
Antes de continuar con algunas definiciones y propiedades propias de R?, veamos
algunos ejercicios con vectores en R3.
Ejercicio 1. Los puntos A(1,1,1), B(5,7,9), €(6,7,8) y D(7,5,9) determinan un
tetraedro. Si desde los vértices A y D parten simultancamente dos méviles con
direccién al baricentro de la cara ABC, cada uno con una velocidad de v2 unidades

por segundo. Cudl es el punto en el que se encuentra el movil que partié de D,

cuando el movil que partié de A llega al baricentro.

Solucion 1. Se desea hallar el punto P en el que
se encuentra el maévil que partioé del vértice D

D, en la figura, cuando el mévil que parte del
vértice A llega al baricentro G = %(A +B+

¢)

Es decir;
G = %((1,1,1) +(5,7,9) + (6,7,8)) ~ G = (4,5,6) Hallemos el tiempo en el que

el movil que parte de A llegaa G
. Distanciade Aa G _ ||AG||

velocidad -z
Donde; 4G = G — A = (4,5,6) — (1,1,1) = (3,4,5), |AG|| = 5v2
Luegot = % = 5 segundos, tiempo en el cual el movil que parte de A llega a G.

Ahora, el movil que parte de D en 5 segundos se encuentra en el punto P.
Esto es;
P =D+ |DP|&
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Donde;
IDP)| = (velocidad)(tiempo) = 5vV2
%//DP//DG =G — D = (4,5,6) — (7,59) = (—=3,0,-3), |[DG|| = 3v2

Entonces
a G 1
U= —/— = ——

el 3yl 03

Por lo que;

1
P=(759)+5V2 ﬁ(—3,0,3) = (2,5,4)

Finalmente, el movil que partié del vértice D, cuando el que partio del vértice A

llega al baricentro G, se encuentra en el punto P(2,5,4).

Ejercicio 2. Sean los vectores @ y b en R? con ||@|| = 4y ||b|} = 3. El angulo entre

aybes % Halle:

a) Compg(2a — 3b)

b) El 4rea del paralelogramo formado por los vectores 2@ — 3b y 3@ + 2b.

c) Compﬁ+5(3ﬁ - 25)

Solucion 2.

a) Recordamos la definicion de la componente de un vector en la direccion de otro
vector no nulo. Es decir;

—3b)-a_ 2a-a—-3b-a

llall llzl

También recordamos; @ - b = ||c"1||||l_1”c036, entonces

20l - 3 (lalBllcos () 2042 — 3 ()3)
al ) 4

— 2a
Compg(2a — 3b) = (22

Compg(2a—3b) =

- 7
Comp&(ZE - 3b) =3

b) Recordamos que el 4rea de un paralelogramo formado por los vectores @ y b esta

dado por:

A= flal|5? - (a-5)°
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Ahora ¢l area del paralelogramo formado por los vectores 22 - 3b y 3@ + 2b

€s;

A= J||za — 3b||"|[3a + 2B||"* - ((2a - 3b) - (3a + 25))2

A

_ _ 2
- J(4||al|2 —12a-5 +9B]|*) (llallz + 122 - 5 + 4]|5]|*) ~ (6laliz — 5a- b ~ 6]

2

A= J(m)z —12(4)(3) % + 9(3)2) (9(4)2 + 12(4)(3)%+ 4(3)2) - (6(4)2 - 5(4)(3)%-— 6(3)2)

A =+v18252
- T (3a-2b)(a+b) 3a-d—2a-b+3ab-2bb
©) Compg. (3@ ~ 2b) = =g = la+bl

3llal? +a-5 - 25|
la+B]
_ I =2
_ 3llall? + allhalicos () - 2]|3]
lla+ bl

Comp&J,g(Bﬁ - 25) =

Donde:

la+5|*=(@+5)-(a+5)=llal?+2a-5+|5|’
_ = T =2

= \lal + 2iall||5||ces (g) + |||

=42 4 2(4)(3)%+ 32

la+B|" =37 ~ ||la+5|=v37

Entonces

3(16) + 4(3) (5) - 2(9) 36
V37 V37

Ejercicio 3. Los puntos P;(13,8,5) y P,(5,8,13) son extremos de una arista de una

Compg.5(3a—2b) =

de las bases de un paralelepipedo rectangular, siendo Pg(—5,—20,3) v Py los
extremos de una diagonal en la base opuesta. Si P;Pg es una arista lateral y

PsPy = 1(6,3,2),r € R. Cuales son los otros cinco vértices.

106



Solucion 3. De la figura se tiene que: P,

y Pe
PP, = (—8,08) =P, P EPZ /’/,
De donde /;—----’ < P,
P, = P, — (—8,0,8) P, /,’/,f&
= (=5,-20,3) L
—-(-8,08) Py P,

Luego el vértice es:
P5(3,-20,-5)
Ademas, en la figura se aprecia que;
Proyss;PePs = PePs
Donde;
PPy =7(6,3,2),r €ER y P,P; = (18,28,2)

Luego,
(18,28,2)(6,3,2)

iy (032) =1(632) ~r=

Proypp,PePs = Proy(3,2)(18,28,2) =

4
Entonces
PPy = 4(6,3,2) ~ Py =P, + (24,12,8) = (—5,-20,3) + (24,12,8)
Obteniéndose €l otro vértice
Pg(19,-8,11)

Se observa que;
Po= P, + PP, = P, + P;P;, PPy = (19,—8,11) — (13,8,5) = (6,—16,6)
P; = (58,13)+ (6,—16,6) ~» P5(11,—-8,19)
P, = Pg+ PgP, = P; + PgPs,

PyP; = (13,8,5) — (19,~8,11) = (—6,16, —6)
P, = (—5,-20,3) + (—=6,16,—6) ~ P,(—11,—4,—3)
P, =P+ PP, =P, + PP,

PP, = (-11,—-4,—3) — (58,13) = (~16,~12,-16)
P, =(13,8,5) + (—16,~12,-16) ~ Py(—3,—4,—-11)

Verificando el vértice hallado anteriormente,

107



P7 =PB+PBP7 =P8+P3P2,P3P2 == (—3,'—4,""11)_(13,8,5)
= (—16,—12,—16)
P, = (19,—8,11) + (—=16,—12,—16) ~ P,(3,—20,—5)
6.2 PARALELISMO Y ORTOGONALIDAD DE VECTORES

Las definiciones y propiedades para ¢l paralelismo y ortogonalidad de

vectores en R? son analogas a las presentadas para R™ conn = 3.
6.3 PRODUCTO ESCALAR

La definicion y propiedades son analogas a las presentadas para R™, solo que

ahora se tiecne n = 3.
6.4 PRODUCTO VECTORIAL

El producto vectorial de dos vectores @ = (ay, ap, a3) y b = (b4, by, bs) solo
en R3, denotado por @ X b, se define como el vector dado por:
a x b = (a;bs — azb,, asb; — a1bs, a b, — azby)
@ x b: Se lee “el producto vectorial de los vectores @y b

axb ‘
FIGURA 6.1 PRODUCTO VECTORIAL
DE LOS VECTORESayb

a
Fuente: Elaboracion Propia

OBSERVACIONES.

1- a- (d X E) = al(a2b3 - a3b2) + az(a3b1 - a1b3) + a3(a1b2 - azbl) = 0
significaque @ L (@ x b)

2. b (‘_1 X E) = by(axb; — aghy) + by(a3by — ayb3) + ba(a b, —azh) =0
significa que b L (@ x b)

6.4.1 PROPIEDADES

Sean lo vectores @, b, ¢ en R? y cualesquiera escalares r € R, se tiene
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1. axb=-bxa

(rd) x b =r(@xb) =d x(rb)

N

ax(b+c)=axb+axc
ax(bxc)=(a &)b—(a-b)c
d X @ = & para todo vector @ € R3

ax(bxé)=(axb)xe

N W

1XL=]><]'=EXE=5
ixj=k, Jxi=-k
Fxk=1, kxj=-T
Exi=j7, ixk=-fJ

xa= FIGURA 6.2 PRODUCTO
a-(bxc)=(axb)-c VEE(T:(T)EI&IQI_HE L(E)S
Ly

Fuente: Elaboracion Propia

Ejercicio 4. Demostrar la identidad de Lagrange

ll@x Bl|* = flall||5]|* - (@ - 5)*

Solucion 4. Demostracion.

Sean a= (al,az, ag) y B = (b]_J bZJ b3)

_ =2
||"-1 X b" = |(azhs — azby, azby — aybs, ayb, — azby)|I?

= (azb3 — azhy)? + (azhy — a;b3)* + (a1b; — azby)?

= (alz + a22 + a32)(b12 - bzz - b32) - (a1b1 4+ azbz 4+ a3k3)2

= {lal?||z]|” - (a-b)°

Finalmente,
lax B = |6l 21> - (a- )"
O también
laxB|* = (axBb)-(axbh)
=a-(bx(axb)), (axb)-c=a-(bx?)
=a-[(b-b)a—(a-b)b], ax(bxé)=(a-ob—(a-b)c
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= ||l*a-a~ (a-5)(a5)
= [[BI Nl - @ 5)°
Finalmente,
lax B[I* = 1B 1ai? - (a- 5)°
Ejercicio 5. Determinar una férmula para calcular el 4rea de un paralelogramo

cuyos lados estan representados por los vectores @ y b.de R*

Solucion 5. Recordamos que el 4rea del paralelogramo es el producto de la base

por la altura, por lo que en la figura se observa

lAParaIeIogramo = llallle]|sene
Recordamos
@b = |all||b|lcoss,0 <8 <n
Y de la identidad de Lagrange
lax 8" = 5] *1al - (a- &)’

Se tiene:
llax B||* = [[5*1all? = (lall]|3]|cos8 )*
= |||’ llali? - llali||B]|" cos?
= 1Bl @lz(1 - cos?)
= ||B]|*llal2sen6
Finalmente,

@ x B|}* = ||B||*{lall2sen?e
Con lo cual se ha demostrado que ¢l area del paralelogramo es la norma o longitud
del vector @ X b.
Es decir
Aparatetogramo = ||@ X b|]

Y el area del triangulo cuyos lados estan representados por los vectores @ y b estd

dado por R LE T -
1., -
1s = 3] A&
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NOTA.
Dos vectores @y b de R® son paralelos siy sélosi@ x b = 0
6.5 PRODUCTO MIXTO O TRIPLE PRODUCTO ESCALAR

El producto mixto o triple producto escalar de los vectores @, b y € de R3,
denotado por [d b E], se define como es numero dado por:

[abc]=a-(bxc)

NOTA.

La expresién (@ - b) X € no tiene significado alguno

6.5.1 PROPIEDADES.

1.  Tres vectores @, b y € de R3 son linealmente dependientes si y s6lo si
[abc]=a- (bx ¢)=0
2. La dependencia lineal de tres vectores es equivalente a que los tres vectores

sean paralelos a un mismo plano.
6.5.2 VOLUMEN DE UN PARALELEPIPEDO

Consideremos que; los vectores b, ¢
representan las aristas de la base de un
paralelepipedo y el vector @ la arista lateral.

El proposito es determinar una expresion

para calcular su volumen.

Ejercicio 6. Determinar una férmula para
calcular el volumen del paralelepipedo de arista lateral el vector @ y cuya base tiene

lados representados por los vectores b y €.
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Solucion 6. En la figura, el volumen

del paralelepipedo es el producto del

area de la base por la altura (SAAL
RIQUEROS, CAMPOS, &
AZNARAN, 1990).

V = (4rea de la base){altura)
El area de la base es el 4rea del paralelogramo determinado por los vectores b y &
4rea de la base = ||b x ¢|
La altura del paralelepipedo es la norma, de la proyeccion ortogonal del vector @

sobre el vector b X €
altura = ||Proysy:all
Luego, el volumen de! paralelepipedo estd dado por

V= [|b x e[l Proypxcall

e all@a(bxé) bxe
V= BT Toxa
a-(bx¢)l|| bxe
”b”"l el |5z
T o =) |Eexe)) bxé
V= "b X C” | IBxell | “llbxcll
V= "E x E” ”E < C-” Iﬁ' (E X E)l
=z (5 %)
Finalmente, €l volumen del paralelepipedo es
v=|[abe|

6.53 TORQUE

Al aplicar una fuerza en una llave inglesa al final del brazo 1o més lejos del
perno causa el movimiento de atornillar en direccién perpendicular al plano
determinado por ¢l brazo de la llave y la direccién de tu fuerza (se asume que el
plano existe). Para medir cuanto atornillamos, necesitamos la nocién de torque (o

fuerza de torsion) (COLLEY, 1998).
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En particular, si el vector F representa a la fuerza aplicada a la llave inglesa, Se

tiene

longitud de la ) (componente de F perpendicular )

Cantidad de torque = ( llave inglesa a la llave inglesa

Sea @ el vector que representa, desde el centro de Ia cabeza del perno hasta el final
del brazo de la llave inglesa. Entonces
Cantidad de torque = ||@||Comp ;L F

F-gt
Cantidad de torque = ||all &

1 T ~
Cantidad de torque = ||a|| —— ||F||l|@t||cos (E — 9) ,3(a,F) =26

lla]
ntidad de torque = ||a|||F
Ca ad de torque = |al[[|Fllsen(6) FIGURA 6.3 EL VECTOR
Recordamos que TORQUE SOBRE EL
PERNOESa@xF

||l@ x b||=[i5]|lla@llsens

Por lo que

Cantidad de torque = ||a@ x F||

Se observa que la direccion de @ x F es igual a la

direccion en la que se estd atornillando el perno =
q P IF||sen(@)

{se asume la regla de la mano derecha sobre el

perno). Por consiguiente, es completamente Fuente: Elaboracion Propia
natural definir el vector torque T como:
T=axF

El vector torque T es la manera precisa de representar la situacion fisica.
NOTA.

Si F es paralelo al vector @, entonces T = 4. Lo cual indica que por mas que

presionemos la llave inglesa ¢l perno no gira.

Ejercicio 7. Arturo estd cambiando un neumatico. La llave es posicionada en uno
de los pernos de la rueda y hace un angulo de 30° con la horizontal. Arturo ejerce

una fuerza de 40 Ib hacia abajo para aflojar el perno.
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a) Silalongitud del brazo de la llave es un pie, ;Qué cantidad de torque se imparte
al perno?

b) Sise cambia lallave por una de 18 pulgadas de longitud, ; Qué cantidad de torque
se imparte al perno?

Solucion 7. En la figura, el brazo de la llave es paralelo al vector

a = (||@licos8, ||@||sens, 0)
Y la fuerza esta representada por el vector
F =||F||(0,1,0) = 40(0,1,0)
= (0,40,0)
Se desea hallar la cantidad de torque que

se imparte al perno.

Cantidad de torque = ||[a x F||

a) La longitud del brazo de la llave es ||@|| = 1 pie, entonces

a= ((1)cos (%) ,{(1)sen (%),0) = (?%,0)

Luego

Cantidad de torque = ||a@ x F||
V31
Cantidad de torque = ”(7,5, 0) X (0,40,0)“

_ 40V3
Cantidad de torque = O,O,T

Cantidad de torque = 20v3 pie — Ib

b) La longitud del brazo de la llave es |[@]| = 18 pulgadas, entonces

a= ((18)cos (%),(18)3611 (1;-) , 0) = (9v3,9,0)
Luego
Cantidad de torgue = ||a x F|j
Cantidad de torque = ||(9v3,9,0) x (0,40,0)|
Cantidad de torque = ||(0,0,360v3)|
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Cantidad de torque = 3603 pulgadas — Ib
Cantidad de torque = 30V3 pies — b

Ejercicio 8. Sean @, b y ¢ vectores en R, Cemostrar que:
[ax(axbié] =—lall?*[abé]
Solucion 8. Demostracion.

[&EX(EXE)E]=&-((&x(ﬁxE))xE)pues[&Ec"]=&-(EXC")

H

a-(((a-E)a—(a-a)E)xc‘)puesax(Exc‘)=(&-E)E—(E-E)c‘

=a-((a-b)axc— (@ @b xc)puesax (b+ x b+
N o ol e (ra) x b = =a b
:(a-b)a-(axc)—-—(a-a)a-(bxc)pues{rzxx(b+c)( )E-:lc':(x(r')

=—(@-a)a-(bxc)puesa-(@xe)=0
= ~|l@ll*[a b ]
Por lo tanto,
[ax(axb)é]=~lal?[arc]
Ejercicio 9. Sean A, B y C vectores en R ta’es que A = B + €, donde B pertenece

al plano que pasa por el origen O y tiene normal N. Si 0Q es el vector proveccion

de OA sobre N, demostrar que ||0Q|| < ||OC]i.

Solucion 9. Demostracion.

En la figura
A=B+C
0A=0B+0C
0Q = Proyy04 = MN
INI?

0Q = Proyy(OB + 0C)
= ProyyOB + Proy,0C

50 = OB - N W-NN
AR TTE

s



— OC-N — -
Q=WN, BLN «» BE-N=20

Sacamos norma en ambos micmbros s¢ tiene;

-

1231 = || = [ vl =[] = i 28
INI}2 TETTIRL R  TTT T AT
0@ —m|OC Nl < m"OCH“N" por la desigualdad de Schwarz
Finalmente,

10Qll < lioc]|
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CAPITULO VII. LA RECTA EN R3
7.1 LA RECTA EN R3

DEFINICION. Larecta L esun conjunto ~ FIGURA 7.1. LA RECTA L

A ENR3
de puntos en R? que consta de un punto de paso Z
y de un vector direccional. \
Esto es;
L={PeER}/P=P,+ta;t€R} -
Doénde Y
Py ; es un punto de paso de la recta L Y L

- . . Fuente: El jorn Propi,
& ; es un vector direccional de la recta L aboracidn Propia

7.1.1 DIVERSAS DENOMINACIONES DE LAS ECUACIONES DE
RECTA

De la definicidn de la recta L se tiene
PeLP=P,+ta,terR
Y la expresion
LP=Py+ta,tcR
Es llamada ecuacion vectorial de la recta L.
Sean P(x,y,2), Py(x, ¥0, 25) ¥ @ = (a4, ay, a3) entonces la recta L resulta
Li(x,y,z) = (X0 Yo, Zo) + t(ay, az.a3),t €R
De donde

X =Xxg+ tay
L:iy =Yy tta; , tER
Z=2zy+ tas

Expresion llamada ecuacién paramétrica de la recta L.

Despejando el parametro t ¢ igualando se obtiene
L:x—xoz)’—J’o:Z—Zo
ay az as
Expresion llamada ecuacion simétrica de la recta L (PURCELL & VARBERG,
1992).

Los nimeros a,, @,, az s¢ llaman nimeros directores de la recta L.
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En la figura; sea Py (x4, ¥4, 21) ¥ P2 (x5, ¥, 22) puntos de paso de larecta L, de donde

s¢ obtiene: a

Xy — X

COSA = ot L
PP | Pz
Yo— W1 '

Cosp = —— P1 B
1P, P2 I A >
Z _Zl @

2

€OSY = ———= e

|| PP i »

Llamados los cosenos directores de la recta L determinada por los puntos P; v P,.

Ademas a, B y y son Hamados los dngulos directores de larecta L.

Ejercicio 1. Halle las ecuaciones vectorial, paramétrica y simétrica de la recta L

que pasa por el punto (1,1,1) y tiene sus tres dngulos directores iguales.

Solucion 1.
Consideremos el vector unitario &4 = (cosa, cosf3, cosy) como vector direccional
de larecta L.
Seconoceque; a=fB=yyluli=1
Luego,
2 2 2., —
cos“a + cos“ff +cosy =1

De donde se obtiene

, 1
3cosca =1 ~» cosa = iﬁ
Entonces
= (ii,ii,ii) /7 (L11)
37743 73
Luego;
L:P=(1,11) + t(1,1,1), t € R, Ecuacidn vectorial de la recta.
x=1+¢
L:iy =1+t ,t € R, Ecuacién paramétrica de la recta
z=1+t¢

Lix—1=y—1=2z-—1, Ecuacién simétrica de la recta
Ademas, la recta pasa por el origen de coordenadas, pues el origen pertenece a la

recta L parat = —1
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7.2  POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

Sean L:P =Py +tad,t€ER y Ly:P=Q,+sb, s €R dos rectas en R>.
Se presentan las siguientes posiciones relativas:
7.2.1 RECTAS PARALELAS

Las rectas L, y L, son paralelas, denotado L, // L, siy soélo si los vectores

direccionales @ y b son paralelos. Es decir;

Li//L, = a//b

FIGURA 7.2 RECTAS PARALELAS

Fuznte: Elaboracion Propia

7.22 RECTAS ORTOGONALES

Las rectas L; y L, son ortogonales(L; L L,) si y sélo si los vectores

direccionales @ y b son ortogonales. Es decir;

Lill,e alb
L,

F 3

b FIGURA 7.3 RECTAS ORTOGONALES

[ >
a Ly

Fuente: Elaboracion Propia

7.2.3 RECTAS QUE SE INTERSECTAN EN UN PUNTO

Las rectas L, y L, se interceptan si y s6lo si [E b E] =0 donde ¢ = P,0,
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FIGURA 7.4 RECTAS QUE SE
INTERSECAN EN UN PUNTO

Fuente: Elaboracion Propia

7.2.4 RECTAS QUE SE CRUZAN

Las rectas L, ¥ L, se cruzan si y s6lo si [C_l b E] # 0 donde ¢ = PyQy

FIGURA 7.5 RECTAS
QUE SE CRUZAN

L L1

Fuente: Elaboracion Propia

Larecta L tiene como vector direccional al vector @ X b y es ortogonal a las rectas

Ll Y Lz.
Ejercicio 2. Dadas las rectas

Li:P=(012)+¢t(1,11).teRrR
Ly:x=ty=tz=0
Determinar si las rectas se¢ interceptan o se cruzan. Si s¢ interceptan hallar el punto
de interseccidn, si se cruzan hallar la recta ortogonala L, ya L,.
Solucion 2.
De L, setiene: a = (1,1,1), P,(0,1,2)
De L, se tiene: b = (1,1,0),0,(0,0,0)
Obteniéndose: ¢ = P,Qy = (0,—1,—-2)
Luego
L, y L, se interceptan si y solo si [L_l b E] =0
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L, y L, se cruzan si y s6lo si [ﬁ b E] =0

Veamos,

[abe]=(111)-((1,1,0)%x(0,-1,-2)) = (1,1,1) - (-22,-1) =—1=0
Por lo que L, y L, se cruzan,

Ahora, hallemos la recta L ortogonal a las rectas Ly y L,

En la figura

L:P=R+r(axh),rer

Donde
R=Py+ta,teR~ R=(012)+¢t(11,1),t€R
S=Qy+sbh,s€R~5=(0,00)+s(1,1,0)s€R

Entonces

_— — (0,-1,-2):(-1,1,0) 1

RS = ProyﬁXEPOQO = ”(__1 1 0)”2 (_111:0) = _E(_]'J]-JD)
Luego

s(1,1,0) —(0,1,2) — £(1,1,1) = %(1, -1,0)

1
s(1,10) — 1(1,1,1) =5 (1,14

P=—2 §=-—u
ST

N =R =
g

Obteniéndose los puntos

R=(012)+(-2)(1,1,1) = (-2,-1,0)

S =(0,0,0) + (_;) (1,1,0) = (—%,—%,o)
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Finalmente, la recta L esta dada por;
L:P=(-2,-100+r(1,1,1) x(1,1,0),r €R
LP=(-2-10+r(-1,1,0,rER

7.3 ANGULO ENTRE RECTAS

Sean
Li:P=Py+ta,t€RyLy;:P=0Q,+sh,s€R
Dos rectas en R3. Se define el 4ngulo entre las rectas como aquel dngulo que forman
sus vectores direccionales.

Es decir,

4(Ly,Ly) = 4(a,b) =9

FIGURA 7.6 ANGULO ENTRE DOS
RECTAS

Fuente: Elaboracion Propia

Y queda completamente determinado por:

fall]|]

NOTA. Si L, y L, se cruzan, el angulo entre ellas se determina trazando una recta

cosf =

L, paralela a cualquiera de ellas y que pase por un punto cualquiera de la otra recta,
luego el angulo esta formado por la recta L y la recta con la que tienen el punto

comun.
7.4 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Seal:P = Py +td,t € R unarectay Q un punto en R®, para determinar la
distancia del punto Q a L se sigue;
En la figura, el 4rea del paralelogramo esté dado por
A= P50 x all = 1alll[PoQlisens
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FIGURA 7.7 DISTANCIA DE UN

P llsens £
IPoQllsent % d(Q. 1) PUNTO A UNA RECTA

1 i
\ /

r
P “

2|

Fo

Fuente: Elaboracion Propia

De donde
1PoQ x all = llalld(Q. L)
Finalmente;
I1PeQ x al|
d(Q. L)y=——
)=l

Ejercicio 3. Halle la distancia entre las rectas:

Li:yx—1=7(z-3),y=6
Ly:P=(427)+t(-7,0,-1),t€R
Solucion 3.
De L, se tiene que su vector direccional es @ = (7,0,1) y su punto de paso es
Py(1,6,3).
De L, se tiene que su vector direccional es b = (—7,0,—1) y su punto de paso es
Q(42,7)
Como & // b entonces L, // L.
Luego la distancia de 1; a L, esta dado por la distancia del punto Q(4.2,7) al,

Es decir;
d(o,1,) =5 B = 3,-4,4)
3,—4,4) % (7,0,1 —4,25,28 5v57 1
d(Q‘Ll):II( ) % ( M) ]I _1

(7,0, 1)l T 5vZ 5vZ 2
7.5 DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN

Sean L;:P =P, +td,t ER y Ly:P = Qu+sh,s € R dos rectas que se

cruzan.
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d(Ly, L) = |IPQ]|

FIGURA 7.8 DISTANCIA
ENTRE DOS
RECTAS QUE SE
CRUZAN

Fuente: Elaboracion Propia

En la figura, la distancia (minima) de L, a L, es medida a lo largo de la recta L
perpendicular a ellas.
Es decir,

Py (axB)| _|[Feds a Bl
ax?l |~ Tax3]

IIWII = IReQoll = {Compz,5PoQ0l =

Finalmente,
|[PeQo @ b]|
d(li L) =~————
( 1 Z) ”E@x b”
Ejercicio 4. Sean las rectas
Li:P =(012) +t(1,11),t €R
Lyx=ty=tz=0
Determinar la distancia (minima) de L, a L.
Solucion 4.
De la recta L, se tiene el vector direccional @ = (1,1,1) y punto de paso P,(0,1,2)
De la recta L, se tiene el vector direccional b = (1,1,0) y punto de paso Q,(0,0,0)
De donde ¢ = P,0, = (0,—-1,-2) ya x b = (—1,1,0)
Luego [ab¢] = (0,-1,-2) - ((1,1,1) x (1,1,0)) = -1
Por lo que las recta L, y L, se cruzan

I[Pe@o @b]| 100,-1,-2)-(-1,1,0)| |-1] 1

Wl =52 = WGl - v

124



CAPITULO VIII. EL PLANO EN R3

DEFINICION. El Plano es un conjunto de puntos P en R? que tiene un punto
de paso P, y dos vectores @ , b no paralelos en R* tal que
P={PeR?/P=Py+ra+sh;rs€eR}
De donde
PEP ©@P=P,+tra+sh;r,seRr

FIGURA 8.1 EL PLANO P EN R?

Fuente: Elaboracion Propia
Luego, la expresion

P:P=P,+ra+sh;r,seR
Es llamada la ecuacion vectorial del plano P que pasa por ¢l punto P, y es

generado por los vectores @ y b.
8.1 TIPOS DE ECUACIONES DE PLANOS

Sean P(x,y,2), Po(Xo,Yo 2Zo), @ = (ay,a3,a3) y b = (by, by, by), entonces la
ecuacion del plano resulta

P:(x,v,2) = (X0, Yo, 20) + v(ay, a3, a3) +5(by, by, b3)iT,5s ER
De donde

X =xg+ra; +sbh
P:iy=ys+ray+sbh, ;1,s€ER
Z=Zo+7"a3 +Sb3

Expresion llamada ecuacion paramétrica del plano P.
Cualquier vector no nulo f1 ortogonal al plano P, es ortogonal a los vectores @ y b,

s¢ llama vector normal al plano P.
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Ya=axbh

FIGURA 8.2 VECTOR NORMAL n

Ej P ALPLANOP
a

Fuente: Elaboracion Propia

Py

En particular un vector normal al plano P es
n=axb
Si Py es un punto fijo del plano P y P es un punto cualquiera de P, entonces el
vector PyP es ortogonal al vector normal # = @ X b
ta=axh
FIGURA 8.3 ECUACION

ZE p P NORMAL DEL PLANO
P a

Fuente: Elaboracion Propia

Luego la ecuacion del plano estd dada por
P:(P,P)'n=0
Expresion llamada ecuacién normal del plano P con punto de paso P, y vector
normal 7.
Ahora si P(x,y,2), Po(x0, Yo, 29) ¥ 1L = (@, b, ¢} se tiene que la ecuacion del plano
esta dada por
P:(x—xq,¥—vo.z2—25) (a,b,c) =0
Operando se obtiene,
Pax+by+cz+d=0,d=—axy— by; —cz,
Expresion llamada ecuacion general del plano P con vector normal @ = (a, b, ¢)

y punto de paso Py.

Ejercicio 1. Halle la ecuacion; vectorial, paramétrica y general del plano P que

pasa por el punto Py(1,2,3) y es paralelo a las rectas

x=1 y—-2 z-3

L x=1 y+2 z+3
3 -1 2 - -

“'2 5 -3

Solucion 1.
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De la recta L, se tiene ¢l vector direccional @ = (3, —1,2)
De la recta L, se tiene el vector direccional b = (2,5, —3)
De donde se aprecia que los vectores @ y b son no paralelos, por lo que:
La expresion

P:P=(1,23)+7r(3,-1,2)+5(2,5,-3);r,s€ER
Es la ecuaci6n vectorial del plano P.

De aqui se obtiene;

x=1+3r+2s
P{y=2-r+5s ;rseR
z=3+2r—3s
Expresion llamada ecuacion paramétrica del plano P,
En la ecuacién normal del plano

P: PO ) 'ﬁ = 0
axb=(3-12)x (25 -3) = (-7,13,17)

P

PP=(x—1y—2z-3)yn

Luego se tiene
P:(x—1,y—-2,2-3)-(-7,13,17) =0
P:7x—13y—-17z+70=0

Expresion llamada la ecuacién general del plano P.
8.2 POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS
8.2.1 PARALELISMO DE PLANOS

DEFINICION. Dos planos Py: (PoP) 7i; =0 v P,: (QyP) 71, = 0 son
paralelos si sus vectores normales 72; y 71, son paralelos.
Es decir,
P /e n /A,
NOTAS.
1. Si Py y P, son paralelos entonces P; = Py(coincidentes) o P, NP, = @
(interseccidn nula)

2. SiP; y P, no son paralelos entonces su interseccion €s una recta
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8.2.2 ORTOGONALIDAD DE PLANOS

DEFINICION. Dos planos P;: (PyP)+7i; =0 y Pp:(QpP) 7i, =0 son
‘ortogonales si sus vectores normales 71, y 71, son ortogonales.
Es decir,

PLP, & 7, LT,
8.2.3 ANGULO ENTRE DOS PLANOS

El dngulo entre los planos Py: (PyP) -, = 0 y P: (QoP) - i, = 0 se define

como ¢l angule entre sus vectores normales 71, v 71,.

Py FIGURA 8.4 ANGULO ENTRE DOS
PLANOS

Fuenie: Elaboracion Propia

Es decir,
ﬁl " ﬁz

£(P;, P,) = 4(714, i) ~ cosf = ———
b2 v 172 [ 1721

8.3 DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO

Seael plano P: (P,P)-i=0, i=a x b yel punto Q de R3. Para hallar la
distancia del punto @ al plano P se sigue;

En la figura

axb| .---- Q
' FIGURA 8.5 DISTANCTA DEL
| PUNTO Q ALPLANOP
J

Fuente: Elaboracion Propia
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d(Q, P) = [IProya.sPe 0l

aco,p) = [RL(axD)
@ x b]|

_|PQ-(axB)]

d(Q,P) —W
-7
dto.r) =4

St Q(x1,¥1,21), Po(x0. V0. 2Z0), T = (a,b,c)yd = —ax, — by, — cz,, entonces
| (1 — X0, ¥1 — Y0, 21 — Z0) * (@, b, )|
Va2 + b2 +¢c2
|laxy + by, + czq + d]

8.4 POSICIONES RELATIVAS ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO

d(Q,P) =

d(Q,P) =

Sealarecta L: P = @, + ta, t € R y el plano P: (P,P) - i = 0. Se cumple:
8.4.1 PARALELISMO DE UNA RECTA Y UN PLANO

Larecta L es paralela al plano Psi ysolosifi L a
O también, la recta L es paralela al plano P si y s6lo si n- @ = 0 y puede suceder
queLNP =L46LNP=¢.Esdecir
LiIPesaln
LiPesa-n=0

8.4.2 PERPENDICULARIDAD DE UNA RECTA Y UN PLANO

La recta L es perpendicular al plano Psiysblosif || @
O también, larecta L es perpendicular al plano P siy sélosi n-a@ # 0.
Es decir
Li1Pealn
LiPea-n+l

8.43 ANGUILO ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO

En 4ngulo entre el plano P y larecta L, denotado 4 (P, L), estd dado por

129



MRD=Q=%—M@W

FIGURA 8.6 ANGULO ENTRE EL
S PLANOPYLARECTAL
a

v
’
P
.

‘ P

/ Fuente: Elaboracion Propia
8.4.4 NOPARALELISMO ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO

Larecta L no es paralela al plano P si y s6lo si @ no es ortogonal a i
O también, la recta L no es paralela al plano P siy solosi i -a # 0, por lo que se
interceptan en un punto. Es decir

L¥Poasn

8.5 INTERSECCION DE UNA RECTA Y UN PLANO NO PARALELOS

Sealarecta l: P = Qy + t@,t € R yel plano P: (P,P) i = 0 no paralelos.
Se desea hallar el punto de interseccién LNP =R

Para ello se sigue;

k=]
—>
\h

Py ... J FIGURA 8.7 INTERSECCION DE
'R LA RECTA L Y EL PLANO P

[2]]

Qo Fuente: Elaboracion Propia

En la figura FIGURA 8.7 se tiene
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Q,R=ta,teR
QoPy + PoR = QyR

Multiplicando, producto escalar, ambos miembros a fa ecuacién anterior por el

vector 1 resulta

QoPo i+ PR - =QoR 7
Pero 1 L PR, es deciri- PuR = 0,

Entonces

QoPo N =CoR i QoPp-A=ta-Aiv t=

Luego la ecuacidn anterior resulta
(QuPu ~
QoR LI
n
R=0,+ [,(_o_@_]a

8.6 DISTANCIA ENTRE PLANOS

Finalmente

Sean los planos paralelos dados en su forma general por:
p1:Ax + By +Cz=D,
P Ax+By+Cz=D,
Para hallar la distancia entre estos planos se sigue;
Sean Py(x1,¥1,21) € §1 7 Po(x2.¥2,22) € 0,
d(fo1,$2) = |CompzP, Py
PP, 7

d(§01, ;) = T

' FIGURA 8.8 DISTANCIA ENTRE
C) + / DOS PLANOS PARALELOS

(x3 —x1,¥2 —Y1.22 — 2,) - (4, B; C)
o
1. 02) = | 1G4, B, Ol
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Ax; + By, + Cz; — Ax; — By, — Cz
iy = [t B G A~ By, o
A2 + B2+ (*

Finalmente,
D, — Dy
APy, 05) = I
Wnbd) = v O

8.7 PROYECCION ORTOGONAL DE UNA RECTA SOBRE UN PLANO

Sealarecta L: P = Qg + ta,t € R yel plano P: (P,P) - 71 = 0. La proyeccion
ortogonal de la recta L sobre el plano P, denotada ProyplL, ¢s la recta dada por

ProypL:P =Ry +t(Ax (@xn));teR

FIGURA 8.9
PROYECCION
ORTOGONAL DE LA
RECTA L SOBRE EL
PLANO P

C también,
Proypl =P P, = {(PP) -7 = 0} n {(QoP) - (@ x M)}
Donde:
Pi:(QoP) - (@x7)
Es el plano perpendicular al plano dado P que contiene a la recta dada L.

NOTA

1. Elplano P, contiene a la recta L
2. Elplano P, es ortogonal al plano P

3. Larecta Proypl se obtiene interceptando el plano P} con el plano P.
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Ejercicio 2. Sealarecta L: P = (2,—-1,2) + t(1,-1,2) ; t € R y el plano dado por
P:2x + 3y + z — 2 = 0. Halle la proyeccion ortogonal de la recta L sobre el plano
P,

Solucion 2.
Recordamos
ProypL:P =Ry +t(Ax (@xM);tER
ProypL=PnNP,
Donde:

P.: (QoP) - (@ x 1)
DeL:P=(2,-1,2)+t(1,—-1,2);t € Rsetiene @ = (1,—1,2), Qo(2,—-1,2)
DeP:2x+3y+2z—2=0setienen = (2,3,1)

Por lo que:
axn=1(1,-12)x(231)=(-735)
ax(axn)=(231)x(-735) =(12,-17,27)
Hallamos el plano P;, que contiene a larecta L
P:((xy,2) —(2,-1,2)).((1,-1,2) x (23,1)) =0
P:(x—2,y+1,z-2).(-735)=0
P:=7x+3y+5z+7=0
. P:7x—3y—5z—-7=0
Ahora hallamos el punto de paso Rg(xq, ¥4, Z5) de ProysL = PN P

2x+3y+z—-2=0
7x—3y—-5z—-7=0

_ 3yo+2z,—2=0 179 17 9
Seaxy =0 v{3)’0—520—7 — 0"’)’0 —E.Zo——;@ Rg (OJE;“Z)

ProyplL: {

Finalmente,

17 9
Proypl: P = (0,5, "Z) +1t(12,-17,27);t €ER
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Ejercicio 3. Halle la ecuacion vectorial del plano P que contiene a la proyeccion
otogonal de la recta L:P = (2.3.4) +t(2,3,—4);t €R sobre el plano
P:x+ y— z+1=0yesperpendicular al plano P,:x + 2y +3z+1=10

Solucion 3. La ecuacion vectorial del plano P que contiene a la proyeccion
otogonal de la recta L:P = (2,3,4)+t(2,3,—4);t € R sobre el plano
Pi:x+ y— z+1 =0 tiene como uno de sus vectores generadores al vector

direccional 7; X (@& x 71;) de la recta

Proypl: P =Ry +t(fi; X (@ X 7,));t ER
Y el otro vector generador del plano P es el vectro normal fi, del plano P, es decir

la ecuacion vectorial del plano P que se busca es de la forma

P:P=Ro+t(Ayx(@xA))+ray:t.,T ER

Proyp L

Donde:
DeL:P = (2,3,4) + t(2,3,—4) ;t € R se tiene @ = (2,3, —4). 05(2,3,4)
DePi:x+ y— z+1=0setiene; = (1,1,—1)
i, x (@xn)=(11,-1)x((23 -4 x (1,1,-1))
iy x{@xn)=(011-1x(1,-2,-1)=(-30,-3) 11 (-1,0,-1)
De Py:x+ 2y +3z+ 1 = 0setiene fi, = (1,2,3)
Ro=LNPy, Ry = Qp+ B g
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L:P=(234)+¢t(23,-4);t€eR

Otambien,R0=LﬂP1:{ Pix+y—z+1=0
1 -

Reemplazando P = (2 + 2t,3 + 3t,4 — 4t) en el plano P, se tiene:

2
24+20+(B+3)-(4—-4)+1=0 vtz—a

2 2 2 14 21 44
Entonces Ry (2 +2(-2),3+3(~2).4-4 (—;)) v Ry (22,4
Finalmente, la ecuacion vectorial del plano P esta dada por:
14 21 44
P:P= (———) +t(-1,0,-1) +7r(3,2,3) ;t,r €ER
9°9°9
Ejercicio 4. Scalarecta L: P = (1,2,6) + t(1,1,2); t € R. Halle

a) La distancia del origen a la recta L.
b) La proyeccion ortogonal de la recta L sobre el plano XY.

Solucion 4. Trazamos el grafico del ejercicio

-

[

&
I
~
-’—l
[N
(3%
Nt

a) Recordamos el area del paralelogramo ||@ X OP,|| = ||al|||0P;,]lsena.
Entonces P,
la x 0P, = llall (0, L)

1 __
m"a X OF|| |0P;|| sena = d(0OfL)

d(o,L) =

Delarecta L: P =(1,2,6) + t(1,1,2);t €R se a
0
tiene: Py(1,2,6),a = (1,1,2)

A 4

]
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En la figura
0Py = (1,2,6), llall = I(1,1,2)[| = V6
ax 0Py =(1,1,2) x (1,2,6) = (2,—4,—1)

Finalmente,

llall V6

b} La proyeccion ortogonal de la recta L sobre el plano XY esta dada por la recta
Proy,,L=P; Nn{XY}

1 @-4-Dl |7
d(0,1) = = lla x Oyl = =————= |2

Hallamos el plano P;: PP - (@ X 1) = 0
Donde: @ x & = (1,1,2) x (0,0,1) = (1,—1,0), P,(1,2,6)
Pi(x—-1y—-2z-6)-(1,-1,0)=0
Pix—y+1=0
Ahora, hallamos

x—y+1=20
z=0
Proy, ,L:P = (-1+1¢t0)=(-100)+¢t(1,1,0);teR

ProyXYLzPLn{XY}:{ mseay=twx=-1+4t

Ejercicio 5. Larecta L pasa por el punto Py(1,2,6) cuya proyeccion ortogonal sobre

el plano XY tiene la direccién del vector (1,1,0) y dista del origen de coordenadas

‘E unidades. Halle la ecuacion vectorial de las rectas L

Solucion 5. Graficamo los datos del gjercicio, se puede observar que la ecuacion
vectorial de la recta L esta dada por:
LiP=F,+ta;teR
Enla figura se tiene que : @ = t(1,1,0) + r(0,0,1)

a

1
a=ttr Lk wliz=+—=
@ ar) I (L1.k) @l G

(1,1, k)
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En la grafica se observa que:

0Q +QP, = 0F;
10Q1lutz + 1QP,llEz = O_Pu

Donde: OP, = (1,2,6) ~ ||0F, || = V41 y 0@ =

||QP0||—J"OPOIIZ—HOQ”Z— }41__ (
7 _ 75
\/;ulc‘z'l"\/; a—(126)

Multiplicamos, producto escalar, ambos miembros por el vector &5

7_, _ 75 _ _
FUa Ut Tu&-ua=(1,2,6)-uﬁ‘

(1,1, k)

'\/2+k2

75 1
—= 3+ 6k
2 \/2+k2( )

75
“{(2 + k) = (3 + 6k)?
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k=22~3al (1,1,22)

2 _ . =
k? — 24k + 44 Ov{ k=2~al(112)

Finalmente,
L:P=(1,26)+1t(1,122);t€R
LP=(126)+1t(1,1,2);tER

Ejercicio 6. Halle la ecuacion del plano P que contiene a la recta

_{2x—y—4z+7 =0
3x+2y+z=0

Y es perpendicular al plano Py:2x +y— 2z +1 = 0.

Solucion 6.

Larecta L es interseccién de dos planos con vectores normales

L_{Zx—y-42+7=0 ~ oy = (2,-1,-4)
3x+2y+z=0 ~ 7, =(3,2,1)

Tales que 71, - i, = 0, por lo que los planos son ortogonales.
En la figura, la recta L tiene como vector direccional al vector
ny X fi; = (7,—14,7), por lo que
LP=P+t(1,-21),tER
Donde Py(x4,v0,29) € L
a, 4 /A X 7l

Sea x, = 0, entonces

Vo—42,+7=10 pd
PO(OJ }'0’20) € L:{’ Ozyo +OZU —_ 0 / / : ﬁ/
Resolviendo se obtiene y, = —1, z; = 2 L /

Luego el punto de paso es Py(0,—1,2) y la recta es;
L:P=(0,-12) +t(1,-2,1),t €R
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Ahora el plano P es generado por el vector @ = (2,1, —2) normal a Py y el vector
b = (1,-2,1) vector direccional de L.
Es decir
P:P=(0,-12)+ra+sh;r,seR
P:P=(0,-1,2)+r(21,-2)+s(1,-2,1);r,s ER
De

P:PP-(axbh)=0

Se obtiene la ecuacion general del plano P
Pilxr,y+1,2z-2)-((21,-2) x (1,-2,1)) = 0
Pilx,y+1,2z—-2)-(—-3,—-4,-3)=0
P:3x+4y+3z—2=0

Ejercicio 7. Las rectas L, y L, tienen vectores direccionales @ = (4,0,3) y
b = (—3,v/11,4) respectivamente. Su interseccién es el punto S(3,2,1). Cual es
la recta Ly que pasa por el punto P(15,2,10) y determina con L, y L, un tridngulo

de 6u? de area.

Solucion 7.
Haciendo un esbozo de las rectas se tiene
En la figura se tiene
a//SP=(12,0,9) = 3(4,0,3)
Se verifica que
a-b=(403)-(-3V11,4) =0

Por lo que las rectas L, y L, son ortogonales. Y el area del tridngulo es;

Ty,on  —
A, = E”(tb) X SP|| =12
|l£(—3,+/11, 4) x (12,0,9)|| = 24
[t(9V11, 75, —12v11)|| = 24

|r|\/(9\/11)2 +(75)% + (~12VIT) = 24
90[tf =24 ~ =4
—_ [a ¥} = —
*15
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Luego el vector base del tridngulo es: th = 115- (-3,V11,4)

Sea ¢ ¢l vector direccional de la recta Lg: P = (15,20,10) + rC,r € R tal que

E=th-SP
4
5=E(—3,\/ﬁ, 4) - (12,0,9)
_ 64 4 119
=5 -35)

Finalmente, la recta pedida es;

Ly: P = (15,2,10) + 7(-192,4/11,-119) ,T € R

Ejercicio 8. Sean los puntos R(2,3,4) y §(3,1,6) y el plano P;:x +y — 4z =13,
Hallar la ecuacién de un plano P que pasa por R, S y que forma con P; un dngulo

de 45",

Solucion 8.
Se desea hallar el plano
P:P=R+ta+sbh;t,seRr

O también

P:P=S+ta+sh:t,seR Py

Donde
@ =RS=(1,-2.2)
Cuyo vector normal es
1 = (1,—2,2) X (by, by, b3) = (—2b3 — 2b,,2by — by, by + 2b,)

Ademas, el angulo entre los planos Py P, es el dngulo formado por sus vectores

normales.
Es decir
4(P,P) = 4(A,f,) =45, A, = (1,1,—4)
Entonces
cos(45) = 1’1‘ 1'1_1 " i _ (—2b; — 2b,, 2!_)1 — bs, by +2b1).(1,1,—4)
Imlllim )l v2 AL L =H
1 —2b3—2b; +2by — by — 4b, — 8b,
V2 327l
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1 _ _3b3 - 6b2 - 6b1

N AN
1 —by—2b,—2b,
N NG T
Luego
||ﬁ”2 = (“bs - 2bz - 2b1)2
Es decir,

”(—Zbg - sz, Zbl - bg, bz + 2b1)"2 - ("‘bg - sz - 2b1)2
Desarrollando se tiene
(2b3 - 2b1 + bz)z =0 2b3 - 2b1 - _bz
Entonces el vector normal
n= (—2b3 - 2b2, 2b1 - b3, bz + Zbl) = (2b3 - 4b1, 2b1 - b3, 4’b1 - 2b3)
1= (Zbl - b3)(_2,1,2)
Luego basta considerar como vector normal
n={(-212)
De la ecuacioén normal del plano
P:(P-R)-n=0, R(2,3,4)
P:((x,y,2) - (234) - (-212)=0
Pix—2,y-3,z—-4)-(-212)=0
P2x—y—=2z24+7=10
Ejercicio 9. Justificando debidamente su proceso, demostrar:
SiX=AxB,Y=BxC,Z=C_C XA, entonces

[XYYxZzZxX]=[ABC]*

Ejercicio 10. Demostrar la identidad de Jacobi:
(@xb)xc+(bx&)xa+(xayxb=0

Ejercicio 11. Sean A, B y C vectores en R® talque

£(4B)=Zy lIcl = Bl =1=:lA]
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Ejercicio 12. Demostrar que:

[ABX(BXC)AX(AXC)] =-2v2[AB(]

Ejercicio 13. Sean los puntos A(1,2,3), B(1,3,0),C(1++542) vy D(1+
V5, 1,1). Los segmentos AB y CD son las diagonales de dos caras opuestas de un
cubo. Hallar sus vértices.

Ejercicio 14. Hallar el angulo que forman los vectores AF y AC si
PF=ProyzCF=(363), CP=(-13,7). Donde A(4,0,~1} y F(a,b,0) son vértices de
un paralelepipedo ABCDEFGH.

Ejercicio 15, Sean A, By C vectoresen R . Si, X=AxB, Y=BxC , Z=CxA
Y [ABC]=+2 hallar: [XxYY=xZZxX]

Ejercicio 16. Los puntos A y H, By E, C y F, D y G son respectivamente vértices
opuestos de las caras ABCD y HEFG (opuestas) de un paralelepipedo. Halle su
volumen si se sabe que A(4,0,-1), F(f,f;,0), CP=(-137), BD=(13~1,~21) ¥y
PF=ProyzzCF=(3,6,3)

Ejercicio 17. Un objeto de 2 kg se desliza por una rampa que tiene un angulo de
30° con la horizontal. Se desprecia la friccion, la inica fuerza que actia sobre ¢l
objeto es la gravitacional. ;Cual es la componente de la fuerza gravitacional en la
direccién del movimiento del objeto?

Ejercicio 18. En un paralelepipedo rectangular, ABCD y EFGH son caras opuestas
y AH, BG, CF y DE son aristas. Scan los vértices A(13,8,5), B(5,8,13)y
F(—5,—20,3). Si FH es paralelo al vector v=1(6,3,2). Hallar el vértice H y el

volumen del paralelepipedo.

Ejercicio 19. Sea la recta

L: Ix+y—-z+1=0
2x—-y+2z-1=0

yelplano P:3x+2y—-z-2=0

a) Determinar si L y P son paralelos o se interceptan
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b) Si son paralelos halle la distanciade L a P

¢) Si se interceptan halle el punto de interseccion.
Ejercicio 20,

a) Sea F una fuerza aplicada en uno de los extremos de un brazo que tiene fijo el
otro. Determine una formula vectorial para:
cantidad de torque = (longitud del brazo X componente de F L al brazo)

b) Melisa estd cambiando un neumatico. La llave es posicionada en uno de los

pernos de la rueda formando un dngulo de 53° con la horizontal y aplica una
fuerza de 40 1b. hacia abajo para aflojar el perno. Si la longitud de la llave es un

pie, cual es el torque que imparte al perno.
Ejercicio 21. Dadas las rectas:

L]Z

=y-1=z-2
LZ: =t

X
X y=t, z=0

Determinar si se intersecan o se cruzan. Si se intersecan hallar el punto de
interseccion, de lo contrario la distancia de Ly a L; y la recta L perpendicular a

ambas.

Ejercicio 22. Los puntos A(LLl), B(57,9), C(6,7.8) y D(7.59) determinan un
tetraedro. Si desde A y D parten simultdneamente dos moviles con direccién al
baricentro de la cara ABC, cada uno con una velocidad de +2 u/seg. En qué punto
se encuentra el movil que partid de D, cuando el que partié de A llega al bartcentro.

Ejercicio 23. Sea la recta

L 3x+y—z+1=0
Do {2x—y+2z-1=0

yelplano P: 3x+2y-z-2=0
Determine si L y P son paralelos o se interceptan. Si son paralelos halle la distancia

de L. a P, Si se interceptan halle el punto de interseccion.

Ejercicio 24. Sean a y b dos vectores de R* con longitudes la]=2,

ibi=3 y que

forman un angulo de ; radianes. Hallar
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a) Proy; (2a—b)

b) El drea del paralelogramo formado por los vectores 2a-b y a+2b

Ejercicio 25. La longitud de las aristas laterales de un paralelepipedo P es 4\5 la
longitud de las aristas de las bases. Hallar el minimo volumen de P si
L;:(012)+r(L31)};reR contiene una arista lateral y T,:{x=t,y=t,z=0};teR
contiene una arista en la base.

Ejercicio 26. Hallar la ecuacion del plano P que contiene a la recta

—2X+y+4z-7=0
3x+2y+z=0

y es perpendicular al plano P;: 2x+y-2z+1=0

Ejercicio 27. Los puntos A(6,-6,8),B,CyD son vértices de un paralelogramo

siendo AB=(1,7,3) una de las diagonales. Si Proy,zz AB = AC , encuentre el drea del

paralelogramo que se construye con auxilio del punto Q de modo que AQ=(1,4,4)

sea una de sus aristas, AD una de sus diagonales v Proy 45B_CIY1= —47—5(2,4,5)
?
Ejercicio 28. Hallar las rectas que pasan por el punto (3,4,0) y cortan al eje Z,

sabiendo que la distancia del origen de coordenadas a dichas rectas es 4 unidades.
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VI. APENDICE

APENDICE 1. TRASLACION DE COORDENADAS DE UN PUNTO CON
RESPECTO AL ORIGEN DE COORDENADAS EN FORMA
MATRICIAL.

Las coordenadas del punto P(x,y) se trasladan en la direccidn del vector
a@ = (a,,a;), con respecto al origen de coordenadas, obteniéndose las nuevas
coordenadas del punto trasladado Pp(xz, yr) ver FIGURA 5.1, Es decir;
Pr=P+ta,teR
Py = [;]+t[2:] tER
Se dice que Py es el punto P trasladado t veces el vector d.

También, de la figura se obtiene

a
PT=P+Tﬁ&;rER,ﬁa=m
pr=[{]+r=|?] rer
(N V2 R TP P i

Y se dice que Pr es el punto P trasladado r veces en la direccion del vector @

Luego las coordenadas del punto trasladado Pr{(xr, yr), en forma matricial, estd

dado por:
[l =[]+ tlay] £
vl =l ls] cer

En forma compacta

PT =P+ MTE
Donde M, = [8 S:}] es llamada matriz de traslacion (STEWART, REDLIN, &
WATSON, 2007), t unidades el vector a.

APENDICE 2. PUNTO SIMETRICO CON RESPECTO A UNA RECTA EN
FORMA MATRICIAL

1.  El punto simétrico de P(x,y) conrespectoalarecta LiP =Py + ta,t e R

En forma compacta es
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—1 u
P,=P+2dii; T=——= u;] , d =d(P,L), hay que tener cuidado

llat|l

con la direccién del vector u.
2. Sean los puntos P, ,P,,.., P, ylarecta L:P = Py +ta,t € R en R? para
hallar los puntos simétricos de los puntos dados, reunidos en la matriz
P, = [Psy, Psay .oy P con respecto a la recta dada, se sigue:
3. Serelnen los puntos dados en la matriz de datos P = [P, P;, ..., B,]
Se forma la matriz
2du =[2d,u 2d,u ... 2d,u],d,=d(P,L),i=12,..,n
4.  Finalmente, los puntos simétricos estan dados por:

Ps = [P]_. Pz, "'JP‘n] + [Zdlﬁ Zdzﬁ Zdnﬁ]

APXNDICE 3. EXPANSION DE UN SEGMENTO DE RECTA EN FORMA
MATRICIAL

Los puntos P;(xy,¥1), P5(X5,y,) determinan el segmento P, P, . Halle el
segmento expandido Pjg P,y n veces el segmento P, P, .

De la gréfica se tiene que:

n _ - 'y
pmzpl—( )tu;t=||P1P2||,n |
=1234, .. P2
PZE=P2+(T]tu ; t=||P1P2 ”J'n .PZ(xZJ.yZ)
=1234,.. o SPy) X
PR .
Donde; 7 = =2k = (ug,uz) . - ‘ Pup

Reemplazando los puntos y el vector en forma

de vector columna se tiene

‘(n—l)t 0
- 2 4] _
Pip=P - ) N [uz] n=1234,..
(=)
(n—l)t 0
u
Pyg =P+ 2 n—1 [ul] n=12734,..
0 ( 2 )t

147



Finalmente se tiene el segmento expandido PygPor
En general, los vértices Py, Py, ..., By forma una figura, Los vértices de la figura
cuyos lados son expandidos n veces, en forma de vector columna, estan dados por:

n—1 PLP1+1

Pyl = [P, —[(—)t-ﬁ-] b= [PPogll = ——2 i =1,3,..
[ i.EI] [ l] 2 e 3 ” l+1H i I|P1P1+1”

n-—1 - P4 R
B = |P —_— |t U ’t._ = P_ P 1_-__ =—J':2,4'._,
[P;ED] [ 1] + [( 3 )t; 1Y 1] i-1 NP1 Pl iy 121 Pl t

Luego, la figura expandida n veces la longitud de sus lados tiene los vértices dados
por:
Tl - 1 _ —_— _ PP +1 .
Paral = [Pas) = |(F5=) et | & = WPl s = i 1= 13,

n-1 P4 P

[Pigpal = [Pign] = [("2—) ti-1ﬁE'L-1] vty = 1P Rl Uiy = 1Py Pl =24

Finalmente

n—1 -1 - PP
Pial = [P —[(—)t-ﬁ-]—[(n—)t-EL] = Bl i = e i = 1,3, ..
[ 1EIA] [ 1] 2 i 2 ity i 1] i ||Pipi+1H

n—1 7 —1 _ P—lpt
[Pigpal = [P; +[( )t-_ G ]‘{( )f-_ it ] cticg = IBSBN Timy = 75— i = 24,
izpal = [Pi] 7 i-1li-1 7 i-1lj-1 i-1 =141 i-1 HP;—1 Pl

En general, los vértices Py, Py, ..., By, forma una figura. Los vértices de la figura
cuyos lados con contraidos n veces, en forma de vector columna, estan dados por:
n—1 _ PP,
Pic/] = [P, +[(—)t-ﬁ-] = BP ol i = ———— i =13, ..
[ LCI] [ L] 21 i i tf+1 i ”PiPi+1||

n—1 - P_.F
Picpl = [P - ( )t-_ —-_],t-_ = PPN Hiey = o i = 2,4, ...
[ !CD] [ l] [ n i—1Uiq i—1 “ —1 1" Uiy ”Pi-lpl'” l

Luego, la figura contraida n veces la longitud de sus lados tiene los vértices dados

por:
n—1 —_— PPy
Ficial = Wil + [(—)t-a‘l] oty = PPl By = o5 i = 1,3, .,
[ I.CIA] [ 1(.‘[] zn tv-L i || 3 l+1” L ”PLPI.*.:LII
n—1 — T DIl = P Py :

[Picpal = [Picp] + [(;) ti—1u#"—1] vtiey = [[P4Bll 8-y = ”P!__ipi” L=
2,4,..
Finalmente

n—1 -1 PP
i = |P S—— gt PP 5 o= St P =
[Picial = [P + [( - )rlu,] ¥ [("zn )tlu! ] 1= PPl B = i 1= 13,
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PR

[Picoa) = [P [("_1)t 7 ]+[(”_1)t wha| s = PN [ =24
N = | — _— L T _— Tl Jhog = _ ’u,_ - ‘[ = 2,4, ..
iCDA 3 2 {—-1Mi-1 2n [=1%i-1 i-1 —-1%1 -1 ”Pi—lpt‘"

APENDICE 4. ROTACION DE COORDENADAS DE UN PUNTO CON
RESPECTO AL ORIGEN DE COORDENADAS EN FORMA
MATRICIAL

Las coordenadas del punto P(x, ¥) se rotan, en sentido antihoratio, un dngulo
@ con respecto al origen de coordenadas, obteniéndose las nuevas coordenadas del
punto rotado Pr(xg, ¥} ver FIGURA 5.3, Es decir;
0Py = |[0P|i{cos(8 + a), sen(8 + @))
Donde;
[0Pg|l = 1[0P|l, x = |[OPlicosar , y = ||OP||sena

Entonces

OP; = ||OP||(cosBcosa — senBsena, cosBsena + senfcosa)

0P, = (||OP|lcosacos® — ||OP||senasen®, ||OP||senacosd + ||OP||cosasend)

Pp = (xcos@ — ysen8, ycosf + xsenf)
R

Pp = (xcos8, xsenf) + (—ysen8, ycos8)
0Py = x(cosf, send) + y(—senb, cosd)
Si # = (cos#, send) entonces
Pp = x% + yu*
Utilizando la representacion del vector & = (cosé,senf ) en forma de vector

columna

cosB] —senf

P, =
R=X [senB cosh

_ [xcos@7 , [—ysend

R [xsenB [ ycosé

_ [xcos@ — ysenf
& ™ |xsend + ycos6
Finalmente, las coordenadas del punto rotado Py (xg, vg) en forma matricial esta
dado por:
[xn] _ [cosa —senB} [x]
Yr senf cos8 1Y
En forma compacta
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PR = MR(Q)P

cosd —send

es llamada matriz de rotacion del punto P , en
senf  cosf

Donde MR(Q) = [
sentido anti horario, de un angulo 8.

La rotacién del punto P(x, y), en sentido anti horario, de un angulo 8 con
respecto al origen de coordenadas es equivalente a 1a rotacion del vector de posicion
OP del punto P, en sentido anti horario, de un angulo 8 con respecto al origen de

coordenadas.

APENDICE 5. ROTACION DE COORDENADAS DE UN PUNTO CON
RESPECTO A UN PUNTO ARBITRARIO EN FORMA
MATRICIAL

Las coordenadas del punto P(x,Vy) se rotan, en sentido anti horario, de un
angulo 8 con respecto al punto Py(x,, v5), obteniéndose las coordenadas del punto
rotado Pr(xg, yg) , ver FIGURA 5.4. Es decir;

PyPg = [Py Pell{cos(6 + a), sen(8 + &)
Doénde:
a es el dngulo formado por el semieje positivo de las X, y el vector PP,
IPoPrIl = [PyPIl, x — xo = |PyPlicosa , ¥y — ¥, = ||PyPlisena
Desarrollando y reemplazando en la ecuacién anterior se tiene:

PyPr = ||PyPl|(cos@cosa — senBsena, cosOsena + senfcosa)

PyPy = (IIPO_Pllcosa cos8 — ||PyP|lsena send, ||PyP||sena cosé + ||PyPllcosa senﬂ)
e rrr— R

x—Xg ¥=¥o ¥=¥o x=1xq
PoPr = ((x — x0)c0s8 — (v — yo)sen8, (y — yo)cosh + (x — xg)senb)
PoPg = ((x — xg)cos8, (x — x5)send ) + (—(y — yg)send, (¥ — yp)cosh)
PyPr = (x — x5)(cos8,send ) + (y — y,)(—senb, cos8)
Si @i = (cos,sen8 ), entonces
PoPr = (x — o)t + (¥ — yo) "
Pr— Py = (x —x0)u + (y — yo)u*
Finalmente, el punto rotado estd dado por:
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Pp =Py +(x—xp)u + (y — yo)u'
Utilizando la representacién del vector # = (cos8, send ) en forma de vector

columna

e R oo

P =p 1+ (x — xy)cosé [—(y — yo)send
R=70 T (x — xg)senb] " | (y — yo)cos8
P —p 4 [(x — Xg)cos8 — (y — y,)senf

BR=70 7 (x — xg)senb + (y — yp)cosh

Aplicando la multiplicacién de matrices

cosf —senB] [x - xo]
senff  cosf 1LY — Yo

Finalmente, las coordenadas del punto rotado P, (xy, ¥z) en forma matricial

Pe=Py+|

esta dado por:

yal = ol * [cens “coet | [y—a

En forma compacta
PR =PO+MR(8)P0P

cos@ —send

Donde Mr¢p) = [senQ cos8

] es llamada matriz de rotacién del vector Py P,
en sentido antihorario, de un dngulo 8.

La rotacién del punto P(x,y), en sentido anti horario, de un éngulo 8 con
respecto al punto Py es equivalente a la rotacion del vector PP, en sentido anti

horario, de un angulo 8 con respecto al punto Pg.
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VII. ANEXOS

ANEXO A. AXIOMAS PARA EL SISTEMA DE NUMEROS REALES
(AXIOMAS DE CUERPO) (APOSTOL, 1995)

Junto con los niimeros reales se¢ supone la existencia de dos operaciones
llamadas de adicion y multiplicacion, tales que para cada par de niimeros reales xe
y se puede formar la suma de xe y, que es otro nlimero real denotado x + y y €l

producto de xe y, denotado xy.
Axiomas:
Al, Conmutatividad

X+y=y+x,xy=yx
A2, Asociatividad

x+y+)=(x+y)+z
Al.Distributividad

x(y+z)=xy-+xz

A4.Existencia de elementos neutros (0: nimero cero, 1: niimero uno)

x+0=0+x=x,x1=1x=x
AS5.Existencia de negativos. Para cada nimero real x existe un niimero real

—x tal que

x4+ (=x)=(=x)+x=0
A®6.Existencia del reciproco. Para cada niimero real x # 0 existe un nimero

real % tal que

()= )=

De los axiomas anteriores se puede deducir todas las leyes usuales del

Algebra Elemental.
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