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Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski

FRANCO MANUEL DIAZ VEGA

Tesis sometida al Cuerpo Docente de la

Universidad Nacional del Callao - Facultad

de Ciencias Naturales y Matemática, como
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Tesis de Licenciatura - UNAC/FCNM/ T́ıtulo profesional de Licenciado en Matemática.
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Introducción

La desigualdad de Brunn-Minkowski es uno de los resultados fundamentales en la teoŕıa

de conjuntos convexos y núcleo fundamental de la geometŕıa convexa. De esta desigual-

dad se puede sacar muchos resultados de gran profundidad e importancia, y continúa

siendo un motivo de estudio e investigación. Tiene su origen en el trabajo de Hermann

Brunn en 1887, quien probó la desigualdad de una forma inteligente, pero no tuvo las

condiciones necesarias para mostrar la igualdad. Fue Minkowski quien dio una demon-

stración mejor y completa del resultado para cualquier dimensión, mostrando también la

igualdad.

En las matemáticas, la desigualdad de Brunn-Minkowski es una desigualdad que rela-

ciona el volumen (más comúnmente la medida de Lebesgue) de subconjuntos Lebesgue

medibles del espacio euclidiano. La versión original del teorema de Brunn-Minkowski

(Hermann Brunn 1887, Hermann Minkowski 1896) se aplica a conjuntos convexos. La

generalización para considerar conjuntos no convexos se debe a L. Lyusternik (1935).

Esta desigualdad tiene aplicaciones en análisis y geometŕıa, y también tiene equivalen-

cias con otras desigualdades como por ejemplo con la Desigualdad de Prekopa-Leindler

ver ([8]) o también con la Desigualdad de Kneser-Suss [3] , entre otras.

La desigualdad de Brunn-Minkowski tiene aplicaciones en muchas áreas de la matemática

como en el álgebra, geometŕıa, análisis funcional, problemas isoperimétricos, etc.

Nuestro objetivo va ser demostrar una variante de la Desigualdad de Brunn-Minkowski

llamada Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski.
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0.2 Resumen

Demostración de la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski

FRANCO MANUEL DÍAZ VEGA

Octubre-2018

Asesor: Edinson Raúl Montoro Alegre

El objetivo principal de la tesis es demostrar la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-

Minkowski que enunciamos acontinuación:

Si K,L son 2 cuerpos convexos con origen simétrico en R2 y 0 ≤ λ ≤ 1 entonces

(1) V ((1− λ)K +0 λL) ≥ V (K)1−λV (L)λ

con igualdad si y solo si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados

paralelos.

Donde V es la medida de Lebesgue y +0 es L0-suma de Minkowski.

La desigualdad (1) es equivalente a demostrar

(2)

∫
S1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
2

con igualdad si y solo si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados

paralelos. Es por esta razón que recibe el nombre de Desigualdad Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski.

Donde hK y hL son las funciones soportes de K y L respectivamente y VK es la medida

de cono-volumen.

El objetivo principal de la tesis es demostrar la desigualdad (2) en el espacio R2 y por lo

tanto hemos demostrado (1).

Palabras claves:

Cuerpo convexo, medida de Lebesgue, Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski,

medida de Cono-Volumen, función soporte, suma de Minkowski.
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0.3 Abstract

Demonstration of the Logarithmic Inequality of Brunn-Minkowski

FRANCO MANUEL DÍAZ VEGA

October-2018

Advisor: Edinson Raúl Montoro Alegre

The main objective of the thesis is to study the Logarithmic Inequality of Brunn-

Minkowski: If K, L are 2 convex bodies in the plane with symmetric origin in R2 and

0 ≤ λ ≤ 1 then

(3) V ((1− λ)K +0 λL) ≥ V (K)1−λV (L)λ

with equality if and only if K and L are dilated or K and L are parallelograms with

parallel sides.

Where V is the measure of Lebesgue and +0 is L0-sum of Minkowski.

Inequality (1) is equivalent to demonstrating

(4)

∫
S1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
2

with equality if and only if K and L are dilated or K and L are parallelograms with par-

allel sides. It is for this reason that it receives the name of Log-Brunn–Minkowski

inequality.

Where hK and hL are the supporting functions of K and L respectively and VK is the

measure of cone-volume.

The main objective of the thesis is to show the inequality (2) in the space R2 and there-

fore we have shown (1).

Key words:

Convex body, Lebesgue measure, Log-Brunn–Minkowski inequality, measure cone-volume,

support function, sum of Minkowski.
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Caṕıtulo 1

Planteamiento del Problema

1.1 Determinación del problema

El objetivo principal es demostrar la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski que

enunciamos acontinuación

Teorema 1.1. Si K,L son 2 cuerpos convexos en el plano con origen simétrico entonces

son equivalentes

(1.1) V ((1− λ)K +0 λL) ≥ V (K)1−λV (L)λ

y

(1.2)

∫
Sn−1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
n

1.2 Formulación del problema

En el área de Ecuaciones en Derivadas Parciales [3] uno se encuentra con algunos prob-

lemas interesantes e importantes. Muchos de estos problemas para ser resueltos ha sido

necesario desarrollar y aplicar desigualdades como la de Holder [4], Minkowski [3], Young

[4], etc y otras no muy conocidas pero que sin embargo para su demostración han sido

necesarias usar otras desigualdades. Una de estas desigualdades es conocida como De-

sigualdad de Brunn-Minkowsi [4] y esta a su vez tiene varias variantes y versiones. Esto

a ocurrido mucho en el área de Desigualdades de Sovolev [4].
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La Desigualdad de Brunn-Minkowski y en particular una variante de esta es conocida

como Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski, nunca se a tratado o estu-

diado a profundidad en algún curso de pregrado de la carrera de Matemática lo que mo-

tiva a plantear el siguiente problema. Plantear y demostrar la Desigualdad Logaŕıtmica

de Brunn-Minkowski, es decir, ¿Será posible demostrar la Desigualdad Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski en el espacio R2?

1.3 Objetivos de la investigación

1.3.1 Objetivo general

Demostrar la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski.

1.3.2 Objetivo espećıfico

1. Estudiar resultados de análisis convexo.

2. Demostrar un lema que será usado para demostrar la Desigualdad Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski.

3. Estudiar la equivalencia de la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski.

4. Una vez demostrado la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski daré una apli-

cación de esta.

1.4 Justificación

Toda la investigación se desarrolla en el plano pero seŕıa interesante analizarlo en Rn.

Estudios recientes hacen sospechar que se cumple en Rn y seŕıa interesante continuar esta

investigación, que tiene aplicaciones en muchas áreas de la matemática como también en

robótica, y en lo posible que sirva como una motivación para que se siga investigando en

esta área de la matemática y se desarrollen nuevos métodos.

6



Caṕıtulo 2

Marco Teórico

2.1 Preliminares

2.1.1 Conjuntos Convexos

Estudiaremos los resultados de análisis convexo cuya referencia se sigue de [2] o cualquier

libro de convexidad.

Definición 1.1: Un conjunto A ⊆ Rn es convexo si, para todo x, y ∈ A, el segmento

[x, y] ⊆ A.

Son ejemplos de conjuntos convexos:

1. Hiperplanos: Hµ,α = {x ∈ Rn : 〈x, µ〉 = α}, donde µ ∈ Rn y α ∈ R.

2. Semiespacios: H−µ,α = {x ∈ Rn : 〈x, µ〉 ≤ α}, donde µ ∈ Rn y α ∈ R.

3. Un poliedro, que es la intersección finita de semiespacios.

Definición 1.2: Un conjunto A ⊆ Rn es un cuerpo convexo si es convexo, compacto

y con interior no vaćıo.

Son ejemplos: la bola cerrada, poĺıgonos, poliedros, poĺıtopos, etc.

2.1.2 Función Soporte

Definición 1.1: Si K es un cuerpo convexo, la función soporte h(K, .) : Rn −→ R es

definido por

(2.1) hK(u) = max {x.u : x ∈ K}

7



Definición 1.2: El cuerpo convexo K en Rn es de origen simétrico si y solamente si

(2.2) hK(u) = hK(−u)

para todo u ∈ Sn−1.

Definición 1.3: Sea K un cuerpo convexo en Rn que contiene el origen en su interior,

entonces la medida del cono-volumen, VK , de K es la medida de Borel en la esfera unitaria

Sn−1 definida para conjunto de Borel w ∈ Sn−1, por

(2.3) VK(w) =
1

n

∫
x∈v−1

K (w)

x.vK(x)dHn−1(x)

Tenemos las fórmulas

(2.4) VK =
1

n
hKSK

y

(2.5) V (K) =
1

n

∫
Sn−1

hK(u)dSK(u)

donde:

VK : ∂K −→ Sn−1 es la aplicación de Gauss. Con cada cuerpo convexo K en Rn es la

medida de Borel SK en Sn−1 llamado medida de area de Aleksandrov-Fenchel-Jessen de

K, y es definido por:

SK(w) = Hn−1(v−1K (w))

para cada conjunto de Borel w ⊆ Sn−1 y Hn−1 es la (n-1) medida de Hausdorff dimen-

sional. Se sigue de las referencias [1, 8]

Teorema 2.1. Sean K,L ⊆ Rn dos cuerpos convexos y si hK , hL son las 2 funciones

soporte de K y L respectivamente, entonces

a. hK+L = hK + hL

b. hλK = λhK ; para todo λ ≥ 0.

Prueba: Dado u ∈ Rn entonces hK+L(u) = supa∈K+L 〈a, u〉. Como K+L es compacto

se tiene que a0 = k0 + l0 ∈ K + L osea el máximo, luego

hK+L(u) = 〈a0, u〉 = 〈k0, u〉+ 〈l0, u〉 ≤ hK(u) + hL(u)

8



Rećıprocamente, de la compacidad de K y L nos asegura que dado u ∈ Rn, existe k′0 ∈ K
y l′0 ∈ L tal que hK(u) = 〈k′0, u〉 y hL(u) = 〈l′0, u〉 y por lo tanto

hK(u) + hL(u) = 〈k′0 + l′0, u〉 ≤ hK+L(u)

Para la parte b:

hλK(u) = sup
a∈K
〈λa, u〉 = λ sup

a∈K
〈a, u〉 = λhK(u)

2.1.3 Fórmulas de Minkowski-Steiner

Las fórmulas de Minkowski-Steiner son

(2.6) V (K + tL) =
n∑
i=0

Cn
i Vi(K,L)ti

En el caso planar (n = 2) tenemos

V (K + tL) =
2∑
i=0

C2
i Vi(K,L)ti

= C2
0V0(K,L) + C2

1V1(K,L)t+ C2
2V2(K,L)t2

= V (K) + 2V (K,L)t+ V (L)t2

Ahora si t = 1 entonces tenemos

V (K + L) = V (K) + 2V (K,L) + V (L) = V (L) + 2V (L,K) + V (K) = V (L+K)

y asi

V (K,L) = V (L,K)

y

(2.7) Vi(K + tL, L) =
n−i∑
j=0

Cn−i
j Vi+j(K,L)tj

donde t ≥ 0 y

(2.8) Vi(K,L) = V (K, ...,K︸ ︷︷ ︸
n−i

, L, ..., L︸ ︷︷ ︸
i

)

es llamado el i-volumen mixto de K y L. En particular V0(K,L) = V (K), Vn(K,L) =

V (L) , Vi(K,L) = Vn−i(L,K) y en el caso planar escribimos V1(K,L) = V (K,L). Difer-

enciando ambos lados de tenemos

(2.9) V ′(K + tL) =
n∑
i=1

iCn
i Vi(K,L)ti−1 = nV1(K + tL, L)

9



la última desigualdad se obtiene:

Paso 1:

V ′(K + tL) =
n∑
i=1

iCn
i Vi(K,L)ti−1

= Cn
1 V1(K,L) + 2Cn

2 V2(K,L)t+ 3Cn
3 V3(K,L)t2 + ...

=
n!

(n− 1)!
V1(K,L) +

n!

(n− 2)!
V2(K,L)t+

n!

2(n− 3)!
V3(K,L)t2 + ...

= n

[
V1(K,L) + (n− 1)V2(K,L)t+

(n− 1)(n− 2)

2
V3(K,L)t2 + ...

]
Paso 2:

V1(K + tL, L) =
n−1∑
j=0

Cn−1
j V1+j(K,L)tj

= Cn−1
0 V1(K,L) + Cn−1

1 V2(K,L)t+ Cn−1
2 V3(K,L)t2 + ...

= V1(K,L) + (n− 1)V2(K,L)t+
(n− 1)(n− 2)

2
V3(K,L)t2 + ...

comparando estos dos últimos resultados tenemos la igualdad deseada.

V1(K + tL, L) =
1∑
j=0

C1
j V1+j(K,L)tj

= C1
0V1(K,L) + C1

1V2(K,L)t

= V (K,L) + V (L)t

y

V ′(K + tL) = 2V (K,L) + 2tV (L) = 2(V (K,L) + tV (L))

De estos dos últimos resultados tenemos

(2.10) V ′(K + tL) = 2V (K + tL, L)

2.1.4 La Suma de Minkowski

Definición 1.2: Dados dos conjuntos A,B ⊆ Rn, definimos la suma de Minkowski

de A y B como el conjunto de todas las sumas de elementos de A y B, es decir:

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

De las propiedades de la suma usual en Rn, es inmediato que la suma de Minkowski es

associativa, comutativa y tiene elemento neutro (el conjunto unitario 0), asumiendo que

10



φ+A = A+ φ = φ para todo A ⊆ Rn. Note que A+B =
⋃
a∈A(a+B) =

⋃
b∈B(A+ b).

A partir de esta observación, tenemos las siguientes propiedades:

• Si A o B es abierto, A + B es aberto.

• Si A y B son conexos, A + B es conexo.

• Si A y B son compactos, A + B es compacto.

• Si A y B son convexos, A + B es convexo.

Otra operación de conjuntos que podemos considerar es el producto por escalares. Este

se puede entender como una homotecia, es decir, dados A ⊆ Rn y λ ∈ R, definimos

λA = {λa : a ∈ A} .

En particular, el conjunto −A = (−1)A es simétrico de A, en relación al origen. Algunos

ejemplos de la suma de Minkowski y el producto por escalares, son los siguientes:

1. Dados x ∈ Rn y A ⊆ Rn, el conjunto x + A = x + A = {x+ a : a ∈ A} es el

transladado de A con respecto al vector x.

2. Cualquier bola abierta Br(x) se puede escribir en términos de la bola unidad como

Br(x) = x + rB1(0) y el resultado es similar para bolas cerradas. Generalmente, si

x, y ∈ Rn;λ, µ ∈ R e r, s ≥ 0, entonces

λBr(x) + µBs(y) = Bλr+µs(λx+ µs)

λBr(x) + µBs(y) = Bλr+µs(λx+ µs)

El resultado para combinaciones lineales de mas de dos bolas es inmediato.

3. Dado un conjunto A y r ≥ 0, la suma A+Br(0) tiene una interpretación especial ya

que consiste en colocar la bola Br(0) centrada en cada punto de A:

A+Br(0) =
⋃
a∈A

Br(a) = {x ∈ Rn : dist(x,A) < r}

A+Br(0) =
⋃
a∈A

Br(a) = {x ∈ Rn : dist(x,A) ≤ r} ; desde que A sea cerrado.

11



4. Si hK y hL son las funciones soportes de K y L, la combinación de Minkowski

(1− λ)K + λL es dado por la intersección de semiespacios,

(2.11) (1− λ)K + λL =
⋂

u∈Sn−1

{x ∈ Rn : x.u ≤ (1− λ)hK(u) + λhL(u)}

donde x.u denotan el producto interno de x y u en Rn.

5. Asuma que K y L son dos cuerpos convexos que contienen el origen en sus interiores,

entonces la combinación logaŕıtmica de Minkowski (1− λ)K +0 λL es definido por

(2.12) (1− λ)K +0 λL =
⋂

u∈Sn−1

{
x ∈ Rn : x.u ≤ hK(u)1−λhL(u)λ

}
Usando la media aritmética-geométrica se muestra que para cuerpos convexos K,L y

λ ∈ [0, 1],

(2.13) (1− λ)K +0 λL ⊆ (1− λ)K + λL

y aśı

(2.14) |(1− λ)K +0 λL| ≤ |(1− λ)K + λL|

2.1.5 Algunos lemas importantes

Acontinuación enunciaremos algunos lemas que nos servirá para la demostración del lema

3.2 en donde gracias a este nuevo lema se demostrará la Desigualdad Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski.

Lema 2.2. Si K,L son 2 cuerpos convexos en el plano entonces para r(K,L) ≤ t ≤
R(K,L) tenemos,

V (K)− 2tV (K,L) + t2V (L) ≤ 0

Prueba: ver [1]

Donde el inradio r(K,L) y el circunradio R(K,L) de K con respecto a L son definidos

por:

r(K,L) = sup {t > 0 : x+ tL ⊆ K;x ∈ Rn}

R(K,L) = inf {t > 0 : x+ tL ⊇ K;x ∈ Rn}
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Lema 2.3. Sea K(t, u) : I × Sn−1 −→ (0,+∞) continua donde I ⊆ R un intervalo

abierto. Si se tiene

∂K(t, u)

∂t
= lim

s−→0

K(t+ s, u)−K(t, u)

s

es uniformemente en Sn−1. Si Ktt∈I es una familia de sahpes de Wulff asociados con kt

entonces

dV (Kt)

dt
=

∫
Sn−1

∂k(t, u)

∂t
dSKt(u)

Prueba: ver [1]

2.2 Desigualdad Clásica de Brunn-Minkowski

Primeramente se va estudiar la desigualdad clásica de Brunn-Minkowski como base

para poder entender mejor la desigualdad logaŕıtmica de Brunn-Minkowski que

mejora la desigualdad en el sentido clásico.

En la matemática, la desigualdade de Brunn-Minkowski es una desigualdad que relaciona

el volumen (o mas generalmente las medidas de Lebesgue) de subconjuntos Lebesgue

medibles del espacio euclidiano. La versión original del teorema de Brunn-Minkowski

(Hermann Brunn 1887, Hermann Minkowski 1896) aplicado a conjuntos convexos. La

generalización para considerar conjuntos no convexos se debe a L. A. Lyusternik (1935).

Esta desigualdad tiene aplicaciones en análisis y geometŕıa y también tiene equivalencias

con otras desigualdades como por ejemplo con la desigualdad de Prekopa-Leindler [3, 9].

La desigualdad clásica de Brunn-Minkowski es la siguiente:

Si K y L son dos cuerpos convexos en Rn, y 0 < λ < 1 entonces

(2.15) |(1− λ)K + λL|
1
n ≥ (1− λ) |K|

1
n + λ |L|

1
n

donde |.| y + denotan la medida de Lebesgue y la suma de Minkowski, respectivamente.

La igualdad se da si, y solamente si, los cuerpos convexos K y L son homotéticos, es

decir:

∃λ > 0, x0 ∈ Rn : K = x0 + λL

13



La demostración se sigue de la referencia [3]. Acontinuación daremos algunos ejemplos

cuya demostración se sigue de las referencias [3, 4]:

1. Sean K,L ⊂ R2 tales que K es un quadrado centrado en el origen, cuyo lado tiene

longitud l, y un disco de centro (0, 0) y radio ε > 0. Entonces

|K +B| = |K|+ 4lε+ |B| ≥ |K|+ 2lε
√
π + |B|

= |K|+ 2
√
|K| |B|+ |B| =

(
|K|

1
2 + |B|

1
2

)2
.

Por lo tanto |K +B|
1
2 ≥ |K|

1
2 + |B|

1
2 .

2. Sean X y Y cubos en Rn con aristas de tamaño xi y yi en la dirección de la i-ésima

coordenada. Entonces X + Y es el cubo de arista xi + yi. Asi,

|X| =
n∏
i=1

xi , |Y | =
n∏
i=1

yi y |X + Y | =
n∏
i=1

(xi + yi).

Ahora, usando la desigualdad aritmética-geométrica tenemos

(
n∏
i=1

xi
xi + yi

) 1
n

+

(
n∏
i=1

yi
xi + yi

) 1
n

≤ 1

n

n∑
i=1

xi
xi + yi

+
1

n

n∑
i=1

yi
xi + yi

=
1

n

n∑
i=1

xi + yi
xi + yi

= 1.

Por lo tanto: (
n∏
i=1

xi

) 1
n

+

(
n∏
i=1

yi

) 1
n

≤

(
n∏
i=1

(xi + yi)

) 1
n

.

3. Sean A,B ⊂ R2 definidos por

A = [a, b]× {a}

B = {a} × [a, b]

Note que |A| = |B| = 0, y

A+B = [a, b]× {a}+ {a} × [a, b] = [a, b]× [a, b]⇒ |A+B| = (b− a)2.

Entonces

|A+B|
1
2 = b− a > 0 + 0 = |A|

1
2 + |B|

1
2

14



Por lo tanto para los segmentos A y B en R2 tenemos la desigualdad estricta.

4. Sea C ⊆ Rn un subconjunto compacto. Definimos el contenido exterior de Minkowski

de la frontera de C de la forma siguiente:

lim
t→0+

|C + tB| − |C|
t

=: M(∂C)

siendo B la bola unitaria de Rn. En el caso de la frontera regular, el contenido de

Minwkoski coincide con el volumen. Ahora, como en el ejemplo 1, sea K un cuadrado de

lado l, y Bε una bola de centro (0, 0) y radio ε. Recordemos que Bε = εB, donde B es la

bola unitaria. Sabemos que

|K +Bε| = |K + εB| = |K|+ 4lε+ |εB| = |K|+ 4lε+ ε2 |B| .

Entonces

lim
ε→0+

|K + εB| − |K|
ε

= lim
ε→0+

(4l + ε |B|) = 4l

5. Sea ωn := |B|, donde B es la bola unitaria de Rn. Entonces, el volumen de la frontera

de B es el menor entre todos los volumenes de las fronteras de los subconjuntos A de Rn

compactos, convexos, con interior no vacio, y con frontera regular, de volumen ωn. En

efecto, sea A ⊆ Rn con |A| = ωn. Definimos f(t) := |A+ tB| para todo t ≥ 0. Entonces

d

dt
(f(t)

1
n ) =

1

n
f(0)

1
n
−1f ′(0) =

1

n
|A|

1
n
−1Hn−1(A)

Note que:

f ′(0) = lim
t→0+

f(t)− f(0)

t
= lim

t→0+

|A+ tBn| − |A|
t

= Hn−1(A)

cuando A tiene frontera regular. Por otro lado

d

dt
(f(t)

1
n ) = lim

t→0+

f(t)
1
n − f(0)

1
n

t
= lim

t→0+

|A+ tB| 1n − |A| 1n
t

Usando la desigualdad de Brunn-Minkowski tenemos

|A+ tB|
1
n ≥ |A|

1
n + |tB|

1
n = |A|

1
n + t|B|

1
n

de donde
1

n
|A|

1
n
−1Hn−1(A) = lim

t→0+

|A+ tB| 1n − |A| 1n
t

≥ |B|
1
n
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y asi

Hn−1(A) ≥ n|B|
1
n |A|1−

1
n = nω

1
n
n ω

1− 1
n

n = nωn = Hn−1(B).

Por lo tanto Hn−1(A) ≥ Hn−1(B).

6. Usando el contenido exterior de Minkowski y la desigualdad de Brunn-Minkowski,

podemos probar la desigualdad Isoperimétrica(
|K|
|B|

) 1
n

≤
(
Hn−1(K)

Hn−1(B)

) 1
n−1

donde K es un conjunto compacto, simplemente conexo, co interior no vacio, y frontera

suave; y B es la bola unitaria n-dimensional. En efecto, sabemos que

Hn−1(K) = lim
ε→0+

|K + εB| − |K|
ε

Por la desigualdad de Brunn-Minkowski y por el binomio de Newton tenemos

S(K) ≥ lim
ε→0+

(
|K|

1
n + ε |B|

1
n

)n
− |K|

ε
= n |K|

n−1
n |B|

1
n .

Por otro lado

Hn−1(B) = n |B| ⇒ n |B|
1
n = n |B| |B|

1
n
−1 = Hn−1(B) |B|

1
n
−1 ,

entonces tenemos

Hn−1(K) ≥ Hn−1(B) |B|
1
n
−1 |K|

n−1
n

y esta desigualdad implica que

Hn−1(K)

Hn−1(B)
≥
(
|K|
|B|

)n−1
n

Ahora presentamos algunas equivalencias:

Teorema 2.4. (Equivalencia entre las desigualdades de Brunn-Minkowski).

Las siguientes expresiones son equivalentes:

a. |(1− λ)K + λL| ≥ |K|1−λ |L|λ ; para todo K,L cuerpos convexos en Rn y 0 ≤ λ ≤ 1.

b. |K + L|
1
n ≥ |K|

1
n + |L|

1
n ; para todo K,L cuerpos convexos en Rn.
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c. |(1− λ)K + λL|
1
n ≥ (1− λ) |K|

1
n + λ |L|

1
n , para todo K,L cuerpos convexos en Rn

y 0 ≤ λ ≤ 1.

Prueba: Probaremos las equivalencias dadas en el teorema.

a)⇒ b) Sustituyendo K , L y definiendo λ por:

|K|
−1
n K , |L|

−1
n L y λ =

|L|
1
n

|K|
1
n + |L|

1
n

Obtenemos∣∣∣(1− λ) |K|
−1
n K + λ |L|

−1
n L
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ K + L

|K|
1
n + |L|

1
n

∣∣∣∣∣ =
|K + L|(

|K|
1
n + |L|

1
n

)n ≥ 1

Por lo tanto: |K + L|
1
n ≥ |K|

1
n + |L|

1
n .

b)⇒ c) Para 0 ≤ λ ≤ 1 tomamos K ′ = (1− λ)K y L′ = λL cuerpos convexos.

|(1− λ)K + λL|
1
n = |K ′ + L′|

1
n ≥ |K ′|

1
n + |L′|

1
n = |(1− λ)K|

1
n + |λL|

1
n

= (1− λ) |K|
1
n + λ |L|

1
n .

c)⇒ a) Usando la propiedad |aX| = an|X| tenemos

|(1− λ)K + λL|
1
n ≥ |(1− λ)K|

1
n + |λL|

1
n = (1− λ) |K|

1
n + λ |L|

1
n

≥ |K|(1−λ)
1
n |L|λ

1
n

Elevando a la n obtenemos

|(1− λ)K + λL| ≥ |K|1−λ |L|λ

Esta última desigualdad es conocida como la forma multiplicativa de Brunn-Minkowski

y nos vamos a centrar en el estudio de esta última desigualdad con la diferencia de cam-

biar + por +0 que por ser equivalente a una desigualdad logaŕıtmica, recibe el nombre de

desigualdad loraŕıtmica de Brunn-Minkowski que será demostrado en el caṕıtulo 3.

2.3 Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski

El objetivo principal es demostrar la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski

que mejora la Desigualdad Clásica de Brunn-Minkowski es decir encontrar una mejor es-

timativa y por último daremos una aplicación teórica a nuestra desigualdad.
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Lema 2.5. Si K,L son 2 cuerpos convexos en el plano con origen simétrico en Rn en-

tonces son equivalentes

(2.16) V ((1− λ)K +0 λL) ≥ V (K)1−λV (L)λ

(2.17)

∫
Sn−1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
n

Prueba: Supongamos que (2.17) es verdad entonces nuestro objetivo es probar (2.16).

Para 0 ≤ λ ≤ 1 sea

Qλ = (1− λ)K +0 λL

con shape de Wulff asociado con la función qλ = h1−λK hλL donde:

a. q0 = hK es la función soporte de Q0 = K

b. q1 = hL es la función soporte de Q1 = L

Luego

hQλ = h1−λK hλL

integrando con respecto a SQλ , obtenemos

0 =
1

nV (Qλ)

∫
Sn−1

hQλLn
h1−λK hλL
hQλ

dSQλ

=
1

nV (Qλ)

∫
Sn−1

hQλLn

([
hK
hQλ

]1−λ [
hL
hQλ

]λ)

=
1

nV (Qλ)

∫
Sn−1

hQλ

(
(1− λ)Ln(

hK
hQλ

) + λ
hL
hQλ

)
= (1− λ)

1

nV (Qλ)

∫
Sn−1

hQλLn(
hK
hQλ

)dSQλ + λ
1

nV (Qλ)

∫
Sn−1

hQλLn(
hL
hQλ

)dSQλ

= (1− λ)
1

V (Qλ)

∫
Sn−1

Ln(
hK
hQλ

)dVQλ + λ
1

V (Qλ)

∫
Sn−1

Ln(
hL
hQλ

)dVQλ

≥ (1− λ)
1

V (Qλ)
V (Qλ)Ln

(
V (K)

V (Qλ)

) 1
n

+ λ
1

V (Qλ)
V (Qλ)Ln

(
V (L)

V (Qλ)

) 1
n

= (1− λ)
1

n
Ln

(
V (K)

V (Qλ)

)
+ λ

1

n
Ln

(
V (L)

V (Qλ)

)
=

1

n
Ln

(
V (K)

V (Qλ)

)1−λ

+
1

n
Ln

(
V (L)

V (Qλ)

)λ
=

1

n
Ln

[
V (K)1−λV (L)λ

V (Qλ)

]
=

1

n

[
Ln(V (K)1−λV (L)λ)− Ln(V (Qλ))

]
18



Luego

Ln(V (Qλ)) = Ln(V ((1− λ)K +0 λL)) ≥ Ln
(
V (K)1−λV (L)λ

)
y como la función exponencial es creciente entonces

V ((1− λ)K +0 λL) ≥ V (K)1−λV (L)λ

Supongamos que (2.16) es verdad entonces nuestro objetivo es mostrar (2.17). En efecto,

sea el cuerpo Qλ asociado a la función qλ = h1−λK hλL.

Afirmación:
qλ − q0
λ

−→ hKLn
hL
hK

es uniforme en Sn−1

En efecto: Sea a = hK y b = hL entonces

lim
λ→0

qλ − q0
λ

= lim
λ→0

a1−λbλ − a
λ

= lim
λ→0

[
(−a1−λLn(a))bλ + a1−λbλLn(b)

]
= −aLn(a) + aLn(b)

= aLn

(
b

a

)
= hKLn

(
hL
hK

)
Por el lema 2.3 tenemos

(2.18)
dV (Qλ)

dλ
=

∫
Sn−1

hKLn
hL
hK

dSK

Luego

(2.19)
1

V (Q0)
V ′(Q0) =

1

V (Q0)

∫
Sn−1

hKLn

(
hL
hK

)
dSK

Consideremos la función cóncava

f(λ) = LnV (Qλ)

Derivando con respecto en λ = 0

f ′(0) =
1

V (Q0)
V ′(Q0)

Por ser f una función cóncava tenemos

f(λ) = f((1− λ)0 + λ1) ≥ (1− λ)f(0) + λf(1)
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Luego

f(λ)− f(0) ≥ λ(f(1)− f(0))

y asi tenemos

f ′(0) = lim
λ→0

f(λ)− f(0)

λ
≥ f(1)− f(0)

Luego

(2.20)
1

V (Q0)
V ′(Q0) = f ′(0) ≥ f(1)− f(0) = LnV (L)− LnV (K)

De (2.19) y (2.20) tenemos:

1

V (Q0)

∫
Sn−1

hKLn

(
hL
hK

)
dSK ≥ LnV (L)− LnV (K)

= Ln

(
V (L)

V (K)

)
Multiplicamos por 1

n
a ambos lados de la desigualdad

1

n

∫
Sn−1

hKLn

(
hL
hK

)
dSK ≥

1

n
V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

)
Por lo tanto ∫

Sn−1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
n

Como ya demostramos la equivalencia, ahora enunciaremos y demostraremos un lema

que va ser muy util en la demostración de nuestra desigualdad.

Lema 2.6. Si K,L son 2 cuerpos convexos en el plano con origen simétrico entonces

(2.21)

∫
S1

(
hK
hL

)
dVK ≤

V (K)V (L,K)

V (L)

con igualdad si y solamente si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados

paralelos.

Prueba: Nuestra desigualdad que vamos a demostrar es equivalente a∫
S1

(
hK
hL

)
dVK ≤

V (K)

V (L)

∫
S1

hL
hK

dVK
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equivale a ∫
S1

(
hK
hL

)
hKdSK ≤

V (K)

V (L)

∫
S1

hLdSK ,

y equivale a

(2.22)

∫
S1

(
h2K
hL

)
dSK ≤

V (K)

V (L)

∫
S1

hLdSK ,

Nuestro objetivo ahora es demostrar (2.22). En efecto, como K y L son de origen simétrico

tenemos que

r(K,L) = minu∈Sn−1

hK(u)

hL(u)
∧ R(K,L) = maxu∈Sn−1

hK(u)

hL(u)

y eso implica que

r(K,L) ≤ hK(u)

hL(u)
≤ R(K,L)

para todo u ∈ S1. Por el lema 1.2 tenemos

V (K)− 2
hK(u)

hL(u)
V (K,L) +

(
hK(u)

hL(u)

)2

V (L) ≤ 0

integrando ambos lados en relación a hLdSK :

0 ≥
∫
S1

(
V (K)− 2

hK(u)

hL(u)
V (K,L) +

(
hK(u)

hL(u)

)2

V (L)

)
hL(u)dSK(u)

= V (K)

∫
S1

hL(u)dSK(u)− 2

∫
S1

hK(u)V (K,L)dSK(u) +

∫
S1

h2K(u)

hL(u)
V (L)dSK(u)

= 2V (K)
1

2

∫
S1

hL(u)dSK(u)− 4V (K,L)
1

2

∫
S1

hK(u)dSK(u) +

∫
S1

h2K(u)

hL(u)
V (L)dSK(u)

= 2V (K)V (K,L)− 4V (K,L)V (K) +

∫
S1

h2K(u)

hL(u)
V (L)dSK(u)

= −2V (K)V (K,L) +

∫
S1

h2K(u)

hL(u)
V (L)dSK(u)

Luego ∫
S1

h2K
hL
V (L)dSK ≤ 2V (K)V1(K,L)

eso implica ∫
S1

h2K
hL
dSK ≤ 2

V (K)

V (L)
V1(K,L) = 2

V (K)

V (L)

1

2

∫
S1

hLdSK

por lo tanto ∫
S1

h2K
hL
dSK ≤

V (K)

V (L)

∫
S1

hLdSK
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El caso de igualdad se sigue de la referencia [1]. Nuestro objetivo principal es demostrar

la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski.

Teorema 2.7. Si K,L son cuerpos convexos en R2 con origen simétrico entonces

(2.23) V ((1− λ)K +0 λL) ≥ V (K)1−λV (L)λ

con igualdad si y solo si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados

paralelos.

Es equivalente a demostrar

(2.24)

∫
S1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
2

con igualdad si y solo si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados

paralelos.

Prueba: Consideremos la función

(2.25) F (t) =

∫
S1

Ln

(
hL+tK
hK

)
dVK − V (K)Ln

(
V (L+ tK)

V (K)

) 1
2

Derivando con respecto de t

F ′(t) =
d

dt

[∫
S1

Ln

(
hL + thK

hK

)
dVK − V (K)Ln

(
V (L) + 2tV (L,K) + t2V (K)

V (K)

) 1
2

]

=

∫
S1

hK
hL + thK

dVK − V (K)
d

dt

[
Ln

(
V (L) + 2tV (L,K) + t2V (K)

V (K)

) 1
2

]

=

∫
S1

hK
hL + thK

dVK −
V (K)

2

(
V (K)

V (L) + 2V (L,K)t+ V (K)t2

)
2V (L,K) + 2V (K)t

V (K)

=

∫
S1

hK
hL + thK

dVK −
V (K) [V (L,K) + V (K)t]

V (L) + 2V (L,K)t+ V (K)t2

=

∫
S1

hK
hL + thK

dVK −
V (K)V (L+ tK,K)

V (L+ tK)

Por el lema 2.6:

(2.26) F ′(t) =

∫
S1

hK(u)

hL+tK(u)
dVK −

V (K)V (L+ tK,K)

V (L+ tK)
≤ 0
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eso muestra que F es decreciente en [0,+∞). Ahora

F (t) =

∫
S1

Ln

(
hL+tK
hK

)
dVK −

∫
S1

Ln

(
V (L+ tK)

V (K)

) 1
2

dVK

=

∫
S1

Ln

(
hL+tK
hK

)
dVK −

∫
S1

Ln

(
V (L+ tK)

V (K)

) 1
2

dVK

=

∫
S1

Ln

(
hL+tK
hK

(
V (K)

V (L+ tK)

) 1
2

)
dVK

Por el teorema del valor medio para integrales, existe ξ ∈ S1 tal que:

F (t) = V (K)Ln

(
hL+tK(ξ)

hK(ξ)

(
V (K)

V (L+ tK)

) 1
2

)

= V (K)Ln

(
hL(ξ) + thK(ξ)

hK(ξ)

(
V (K)

V (L) + 2V (L,K)t+ V (K)t2

) 1
2

)
tomando ĺımite:

lim
t→+∞

F (t) = lim
t→+∞

[
V (K)Ln

(
hL(ξ) + thK(ξ)

hK(ξ)

(
V (K)

V (L) + 2V (L,K)t+ V (K)t2

) 1
2

)]

= V (K)Ln

[
lim
t→+∞

(
hL(ξ) + thK(ξ)

hK(ξ)

(
V (K)

V (L) + 2V (L,K)t+ V (K)t2

) 1
2

)]
Afirmación

lim
t→+∞

(
hL(ξ) + thK(ξ)

hK(ξ)

(
V (K)

V (L) + 2V (L,K)t+ V (K)t2

) 1
2

)
= 1

En efecto:

Sea a = hL(ξ)
hK(ξ)

, b = V (K) , c = V (L) , d = V (L,K), entonces

lim
t→+∞

(
(a+ t)

(
b

c+ dt+ bt2

) 1
2

)
= lim

t→+∞

(
(a+ t)2

b

c+ dt+ bt2

) 1
2

=

(
lim
t→+∞

a2b+ 2abt+ bt2

c+ dt+ bt2

) 1
2

=

(
b

b

) 1
2

= 1

volviendo a la prueba

lim
t→+∞

F (t) = V (K)Ln(1) = 0
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y como F es decreciente en [0,+∞) entonces

(2.27) F (t) ≥ 0

y en particular

(2.28) F (0) ≥ 0

De (2.25) y (2.28) tenemos:

(2.29) F (0) =

∫
S1

Ln

(
hL
hK

)
dVK − V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
2

≥ 0

Por lo tanto ∫
S1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
2

Estudiemos el caso de igualdad en (2.25). Sea

F (t) =

∫
S1

Ln

(
hL+tK
hK

)
dVK − V (K)Ln

(
V (L+ tK)

V (K)

) 1
2

= 0

entonces

(2.30) F ′(t) =

∫
S1

hK
hL+tK

dVK −
V (K)V (K,L+ tK)

V (L+ tK)
= 0

Reciprocamente si F ′(t) = 0 entonces existe una constante C tal que F (t) = C y tenemos

0 = lim
t→+∞

F (t) = lim
t→+∞

C = C

Luego

(2.31) F (t) =

∫
S1

Ln

(
hL+tK
hK

)
dVK − V (K)

(
V (L+ tK)

V (K)

) 1
2

= C = 0

De (2.30) y (2.31) tenemos:

F (t) = 0 ⇔ F ′(t) = 0

y del lema 2.3 tenemos que K y L+tK son dilatados o K y L+tK son paralelogramos

con lados paralelos. En particular para t = 0 tenemos F (0) = 0 si y solo si K y L son

dilatados o K y L son paralelogramos con lados paralelos.

Apliquemos nuestra desigualdad demostrada a un resultado de medida de cono-volumen.
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Teorema 2.8. (Aplicación) Si K,L son cuerpos convexos en el plano con origen simétrico

que tienen la misma medida de cono volumen entonces K = L o K y L son paralelogramos

con lados paralelos.

Prueba: Supongamos por el absurdo que K 6= L. Por hipótesis tenemos que VK = VL

entonces:
1

n
hKdSK = dVK = dVL =

1

n
hLdSL

integrando

V (K) =
1

2

∫
u∈S1

hK(u)dSK(u) =
1

2

∫
u∈S1

hL(u)dSL(u) = V (L)

se sigue que V (K) = V (L). Asi, desde que K 6= L, los cuerpos convexos no pueden

dilatarse. En efecto, supongamos que los cuerpos convexos si pueden dilatarse entonces

existe λ > 0 tal que K = λL, eso implica que V (K) = V (λL) = λ2V (L) y por lo tanto

λ = 1 lo cual es una contradicción.

Por la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski tenemos:∫
S1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
2

= 0

Luego ∫
S1

(LnhL − LnhK) dVK ≥ 0

y asi tenemos

(2.32)

∫
S1

LnhLdVK ≥
∫
S1

LnhKdVK

y ∫
S1

Ln

(
hK
hL

)
dVL ≥ V (L)Ln

(
V (K)

V (L)

) 1
2

= 0

Luego ∫
S1

(LnhK − LnhL) dVL ≥ 0

y asi tenemos

(2.33)

∫
S1

LnhKdVL ≥
∫
S1

LnhLdVL
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con igualdad, en ambas desigualdades si y solo si K y L son paralelogramos con lados

paralelos. Usando (2.32), VK = VL, (2.33) y VL = VK∫
S1

LnhLdVK ≥
∫
S1

LnhKdVK =

∫
S1

LnhKdVL

≥
∫
S1

LnhLdVL

=

∫
S1

LnhLdVK

y aśı tenemos las igualdades en (2.32) y (2.33). La condición de igualdad en (2.32) y

(2.33), podemos concluir que K y L son paralelogramos con lados paralelos.
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Caṕıtulo 3

Variables e Hipótesis

3.1 Variable de la investigación

Nuestro desigualdad que vamos a demostrar es

Teorema 3.1. Si K,L son 2 cuerpos convexos en el plano con origen simétrico en R2

entonces

(3.1) V ((1− λ)K +0 λL) ≥ V (K)1−λV (L)λ

que es equivalente a demostrar

(3.2)

∫
S1

Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥ V (K)Ln

(
V (L)

V (K)

) 1
2

Y asi recibe el nombre Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Munkowski. Ahora se tienen

las siguientes variables:

• hL e hK son las funciones soporte de L y K respectivamente.

• V (L) e V (K) son los volúmenes de L y K respectivamente.

• VK es la medida de cono volumen de K.

• +0 es L0 suma de Minkowski.
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3.2 Operacionalización de Variables

Variables Definición

Conceptual

Definición Op-

eracional

Dimensiones Indicadores

Variables In-

dependientes

K y L son cuer-

pos convexos

Cuerpo Con-

vexo: es un

conjunto con-

vexo, compacto

y con interior no

vacio.

+ Suma de

Minkowski es

el conjunto de

toda las sumas

de elementos de

A y B

R2 Relación en-

tre cuerpos

Convexos

Variables De-

pendientes

hK y hL fun-

ciones soportes.

V (K) y V (L)

volúmenes de

los cuerpos con-

vexos. VK es la

medida de cono

volumen de K.

Función so-

porte es el

max {x.u};
∀u ∈ Sn−1.

Volumen del

cuerpo con-

vexo es la me-

dida del cuerpo

en R2. Me-

dida de Cono

Volumen

VK = 1
n
hKdSK

es una fórmula

+0 L0 suma

de Minkowski

es la intersección

de semiespacios

de la suma de el-

ementos de A y

B

R2 Relación entre

funciones so-

portes. Relación

entre volúmenes

de cuerpos

convexos.

3.3 Hipótesis general e Hipótesis espećıfica

3.3.1 Hipótesis general

Usando técnicas de análisis convexo se demuestra la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-

Minkowski.
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3.3.2 Hipótesis espećıfica

1) Usando la teoŕıa de análisis convexo se demuestra un lema importante.

2) Usando el lema se demuestra la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski en el

plano.

3) Usando la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski se demuestra un resultado

de medida de cono-volumen.
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Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa

4.1 Tipo de investigación

El estudio de la investigación es de carácter teórico-básico. En el desarrollo del trabajo, si

se obtienen los resultados deseados, esto será un nuevo aporte cient́ıfico muy significativo

en análisis convexo.

4.2 Diseño de la investigación

Durante el desarrollo del proyecto hemos construido una función para demostrar nuestra

desigualdad en la cual derivamos con respecto de t, luego usamos nuestro lema y por

último usamos los resultados clásicos de análisis convexo y en Rn.

Para tal objetivo en la primera parte estudiamos las preliminares que son la base para

nuestra investigación.

En la segunda parte estudiamos la desigualdad clásica de Brunn-Minkowski y algunos

resultados.

En la tercera parte demostramos la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski y

algunas consecuencias.

4.3 Población y Muestra

Nuestro trabajo es teórico, a pesar de ello se busca estudiar de forma general la medida

de la suma de dos conjuntos en Rn. Nuestro trabajo se encuentra dentro del universo del

análisis convexo.
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4.4 Técnicas e instrumentos de recolección de datos

Para la realización de nuestro trabajo de tesis se revisará bibliograf́ıa especializada y re-

copilación de información obtenida v́ıa internet, libros, proyectos y art́ıculos relacionados

al tema de interes.

4.5 Plan de análisis estad́ıstico de datos

Por la caracteŕıstica del trabajo no se realiza ningún análisis estad́ıstico.
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Caṕıtulo 5

Resultados

1) Se probó el lema 2.6 para poder demostrar la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-

Minkowski.

2) Se probó una equivalencia entre la forma multiplicativa de Brunn-Minkowski y una de-

sigualdad logaŕıtmica que por esa razón recibe el normbre de Desigualdad Logaŕıtmica

de Brunn-Minkowski.

3) Se demostró la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski.

4) Aplicamos nuestra desigualdad a un problema de medida de cono-volumen.
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Caṕıtulo 6

Discusiones

1) La Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski mejora la Desigualdad

Clásica de Brunn-Minkowski en el plano, es decir existe una mejor estimativa.

2) También se puede estudiar la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski

en Rn y otras desigualdades de Brunn-Minkowski como la refinada que mejora la clásica

y donde ahi pueden surgen problemas abiertos y seŕıa interesante trabajar en esa area.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

1) La Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski mejora la Desigualdad

Clásica de Brunn-Minkowski en el plano, es decir existe una mejor estimativa y

que eso nos permite resolver el problema de medida de cono-volumen como ejemplo

de aplicación teórica.

2) La desigualdad de Brunn-Minkowski es un resultado muy importante en el análisis, ya

que tiene aplicaciones teóricas en análisis funcional, álgebra, geometŕıa (¿si un cuerpo con-

vexo y la bola unitaria tienen igual area en el plano entonces como son sus peŕımetros?),

problemas isoperimétricos (como se pudo ver en el capitulo 2), entre otras.
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Caṕıtulo 8

Recomendaciones

1) Dado a la gran importancia del análisis convexo, se recomienda la tesis a futuros

estudiantes en la linea de investigación de análisis convexo para un mejor entendimiento

de la Desigualdad Logaŕıtmica de Brunn-Minkowski y la clásica con otras desigualdades

equivalentes a ellas.

2) Como la tesis es una exposición detallada de lo demostrado ver [1,2], se recomienda

las lecturas de dichos art́ıculos donde se exponen diversos estudios de la Desigualdad de

Brunn-Minkowski (clásica, logaŕıtmica, refinada, etc).
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipótesis Metodoloǵıa Población

1.1 Determinación del

problema El objetivo

principal es demostrar la

Desigualdad Logaŕıtmica

de Brunn-Minkowski

que enunciamos acon-

tinuación: Si K,L

son 2 cuerpos con-

vexos en el plano con

origen simétrico en-

tonces son equivalentes

V ((1 − λ)K +0 λL) ≥
V (K)1−λV (L)λ y∫
Sn−1 Ln

(
hL
hK

)
dVK ≥

V (K)Ln
(
V (L)
V (K)

) 1
n

1.2

Formulación del

problema Plantear y

demostrar la Desigual-

dad Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski, es

decir, ¿Será posible de-

mostrar la Desigualdad

Logaŕıtmica de Brunn-

Minkowski en el espacio

R2?

Objetivo gen-

eral Demostrar

la Desigualdad

Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski.

Objetivo es-

pećıfico 1. Estu-

diar resultados de

análisis convexo. 2.

Demostrar un lema

que será usado

para demostrar

la Desigualdad

Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski.

3. Estudiar la

equivalencia de

la Desigualdad

Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski.

4. Una vez de-

mostrado la

Desigualdad

Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski

daré una aplicación

de esta.

Hipótesis gen-

eral Usando

técnicas de análisis

convexo se demues-

tra la Desigualdad

Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski.

Hipótesis es-

pećıfica 1) Usando

la teoŕıa de análisis

convexo se de-

muestra un lema

importante. 2)

Usando el lema

se demuestra

la Desigualdad

Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski

en el plano. 3) Us-

ando la Desigual-

dad Logaŕıtmica de

Brunn-Minkowski

se demuestra un re-

sultado de medida

de cono-volumen.

4.1 Tipo

de investi-

gación El

estudio de la

investigación

es de carácter

teórico.

Diseño.

Durante el

desarrollo

del proyecto

hemos con-

struido una

función para

demostrar

nuestra de-

sigualdad

en la cual

derivamos

con respecto

de t, luego

usamos nue-

stro lema y

por último

usamos los

resultados

clásicos de

análisis con-

vexo y en

Rn.

Nuestro

trabajo es

teórico,

a pesar

de ello

se busca

estudiar

de forma

general la

medida de

la suma

de dos

conjuntos

en Rn.

Nuestro

trabajo se

encuentra

dentro del

universo

del análisis

convexo.
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ANEXO 2: Mapa Conceptual del trabajo
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