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Vocal
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2.1 Antecedentes de estudio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1 Internacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.2 Nacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Marco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1
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Resumen

En el presente trabajo de investigación se estudió un Método de Subgradiente Proyectado

general para minimizar una función objetivo cuasi-convexa sujeta a un subconjunto de

restricciones convexo de un espacio de Hilbert. Nuestro marco es general; debido a que

se considera la función objetivo semicontinua superiormente en su dominio, el cual no

necesariamente tiene que ser abierto, y asi mismo consideraremos diferentes subdiferen-

ciales que podran ser utilizados [1],[14][15],[16],[20].

Con todo esto, se extiende los resultados obtenidos de anteriores, de Rn a espacion de

Hilbert investigaciones, demostrando la convergencia del método en los valores objetivos

y la solución generalizada para establecer tamaños de paso clásico tk → 0,
∑
tk =∞.
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Abstract

We study a general subgradient projection method for minimizing a quasiconvex objetive

subject to a convex set constraint in a Hilbert space. Our setting is very general:the ob-

jetive is only upper semicontinuous on its domain which need not be open, and variosus

subdifferentials may be used [1],[14][15],[16],[20].

We extend previous results by proving convergence in objetive values and to the gener-

alized solution set for classical stepsizes tk → 0,
∑
tk =∞.
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Introducción

En el estudio de problemas de minimización(maximización) de funciones de dimensión

finita o infinita, los conceptos de semicontinuidad inferior(superior) y compacidad juegan

un papel importante en el área de la Optimización. Tales nociones han ido entendien-

dose cada vez más, lo que ha permitido introducir nuevas técnicas y nuevas herramientas

matemáticas, también es cierto que los nuevos problemas son más complejos en su formu-

lación y por lo tanto se está requeriendo de herramientas matemáticas más sofisticadas o

adoptación de técnicas propias de otras disciplinas. El método para optimizar funciones

no diferenciables pero convexas, es el método de subgradiente, fue desarrollado por el

Sovietico Naum Zuselevich Shor en el año de 1979, fue uno de los pioneros en la opti-

mización de funciones no diferenciales.

Consideremos el problema de minimización:

inf { f(x) : x ∈ X}, (1)

donde X es un subconjunto cerrado convexo de un espacio de Hilbert H.

Bajo algunas hipótesis en su función objetivo f y en su conjunto de restricciones X,

estudiaremos el Método del Subgradiente Proyectado para resolver este problema.

Este método genera la sucesión {xk} en X, tomando longitud de paso tk > 0 de xk en la

dirección opuesta del subgradiente de f en xk y proyectando el punto resultante en X.

Aqúı el subgradiente significa un elemento del cono normal para el conjunto de nivel de f

en xk, y varios conjuntos de nivel dan diferentes subdiferenciales, existiendo asi diversos

métodos de subgradientes.

Nuestro objetivo principal es el de extender los resultados de convergencia existentes

para tales métodos, usando longitud de pasos convergentes tk → 0 con
∑
tk = ∞. Por
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ejemplo, el Método Subgradiente uno de los métodos más utilizados es la Relajación La-

grangiana, donde por lo general f es continua y el problema (1) tiene el conjunto óptimal

no vaćıo X∗ := ArgminX f .

En el marco teórico, se presenta algunas notaciones, definiciones de subdiferenciales gen-

eralizados y subconjuntos del subdiferencial de Fenchel,conjuntos de nivel y algunos ejem-

plos de aplicación.

En el desarrollo del trabajo de investigación, se presentará el algoritmo del subgradiente

mostrándose la convergencia de los valores objetivos sujeto a tk → 0 y
∑
tk = ∞ y

algunos resultados de convergencia finita. La estructura la de tesis esta conformada de 6

caṕıtulos:

En el primer caṕıtulo se muestra el planteamiento del problema donde se analiza la de-

scripción de la realidad problemática de las funciones cuasi-convexas no diferenciables

cuya formulación del problema es: ¿Es óptimo el método de subgradiente proyectado

para la minimización de funciones cuasi-convexas?. Como objetivo de investigación es

demostrar el método subgradiente para la minimización de funciones cuasi-convexas, fi-

nalmente mostraremos las limitantes de la investigación.

En segundo caṕıtulo se muestra los antecedentes con respecto a este trabajo y las teoŕıas

y propiedades en el espacio de Hilbert necesarios para el desarrollo de la tesis que se

usara a lo largo de su desarrollo, asi como los terminos básicos que se utilizó en la trabajo

de investigación.

Tercer y cuarto caṕıtulo se plantea la hipótesis que fue demostrada, también se define

las variables y las dimensiones aśı como la operacionalizacion de variables. Además, la

metodológia de la investigación aśı como la población y muestra, técnicas e intrumentos

para la recolección de la información documental y finalmente análisis y procesamiento

de datos.

Quinto caṕıtulo se desarrolla las teoŕıas de semicontinuidad(superior, inferior), los difer-

entes subdiferenciales con diferentes conjuntos de nivel, las condiciones necesarias y su-

ficientes para el Algoritmo del subgradiente.

Sexto caṕıtulo se hará una discusión con los resultados obtenidos sobre los subgradientes

generalizados que se haya podido exetender el algoritmo del subgradiente proyectado
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Caṕıtulo 1

Planteamineto del problema

1.1 Descripción de la realidad problemática

La Optimización, es una rama de la Matemática Aplicada, que estudia problemas de

minimización y maximización de funciones, sujeta a ninguna o algunas restricciones sobre

su dominio, para resolver estos tipos de problemas cuando la función objetivo es convexa

y diferenciable, existen varios métodos tales como: método de gradiente, método de

penalización cuadratica, método de Newton generalizado,método cuasi-Newton, etc. El

problema radica cuando la función objetivo no es convexa. Es aśı que el matemático

Jhon Von Neuman [15], se interesó en estudio de las funciones cuasi-convexas (1928) en

un trabajo sobre teoŕıa de juegos, Algunas propiedades de estas funciones y una variedad

de ejemplos están expuestas en el libro [16],[17]. Sin embargo el problema se dificulta

aún más cuando la función objetivo no es diferenciable.

Consideremos el problema de minimización con las siguientes caracteŕısticas.

min{f(x) : x ∈ X}, (1.1)

La función a optimizar no poseen derivadas en algunos puntos de su dominio, donde

posiblemente tenga un punto óptimo, la funcion objetivo es cuasi-convexa definido en un

conjunto convexo. Los métodos para optimizar una función, consiste, que a partir de un

punto inicial, se genera un segundo punto y apartir de este último punto se genera un

tercer punto y aśı sucesivamente hasta llegar a un punto óptimo que se aproxima a la
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solución del problema (1.1). Para tal fin se utiliza el método de subgradiente proyectado

buscando condiciones necesarias y suficientes que reemplacen las técnicas del cálculo

diferencial clásico. El método de subgradiente proyectado para (Navarro Rojas[2013],[14])

la define de la siguiente forma:

xk+1 = xk − lkdk, donde dk ∈ ∂◦f(xk). En el caso de no encontrar las condiciones

necesarias y suficientes por el método que optimice la función, las aplicaciones prácticas

de optimización computacional: en economı́a, teoŕıa de control, relajación Lagrangeana

y otros no se podŕıan resolver.

1.2 Formulación del problema

1.2.1 Problema general

Se quiere resolver la siguiente interrogante

¿Es óptimo el método de subgradiente proyectado para la minimización de funciones

cuasi-convexas?

1.2.2 Problema espećıfico

a. ¿Es convergente el método subgradiente para minimización de funciones cuasi-

convexas?

b. ¿Es eficiente el método de subgradiente para funciones cuasi-convexas?

1.3 Objetivos de la investigación

1.3.1 Objetivo general

Demostrar el método subgradiente para la minimización de funciones cuasi-convexas
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1.3.2 Objetivo espećıfico

a. Estudiar la Convergencia del método subgradiente para minimizar las funciones

cuasi-convexas.

b. Determinar la eficiencia del método de subgradiente para funciones cuasi-convexas

1.4 Limitantes

1.4.1 Teórico

En la actualidad, la Optimización matemática, es de gran interés debido a sus múltiples

aplicaciones en las áreas de: Economı́a, Administración, Ciencias Básicas e Ingenieŕıas,

etc. Estos problemas se pueden modelar mejor usando: Análisis estad́ıstico, mineŕıa de

datos, beneficio y gastos de una empresa, costo de producción de un determinado pro-

ducto, Sin embargo, debido que cada problema tiene su propia naturaleza se necesita de

otras herramientas matemáticas para una mejor comprensión.

La teoŕıa de apoyo, para el desarrollo de la tesis es: optimización conexa cuya función

objetivo son funciones cuasi-convexas, para tal efecto se utilizó libros, revistas especial-

izadas, art́ıculos cient́ıficos, sugerencias de docentes especialistas y otras fuentes docu-

mentales. Cabe mencionar que las teo´rias que se utilizo en la investigación es: análisis

convexo de Crouzeix (2013), asi como la optimización continua de Papa Quiroz (2009),

algunos art́ıculos sobre métodos iterativos para encontrar soluciones óptimas asi como:

el operadores monótonos y el punto proximal de Rockafeller (1976), método del punto

proximal de Guler (1991)

1.4.2 Temporal

El estudio es de tipo longitudinal se inició en julio del 2018 y se concluyó en enero del

2019
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1.4.3 Espacial

El trabajo se realizó en la biblioteca especializada de Facultad de Ciencias Naturales y

Matemáticas de la Universidad Nacional de Callao. Las unidades de análisis le corre-

sponden al análisis convexo cuya función objetivo es cuasi-convexa.
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Caṕıtulo 2

Marco Teoŕıco

2.1 Antecedentes de estudio

2.1.1 Internacional

• Nava, R. (2015), en su tesis titulada ”Funciones convexas no diferenciables”, de

la Universidad Autónoma Metropolitana (México), planteo como objetivo estudiar

diversos métodos (subgradiente, bundle y métodos con operador próximo) utiliza-

dos para resolver problemas de optimización no diferenciable, aplicarlos a una serie

de problemas y comparar los resultados con otros métodos, se concluye finalmente

que los métodos que utilizan el operador próximo fueron superiores al método de

subgradiente y al método bundle. El tipo de investigación es no experimental, cuyo

método de investigación es deductiva, se utilizó demostraciones de tipo directo

indirecto,

2.1.2 Nacional

• Navarro, F. (2013), en su tesis titulada “Algunas aplicaciones y extensión del

método del subgradiente”, se plantea como objetivo general extender el método del

subgradiente proyectado para funciones cuasi-convexas que cumplan la condiciónes

necesarias de Ludwig Hölder sobre el conjunto factible, además se probará un resul-

tado de convergencia. Este trabajo se elaboró utilizando la metodoloǵıa inductivo-
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deductiva. Los resultados obtenidos por el método de subgradiente son para fun-

ciones convexas.

• Mandujano, J. (2013), en su tesis titulada “solución de un problema de desigual-

dad variacional en usando el método del punto proximal exacto con distancia de

bregman”, planteo como objetivo general obtener la solución del problema de de-

sigualdad variacional para operadores T en el conjunto C en Rn mediante el método

de punto proximal exacto con distancia de Bregman, este trabajo de investigación

se desarrolló en la ĺınea de análisis numéricos y matemática computacional cuya

metodoloǵıa es deductivo, finalmente se concluye que toda distancia de Bregman es

una cuasi-distancia, pero en general toda distancia de Bregman no es una distancia

En está tesis proporcionada se tomará en cuenta los subdiferenciales usado en el

método del punto proximal.

• Fernández, N. (2013), en su tesis titulada “comportamiento del precio y pub-

licidad en la proporción de clientes en un problema de, control óptimo” planteo

como objetivo fundamental, presentar y analizar el comportamiento de variables

de control publicidad y precio y variable de estado proporción de clientes, en un

problema de control óptimo. Este trabajo es importante, desde que se modela

matemáticamente un problema económico, y se analiza el comportamiento de sus

variables de control (publicidad y precio) y estado (proporción de clientes) uti-

lizando herramientas de optimización dinámica, la investigación es de tipo cient́ıfico-

teórica y la metodoloǵıa a emplear durante la ejecución del proyecto consiste en un

enfoque inductivo deductivo, se concluye que si la proporción de clientes es menor

(mayor) que el valor de equilibrio, la empresa disminuirá (aumentará) el precio del

producto en el mercado y simultáneamente aumentará (disminuirá) el presupuesto

publicitario.
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2.2 Marco

En esta sección presentamos las notaciones, definiciones y resultados importantes nece-

sarias para el desarrollo del trabajo de investigación.

2.2.1 Teórico

• Śımbolos y Notaciones

A lo largo de este trabajo adoptaremos las siguientes terminoloǵıas como lo sugiere

Izmailov (2007) en su lista de notaciones

IR : conjunto de los números reales;

IR = IR ∪ {±∞}: valor real extendido;

Lf,X(c) = {x ∈ X : f(x) ≤ c}: denota el conjunto de nivel de la función f en el conjunto

X, asociado a c ∈ IR;

epi(f) = {(x, λ) : f(x) ≤ λ}: denota el epigrafo de la función f ;

f ′(x; d) : denota la derivada direccional de f ;

∇f(x) : denota el gradiente de f en x;

∂f(x) : denota el subdiferencial de Fenchel de f en x;

Dado H un espacio de Hilbert:

〈x, z〉 : denota el producto interno entre x, z ∈ H;

‖x‖ : denota la norma inducida por el producto interno de x ∈ H;

{xk} = {x0, x1, . . . , xk, . . .} : denota una sucesión de puntos en H;

xk → x (k → +∞) : denota que la sucesión {xk} converge a un punto x;

B(x, ε) := {y ∈ H : |y − x| ≤ ε} : denota la bola con centro x y radio ε.

r.i C : denota el interior relativo del conjunto C;

◦
C = int C : denotan el interior del conjunto C;

C̄ = cl C : denotan la clausura del conjunto C. (p.vii)
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• Espacio de Hilbert

Definición 2.1 (Pedro J. Miana[2006],[31]) Sea H un espacio vectorial sobre K = IR,

C. Un producto escalar o producto interno sobre H es una aplicación

〈·, ·〉 : H ×H → IR

(x, y) → 〈x, y〉

tal que

(i). 〈x, x〉 ≥ 0 para x ∈ H y 〈x, x〉 = 0, si y sólo si, x = θ; donde θ es el vector nulo.

(ii). 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x, y ∈ H.

(iii). 〈λx+ µy, z〉 = λ 〈x, z〉+ µ 〈y, z〉 para todo x, y ∈ H y λ, µ ∈ K.

El par (H, 〈·, ·〉) se llama espacio pre-Hilbert

Definición 2.2 Un espacio pre-Hilbert (H, 〈·, ·〉) sedic de Hilbert si es completo con la

topoloǵıa asociada al producto escalar, es decir, a la norma definida por éste.

• Algunos Resultados del Análisis Convexo

A lo largo del trabajo de investigación consideremos H un espacio de Hilbert real con

producto interno 〈·, ·〉 y norma ‖·‖.

Un conjunto convexo se define según Pierre Crouzeix (2002)

Definición 2.3 Un conjunto C ⊂ H es convexo si:

C = ∅ o para todo x, y ∈ C : λx+ (1− λ)y ∈ C, para todo λ ∈ [0, 1] (p.1)

Los siguientes conjuntos se define según Pierre Crouzeix (2003)

Definición 2.4 Dada una función f : H → IR a valores reales extendidos.

1. El dominio efectivo de f es definido por: Df := {x ∈ H : f(x) < +∞};

2. f es llamada una función propia si : Df 6= ∅ y f(x) > −∞, para todo x ∈ Df ;
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3. El conjunto de nivel de f es definido por: Lf,α := {y ∈ H : f(y) ≤ α};

4. El epigrafo de f es definido por: epif := {(x, λ) ∈ H × IR : f(x) ≤ λ} (p.15).

Definición 2.5 (Greenberg y Pierskalla [1973],[4]) Sea f : H−→IR una función a

valores reales extendidos.

1. f es una función convexa si :

Para todo x, y ∈ H : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), para todo λ ∈ [0, 1]

2. f es estrictamente convexa si :

Para todo x 6= y ∈ H : f(λx+(1−λ)y) < λf(x)+(1−λ)f(y), para todo λ ∈ (0, 1).

Definición 2.6 (Navarro Rojas [2013],[14]) Una función f : C ⊆ IRn → IR, con C

convexo, es llamda cuasi-convexa si para cualquiera x,y ∈ C se verifica:

f(tx+ (1− t)y) ≤ max{f(x), f(y)} para cualquiera l ∈ [0, 1].

Si la desigualdad se cumple de manera estricta, para x 6= y y para todo t ∈ (0, 1), entonces

f es denominada estrictamente cuasi-convexa.

Las definiciones de las funciones cuasi-convexas fueron definidas por primera vez

por Finetti [28], posteriormente las propiedades y relaciones entre estas funciones y las

funciones convexas fueron estudiadas por Frenchel [29]

La función f es define como semicontinua inferior, semicontinua superior según J. Pierre

Crouzeix (2003)

Definición 2.7 Sea f : D → IR una función definida sobre D ⊂ IRn, f es semicontinua

inferior en x0 si y solo si, ∀ λ < f(x0) existe una vecindad V de x0 tal que x ∈ V

entonces λ < f(x).

Definición 2.8 Sea f : D → IR una función definida sobre D ⊂ IRn, f es semicontinua

superior en x0 si y sólo si, ∀ λ > f(x0) existe una vecindad V de x0 tal que x ∈ V entonces

f(x) < λ.
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Definición 2.9 Sea f : D → IR una función definida sobre D ⊂ IRn, f es semi continua

inferior (s.c.i), semicontinua superior (s.c.s) si f es s.c.i y s.c.s para todo x ∈ D.

Definición 2.10 Sea f : X → Y una función, X ⊂ IRn, Y ⊂ IRn,

f es una función continua en x0 si y sólo si, f es semicontinua inferior en x0 y semi-

continua superior en x0. (p.16)

El infimo de un conjunto se define según Elon Lages (1991)

Definición 2.11 Sea A ⊂ IR, definiremos al infimo del conjunto A, (inf(A) = α).

como el número α si cumple lo siguiente:

(i) ∀ y ∈ A, α ≤ y;

(ii) Si k ≤ y, ∀ y ∈ A, entonces k ≤ α. (p.62)

El subdiferencial se define según E. Papa (2009)

Definición 2.12 Sea f : H → IR una función propia convexa. Decimos que y ∈ H es

un subgradiente de f en un punto x ∈ H si

f(z) ≥ f(x) + 〈y, z − x〉 para todo z ∈ H.

El conjunto de todos los subgradientes de f en x se llama el subdiferencial de f en x; lo

denotaremos por ∂f(x).

∂f(x) = {s ∈ H : f(y) ≥ f(x) + 〈s, y − x〉 para todo y ∈ H} (p.145)

.

Podemos considerar a manera de ejemplo lo siguiente.

Ejemplo 2.1 Sea f : IR→ IR, f(x) = |x|. Haciendo un diseño geométrico, es fácil ver

que

∂ f(x) =


−1, si x < 0

[−1, 1] , si x = 0

1, si x > 0
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2.2.2 Conceptual

Debido, a que esta tesis es de ciencias básicas no me es necesario considerar el marco

conceptual, ya que, las teoŕıas utilizadas no se pueden refutar, por ser consideradas como

verdaderas.

2.2.3 Teórico conceptual

Algunos resultados importantes

Proposición 2.1 Sean A y B ⊂ IRn conjuntos cualesquiera.

1. Si A ⊂ B, entonces A ⊂ B;

2. Si A ⊂ B, entonces int(A) ⊂ int(B);

3. Si A ⊂ B, entonces Co(A) ⊂ Co(B).

Demostración. 1. Sea x ∈ A, entonces existe una sucesión {xn} ⊂ A tal que

lim
n→+∞

xn = x

como A ⊂ B, entonces existe una sucesión {xn} ⊂ B tal que

lim
n→+∞

xn = x

aśı, x ∈ B.

2. Sea x ∈ int(A), entonces existe ε > 0 tal que Bε(x) ⊂ A y como A ⊂ B, obtenemos

que existe ε > 0 tal que Bε(x) ⊂ B, por lo tanto, x ∈ int(B).

3. Como Co = {x =
n∑
i=1

λiai tal que ai ∈ A,
n∑
i=1

λi = 1} y A ⊂ B, entonces

Co(A) ⊂ Co(B).

Proposición 2.2 (Quispe Llamoca Rosa [2009],[27]) Sea f : D ⊂ IRn → IR una función,

f es cuasi-convexa si y solo si, el conjunto de nivel de f es definido por:

Sf,λ := {y ∈ H : f(y) ≤ λ}es un conjunto convexo para todo λ ∈ IR.
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Demostración. Sean x, y ∈ Sλ(f) y sea λ ∈ IR, entonces se tiene que

f(x) ≤ λ y f(y) ≤ λ

y como f es cuasi-convexa, para todo α ∈ [0, 1] se tiene que

f(αx+ (1− α)y) ≤ max{f(x), f(y)} ≤ λ

aśı, αx+ (1− α)y ∈ Sλ(f), esto muestra que Sλ(f) es un conjunto convexo.

Por otro lado, sean x, y ∈ Sλ(f) como Sλ(f) es un conjunto convexo para cualquier

λ ∈ IR, en particular lo será para λ = max{f(x), f(y)}, entonces para todo α ∈ [0, 1], se

tiene

f(αx+ (1− α)y) ≤ max{f(x), f(y)} ≤ λ = max{f(x), f(y)},

por lo tanto f es cuasi-convexa.

Proposición 2.3 Sea f : IRn → IR una función y D1, D2 subconjuntos IRn tal que

D2 ⊂ D1, entonces el infimo de f para todo x ∈ D1 es menor o igual al infimo de f para

todo x ∈ D2

Demostración. Denotemos por y1 = inf
x∈D1

f(x) y y2 = inf
x∈D2

f(x), entonces

y1 ≤ f(x) para todo x ∈ D1

pero como D2 ⊂ D1, entonces

y1 ≤ f(x) para todo x ∈ D2

luego por definición de infimo se tiene que

y1 ≤ y2,

por lo tanto, inf
x∈D1

f(x) ≤ inf
x∈D2

f(x).

Proposición 2.4 (I. Ya., Zabotin, A.I. Korablev, R.F. Khabibullin, [1972]). Sea

f : D → IR una función, donde D ⊂ IRn, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es semicontinua inferior;
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2. epi(f) es un conjunto convexo;

3. Sλ(f) es un conjunto cerrado ∀λ ∈ IR.

Demostración. Ver [17], pg 16.

Proposición 2.5 (Jean Pierre Crouzeix [2003], pg.16) Sea f : D1 → IR una función

arbitraria, y f : D2 → IR, donde D1, D2 ⊂ IRn, los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

1. f1 ≤ f2;

2. epi(f2) ⊂ epi(f1);

3. Sλ(f2) ⊂ Sλ(f1), ∀λ ∈ IR.

Demostración. Primero probaremos que 1. implica 2.

Sea (x, λ) ∈ epi(f2), entonces f2(x) ≤ λ y como f1 ≤ f2, se tiene que

f1(x) ≤ λ,

por lo tanto, (x, λ) ∈ epi(f1) aśı,

epi(f2) ⊂ epi(f1).

Ahora probaremos que 2. implica 3.

Sea x ∈ Sλ(f2) con λ ∈ IR, entonces f2(x) ≤ λ, aśı

(x, λ) ∈ epi(f2)

como epi(f2) ⊂ epi(f1), entonces

f1(x) ≤ λ,

por lo tanto,

Sλ(f2) ⊂ Sλ(f1), ∀λ ∈ IR.

Finalmente probaremos que 3. implica 1.

Supongamos que f1 > f2, por propiedad de números reales, existe α ∈ IR tal que,

f1 > α > f2
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esto implica que

x /∈ Sα(f1) ∧ x ∈ Sα(f2),

lo cual es una contradicción con el item 3.

2.3 Definición de términos básicos

1. Optimización.

Término Optimizar incluirá a ambos objetivos tanto de Minimización como de

Maximización de la funcion objetivo, según E. Papa (2009) “la optimización es una

de las áreas de la matemática que estudia el problema de minimizar o maximizar

una función sujeta generalmente a restricciones sobre su dominio” (p.9) .

2. Función objetivo.

También llamado ı́ndice de rendimiento o criterio de elección, según Pedro Canales,

(2009) la funcion objetivo “es la función que debe minimizarse o maximizarse”

(p.64). Este es el elemento utilizado para decidir los valores adecuados de las

variables de decisión que resuelven el problema de optimización. La función objetivo

permite determinar los mejores valores para las variables de decisión.

3. Restricción.

Es la región factible o viable donde se encuentra la solución óptima para mini-

mizar o máximizar la función objetivo, las restricciones pueden ser con igualdad o

desigualdad

3.1. Restricciones con desigualadad.

Son ecuaciones entre las variables de la forma

h(x) = h(x1, . . . xn) ≤ 0

donde h : A ⊆ IRn → IR es una función real de variables reales definida sobre

un conjunto A de números reales.
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3.2. Restricciones con igualdad.

Son ecuaciones entre las variables de la forma

h(x) = 0

donde h : A ⊆ IRn → IRm es una función tal que h(x) = (h1(x), h2(x), . . . , hm(x)),

con hi : IRn → IR.

4. Solución óptima.

Diremos que x = (x1, . . . , xn) ∈ A ⊆ IR es solución factible si cumple con las

condiciones de las restricciones del problema de programación no lineal (PPNL),

además de óptimizar la función objetivo, Pedro Canales, (2004) afirma “un punto

x∗ ∈ S se dice que es una solución óptima completa del problema de minimización

si f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ S ”(p.59)

5. Conjunto factible ó viable.

Se define región o conjunto factible Ω del problema (PPNL) al conjunto de todas

sus soluciones factibles

Ω = {x ∈ A ⊆ IR : x es una solución factible}

6. Sucesión.

Para E.lages Lima “una sucesión de números reales es una función x : N −→ R,

definida en el conjunto N = {1, 2, 3, ...} de los números naturales y tomando valores

en el conjunto R de los números reales” (1991, p.81)

7. Iteración.

Para Soto Apolinar, “Método de resolución de una ecuación a través de aproxi-

maciones sucesivas a la solución buscada. Estos métodos se utilizan generalmente

a través de la programación de computadoras porque requiere de muchos cálculos

sucesivos, tarea que la computadora puede realizar fácilmente.” (2011, p.85)

8. Algoritmo.

Un algoritmo se puede definir como una secuencia de pasos que representan un
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modelo de solución para algún determinado tipo de problema. Tambien se dice

que es un conjunto de instrucciones que realizadas en orden conducen a obtener la

solución del problema
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Caṕıtulo 3

Hipótesis y variables

3.1 Hipótesis

La hipótesis para Dr. Colonibol Torres “es un planteamineto que establece una relación

entre las variables para explicar y, si es posible, predecir probabilisticamente las propiedades,

relaciones y conexiones internas del fenomeno objeto de estudio o para determinar las

causas y consecuencias del problema de investigación” (2005, p.102)

3.1.1 Hipótesis general

El método de subgradiente para la minimización de funciones cuasi-convexas es óptimo.

3.1.2 Hipótesis espećıfico

a. El método subgradiente para minimización de funciones cuasi- Convexas es conver-

gente.

b. El método de subgradiente para funciones cuasi-convexas es eficiente
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3.2 Operacionalizacion de variables

Para demostrar y comprobar la hipótesis formulada anteriormente, se tiene que someter

al proceso de operacionalización, es decir determinar las variables, los indicadores de cada

variable

Tabla 3.1: clasificación de la dimensión de la variable

variables Dimension Indicadores

Convergencia y eficiencia

del Método de

Subgradiente para

minimización de funciones

cuasi-convexas

Convergencia

• Convergencia bajo regularidades

• Compacidad

• Semicontinuidad inferior (superior)

• Subdiferenciales

• Conjuntos de nivelEficiencia

• Condiciones de regularidad
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Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa de la Investigación

4.1 Tipo y diseño de la investigación

Según Ávila Acosta (1992) de acuerdo al propósito y naturaleza del tema perseguida,

la presente investigación es de ciencias formal, Pura o fundamental, porque está desti-

nada a aportar un cuerpo organizado de conocimientos cient́ıficos, en la ĺınea de análisis

numéricos y matemática computacional y no produce necesariamente resultados de utili-

dad práctica inmediata. La investigación de la tesis es no experimental debido que no se

manipulan las variables independientes, además su diseño es transversal descriptivo pues

su propósito es indagar las incidencias y valores en que se manifiesta una variable. El

método de investigación es deductivo, a partir de axiomas – verdades simples y evidentes,

y deducir de ello todas las demás verdades, usando las leyes y reglas del razonamiento

correcto que la lógica proporciona. Según Eĺı de Gortari, en su obra Lógica General

(1972) utilizaremos demostraciones de tipo directo e indirecto

Método:

Se da inicio de la siguiente manera:

a. Se comienza por definir la función objetivo que es una función cuasi-convexa,

{min(max) = f(x);x ∈ X}

b. Se muestra algunas propiedades de semicontinua superior y las funciones cuasi-

convexas en términos de conjuntos de subnivel Sf,α = {x ∈ H : f(x) < α}, a partir
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de este conjunto de nivel se generará diferentes conjuntos subdiferenciales.

c. Verificamos que f es una función cuasi-convexa que cumpla con todas las condi-

ciones necesarias y suficientes. El punto x que pertenece al conjunto fáctible o

viable ens solución de {minf(x), x ∈ X}si y solo si 0 ∈ ∂◦f(x), es decir:

f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ X

d. Teniendo en cuenta los resultados anteriores hacemos la generalizamos del problema

de optimización cuasi-convexa para diferentes subdiferenciales utilizando el método

de subgradiente.

e. Se buscará la condición necesaria y suficiente para generar una sucesión que cumpla

las propiedades de regularidad de tal manera que converge a la solución.

4.2 Población y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto debido que se trabaja con teoremas, corolar-

ios y proposiciones, etc no existe población que estudiar, sin embargo, nuestro estudio se

encuentra inmerso en espacio euclidiano y optimización matemática del análisis convexo.

4.3 Técnicas e instrumentos para la recolección de

la información documental

Para la realización de la tesis se utilizó la técnica de lectura anaĺıtica, que consiste en leer

texto en forma minuciosa, para ello se revisó bibliograf́ıa especializada de funciones cuasi-

convexas no diferenciables, para obtener tal información se procedió a la recopilación

de información obtenida v́ıa internet aśı como: Instituto de Matemática y de Ciencias

Afines del (IMCA), Concejo Nacional de Ciencia, Tecnoloǵıa e Innovación Tecnológica

(CONCY TEC) y repositorio de la UNAC y UNMSM de la Facultad de Matemática,

relacionada al tema de interés y art́ıculos de tesis referentes al tema.Tambien se consulto
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a docentes especialistas en el área de optimización de funciones cuasi-convexas, análisis

convexo

4.4 Análisis y procesamiento de datos

La presente investigación no requiere de análisis y procesamiento de datos estad́ısticos,

púes la variable es cualitativa, además es no experimental
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Caṕıtulo 5

Resultados

Método de Subgradiente para Minimizar la Función

Cuasi-convexa

Consideremos el problema de minimización

f∗ := inf{f(x) : x ∈ X}, (5.1)

bajo las siguientes hipótesis sobre la función objetivo f y al conjunto de restricciones X.

A1 :
◦
Df es no vacio y convexo, con Df ⊂ cl

◦
Df .

A2 : limt↓0f(x+ t(y − x)) ≤ f(x) para todo x ∈ Df , y ∈
◦
Df .

A3 : f es semicontinua superior (scs) en
◦
Df , es decir, f(x) = limε↓0 supB(x,ε) f ∀x ∈

◦
Df .

A4 : f es cuasi-convexa (cc) en
◦
Df , es decir, el conjunto {x ∈

◦
Df : f(x) ≤ α} es convexo

para todo α ∈ IR.

A5 : El conjunto de restricciones X ⊂ H es convexo, cerrado y X ∩
◦
Df 6= ∅.

En este caṕıtulo estudiaremos un método de subgradiente proyectado para resolver el

problema (5.1), pero primero, introduciremos extensiones de las subdiferenciales y breve-

mente revisaremos sus propiedades que seran utiles para el análisis del algoritmo.
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5.1 Semicontinuidad Superior

El comportamiento de f en el interior de su dominio
◦
Df es descrita por la función

f ◦ = f + IḊf . (5.2)

Es claro que, bajo las condiciones A1, A2, A5, f y f ◦ tienen el mismo infimo sobre el

conjunto de restricciones X.

Lema 5.1 Supongamos que A1, A2, A5 se verifican. Entonces para cada sucesión {yi} en

X ∩ Df existe una sucesión {yi◦} en X ∩
◦
Df tal que

lim
i

∣∣yi◦ − yi∣∣ = 0 y limif(yi◦) ≤ limif(yi).

Consecuentemente,

f∗ := inf
X
f = inf

X∩Ḋf
f = inf

X
f ◦.

Prueba. Por hipótesis A1,
◦
Df es no vacio y convexo con Df ⊂ cl

◦
Df , además de A5,

X ∩
◦
Df 6= ∅ y X es convexo, entonces existe y ∈ X ∩

◦
Df .

Además, por hipótesis {yi} ⊂ X ∩ Df , entonces

yi ∈ X y yi ∈ Df ⊂ cl
◦
Df ,

luego se tiene que

yi◦ = yi + τi(y − yi) ∈
◦
Df para todo τi ∈ (0, 1)

como y ∈ X y {yi} ⊂ X de la convexidad de X, se tiene que {yi◦} ⊂ X, aśı

{yi◦} ⊂ X ∩
◦
Df ,

luego por hipótesis A2, se tiene que

lim
τi→0

f(yi + τi(y − yi)) ≤ f(yi), para cada i

pero como X es un conjunto convexo yi, y ∈ X se tiene yi◦ = yi + τi(y − yi), si τi → 0

implica que yi◦ → yi, aśı

limyi◦→yif(yi◦) ≤ f(yi),
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luego

inf
r>0

sup

yi◦∈Br(yi)∩cl
◦
Df

f(yi◦) ≤ f(yi),

además como

sup

yi◦∈Br(yi)∩cl
◦
Df

f(yi◦) ≤ inf
r>0

sup

yi◦∈Br(yi)∩cl
◦
Df

f(yi◦) + r para algún r > 0,

aśı,

f(yi◦) ≤ sup f(yi◦) ≤ inf{sup f(yi◦)}+ r ≤ f(yi) + r,

entonces

f(yi◦) ≤ f(yi) + r y yi◦ ∈ Br(y
i)

luego para r = i−1 > 0, se tiene que

limf(yi◦) ≤ limf(yi) + limi−1 y 0 ≤
∣∣yi◦ − yi∣∣ ≤ i−1,

tomando i→∞ se tiene que

limf(yi◦) ≤ limf(yi) y lim
∣∣yi◦ − yi∣∣ = 0.

Ahora probaremos que:

f∗ := inf
X
f = inf

X∩
◦
Df

f = inf
X
f ◦.

Primero veamos que inf
X∩

◦
Df
f = infX f

◦.

Como f ◦ = f+I ◦
Df

donde el dominio de f es el interior (
◦
Df ) describe la función anterior,

sea infX f
◦ := α.

Entonces α ≤ f ◦(y) para todo y ∈ X, aśı

α ≤ f(y) + I ◦
Df

(y),

como y ∈ domf =
◦
Df , entonces

α ≤ f(y) para todo y ∈ X ∩
◦
Df .

Por otro lado, dado ε > 0 existe y ∈ X tal que α ≤ f ◦(y) < α + ε, luego

α ≤ f(y) + I ◦
Df

(y) < α + ε,
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α ≤ f(y) < α + ε,

para algún y ∈ v, caso contrario ∞ < α + ε.

Aśı, existe y ∈ X ∩
◦
Df tal que α ≤ f ◦(y) < α + ε, por lo tanto, inf

X∩
◦
Df
f = α.

Ahora probaremos que:

inf
X
f ◦ = inf

X
f

.

Como f ◦ ≥ f , entonces

inf
X
f ◦ ≥ f ≥ inf

X
f

aśı,

inf
X
f ◦ ≥ inf

X
f. (5.3)

Por otro lado, sea {yi} ⊂ X tal que lim f(yi) = infX f. Además, yi ∈ Df , aśı yi ∈ X∩Df ,

entonces por lo mostrado anteriormente, existe yi◦ ∈ X ∩
◦
Df tal que

limif(yi◦) ≤ limif(yi),

luego como inf
X∩

◦
Df
f ≤ inf sup f(yi◦), entonces

inf
X∩

◦
Df

f ≤ limif(yi) = inf
X
f

pero como infX f
◦ = inf

X∩
◦
Df
f , entonces

inf
X
f ◦ ≤ inf

X
f,

por lo tanto de (5.3) se tiene que

inf
X
f ◦ = inf

X
f.

Ahora revisaremos algunas propiedades de semicontinuidad superior y cuasi-convexidad

de f en términos de sus conjuntos de nivel.

Para α ∈ IR y x ∈ H, (Krzysztof C. Kiwiel,[2001],[32]) define los siguientes conjuntos:

Sf,α := {y ∈ H : f(y) < α}, Sf (x) := Sf,f(x), (5.4)

S◦f,α := {y ∈
◦
Df : f(y) < α}, S◦f (x) := S◦f,f(x), (5.5)

Tf,α := {y ∈ H : f(y) ≤ α}, Tf (x) := Tf,f(x). (5.6)
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Observación 5.1 Notemos que Df◦ =
◦
Df y Sf◦,· = S◦f◦,· = S◦f,·.

En efecto, sea x ∈ Df◦ , entonces f ◦(x) < +∞, luego por definición de f ◦

f(x) + I ◦
Df

(x) < +∞

esto implica que x ∈
◦
Df .

Reciprocamente, sea x ∈
◦
Df y supongamos que x /∈ Df◦ , entonces

f ◦(x) ≥ +∞

luego

f(x) + I ◦
Df

(x) ≥ +∞

aśı,

f(x) ≥ +∞

lo cual es una contradicción, pues
◦
Df ⊂ Df .

Por lo tanto, Df◦ =
◦
Df .

Por otro lado, sea α ∈ IR y sea y ∈ Sf◦,α, entonces

y ∈ H tal que f ◦(y) < α,

luego, como Df◦ =
◦
Df , se tiene que y ∈

◦
Df , aśı

f(y) = f(y) + I ◦
Df

(y) < α,

luego y ∈
◦
Df con f(y) < α, esto es y ∈ S◦f,α.

Por lo tanto,

Sf◦,· ⊂ S◦f,·. (5.7)

Reciprocamente, sea y ∈ S◦f,α, entonces

y ∈
◦
Df tal que f(y) < α,

luego,

f ◦(y) = f(y) + I ◦
Df

(y) < α,
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luego y ∈ H con f ◦(y) < α, esto es y ∈ Sf◦,α.

Por lo tanto, S◦f,· ⊂ Sf◦,· y por (5.7), obtenemos S◦f,· = Sf◦,·.

Ahora veamos que S◦f◦,· = Sf◦,·.

En efecto, sea y ∈ Sf◦,α luego por (5.7) se tiene que y ∈ S◦f,α, aśı

y ∈
◦
Df con f(y) < α,

de esta manera,

y ∈
◦
Df con f ◦(y) < α,

entonces

Sf◦,α ⊂ S◦f◦,α

además es claro que, S◦f◦,α ⊂ Sf◦,α.

Por lo tanto,

S◦f◦,· = Sf◦,·.

Lema 5.2 (Krzysztof C. Kiwiel,[2001],[32])

(a) f es semicontinua superior si y solo si, Sf,α es abierto para todo α ∈ IR en el caso

de Df abierto.

(b) f es semicontinua superior en
◦
Df si y sólo si, f ◦ es semicontinua superior si y sólo

si, S◦f,α es abierto para todo α ∈ IR.

(c) f es cuasi-convexa en
◦
Df si y sólo si, f ◦ es cuasi-convexa si y sólo si, S◦f,α es convexo

para todo α ∈ IR.

(d) Si A1, A2 se cumplen, entonces S̄◦f,α = S̄f,α para todo α ∈ IR.

Prueba. (a) Sean α ∈ IR e y ∈ Sf,α, como f es semicontinua superior, entonces

∃ Vy una vecindad de y tal que si y0 ∈ Vy implica que f(y0) < α

luego, es claro que Vy ⊂ Sf,α, aśı existe Vy tal que Vy ⊂ Sf,α para todo α ∈ IR.

Por lo tanto, Sf,α es abierto para todo α ∈ IR .

Reciprocamente, ver [13, Teorema 1.6].
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(b) Debido a que f ◦ = f en
◦
Df , entonces f es semicontinua superior en

◦
Df si y sólo si,

f ◦ es semicontinua superior en
◦
Df , luego por la Observación 5.1,

◦
Df = Df◦ , aśı f ◦ es

semicontinua superior en Df◦ .

Ahora probararemos la segunda equivalencia.

Por el item (a) y la Observación 5.1 f ◦ es semicontinua superior si y sólo si, Sf◦,α = S◦f,α

es abierto para todo α ∈ IR.

(c) Debido a que f ◦ = f en
◦
Df , entonces f es cuasi-convexa en

◦
Df si y sólo si, f ◦ es

cuasi-convexa en
◦
Df , luego por la Observación 5.1,

◦
Df = Df◦ , aśı f ◦ es cuasi-convexa en

Df◦ .

Ahora probararemos la segunda equivalencia.

Recordemos que f ◦ es cuasi-convexa si y sólo si, Sf◦,α es convexo para todo α ∈ IR, luego

por la Observación 5.1, Sf◦,α = S◦f,α, aśı S◦f,α es convexo para todo α ∈ IR.

(d) Es claro que, S◦f,α ⊂ Sf,α, ∀α ∈ IR, entonces S̄◦f,α ⊂ S̄f,α.

Por otro lado, sea x ∈ Sf,α, luego x ∈ X ∩Df entonces por el Lema 5.1 con X = H para

la sucesión yi = x, existe yi◦ ∈ X ∩
◦
Df tal que limi |yi◦ − yi| = 0, luego yi◦ → x y

limif(yi◦) ≤ limif(yi) = limif(x) = f(x) < α,

esto es,

limif(yi◦) < α,

luego yi◦ ∈ S◦f,α, para todo i suficientemente grande. Asi, x ∈ S̄◦f,α luego Sf,α ⊂ S̄◦f,α y

por lo tanto, S̄f,α ⊂ S̄◦f,α.
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5.2 Subdiferenciales

(Krzysztof C. Kiwiel,[2001],[32]) considera los siguientes subdiferenciales relativos a los

conjuntos de nivel (5.4)-(5.6).

∂◦f(x) := {g ∈ H : 〈g, y − x〉 < 0 para todo y ∈ S◦f (x)} ∀x, (5.8)

∂̄◦f(x) := {g ∈ H : 〈g, y − x〉 ≤ 0 para todo y ∈ S◦f (x)} ∀x, (5.9)

∂∗f(x) := {g ∈ H : 〈g, y − x〉 < 0 para todo y ∈ Sf (x)} ∀x, (5.10)

∂̄∗f(x) := {g ∈ H : 〈g, y − x〉 ≤ 0 para todo y ∈ Sf (x)} ∀x, (5.11)

∂cf(x) := {g ∈ H : 〈g, y − x〉 ≤ 0 para todo y ∈ Tf (x)} ∀x, (5.12)

El subdiferencial ∂cf(x) es empleado en el método de subgradiente estandar definido en

[10]. Los subdiferenciales (5.10) y (5.11) fueron introducidos en [4] y [14] respectivamente.

en el especial caso en que Df =
◦
Df . Nuestras modificaciones (5.8) y (5.9) de (5.10) y

(5.11), respectivamente, nos permitirá extender los resultados algoŕıtmicos para el caso

en que Df 6=
◦
Df .

Observación 5.2 Si Df es abierto, entonces se tiene que

(a) ∂◦f = ∂∗f

(b) ∂̄◦f = ∂̄∗f

(a) Es claro que, ∂∗f(x) ⊂ ∂◦f(x) para todo x ∈ H. Ahora sean x ∈ H y g ∈ ∂◦f(x),

entonces

〈g, y − x〉 < 0 para todo y ∈ S◦f (x)

pero como Df =
◦
Df , entonces S◦f (x) = Sf (x), aśı

〈g, y − x〉 < 0 para todo y ∈ Sf (x)

entonces, g ∈ ∂∗f(x). Por lo tanto, ∂◦f = ∂∗f .

(b) Bajo el mismo procedimiento, es claro que ∂̄∗f(x) ⊂ ∂̄◦f(x) para todo x ∈ H.

Sean x ∈ H y g ∈ ∂̄◦f(x), entonces

〈g, y − x〉 ≤ 0 para todo y ∈ S◦f (x)
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pero como Df =
◦
Df , entonces S◦f (x) = Sf (x), aśı

〈g, y − x〉 ≤ 0 para todo y ∈ Sf (x)

entonces, g ∈ ∂∗f(x). Por lo tanto, ∂̄◦f = ∂̄∗f .

Observación 5.3 Los subdiferenciales (5.8)− (5.12) contienen el usual subdiferencial de

Fenchel

∂f(x) := {g : 〈g, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) ∀ y} para todo x ∈ domf,

De las definiciones de los subdiferenciales (5.8)− (5.12) es claro que,

∂◦f(x) ⊂ ∂̄◦f(x) y ∂cf(x) ⊂ ∂∗f(x) ⊂ ∂̄∗f(x),

entonces mostraremos que ∂f(x) esta contenido en ∂◦f(x) y ∂f(x) es un subconjunto

de ∂cf(x).

En efecto, sean x ∈ H y g ∈ ∂f(x), entonces

〈g, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) para todo y ∈ H

en particular para y ∈ S◦f (x), se tiene que f(y) < f(x), entonces

〈g, y − x〉 < 0 ∀ y ∈ S◦f (x),

aśı, g ∈ ∂◦f(x).

Por otro lado, sean x ∈ H y g ∈ ∂f(x), entonces

〈g, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) para todo y ∈ H

en particular para y ∈ Tf (x), se tiene que f(y) ≤ f(x), entonces

〈g, y − x〉 ≤ 0 para todo y ∈ Tf (x),

aśı, g ∈ ∂cf(x).

Definición 5.1 Sea el conjunto C ⊆ H. C es uniformemente convexo (u.c) si y sólo si,

C = ∩ihi donde hi son semiespacios abiertos.

36



Definición 5.2 Decimos que úna función f es radialmente semicontinua superior en el

conjunto C si y sólo si, para todo x ∈ C, limf(yi) ≤ f(x) cuando yi → x a lo largo de

una recta.

Lema 5.3 (Krzysztof C. Kiwiel,[2001],[32])

(a) Si S◦f (x) es uniformemente convexo, entonces ∅ 6= ∂◦f(x) 6= {0}.

(b) ∂◦f(x) 6= ∅ para todo x ∈
◦
Df y

◦
Df es convexo si y sólo si, S◦f,α es uniformemente

convexo para todo α ∈ IR si y sólo si, S◦f (x) es uniformemente convexo para todo

x.

(c) ∂̄◦f(x) ⊇ ∂◦f(x) ∪ {0}, con igualdad si S◦f (x) es abierto o f es radicalmente semi-

continua superior en S◦f (x).

(d) 0 ∈ ∂◦f(x) ⇔ ∂◦f(x) = H ⇔ f(x) ≤ inf ◦
Df
f . Además, si A1, A2 se cumplen,

entonces 0 ∈ ∂◦f(x)⇔ x ∈ Argmin f.

(e) ∅ 6= ∂∗f(x) 6= {0} si Sf (x) es uniformemente convexo.

(f) ∂∗f(x) 6= ∅ para todo x si y sólo si, Sf,α es uniformemente convexo para todo α ∈ IR

si y sólo si, Sf (x) es uniformemente convexo para todo x.

(g) ∂̄∗f(x) ⊇ ∂∗f(x) ∪ {0}, con igualdad si Sf (x) es abierto o f es radicalmente semi-

continua superior en Sf (x).

(h) ∂∗f(x) ⊆ ∂◦f(x), con igualdad si Df =
◦
Df .

(i) ∂̄∗f(x) ⊆ ∂̄◦f(x), con igualdad si Sf (x) ⊂ S̄◦f (x).

(j) ∂cf(x) ⊆ ∂̄◦f(x), con igualdad si Tf (x) ⊂ S̄◦f (x).

(k) ∂cf(x) ⊆ ∂̄∗f(x), con igualdad si Tf (x) ⊂ S̄f (x).

Prueba. (a) 0 /∈ ∂◦f(x), entonces {0} 6= ∂◦f(x).

Supongamos que S◦f (x) 6= ∅. Además, {x}∩S◦f (x) = ∅, caso contrario x ∈ S◦f (x), entonces

f(x) < f(x), (contradicción). Por lo tanto, {x} ∩ S◦f (x) = ∅.
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Luego como S◦f (x) es uniformemente convexo, entonces S◦f (x) = ∩i∈Jhi donde

hi := {z ∈ IRn : 〈a, z〉 < α, a 6= 0, α ∈ IR}.

Sea y ∈ S◦f (x), entonces 〈a, y〉 < α, además como x /∈ S◦f (x), entonces x /∈ hi∀i ∈ J ,

entonces

〈a, y〉 < α ≤ 〈a, x〉

luego

〈a, y − x〉 < 0 para todo y ∈ S◦f (x)

aśı, a ∈ ∂◦f(x).

Por lo tanto, ∂◦f(x) 6= ∅.

(b) Para cada x ∈ H tenemos gx tal que si x /∈
◦
Df , entonces 〈gx, y〉 < 〈gx, x〉 ∀ y ∈

◦
Df ,

si x ∈
◦
Df , entonces gx ∈ ∂◦f(x).

Probemos que

S◦f,α =
⋂

x/∈S◦
f,α

{y : 〈gx, y〉 < 〈gx, x〉}

En efecto, sea z ∈ S◦f,α.

Si x /∈
◦
Df , entonces 〈gx, y〉 < 〈gx, x〉, luego

z ∈
⋂

x/∈S◦
f,α

{y : 〈gx, y〉 < 〈gx, x〉}.

Si x ∈
◦
Df , entonces gx ∈ ∂◦f(x), luego

〈gx, z〉 < 〈gx, x〉 ∀x

en particular, para α = f(x) con x ∈ H.

Reciprocamente, sea z ∈
⋂

x/∈S◦
f,α

{y : 〈gx, y〉 < 〈gx, x〉}, entonces

〈gx, y〉 < 〈gx, x〉 ∀x /∈ S◦f,α,

esto implica que z ∈ S◦f,α.

Debido a que S◦f,α es uniformemente convexo para todo α ∈ IR, en particular para

α = +∞ se tiene que

S◦f,∞ =
◦
Df es uniformemente convexo,

38



aśı S◦f,∞ =
◦
Df es convexo y por (a)

∅ 6= ∂◦f(y), ∀ y ∈
◦
Df .

Para la segunda equivalencia solo es necesario considerar α = f(x).

(c) Es claro que, {0} ⊂ ∂̄◦f(x) y ∂◦f(x) ⊂ ∂̄◦f(x), entonces

{0} ∪ ∂◦f(x) esta contenido en ∂̄◦f(x). (5.13)

Por otro lado, sean x ∈ H, g ∈ ∂̄◦f(x) y supongamos que g 6= 0.

Sea y ∈ S◦f (x), entonces

〈g, y − x〉 ≤ 0, ∀ y ∈ S◦f (x). (5.14)

Como S◦f (x) es abierto, entonces existe ε > 0 tal que B(y, ε) ⊂ S◦f (x).

Definiendo z := gt+ x para t ∈ (0, ε−‖x−y‖‖g‖ ), se tiene que z ∈ S◦f (x), luego de (5.14)

〈g, gt+ x− x〉 ≤ 0,

aśı,

‖g‖2 ≤ 0

lo que implica que g = 0, lo cual es una contradicción.

Si f es radialmente semicontinua superior en S◦f(x), entonces

∂◦f(x) ∪ {0} ⊇ ∂̄f(x).

Sea g ∈ ∂̄f(x) por demostrar que g = 0 o g ∈ ∂◦f(x).

Supongamos que g 6= 0 y g /∈ ∂◦f(x), luego

〈g, y − x〉 ≥ 0 para algún y ∈ S◦f(x). (5.15)

Consideremos la sucesión yi = y + i−1g, con y ∈
◦
Df , entonces yi ∈

◦
Df .

Además, 〈
g, yi − x

〉
=
〈
g, y + i−1g − x

〉
= 〈g, y − x〉+

〈
g, i−1g

〉
> 0 (5.16)

haciendo i → +∞ se tiene que yi → y y como f es radialmente semicontinua superior

entonces

limi→+∞f(yi) < f(y)
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luego de (5.15) se tiene que

limi→+∞f(yi) < f(x),

asi, existe n0 ∈ IN tal que f(yi) < f(x) para todo i ≥ n0 y por tanto

yi ∈ S◦f(x), ∀ i ≥ n0,

pero como g ∈ ∂̄◦f(x), entonces 〈
g, yi − x

〉
≤ 0

lo que contradice (5.16), por lo tanto obtenemos el resultado.

(d) Probemos la primera equivalencia.

Si 0 /∈ ∂◦f(x) entonces ∂◦f(x) 6= H pues 0 ∈ H.

Por otro lado, es claro que 0 /∈ ∂◦f(x).

Ahora probaremos que 0 ∈ ∂◦f(x) si y solo si f(x) ≤ inf ◦
Df
f .

Supongamos que existe y ∈
◦
Df tal que f(x) > f(y), entonces y ∈ S◦f (x) luego como

0 ∈ ∂◦f(x), se tiene que

〈0, y − x〉 < 0

lo cual es un absurdo, aśı, f(x) ≤ f(y) para todo y ∈
◦
Df y por lo tanto

f(x) ≤ inf
◦
Df

f.

Reciprocamente, supongamos que 0 /∈ ∂◦f(x), entonces

〈0, y − x〉 ≥ 0 para algún y ∈ S◦f (x)

luego y ∈
◦
Df tal que f(y) < f(x), entonces inf ◦

Df
f < f(x) lo cual contradice la hipotesis.

Por lo tanto, 0 ∈ ∂◦f(x).

Además, si A1, A2 se satisfacen, entonces 0 ∈ ∂◦f(x) si y solo si x ∈ Argmin f .

En efecto, supongamos que x /∈ Argmin f , entonces existe y ∈ Df tal que f(y) < f(x),

luego por el Lema 5.2 (d)

y ∈ Sf (x) ⊂ S̄f (x) = S̄◦f (x),

entonces existe {yi} ⊂ S◦f (x) tal que yi → y, luego 〈0, yi − x〉 < 0 lo cual es un absurdo,

por lo tanto, x ∈ Argmin f .
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Reciprocamente, supogamos que 0 /∈ ∂◦f(x), entonces

〈0, y − x〉 ≥ 0 para algún y ∈ S◦f (x),

mas aún,

〈0, y − x〉 ≥ 0 para algún y ∈
◦
Df tal que f(y) < f(x), (5.17)

pero como x ∈ Argmin f , es decir, f(x) ≤ f(z) para todo z ∈ Df , y y ∈
◦
Df ⊂ Df , se

tiene que f(x) ≤ f(y), lo cual es una contradicción con (5.17). Por lo tanto, 0 ∈ ∂◦f(x).

(e) 0 /∈ ∂∗f(x), entonces {0} 6= ∂∗f(x).

Si Sf (x) 6= ∅. Como Sf (x) es uniformemente convexo por hipótesis y {x} ∩ Sf (x) = ∅,

entonces x /∈ S̄f (x) y por el Lema de Minkowski, existe g 6= 0 tal que

〈g, x〉 < α < 〈g, y〉 para todo y ∈ Sf (x),

entonces

〈−g, y − x〉 < 0, para todo y ∈ Sf (x),

aśı, h = −g ∈ ∂∗f(x), luego ∂∗f(x) 6= ∅, además 0 /∈ ∂∗f(x).

Por lo tanto, ∅ 6= ∂∗f(x) 6= {0}.

(f) Por hipótesis tenemos que ∂∗f(x) 6= ∅ para todo x, aśı para cada x existe gx ∈ ∂∗f(x).

Probaremos que Sf,α = ∩x/∈Sf,α{y : 〈gx, y〉 < 〈gx, x〉}.

En efecto, sea z ∈ {y : 〈gx, y〉 < 〈gx, x〉} para todo x /∈ Sf,α, entonces

〈gx, z〉 < 〈gx, x〉 para todo x /∈ Sf,α,

supongamos que z /∈ Sf,α, entonces

〈gx, z〉 < 〈gx, z〉

lo cual es un absurdo, por lo tanto z ∈ Sf,α.

Reciprocamente, sea z ∈ Sf,α, entonces

〈gx, z〉 < 〈gx, x〉 para todo x,

en particular, para x /∈ Sf,α se tiene que

〈gx, z〉 < 〈gx, x〉 para todo x /∈ Sf,α,
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aśı,

∩x/∈Sf,α{y : 〈gx, y〉 < 〈gx, x〉}.

por lo tanto, Sf,α es uniformemente convexa pata todo α ∈ IR, en particluar también lo

será para α = f(x), aśı se obtiene el otro resultado, para la vuelta sólo es necesario usar

la parte (e).

(g) Sean x ∈ H y Sf (x) abierto.

Sea g ∈ ∂̄∗f(x) y supongamos que g 6= 0 debemos mostrar que g ∈ ∂∗f(x).

En efecto, por hipótesis tenemos que

〈g, y − x〉 ≤ 0 para todo y ∈ Sf (x)

y

∃ε > 0 tal que B(y, ε) ⊂ Sf (x).

definiendo z := gt+ x para t ∈ (0, ε−‖x−y‖‖q‖ ). se tiene que z ∈ Sf (x), aśı

〈g, y − x〉 = 0 para todo y ∈ Sf (x)

luego, como z ∈ Sf (x), se tiene que

〈g, gt+ x− x〉 = 0

aśı, g = 0, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto,

〈g, y − x〉 < 0 para todo y ∈ Sf (x).

Si f es radicalmente semicontinua superior es análogo a (c).

(h) Como Df =
◦
Df , entonces f = f ◦ luego

Sf (x) = Sf◦(x) = Ṡf (x),

por lo tanto de la igualdad anterior se tiene,

∂∗f(x) = ∂◦f(x).

(i) supongamos g ∈ ∂̄◦f(x) por demostrar que g ∈ ∂̄∗f(x).

Sea y ∈ Sf (x) entonces y ∈ S̄◦f (x) pues Sf (x) ⊂ S̄◦f (x), luego

∃{yk} ⊂ S◦f (x) tal que lim
k→+∞

yk = y
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entonces 〈
g, yk − x

〉
≤ 0

tomando ĺımite, cuando k → +∞, se tiene que

〈g, y − x〉 ≤ 0,

aśı, g ∈ ∂̄∗f(x).

(j) Sea g ∈ ∂̄◦f(x) debemos demostrar que g ∈ ∂cf(x).

Sea y ∈ Tf (x) entonces y ∈ S̄◦f (x) pues Tf (x) es un subconjunto S̄◦f (x), luego

∃{yk} ⊂ S◦f (x) tal que lim
k→+∞

yk = y

entonces 〈
g, yk − x

〉
≤ 0

tomando ĺımite, cuando k → +∞, se tiene que

〈g, y − x〉 ≤ 0,

aśı, g ∈ ∂cf(x).

(k) Sea g ∈ ∂̄∗f(x) debemos demostrar que g ∈ ∂cf(x).

Sea y ∈ Tf (x) entonces y ∈ S̄f (x) pues Tf (x) es un subconjunto de S̄f (x), luego

∃{yk} ⊂ Sf (x) tal que lim
k→+∞

yk = y

entonces 〈
g, yk − x

〉
≤ 0

tomando ĺımite, cuando k → +∞, se tiene que

〈g, y − x〉 ≤ 0,

aśı, g ∈ ∂cf(x).

A continuación mostraremos ejemplos simples ilustrando algunos aspectos del Lema 5.3

Ejemplo 5.1 Para f(x) = min{0, 1 − x} en H = IR, mostremos que ∂◦f(0) = −
◦

IR+,

pero ∂cf(0) = {0}.
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En efecto, primero notemos que

y ∈ S◦f (0)⇔ y ∈
◦
Df tal que f(y) < 0⇔ min{0, 1− y} < 0⇔ y > 1,

luego S◦f (0) = {y : y > 1}. Aśı,

∂◦f(0) = {g ∈ IR : gy < 0 ∀ y ∈ S◦f (0)}

= {g ∈ IR : gy < 0, y > 1}

= {g ∈ IR : g < 0}

= −
◦

IR+

Por otro lado, sea g ∈ ∂cf(0) tal que

gy ≤ 0, para todo y ∈ Tf (0),

luego, en particular para y = 1 ∈ Tf (0) y y = −1 ∈ Tf (0) se tiene respectivamente g ≤ 0

y g ≥ 0, consecuentemente g = 0.

Además, es claro que 0 ∈ ∂cf(0) por lo tanto ∂cf(0) = {0}.

Ejemplo 5.2 Sea H = IR2, Df = {x : x1 ≥ 0, x2 ≤
√
x1}, f(0) = 1, f(x) = 0,

∀x ∈ Df \ {0}. Entonces
◦
Df = {x : x1 > 0, x2 <

√
x1}, ∂◦f(0) = − ˙IR+ × {0} y

∂̄◦f(0) = ∂cf(0) = −IR+ × {0}, pero ∂∗f(0) = ∅.

Probaremos que ∂◦f(0) = −
◦

IR+ × {0}.

Notemos lo siguiente

y ∈ S◦f (0) si y solo si y ∈
◦
Df tal que f(y) < f(0) si y solo si 0 < 1; y ∈

◦
Df ,

por lo tanto, S◦f (0) =
◦
Df .

Ahora, sea w ∈ ∂◦f(0), como S◦f (0) =
◦
Df , entonces

〈w, y〉 < 0, ∀ y ∈
◦
Df ,

mas aún,

w1y1 + w2y2 < 0, ∀ y1 > 0; y2 <
√
y1 (5.18)
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en particular, para y2 = 0, y1 = 1 se tiene que w1 < 0.

Supongamos que w2 > 0, de (5.18) se tiene

w1

w2

< −y2

y1

< −y2

y2
2

= − 1

y2

; ∀ y1 > 0, 0 < y2 <
√
y1,

luego

−w2

w1

< y2

haciendo y2 → 0+, se tiene que

w2 ≤ 0, pues w1 < 0

.

lo cual es una contradicción con nuestra suposición.

Si w2 < 0, y2 6= 0, y2 = −1, entonces de (5.18)

y1 −
w2

w1

> 0

luego haciendo y1 → 0, se tiene

−w2

w1

≥ 0 lo cual es un absurdo, pues w2 < 0, w1 < 0,

por lo tanto, w ∈ −
◦

IR+ × {0}.

Además, del mismo procedimiento del primer ejemplo se obtiene que ∂̄◦f(0) = ∂cf(0) =

−IR+ × {0}, pero ∂∗f(0) = ∅.

Los siguientes resultados nos ayudaran a encontrar subgradientes de la función f en

algunas aplicaciones.

Lema 5.4 Supongamos que f(x) = a(x)/b(x) para todo x ∈
◦
Df , donde a es una función

convexa, b es finita y positiva en
◦
Df ,

◦
Df es convexo, y una de las siguientes condiciones

se cumple:

(a) b es af́ın;

(b) a es no negativa en
◦
Df y b es cóncava;
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(c) a es no positiva en
◦
Df y b es convexa.

Entonces f es cuasi-convexa en
◦
Df y para cada x ∈

◦
Df , si α := f(x) es finita entonces

a−αb es convexa y ∂[a−αb](x) ⊂ ∂◦f(x). Además, si las hipótesis de arriba se cumplen

con
◦
Df reemplazado por Df , entonces f es cuasi-convexa y ∂[a−αb](x) es un subconjunto

de ∂∗f(x) y ∂cf(x).

Prueba. Sea α ∈ IR, como b > 0 en
◦
Df ,

S◦f,α = {y ∈
◦
Df , f(y) < α}

S◦f,α = {y ∈
◦
Df , a(y)− αb(y) < 0}.

Caso (a), si α ≥ 0, entonces f(y) = a(y)− αb(y) es convexa.

Si α < 0, entonces f(y) = a(y)− αb(y) es convexa.

Entonces, f es cuasi convexa para todo y ∈
◦
Df , pues S◦f,α es convexo.

Caso (b), si α ≥ 0, entonces f(y) = a(y)− αb(y) es convexa, aśı S◦f,α es convexo.

Si α < 0, entonces f(y) = a(y)− αb(y) > 0.

Entonces, S◦f,α = ∅ es convexo.

Caso (c), si α ≥ 0, probaremos que S◦f,α =
◦
Df .

En efecto, es claro que S◦f,α ⊂
◦
Df .

Sea z ∈
◦
Df , entonces

a(z)− αb(z) < 0,

aśı, z ∈ S◦f,α por lo tanto, S◦f,α =
◦
Df .

Si α < 0, entonces f(y) = a(y)− αb(y) es convexa, aśı S◦f,α es convexo.

De esta manera, S◦f,α es convexo con las 3 condiciones y por el Lema (5.2) (c), f es

cuasi-convexa en
◦
Df .

Ahora Probaremos que si α := f(x) es finita entonces a−αb es convexa y ∂[a−αb](x) ⊂

∂◦f(x).

Si α := f(x) para algún x ∈
◦
Df .
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Sea g ∈ ∂[a− αb](x), tenemos que

〈g, y − x〉 ≤ [a− αb](y)− [a− αb](x)

= a(y)− αb(y)− a(x) + αb(x)

= a(y)− αb(y)− a(x) + (a(x)/b(x))b(x)

= a(y)− αb(y)

< 0

entonces, g ∈ ∂◦f(x).

Por lo tanto, ∂[a− αb](x) es un subconjunto de ∂◦f(x).

Observación 5.4 Ahora si reemplazamos en el Lema
◦
Df por Df entonces mostraremos

que:

(i) f es cuasi-convexa en
◦
Df ;

(ii) ∂[a− αb](x) ⊂ ∂∗f(x);

(iii) ∂[a− αb](x) ⊂ ∂cf(x).

En efecto, (i) es análogo a lo mostrado en la demostración del Lema 5.4.

(ii) Sea α ∈ IR, notemos que

Sf (x) = {y ∈ H : f(y) < α} = {y ∈ H : a(y)− αb(y) < 0},

luego sean g ∈ ∂[a− αb](x) e y ∈ Sf (x), entonces

〈g, y − x〉 ≤ a(y)− αb(y)− a(x) + αb(x) < 0,

aśı, g ∈ ∂∗f(x), por lo tanto ∂[a− αb](x) ⊂ ∂∗f(x).

(iii) Sea α ∈ IR, notemos que

Tf (x) = {y ∈ Df : f(y) ≤ α} = {y ∈ Df : a(y)− αb(y) ≤ 0},

luego sean g ∈ ∂[a− αb](x) e y ∈ Sf (x), entonces

〈g, y − x〉 ≤ a(y)− αb(y)− a(x) + αb(x) ≤ 0,

aśı, g ∈ ∂cf(x), por lo tanto ∂[a− αb](x) ⊂ ∂cf(x).
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5.3 El Algoritmo del Subgradiente

Consideremos el siguiente algoritmo definido por (Navarro Rojas[2013],[14]) para resolver

el problema 5.1 bajo las hipótesis

A1 − A5

xk+1 := ΠX(xk − tkĝk), ĝk := gk/
∥∥gk∥∥ , gk ∈ ∂̄◦f(xk), k = 1, 2, . . . , x1 ∈ X, (5.19)

donde ΠX := arg minX ‖x− ·‖ es la proyección en X y tk > 0 son longitudes de paso.

Observación 5.5 El algoritmo esta bien definido, siendo ∂̄◦f(xk)\{0} = ∂cf(xk)\{0} 6=

∅ por el Lema 5.3 (a,c). El algoritmo se detiene si 0 ∈ ∂◦f(xk); obteniendose la solución

xk, es decir, xk ∈ Argmin f por el Lema 5.3 (d).

A continuación daremos primero resultados básicos por las longitudes de paso en series

divergentes

tk → 0 y
+∞∑
k=1

tk =∞. (5.20)

Lema 5.5 (Krzysztof C. Kiwiel,[2001],[32])

(a)
∥∥xk+1 − x̄

∥∥2 ≤
∥∥xk − x̄∥∥2 − 2tk

〈
ĝk, xk − x̄

〉
+ t2k para cada x̄ ∈ X.

(b) Si B(x̄, ε̄) ⊂ S̄◦f (x
k) para algún x̄ ∈ H y ε̄ ≥ 0, entonces

〈
ĝk, xk − x̄

〉
≥ ε̄.

(c) Si la condición de longitud de paso (5.20) se cumple, entonces

limk→+∞
〈
ĝk, xk − x̄

〉
≤ 0 para cada x ∈ X.

Prueba. (a) Por (5.19) y de la no expansividad de ΠX ,
∥∥xk+1 − x̄

∥∥2 ≤
∥∥xk − tkĝk − x̄∥∥2

con
∥∥ĝk∥∥ = 1; desarrollando el segundo miembro de la desigualdad se tiene

∥∥xk+1 − x̄
∥∥2 ≤

∥∥xk − x̄∥∥2 − 2tk
〈
ĝk, xk − x̄

〉
+ t2k.

(b) Como
∥∥ĝk∥∥ = 1, entonces para ε̄ ≥ 0 se tiene que

∥∥x̄+ ε̄ĝk − x̄
∥∥ ≤ ε̄, asi

x̄+ ε̄ĝk ∈ B(x̄, ε) ⊂ S̄◦f (x
k)
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entonces existe {yn} ⊂ S◦f (x
k) tal que yn → x̄+ ε̄ĝk, de (5.19) gk ∈ ∂̄◦f(xk), entonces

〈
gk, yn − xk

〉
≤ 0

luego de la continuidad del producto interno, se tiene

〈
gk, x̄+ ε̄ĝk − xk

〉
≤ 0,

multiplicando por 1

‖gk‖ a ambos términos

〈
1

‖gk‖
gk, x̄+ ε̄ĝk − xk

〉
≤ 0

aśı, 〈
ĝk, x̄− xk

〉
+
〈
ĝk, ε̄ĝk

〉
≤ 0

luego 〈
ĝk, xk − x̄

〉
≥ ε̄.

(c) Supongamos que limk→+∞
〈
ĝk, xk − x̄

〉
> 0 para algún x̄ ∈ X, ε̄ > 0 entonces existe

k̄ ∈ IN tal que 〈
ĝk, xk − x̄

〉
> ε̄, ∀ k ≥ k̄

luego por la parte (a),∥∥xk+1 − x̄
∥∥2 ≤

∥∥xk − x̄∥∥2 − 2tk
〈
ĝk, xk − x̄

〉
+ t2k

≤
∥∥xk − x̄∥∥2 − tk ε̄+ t2k

≤
∥∥xk−1 − x̄

∥∥2 − tk−1ε̄+ t2k−1 − tk ε̄+ t2k

≤
∥∥xk−2 − x̄

∥∥2 − tk−2ε̄+ t2k−2 − tk−1ε̄+ t2k−1 − tk ε̄+ t2k

repitiendo el procedimiento (k − k̄) veces, se tiene que

0 ≤ ‖xk̄ − x̄‖2 − ε̄
k∑
j=k̄

tj +
k∑
j=k̄

t2j

aśı,

ε̄ ≤ ‖x
k̄ − x̄‖2∑k
j=k̄ tj

+

∑k
j=k̄ t

2
j∑k

j=k̄ tj
. (5.21)
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Por otro lado, de (5.20), existe k0 ∈ IN tal que tk < ε para todo k ≥ k0, entonces para

k ≥ max{k̄, k0} se tiene que ∑k
j=k̄ t

2
j∑k

j=k̄ tj
< ε

aśı, limk→+∞

∑k
j=k̄ t

2
j∑k

j=k̄ tj
= 0 y de (5.20)

∑+∞
j=k̄ tk = ∞, tomando limite cuando k → +∞ en

(5.21), se tiene que

0 < ε̄ ≤ 0,

lo cual es un absurdo, por lo tanto limk→+∞
〈
ĝk, xk − x̄

〉
≤ 0 para cada x ∈ X.

Podemos ahora probar la convergencia de los valores objetivos

fk∗ := minkj=1f(xj) ∀ k.

Teorema 5.1 (Krzysztof C. Kiwiel,[2001],[32])

Si se cumple (5.20), entonces limk→+∞f(xk) = f∗.

Prueba. La prueba se hara por contradicción, supongamos que limk→+∞f(xk) > f∗,

entonces existen α > f∗ y k̄ ∈ IN tal que f(xk) ≥ α para todo k ≥ k̄.

Por el Lema 5.1, existe x̄ ∈ X ∩
◦
Df tal que f(x̄) < α, aśı por (5.5), x̄ ∈ S◦f,α. Del Lema

5.2 (b), si S◦f,α es abierto, entonces contiene a una bola B(x̄, ε̄) con ε̄ > 0.

Para k ≥ k̄, f(xk) ≥ α y se tiene que

B(x̄, ε̄) ⊂ S◦f,α ⊂ S◦f (x
k),

entonces por el Lema 5.5 (b) se tiene que

〈
ĝk, xk − x̄

〉
≥ ε̄, ∀ k ≥ k̄,

contradiciendo al Lema 5.5 (c).

A continuación se dará condiciones para la convergencia finita al conjunto optimal del

problema 5.1.

X� := ArgminX f. (5.22)

Denotemos fk∗ := minkj=1 f(xj), para todo k.

Teorema 5.2 Si intX� 6= ∅ y (5.20) se cumple, entonces xk ∈ X� para algún k.
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Prueba.Como intX� 6= ∅, entonces existen x̄ y ε̄ > 0 tal que B(x̄, ε̄) ⊂ X�. Entonces
◦
B(x̄, ε̄) ⊂ X ∩

◦
Df . Supongamos que fk∗ > f∗ ∀ k. Entonces f(xk) ≥ fk∗ > f∗ luego

◦
B(x̄, ε̄) ⊂ S◦f (x

k) y B(x̄, ε̄) ⊂ S̄◦f (x
k), aśı por el Lema 5.5 (b),

〈
ĝk, xk − x̄

〉
≥ ε̄ ∀ k,

contradiciendo el Lema 5.5 (c). Por lo tanto, fk∗ = f∗ para algún k.
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Caṕıtulo 6

Discusion de resultados

6.1 Contrastación de hipótesis con los resultados

• Uno de los resultados más importantes de esta investigación es que se ha podido

extender el análisis de convergencia del método de subgradiente proyectado sobre

espacios de Hilbert, dado que éste resulta ser una extensión del espacio euclidiano.

• Debido a la utilización de los subgradientes generalizados se ha podido extender el

algoritmo del subgradiente proyectado para funciones cuasi-convexas y semicontin-

uas superiores.

• Se mostró que el algoritmo está bien definido y considerando las longitudes de

paso con las propiedades: tk → +∞ y
∑+∞

k=1 tk = +∞ se mostró que el algoritmo

converje a una solución óptima.

6.2 Contrastación de resultados con otros resultados

similares

• Para Frank Navarro es su tesis titulada: “algunas aplicaciones y extensión del

método del subgradiente” los problemas de optimización no diferenciales, tiene una

serie de desventajas que en su mayoŕıa no pueden ser solucionados por métodos que
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ya se conocen: como por ejemplo la optimización de funciones diferenciales. Para

la solución de estos tipos de problemas es necesario conocer su naturaleza. Los

Métodos Subgradientes, tienen una estructura no tan compleja, pero, su velocidad

de convergencia es muy lenta.

los Métodos de proyección, desviación y condicional del subgradiente para resolver

problemas de optimización no diferenciales. A pesar de la desventaja en la velocidad

de convergencia y en la del cálculo de un subgradiente, el Método Subgradiente son

métodos iterativos muy practicos, que consisten en encontrar una sucesión que

converja a la solución óptima, por la estructura de su algoritmo es de uso practico.

• Para Madujano Valle, en su tesis titulada: “solución de un problema de desigualdad

variacional usando el método del punto proximal exacto con distancia de Bregman”

La subgradiente de una función convexa es un operador monótono maximal, para-

monótono y pseudomonótono, los problemas de desigualdad variacional en Rn es

una generalización del problema de optimización convexa con restricción en Rn,

la sucesión generada por el algoritmo de punto proximal exacto con Distancia de

Bregman converge a la solución del problema de desigualdad variacional en Rn.

La presente investigación es de ciencia formal, porque está destinada a aportar un

cuerpo organizado de conocimientos cient́ıficos, en la ĺınea de análisis numéricos

y matemática computacional y no produce necesariamente resultados de utilidad

práctica inmediata, el método utilizado de la investigacion es deductivo.

6.3 Responsabilidad ética

El presente informe de tesis titulada: “CONVERGENCIA Y EFICIENCIA DE UN

MÉTODO DE SUBGRADIENTE PARA MINIMIZACIÓN DE FUNCIONES CUASI-

CONVEXAS” se dasarrollo con las teórias de funciones cuasi-convexas y no diferencia-

bles, que se menciona en las citas bibliográficas que hacen referencia al tema en mención.

La responsabilidad al ejecutar la tesis se contó con asesores de la linea de investigacion

de la Escuela Profesional de Matemática, aśı como coasesores (Dr. Erik Papa Quiroz).
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Conclusiones

• El enfoque del trabajo de investigación contribuye al progreso en la solución eficiente

de problemas de minimización con funciones objetivos cuasi-convexos y semicon-

tinua superiores definidos en un espacio de Hilbert.

• Debemos notar que en el algoritmo presentado se ha utilizado un tipo de subgradi-

ente generalizado, en el cual queda abierta la posibilidad de investigar si es posible

utilizar los demás subgradientes y obtener mejores resultados.
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Recomendaciones

• Como estamos interesados en resolver el problema cuando la función objetivo es

cuasi-convexa y semicontinua superior, se espera poder realizar implementaciones

computacionales para resolver problemas en diversas áreas de la Economia, In-

geńıerias como por ejemplo en la teoria de la decisión.

• En futuras investigaciones se espera estudiar el método del subgradiente proyectado

utilizando otros subdiferenciales generalizados como el subdiferencial de Clark, el

subdiferencial de Frechet, el subdiferencial en el ĺımite, etc y analizar sus eficiencias

teóricas.
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Anexo
Matriz de consistencia

CONVERGENCIA Y EFICIENCIA DE UN MÉTODO DE SUBGRADIENTE PARA

MINIMIZAR LAS FUNCIONES CUASI-CONVEXAS

planteamiento

del problema

Objetivos de la

investigación

Hipótesis Metodoloǵıa

¿Es óptimo

el método de

subgradiente

proyectado para

la minimización

de funciones

cuasi-convexas?

•Espećıfico 1:

¿Es convergente

el método sub-

gradiente para

minimización

de funciones

cuasi-convexas?

•Espećıfico 2: ¿Es

eficiente el método

de subgradiente

para funciones

cuasi-convexas?

General:

Demostrar el

método subgra-

diente para la

minimización

de funciones

cuasi-convexas.

•Espećıficos 1:

Estudiar la Con-

vergencia del

método sub-

gradiente para

minimizar las

funciones cuasi-

convexas.

•Espećıficos 2:

Determinar la efi-

ciencia del método

de subgradinete

para funciones

cuasi-convexas

General:

Si es óptimo de-

mostrar método

de subgradiente

para la min-

imización de

funciones cuasi-

convexas.

•Especificas 1:

El método sub-

gradiente para

minimización de

funciones cuasi-

convexas si es

convergente.

•Especificas 2:

El método de

subgradiente para

funciones cuasi-

convexas si es

eficiente.

4.1 Tipo y diseño de inves-

tigación: El método fue de

tipo deductivo y anaĺıtico.

La investigación de la tesis

es no experimental debido

que no se manipulan las vari-

ables.

4.2 Población y muestra: El

trabajo es netamente ab-

stracto, no existe población.

4.3 Técnicas e instrumentos

para la recolección de la in-

formación documental: Para

la realización de la tesis se

utilizó la técnica de lectura

anaĺıtica, bibliograf́ıa espe-

cializada.

4.4 Análisis y procesamiento

de datos: La presente investi-

gación no requiere análisis y

procesamiento de datos, pues

la variable es cualitativa.
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