
UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICA
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Tésis presentada a consideración del cuerpo docente de la Facultad de Ciencias
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1.4.1 Teórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4.2 Temporal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4.3 Espacial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.1 Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.1 Internacionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.2 Nacionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 Marco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2.1 Teórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2.1.1 Ecuación de continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1



2.2.1.2 Acumulación y transporte de un escalar . . . . . . . 19

2.2.1.3 Ecuación de la cantidad de movimiento . . . . . . . . 20

2.2.1.4 Propiedades del tensor de tensiones . . . . . . . . . . 25

2.2.1.5 Ecuación de Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2.1.6 Ecuación de Bernoulli . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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3.1.2 Hipótesis espećıficas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.2 Operacionalización de las Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

CAPÍTULO IV:METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN 92
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RESUMEN

EXISTENCIA DE SOLUCIONES DÉBILES PARA UNA ECUACIÓN DE

NAVIER STOKES-3D ESTACIONARIA, COMPRESIBLE E ISOTÉRMICA

José Kenyn Rodriguez Briceño

Diciembre - 2018

Asesor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey

Co-asesor: Mg. Paulo Nicanor Seminario Huertas

T́ıtulo obtenido: Licenciado en Matemática

En el presente trabajo se estudiará el problema estacionario relacionado a las ecua-

ciones de Navier-Stokes en un ambiente tridimensional, bajo condiciones compresible

e isotérmico.Apartir de su estudio f́ısico y ciertas condiciones ambientales e ideales

para ciertos fluidos llegamos a un modelaje matemático mostrando la existencia de

soluciones débiles para el sistema de ecuaciones. Con este fin, se aplicará el método

de aproximaciones sucesivas y se probará estimativas respecto a los datos inicia-

les.Llegando aśı a las soluciones débiles del problema con ayuda de la teoŕıa de los es-

pacios de Sobolev y los teoremas más importantes del análisis funcional.concluyendo

no solo con la existencia de soluciones debiles sino también con la unicidad de estas

soluciones para cada fuerza externa y densidad fijas.Consecuentemente hacer un es-

tudio de un caso más general como seŕıa el caso barotrópico con el mismo método

,pero con algunos cambios en la variable densidad.

Palabras Claves: Navier-Stokes ; compresible ; viscosidad ; Divergente ; Estacio-

nario e isotérmico.
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ABSTRACT

EXISTENCE OF WEAK SOLUTIONS FOR THE STATIONARY

COMPRESSIBLE AND ISOTHERMAL NAVIER-STOKES-3D EQUATION

José Kenyn Rodriguez Briceño

December - 2018

Advisor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey

Co-advisor: Mg. Paulo Nicanor Seminario Huertas

Degree obtained: Licentiate in Mathematics

In the present work, the stationary problem related to the Navier-Stokes equations

in a three-dimensional environment under compressible and isothermal conditions

is studied. of weak solutions for the system of equations. To this end, the method of

successive approximations is applied and the initial relationships are compared with

the initial data. This is the case of the most important solutions to the problem

with the help of the theory of public spaces and the most important theories of fun-

ctional analysis. This includes not only the existence of weak solutions but also the

uniqueness of these solutions for each one. external force and fixed density.Consist

in a more general case as a barotropic case with the same method, but with some

changes in the density variable.

Keywords: Compressible; Navier-Stokes; Divergent; Stationary and isothermal.
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Introducción

Uno de los problemas más interesantes y de mayor dificultad en el estudio teórico-

matemático de las ecuaciones en derivadas parciales que surgen en la Mecánica de

Fluidos es sobre las ecuaciones que rigen el movimiento de un fluido compresible

(por ejemplo los gases) están bien definidas en el sentido de Hadamard. La principal

dificultad se presenta en el flujo de un fluido compresible, el cual es un fenómeno

genuinamente no lineal regido por ecuaciones en derivadas parciales de tipo mixto

(hiperbólico-parabólico). En la bibliografia sobre el estudio de ecuaciones de Navier-

Stokes, existe varios resultados para el caso de un fluido incompresible, es decir,

un fluido donde el volumen ocupado por una cantidad de part́ıculas no vaŕıa con

el tiempo. Esta condición se traduce en la siguiente propiedad para el campo de

velocidades

∇ � u � 0,

dicha restricción supone una ventaja importante: la presión (comúnmente denotada

por la letra p) desaparece en la formulación variacional del problema, con lo que deja

de ser una incógnita. Aśı, una vez resuelto el sistema (y, por tanto, conocido u), la

presión es recuperada como consecuencia del Lema de De Rham (véase [1, 2, 3, 4, 14]

entre otros).

Sin embargo, no ocurrirá lo mismo para el caso compresible. No sólo no desaparece

p en la formulación variacional, si no, que en la ecuación de momentos y la ley de

conservación de la masa estarán acopladas.

Debido a la complejidad de este tipo de EDP’s, se optará por estudiar el caso de un

fluido estacionario considerando un gas isotérmico en un ambiente tridimensional,

usando diferentes herramientas matemáticas del análisis funcional y las ecuaciones

en derivadas parciales, con el fin de probar la existencia de soluciones para dicho

problema. Esto permitirá conseguir resultados provechosos y novedosos en esta ĺınea

de estudio.

Aśı, se ha dividido el presente trabajo en seis caṕıtulos, siendo el primero de ellos



referente al planteamiento del problema, mostrando la formulación de este, los ob-

jetivos esperados y los limitantes propios de una investigación.

En el segundo caṕıtulo, se presenta la teoŕıa respecto a las ecuaciones de Navier-

Stokes, tanto en el ámbito f́ısico como matemático, mostrando ciertos preliminares

matemáticos respecto a los espacios de Sobolev y al análisis funcional.

El tercer caṕıtulo está destinado a mostrar cuales son las variables de estudio, aśı

como la hipótesis planteada, mientras que la metodoloǵıa del presente trabajo se

especifica en el cuarto caṕıtulo.

Los resultados de la investigación serán mostrados en el quinto caṕıtulo, a partir de

la aplicación de la teoŕıa desarrollada en el marco teórico por medio del método de

aproximaciones sucesivas, probando la hipótesis general.

Finalmente, se destinará el sexto caṕıtulo para la discusión de los resultados, aśı

como las conclusiones del problema.
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CAPÍTULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripción de la realidad problemática

En el presente trabajo estudiaremos el comportamiento de un fluido compresible,

como puede ser un gas, o una masa de aire, isotérmico (al ser gas se considera

ecuaciones relacionadas a la termodinámica lo que permiten considerar esta carac-

teŕıstica f́ısica en nuestro problema), viscoso -puesto que se consideran las fuerzas

de cizallamiento- en un ambiente tridimensional, procurando probar la existencia de

soluciones para el caso estacionario, es decir, las fuerzas f́ısicas involucradas inde-

penden del tiempo. Este hecho permite aproximar la dinámica del comportamiento

de dichos sistemas para el caso parabólico e hiperbólico. Una aplicación visible del

presente estudio, es el comportamiento de una masa de aire en un ambiente cerra-

do, aśı se podrá conseguir aproximaciones del campo de velocidades de dicha masa,

como de su densidad, a partir de las fuerzas externas participantes.Las ecuaciones

que rigen el movimiento estacionario de un fluido compresible, isotermo y viscoso

en un dominio acotado fijado Ω � R3 se pueden escribir como sigue:

$&% �∇ � pµp∇v �∇vtq � λp∇ � vqIdq �∇p� ρv �∇v � ρf en Ω,

∇ � pρvq � 0 en Ω.
(1.1)

donde ρ es la densidad, v la velocidad, f son las fuerzas exteriores, p es la presión,

cuya expresión viene dada por la ecuación de estado para un fluido isotermo:

p � Kρ,

con K ¡ 0 constante y µ, λ siendo los llamados coeficientes de Lamé (que supon-

dremos constantes).

Aśı, las anteriores consideraciones termodinámicas conducen a las restricciones:

8



µ ¡ 0, 3λ� 2µ ¥ 0.

Si definimos

ζ � 3λ� 2µ

3
,

podemos escribir las ecuaciones en los coeficientes µ y ζ (µ ¡ 0, ζ ¥ 0) como:

$&% �µ∆v � �ζ � µ
3

�
∇p∇ � vq �K∇ρ� pρv �∇qv � ρf en Ω,

∇ � pρvq � 0 en Ω.
(1.2)

Además, suponemos las condiciones adicionales:

v|BΩ � 0,

»
Ω

ρpxqdx � ρ̄ � |Ω|, (1.3)

donde ρ̄ ¡ 0 es una constante fijada, que representará la positividad de la masa total

y la condición de adherencia sobre la frontera respectivamente (estamos suponiendo

por ejemplo una frontera sólida, sin entrada ni salida de fluido). El objetivo del

estudio de este ultimo sistema es deducir la existencia de soluciones siguiendo los

diferentes métodos usados por M. Padula [1].

1.2. Formulación del Problema

1.2.1. Problema General

Se quiere resolver la siguiente interrogante:

¿Existirán soluciones débiles para una ecuación de Navier-Stokes-3D estacionaria,

compresible e isotérmica para el problema (1.1)?

1.2.2. Problema Espećıfico

aq ¿Existirán soluciones débiles para el problema aproximado de Stokes asociado

al problema (1.1)?,

9



bq ¿converge el problema aproximado de Stokes asociado al problema (1.1)?.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Determinar la existencia de soluciones débiles para una ecuación de Navier-Stokes-

3D estacionaria, compresible e isotérmica, dada por (1.1).

1.3.2. Objetivos Espećıficos

pa.q Determinar la existencia de soluciones débiles para el problema aproximado

de Stokes asociado al problema (1.1).

pb.q Establecer la convergencia del problema aproximado de Stokes asociado al

problema (1.1).

1.4. Limitantes de la investigación

1.4.1. Teórico

Las ecuaciones de Navier-Stokes forman un sistema de ecuaciones diferenciales no

lineales del tipo convección-difusión mixta que representan problemas complejos, lo

que hace que se tornen relevantes desde el punto de vista matemático. Ellas tienen

la caracteŕıstica de necesitar muchas hipótesis sobre sus datos para la obtención de

resultados como existencia, unicidad, regularidad y soluciones explicitas. Un ejemplo

clásico de este hecho es que la existencia de solución global suave para las ecuaciones

en el caso tridimensional, para fluidos incompresibles, es un problema en abierto.
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1.4.2. Temporal

En la actualidad, las ecuaciones diferenciales, es de gran interés debido a sus múlti-

ples aplicaciones en las distintas áreas de estudio como la economı́a, ciencias básicas,

ingenieŕıas, etc., el estudio de los fluidos es de gran importancia, ya sea para nuestra

vida cotidiana o para nuestro desarrollo como sociedad. El estudio de la dinámica

de los fluidos puede ayudar a comprender por ejemplo cómo impulsar un barco en el

mar, cómo vuela un avión, cómo represar el agua de nuestros ŕıos. Para el desarrollo

de esta tesis uno de los limitantes que se encontró es la escasa bibliograf́ıa especiali-

zada en la escuela de matemática de la Universidad Nacional del Callao y biblioteca

nacional, otro obstáculo que se pudo evidenciar es que en las páginas de internet

las publicaciones de art́ıculos, revistas, presentan un costo para ser descargadas.

Además, revisando en la unidad de posgrado no se encontró literatura relaciona-

da al tema de ecuaciones de Navier-Stokes. Por este motivo resulta importante la

investigación en ecuaciones mixtas.

1.4.3. Espacial

La importancia f́ısica de su estudio es debido a que tales ecuaciones modelan el com-

portamiento de fluidos. Cuando se habla de movimiento de gases, masas de aire, co-

rrientes maŕıtimas, flujo sangúıneo, entre otras. Consecuentemente, sus aplicaciones

van desde previsiones meteorológicas hasta simulaciones de pruebas aerodinámicas.

Por lo tanto, estas ecuaciones son de interés de estudiosos de varias áreas.
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CAPÍTULO II

MARCO TEÓRICO

2.1. Antecedentes

Las ecuaciones de Navier-Stokes fueron derivadas inicialmente por M. Navier [37] en

1827 y por S. D. Poisson [38] en 1831, basándose en un argumento envolviendo con-

sideraciones de fuerzas intermoleculares. Más tarde, las mismas ecuaciones fueron

derivadas sin el uso de estas hipótesis por B. de Saint Venant [39] en 1843 y por G.

G. Stokes [40] en 1945. Sus derivaciones fueron estudiadas a partir de las hipótesis

de que las tensiones normales y de cizallamiento son funciones lineales de la taza

de deformación, en conformidad con la más antigua ley de viscosidad de Newton.

La trascendencia del estudio de estas ecuaciones se refleja al ser consideradas como

uno de los problemas del millón (por Mathematics Institute of Cambridge, Massa-

chusetts) al estudiar la buena colocación del sistema en un región tridimensional,

incompresible. Respecto al estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresi-

bles, la bibliograf́ıa es abundante, (por ejemplo [31, 32, 33, 34, 35]) tomando como

principal referencia el libro de P. L. Lions [14] entre otros.

2.1.1. Internacionales

1) Padula Mariarosario(1985) en su art́ıculo llamado Existence and Uniqueness for

Viscous Steady Compressible Motions Probamos la existencia de soluciones débi-

les globales para flujos compresibles viscosos inestables bidimensionales de un gas

isotérmico ideal, sea cual sea el tamaño de los datos. Esto se logra mediante un aco-

plamiento adecuado del método de Hopf .con técnicas estándar en espacios Orlicz.

2) Albeto Valli (1987),en un art́ıculo llamado On the Existence of Stationary So-

lutions to Compressible Navier-Stokes Equations. probamos la existencia de una

solución estacionaria para las ecuaciones de Stier Naves para fluidos compresibles,

bajo el supuesto de que el campo de fuerza externo es pequeño en un sentido adecua-
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do, la prueba se basa en el resultado de la existencia para un problema linealizado,

seguido de un argumento de punto fijo.

3) R. Bruce Kellogg, Biyue Liu, (1996)A Finite Element Method for Compressible

Stokes Equations. Se considera un sistema de Navier-Stokes viscoso, compresible

y de estado estacionario linealizado. Se formula un método de elementos finitos.

La solvencia y estabilidad únicas de la solución de elementos finitos se desprenden

de un teorema para una formulación abstracta. Está comprobado que cuando los

subespacios de velocidad y presión satisfacen la condición inf- sup asociada con el

sistema de Stokes (incompresible), el método de elementos finitos se puede resolver

de manera única. Se obtiene una estimación de error para la aproximación numérica

4) L. Boudin, C. Grandmont, A. Moussa(2017) Global existence of solutions to the

incompressible Navier-Stokes-Vlasov equations in a time-dependent domain. En este

art́ıculo, probamos la existencia de soluciones débiles globales para el incompresible

sistema Navier-Stokes-Vlasov en un dominio tridimensional dependiente del tiempo

con condiciones de ĺımite de absorción para la parte cinética. Este modelo surge

del Estudio del aerosol respiratorio en las v́ıas aéreas humanas. La prueba se basa

en una estrategia de regularización y aproximación diseñada para nuestro marco

dependiente del tiempo.

2.1.2. Nacionales

No se encontraron trabajos nacionales similares al trabajo de tesis.

2.2. Marco

2.2.1. Teórico

2.2.1.1. Ecuación de continuidad

Consideramos un volumen de control V , fijo en el espacio, simplemente conexo, a

través del cual un fluido con masa espećıfica ρ fluye, siendo v el campo de velocidades
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del flujo. Sean S la superficie externa que delimita el volumen y n el vector unitario

(de longitud igual a 1), perpendicular a la superficie en cada punto de la misma

y orientado hacia afuera, conforme es mostrado en la figura 2.1. El principio de

conservación de la masa establece que:��������������

Taza de acumulación de

masa dentro del volumen,

esto es, la cantidad de

masa acumulada dentro

del volumen por unidad

de tiempo

�������������
� �

�� Flujo ĺıquido de masa

para fuera del volumen

�. (2.1)

Figura II.1: Volumen de control al cual se aplica el principio de conservación de

masa.

Expresemos de forma matemática la igualdad anterior. La taza de acumulación de

masa dentro del volumen V puede ser expresada como una integral sobre todo el

volumen, de la variación de la cantidad de masa en cada punto del mismo:»
V

B
Btdm.

Por otro lado, la cantidad infinitesimal de masa dm puede ser expresada como dm �
ρdV . Substituyendo es última expresión en la integral de arriba y observando que

los volúmenes dV no vaŕıan con el tiempo, tenemos:

»
V

B
Btdm �

»
V

B
BtpρdV q �

»
V

Bρ
Bt dV �

»
V

ρ
BdV
Bt �

»
V

Bρ
Bt dV. (2.2)
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Para dar forma matemática al flujo neto de masa fuera del volumen V , consideramos

inicialmente una pequeña parte de la superficie S conforme es mostrado en la figura

2.2.

Sea ∆V un elemento de volumen del fluido que cruza la superficie en un intervalo de

tiempo ∆t. Sean n el vector unitario perpendicular a la superficie y v la velocidad

del elemento de fluido considerado. Esa velocidad puede ser descompuesta en dos

componentes, una de ellas paralela a n, que denominamos vn, y otra perpendicular

a n que denominamos vp.

La contribución del elemento de fluido para el flujo de masa que cruza la superficie es

dada por ρ
∆V

∆t
. El elemento de volumen ∆V puede ser escrito como el producto de

su longitud ∆x por su área transversal ∆A, que consideramos paralela a la superficie

S. Aśı, ∆V � ∆x∆A y podemos reescribir el flujo de masa que cruza la superficie

como:

ρ
∆V

∆t
� ρ

∆x

∆t
∆A.

El término
∆x

∆t
es precisamente la componente de la velocidad del elemento de fluido

paralelo a n. Apenas esa componente contribuye para el flujo de masa que cruza la

superficie. Esa componente puede ser escrita como vn � v � n. De esa forma, la

contribución del elemento dV para el flujo de masa toma la forma:

ρ
∆V

∆t
� ρv � n∆A.

Si la componente vn tuviera el mismo sentido de la normal n, esto es, si el elemento

de volumen dV estuviera cruzando la superficie para afuera de la misma, el producto

v � n será positivo, y si la componente vn tuviera sentido opuesto a n el producto

escalar será negativo. Al integrar la expresión de arriba a lo largo de toda la superficie

S hacemos automáticamente el balance del flujo de masa que sale, menos lo que entra

en el volumen V . Aśı, El flujo neto fuera del volumen es:¾
S

ρv � ndA. (2.3)
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Figura II.2: Volumen de fluido cruzando un elemento de superficie de control S.

Substituyendo las ecuaciones (2.2) y (2.3) en el balance de masa (Ecuación 2.1)

obtenemos la forma integral de la ecuación de conservación de masa [53, 52, 49, 48,

54, 51, 55, 50]:

» Bρ
Bt dV � �

¾
S

ρv � ndA. (2.4)

Esta ecuación relaciona la taza de acumulación de masa en un volumen finito con

el balance de los flujos de masa que cruzan la superficie. Se trata de una ecuación

integral. Procuramos ahora una expresión local, esto es, una ecuación diferencial que

traduzca el principio de conservación de masa. Recordando que, de acuerdo con el

teorema de Gauss:

»
V

div qdV �
¾
S

q � ndA

o

»
V

div ρvdV �
¾
S

ρv � ndA,

utilizamos este teorema para reescribir la ecuación 2.4:

»
V

Bρ
Bt dV � �

»
V

div ρvdV
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o

»
S

�Bρ
Bt � div ρv



dV � 0.

Como esta ecuación debe ser válida para cualquier volumen de control, debemos

tener, para un volumen infinitesimal:

Bρ
Bt � div ρv � 0 (2.5)

que es la ecuación de continuidad [53, 52, 49, 48, 54, 51, 55]. En coordenadas carte-

sianas:

Bρ
Bt �

B
Bxpρvxq �

B
By pρvyq �

B
Bz pρvzq � 0. (2.6)

En coordenadas ciĺındricas:

Bρ
Bt �

1

r

B
Br pρrvrq �

1

r

B
Bθ pρvθq �

B
Bz pρvzq � 0. (2.7)

En coordenadas esféricas:

Bρ
Bt �

1

r2

B
Br pρr

2vrq � 1

rsen θ

B
Bθ pρvθsen θq � 1

rsen θ

B
Bϕpρvϕq � 0. (2.8)

Figura II.3: Sistemas de coordenadas ciĺındricas y esféricas.
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Podemos reescribir la ecuación de continuidad (coordenadas cartesianas) como sigue:

Bρ
Bt �

B
Bxpρvxqpρvxq �

B
By pρvyq �

B
Bz pρvzq �

Bρ
Bt � vx

Bρ
Bx � vy

Bρ
By � vz

Bρ
Bz � ρ

�Bvx
Bx � Bvy

By � Bvz
Bz


� 0

o

Bρ
Bt � v � grad ρ� ρdiv v � 0.

Esta ecuación puede también ser escrita como:� B
Bt � v � grad



ρ� ρdiv v � 0

o

Dρ

Dt
� ρdiv v � 0 (2.9)

En la notación de los tensores cartesianos, la ecuación de la continuidad toma la

forma:

Bρ
Bt �

B
Bxj pρvjq � 0. (2.10)

En resumen, la ecuación de la continuidad puede ser escrita en cualquiera de las

formas de abajo:

Cuadro II.1: Formas de la ecuación de continuidad.

Forma vectorial Forma tensorial cartesiana

Bρ
Bt � div ρv � 0

Bρ
Bt �

B
Bxj pρvjq � 0

Bρ
Bt � v � grad ρ� ρdiv v � 0

Bρ
Bt � vj

Bρ
Bxj � ρ

Bvj
Bxj � 0

Dρ

Dt
� ρdiv v � 0

Dρ

Dt
� ρ

Bvj
Bxj � 0

1

ρ

Dρ

Dt
� div v � 0

1

ρ

Dρ

Dt
� Bvj
Bxj � 0
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La no linealidad inherente a los fenómenos que ocurren en fluidos ya se manifiestan

en la ecuación de continuidad, donde el término div ρv no es lineal pues contiene el

producto de las dos incógnitas: la masa espećıfica es la propia velocidad. En algunos

casos, sin embargo, la ecuación de continuidad se torna lineal:

1.
Bt
Bt � 0 y grad ρ � 0, que es el caso de fluidos incompresibles.

En este caso, la ecuación de continuidad se reduce a:

div v � 0 o
Bvj
Bxj � 0.

2. Flujo estratificado, esto es, en capas de fluidos inmiscibles. En este caso,
Bρ
Bt � 0

y grad ρKv. La ecuación de continuidad toma la forma:

Dρ

Dt
� 0

3. Acústica: se trata del caso en que la masa espećıfica del fluido esta sujeta a

variaciones pequeñas en torno de un valor medio, ρ0. Escribimos ρ � ρ0 � ρ1,

donde ρ0 no depende del tiempo ni de la posición en el espacio. La ecuación de

continuidad toma la forma:

B
Btpρ0 � ρ1q � v � grad pρ0 � ρ1q � pρ0 � ρ1qdiv v � 0.

Esta ecuación se simplifica si consideramos que ρ0 no depende del tiempo ni de la

posición, que pρ0 � ρ1q � ρ0 y que v ! Bρ1
Bt . La ecuación de contiunidad se reduce

a:
Bρ1
Bt � ρ0div v � 0,

que es una ecuación lineal.

2.2.1.2. Acumulación y transporte de un escalar

Las integrales dadas por las ecuaciones (2.2) y (2.3) representan, respectivamente,

la taza de acumulación en un volumen de control, de la cantidad escalar masa, y
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el flujo de la misma magnitud a través de las fronteras. La cantidad del escalar

contenida en cada elemento de volumen de control es obtenida por el producto de

la densidad local en el caso, de la masa espećıfica del fluido transportado, por el

volumen del elemento. La densidad del escalar tiene, en ese caso, la dimensión de

masa por unidad de volumen del medio.

En cuanto al flujo del escalar a través de las fronteras del volumen de control,

es obtenido integrándose, a lo largo de la superficie que delimita el volumen, el

producto de la densidad local del escalar por el caudal volumétrico que cruza la

superficie. Las integrales dadas por las ecuaciones (2.2) y (2.3) pueden entonces ser

generalizadas para caracterizar no solo la taza de acumulación, y el flujo de la masa

a través de la superficie que delimita un volumen, además también, de una magnitud

escalar genérica θ, cuya dimensión f́ısica es de un escalar (masa, componente de la

cantidad de movimiento en una dirección, enerǵıa interna, enerǵıa cinética, entroṕıa,

etc.). Representamos por c la densidad de θ. Si θ se refiere a la componente de la

cantidad de movimiento en una dirección genérica, asociada a la masa contenida en

el volumen, y la masa cruzando la frontera del mismo, la densidad c será dada por

c � ρvivi{2. Si la acumulación de θ fuera igual a la taza neta de transferencia de θ

para dentro del volumen, el principio de conservación de la magnitud se traduce, en

la forma integral, por: »
V

Bc
Bt dV � �

¾
cvjnjdA.

Utilizando el teorema de Gauss se obtiene la ecuación de conservación de θ en forma

diferencial:
Bc
Bt �

Bcvj
Bxj � 0. (2.11)

El principio de conservación anterior se utiliza a continuación para la obtención de

la ecuación de la cantidad de movimiento de un medio continuo compresible.

2.2.1.3. Ecuación de la cantidad de movimiento

Sea un volumen fijo en el campo de velocidades de un medio continuo. La taza de

variación de la cantidad de movimiento de ese volumen debe incluir, además de la
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resultante de las fuerzas aplicadas, el balance del flujo de la cantidad de movimiento

através de las fronteras del volumen [53, 52, 49, 48, 54, 51, 55]. Esquemáticamente

(ver figura 2.4):

Figura II.4: Volumen de control al cual se le aplican las leyes de la cantidad de

movimiento.

�����������������

taza de acumulación de

cantidad de movimiento

dentro del volumen de control,

esto es, variación de la

cantidad de movimiento

dentro del volumen por unidad

de tiempo.

����������������
�

�����
Flujo neto de cantidad

de movimiento para

fuera del volumen.

�����

�� Resultante de las fuerzas

aplicadas a la superficie de control

��
��Resultante de las fuerzas

de volumen.

� (2.12)

Expresemos cada una de las partes de arriba en forma matemática. La taza de acu-

mulación en el volumen de control, de la componente de la cantidad de movimiento

en la dirección genérica del vector unitario ei, es dada por»
V

B
BtpρviqdV

Vimos, en la sección 2.2.1.1, que el flujo de la masa através de un elemento de área

dA de la superficie de control es dado por ρvjnjdA. Si lo multiplicarámos por la
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componente en la dirección genérica i de la cantidad de movimiento por unidad de

masa, esto es, por la componente del vector velocidad en esa dirección, tenemos una

expresión para el flujo de aquella componente de la cantidad de movimiento que

cruza el elemento de área: ρvivjnjdA. Integrando ese término a lo largo de toda la

superficie de control, tenemos el flujo neto de esa componente de la cantidad de

movimiento para afuera de la superficie de control:¾
S

ρvivjnjdA.

En lo que se refiere a las fuerzas que actuan en la superficie del elemento, hacemos

las siguientes hipótesis:

1. Admitimos que puedan ser expresadas como una combinación lineal de las com-

ponentes del vector n normal al elemento de la superficie considerada. Sean n1, n2

y n3 las componentes del vector n. Siendo la fuerza dF , que actúa en el elemento

de área, proporcional a una combinación lineal de las componentes de n, dF no

tienen de forma general, la dirección del vector normal;

2. El factor de proporcionalidad de arriba mencionado es el área del elemento de

superficie al cual se aplica la fuerza, esto es, admitimos que la magnitud de la

fuerza es proporcional al área del elemento.

En base a las hipótesis anteriores, representamos la fuerza actuando sobre el elemento

de área por:

dF � σndA.

Como dF y n no tienen, de forma general, la misma dirección, es necesario que σ

sea una matriz de orden 3�3, de modo, que aplicando al vector n, resulte un vector

con otra dirección.

Siendo el área de un objeto vectorial, los elementos de área de la superficie de control

pueden ser proyectados en las direcciones de los ejes de coordenadas. Aśı, la fuerza

que actúa en la dirección x de un elemento de área se expresa como:

dFx � pσxxnx � σxyny � σxznzqdA, (2.13)
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donde nxdA, nydA, nzdA son las proyecciones de la área elemental en la dirección

de cada uno de los ejes. En la dirección genérica, del eje xi:

dFi � σijnjdA, (2.14)

donde σ puede ser representado, en un dato referencial, por:

σ �

�����
σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

���� (2.15)

Las ecuaciones (2.13) y (2.14) están basadas en la hipótesis de que la fuerza actuando

sobre el elemento de área se expresa como una combinación lineal de las proyecciones

del vector unitario n. Y, siendo ese vector multiplicado por una matriz, el vector

fuerza resultante no tiene necesariamente la dirección normal a la superficie, lo

que ocurre efectivamente cuando la part́ıcula del medio está sujeta a tensiones de

cizallamiento.

La resultante de las fuerzas que actúan sobre la superficie de control es obtenida por

la integración de la ecuación (2.13) a lo largo de aquella:

Fi �
¾
S

σijnjdA. (2.16)

Por fin, la resultante de las fuerzas de volumen es dada por:»
V

ρgidV.

Reagrupando los cuatro términos, obtenemos la forma integral de la ecuación de

conservación de la cantidad de movimiento:»
V

B
BtpρviqdV � �

¾
S

ρvivjnjdA�
¾
S

σijnjdA�
»
V

ρgidV. (2.17)

En notación vectorial:»
V

B
BtpρvqdV � �

¾
S

ρvpv � nqdA�
¾
S

σndA�
»
V

ρgdV. (2.18)
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El siguiente paso consiste en transformar las integrales de superficie en integrales

de volumen por intermedio del Teorema de Gauss, de forma que podamos obtener

la ecuación de conservación de la cantidad de movimiento en la forma diferencial.

Observamos que el término ρvivj representa el elemento general de un tensor de

segundo orden. La diveregemte de ese tensor es obtenido de la misma forma que el

del tensor de tensiones. Reescribiendo la ecuación (2.17) con todos los términos en

la forma de integrales de volumen, tenemos para la taza de variación de la cantidad

de movimiento en la dirección xi dentro del volumen de control.»
V

B
BtpρviqdV � �

»
V

B
Bxj pρvivjqdV �

»
V

Bσij
Bxj dV �

»
V

ρgidV.

Esta ecuación debe ser válida para volumenes de control de cualquier dimensión,

inclusive para volumenes infinitesimales. Considerando un volumen infinitesimal y

dividiendo la ecuación resultante por dV , encontramos:

B
Btpρviq � � B

Bxj pρvivjq �
Bσij
Bxj � ρgi.

Reagrupando los términos:

B
Btpρviq �

B
Bxj pρvivjq �

Bσij
Bxj � ρgi. (2.19)

En la forma vectorial:

B
Btpρvq � divpρvvq � divσ � ρg.

El miembro izquierdo de la ecuación (2.19) se simplifica conforme se muestra a

continuación:

B
Btpρviq �

B
Bxj pρvivjq � ρ

Bvi
Bt � vi

Bρ
Bt � ρvj

Bvi
Bxj � vi

Bρvj
Bxj �

ρ

� B
Bt � vj

B
Bxj



vi � vi

�Bρ
Bt �

Bρvj
Bxj



�

ρ
Dvi
Dt

� vi

�Bρ
Bt �

Bρvj
Bxj



.
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La expresión que se encuentra dentro del último par de paréntesis de la expresión

anterior es igual a cero en virtud de la ecuación de continuidad (2.10). La ecuación

(2.19) toma portanto la forma:

Dvi
Dt

� 1

ρ

Bσij
Bxj � gi. (2.20)

En la forma vectorial:
Dv

Dt
� 1

ρ
div ρ� g.

2.2.1.4. Propiedades del tensor de tensiones

a) Simetŕıa del tensor de tensiones

Los Fluidos en los cuales los torques internos resultan del momento de fuerzas apli-

cadas externamente al fluido apenas se denominan fluidos apolares. Las part́ıculas

de un fluido polar son capaces de transmitir y de resistir los torques. Se encuadran

en esa clase de algunos fluidos poliatómicos y algunos fluidos newtonianos.

Para el caso de fluidos apolares o hacemos la hipótesis de que las part́ıculas del medio

no resisten al torque, lo que resulta en simetŕıa del tensor de tensiones, o admitimos

la simetŕıa del tensor y conclúımos que las part́ıculas del fluido no resisten al torque.

Admitimos aqúı la primera hipótesis y mostramos que σ es simétrico. El tratamiento

presentado en esta sección sigue, en ĺıneas generales, lo propuesto por Aris [47].

En virtud de la hipótesis de ser los torques aplicados al fluido resultante apenas de

las fuerzas externas, tenemos que la taza de acumulación de cantidad de movimiento

angular en un volumen V , delimitado por una superficie S es dada por:»
V

D

Dt
pρx� vqdV �

¾
S

x� σndA�
»
V

ρx� gdV.

En notación tensorial cartesiana:»
V

D

Dt
pεijkρxjvkqdV �

¾
S

εijkxjσkpnpdA�
»
V

ρεijkxjgkdV. (2.21)
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Desarrollamos el integrando del lado izquierdo de la ecuación (2.21):

D

Dt
pεijkρxjvkq � εijk

Dxj
Dt

ρvk � εijkxj
Dρvk

Dt
�

εijkvjρvk � εijkxjρ
Dvk
Dt

� εijkxjρ
Dvk
Dt

. (2.22)

El desarrollo anterior tiene en cuenta que v � v � 0 y que, por la ecuación de

continuidad:
Dρv

Dt
� ρ

Dv

Dt
.

E término contenido en la integral de superficie puede ser transformado en una

integral de volumen, resultando:¾
S

εijkxjσkpnpdA �
»
V

B
Bxp pεijkxjσkpqdV.

Desarrolando el integrando del miembro derecho de la ecuación anterior:

B
Bxp pεijkxjσkpq � εijk

Bxj
Bxj σkp � εijkxj

Bσkp
Bxp � εijkδjpσkp�

εijkxj
Bσkp
Bxp � εijkσkj � εijkxj

Bσkp
Bxp � εijkxj

Bσkp
Bxp � εikjσkj. (2.23)

Reemplazando los resultados dados por las ecuaciones 2.22 y 2.23 en la ecuación

2.21, rordenando los términos y aplicando esta ecuación a un elemento de fluido,

obtenemos:

εijkxj

�
ρ
Dvk
Dt

� Bσkp
Bxp � ρgk



� �εijkσkj.

La expresión entre paréntesis es igual a cero lo que implica que εikjσkj sea el elemento

general de un vector nulo. Los elementos de este vector son σ23�σ32 � 0, σ31�σ13 � 0

y σ12 � σ21 � 0, lo que muestra que el tensor σ es simétrico.

b) Descomposición del tensor de tensiones: Presión y tensor desviatorio

Descomponemos el tensor de tensiones σ en la suma de otros dos, el primero re-

presentado por una matriz cuyos elementos de la diagonal principal son idénticos,

de valor tr σ{3 y cuyos elementos fuera de la diagonal principal son iguales a cero.

Representamos los elementos del segundo tensor de la descomposición por τij:
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σij � 1

3
σkkδij � τij (2.24)

En notación vectorial:

σ � 1

3
tr σ1� τ,

donde 1 es el tensor identidad. El tensor ptr σ{3q1 tiene las siguientes propiedades:

1. tr σ{3 es el valor medio de las tensiones normales actuando en las caras per-

pendiculares en las tres direcciones del referencial utilizado;

2. Como el tensor 1, aplicado al vector n (y a cualquier otro vector), resulta en

el mismo vector sobre el cual actua, la fuerza:

dF � 1

3
σndA

tiene la misma dirección que n, esto es, es perpendicular al elemento de área;

3. Siendo la traza una invariante de σ, y el tensor identidad representado por la

misma matriz en cualquier referencial, la fuerza generada por tr σ1{3 tiene el

mismo valor algebraico en cualquier dirección y es siempre perpendicular a la

superficie del elemento.

Definimos entonces el escalar presión como:

p � �1

3
tr σ,

y el tensor presión de segundo orden como el de componentes:

Pij � �1

3
tr σδij � pδij.

Siendo el tensor de componentes δij representado por la misma matriz identidad

en cualquier sistema de coordenadas, la fuerza generada por la presión tiene la

misma magnitud en cualquier dirección, y perpendicular a la superficie y de sentido

contrario al del vector normal n. Cabe notar que la presión asi definida coincide
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con la presión termodinámica en el caso de fluidos en reposo, sin efectos elásticos y

gravitacionales y para gases monoatómicos.

Se deduce de la definición de presión que:

σij � �pδij � τij,

y que el tensor τ es simétrico. Sus invariantes son dados por:

Iτ � 0 (2.25)

IIτ � 1

2
τijτij � 1

6

�pσ1 � σ2q2 � pσ2 � σ3q2 � pσ3 � σ1q2
�

(2.26)

IIIτ � 1

3
τijτjkτki. (2.27)

El tensor τ recibe el nombre de desviatorio por abrir la posibilidad de la existencia

de tensiones normales a la superficie de valores diferentes en diferentes direcciones

y por permitir que la fuerza que actúa en la superficie del elemento tenga dirección

diferente de la normal, esto es, que contenga componentes de cizallamiento de las

tensiones viscosas.

Introduciendo las definiciones de presión y de tensor desviatorio en la ecuación

(2.19), obtenemos:
Dvi
Dt

� �1

ρ

B
Bxj ppδijq �

1

ρ

Bτij
Bxj � gi. (2.28)

En notación vectorial:

Dv

Dt
� �1

ρ
divpp1q � 1

ρ
div τ � g. (2.29)

Desarrollamos el término siguiente
B
Bxj ppδijq:

B
Bxj ppδijq �

B
Bx1

ppδi1q � B
Bx2

ppδi2q � B
Bx3

ppδi3q.

Como δij � 0 si i � j, apenas el término en que j toma el valor particular atribuido

a i es diferente de cero, lo que hace con que la suma anterior se reeduzca a:

B
Bxj ppδijq �

Bp
Bxi . (2.30)
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además Bp{Bxi es una de las componentes de grad p, lo que nos permite escribir,

en notación vectorial:

�div pp1q � �grad p.

Llevando el resultado obtenido con la ecuación (2.30) a la ecuación (2.28) obtenemos:

Dvi
Dt

� �1

ρ

Bp
Bxi �

1

ρ

Bτij
Bxj � gi. (2.31)

En notación vectorial:

Dv

Dt
� �1

ρ
grad p� 1

ρ
div τ � g. (2.32)

2.2.1.5. Ecuación de Euler

En el caso del fluido con coeficiente de viscosidad nulo, la ecuación (2.32) se reduce

a:
Bv
Bt � v � grad v � �1

ρ
grad p� g (2.33)

o

g
Bvi
Bt � vj

Bvi
Bxj � �1

ρ

Bp
Bxi � gi (2.34)

Cuadro II.2: Formas de la ecuación de conservación de la cantidad de movimiento.

Forma vectorial Forma tensorial cartesiana

Bv
Bt � v � grad v � Bvi

Bt � vj
Bvi
Bxj �

�1

ρ
grad p� 1

ρ
div τ � g �1

ρ

Bp
Bxi �

1

ρ

Bτij
Bxj � gi

Dv

Dt
� �1

ρ
grad p� 1

ρ
div τ � g

Dvi
Dt

� �1

ρ

Bp
Bxi �

1

ρ

Bτij
Bxj � gi

que es la ecuación de Euler (1775).

La ecuación de Euler puede ser escrita sin la presión, utilizándose la siguiente iden-

tidad vectorial:

v � grad v � grad
v2

2
� v� rot v (2.35)
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donde
v2

2
� v � v

2
. Combinando las ecuaciones (2.32) y (2.35) obtenemos:

Bv
Bt � grad

v2

2
� v� rot v � �grad p� g.

Tomamos ahora el rotacional de la ecuación anterior. Los términos que contienen el

operador gradiente se anulan, pues rot grad f � 0. El término g también se anula

al calcular el rotacional, pues las derivadas de una constante son iguales a cero.

Tenemos entonces:
B
Btprot vq � rot pv� rot vq. (2.36)

2.2.1.6. Ecuación de Bernoulli

Se sabe del cálculo vectorial, que

v � grad v � grad
v� v

2
� v� rot v.

Sustituyendo el término v �grad v de la ecuación de Euler por la expresión anterior,

obtenemos:
Bv
Bt � grad

v � v
2

� v� rot v � �1

ρ
grad p� g.

Consideramos el caso de un flujo incompresible y estacionario
Bv
Bt � 0 y escribimos

v � v
2

� v2

2
. Obtenemos:

grad

�
p

ρ
� v2

2



� g � v� rot v.

El término g puede ser incorporado al que contiene el gradiente multiplicando o por

z, pues grad gz � �g, donde g � |g|. Obtenemos:

grad

�
p

ρ
� v2

2
� gz



� v� rot v (2.37)

que es la ecuación de Bernoulli (véase [52]). Esta ecuación muestra la importancia

de los flujos irrotacionales: Si el campo de velocidades tuviera esta caracteŕıstica

grad

�
p

ρ
� v2

2
� gz



� 0, esto es,

p

ρ
� v2

2
� gz � Cte en todo el caampo. Si
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Figura II.5: Ecuación de Bernoulli.

rot v � 0 entonces vrot v es perpendicular al vector velocidad. Consecuentemen-

te, grad

�
p

ρ
� v2

2
� gz



es perpendicular a la superficie cuyo plano tangente es

definido, en cada punto del espacio, por los vectores v y rot . A lo largo de esa

superficie, se tiene la forma mas conocida de la ecuación de Bernoulli:

p

ρ
� v2

2
� gz � Cte, (2.38)

que es válida en todo el campo si el flujo fuera irrotacional. En esa forma, la constante

de la ecuación es medida en unidades de rv2{2s. Otras formas posibles son:

p� 1

2
ρv2 � ρgz � Cte rN{m2s pAerodinámicaq (2.39)

p

ρg
� v2

2g
� z � H rms pHidráulicaq (2.40)

La ecuación de Bernoulli es usada en tubos de corriente, en los flujos unidimensio-

nales permanentes.

2.2.1.7. Fluidos de Stokes y flúıdos newtonianos

Para incluir el tensor desviatorio y las nuevas variables que este objeto matemáti-

co introduce en las ecuaciones de evolución ya obtenidas, necesitamos de hipótesis

adicionales, además de los principios de conservación. Se hace tales hipótesis es-

pecificándose el medio, sus propiedades f́ısicas, y las relaciona a los elementos del

tensor desviatorio. Además de la dependencia de propiedades f́ısicas del medio, el
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tensor desviatorio depende también del estado de deformación y velocidades, deno-

minándose ecuaciones constitutivas.

En el presente caso, exclúımos la dependencia del estado de deformación del medio,

lo que implica no considerar efectos de elasticidad, y hacemos la hipótesis de que

las componentes de τ dependen de la distribución de velocidades apenas en las

proximidades del elemento de flúıdo, esto es, de
Bvi
Bxj . La hipótesis es válida para

agua, aire, sangre, arriba de cierto de cizallamiento entre camadas adyacentes, mas

no se aplica a muchos casos donde el medio se constituye del fluido con cadena

molecular larga.

Definimos, entonces en las secciones que siguen, lo que entendemos por fluido de

Stokes y obtenemos la ecuación constitutiva aplicable al caso particular del fluido

newtoniano, que se constituye de un fluido de Stokes lineal.

I)Fluidos de Stokes

Fluidos de Stokes son, por definición, los que atienden a los siguientes requisitos

(Aris [47]):

1. El tensor de tensiones, de componentes σij, es función continua del gradiente

de velocidades y del estado termodinámico local, mas independiente de otras

grandezas cinemáticas. Esta hipótesis implica que la relación entre tensiones y

deformación es local. En esta etapa, admitimos que σij depende no solo de la

taza de deformación, sino también de la parte antisimétrica del gradiente de

velocidades;

2. El fluido es homogéneo, esto es la relación entre σij y
Bvi
Bxj es la misma en todos

los puntos del medio;

3. El fluido es isotrópico, esto es, no existen direcciones preferenciales que alte-

ren la relación tensión-gradiente de velocidades. La hipótesis es válida para

fluidos como agua. aire, varios aceites, mas no para ciertos fluidos con cadena

molecular larga, para los cuales un mismo valor de la tza de deformación da

origen a tensiones diferentes, segundo la orientación de la deformación.
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4. En la ausencia de deformaciónes peij � 0q, las tensiones son apenas hidrostáti-

cas pσij � �pδijq.

Mostramos en la sección siguiente que las direcciones principales de los tensores σij

y
Bvi
Bxj coinciden.

II) Fluidos newtonianos

El desenvolvimiento presentado en esta sección sigue el raciocinio propuesto por

Drakos, Moss y Angelidis (véase [48, 47]).

Fluidos newtonianosson fluidos de Stokes en que la relación entre τij y
Bvi
Bxj es lineal,

esto es:

τij � Tijkl
Bvk
Bxl ,

donde Tijkl debe satisfacer las hipótesis de homogeneidad y de isotroṕıa del medio.

Hacemos el producto interno del tensor T con cuatro vectores A, B, C y D, de

modo para obtener el escalar S, como sigue:

S � TijklAiBjCkDl.

Este escalar depende linealmente de la magnitud de cada uno de los vectores. Sin

embargo, siendo T isotrópico, el valor de S no depende de la dirección absoluta

de los vectores, sino solo de la orientación de cada uno con relación a los demas.

S depende, por tanto de la magnitud y del ángulo entre los vectores o, de forma

equivalente, del producto escalar entre los mismos. Por tanto:

S � TijklAiBjCkDl

� αpA �BqpC �Dq � βpA �CqpB �Dq � γpA �DqpC �Bq (2.41)

Otros productos como pA � Bq � pC � Dq no aumnetan mas información a la ya

contenida en la ecuación anterior. Reescribiendo esta ecuación en notación tensorial

cartesiana:

TijklAiBjCkDl � αAiBiCjDj � βAiCiBjDj � γAiDiCjBj

� pαδijδkl � βδikδjl � γδilδjkqAiBjCkDl.
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Como esta ecuación debe ser satisfecha independientemente de los cuatro vectores,

se tiene que:

Tijkl � αδijδkl � βδikδjl � γδilδjk, (2.42)

que es la forma mas general de las componentes de un tensor isotrópico de cuarto

orden. Como cada delta de Kronecker es invariante sobre la acción de una transfor-

mación. Adicionalmente, en virtud de la simetŕıa del tensor de tensiones, tenemos:

τij � Tijkl
Bvk
Bxl � τji � Tjikl

Bvk
Bxl .

Imponiendo esa condición a la ecuación (2.42) obtenemos:

βδikδjl � γδilδjk � βδjkδil � γδjlδik,

lo que implica:

pβ � γqδikδjl � pβ � γqδilδjk

y β � γ. Los elementos del tensor de cuarto orden T son por tanto:

Tijkl � αδijδkl � βpδikδjl � δilδjkq.

Teniendo en cuenta la presión escribimos el tensor de tensiones en la forma:

σij � �pδij � Tijkl
Bvk
Bxl � �pδij � rαδijδkl � βpδikδjl � δilδjkqsBvkBxl

� �pδij � αδij
Bvk
Bxk � β

� Bvi
Bxj �

Bvj
Bxi



.

Usando los śımbolos usuales µ en vez de β y λ en vez de γ, obtenemos:

σij � �pδij � µ

� Bvi
Bxj �

Bvj
Bxi



� λδij

Bvk
Bxk � �pδij � 2µeij � λδijekk. (2.43)

El tensor de tensiones depende solamente de la presión y de la parte simétricfa del

gradiente de velocidades y no de la antisimétrica, que representa la vorticidade.

Ĺıquidos cuya estructura molecular es relativamente simples obedecen en general

a esta relación. Las tensiones de cizallamiento actuan en ĺıquidos con estructura

molecular mas compleja, en particular los de cadena molecular muy larga, en ciertas
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emulsiones y en misturas, aśı como en ĺıquidos con comportamiento elástico, no son

descritas por la relación anterior. En algunos casos, como el de la sangre, el fluido

se comporta como no newtoniano abajo de cierto valor de la taza de deformación, y

como newtonianopor encima de ese valor. Tales fluidos son encontrados con cierta

frecuencia en problemas de ingenieŕıa qúımica y de la solidificación de materiales

fundidos. Tratamos aqúı solamente de fluidos newtonianos.

Observamos, por fin, que las direcciones principales de los tensores de tensión y de

la taza de deformación son las mismas, en el caso de fluidos newtonianos. Como a

lo largo de las direcciones principales del tensor de tensiones no hay tensiones de

cizallamiento, y para haber deformación de cizallamiento en fluidos newtonianos es

necesario que haya tensión, estas últimas no existen a lo largo de las direcciones

principales del tensor de tensiones. Las direcciones principales de ambos tensores

coinciden.

2.2.1.8. Ecuación de Navier-Stokes

La ecuación de Navier-Stokes es obtenida sustituyendose el tensor de tensiones τ

de la ecuación de movimiento, (2.29), por la ecuación constitutiva de los fluidos

newtonianos. Solo consideramos el caso de flúıdo incompresible, en el que se puede

escribir el divergente del tensor de tensiones τ como:

1

ρ

Bτij
Bxj � B

Bxj
µ

B
� Bvi
Bxj �

Bvj
Bxi



� µ

ρ

� B2vi
BxjBxj �

B2vj
BxjBxi



� µ

ρ
∇2vi � B

Bxi
Bxi
Bxj �

µ

ρ
∇2vi,

pues, por la ecuación de la continuidad
Bvj
Bxj � 0. El coeficiente

µ

ρ
es denominado

como coeficiente de viscocidad cinemática del fluido, v (o viscocidad cinemática, de

forma abreviada). El cuadro 2.3 presenta el valor de la viscocidad cinemática de

algunos flúıdos a 20�C.

Sustituyendo la definición de la viscocidad cinemática y teniendo en cuenta que
Bvj
Bxj

en la ecuación (2.31) obtenemos la ecuación de Navier-Stokes para flúıdos incom-
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Cuadro II.3: Viscosidad cinemática y dinámica de algunos flúıdos a 20�C.

Fluido Viscosidad dinámica Viscosidad cinemática

µ - kg{sm v - m2{s
Agua 1, 0� 10�3 1, 0� 10�6

Aire 1, 8� 10�5 1, 5� 10�5

Alcohol 1, 1� 10�3 1, 34� 10�6

Aceite de oliva 8, 4� 10�2 1, 0� 10�4

Glicerina 1, 42� 10�1 3, 68� 10�4

Mercurio 1, 70� 10�2 1, 25� 10�6

presibles:
Bvi
Bt � vj

Bvi
Bxj � �1

ρ

Bp
Bxi � v∇2vi � gi. (2.44)

La ecuación de Navier-Stokes, aplicable a flúıdos incompresibles, puede ser escrita

de una de las siguientes formas, en coordenadas cartesianas:

Cuadro II.4: Formas de la ecuación de Navier-Stokes aplicable a flúıdos incompresi-

bles.

Forma vectorial Forma tensorial cartesiana
Bv
Bt � v � grad v � Bvi

Bt � vj
Bvi
Bxj �

�1

ρ
grad p� v∇2v� g �1

ρ

Bp
Bxi � v

B2vi
BxjBxj � gi

Dv

Dt
� �1

ρ
grad p� v∇2v� g

Dvi
Dt

� �1

ρ

Bp
Bxi � v

B2vi
BxjBxj � gi

2.2.1.9. Los números de Reynolds y de Froude

Frecuentemente, se trabajan con las variables de la mecánica de los flúıdos en la for-

ma adimensional. Surgen entonces algunos grupos adimensionales, como los números

de Reynolds y de Froude, conforme es mostrado mas abajo.
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Consideramos la salida de un flúıdo sobre un cuerpo de longitud d, y seam p0 y U0 la

presión y la velocidad de flujo lejos del mismo. La ecuación de Navier-Stokes toma

la forma:
Bv
Bt � v � grad v � �1

ρ
grad p� v∇2v� g.

Seam:

v � U0v
� xi � x�i d

t � t�d{U0 p � p�ρU2
0 ,

donde las variables adimensionales se identifican por el asterisco. Sustituyendo las

expresiones de artiba en la ecuación de Navier-Stokes encontramos:

U2
0

d

�Bv�

Bt� � v� � grad v�



� �U

2
0

d
grad p� � U0

d2
v∇2v� � g.

Multiplicando esta ecuación por
d

U2
0

, obtenemos:

Bv�

Bt� � v� � grad v� � �grad p� � 1

U0d{v∇
2v� � gd

U2
0

g

g
.

El grupo adimensional Re � U0d{v se denomina número de Reynolds del problema.

Depende de las propiedades f́ısicas del flúıdo y de las caracteŕısticas geométricas del

cuerpo sobre el cual el flúıdo fluye. El número de Reynolds existe cuando el problema

tiene una velocidad (o velocidad angular) impuesta como parámetro.

El grupo adimensional Fr � pU2
0 {gdq1{2 se llama número de Froude. Usando la

definición de los números de Reynolds y de Froude y representando las variables

adimensionales sin los asteriscos reescribimos la ecuación de Navier-Stokes en la

forma adimensional:

Bv
Bt � v � grad v � �grad p� 1

<
∇2v� 1

Fr2

g

g
. (2.45)

La adimensionalización de esta ecuación y la introducción del concepto de número

de Reynolds permiten identificar la importancia relativa de algunos términos. El

término p1{Req∇2v representa los efectos viscosos del flujo. Se ve que tales efectos

son menos importantes cuando el número de Reynolds del flujo es elevado, como
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es el caso de los flujos compresibles. Tomando como ejemplo un flujo en torno de

un cuerpo en el aire, con velocidad de 100m{s, y siendo la dimensión caracteŕıstica

del aire igual a 5m, y la viscosidad del aire v � 10�5m2{s, tenemos un número de

Reynolds < � 5 � 107 y un número de Froude tal que Fr2 � 204. Este resultado

muestra que, en muchos casos, los efectos gravitacionales y los viscosos pueden ser

despreciados en flujos de alta velocidad.

2.2.1.10. Ecuación de vorticidad

La ecuación de Navier-Stokes puede ser escrita sin la presión, siguiéndose el mismo

procedimiento que usamos en la deducción de la ecuación (2.36). Obtenemos:

B
Btprot vq � rot pv� rot vq � v∇2rot v. (2.46)

El rotacional de la velocidad recibe el nombre de vorticidad. La ecuación anterior

puede ser escrita bajo la forma:

Dωωω

Dt
� ωωω � grad v� v∇2ωωω, (2.47)

donde ωωω � rot v. Demostramos esta última, que es conocida como ecuación de

vorticidad [56]. Aplicando el operador rotacional la ecuación de Navier-Stokes con el

tpermino v �grad v escrito, en notación tensorial, en la forma grad v2{2�rot v�v

obtenemos:

εijk
B
Bxj

�Bvk
Bt � B

Bxk
vpvp

2
� εkpqωpvq



� εijk

B
Bxj

�
�1

ρ

Bp
Bxk � v

B2vk
BxpBxp � gk



,

donde ωp es la componente general de rot v. El rotacional de un gradiente y el de una

constante son iguales a cero. En consecuencia, los términos conteniendo el gradiente

de v2{2, de la presión, y el término conteniendo la aceleración de la gravedad se

anulan. Adicionalmente, intercambiamos el orden de derivación de algunos términos

y obtenemos:

B
Btεijk

�Bvk
Bxj



� εkijεkpq

�
vq
Bωp
Bxj � ωp

Bvq
Bxj



� v

B2

BxpBxp

�
εijk

Bvk
Bxj
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El primer término del lado izquierdo y el del lado derecho de la ecuación anterior

son, respectivamente, lo elementos generales de Bωωω{Bt y de v∇2ωωω. Haciendo esta

sustitución y la de εkijεkpq � δipδjq obtenemos:

Bωi
Bt � pδipδjq � δiqδjpq

�
vq
Bωp
Bxj � wp

Bvq
Bxj



� v∇2ωi.

Desarrollando el segundo término del lado izquierdo de la ecuación anterior obtene-

mos:

pδipδjq � δiqδjpq
�
vq
Bωp
Bxj � ωp

Bvq
Bxj



�

vq
Bωi
Bxj � vi

Bωj
Bxj � ωi

Bvq
Bxq � ωj

Bvi
Bxj � vq

Bωi
Bxq � ωj

Bvi
Bxj .

Reagrupando los términos se llega a:� B
Bt � vq

B
Bxq



ωi � ωj

Bvi
Bxj � v∇2ωi,

lo que completa la demostración de la ecuación 2.47.

Observamos que, en el caso de flujos bidimensionales, la vorticidad es perpendicular

al vector velocidad. Las ĺıneas del tensor grad v contiene el gradiente de cada com-

ponente de la velocidad e son perpendiculares a la vorticidad. Consecuentemente,

ω � grad v � 0. La ecuación (2.47) se reduce a:

Dω

Dt
� v∇2ω.

Cabe también mencionar la relación existente entre vorticidad y efectos viscosos.

Utilizamos la identidad vectorial:

rot prot vq � grad pdiv vq �∇2v.

Teniendo en cuenta que div v � 0 para flúıdos incompresibles, se tiene que:

rot prot vq � �∇2v � � 1

µ
div τ.

Esta ecuación puede ser reeescrita en la forma:

rot ω � � 1

µ
div τ. (2.48)
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El resultado anterior muestra que, habiendo desbalanceamiento de las fuerzas vis-

cosas, el rotacional en aquel punto será diferente de cero. Flujos incompresibles e

isentrópicos en los cuales la vorticidad es diferente de cero estan, o estuvieron en

el pasado, bajo la acción de efectos viscosos. Como regla general, efectos viscosos

producen vorticidad.

Los resultados de esta sección se aplican al caso de fluidos incompresibles. Efectos

de compresibilidad o variaciones de entroṕıa son otros factores de producción de

vorticidad, como será visto en la sección 2.2.1.11.

2.2.1.11. Ecuación de circulación

En esta sección identificamos los mecanismos que dan origen a la vorticidad, esto

es, al movimiento de rotación de masas de un flúıdo. Consideremos una superficie A

del espacio, delimitada por una curva C conforme la figura 2.6 , y sea dl un elmento

de arco de esta curva. El flujo Γ del vector vorrticidad a través de la superficie A es

definido como:

Γ �
»
A

rot v � ndA �
¾
C

v � dl.

Figura II.6: Circulación en torno de una masa de flúıdo.

Este flujo es igual a la circulación del vector velocidad a lo largo de la curva que

delimita la región considerada, de acuerdo con el teorema de Stokes. La existencia

de una circulación indica que la velocidad media a lo largo de la curva es diferente

de cero, y el teorema de Stokes asegura que en ese caso el valor medio del rotacional
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en la región interna a la curva también es diferente de cero. Identifiquemos a los

factores que influyen en la evolución de la circulación a lo largo de una curva que

se desplaza de forma solidaria a una masa de fluido, esto es, determinaremos
DΓ

Dt
.

Podemos escribir:

DΓ

Dt
def�

¾
C

D

Dt
v � dl �

¾
C

D

Dt
vidxi �

¾
C

Dvi
Dt

dxi �
¾
C

vid
Dxi
Dt

o entonces

DΓ

Dt
�
¾
C

Dvi
Dt

dxi �
¾
C

vidvi �
¾
C

Dvi
Dt

dxi �
¾
C

1

2
dv2,

donde v2 � v � v. La última integral representa la suma de las variaciones de una

función a lo largo de una curva cerrada. Como el punto final de la integración

coincide con el inicial, el valor de la función en los dos puntos es el mismo, y la

integral anterior es igual a cero. Tenemos entonces:

DΓ

Dt
�
¾
C

Dvi
Dt

dxi

Teniendo en cuenta que, por la ecuación de la cantidad de movimiento:

Dvi
Dt

� �1

ρ

Bp
Bxi �

1

ρ

Bτij
Bxj

tenemos:
DΓ

Dt
� �

¾
C

1

ρ

Bp
Bxidxi �

¾
C

1

ρ

Bτij
Bxj dxi

o también
DΓ

Dt
� �

¾
C

dp

ρ
�
¾
C

1

ρ

Bτij
Bxi dxi. (2.49)

Se sabe de la termodinámica que:

Tds � dh� dp

ρ
,

de donde se obtiene que:
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�dp
ρ
� Tds� dh.

Sustituyendo el resultado anterior en la primera integral del miembro derecho de la

ecuación (2.49) obtenemos:

�
¾
C

dp

ρ
�
¾
C

Tds�
¾
C

dh.

La segunda integral del miembro derecho de la igualdda anterior representa la suma

de variaciones de una función a lo largo de una curva cerrada. La integral es igual a

cero, conforme a lo discutido anteriormente. Por tanto:

�
¾
C

dp

ρ
�
¾
C

Tds.

Por tanto, la ecuación (2.49) puede ser escrita en la forma:

DΓ

Dt
�
¾
Tds�

¾
1

ρ

Bτij
Bxj dxi.

Como la temperatura es un número siempre positivo, la primera integral del miembro

derecho de la ecuación anterior se anula en los procesos isoentrópicos, y en algunos

casos donde haya variaciones para mas y para menos en la entroṕıa del flúıdo a lo

largo de la curva sobre la cual la circulación es calculada. En general, la circulación

es diferente de cero cuando la entroṕıa vaŕıa a lo largo de la curva, que debido a

procesos reversibles, como el de la calefacción, que debido a irreversibilidades que

ocurren, por ejemplo, en la mistura de masas de aire de temperaturas diferentes,

o de masas de agua del mar con salinidades diferentes, La segunda integral de la

ecuación (2.49) caracteriza variaciones de circulación en virtud de la acción de efectos

viscosos.

La ecuación (2.49) presenta un resultado completamente general, que da origen a

dos teoremas sobre la formación de vórtices. El primero es el Teorema de Bjerknes,

que afirma que, en la ausencia de efectos viscosos:

DΓ

Dt
� �

¾
C

dp

ρ
. (2.50)
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De forma general, este resultado muestra que las irreversibilidades termodinpamicas

generan circulación.

El segundo resultado es conocido como Teorema de Kelvin, que afirma que, en la

ausencia de variaciones de entroṕıa y de efectos viscosos:

DΓ

Dt
� 0. (2.51)

Este último resultado resalta la importancia de los flujos irrotacionales, pues muestra

que, cuando los efectos viscosos y de variación de entroṕıa son despreciables, y el

campo es irrotacional, en un punto dado, el flujo será siempre irrotacional. Por otro

lado, si una determinada masa de flúıdo presenta circulación diferente de cero en un

instante dado, esta circulación se conserva a la medida que la masa se desplaza.

Un mecanismo de generación de vorticidad en los sistemas naturales proveen, por

tanto, de las irreversibilidades viscosas o de misturas de masas de flúıdo con carac-

teŕısticas distintas. Si, en un instante inicial, la vorticidad contiene un modo de la

forma:

vx � exppikxq � � � �

El término no lineal de la ecuación de Navier dará origen, progresivamente, a modos

con vectores de onda mayores, pues:

Bvx
Bt � �vxBvxBx � � � � � � exppikxqik exppikxq � � � �

� �ik expp2ikxq � � � � ,

esto es, lo vórtices se rompen progresivamente, hasta que llegue a números de Rey-

nolds suficientemente bajos para que los efectos disipativos se manifiesten y el vórtice

se deshace por efectos de la viscosidad.

2.2.1.12. La ecuación de la enerǵıa total (e� v2{2)

La ecuación de la enerǵıa total es obtenida a través de procedimientos semejantes a

lo adoptado cuando deducimos las ecuaciones de la continuidad y de la cantidad de

movimiento: se considera un volumen de control fijo en el espacio y se iguala a la taza
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de variación de la enerǵıa dentro del mismo con el balance de los diversos factores

que contribuyen para que la enerǵıa total contenida dentro del volumen vaŕıe. Se

obtiene la forma integral de la ecuación de la enerǵıa. Con ayuda del Teorema de

Gauss se pasa a la forma diferencial.

Consideremos un volumen fijo en el espacio. La taza de variación de la enerǵıa total

por unidad de masa (e�v2{2) dentro de este volumen debe incluir el balance del flujo

de enerǵıa a través de las paredes del volumen, El trabajo de las fuerzas de superficie

y del volumen, el balance del flujo de calor a través de la superficie de control y el

calor eventualmente generado dentro del volumen por reacciones qúımicas, efecto

Joule, o de otra forma [49, 50].

Esquemáticamente:

�����
Taza de acumulación de pe� v2{2q dentro del volumen

de control, esto es, la variación de pe� v2{2q dentro de

volumen por unidad de tiempo

����

� �
��Flujo ĺıquido de pe� v2{2q

para afuera del volumen

��
��������

Trabajo de las fuerzas

aplicadas a la superficie

de control por unidad

de tiempo

�������
�
�� Trabajo de las fuerzas de

volumen por unidad de tiempo

��
�� Flujo ĺıquido de calor

Para afuera del volumen

�
� pTaza de generación de calor dentro del volumenq

Esta ecuación excluye algunas formas de transferencia de enerǵıa entre el medio y

el volumen de control, como, por ejemplo, el trabajo previsto al volumen de control

a través de un eje, que es el caso de motores, generadores de turbinas. Expresemos

cada una de las partes anteriores en forma matemática. La taza de acumulación de

pe� v2{2q dentro del volumen de control es dada por:»
V

B
Btρ

�
e� v2

2



dV.

44



Para calcular el flujo neto de pe� v2{2q para afuera del volumen, recordamos que el

flujo de masa a través de un elemento de área dA de la superficie de control es dado

por ρvjnjdA. Si lo multiplicamos por la enerǵıa total por unidad de masa, esto es,

por pe�v2{2q, tendremos una expresión para el flujo de la enerǵıa total que cruza el

elemento de área: ρpe � v2{2qvjnjdA. Integrando este término a lo largo de toda la

superficie de control tendremos el flujo neto de la enerǵıa para afuera de la superficie

de control: ¾
S

ρ

�
e� v2

2



vjnjdA.

El trabajo por unidad de tiempo de las fuerzas de superficie es dado por el producto

escalar de la fuerza por la velocidad local. El elemento de la fuerza de superficie es,

asu vez, dado por σijnjdA, conforme fue visto en el caṕıtulo anterior. El trabajo

elemental por unidad de tiempo de las fuerzas de superficie es entonces dado por

viσijnjdA.

El trabajo elemental por unidad de tiempo de las fuerzas de volumen es dado por

el producto escalar de las fuerzas de volumen, que en el caso presente es la fuerza

gravitacional, con el vector velocidad: ρvigidV .

Integrando el término referente al trabajo de las fuerzas de superficie a lo largo

de toda la superficie de control y de las fuerzas de volumen en todo el volumen,

obtenemos:

¾
S

viσijnjdA�
»
V

ρvigidV.

El flujo de calor para afuera del volumen de control a través de un elemento de área

dA de la superficie es dado por qjnjdA.

El calor generado en un elemento de volumen por unidad de tiempo es dado por

QdV .

Integrando el primer término a lo largo de toda la superficie de control y el segundo
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en todo el volumen obtenemos:

�
¾
S

qjnjdA�
»
V

QdV.

Cabe notar que la primera integral de arriba, con el signo negativo adelante, calcula

la taza neta de transferencia de calor para adentro del volumen de control. Reagru-

pando todos los términos obtenemos la ecuación de la enerǵıa total en la forma

integral:»
V

B
Btρ

�
e� v2

2



dV � �

¾
S

ρ

�
e� v2

2



vjnjdA�¾

S

viσijnjdA�
»
V

ρvigidV �
¾
S

qjnjdA�
»
V

QdV. (2.52)

Los términos que multiplican el factor ndA en las integrales de superficie son magni-

tudes vectoriales. Por tanto, se aplica el teorema de Gauss y estas integrales pueden

ser transformadas en integrales de volumen. La forma integral de la ecuación de la

enerǵıa total puede entonces ser reescrita como:

»
V

B
Btρ

�
e� v2

2



dV � �

»
V

B
Bxj ρ

�
e� v2

2



vjdV�»

V

Bviσij
Bxj dV �

»
V

ρvigidV �
»
V

Bqj
Bxj dV �

»
V

QdV.

La ecuación anterior se debe aplicar para volúmenes de cualquier tamaño, particu-

larmente, para volúmenes infinitesimales dV . Considerando este último caso, supri-

miendo el signo d integración, y dividiendo la ecuación resultante por dV y pasando

el primer término del lado derecho de la ecuación anterior para el lado izquierdo,

obtenemos:

B
Btρ

�
e� v2

2



� B
Bxj ρ

�
e� v2

2



vj � Bviσij

Bxj � ρvigi � Bqj
Bxj �Q (2.53)

Los dos términos del miembro izquierdo de la ecuación anterior se simplifican de la
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siguiente forma:

B
Btρ

�
e� v2

2



� B
Bxj ρ

�
e� v2

2



vj � ρ

B
Bt
�
e� v2

2



�

ρvj
B
Bxj

�
e� v2

2



�
�
e� v2

2


�Bp
Bt �

Bρvj
Bxj



� ρ

D

Dt

�
e� v2

2



,

pues
Bp
Bt �

Bpρvjq
Bxj � 0 (ecuación de continuidad).

Reescribimos el término de
ρpviσijq
Bxj y �BqjBxj de la ecuación 2.53, recordando que

σij � �pδij � τij (ecuación 2.24):

Bviσij
Bxj � B

Bxj vip�pδij � τijq � �BvipδijBxj � Bviτij
Bxj � �BvipBxi �

Bviτij
Bxj .

El flujo de calor y sustituyendo por su expresión, dada por la ley de Fourier:

qj � �k BTBxj . (2.54)

En notación vectorial:

q � �kgrad T. (2.55)

Esta ecuación es dada en coordenadas ciĺındricas y esféricas, respectivamente, por:

q � �k
�Bqr
Br er � 1

r

Bqr
Bθ eθ � Bqz

Bz ez



q � �k

�Bqr
Br er � 1

r

Bqr
Bθ eθ � 1

rsen θ

Bqφ
Bφ eφ



.

Obtenemos para el divergente de flujo de calor:

�BqjBxj � � B
Bxj

�
�k BTBxj



� k

B2

Bx2
j

� k∇2T.

Reagrupando los términos y dividiendo por ρ, obtenemos la ecuación de la enerǵıa

total:

D

Dt

�
e� v2

2



� �1

ρ
div vp� 1

ρ
div v � τ � v � g� k

ρ
∇2T � Q

ρ
. (2.56)

En la forma vectorial:

D

Dt

�
e� v2

2



� �1

ρ
div vp� 1

ρ
div v � τ � vg� k

ρ
∇2T � Q

ρ
(2.57)
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2.2.1.13. Ecuación de entalṕıa de estancamiento ph0 � h� v2

2
q

La ecuación de entalṕıa de estancación es obtenida a partir de la ecuación de la

enerǵıa total, que surge de la transformación de esta última, de la forma integral

para la forma diferencial, usando el teorema de Gauss. Sustituyendo las ecuaciones

2.24 y 2.54 en la ecuación 2.53 obtenemos:

B
Btρ

�
e� v2

2



�

� B
Bxj ρ

�
e� v2

2



vj � Bvjp

Bxj � Bviτij
Bxj � ρvigi � k

B2T

BxjBxj �Q.

Aqgrupando los dos primeros términos del miembro derecho de la ecuación anterior

y pasandolo para el miembro izquierdo, resulta:

B
Btρ

�
e� v2

2



� B
Bxj ρ

�
e� p

ρ
� v2

2



vj �

Bviτij
Bxj � ρvigi � k

B2T

BxjBxj �Q.

Sumando el término
Bp
Bt a los dos miembros de la última ecuación:

Bp
Bt �

B
Btρ

�
e� v2

2



� B
Bxj ρ

�
e� p

ρ
� v2

2



vj

� Bp
Bt �

Bviτij
Bxj � ρvigi � k

B2T

BxjBxj �Q.

El término
Bp
Bt del miembro izquierdo de la ecuación anterior puede ser incorporado

a Bpe�v2{2q
Bt

, resultando en:

B
Btρ

�
e� p

ρ
� v2

2



� B
Bxj ρ

�
e� p

ρ
� v2

2



vj

� Bp
Bt �

Bviτij
Bxj � ρvigi � k

B2T

BxjBxj �Q.

Como h0 � e� p

ρ
� v2

2
por definición, tenemos:

B
Btρh0 � B

Bxj ρh0vj � Bp
Bt �

B
Bxj viτij � ρvigi � k∇2T �Q.
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Desarrollando los términos del miembro izquierdo de esta última ecuación, obtene-

mos:

B
Btρh0 � B

Bxj ρh0vj � ρ
Bh0

Bt � ρvj
Bh0

Bxj � h0

�Bp
Bt �

Bρvj
Bxj



�

ρ
Bh0

Bt � ρvj
Bh0

Bxj � ρ
Dh0

Dt
,

Pues
Bρ
Bt �

Bρvj
Bxj � 0 (ecuación de continuidad). Por tanto, la ecuación de la entalṕıa

de estancamiento toma la forma:

Dh0

Dt
� 1

ρ

Bp
Bt �

1

ρ

Bviτij
Bxj � vigi � k

p
∇2T � Q

ρ
. (2.58)

En la forma vectorial:

Dh0

Dt
� 1

ρ

Bp
Bt �

1

ρ
div v � τ � v � g� k

ρ
∇2T � Q

ρ
. (2.59)

En el caso de un flujo permanente sin efectos viscosos, sin fuentes internas de calor e

despreciando efectos gravitacionales, la ecuación de entalṕıa de estancación se torna:

Dh0

Dt
� k

ρ
∇2T,

lo que muestra que la adición de calor a través de la superficie de la part́ıcula de

flúıdo hace aumentar la entalṕıa de estancamiento de la misma.

Se puede incorporar el término vigi de la ecuación 2.89 al miembro izquierdo de esta

ecuación, lo que resulta adicionar a la entalṕıa de ectancación un término referente

a la enerǵıa potencial. De hecho, considerando un referencial como el eje z en la

dirección vertical y orientado hacia arriba, se tiene que:

Dh0

Dt
� vigi �

� B
Bt � vj

B
Bxj



h0 � ρvzg.

Se puede escribir también que:

� B
Bt � vj

B
Bxj



gz � g

Bz
Bt � gvj

Bz
Bxj � gvj

Bz
Bxj � gvz

Bz
Bz � gvz,

pues:
Bz
Bt �

Bz
Bt |x,y,z�Cte � 0.
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Por tanto:
Dh0

Dt
� vigi � D

Dt

�
h� v2

2
� gz



y la ecuación 2.89 puede ser reescrita como:

D

Dt

�
h� v2

2
� gz



� 1

ρ

Bp
Bt �

1

ρ

Bviτij
Bxj � k

ρ
∇2T � Q

ρ
. (2.60)

2.2.2. Conceptual

Este trabajo no se considera conceptual ya que es un trabajo en ciencias básicas.

2.2.3. Teórico-conceptual

En este caṕıtulo presentamos las herramientas matemáticas preliminares básicas

para estudiar las ecuaciones de Navier-Stokes incluidos los resultados del análisis

funcional lineal y no lineal, aśı como la teoŕıa de los espacios funcionales. Presen-

tamos en particular algunos de los más utilizados teoremas como los de inmer-

sión y desigualdades diferenciales, para esto usaremos diferentes referencias como

[45, 57, 59, 60, 61, 62, 63] entre otros.

2.2.3.1. Teoremas del análisis funcional

Teoremas del análisis funcional lineal, el núcleo de esta subsección es el lema de Lax-

Milgran que indicamos para espacios separables de Hilbert aśı como su demostración

utilizando el método de Galerkin. Este método será muy útil en nuestras considera-

ciones posteriores, en las pruebas de la existencia de soluciones de problemas lineales

y no lineales.

Teorema 1. En un espacio reflexivo de Banach, cada bola cerrada es débilmente

compacta. Se puede encontrar una prueba por ejemplo en [59], para espacios sepa-

rables en [60].
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En particular sea txnu una sucesión en un espacio B reflexivo de Banach tal que

}xn}B ¤ M por algún M ¡ 0, entonces existe una subsucesión txµu de la sucesión

txnu y un elemento x en B con }x}B ¤M tal que txµu converge débilmente a x en

B; es decir para toda L funcional y continua en B,

ĺım
µÑ8

Lpxµq � Lpxq.

Teorema 2 (Lema Lax-Milgran para espacios separables). Sea H un espacio de

Hilbert separable con una norma } � }, L P H 1 un funcional lineal en H, apu, vq una

forma bilineal y continua en H �H, coerciva, es decir tal que para algunos α ¡ 0 y

para todo u P H
apu, uq ¥ α}u}2

entonces existe un único elemento u P H, tal que

apu, vq � Lpvq; @v P H (2.61)

Prueba. usamos el método de galerkin, al cual nos referiremos en el siguiente

caṕıtulo consiste en probar la existencia de elementos um P Hm tal que

apum, vq � Lpvq; @v P Hm (2.62)

donde Hm son subespacios dimensionales finitos de H tales que H1 � H2 � H3 �
� � � � Hm � � � � y Y8

m�1Hm es un subconjunto denso de H y luego al pasar al ĺımite

con n obtenemos (1).

Sea w1, w2, w3, � � � son bases de H y Hm � gentw1, w2, � � � , wmu m � 1, 2, 3, � � �

1. Mostraremos que para cada entero positivo m existe un um P Hm tal que (2.62)

se cumple. Sea

um �
m̧

k�1

ξkwk

entonces (2.62) es equivalente al sistema de ecuaciones lineales

m̧

k�1

ξkapwk, wLq � LpwLq, L � 1, 2, � � � ,m
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este sistema tiene una solución única pξ1, ξ2, � � � , ξmq por cada lado derecho si

y solo si la matriz tapwk, wLquk,L¤m es no singular. Mostraremos que el sistema

homogéneo
m̧

k�1

ξkapwk, wLq � 0, L � 1, 2, � � � ,m

tiene una única solución por ξk y agregamos las ecuaciones para obtener

m̧

`�1

m̧

k�1

ξ`ξkapwk, w`q � a

�
m̧

k�1

ξkwk,
m̧

`�1

ξkwk,
m̧

`�1

ξ`ξ`

�
� apum, umq � 0

De la coerciva de la forma ap�, �q obtenemos um � 0 como los vectores w1, w2, � � � , wm
son linealmente independientes, concluimos que ξ1 � ξ2 � � � � � ξm � 0 de ah́ı

la matriz tapwk, w`quk,`¤m es no singular y para cada número entero positivo m

existe una solución aproximada um P Hm.

2. convergencia de la sucesión tenemos

α}um}2 ¤ apum, umq � Lpumq ¤ }L}H 1}um}

de donde }um} ¤ 1

α
}L}H 1

para cada entero positivo m del Teorema 1 se deduce que existe una subsucesión

tuku de la sucesión de soluciones aproximadas tumu y un elemento u P H tal que

uµ Ñ u débilmente en H. Para µ ¥ j tenemos

apuµ, vq � Lpvq; @v P Hj � Hµ

Aśı que

ĺım
µÑ8

apuµ, vq � apu, vq � Lpvq para v P
8¤
j�1

Hj

como
8¤
j�1

Hj es un subconjunto denso de H, concluimos de la continuidad de ap�, �q

y Lp�q que (2.61) se mantiene para todo v P H.

3. Unicidad de u. Supongamos que tenemos dos elementos diferentes u1 y u2 tal que

apu1, vq � Lpvq y apu2, vq � Lpvq, para toda v P H por lo tanto apu1 � u2, vq y

52



tomando v � u1 � u2 obtenemos

0 � apu1 � u2, u1 � u2q ¥ α}u1 � u2}2

de aqúı u1 � u2, llegamos a una contradicción que demuestra la unicidad.

�

Observación 1. Si L es un funcional lineal y continuo en el espacio de Banach B,

escribiremos L P B1, el espacio dual de B y utilizamos la notación Lpvq � xL, vy
para v P B.

Como corolario obtenemos los siguientes

Teorema 3 (Teorema de Riesz-Fréchet para espacios separables). Sea H un espacio

de Hilbert separable con producto escalar p�, �q y norma }�} y sea L P H 1 un funcional

lineal y continuo en H entonces existe un único elemento u P H tal que

pu, vq � Lpvq para cada v P H y }u} � }L}H 1

Observación 2. En los dos teoremas anteriores la separabilidad del espacio H no

es esencial, para las pruebas ver [57].

Teoremas de punto fijo

los teoremas del punto fijo son la herramienta básica que utilizaremos, comenzamos

con el principio de contracción de Banach el único teorema de esta subsección que

garantiza la singularidad del punto fijo la existencia de un punto fijo único es una

condición fuerte, sin embargo y en la mayoŕıa de los casos haremos uso de los teo-

remas de Schauder o Leray-schauder. Ambos siguen del Teorema del punto fijo de

Brower.

Teorema 4 (Principio de contracción de Banach). Sea T un operador definido en

el espacio X de Banach con valores en X. Suponga que T es una contracción, es

decir, que un número α, 0 ¤ α   1 existe tal que para todos los pares de elementos

u, v P X tenemos

}Tu� Tv}X ¤ α}u� v}x
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entonces existe un único elemento u P X tal que Tu � u.

Prueba. Sea u0 un elemento arbitario del espacio X. Entonces la sucesión u0, u :

1, u2, � � � donde para n ¥ 1, un se define recursivamente por un � Tun�1, converge

en X hasta el punto fijo del operador T . �

Teorema 5 (Brouwer). Sea K un conjunto no vaćıo convexo y compacto en Rn,

si T : K Ñ K es un mapeo continuo, luego tiene al menos un punto fijo, es decir

existe u0 P K tal que T pu0q � u0.

Prueba. Para la prueba ver [60, 61]. �

Teorema 6 (Schauder). Sea K un conjunto cerrado no vaćıo, acotado y convexo

en un espacio X de Banach. T es completamente continuo (es dcir compacto y

continuo) operador definido en K tal que

T pKq � K

entonces existe al menos un elemento u0 P K tal que T pu0q � u0.

Observación 3. Si X � Rn, entonces el Teorema de Schauder se reduce al Teorema

de Brouwer.

Prueba. La cerradura del conjunto T pKq es compacto. para cada n P N existe una

sucesión x1, x2, � � � , xΓpnq en T pKq tal que

mı́n
1¤i¤Γn

}x� xi}x   ε � 1

n
para cada x P T pKq

�

Sea Xn el casco lineal del conjunto tx1, x2, � � � , xΓpnqu, es decir, el conjunto de todos

los puntos de la forma λ1x1 � � � � � λΓpnqXγpnq, donde λ1, � � � , λΓpnq son números

reales arbitrarios escribiremos xn � Gentx1, � � � , xΓpnqu. El conjunto kn es convexo,

avotado, cerrado, no vaćıo y se encuentra en un subespacio dimensional finito de X,

definimos el mapa Tn : K Ñ Kn por

TnpXq � F 1
n
T pXq
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donde

Fεpxq �
°Γpnq
i�1 mipxqxi°Γpnq
i�1 mipxq

mipxq �
$&% ε� }x� xi}X ; cuando }x� xi}X   ε

0 ; cuando }x� xi}X ¥ ε

Tenemos FεpKq � Kn. El mapa Tn es continuo, ya que las funciones mi son continuas

para un arbitrario x P K tenemos

}Tx � Tnx}X �
����°mipTxqTx�

°
mipTxqxi°

mipTxq
����
X

¤
°
mipTxq}Tx� xi}X°

mipTxq   1

n
(2.63)

Por lo tanto, hemos aproximado de manera uniforme el operador compacto T me-

diante un operador de dimensión finita Tn como Tn : Kn Ñ Kn satisface la hipótesis

del Teorema del punto fijo de Brouwer, existe �xn tal que Tn�xn � �xn, como T es

compacto, la sucesión t�xnu tiene una subsucesión convergente �xnk Ñ rx, de la conti-

nuidad de T se sigue que T
rxnk

Ñ Trx, de (2.63) concluimos que T
rxnk

� Tnkrxnk Ñ 0,

por lo tanto Trx � rx, y T tiene un punto fijo en K.

Teorema 7 (Leray-Schauder). Sea T un mapeo completamente continuo de un es-

pacio X de Banach en si mismo y supongamos que existe una constante M tal que

}x}X  M (2.64)

para toda x P X y σ P r0; 1s satisfaciendo x � σTx. Entonces T tiene un punto fijo.

Prueba. (cf. [57]) podemos asumir sin pérdida de generalidad que M � 1, definimos

el mapa T � por

T �x �

$'&'%
Tx ; si }Tx}X ¤ 1
Tx

}T }X ; si }Tx}X ¡ 1

Entonces, T � es un mapeo continuo de la bola unitaria cerrada Bp1q � tx P X :

}x}x ¤ 1u en si misma, como el conjunto TBp1q es precompacto, lo mismo es cierto

para T �Bp1q, del teorema del punto fijo de Schauder se decue que T tiene un punto
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fijo x. Mostraremos que x es un punto fijo de T de hecho, si }Tx}x ¡ 1, entonces

x � T �x � σTx con σ � 1

}Tx}X y }x}X � }T �x}X � 1, que contradice (2.64). �

Teorema 8 (Kakutani-Fan-Glicksberg). Sea S � X un conjunto, no vaćıo, compac-

to y convexo, donde X es un espacio vectorial topológico de Hausdorsff localmente

convexo y permiteque el multifuncional ϕ : S Ñ 2S tiene valores convexos no vaćıos

y gráfico cerrado, entonces el conjunto del punto fijo de ϕ (i.e. tx P S : x P ϕpxqu
es no vaćıo y compacto).

2.2.3.2. Espacios de Sobolev y distribuciones

Asumimos que Ω es un subconjunto abierto no vaćıo de Rn, n es un entero positivo.

Definición 1. Por LP pΩq, 1 ¤ p   8, denotamos un espacio lineal de funciones de

valores reales f definidas en Ω tales que |f |P es integrable en Ω con respecto a la

medida de Lebesgue. El funcional

f Ñ }f}LP pΩq �
�»

Ω

|f |Pdx

1{P

es una norma en LP pΩq (siempre que identifiquemos funciones que son iguales entre

si en casi todas partes en Ω).

El espacio LP pΩq es un espacio de Banach, para P � 2 es un espacio de Hilbert con

un producto escalar pf, gq �
»

Ω

fgdx

Tenemos:

Teorema 9. Sea tfnu una sucesión de Cauchy en LP pΩq, es decir

ĺım
m,nÑ8

}fm � fn}LP pΩq � 0

entonces existe f P LP pΩq y una subsucesión tfvu de la sucesión tal que ĺım
vÑ8

}fv �
f}LP pΩq � 0

(completitud de LP pΩq), y fvpxq Ñ fpxq para casi todas las x P Ω además existe

h P LP pΩq, con hpxq ¥ 0, a.e. en Ω tal que |fvpxq| ¤ hpxq para cada x P Ω.
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Definición 2. por L8pΩq denotamos el conjunto de funciones reales medibles f en

Ω para el cual

essSupt|fpxq| : x P Ωu � ı́nftk ¡ 0;µptx P Ω : |fpxq| ¡ kuq � 0u   8

el espacio lineal L8pΩq con norma

}f}L8pΩq � essSupt|fpxq| : x P Ωu

es un espacio de Banach.

Decimos que una función real f en Ω es localmente integrable en Ω, y se escribe

f P LPLocpΩq, si para cada compacto K � Ω, f es integrable en K.

Similarmente, definimos espacios LPLOCpΩq, para 1   p   8, para f definido en Ω

definimos el soporte de f como el cierre del conjunto tx P Ω : fpxq � 0u y denotamos

esto por suppf .

Sea α � pα1 � � � , αnq ser un multi-indice cuyas coordenadas son enteras no negativas.

Escribimos |α| � α1 � � � � � αn, y

Dα � B|α|
Bα1x1 � � � Bαnxn

decimos que f P CkpΩq (resp. f P CkpΩq) si existen derivadas parciales Dαf para

toda α con |α| ¤ k que son continuas en Ω (respectivamente Ω).

Además C8pΩq � �8
k�1C

kpΩq
por C8

0 pΩq denotamos el conjunto de f P C8pΩq para el cual suppf � Ω. Si Ω es

acotado, suppf es un subconjunto compacto de Ω.

Lema 1. cf. [45, 62] El conjunto C8
0 pΩq es denso en LP pΩq para 1 ¤ p   8.

Lema 2. (Du Bois-Reymond, cf. [45, 63]) Sea f P L1
LocpΩq y

»
Ω

fϕdx � 0 para

cada ϕ P C8
0 pΩq. Entonces f � 0 casi en todas partes en Ω.

Definición 3 (Derivada generalizada). Sea α � pα1, � � � , αnq un multíındice cuyas

coordenadas son enteros no negativos llamamos a una función fα P L1pΩq la α

derivada generalizada en Ω de f P L1
LocpΩq si para cada ϕ P C8

0 pΩq»
Ω

fDαϕdx � p�1q|α|
»

Ω

fαϕdx
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Definición 4 (Espacio de Sobolev Wm,ppΩq). Sea m un entero positivo 1 ¤ p   8
por Wm,ppΩq denotamos un subespacio lineal de los elementos f en LppΩq para el

cual las derivadas parciales generales Dαf existen para toda |α| ¤ m y pertenecen

a LppΩq con la norma

}f}Wm,ppΩq �
�� ¸

|α|¤m

}Dαf}PLP pΩq

�1{P

(2.65)

Lema 3. (cf. [45, 62]) El espacio Wm,ppΩq es un espacio de Banach, para 1   P  
8, Wm,P pΩq es reflexivo.

Lema 4. Para 1   P   8 cada sucesión acotada en Wm,P pΩq contiene una subsu-

cesión débilmente convergente.

Definición 5. Por Wm,P
0 pΩq denotamos la clausura del conjunto C8

0 pΩq en la norma

Wm,ppΩq.

Los espacios Wm,P pΩq también se denotan por Wm
P pΩq.

Los espacios Wm,2pΩq y Wm,2
0 pΩq, denotados también por Hm

0 pΩq, respectivamente,

son espacios de Hilbert con producto escallar

pf, gq �
¸

|α|¤m

»
Ω

DαfDαgdx

Definición 6. Sea m un entero positivo, 1   p   8 y 1
P
� 1

q
� 1, por W�m,qpΩq

denotamos el,espacio de funcionales lineales continuos en el espacio Wm,p
0 pΩq.

Los espacios W�m,2pΩq también se denotan por H�mpΩq ahora definiremos las dis-

tribuciones y las derivadas distribucionales, introduzcamos en el conjunto C8
0 pΩq.

La siguiente noción de convergencia.

Definición 7. Decimos que una sucesión tϕnu � C8
0 pΩq converge a cero si existe

un compacto K � Ω tal que

(i) Suppϕn � K para cada ϕn.

58



(ii) ĺım
nÑ8

Dαϕn � 0 para cada multi-́ındice α, uniformemente en Ω, denotamos por

DpΩq el conjunto C8
0 pΩq junto con la convergencia introducida anteriormente.

Definición 8. Llamamos al mapa T : DpΩq Ñ R una distribución en Ω si es lineal,

es decir

T pαϕ� βϕq � αT pϕq � βT pψq

para toda α, β P R y ϕ y ψ P D y si ĺım
nÑ8

T pϕnq � 0.

Para cada sucesión tϕnu � DpΩq que converge a cero en DpΩq denotamos por D 1pΩq
el conjunto de todas las distribuciones en Ω y escribimos xT, ϕy en cambio T pϕq para

f P L1
LocpΩq, el mapa en D definido por

xTf, ϕy �
»

Ω

fϕdx

es una distribución, por Lema 2 podemos identificar esto con f , y escribimos

xf, ϕy �
»

Ω

fϕdx

distribuciones que pueden representarse por funciones integrables localmente las

llamamos regular.

Un ejemplo de una distribución que no es regular es el mapa

δpx0q � DpΩq Q ϕÑ δx0pϕq � ϕpx0q P R

para algún x0 P Ω, llamado el Delta de Dirac.

Definición 9 (Derivada distribucional). Sea T P D 1pΩq. Entonces el mapa
BT
Bxi : DpΩq Ñ R, i P t1, � � � , nu, definido por

B BT
Bxi ;ϕ

F
� �

B
T ;

Bϕ
Bxi

F
para ca-

da ϕ P DpΩq, es una distribución, similarmente, para un multi-́ındice arbitrario α

definimos DαT P DBpΩq por

xDαT, ϕy � p�1q|α| xT,Dαϕy

para cada ϕ P DpΩq.
Para T P DBpΩq. Llamamos DαT la α-ava derivada distribucional de T .
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Definición 10. Decimos que un subconjunto abierto y acotado Ω � Rn pertenece

a la clase Ck,8, 0 ¤ α ¤ 1, k un entero no negativo, si para cada punto x0 P BΩ

existe una bola B centrada en x0 y uno a uno un mapeo ψ de B sobre D � Rn tal

que.

(i) ψpB X Ωq � Rn � tx � px1, � � � , xnq P Rn;xn ¡ 0u

(ii) ψpB X BΩq � BRn
�

(iii) ψ P Ck,αpBq, ψ�1 P Ck,8pDq

Si el ĺımite de Ω es la suficientemente uniforme, digamos Ω P C0,1, entonces los espa-

cios de Sobolev Wm,ppΩq dfinidos como en la definición 3.4 anterior puede describirse

alternativamente como el cierre del conjunto CnpΩq en la norma (3.5), cf[142] de es-

ta nueva definición de W n,ppΩq (siempre que el ĺımite de Ω es lo suficientemente

suave). Aún otra definición, equivalente a la definición de 3.4 de los espacios de So-

bolev. Se puede dar en términos de las distribuciones, definimos el espacio Wm,ppΩq
como el subespacio lineal de aquellos f P LppΩq para el cual todas las derivadas

distribucionales Dαf, |α ¤ m|, pertenecen a LppΩq, con norma (3.5).

2.2.3.3. Algunos teoremas de inmersiones y desigualdades

Comenzamos con tres resultados generales.

Teorema 10. cf. [57, 11] Sea Ω un subconjunto abierto y acotado de Rn con ĺımite

de Lipschitz, es decir Ω P C0,1. Entonces

(i) Si kp   n, entonces el espacio W k,ppΩq esta continuamente inmerso en el

espacio Lp
�pΩq, p� � np{pn � kpq, e inmerso de forma compacta en LqpΩq

para q   p�.

(ii) Si 0 ¤ n   k� n
p
  n� 1, entonces el espacio W k,ppΩq esta inmerso continua-

mente en Cn,αpΩq, α � k� n

p� n
, e inmerso compactamente en Cn,βpΩq, para

β   α.
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Lema 5 (Una versión del Teorema de Rellich, cf. [63]). Sea Ω un subconjunto abierto

y acotado de Rn. Entonces la inmersión de H1
0 pΩq en L2pΩq es compacta.

Teorema 11. cf. [58, 64] Sea Ω un dominio acotado en Rn con el ĺımite Lipschitz,

y sea u una función en W n,rpΩq X LqpΩq, 1 ¤ r, q ¤ 8. Para algún multi-́ındice j,

0 ¤ |j|   m, y para algún número θ del intervalo
|j|
m

¤ θ ¤ 1, estableces

1

p
� |j|
m

� θ

�
1

r
� m

n



� p1� θq1

q

si m� |j| � n

r
no es un entero negativo, entonces

}Dju}LppΩq ¤ C}u}θWm,rpΩq}u}1�θ
LqpΩq (2.66)

Si m�|j|� n

r
es un entero no negativo, entonces la desigualdad 2.71 se cumple para

θ � |j|
m

. La constante C solo depende de Ω, r, q, m, , θ.

Ahora indicaremos algunos casos especiales de los teoremas 10 y 11 úitles en los

siguientes caṕıtulos.

Sea Ω � R3 como en el Teorema 3.10, entonces.

1. H 1pΩq esta continuamente inmerso en L6pΩq.

}u}L6pΩq ¤ c}u}H 1pΩq

(c.f. Lema 3.9 a continuación)

2. H 1pΩq esta continuamente inmerso en L4pΩq.

3. H2pΩq esta continuamente inmerso en C0, 1
2 pΩq, y C0, 1

2 pΩq esta compactamente

inmerso en CpΩq, en particular tenemos

sup ess
xPΩ

|upxq| ¤ C}u}H2pΩq

Sea Ω un dominio acotado en R3 como ĺımite Lipschitz. Entonces

}u}L4pΩq ¤ C}u}
3
4

H 1pΩq}u}
1
4

L2pΩq

[cf. Desigualdad (3.10)]
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Lema 6. Sea Ω un subconjunto abierto y acotado de Rn, n un entero positivo,

d � mbdiampΩq � supt|x � y| : x, y P Ωu. Entonces, para cada u P H1
0 pΩq y

i P t1, � � � , nu
}u}L2pΩq ¤ d?

2

���� BuBxi
����
L2pΩq

(2.67)

Demostración. Sea u P C8
0 pΩq, y fijando i � 1. Tenemos

upxi, � � � , xnq �
» x1
�8

Bu
Bt pt, x2, � � � , xnqdt

Por la desigualdad de Schwartz.

|upx1, � � � , xnq| ¤
» x1
x�1

����BuBt pt, x2, � � � , xnq
����2 dtpx1 � x�1q

¤
» �8

�8

���� BuBx1

pxq
����2 dx1px1 � x�1q

donde x�1 � inftt : upt, x2, � � � , xnq � 0, pt, x2, � � � , xnq P Ωu integrando con respecto

a x1 obtenemos » �8

�8

|upxq|2dx ¤ d2

2

» �8

�8

���� BuBx1

pxq
����2 dx1

ahora integrando con respecto a x2, � � � , xn obtenemos la desigualdad 2.67 para i � 1

y u P C8
0 pΩq. Sea u P H1

0 pΩq. Existe una sucesión tunu � C8
0 pΩq. Sea u P H1

0 pΩq,
existe una sucesión tunu � C8

0 pΩq convergente a u en H1
0 pΩq. Probamos 2.67 para

u, pasando al ĺımite en

}un}L2pΩq ¤ d?
2

����BunBxi

����
L2pΩq

para i P t1, � � � , nu �

Corolario 1. sea Ω � Rn un conjunto abierto y acotado entonces las siguientes dos

normas son equivalentes en H1
0 pΩq

}u} �
��}u}2

L2pΩq �
¸
|α|�1

}Dαu}2
L2pΩq

�1{2

y

}|u}| �
�� ¸

|α|�1

}Dαu}2
L2pΩq

�1{2
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Lema 7 (Desigualdad ladyzhenkaya en dos dimensiones). Sea Ω � R2 un conjunto

abierto y acotado. Entonces para toda u P H1
0 pΩq

}u}L4pΩq ¤ 21{4}u}1{2
L2pΩq}Du}1{2

L2pΩq (2.68)

Prueba. cf. [65] Demostraremos la desigualdad (2.68) para funciones uniformes con

soporte compacto en Ω, y el caso general se deriva inmediatamente de la densidad

de estas funciones en H1
0 pΩq. Sea u P C8

0 pΩq por conveniencia consideramos u como

definida en todo el espacio R2 e igual a cero fuera de Ω.

Tenemos

u2px1, x2q � 2

» xk
�8

uuxxdxk para k � 1, 2

De esto

máx
xk

u2px1, x2q ¤ 2

» 8

�8

máx
x2

u2dx1

» �8

�8

máx
x1

u2dx2 (2.69)

y por la desigualdad de Schwarz»
R2

u2dx ¤
» �8

�8

máx
x2

u2dx1

» �8

�8

máxu2dx2

¤ 4

»
R2

|uux2 |dx
»
R2

|uux1 |dx

¤ 2

»
R2

|u|2dx
»
R2

|Du|2dx,

Que demuestra el lema para funciones suaves con soporte compacto en Ω. �

Lema 8 (Desigualdad Ladyzhenskaya en tres dimensiones). Sea Ω � R3 un conjunto

abierto y acotado. Entonces para toda u P H1
0 pΩq.

}u}L4pΩq ¤
?

2}u}1{4
L2pΩq}Du}3{4

L2pΩq (2.70)

Prueba. [cf. [65]] Como en el Lema anterior, basta con probar la desigualdad (2.70)

para funciones uniformes con soporte compacto. Sea u P C8
0 pΩq. Tenemos por (2.68)
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y (2.69) »
R3

u4dx ¤ 2

» �8

�8

�»
R2

u2dx1dx2

»
R2

pu2
x1
� u2

x2
qdx1dx2



dx3

¤ 2máx
x3

»
R2

u2dx1dx2

»
R3

|Du|2dx

¤ 4

»
R3

|uux3 |dx
»
R3

|Du|2dx

¤ 4

�»
R3

|u|2dx

1{2�»

R3

|Du|2dx

3{2

Da la desigualdad. �

Lema 9 (cf. [65]). Sea Ω � R3 un conjunto abierto y acotado. Entonces para toda

u P H1
0 pΩq

}u}L6pΩq ¤ 481{6}Du}L2pΩq (2.71)

Prueba. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u P C8
0 pΩq y u ¥ 0,

tenemos.

I �
»
R3

u6dx �
» 8

�8

�»
R2

u3u3dx2dx3



dx1

¤
» 8

�8

�» 8

�8

máx
x2

u3dx2



dx1

¤ 9

» 8

�8

�»
R2

|u2ux2|dx2dx3

»
R2

|u2ux3|dx2dx3



dx1

¤ 9

»
R1

#»
R2

u4dx2dx3

�»
R2

u2x2dx2dx3


1{2�»
R2

u2
x3
dx2dx3


1{2
+
dx1

Ahora usamos la desigualdad de Schwarz y procedemos de la siguiente manera.

I ¤ 9máx
x1

»
R2

u4dx2dx3

�»
R3

u2x2dx


1{2�»
R3

u2x3dx


1{2

¤ 36

»
R3

|u3ux1|dx
�»

R3

|u2x2|dx

1{2�»

R3

|u2x3|dx

1{2

¤ 36
?
I

3¹
i�1

�»
R3

|u2xi|dx

1{2
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En el final

?
I ¤ 36

3¹
i�1

}uxi}L2pΩq � 36

#
3¹
i�1

}uxi}2
L2pΩq

+1{2

¤ 36

$&%3�3

�
3̧

i�1

}uxi}2
L2pΩq

�3
,.-

1{2

Como pa1a2a3q1{3 ¤ a1 � a2 � a3

3
para ai ¥ 0, lo que da la desigualdad deseada. �

Teorema 12 (Desigualdad de Hardy, cf. [66, 62]). Sea a, b P R, a   b, u P Lppa, bq
con p ¡ 1. Entonces» b

a

�
1

x� a

» x
a

|upsq|ds

p

dx ¤
�

p

p� 1

p
» b
a

|upxq|pdx


, (2.72)

y » b
a

�
1

b� x

» b
x

|upsq|ds

p

dx ¤
�

p

p� 1


p » b
a

|upxq|pdx (2.73)

Prueba. Sea unpxq � 0, para x P pa, a � 1
n
q y unpxq � upxq para x P pa �

1
n
, bq. Probaremos la primera desigualdad. Integrando por partes y la desigualdad de

Holder tenemos» b
a

�
1

x� a

» x
a

|unpsq|ds

p

dx � 1

pb� aqp�1p1� pq
�» b

a

|unpsq|ds

p

� p

p� 1

» b
a

1

px� aqp�1

�» x
a

|unpsq|ds

p�1

|unpxq|dx

¤ p

p� 1

» b
a

1

px� aqp�1

�» x
a

|upsq|ds

p�1

|unpxq|dx

¤ p

p� 1

�» b
a

1

px� aqp
�» x

a

|unpsq|ds

p

dx


pp�1q{p�» b
a

|unpxq|pdx

1{p

Aśı, » b
a

�
1

x� a

» x
a

|unpsq|ds

p

dx ¤
�

p

p� 1


p » b
a

|upxq|pdx (2.74)

Para n P N, aplicando el lema de Fatou obtendremos (2.72) de manera similar

obtenemos la segunda desigualdad. �
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2.2.3.4. Espacios de Sobolev de funciones periódicas

Consideramos espacios de Sobolev Hs
ppQq de funciones L periódicas en el dominio

m dimensional Q � r0, Lsm. Sea C8
P pQq el espacio de restricciones a Q de funciones

infinitamente diferenciables que son L periódicas en cada dirección, esto es, upx �
Lejq � upxq, j � 1, � � � ,m (Por ejemplo denotamos los vectores de base canónica,

ej � p0, � � � , 1, � � � , 0q, donde 1 está en la j-ésima coordenada).

Definición 11. Para un entero no negativo arbitrario S, definimos el espacio de

Sobolev HS
P pQq como la completación de C8

P pQq en la norma.

}u}HS
P pQq

�
$&% ¸

0¤|α|¤S

}Dα
u}2

L2pQq

,.-
1{2

denotamos, α � pα1, � � � , αmq para enteros no negativos α1, � � � , αm, |α| � α1, � � � , αm,

α! � α1!α2! � � �αm!. Por X � px1, � � � , xmq, Xα � xα1
1 x

α2
2 � � � xαmm , Dα � B|α|

Bxα en esta

notación, la serie de Taylor en Rm puede escribirse igual que

fpxq �
¸
|α|¥0

1

α!
Dαfpx0qpx� x0qα

Caracterización de los espacios de Sobolev HS
P pQq mediante

las series de Fourier

Cada función u P C8
P pQq tiene una representación

upxq �
¸
kPZm

cke
2πik x

L

donde ck son números complejos. Consideremos funciones reales, para las cuales

c�k � ck. Se sabe que para las funciones de la forma C8
P pQq la serie anterior converge

uniformemente. Tenemos

Dαupxq �
�

2πi

L


|α| ¸
kPZm

ckK
αe2πik x

L
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De la identidad de Parseval

}Dαu}2
L2pQq � Lm

�
2π

L


2|α| ¸
kPZm

|ck|2k2α

Introducimos una nueva norma en HS
P pQq por

}u}2
HS
f pQq

�
# ¸
kPZm

p1� |k|2sq|ck|2
+1{2

Lema 10. Las normas } � }HS
P

y } � }HS
f pQq

son equivalentes, esto es

C1}u}HS
f pQq

¤ }u}HS
P pQq

¤ C2}HS
f pQq}

para toda u P HS
P pQq y alguna constante positiva C1 y C2.

Prueba. Para todo entero S existen constantes positivas C1, C2 tales que para toda

k P Rm

C1 ¤
°

0¤|α|¤S k
2α

1� |k|2S ¤ C2 (2.75)

ahora

}u}2
HS
P pQq

�
¸

0¤|α|¤S

}Dαu}2
L2pQq � Lm

¸
0¤|α|¤S

�
2π

L


2|α|
� ¸
kPZm

|ck|2k2α

�

¤ C
¸
kPZm

�� ¸
0¤|α|¤S

|k|2|α|
�|Ck|2 ¤ cC2

¸
kPZm

p1� |k|2Sq|Ck|2

� cC2}u}2
HS
f pQq

Tomando c2 � cC2 tenemos la segunda desigualdad del Lema. Utilizando una vez

mas 2.75 obtenemos la primera desigualdad del lema. �

Tenemos a si

Lema 11. El espacio HS
P pQq coincide con#

u P L2pQq : upxq �
¸
kPZm

cke
2πik x

L , ck � c�k,
¸
kPZm

|k|2S|ck|2   8
+
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Lema 12. En el espacio

HS
P pQq �

"
u P HS

P pQq :

»
Q

upxqdx � 0

*
(De esto u P HS

P pQq para el cual c0 � 0 en su representación en serie) La expresión

}u}HP
S pQq

�
� ¸
kPZm

|k|2s|ck|2
�1{2

es una norma equivalente a la norma } � }HS
P
pQq.

Prueba. La prueba viene de la desigualdad de Poincaré

}u}HS
P pQq

¤ L

2π
}Du}L2pQq (2.76)

que vale para todo u en H 1
P pQq de hecho, tenemos

}Du}2
L2pQq �

¸
|α�1|

}Dαu}2
L2pQq �

¸
|α�1|

Lm
�

2π

L


2 ¸
kPZmzt0u

|ck|2|k|2

¥
�

2π

L


2

Lm
¸

kPZmzt0u

|ck|2 �
�

2π

L


2

}u}L2pQq

con lo cual termina la prueba. �

En el espacio } }HS
P pQq

introducimos el producto escalar

pu, vqHS
P pQq

�
¸
kPZm

|k|2sckdk,

por upxq �
¸
kPZm

cke
2πix x

L , V pxq �
¸
kPZm

dke
�2πik x

L

también tenemos

ck � ûpkq � 1

Lm

»
Q

upxqe�2πik x
Ldx

Los coeficientes de Fourier û de u son amplitudes complejas de armónicos e2πik x
L

asociados a los números de onda
2πk

L
es igual

L

|k| tenga en cuenta

L?
mkmáx

¤ L

|k| �
La

k2
1 � � � � � k2

m

¤ L

kmı́n
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Teorema 13 (Teorema de inmersión de Sobolev). Sea u P HS
P pQq, S ¡ m

2
. Entonces

u P C0
P pQq y

sup
xPQ

|upxq| � }u}L8pQq ¤ CpSq}u}HS
P pQq

Prueba. Sea upxq �
¸
kPZm

cke
2πik x

L . Entonces, para S ¡ m

2
tenemos

}u}L8pQq ¤
¸
kPZm

|ck| ¤
¸
kPZm

1

p1� |k|2Sq1{2 p1� |k|2Sq1{2|ck|

¤
# ¸
kPZm

1

1� |k|2S
+1{2# ¸

kPZm

p1� |k|2Sq|ck|2
+1{2

� Cpsq}u}HS
P pQq

Además, la convergencia absoluta de la serie de coeficientes
¸
kPZm

|ck| implica la con-

vergencia uniforme de la serie de Fourier de u y, en consecuencia, la continuidad de

u. �

Teorema 14 (Rellich-Kondrachov). El espacio H 1
P pQq está inmerso de forma com-

pacta en el espacio L2pQq lo que significa que por cada sucesión de funciones acotadas

en H1
p pQq existe una subsucesión de funciones que es convergente en L2pQq.

Prueba. Sea tunu, unpxq �
¸
kPZm

cn, K
e2πik

x
L , n P N es una sucesión acotada en

H1
P pQq esto es, ¸

kPZm

p1� |k|2q|cn,k|2 ¤M

para toda n y alguna constante positiva M . Tenemos que demostrar que existe una

subsucesión uj que converge a alguna u� �
¸
kPZm

c�ke
2πik x

L P H 1
P pQq fuertemente en

L2pQq. Se sabe que de cada sucesión limitada en un espacio de Hilbert se puede

elegir una subsucesión débilmente convergente.

Supongamos que uj converge débilemente a u� en H 1
P pQq entonces u� satisface.¸

kPZm

p1� |k|2q|C�
k |2 ¤M

�
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Observación 4. Sea uj convergente débilmente a u� en H 1
P pQq. Notemos que esto

es equivalente a la convergencia de todos los coeficientes de Fourier, a saber cj,k Ñ c�k

como j Ñ 8, para todo k P Zm.

Vamos a demostrar que la subsucesión uj converge a u� en L2pQq. Observe que¸
kPZm

p1� |k|2q|cj,k � c�k|2 ¤ 4M

donde:

}uj � u�}2
L2pQq �

¸
kPZm

|cj,k � c�k|2 ¤
¸
|k|¤k

|cj,k � c�k|2 �
1

k2

¸
|k|¡k

|cj,k � c�k|2|k|2

¤
¸
|k|¤k

|cj,k � c�k|2 �
4M

k2

para cada ε ¡ 0 podemos tomar k lo suficientemente grande para que
4M

k2
  ε

2
.

Entonces, en vista de la observación 4 podemos tomar j suficientemente grande para

que el primer término en el lado derecho sea más pequeño que
ε

2
. Esto demuestra la

convergencia uj Ñ u� en L2pQq.

Ecuación de Laplace en espacios de Sobolev de funciones pe-

riódicas

Sea f P L2pQq supongamos que buscamos u P HS
P pQq satisfaciendo la ecuación

�∆u � f (2.77)

si u P HS
P pQq es una solución de (2.77) entonces para una constante arbitraria

c, u � c también es una solución en el mismo espacio. Para garantizar la unicidad

restringimos nuestra atención a soluciones que satisfacen la propiedad adicional.»
Q

upxqdx � 0 (2.78)

que es equivalente a u P HS
P pQq. Pero también tenemos»

Q

∆upxqdx � 0 (2.79)
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Observación 5. Notar que si u P HS
P pQq satisface (2.78) entonces se cumple (2.79).

Luego se tiene que »
Q

fpxqdx � 0,

donde f esta en L2pQq � H0
P pQq. Ademas, para cualquier f P L2pQq existe una

constante c tal que f � c P L2pQq, en consecuencia, para que la solución sea única,

asumiremos que f P L2pQq.

Sea

fpxq �
¸
kPZm

fke
2πik

x

L ; f0 � 0

y

upxq �
¸
kPZm

cke
2πik x

L ; u0 � 0 (2.80)

Calculamos

�∆upxq �
�

2π

L


2 ¸
kPZm

|k|2uke2πik k
L �

¸
kPZm

fke
2πik x

L � f

y comparando los coeficientes obtenemos

uk � L2

4π2

fk
|k|2 para k � 0 (2.81)

Podemos probar ahora lo siguiente.

Lema 13. Si f P L2pQq y u P H 1
ppQq es una ecuación generalizada de la ecuación

de Laplace, esto es u satisface la identidad integral»
Q

∇u : ∇vdx �
»
Q

fvdx (2.82)

para toda v en C 1
P pQq, entonces u P H2

P pQq y

}u}H2
P pQq

¤ C}f}L2pQq (2.83)

Prueba. Observemos que la identidad integral anterior podemos tomar las fun-

ciones Lds funciones de prueba del espacio H1
P pQq. Entonces la existencia de una

solución generalizada única en H1
P pQq sigue fácilmente del Teorema Riesz-Frechet
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esta solución se da por (2.80) donde los coeficientes se dan en (2.81), además, la

solución pertenece a H2
P pQq, como

}u}2
H2
P pQq

�
¸
kPZm

|k|4|uk|2 �
¸
kPZm

|k|4
�
L2

4π2
� fk|k2|


2

� L4

16π4

¸
kPZm

|fk|2 � L4

16π4
}f}L2pQq

Esto finaliza la prueba. �

Observando la ecuación �∆u � f como en la ecuación abstracta del operador

Au � f en el espacio L2pQq con el operador A : L2pQq � DpAq Ñ L2pQq vemos que

DpAq � tu P H 1
P pQq : Au P L2pQqu � H2

P pQq

de hecho, de (2.83) resulta que DpAq � H2
P pQq, por otro lado, para cada u en H2

P pQq,
Au P L2pQq, de donde H2

P pQq � DpAq.

Lema 14. El operador A es invertible en L2pQq y A�1 : L2pQq Ñ L2pQq es com-

pacto, esto es, asigna conjuntos acotados en L2pQq a conjuntos precompactos en

L2pQq.

Prueba. De las consideraciones, sabemos que el operador A�1 asigna L2pQq a

H2
P pQq y que la correspondencia es uno a uno. Del Teorema 14 se deduce que H2

p pQq
esta inmerso de forma compacta en L2pQq, donde A�1 es compacto. �

Lema 15. En el caso considerado de condiciones de frontera periódicas, las funcio-

nes propias del operador laplaciano en L2pQq pertenecen a C8
P pQq.

Prueba. Sea AW � λW P L2pQq, del Lema 13 se decue que W P H2
P pQq por

lo tanto AW � λW P H2
P pQq. Asi concluimos que W P H1

P pQq. Por inducción

obtenemos W P HS
P pQq para cada entero S, ahora, es suficiente usar el Teorema de

inmersión de Sobolev para concluir que W pertenece a C8
P pQq. �

Observación 6. Notar que si f P C8
P pQq, u P H1

P pQq, y ∆u � f entonces u es

infinitamente suave, es decir, u P C8
P pQq.
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Teorema 15. cf. [67]. Sea H un espacio de Hilbert y sea A un operador lineal

simétrico en H, cuyo rango sea todo H, y suponga que su inversa esta definida y

compacta. Entonces A tiene un conjunto infinito de autovalores reales λn con funcio-

nes propias correspondientes wn : Awn � λnwn. Si los autovalores estan ordenados

de modo que |ln�1| ¥ |λn| uno tiene ĺım
nÑ8

|λn| � 8. Además, el wn puede ser ele-

gido para que forman una base ortonormal para H, y en términos de esta base, el

operador A puede ser representado por

Au �
8̧

j�1

λjpu,wjqHwj

en su dominio

DpAq �
#
u : u �

8̧

j�1

cjwj,
8̧

j�1

|cj|2λ2
j   8

+
DpAq es un espacio de Hilbert con un producto interno pu, vqDpAq � pAu,AvqH y la

norma correspondiente

}u}DpAq � }Au}H

Para el operador Au � �∆u en L2pQq, de donde tenemos

upxq �
¸

kPZmzt0u

cke
2πik x

L �
¸

ckpcosp2πk x
L
q � isenp2πk x

L
qq

�
¸
Lm

2

¸
kPpZmzt0uq{2

�
Repckqwpcq

k � Impckqwpsq
k

	
donde

w
pcq
k pxq �

c
2

Lm
cosp2πk x

L
q, wskpxq �

c
2

Lm
senp2πk x

L
q

y Aw
p�q
k pxq �

4π2|k|2
L2

w
p�q
k , }wp�q

k }L2pQq � 1.

Por ejemplo, para m � 2, el valor propio mas pequeño es 4
π2

L2
|k|2 con |k| �a

k2
1 � k2

2 � 1, se repite cuatro veces, λ1 � λ2 � λ3 � λ4 en la sucesión 0  
λ1 ¤ λ2 ¤ λ3 ¤ � � � ¤ λn � � �
Las funciones propias correspondientes se dan como w! � w

pcq
p1,0q, w2 � w

psq
p1,0q, w3 �

w
pcq
p0,1q, w4 � w

psq
p0,1q
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2.2.3.5. Aspectos matemáticos para fluidos compresibles

El marco de resolución de las ecuaciones serán los espacios de Lebesgue, Lp, y

Sobolev, Wm,p (m entero, 1 ¤ p ¤ �8) usuales con las normas estándar | � |p, | � |m,p
respectivamente.

Definimos los espacios de Sobolev con media nula, como:

Wm,p
M pΩq �

"
ψ : ψ P Wm,ppΩq tal que

»
Ω

ψdx � 0

*
dotado de la misma norma que Wm,p.

Lema 16 (Desigualdad de Poincaré para funciones con media nula). Sea BΩ P C0,1

y ψ P W 1,p
M pΩq. Entonces:

|ψ|1,p ¤ C1

�
3̧

n�1

���� BψBxi
����p
p

�1{p

(2.84)

donde C1 es una constante positiva que solo depende de Ω y p.

Consideramos el problema de Stokes no homogéneo en Ω:

$&% �∆ϕ�∇ϕ � F, ∇ � ϕ � g,

v|BΩ � 0
(2.85)

Lema 17 (Cattabriga-Solonnikov). Sea BΩ de clase Cm, F P pWm�2,qq3 y g P
Wm�1,p pm ¥ 1, 1   q   8q tal que verifica la condición de compatibilidad:»

Ω

gpxqdx � 0.

Entonces existe una y solo una solución pϕ, πq P pWm,qq3 �Wm�1,q de (2.54) (π es

única salvo constantes aditivas). Además se tiene la siguiente estimación de depen-

dencia continua de la solución pϕ, πq respecto de los datos pF, gq:

|ϕ|m,q � |∇π|m�2,q ¤ C2 p|F |m�2,q � |g|m�1,qq

donde C2 es una constante que solo depende de m, q y Ω.
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Lema 18. Sea L el operador diferencial lineal de primer orden

Lψ � aψ �∇ � pbψq,

donde a ¡ 0 es una constante y b P pW 2,4q3 � pH1
0 q3. Consideramos que L actúa

sobre funciones escalares ψ definidas en Ω, y consideramos

DpLq �
"
ψ P W 1,4 : Lψ P W 1,4 y

»
Ω

ψpxqdx � 0

*
si

a� 7C4C1|∇p∇ � bq|4 � 4C4|b|2,4 ¡ 0 (2.86)

para C4 la constante tal que |ψ|8 ¤ C4|ψ|1,4 (i.e., la constante de la inyección

continua de Sobolev de W 1,4 en C0pΩq), entonces, para cada G P W 1,4 con

»
Ω

Gdx �
0, existe una única solución ψ P DpLq de

Lψ � G (2.87)

Demostración.

Gracias a la linealidad del operador diferencial, la existencia y unicidad en el espacio

H1pΩq con medida nula se seguirá de forma standar si conseguimos estimaciones a

priori en dicho espacio.

Aplicamos un razonamiento de tipo Galerkin, eligiendo como base especial en H1pΩq
una base tz1, z2, � � � , zm, � � � u de autovectores del problema:$&% �∆z � z � λz en Ω

Bz
Bn � 0 sobre BΩ,

cuya formulación variacional es:

z P H1pΩq tal que ppz, wqq � λpz, wq, @w P H1,

donde pp�, �qq es el producto escalar en H1pΩq y p�, �q es el producto escalar en L2pΩq.
Para demostrar la existencia de dicha base, consideramos el operador

T : f P L2pΩq Ñ z P H1pΩq
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donde zpfq es la solución del problema variacional:

ppz, wqqH1 � pf, wqL2 , @w P H1.

Como H1pΩq ÞÑ L2pΩq (inyección compacta), entonces

T : L2 Ñ L2 es un operador compacto.

Además pTf, gq � ppTf, Tgqq � pf, Tgq, @f, g P L2, luego T es autoadjunto.

Como L2pΩq es Hilbert separable, en virtud del Teorema de Hilbert-Schmidt, po-

demos asegurar la existencia de una base ortonormal en L2, tz1, z2, � � � , zm, � � � u
formada por autovectores de T . Es fácil ver que dicha base también es una base

ortogonal de H1.

Dada G P W 1,4, consideramos el problema:

hallar ψ P H1pΩq tal que aψ �∇ � pbψq � G,

es decir,

ψ P H1 tal que apψ, ϕq �
»

Ω

ψb �∇ϕ � pG,ϕq, @ϕ P H1 (2.88)

�

Planteamos el problema discretizado:

ψm P xz1, � � � , zmy , apψm, ϕq �
»

Ω

ψmb �∇ϕ � pG,ϕq, ϕ P xz1, � � � , zmy . (2.89)

Poniendo

ψm �
m̧

j�1

αjzj y ϕ � zi, i � 1, � � � ,m, (2.90)

obtenemos que (2.89) es equivalente al sistema lineal:

m̧

j�1

"
αjapzj, ziq � αj

�»
Ω

zjb �∇zi

*

� pG, ziq, i � 1, � � � ,m.

La matriz del sistema es:

A �
�
apzj, ziq �

»
Ω

zjb �∇zi

m
i,j�1

P Rm�m
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Veamos que A es definida positiva. En efecto, dado α P Rm, si consideramos ψm,

como en (2.90),

pAα, αq � a|ψm|22 �
1

2

»
Ω

p∇ � bqψ2
m

Como »
Ω

p∇ � bqψ2
m ¤ |∇ � b|8|ψm|22 ¤ C4|∇ � b|1,4|ψm|22 ¤ C4C1|∇p∇ � bq|4|ψm|22

tenemos

pAα, αq ¥
�
a� 1

2
C4c1|∇p∇ � bq|4



|ψm|22

Gracias a la hipótesis (2.86), en particular, a � C4C1|∇p∇ � bq|4 ¡ 0. Por tanto, el

problema discreto (2.89) tiene una única solución: ψm. Además si tomamos en (2.89)

como función test ϕ � ψm:

a|ψm|22 �
1

2

»
Ω

p∇ � bqψ2
m � pG,ψmq ¤ a

2
|ψm|22 �

1

2a
|G|22

Si repetimos el procedimiento anterior tenemos la siguiente estimación de ψm:

|ψm|22 ¤
|G|22

apa� C4C1|∇p∇ � bq|4q . (2.91)

En consecuencia, podemos extraer una subsucesión pψm1qm1 tal que ψm1 Ñ ψ en L2

débil. Además, pasando al ĺımite en (2.89), tenemos que ψ es solución de (2.88).

Además,

»
Ω

ψdx � 0; para ello, basta tomar ψ � 1 en (2.88) y tener en cuenta que»
Ω

G � 0.

De este modo obtenemos solución de (2.87) en H1. La unicidad es fácil, ya que el

operador diferencial es lineal.

Para terminar la demostración del lema 18, veamos que realmente ψ P W 1,4 (como

H1
ãÑ L4, basta ver que ∇ψ P pL4q3). Tomando gradiente en la ecuación Lψ � G,

elevando a la 4 e integrando en Ω, tenemos:
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|∇G|44 � a4|∇ψ|44 � |∇p∇ � pbψqq|44 � 2

»
Ω

a2|∇ψ|2|∇p∇ � pbψqq|2dx

� 4

»
Ω

a2|∇ψ �∇p∇ � pbψqq|2dx� 4

»
Ω

a3|∇ψ|2∇ψ �∇p∇ � pbψqqdx

� 4

»
Ω

a∇ψ �∇p∇ � pbψqq|∇p∇ � pbψqq|2dx

Empleando las desigualdades de Schwartz, Holder y young deducimos que que:

»
Ω

|∇ψ|2|∇p∇ � pbψqq|2 ¥
»

Ω

r∇ψ �∇p∇ � pbψqqs2dx (2.92)»
Ω

a∇ψ�p∇�pbψqq|∇p∇�pbψqq|2dx ¥ �1

6
|∇p∇�pbψqq|44�

3

2
a2|∇ψ�∇p∇�pbψqq|22 (2.93)

»
Ω

|∇ψ|2∇ψ �∇p∇ � pbψqqdx �»
Ω

|∇ψ|2∇ψ � rb �∇p∇ψq � ψ∇p∇ � bq � p∇bqp∇ψq � p∇ � bqp∇ψqsdx ¥

� 1

4

»
Ω

|∇ψ|4p∇ � ψqdx� C4|∇p∇ � bq|4|∇ψ|44 � |∇b|8|∇ψ|44 �
»

Ω

p∇ � bq|∇ψ|4dx ¥

�
�

3

4
|∇ � b|8 � |∇b|8 � C4C1|∇p∇ � bq|4



|∇ψ|44 (2.94)

De (2.92), (2.93) y (2.94) obtenemos finalmente:

|∇G|44 ¥ a3

"
a� 4p3

4
C4C1|∇p∇ � bq|4 � C4|b|2,4 � C4C1|∇p∇ � bq|4q

*
|∇ψ|44 ¥

a3 ta� 7C1C4|∇p∇ � bq|4 � 4C4|b|2,4u |∇ψ|44

luego, gracias a (2.86), tenemos que ∇ψ P pL4q3.

2.2.3.6. Fluidos compresibles: Caso estacionario

Nos adentramos ahora en la llamada Mecánica de los Medios Continuos. Supon-

gamos un medio f́ısico, dentro de un dominio Ω, caracterizado por las siguientes

propiedades:
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Definición 12. Una densidad de masa, ρ con ρ P C1pω � r0, T qq y positiva, tal

que la masa en un abierto acotado W , W � Ω, en un instante t vendrá determinada

por:

mpW, tq �
»
W

ρpx, tqdx,

Definición 13. Un campo de velocidades, u, con u P C1pω � r0, T q;RNq y tal

que la cantidad de movimiento en W y t será:

MpW, tq �
»
W

pρuqpx, tqdx.

Definición 14. Una densidad de enerǵıa interna por unidad de masa, w, con

w P C1pΩ� r0, T qq y positiva, de manera que la enerǵıa total en W en el instante t

será:

EtotalpW, tq �
»

Ω

�
1

2
ρ|u|2 � ρw



px, tqdx,

donde |u| denota la norma eucĺıdea del vector u, es decir, |u| � ?
u � u.

En una primera aproximación, estudiamos la ecuación de la densidad de masa ρ �
ρpx, tq. Aplicando el principio de conservación de masa, observamos que la variación

de la masa de un volumen W en un instante t,

»
W

Bρ
Bt dx, debe ser igual al flujo de

masa a través de la frontera BW , en ese mismo instante.

Como las part́ıculas de fluido se mueven a través de las ĺıneas de corriente (que son

las curvas caracteŕısticas soluciones del sistema diferencial ordinario:
�

X � upX, tqq,
dicho flujo de masa a través de la forma se expresa como�

»
BW

ρu�ndS, que aplicando

la fórmula de Stokes al miembro de la derecha, se transforma en:»
W

"Bρ
Bt �∇.pρuq

*
� 0, (2.95)

para cada W � Ω y t P p0, T q, donde por ∇ � pρµqi denotamos
Ņ

i�1

B
Bxi pρuq. Con ello

llegamos a la ecuación conocida como la Ley de Conservación de la Masa:

Bρ
Bt �∇ � pρuq � 0 en Ω � p0, T q, (2.96)
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Otra forma de obtener (2.96) es a partir del transporte de masa sobre un intervalo

pt, t� hq, usando la conservación de la masa, pues:

ρpXpt� hq, t� hqJphq � ρpx, tq,

donde: $&% Xptq � x,
�

Xpsq � upXpsq, xq.
y Jphq es el jacobiano de la transformación: xÑ Xpt� h, xq.
Se conoce que Jphq � 1� h∇ � upx, tq � ophq, con lo que obtenemos:

ρpx, tq � h

"Bρ
Bt � u �∇ρ� p∇ � uqρ

*
px, tq � ophq � ρpx, tq,

y llegamos a (2.96).

Nos fijamos ahora en el campo de velocidades u � u1px, tq, � � �uNpx, tq, concreta-

mente sobre la evolución de u, o del llamado momento ρu. Justamente, aplicando el

principio de conservación del momento, encontramos:»
W

Bpρuq
Bt � �

»
Bw

ρupu � nqdS �
»
W

ρfdx�
»
BW

σ � ndS, (2.97)

Los dos últimos términos representan respectivamente la acción de las fuerzas exter-

nas sobre el fluido (gravedad, coriolis, fuerzas electromagnéticas, � � � ) y las fuerzas

de tensión ejercidas sobre la frontera BW en el contacto de W con otras part́ıculas.

Mientras que f es normalmente un dato, σ es ahora un tensor que se introduce como

una nueva incógnita en las ecuaciones que estamos considerando, llamado tensor de

esfuerzos. Clásicamente, un fluido está sometido a dos tipos de esfuerzos: efectos de

compresión (normales a BW ) y efectos viscosos (tangenciales a BW ), de manera que:

σ � �pId� τ, (2.98)

donde p es la presión (magnitud escalar) y τ el tensor de esfuerzos viscosos. Id es el

tensor identidad, Id � pδijqij.
Conjugando (2.97) y (2.98), y usando la fórmula de Stokes llegamos a:
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B
Btpρuq �∇ � pρub uq �∇ � τ �∇p � ρf, (2.99)

donde b denota el producto tensorial de vectores, lo que escrito expĺıcitamente por

componentes seŕıa:

B
Btpρuiq � ρjpρuiuj � τijq � pδij � pfi 1 ¤ i ¤ N, (2.100)

(adoptando la convención de suma de ı́ndices repetidos y notando Bj � B
Bxj ).

Además, usando a (2.96), (2.99) se reescribe de la forma:

ρ
Bu
Bt � ρpu �∇qu�∇ � τ �∇p � ρf, (2.101)

Respecto a τ , si aplicamos el principio de conservación del momento angular llegamos

a que τ es un tensor simétrico. Además, clásicamente se supone que:

τ � τp∇u, ρ, T q,

donde T es la temperatura. En este trabajo, hablaremos ampliamente de los llamados

fluidos newtonianos, es decir, supondremos que τ es lineal en ∇u de la forma:

τ � λp∇ � uqId� 2µd, (2.102)

con d � 1
2
p∇u � ∇u1q es el tensor de deformaciones, y λ y µ los coeficientes de

viscosidad de Lamé (en principio, µ y λ dependen de ρ y T ). Por ejemplo, para los

llamados gases monoatómicos, se supone la relación de stokes λ � �2µ
N

, con N la

dimensión del espacio. Para la mayoŕıa de los fluidos, λ � 2µ
3

es muy pequeño, con

lo que a veces se podŕıan aproximar por un modelo donde dicha relación sea nula.

Sin embargo, en la práctica se consideran sólo las hipótesis:

µ ¥ 0, λ� 2µ

N
¥ 0, (2.103)

se distingue entonces entre fluidos viscosos µ ¡ 0, λ�µ ¡ 0 y no viscosos (λ � µ � 0,

luego τ � 0).
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Por último, se deduce las ecuaciones que son consecuencia de la Ley de conservación

de la Enerǵıa o Primera Ley de la Termodinámica. Para ello es necesario que las

fluctuaciones termodinámicas sean suficientemente débiles en torno a una condición

de equilibrio, en cada punto y en cada instante. Dicho estado termodinámico viene

determinado por la presión, p, la enerǵıa interna por unidad de masa, e, la tempe-

ratura, T , y la densidad, ρ, que a su vez están relacionados por las ecuaciones de

estado.

La enerǵıa total viene dada por la suma de la enerǵıa cinética ρ
|u|2
2

y la enerǵıa

interna ρe, luego la ley de conservación de la enerǵıa se escribe:

d

dt

»
W

ρ

� |u|2
2

� e



dx � �

»
BW

ρ

� |u|2
2

� e



u � nds�»

W

ρf � udx�
»
BW

u � pσnqdS �Q, (2.104)

donde las dos últimas integrales corresponden al trabajo realizado respectivamente

por las fuerzas externas y de tensión, mientras que Q es la variación de calor a lo

largo de la frontera, es decir,

Q � �
»
BW

q � nds,

donde q aparece como una nueva incógnita vectorial que describe el flujo de calor a

través de la frontera.

Usando de nuevo la fórmula de Stokes, llegamos a una nueva reescritura de (2.104):

B
Bt
"
ρ

� |u|2
2

� e


*
�∇ �

"
ρ

� |u|2
2

� e


*
� �∇ � ppuq �∇ � pr � uq �∇ � q � ρf � u. (2.105)

Para terminar con al descripción de las ecuaciones anteriores queda estudiar el com-

portamiento de p, e y q. Se desarrollará sólo en el caso en que ρ y T son indepen-

dientes, p � ppρ, T q, e � pρ, T q y

q � �kpρ, T, |∇T |q∇T, (2.106)
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donde k es una función escalar, que en la mayoŕıa de los casos dependerá sólo de ρ

y T o incluso será una constante (llamada coeficiente de conductividad térmica).

En ese intento de descripción, usamos la variable de estado Entroṕıa, denotada por s

que satisface la ecuación de Gibbs (supuesta la hipótesis de equilibrio termodinámi-

co)
ds

dt
� 1

T

"
de

dt
� p

d

dt

�
1

p


*
, (2.107)

donde
d

dt
es la derivada convectiva p d

dt
� B
Bt �∇xq. Multiplicando por ρ y usando

(2.96), se obtiene:

ρ
ds

dt
� 1

T

�
ρ
de

dt
� pp∇ � uq



. (2.108)

Por otra parte, la entroṕıa en un volumen dado W es

»
W

ρsdx, lo que nos conduce,

aplicando la Segunda Ley de la Termodinámica, a:»
W

B
Btpρsq ¥

»
BW

ρsu � nds�
»
BW

q

T
� nds, (2.109)

y razonando de manera ya habitual en nuestra descripción:

B
Btpρsq �∇ � pρsuq ¥ �∇ � p q

T
q. (2.110)

Multiplicando ahora (2.101) por u, obtenemos:

ρ
B
Bt
� |u|2

2



� ρpu �∇q |u|

2

2
�∇ � pτuq � u �∇p � ρf � u� τ : Du � ρf � u� τ : d,

donde: denota el producto escalar de matrices, que se transforma (usando (2.96))

en:

B
Bt
�
ρ
|u|2
2



�∇ �

"
ρ
|u|2
2
u

*
�∇ � pτuq � u �∇p � ρf � u� τ : d, (2.111)

y sustituyendo esta expresión a (2.105):

B
Btpρeq �∇ � pρeuq � pp∇ � uq � �∇ � q � τ : d, (2.112)

que se transforma por (2.96) en:

ρ
de

dt
� pp∇ � uq � �∇ � q � τ : d,
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que, a su vez, usando (2.108) y de nuevo (2.96), nos lleva a :

B
Btpρsq �∇ � pρsuq � � 1

T
p∇ � qq � 1

T
τ : d. (2.113)

Comparando con (2.110), se deuce que:

τ : d� 1

T
q �∇T ¥ 0, (2.114)

que deberá verificarse para todo pρ, u, T q (pues no hemos usado hipótesis restrictivas

en el proceso inductivo). En el caso particular en que u � 0, de (2.114) tenemos que

�q �∇T ¥ 0, lo que implica de (2.106) que la función alĺı descrita, k, es positiva, lo

cual es consistente experimentalmente.

Por el contrario, si elegimos T constante, (2.114) se escribe τ : d ¥ 0, y de (2.102)

llegamos a la relación:

τ : d � 2µ|d|2 � λp∇ � uq2 ¥ 0,

para los fluidos newtonianos, que es equivalente a la relación que consideramos que

verifican los coeficientes de Lamé.

Por otra parte, de la ecuación de la entroṕıa, considerando la hipótesis termodinámi-

ca de que ρ y T como variables independientes, se puede deducir que:

Bs
BT � 1

T

Be
BT ,

Bs
Bρ �

1

T

"Be
Bρ �

p

ρ2

*
. (2.115)

Para terminar, exponemos dos ejemplos: el caso de un gas ideal y el de un fluido

newtoniano.

Un gas ideal es un fluido que obedece:

La Ley de Mariotte, con f una función escalar.

El efecto de Joule, e � epT q para e una función escalar.

Se deduce entonces que f es lineal en T , lo que nos permite expresar p y e de la

forma:

p � RρT, e � epT q, (2.116)
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donde R ¡ 0 y e es creciente en T . Ka constante R recibe el nombre de constante

del gas ideal. Escribiendo cv � e1pT q y pcv ¥ 0q, cv ¥ 0, cp � Bh
BT � R� e1pT q donde

h � e � p

ρ
es la entalṕıa, se tiene que cp ¡ cv. Luego, denotando γ � cp

cv
, entonces

γ ¡ 1.

Con este modelo se suelen describir los fluidos comunes y los gases en condiciones

normales (es decir, que no poseen altas densidades o no soportan altas temperatu-

ras).

Suponiendo además que cp y cv son constantes:

e � cvT, cv ¡ 0, γ � 1� R

cv
¡ 1. (2.117)

Deducimos entonces de (2.115) que Bs
BT

� cv
T
� R

γ�1
y Bs

Bρ
� �R

ρ
, de donde:

s � Rlog

�
T 1

den



. (2.118)

Es posible deducir de la teoŕıa cinética de los gases que γ � N � 2

N
(para gases

monoatómicos). La región más interesante para su estudio, desde el punto de vista

f́ısico, es para γ P p1, 5
3
s.

El modelo para fluidos newtonianos es el siguiente:$''''&''''%
Bρ
Bt �∇ � pρuq � 0,

Bpρuiq
Bt �∇ � pρuuiq � BjtµpBjui � Biujqu � Bipλp∇ � uqq � Bip � ρfi, 1 ¤ i ¤ N,

Bpρeq
Bt �∇ � pρeuq � pp∇ � uq �∇ � pk∇T q � µ

2
pBiµj � Bjuiq2 � λp∇ � uq2,

(2.119)

donde λ, µ, p y e son funciones de ρ y T , k verifica (2.106), y λ y µ satisfacen

(2.103).

El caso más usual es λ, µ y k constantes, p � RρT pR ¡ 0q, e � cvT (cv ¡ 0) y

γ � 1� R

cv
. Finalmente, s definida por (2.115) satisface:

Bpρsq
Bt �∇ � pρsuq � � 1

T
∇ � pk∇T q � µ

2
pBiuj � Bjuiq2 � λp∇ � uq2. (2.120)

El presente trabajo se centrará en (2.119) con las condiciones µ ¡ 0 y λ� 2
N
µ ¡ 0,

esto es las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles.
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Establecemos una clasificación de los principales modelos compresibles:

pIq Cuando λ � µ � k � 0, nos encontramos ante las ecuaciones de Euler com-

presibles, que vienen representadas por:$'''''&'''''%

Bρ
Bt �∇ � pρuq � 0,

B
Btpρuq �∇ � pρub uq �∇ppρ � T q � pf,

B
BT
"
ρ

� |u|2
2

� e


*
�∇ �

"�
ρ
|u|2
2

� ρe� p


*
� pf � u,

y en el caso de gases ideales, p, e y γ verifican (2.116) y (2.117). Además, en el

caso en que ρ, u y T sean suficientemente regulares la ecuación para la entroṕıa

(2.120) se transforma en:

B
Btpρsq �∇pρsuq � 0 o ρ

Bs
Bt � ρu �∇s � 0.

De hecho, aparecen discontinuidades (“shocks”) sobre las que la ecuación de

la entroṕıa no se verifica. Solo tenemos garantizado que:

B
Btpρsq �∇ � pρusq ¥ 0. (2.121)

Para evitar la formación de esas discontinuidades, consideramos s constante en

el instante inicial, de manera que s seguirá siendo constante en todo tiempo:

s � s0. Para el gas ideal, usando (2.118) se verifica que:

p � Res0{cvργ � C0ρ
γ pC0 ¡ 0q, (2.122)

con lo que la ecuación de la enerǵıa queda desacoplada y obtenemos, para las

incógnitas pρ, uq, el llamado sistema dinámico para gases barotrópicos:$'&'%
Bρ
Bt �∇ � pρuq � 0,

B
Btpρuq �∇ � pρub uq � C0ρ

γ � 0.

En general, por flujo barotrópico entendemos aquel en el que las fluctuaciones

de la temperatura tienen un efecto pequeño sobre la densidad, por lo que la
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ecuación de la enerǵıa se puede desacoplar en la ecuación de continuidad y la

ecuación de momentos.

Este sistema tiene validez f́ısica restringida. En general, para un gas no ideal

se tiene que una ley para la presión con s � s0 conduce a:

p � ppρq � ppρ, T q,

donde T ha sido previamente determinada para s � s0 y p es creciente en ρ.

pIIq Caso λ, µ ¡ 0, k ¥ 0 y se desprecian los efectos de calor debidos a la disipación

viscosa de la temperatura, es decir, la ecuación de la temperatura es:

B
Btpρeq �∇ � pρeuq � p∇ � u� k∇T � 0.

Si suponemos que se verifican la ley de Mariotte y el efecto de Joule (en el

caso de un gas ideal, e � cvT, p � RρT ), aśı como k � 0, la ecuación de la

entroṕıa se convierte de nuevo en:

ρ
Bs
Bt � ρu �∇s � 0. (2.123)

Si consideramos de nuevo s0 constante, podemos deducir que s � s0 y llegamos

a las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles barotrópicas:$'&'%
Bρ
Bt �∇ � pρuq � 0,

B
Btpρuq �∇ � pρub uq � µ∇u� pλ� µq∇p∇ � uq �∇ppρq � ρf,

donde ppρq � ppρ, T q es creciente en ρ (y spρ, T q � s0). De nuevo, en el caso

de un gas ideal, ppρq � C0ρ
γ, C0 � Res0{cv .

pIIIq Las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles en el caso isotermo.

Estas provienen de la descripción matemática del comportamiento asintótico

de los fluidos de pIIq cuando:

p � ppρqT, e � cvT y cv Ñ �8.
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Obtenemos entonces que T verifica:

ρ
BT
Bt � ρu �∇T � 0 o ρ

BT
Bt � ρu �∇T � k∇T � 0,

si
k

cv
Ñ k. Una solución particular es entonces T � T0 ¡ 0 (es decir, tempera-

tura constante). De este modo la descripción de pIIIq es la siguiente:$&%
Bρ
Bt �∇ � pρuq � 0,

B
Bt
pρuq �∇ � pρub uq � µ∇u� pλ� uq∇p∇ � uq � T0∇ppρq � 0,

y ppρq � Rρ en el caso de un gas ideal (p � ppρq creciente en ρ en el caso

general).

Respecto a la elección de las condiciones sobre BΩ para ρ, u y T en el caso de

Ω un abierto de RN conexo acotado y suficientemente regular, las más fáciles

de tratar son:

u � n � 0 o u � 0 sobre BΩ (según sean las ecuaciones de Euler o Navier-

Stokes),

sin restricciones sobre ρ (gracias a las condiciones homogéneas anteriores

para u), y

BT
Bn � 0 sobre BΩ.

2.3. Definición de términos básicos

Ecuaciones de Navier Stokes. Las ecuaciones de Navier-Stokes reciben su nom-

bre de Claude-Louis Navier y George Gabriel Stokes. Se trata de un conjunto

de ecuaciones en derivadas parciales no lineales que describen el movimiento

de un fluido.

3D. es el espacio euclidiano cuando dimension su es 3 (n=3), Un espacio

eucĺıdeo de dimensión finita es un espacio vectorial normado sobre los números

reales de dimensión finita, en que la norma es la asociada al producto escalar

ordinario.
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Gradiente. Se toma como campo escalar el que se asigna a cada punto del espa-

cio una presión P (campo escalar de 3 variables), entonces el vector gradiente

en un punto genérico del espacio indicará la dirección en la cual la presión

cambiará más rápidamente.

Divergencia La divergencia de un campo vectorial mide la diferencia entre

el flujo saliente y el flujo entrante de un campo vectorial sobre la superficie

que rodea a un volumen de control, por tanto, si el campo tiene ”fuentes”la

divergencia será positiva, y si tiene ”sumideros”, la divergencia será negativa.

Fluido Un fluido es un conjunto de part́ıculas que se mantienen unidas entre śı

por fuerzas cohesivas débiles y las paredes de un recipiente; el término engloba

a los ĺıquidos y los gases. En el cambio de forma de un fluido la posición

que toman sus moléculas vaŕıa, ante una fuerza aplicada sobre ellos, pues

justamente fluyen.

Presión es una magnitud f́ısica que mide la proyección de la fuerza en dirección

perpendicular por unidad de superficie, y sirve para caracterizar cómo se aplica

una determinada fuerza resultante sobre una ĺınea.

Compresible La compresibilidad es una propiedad de la materia a la cual hace

que todos los cuerpos disminuyan el volumen al someterlos a una presión o

compresión determinada manteniendo constantes otros parámetros.

Incompresible Un fluido incompresible es cualquier fluido cuya densidad siem-

pre permanece constante con el tiempo, y tiene la capacidad de oponerse a

la compresión del mismo bajo cualquier condición. Esto quiere decir que ni la

masa ni el volumen del fluido puede cambiar.

Viscosidad La viscosidad es una propiedad f́ısica caracteŕıstica de todos los

fluidos, el cual emerge de las colisiones entre las part́ıculas del fluido que se

mueven a diferentes velocidades, provocando una resistencia a su movimiento.
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Estacionario Se dice que un sistema o proceso está en estado estacionario si las

variables que definen su comportamiento (las llamadas variables de estado),

respecto del tiempo, permanecen invariantes.

Isotérmico Se denomina proceso isotérmico o proceso isotermo al cambio re-

versible en un sistema termodinámico, siendo dicho cambio a temperatura

constante en todo el sistema.
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CAPÍTULO III

HIPÓTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipótesis

3.1.1. Hipótesis General

Si existen soluciones débiles para una ecuación de Navier-Stokes-3D estacionaria,

compresible e isotérmica dada por (1.1)

3.1.2. Hipótesis espećıficas

aq El sistema (1.1) posee soluciones débiles en el espacio pW 2,4pΩqq3 �W 1,4pΩq
que modelan el campo de velocidades y densidad de un gas.

bq Las soluciones débiles del sistema (1.1) satisfacen estimativas relacionadas a las

fuerzas externas, con las cuales es posible controlar el crecimiento del campo

de velocidades y la densidad de un gas.

3.2. Operacionalización de las Variables

Debido a las caracteŕısticas f́ısicas envueltas en el sistema (1.1), el cual es uno de los

focos principales de estudio, consideraremos como variables al campo de velocidades

v y a la densidad ρ de un gas, ambas independientes del tiempo debido al estudio

estacionario de la dinámica del gas isotérmico.

Variables Definición conceptual Dimensiones Indicadores

Campo de Velocidad de v P pW 2,4pΩqq3 Independe del

velocidades v transporte de un gas tiempo

Densidad ρ Densidad de un gas ρ P W 1,4pΩq Requiere de ecuaciones

termodinámicas
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CAPÍTULO IV

METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN

4.1. Tipo y diseño de la investigación

4.1.1. Tipo de investigación

La presente investigación se podrá clasificar de acuerdo a los siguientes criterios:

piq Según su objeto de estudio: Para A. Zorrilla [41], la investigación básica-

denominada también pura o fundamental- busca el progreso cient́ıfico, acre-

centar los conocimientos teóricos, sin interesarse directamente en sus posibles

aplicaciones o consecuencias prácticas; es más formal y persigue las generali-

zaciones con vistas al desarrollo de una teoŕıa basada en principios y leyes. Aśı

este trabajo se puede clasificar por su objeto de estudio como básico.

piiq Según su naturaleza: De acuerdo A. Zorrilla [41], la investigación documental

es aquella que se realiza a través de la consulta de documentos (libros, re-

vistas, periódicos, memorias, anuarios, registros, códices, constituciones, etc.).

Luego, debido a la detallada recopilación de datos a partir de libros, publi-

caciones cient́ıficas, etc. la presente investigación, según su naturaleza, es del

tipo documental.

piiiq Según su objetivo general: Babbie [42], Selltiz et. al. [43], A. Zorrilla [41], con-

cuerdan en que la investigación descriptiva, es la descripción, registro, análisis

e interpretación, mediante análisis. En ésta investigación se ven y se analizan

las caracteŕısticas y propiedades para que con un poco de criterio se las pueda

clasificar, agrupar o sintetizar, para luego poder profundizar más en el tema.

Por lo tanto, esta investigación es del tipo descriptiva.
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4.1.2. Diseño de la investigación

El presente trabajo de investigación presentará la siguiente estructura:

i) Se empezará definiendo los términos básicos en la formulación del modelaje f́ısi-

co de las ecuaciones de Navier-Stokes, lo que permitirá entender la construcción

de dicho modelo, tanto en el caso incompresible como compresible.

ii) Se empleará formulas f́ısicas y técnicas del análisis matemático para la cons-

trucción y modelaje en el caso compresible isotérmico, teniendo en cuanta las

ecuaciones de estado o termodinámicas.

iii) Se explicará a detalle la metodoloǵıa matemática que envuelve a los espacios de

Sobolev con el fin de poder probar la buena colocación (i.e. existencia, unicidad

y dependencia continua con los datos iniciales) para el problema de Navier-

Stokes compresible isotérmico.

iv) Finalmente, se aplicará diversas estrategias del análisis funcional, de tal manera

que se pueda probar la existencia de soluciones en el espacio de fase pW 2,4pΩqq3�
W 1,4pΩq.

4.2. Población y muestra

4.2.1. Población

Por ser un trabajo netamente abstracto no existe población que estudiar, si embargo

nuestro estudio se encuentra enmarcado en la linea de las ecuaciones diferenciales

parciales.

4.2.2. Muestra

Por ser un trabajo netamente abstracto no existe muestra que estudiar, si embar-

go nuestro estudio se encuentra enmarcado en las ecuaciones diferenciales parcia-
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les,especificamente ecuaciones de Navier-Stokes.

4.3. Técnicas e instrumentos para la recolección

de la informacion documental datos

Las Técnicas e Instrumentos de recolección de datos utilizados en esta investigación

fueron:

a) Revisión Bibliográfica Esta técnica permite extraer información relacionada con

el tema a investigar por medio de diversas fuentes como libros encontrados en

la biblioteca virtual del Consejo Nacional de Ciencia ,Tecnoloǵıa e Innovación

(CONCYTEC), también poder consultar diferentes art́ıculos de acceso libre de

la información (ALICIA ) y de sus diferentes bibliotecas asociadas como trabajos

de grado y publicaciones de Internet en el directorio de investigadores del concytec

(DINA).

b) Consultas Académicas Se realizaran consultas a los asesores de tesis, con el fin

de obtener orientación, establecer los parámetros de estudio y definir los pasos a

seguir para el desarrollo del proyecto.

4.4. Técnicas e instrumentos para la recoleccion

de la información de campo

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó procedimientos de reco-

lección de datos.
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4.5. Análisis y procesamiento de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó de análisis y procesa-

mientos de datos.
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CAPÍTULO V

RESULTADOS

5.1. Resultados descriptivos

5.1.1. Soluciones estacionarias de las ecuaciones de Navier-

Stokes

En este caṕıtulo presentamos algunas nociones básicas de la teoŕıa de las ecuaciones

de Navier-Stokes; los espacios funcionales H, V y V 1, el operador A de Stokes con su

dominioDpAq enH, y la forma bilinealB aplicamos el método de Galerkin y teorema

del punto fijo para probar la existencia de soluciones del problema estacionario no

lineal y consideramos problemas de singularidad y regularidad de las soluciones.

Para esto seguiremos la teoria resuelta en [44, 56] entre otros.

5.1.2. Problema estacionario básico

Sea Q � r0, Ls3 y definimos el espacio

H � tu � pu1, u2, u3q P


L
2

ppQq3 : divu � 0u,

y

V � tu � pu1, u2, u3q P


H
1

ppQq3 : divu � 0u,

con las normas

}u}H � |u| �
d»

Q

|upxq|2dx, |u|2 � pu, uq,

y

}u}V � }u} �
d»

Q

|∇upxq|2dx, }u}2 � p∇u,∇uq,

respectivamente. V y H son espacios de Hilbert y V � H. Si identificamos H con

su dual H 1 en vista del Teorema de representación de Riesz-Fréchet, tenemos que

V � H � V 1 con inmersión continua y con cada espacio denso en el siguiente.
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5.1.3. El operador de Stokes

Definimos el operador de Stokes A : V Ñ V 1

xAu, vy �
»
Q

∇u �∇vdx; para todo v P V. (5.1)

Usando esta definición podemos escribir la formulación débil del problema de Stokes

dado f P V , entonces u P V y p P


L
2

pQq tales que

�ν∆u�∇p � f, divu � 0, (5.2)

en el sentido débil, es decir,

νp∇u,∇vq � pp, div vq � xf, vy , v P


H
1

ppQq3, (5.3)

en una forma abstracta equivalente

ν xAu, vy � xf, vy para todo v P V. (5.4)

Vamos a demostrar que para f P H, el operador de Stokes coincide, con el menos

laplaciano, Au � �∆u, para este fin. usamos la representación espectral expĺıcita

de funciones en L2pQq3. Supongamos al principio que f P L2pQq3. Entonces.

fpxq �
¸
kPZ3

fke
2πik x

L ,
¸
kPZ3

|fk|2   8, f�k � fk, f0 � 0, (5.5)

donde: fk � pf 1
k , f

2
k , f

3
k q. Sea u P V y p P



L
2

pQq satisfaciendo 6.3. Asumiendo que

upxq �
¸
kPZ3

uke
2πik x

L , ppxq �
¸
kPZ3

pke
2πik x

L (5.6)

con u0 � 0, k � uk � 0, p0 � 0, u�k � uk, p�k � pk obtenemos

ν
4π2|k|2
L2

uk � 2πik

L
pk � fk.

Multiplicando esta ecuación por k y usando la relación k � uk � 0 obtenemos

pk � L

2πi

fk � k
|k|2 para k � 0,
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y luego calculamos

uk � 1

ν

L2

4π2|k|2
�
fk � k

fk � k
|k|2



, k � 0.

Ahora, si f P H, entonces fk � k � 0 y la ecuación para uk se reduce a

uk � 1

ν

L2

4π2|k|2fk para k � 0.

Por lo tanto, la solución débil del problema �∆u � f para f P H. De esto vemos

inmediatamente que u P H2
p pQq3 además, de las fórmulas expĺıcitas anteriores para

los coeficientes de Fourier uk y pk tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 16. Si f P


L
2

ppQq3, entonces u P


H
2

ppQq3, p P


H
1

ppQq, y

}u}2


H
2

0pQq
3
� }p}2



H
1

0pQq
¤ L2

4π2

�
L2

π2ν2
� 1



}f}2



L
2

pQq3
.

Prueba.

Tenemos

}u}2


H
2

0pQq
3
�

¸
kPZ3

|k|4|uk|2 �
¸
kPZ3

|k|4 1

ν2

L4

16π4|k|4
����fk � k

fk � k
|k|2

����2
¤ 2

¸
kPZ3

|k|4 1

ν2

L4

16π4|k|4 |fk|
2 � 2

¸
kPZ3

|k|4 1

ν2

L4

16π4|k|4 |fk|
2

� L4

4π4ν2
}f}2



L
2

pQq3
,

y

}p}2


H
1

p

�
¸
kPZ3

|k|2|pk|2 �
¸
kPZ3

|k|2 L
2

4π2

����fk � k|k|2
����

¤
¸
kPZ3

L2

4π2
|fk|2 � L2

4π2
}f}2



L
2

pQq3
,

terminamos la prueba. �

Observación 7. Observe que esa configuración f, u, p de la forma (6.5) (6.6) res-

pectivamente, directamente en las ecuaciones (6.2) obtendŕıamos las mismas repre-

sentaciones espectrales de la solución u, p. Por tanto, en particular

DpAq � tu P V : Au P Hu � V X


H
2

ppQq3.
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5.1.4. El problema no lineal

Consideremos el problema estacionario

�ν∆u� pu �∇qu�∇p � f en Q,

divu � 0 en Q,

con una de las condiciones de contorno:

1. Q � r0, Ls3 en R3 y asumimos condiciones de contorno periódicas o

2. Q es un dominio acotado en R3, con un ĺımite uniforme y suponiendo que la

condición de frontera dirichlet homogenea es u � 0 en BQ.

En el segundo caso definimos

H � tu � pu1, u2, u3q P L2pQq3 : divu � 0, un � u � n|BQ � 0u,

y

V � tu � pu1, u2, u3q P H1
0 pQq3 : divu � 0u,

con las normas

}u}H � |u| �
d»

Q

|upxq|2dx, |u|2 � pu, uq,

y

}u}V � }u} �
d»

Q

|∇upxq|2dx, }u}2 � p∇u,∇uq.

El operador Stokes A se define de la misma manera que en el caso periódico (6.1) y

tenemos

DpAq � tu P V : Au P Hu � V XH2pQq3.

Para ambos casos denotemos bpu, v, wq � ppu �∇vq, wq para u, v, w P V y definimos

un operador no lineal B : V Ñ V 1, pBu, vq � bpu, u, vq para todo v P V . También

escribiremos ppu, vqq en lugar de p∇u,∇uq.

Observación 8. Note que:
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(i) @ u, v, w P V es

bpu, v, wq � �bpu,w, vq,

y aśı bpu, v, vq � 0.

piiq Para todo u, v, w P V ,

|bpu, v, wq| ¤ CpQq}u}}v}}w}.

Sean H y V los espacios funcionales correspondientes. Entonces la formulación débil

del problema estacionario no lineal anterior es el siguiente.

Problema 1. Para f P H pf P V 1q entonces u P V tal que

νppu, vqq � bpu, u, vq � xf, vy para todo v P V

o equivalentemente

νAu�Bu � f en H o V 1.

Teorema 17. Sea Q � r0, Ls3 (para el problema peródico) o sea Q un dominio

acotado en R3 con frontera suave (para el problema de Dirichlet) entonces

(i) Para todo f P V 1 y ν ¡ 0 existe al menos una solución del problema 1.

(ii) Si ν2 ¥ c1pQq}f}V 1, entonces la solución del problema 1 es única.

Prueba.

De (i) para demostrar la existencia de soluciones, utilizamos el método de Galerkin.

Para cada m P N sea

umpxq �
m̧

j�1

ξj,mwjpxq; ξj,m P R

es la solución aproximada, donde wj, j P N son las funciones propias del operador

de Stokes correspondientes al problema considerado. Esto significa que

νppum, νqq � bpum, um, vq � xf, vy ; para todo v P Vm (5.7)
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donde Vm � Gentw1, w2, � � � , wnu tal solución existe en vista del Teorema del Punto

Fijo de Brouwer. �

Prueba de la existencia de um. Consideramos la bola

B � tu P Vm : }u} ¤ 1

ν
}f}V 1u

y el mapa φ : ûÑ u donde, û y u es la solución única del problema lineal

νppu, vqq � bpû, u, vq � xf, vy , para todo v P Vm.

Tomando v � u en esta identidad obtenemos que u P B.

Mostraremos que φ es continuo en Vm, para este fin, se

νppw, vqq � bpŵ, u, vq � xf, vy ; @v P Vm,

restando la ecuación para W de que es para u, dejando v � u � w, y usando la

estimación para la solución V , obtenemos

}u� v} ¤ CpQq
ν2

}f}V 1}û� ŵ}

Lo cual demuestra la continuidad de φ. Como Vm es un espacio de dimensión finita

y φ es una mapa continuo de un conjunto convexo y compacto B a B, concluimos la

existencia de um, solución de (6.7) en vista del Teorema del Punto Fijo de Brouwer

de (6.7) concluimos }u}m ¤ }f}V 1

ν
.

Por tanto, para una subsucesión

um Ñ u débilmente en V,

y

um Ñ u fuertemente en H,

como V esta inmerso compactamente en H, al pasar con m al ĺımite en la ecuación

6.7 obtenemos la ecuación

νppu, vqq � bpu, u, vq � xf, vy
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para todo v siendo una combinación lineal finita de los elementos de la base wk, k P
N. Dado que tales elementos son densos en V , la parte de la existencia del Teorema

ha sido probada.

Prueba de (ii). Para probar la unicidad de las soluciones para grandes coeficientes

de viscosidad con respecto a las fuerzas de masa, ν2 ¡ C1pQq}f}V 1 , supongamos que

hay dos soluciones distintas u1 y u2, esto es

νppu, vqq � bpu1, u1, vq � xf, vy y νppu2, vqq � bpu2, u2, vq � xf, vy .

Para todo v P V . Tomando v � u1 � u2 y restando la segunda ecuación de primera

obtenemos.

ν}u1 � u2}2 � �bpu1 � u2, u1 � u2q ¤ c1pQq}u1 � u2}2}u2}
¤ c1pQq

ν
}f}V 1}u1 � u2}2

como }u}2 ¤ 1

ν
}f}V 1 , de donde:�

v � c1pQq
ν

}f}V 1



}u1 � u2}2 ¤ 0

que da una contradicción. Por lo tanto u1 � u2.

Al final mostraremos como se puede proceder de manera diferente para demostrar

la existencia de las soluciones aproxiamadas de Galerkin um satisfaciendo (6.7).

Teorema 18. Sea X un espacio de Hilbert en dimensión finita, con un producto

escalar r�, �s y la norma asociada r�s, y sea P : X Ñ X sea un mapa continuo tal que

rP pξq, ξs ¡ 0 para rξs � K ¡ 0

para algún K, entonces existe ξ P K con rξs ¤ K para el cual P pξq � 0.

Prueba.

Sea B � Bp0, kq es una bola cerrada en X, centrada en cero y radio k. Supongamos

que P es diferente de cero en esta bola. Entonces el mapa

ξ Ñ Spξq � � kP pξqrP pξqs ; S : B Ñ B (5.8)
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es continua en X, del Teorema del Punto Fijo de Brouwer se deprende que S tiene

un punto fijo en B, es decir

ξ0 � � kP pξ0q
rP pξ0qs (5.9)

para algún ξ0 P B. Tenemos rξ0s � k. Multiplicando 6.9 por ξ0 obtenemos

rξ0s2 � �k rP pξ0q, ξ0s
rP pξ0qs

que contradice rP pξq, ξs ¡ 0 para rξs � k. Por lo tanto P pξq � 0 para algún ξ P B.

Ahora, sea x � vm con la norma inducida por V . Vamos a definir P � Pm : Vm Ñ Vm

por la relación

rPmpuq, vs � ppPmpuq, vqq � νppu, vqq � bpu, u, , vq � xf, vy (5.10)

Para todos u, v P Vm. El mapa esta bien definido en vista del Teorema de repre-

sentación de Riesz-Fréchet. De hecho para cada u en Vm, el mapa ν Ñ νppu, vqq �
bpu, u, vq � xf, vy define un funcional lineal y continuo en Vm. Por lo tanto, existe

una única Pmpuq en Vm satisfaciendo la relación anterior.

El mapa Pm es continua en Vm y

rPmpuq, us � ν}u}2 � bpu, u, uq � xf, uy � v}u}2 � xf, uy
¥ ν}u}2 � }f}V 1}u} � }u}tν}u} � }f}V 1u

de ah́ı, para k ¡ }f}V 1
ν

y }u} � k tenemos rPmpuq, us ¡ 0. En vista de nuestro

Teorema auxiliar, existe Um en Vm tal que se cumple Pmpumq � 0, es decir, se

satisface (6.7). �

5.1.5. Otros métodos topológicos para lidiar con la no linea-

lidad

En esta subsección usaremos el schauder y, alternativamente los teoremas de Puntos

Fijos de Leray-Schauder para probar directamente la existencia de una solución del

problema no lineal, eludiendo aśı las soluciones aproxiamdas del Galerkin cuando la
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viscosidad es lo suficientemente grande con respecto a las fuerzad externas, utiliza-

remos el principio de contracción de Banach para probar la existencia de la solución

única del problema no lineal.

Problema 2. Sea f P V 1, Q � R3 lo anterior, probar que existe u P V tal que

νppu, vqq � bpu, u, vq � xf, vy ; para todo v P V

mediante el uso:

(a) El teorema del punto fijo de Schauder.

(b) El teorema del punto fijo de Leray-Schauder.

(c) Suponiendo que la viscosidad es lo suficientemente grande con respecto a las

fuerzas externas, use el principio de contracción de Banach para probar la solu-

ción única u.

Solución al problema (2) (a), definamos un mapa T en V por

vppTu, vqq � bpu, Tu, vq � xf, vy ; @v P V

usando el Lema de Lax-Milgran concluimos que el mapa T esta bien definido. To-

mando v � Tu obtenemos.

ν}Tu}2 � xf, Tuy ¤ }f}V 1}Tu}

de donde }Tu} ¤ 1

ν
}f}V 1 � Γ define K � tv P V : }v} ¤ Γu entonces T pKq � K.

Consideremos el mapa T : K Ñ K mostraremos que T es continuo y compacto en

la topoloǵıa de V , sean u1, u2 estan en K, tenemos

νppTu, vqq � bpu1, Tu1, vq � xf, vy , @v P V

y

vppTu2, vqq � bpu2;Tu2, vq � xf, vy ; @v P V
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restando la segunda ecuación de la primera obtenemos

νppTu1 � Tu2, vqq � bpu1 � u2, Tu2, vq � bpu1, Tu1 � Tu2, vq � 0

para todo v en V . Establesca v � Tu1 � Tu2 y obtenemos, ya que

bpu1, Tu1 � Tu2, Tu1 � Tu2q � 0,

}Tu1 � Tu2} ¤ C

V
}Tu2}|u1 � u2|L4pQq3 ¤ C1

ν
r}u1 � u2}

la continuidad sigue inmediatamente para comprobar la compacidad, observe que

cualquier secuencia pukq � K contiene una subsecuencia que converge fuertemente

en la topoloǵıa L4. Por lo tanto, la compacidad se deduce facilmente de la primera

de las desigualdades anteriores.

(b) Definamos el mapa uÑ Tu en V por

νppTu, vqq � bpu, u, vq � xf, vy ; para todo v P V (5.11)

utilizando el Teorema de Representación de Riesz-Frechet concluimos que el mapa

T esta bien definido.

Supongamos que λTu � u, donde λ P r0, 1s. Probaremos que todos las u están en

alguna bola. Si λ � 0, tenemos u � 0, ahora, para λ ¡ 0, Tu � 1

λ
u. Tomando

v � u en (6.11) obtenemos v}u}2 ¤ λ}f}V 1}u}, de donde }u} ¤ 1

v
}f}V 1 � M ahora,

probaremos continuidad y compacidad de T en V . Sean um, vm en V . Luego, restando

las ecuaciones para Tum y Tuk, y estableciendo v � Tum � Tuk obtenemos

v}Tum � Tuk}2 � bpum, Tum � Tuk, um � ukq � bpum � uk, Tum � Tuk, ukq
¤ |um|L4pQq3}Tum � Tuk}|um � uk|L4pQq3 �

|um � uk|L4pQq3}Tum � Tuk}|uk|L4pQq3

de donde

}Tum � Tuk} ¤ 1

ν

�|um|L4pQq3 � |uk|L4pQq3
� |um � uk|L4pQq3

¤ C

ν

�|um|L4pQq3 � |uk|L4pQq3
� }um � uk}
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para probar la continuidad de T en V observa que si um Ñ uk en V luego la

estimación anterior, }Tum � Tuk} Ñ 0. Para probar la compacidad de T en V , sea

tumu una subsucesión acotada en V , luego, contiene una subsucesión convergente

tuuu en L4pQq3 por lo tanto, de la estimación anterior se deduce, que la sucesión

tTuuu es convergente.

Usando el teorema del punto fijo de Leray- Schauder, concluimos que existe u en V

tal que Tu � u. Esta u es, por supuesto una solución a nuestro problema estacionario

de Navier-Stokes.

(c) Vamos a dfinir el mapa TV Ñ V por

νppTu, vqq � bpu, Tu, vq � xf, uy para todo v P V (5.12)

el mapa esta bien definido. Demostraremos que se esta contrauendo en una bola

Bp0, rq en V siempre que la viscosidad sea lo suficientemente grande con respecto a

las fuerzas externas.

Sea

νppTu, vqq � bpu, Tu, vq � xf, uy ; para todo v P V

obtenemos

νppTu� Tu1, vqq � bpu, Tu� Tu1, vq � bpu� u1, Tu1, vq � 0

para todo v P V , de donde con v � Tu� Tu1

}Tu� Tu1} ¤ C

ν
}Tu1}}u� u1}

de (6.12) se deduce que para cada u P V , Tu ¤ 1

ν
}f}V 1 , supongamos además

C

V 2
}f}V 1   1, entonces el mapa T tiene las siguientes propiedades T : B Ñ B

se esta contrayendo en B, por el principio de contracción de Banach, existe un único

u P Bp0, rq tal que Tu � u esta u es la solución única del problema estacionario de

Navier-Stokes.
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5.2. Resultados Inferenciales

No es el caso de nuestro estudio.

5.3. Otro tipo de resultado de acuerdo a la natu-

raleza del problema y la hipotesis

No es el caso de nuestro estudio.
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CAPÍTULO VI

DISCUSIÓN DE RESULTADOS

6.1. Contrastación de la hipótesis

6.1.1. Existencia de Soluciones débiles y estimativa respecto

a la fuerzas externas

Dado f P pL4q3, definimos las siguientes constantes:

A1 � C4C2

K
|f |4

"
49

µ
C1 � 12

�
ζ � µ{3

µ


*

A2 � 7C1C2

pζ � µ{3q � C2C4|f |4
#

4

K
C1 � 9C2

�
ρ

µ


2

|f |4
�

1

2
� 1

K
C1C2C4|f |4


+

A3 � C2|f |4
#

4

K
pC1C4 � C5q

�
ζ � µ{3

µ



� 3

�
ρ

µ


2

C2

�
C4 � p1� C4qC1C2

K
|f |4


+

A4 � C6

"
2

K
� C2µ

pζ � µ{3q
*

A5 � C2

#
µK

pζ � µ{3q � |f |4
�
K1 � 9

2

�
C2C4

ρ

µ


2

|f |4
�+

donde K1 � |Ω|1{4 (|Ω| es la medida de Lebesgue del dominio Ω) y C5 y C6 son

constantes que definiremos más adelante.

A seguir enunciamos el resultado principal de la presente investigación.

Teorema 19. Sea BΩ de clase C2 y f P pL4q3, tales que se verifican las desigualdades

Ai   1, i � 1, 2, � � � , 5 entonces existe al menos una solución pv, ρq P pW 2,4q3�W 1,4

del problema (1.2)-(1.3).

Además, dicha solución verifica las siguientes estimaciones:

|v|2,4 ¤ 3C2

2

ρ

µ
|f |4 (6.1)

|∇ρ|4 ¤ 2C2
ρ

K
|f |4 (6.2)

mı́n
Ω
ρ ¡ ρ

2
(6.3)
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Observación 9. Las condiciones Ai   1, i � 1, � � � , 5, establecen restricciones

sobre:

1. µ y ζ, tales que ζ{µ sea suficientemente grande.

2. K, tal que K sea suficientemente grande.

3. f , tal que |f |4 sea suficientemente pequeña.

Demostración del Teorema:

Haciendo el siguiente cambio de variables dependientes:

$'''&'''%
π � Kρ� pζ � µ{3q∇ � v
u � µv

σ � ρ� ρ,

el sistema de edp (1.2) se escribe:

�∇u�∇π � �σ � ρ

µ2
u �∇u� pσ � ρqf

∇ � u � µ

ζ � µ{3tKpσ � rhoq � πu

Kσ � ζ � µ{3
ρµ

∇ � pσuq � π � ρK

Finalmente, las condiciones adicionales se escriben:

v|BΩ ,

»
Ω

πdx � Kρ|Ω| y

»
Ω

σdx � 0.

De este modo, el problema se puede dividir en dos subproblemas:

Problema A: Hallar pu, πq P pW 2,4q3 �W 1,4 tal que:$'''&'''%
�∆u�∇π � F

∇ � u � θ

u|BΩ � 0,
³
Ω
πdx � ρK|Ω|

donde F � �pσ � ρq
µ2

u �∇u� pσ � ρqf y θ � µ

pζ � µ{3qtKpσ � ρq � πu.
(Observar que

³
Ω
θdx � 0).
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Problema B: Dado pu, πq mediante el Problema A, hallar σ P W 1,4 tal que:

Kσ �∇ � pσwq � G en Ω y

»
Ω

σdx � 0,

donde G � π � ρK y w � ζ � µ{3
ρµ

. Observar que

»
ΩGdx � 0 y w P pW 2,4 XH1

0 q3.

A continuación se usará el método de las aproximaciones sucesivas para la búsqueda

de solución de ambos problemas. Aśı, una etapa n del método iterativo se define

como: Dados los datos pun�1, πn�1q P pW 2,4q3 �W 1,4 tales que

»
Ω

πn�1dx � Kρ|Ω|

y σn�1 P W 1,4 tal que

»
Ω

σn�1dx � 0.

Problema An: Hallar pun, πnq P pW 2,4q3�W 1,4 solución del problema de Stokes no

homogéneo:

$'''''&'''''%
�∆un �∇πn � Fn�1, Fn�1 � �σn�1 � ρ

µ2
un�1 �∇un�1 � pσn�1 � ρqf

∇ � un � θn�1, θn�1 � µ

ζ � µ{3tKpσn�1 � ρq � πn�1u
�»

Ω

θn�1 � 0



un|BΩ � 0,

»
Ω

πndx � Kρ|Ω|
(6.4)

Problema Bn: Hallar σn P W 1,4 tal que:

Kσn �∇ � pσnwn�1q � Gn�1 en Ω y

»
Ω

σndx � 0, (6.5)

donde Gn�1 � πn�1 � ρK y wn�1 � ζ � µ{3
ρµ

un�1.

Para la inicialización del método iterativo tomaremos:

σ0 � θ0 � 0, v0 � 0 y π0 � ρK

Intentamos pues probar que una solución de nuestro problema se obtiene como

ĺımite de soluciones de problemas aproximados An y Bn. La existencia y unicidad

de solución de dichos problemas se tendrá por los lemas 17 y 18.

En la demostración seguiremos los siguientes pasos:

a) Acotación de θn�1 y Fn�1 en función de pun�1, πn�1q y σn�1.
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b) Existencia de solución de los problemas An y Bn.

c) Verificación de una acotación apropiada para pun, πnq y σn.

d) Convergencia de pun, πnq y σn hacia una solución del problema inicial p1, 1q �
p1, 2q.

a) Acotación de θn�1, Fn�1 en función de pun�1, πn�1q y σn�1:

Suponemos que pun�1, πn�1q y σn�1 satisfacen las estimaciones:$''''&''''%
|un�1|2,4 � |πn�1|1,4 ¤ 3

2
C2ρ|f |4

|∇σn�1|4 ¤ 2C2ρ

K
|f |4

(6.6)

Entonces de la definición de θn�1 y Fn�1 deducimos:

|θn�1|1,4 ¤ C1|∇θn�1|4 ¤ C1C2ρ|f |4 7

2pζ � µ{3q (6.7)

|Fn�1|4 ¤ pρ� C1C4|∇σn�1|4q
�
C4

µ2
|un�1|22,4 � |f |4



(6.8)

lo cual conduce a:

|Fn�1|4 ¤
�

1� 2C1C2C4

K
|f |4


�
1� 9

4
C4

�
C2ρ

µ


2

|f |4
�
ρ|f |4 (6.9)

b) Existencia de An y Bn:

De (6.7), (6.9) y (6.4)2,3 se tiene respectivamente que θn�1 P W 1,4, Fn�1 P pL4q3

y

»
Ω

θn�1dx � 0, @n ¥ 2.

Si BΩ es de clase C2, entonces el lema 17 nos dice que existe una única solución

del Problema An, pun, πnq P pW 2,4q3 �W 1,4:

El lema 18 y las condiciones A1   1. aseguran la existencia de solución σn del

Problema Bn, tomando:
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a � K, b �
�
ζ � µ{3
ρµ



un�1, ψ � σn, y G � πn�1 � ρK

pues se verificará la condición (2.86). En efecto,

a� 7C1C4|∇p∇ � bq|4 � 4C4|b|2,4 �

k � 7C1C4

�
ζ � µ{3
ρµ



|∇p∇ � un�1q|4 � 4C4

�
ζ � µ{3
ρµ



|un�1|4 �

K � C4

�
ζ � µ{3
ρµ



t7C1|∇p∇ � un�1q|4 � 4|un�1|2,4u ¥

K � C4

�
ζ � µ{3
ρµ



t7C1|∇p∇ � un�1q|4 � 6C2ρ|f |4u �

K � C4

�
ζ � µ{3
ρµ



7C1C2ρ|f |4 7

2pζ � µ{3q � 6C2C4

�
ζ � µ{3
ρµ



ρ|f |4 �

K � 49

2µ
C1C2C4|f |4 � 6C2C4

pζ � µ{3q
µ

|f |4 �

K � C2C4|f |4
"

49C1

2µ
� 6

�
ζ � µ{3
ρµ


*
� Kp1� A1

2
q ¡ 0.

Luego σn es la única solución, σn P DpLq p� tψ P W 1,4 : Lψ P W 1,4,
³
Ω
ψ � 0uq,

tal que:

Lσn � Kσn �
�
ζ � µ{3
ρµ



∇ � pσnun�1q � πn�1 �Kρ

c) Verificación de la acotación de (6.6) para pun, πnq y σn:

Vamos a demostrar (6.6) por inducción, es decir, supuesto cierto (6.6) queremos

obtener (6.6) cambiando n� 1 por n.

De la desigualdad:

|∇G|44 ¥ a3 ra� 7C1C4|∇p∇ � bq|4 � 4C4|b|2,4s |∇ψ|44

que aparece al final de la demostración del lema 18, tomando a, G, b y ψ como

antes, obtenemos:
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K3

�
K � 7C1C4

�
ζ � µ{3
ρµ



|∇p∇ � un�1q|4 � 4C4

�
ζ � µ{3
ρµ



|un�1|2,4

�
|∇σn|44 ¥ |∇πn�1|44

(6.10)

Sustituyendo en la estimación del lema 17 las desigualdades (6.6), (6.7) y (6.8),

y teniendo en cuenta la hipótesis A2   1:

|un|2,4 � |πn|1,4 ¤ C2p|Fn�1|4 � |σn�1|1,4q ¤�
7C1C2

2pζ � µ{3q �
�

1� 2

K
C1C2C4|f |4


�
1� 9

4
C4

�
C2
ρ

µ


2

|f |4
��

ρC2|f |4 ¤�
A2

2
� 1



C2ρ|f |4 ¤ 3

2
C2ρ|f |4

y usando las desigualdades (6.6) y (6.10), teniendo en cuenta la hipótesis A1   1:

|∇σn|4 ¤ 2C2
ρ

K
|f |4

En consecuencia, las soluciones pun, πnq, σn están acotadas en pW 2,4q3 �W 1,4 �
W 1,4, como en (6.6).

d) Convergencia de pun, πnq y σn:

Denotamos:

u1n�1 � un�1 � un

π1n�1 � πn�1 � πn

σ1n�1 � σn�1 � σn

Restando las ecuaciones que verifican pun�1, πn�1q y σn�1 de las que verifican

pun, πnq y σn, gracias a los lemas 17 y 18, (2.91) (definido para las a, b, ψ y G

del apartado b)) ya que se verifica la condición A1   1, deducimos que:

|u1n�1|1,2 � |π1n�1|2 ¤ C2t|Fn � Fn�1|�1,2 � |θn � θn�1|2u (6.11)

|σ1n�1|2 ¤
4

K
C2

�
ζ � µ{3

µ



pC1C4 � C5q|f |4|u1n|1,2 �

2

K
|π1n|2 (6.12)
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donde C5 es la constante de inyección de H1 en L4.

Por otra parte, de la definición de Fn obtenemos que:

Fn � Fn�1 � 1

µ2
pρ� σn�1qpu1n �∇un � un�1 �∇u1nq � σ1n

�
1

µ2
un �∇un � f



lo que junto con la definición de θn y Gn nos conduce a:$''''''''&''''''''%

|Fn � Fn�1|�1,2 ¤ 1

µ2
p2ρC4|un|2,4 � |un|1,4|σn�1|1,4 � C4|σn�1|1,4|un|1,4q|u1n|1,2

�
�

1

µ2
C2

4 |un|22,4 � |f |4K1



|σ1n|2

|θn � θn�1|2 ¤ µ

ζ � µ{3tK|σ
1
n|2 � |π1n|2u

|Gn �Gn�1|2 � |π1n|2

Uniendo finalmente las relaciones anteriores y (6.6) obtenemos:

|u1n�1|1,2 � |∇π1n�1|�1,2 � |σ1n�1|2 ¤

C2|f |4
#

4

K

�
ζ � µ{3

µ



pC1C4 � C5q � 3C2

�
ρ

µ


2�
C4 � p1� C4qC1C2

K
|f |4


+
|u1n|1,2

�
"

2

K
� C2

µ

ζ � µ{3
*
|π1n|2�

#
|f |4

�
K1 � 9

4

�
C2C4

ρ

µ


2

|f |4
�
� µK

ζ � µ{3

+
C2|σ1n|2

y con las condiciones de los Ai, para i � 3, 4, 5, queda:

|u1n�1|1,2 � |∇π1n�1|�1,2 � |σ1n�1|2 ¤ A3|u1n|1,2 � A4|∇π1n|�1,2 � A5|σ1n|2

Para obtener esta numeración, hemos usado el siguiente resultado:

Lema 19 (Necas). (cf. [29]): Existe una constante C6 ¡ 0 tal que:

|q|0 ¤ C6|∇q|�1,2 @q P L2
0pΩq.

Entonces, como hemos supuesto que Ai   1, para i � 3, 4, 5, podemos deducir la

convergencia fuerte en las respectivas normas de H1
0 , L2, L2, de toda la sucesión

pun, πn, σnq a un ĺımite que llamaremos pu, π, σq.
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Tomando entonces ĺımite cuando nÑ 8 en las condiciones del Problema An, (6.5)

y las definiciones de Fn�1, θn�1 y Gn�1, encontramos que pu, πq y θ satisfacen:

$'''''&'''''%
�∆u�∇π � �ρ� σ

µ2
u �∇u� pσ � ρqf

∇ � u � µ

pζ � µ{3qKpσ � rhoq � π

Kσ � ζ � µ{3
ρµ

∇ � pσuq � π � ρK, con

»
Ω

σdx � 0

Como dicho problema es equivalente a (1.2), vemos que pv, pq (para v � u{µ y ρ �
ρ�σ) es una solución del problema (1.2)-(1.3). Además, las estimaciones (6.1) y (6.2)

se obtienen fácilmente de (6.6). Solo nos queda entonces demostrar la estimación

puntual inferior (6.3). Dicha estimación se deduce de que A2   1, de la siguiente

forma:

ρ � ρ� σ ¥ ρ� |σ|8 ¥ ρ� C4|σ|1,4 ¥ Poincaré pues

»
Ω

σdx � 0

¥ ρ� C1C4|∇σ|4 ¥ ρ� 2C1C2C4

K
|f |4ρ � ρ

�
1� 2C1C2C4

K
|f |4



¡ ρ

2
.

6.2. Contrastacion de los resultados con estudios

similares

Un trabajo trascendente que sirvió de base para el trabajo en ecuaciones de

Navier-Stokes incompresible es el trabajo de Fujita [30] donde propone una

primera estrategia para abordar los problemas de Navier-Stokes asociados a

los dominios móviles.La cual es seguida en nuestro trabajo para llegar al mo-

delamiento matemático.

Por otro lado ,En el trabajo pionero de F.A. Williams [15],plantea la idea

de acoplar las ecuaciones de Navier-Stokes con las ecuaciones de transporte

,aplicando los resultados a la combustion de fluidos ,tanto en gases como en
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ĺıquidos.caso que llevamos en nuestro trabajo un estudios de fluidos compresi-

bles .

Dada la trascendencia del estudio de este tipo de ecuaciones compresibles ,es

importante estudiar el caso estacionario ,puesto que en los tanto parabóli-

cos como hiperbólicos ,la dinámica tiende al estudio de los puntos estacio-

narios.Debido a esto ,el estudio del caso isótermico para un gas viscoso ,es-

tacionario ,tridimensional,representa un resultado significativo,basados en los

propuestos por M.Padula[1].

.

6.3. Responsabilidad Ética

El presente trabajo tambien da la importacia al estudio de la responsabilidad pro-

fesional.El profesional al ser parte de una institución y obtener el t́ıtulo profesional

le corresponde un responsabilidad con su sociedad.En nuestra sociedad como en

muchas ocasiones se han visto a profesionales corruptos ,soberbios ,charlatanes que

nos muestran poco interés en el desarrollo humano, por ello la importancia de la

responsabilidad ética y el rol del profesional de tomarse con seriedad.

En conclusión como profesionales nos comprometemos con la sociedad ,teniendo una

alta responsabilidad en nuestro camino y en nuestras desiciones que llevaremos a ca-

bo proyectos en el futuro.para lograr una buena formación profesional ,aśı aportar

un beneficio social.
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CONCLUSIONES

Conclusión 1:

Respecto al estudio de la ecuación (1.1), y del Teorema 19, podemos concluir que

no solo existen soluciones débiles del problema, si no, que estas son únicas para

cada fuerza externa f P pL4q3 y densidad ρ P W 1,4 fija. Esto es debido a que si

suponemos que existen dos soluciones debiles pvi, ρq P pW 2,4q3 �W 1,4 para i � 1, 2

con la misma fuerza externa f P pL4q3 y la misma densidad ρ, entonces, al comparar

las velocidades, obtenemos el sistema

$&% �∇ � pµp∇w �∇wtq � λp∇ � wqIdq �∇p� ρw �∇w � 0 en Ω,

∇ � pρwq � 0 en Ω,
(6.13)

con w � v1�v2, donde, por el Teorema 19 sobre el sistema (6.13) con fuerza externa

nula, se tiene que

|w|2,4 ¤ 0,

es decir, v1 � v2 en pW 2,4q3.

Conclusión 2:

El caso barotrópico general, i.e., donde p � ppρq se atacaria por el mismo método,

realizando previamente la siguiente modificación:

∇ppρq � p1pρq∇ρ � p1pρq∇ρ� pp1pρqq∇ρ

donde p1pρq � constante, al ser el valor de la función p en el punto ρ � 1

|Ω|
»

Ω

ρdx.

Sustituimos ∇ppρq en la ecuación (1.2) por p1pρq∇ρ, pasando p1pρq � p1pρq∇ρ al

segundo miembro, es decir:

�µ∆u� pζ � µ{3q∇p∇ � vq � p1pρq∇ρ � rp1pρq � p1pρqs∇ρ� ρrpv �∇qv � f s

y la F del problema A queda de la forma:

F � �σ � ρ

µ2
u �∇u� pσ � ρqf � rp1pρq � p1pσ � ρqs∇σ

117



Si p P C2, podriamos escribir:

p1pρq � p1pρ� σq � �p2pξqθ

donde ξ es un valor intermedio entre ρ y ρ� σ (variable), con lo que:

F � σ � ρ

µ2
v �∇v � pσ � ρqf � p2pξqσ∇σ

Se introducirán entonces las modificaciones correspondientes en la escritura de lod

Ai, para que a partir de las nuevas acotaciones de Fn�1, podamos garantizar las mis-

mas desigualdades necesarias para la convergencia del método de las aproximaciones

sucesivas.

Conclusión 3:

Se obtiene unicidad de solución (que no existencia) para la linealización de las ecua-

ciones de Navier-stokes barotrópicas cerca de un flujo en un ambiente ideal dado.La

novedad se presenta que la formulación de la solución en velocidad-presión y no en

velocidad-densidad,como se hace normalmente.
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RECOMENDACIONES

Como se pudo mostrar en el presente trabajo, el área de estudio de la dinámica

de fluidos es un tema donde se encuentra aún muchos problemas en abierto. Es-

peramos y recomendamos que este trabajo sirva de motivación para futuras tesis,

publicaciones, etc.

Una de las fortalezas de esta tesis es el completo marco teórico presentado y la

abundante bibliograf́ıa, que lamentablemente como se comentó en las limitaciones

del trabajo, no es fácil de encontrar en la biblioteca especializada de la UNAC, o la

biblioteca central.
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[11] J. Necas, Les Méthodes Directes en Théorie des Equations Elliptiques. Mason,

Paris, 1967.

[12] J. Necas, Sur les norms équivalentes dans W k
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Aguilar, León y Cal 1988 [reimpresión 2007]. ISBN 968-493-040-2.

123



[42] E. Babbie. Fundamentos de la Investigación Social. Editorial Thompson Edito-
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