UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y

MATEMATICA
ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

“EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES PARA

UN PROBLEMA DE EVOLUCION NO LINEAL

DEL TIPO P-LAPLACIANO”

TESIS PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL DE

LICENCIADO EN MATEMATICA
PEDRO MIGUEL FAJARDO AMPUERO

Callao, Junio, 2019

PERU



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
OFICINA DE SECRETARIA GENERAL
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Sefior
Presente.-

Con fecha 27 de septiembre del dos mil diecinueve se ha expedido la siguiente Resolucion.
RESOLUCION DE CONSEJO UNIVERSITARIO N2 684 -19-CU-TP - Callao, 27 de
septiembre de 2019 el CONSEJO UNIVERSITARIO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL
CALLAO:

Visto el expediente N° 01078161 de fecha 08 de agosto de 2019 mediante el cual el
Bachiller FAJARDO AMPUERO PEDRO MIGUEL solicita se le otorgue el TITULO
PROFESIONAL DE LICENCIADO EN MATEMATICA bajo la modalidad de SUSTENTACION
DE TESIS.

CONSIDERANDO:

Que la Universidad Nacional del Callao confiere el Titulo Profesional de los programas de
estudio que desarrolla a nombre de la Nacion, realizdndose la obtencidon de titulos de
acuerdo a los reglamentos de estudios de pregrado de la Universidad; conforme a lo
establecido en los Arts.87 y 89 de la norma estatutaria, concordante con los Arts. 44 vy
45 de la Ley Universitaria N° 30220.

Que, por Resoluciéon N° 245-18-CU de fecha 30-10-2018 se aprobd el Reglamento de
Grados y Titulos de esta Casa Superior de Estudios, el mismo que en su Art. 9° establece
que para la obtencion del Titulo Profesional se requiere tener grado académico de Bachiller
otorgado Unicamente por esta Casa Superior de Estudios, la aprobacion de una tesis o
trabajo de suficiencia profesional y cumplir con los requisitos establecidos en el Reglamento
de Grados y Titulos de la UNAC.

Que, asimismo el Art. 11 del referido Reglamento de Grados y Titulos establece que el
Consejo Universitario confiere los titulos profesionales declarados expeditos por los Consejos
de Facultad, expidiendo el diploma correspondiente el cual es firmado por el Rector, el
Decano de la Facultad, el Secretario General y al interesado (a).

Que, asi también en el Titulo IV Capitulo Il del referido Reglamento se sefala y detalla
el trdmite y procedimiento administrativo especifico para obtener el titulo profesional.

Que, la Comisién de Grados y Titulos de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
mediante Dictamen N° 037-2019-CGT-FCNM de fecha 06 de septiembre 2019, otorga la
conformidad del cumplimiento de los requisitos para obtener el Titulo Profesional de
LICENCIADO EN MATEMATICA al Bachiller FAJARDO AMPUERO PEDRO MIGUEL.

Que, asimismo, el Consejo de Facultad de Ciencias Naturales y Matematica mediante
Resolucion N2 196-2019-D-FCNM,de fecha 09 de septiembre de 2019, resuelve aprobar g
Titulo Profesional de LICENCIADO EN MATEMATICA al Bachiller FAJARDO AMPUERO (
MIGUEL bajo la modalidad de Sustentacion de Tésis titulado: "EXISTE

SOLUCIONES DEBILES PARA UN PROBLEMA DE EVOLUCION NO LINEAL DEY/JIPO F7~

- LAPLACIANQ".

Av. Séenz Pefia N° 1066 TELF- 014290531 —~ CALLAO - email. secgral@unac.pe




Estando a lo acordado por el Consejo Universitario en su Sesién de fecha 27 de septiembre
de 2019 en uso de las atribuciones que le confieren los Arts. 59 y 62 de la Ley N°
30220 concordante con los Arts. 116, numeral116.10 y 128 del Estatuto de la Universidad.

RESUELVE

1°

20

OTORGAR el Titulo Profesional de LICENCIADO EN MATEMATICA al Bachiller FAJARDO
AMPUERO PEDRO MIGUEL conforme a lo dispuesto en la Resolucion N2 196-2019-D-
FCNM de fecha 09 de septiembre de 2019 de la Facultad de Ciencias Naturales y
Matematica de la Universidad Nacional del Callao y por las consideraciones expuestas
en la presente Resolucion.

Transcribir la presente Resolucion al Vicerrector de Investigacion, Facultad, Oficina de
Archivo General y Registros Académicos, Unidad de Registros Académicos, asi como al
interesado ( a) para conocimiento y fines consiguientes.

Registrese, comuniquese y archivese.

Fdo. Dr. BALDO ANDRES OLIVARES CHOQUE, Rector y Presidente del Consejo
Universitario de la Universidad Nacional del Callao. Sello de Rectorado.

Fdo. Lic. CESAR GUILLERMO JAUREGUI VILLAFUERTE -. Secretario General de la
Universidad Nacional del Callao, Sello de Secretaria General.

Lo que transcribo a usted para conocimiento y fines consiguientes

cc.Rector,Facultad

cc.OAGRA,interesado : /\»
Z% 17 ZREIDAD NACIONAL DEL CALLAO
& \F‘\ ‘,:,::ga_[rze Sacretana General
b (sl
N ‘Qij‘ulsfc“v ......

Mg, Césdh Guitamg Jabrequi Vlafuens

Secretarip/anera)
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Resumen

EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES PARA UN PROBLEMA DE
EVOLUCION NO LINEAL DEL TIPO P-LAPLACIANO

Pedro Miguel Fajardo Ampuero
Junio -2019
Asesor: Mg. Roel Vidal Guzman

Titulo obtenido: Licenciado en Matemética

En la presente investigacion se estudio de manera detallada la existencia de
soluciones débiles del siguiente problema de evolucién no lineal del tipo p-
Laplaciano.

u"+Apu—Au'+|v|’”2|u|”u =f en Q=0x(0,T)

VAN =AU v =
u(0) =u,,v(0) =v,
u(0)=u,,v(0)=v,

u=v=0,en 2=Tx(0,T)

Donde Q es un subconjunto de R™ , abierto, acotado y bien regular.

El cilindro en R™** con base en Q y altura T, denotado por Q= Qx(0,T), T> 0.
La frontera de dicho cilindro es definida y denotada por

X =Tx(0,T), conT frontera de Q.

Ap : representa el operador p-Laplaciano

Palabras claves:

= Problema de evolucion del tipo p-Laplaciano
= Meétodo de Faedo-Galerkin

= Existencia local de soluciones

= Estimativas

= Paso al limite

= Condiciones iniciales

= Comportamiento asintotico



Abstract

WEAK EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR A PROBLEM NONLINEAR

EVOLUTION OF P- LAPLACIAN TYPE

Pedro Miguel Fajardo Ampuero
June-2019

Adviser: Mg. Roel Vidal Guzman

Obtained title: Licenciado en Matematica

In this research, we studied in detail the existence of weak solutions of the

following problem of non-linear evolution of the p-Laplacian type

VA V=AV U v =1,

u(0) =u,,v(0) =V,

u'(0)=u,v(0)=y, en
u=v=0,en 2 =Tx(0,T)

Where Q is a subset of R™ open, bounded and sufficiently smooth.
The cylinder in R™** based on () and height T, denoted by

Q= Ox(0,T), T> 0.

The border of the cylinder is defined and denoted by

Y =Tx(0,T), With T border of Q.

Ap : It represents the operator p-Laplaciano

Keywords:

= Evolution problem of the p- Laplacian type
» Faedo Galerkin method

= Local existence of solutions

= Estimates

= Passage to the limit

= [nitial conditions

= Asymptotic behavior

U +Au—Au +|v|p+2|u|pu =1, en Q = Qx(0,T)
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Capitulo 1
Planteamiento de la investigacion

1.1 Determinacion del problema

Actualmente las Ecuaciones en derivadas parciales forman parte
importante en la formacion tanto de matematicos como de ingenieros. Los
métodos mas comunes de resolucién son el método de Rieman y el método de
Fourier cada uno de ellos con ventajas y desventajas. Pero, ¢Qué hacer cuando
ellos no funcionan adecuadamente? En la literatura de Edps. se tienen otros
métodos que aseguran la existencia de soluciones, pero en ocasiones son poco
estudiados y mas aun, son pocos los trabajos que desarrollan de manera detallada
tales métodos. Uno de estos, es el de Faedo Galerkin. En el presente trabajo se
realizard una exposicion detallada del articulo desarrollado en forma resumida
por Castro [6], cuyo principal objetivo es demostrar la existencia de soluciones
globales débiles del siguiente problema de evolucion no lineal del tipo p-
Laplaciano:

u"+Apu—Au'+|v|p+2|u|pu =f,  en 0 =0x(0T)
VA V-AV +|u|p+2 v]”
u(0) =u,,v(0) =V,
u'(0) =u,v(0) =V, en &

u=v=0,en 2=Tx(0,T)

v=f,

(1)

11



Siendo:

o Q < R™un subconjunto abierto, acotado y bien regular.
e Q=20x(0,T), T> 0.Uncilindro en R™*1 con base en Q y altura T

o La frontera de este cilindro sera: £ = I'x(0,T) , con I frontera de Q.

o Ap el operador p-Laplaciano ,definido del siguiente modo:

A wrP(Q -0 () niyl=1q
piWy () > w Q) ,co p+p,

p—2
—_yn 9 ou
Apu = =15z ,p =2

6xj
Notemos que el operador p-Laplaciano se reduce al operador
Laplaciano usual cuando p=2.
o 0%u n_ 0%y

a2’ V=

u
an

. u:[0,T] >R, v:[0,T]— R Son las funciones incognitas.

o u, Vo, U1, V150N los datos iniciales dados.

1.2 Formulacion del problema

Los problemas de la investigacion estan formulados de la siguiente manera

1.2.1 Problema general
PG: ¢Sera posible realizar una demostracion detallada de la existencia de
soluciones débiles del problema de evolucién no lineal del tipo p Laplaciano,

dado en (1)?

1.2.2 Problemas especificos
PE1: ;Serén de utilidad las propiedades del operador p-Laplaciano en el
desarrollo de la demostracion de existencia de soluciones débiles del

problema de evolucion no lineal del tipo p Laplaciano, dado en (1)?

12



PE2: ¢Sera viable realizar una demostracion detallada del comportamiento
asintético de la energia asociada al problema de evolucién no lineal del tipo

p-Laplaciano, dado en (1).

1.3 Objetivos de la investigacion

1.3.1 Objetivo General
OG: Dar una demostracién detallada de la existencia de soluciones débiles del
problema de evolucion no lineal del tipo p —Laplaciano, dado en (1). Hecha

de forma resumida en el articulo de Castro [6].

1.3.2 Objetivos especificos
OE1: Demostrar que las propiedades del operador p-Laplaciano son importantes en
el desarrollo de la demostracion de existencia de soluciones débiles del

problema de evolucidon no lineal del tipo p Laplaciano, dado en (1)?

OEZ2: Realizar una demostracién detallada del comportamiento asintético de la
energia asociada al problema de evolucion no lineal del tipo p-Laplaciano,

dado en (1)

1.4 Justificacion

Esta investigacion se inicio con la identificacion una serie de eventos,
fundamentalmente dos: La poca literatura acerca del operador p- Laplaciano en
nuestro idioma, y los diferentes fendmenos modelados por este. En este contexto

resulto sumamente tentador estudiar una ecuacion envuelta por dicho operador.

13



1.5 Importancia
Esta tesis tiene una importancia teorica, ya que nos da luces de como
actuar frente a ecuaciones envueltas con operadores mas generales pero con

propiedades anélogas al operador p — Laplaciano.

14



Capitulo 11

Marco tedrico

2.1 Antecedentes de estudio
Segal (1970), propuso y estudio el siguiente modelo que describe el
movimiento de los mesones (Particulas formadas por la colision de un Proton y un

neutrén) en un campo electromagnético.

0%u
F—Au+a2u+g2v2u =0
d0%v
kﬁ_ Av + B*v + h*u?v =0

Siendo u y v campos escalares de masas « y 8 con g y h constantes de integracion.

Tsutsumi (1971), estudio la ecuacion diferencial

u+Au+Bu =f
u(0) =u,,u’(0) =u,

Donde A es un operador no lineal con algunas propiedades fuertes y B es un operador

lineal acotado asociado a una forma bilineal simétrica acotada.

15



Medeiros-Miranda (1987), estudio la siguiente ecuacién

0%u

(=~ du = ol 2ul?u = f
0%v 5
o Av + v — |[ulPt?|v|Pv = f,

Obteniendo lo siguiente: Existencia de soluciones para cualquier dimension
(n=1) yunicidad paran = 1,2,3

Biazutti (1995), analizé la existencia de soluciones débiles y

comportamiento asintético del siguiente problema de evolucion.

U +AU-AU+Gu,v)=f

V+AV-AV +G,(u,V) =,

Donde: p = 2; G, y G, tienen algunas de las propiedades de u' y v'.

16



2.2 Preliminares

En este capitulo presentamos algunos conceptos y resultados basicos que seran
utilizados posteriormente en los capitulos siguientes. Sus demostraciones seran
omitidas por que se tratan de resultados ya conocidos. Solo se citaran las referencias
donde seran encontradas con sus respectivas demostraciones.

2.2.1 Notaciones

Consideremos : Q Subconjunto abierto, acotado y bien regular de R™

(Q es bien regular si, Q es de clase C™ paratodom € N )

S Inmersion continua y densa

¢ Inmersion compacta

(+,) Dualidad

|l 1|, Norma asociada al espacio X

C(Q) ={f:Q = R; f continua}

C*(Q) = {f:Q > R; f es k veces continuamente diferenciable}

C*(Q) = {f:Q — R; f infinitamente diferenciable}

Cy°(Q) ={f € C*(Q); sop(f) es un compacto < O}

E' : Dual topoldgico del espacio vectorial E

E™ : Dual algebraico del espacio vectorial E

— Convergencia débil

—* Convergencia debil estrella

17



= Consideremos Previas

i) Sea: a = (ay,ay,...,a,) EN™ ,n€ N, con |a| =a; +a,+ ...+ a,

Entonces D%u =

i) Siu:Qc R" — R es diferenciable en Q , el gradiente de u sera denotado por

Vu vy definido como un vector de R", dado por:

ou ou ou
Vu = DN A N
ox, ox, " ox

n
iii) El Laplaciano de la funcion U esta definido como:
" 57U
Au =
Z 8Xi2

i=l1

iv) Sean u, Ve L *(Q)entonces el producto interno entre U Yy V esta definido por:
(uv)= Igu(x)v(x)dx

v) Las normas de uen L*(Q) y veH}(Q) son denotadas y definidas por:

1
|U|LZ(Q) =UQ|U(X) |2 dx}2 y |Ivl|=((v.v))  respectivamente. Donde ((-. )

denota el producto interno en H¢(Q2) v es definido por: ((uv)) = J'Vqudx.
Q

1

P
LP(©)

n

vi) Lanormade w e w;"(QQ) es denotada y definida por: ||“||o - (Z =

OX.

i=1

18



2.2.2 Transformaciones lineales
Sean E y F espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo IK (R 6 C).
Definicion 2.1 Una aplicacion f : E — F se dice que es lineal si
(@) fesaditiva: f(x+y)=f(X)+f(y); vx,yeE
(b) f eshomogénea: f(Ax)=Af(X); VieK, VxeE
Definicién 2.2 Si E y F son espacios vectoriales normados sobre un cuerpo IK vy
T:E —>F esunaaplicacion lineal, diremos que T es continua en un vector u, e E si
dado &£ >0, existe 6 >0 tal que
T W) =T uy)|,. <&, siempre que |lu—u,|. <&
Diremos que T es continua en E, si T es continua en cada punto de E.

Definicion 2.3 Sea T una aplicacion lineal definida sobre E y con valores en F. Diremos

que T es acotada, si existe una constante positiva C tal que
Tw|. <C|w|¢ ; vweE
Teorema 2.1 Si T: E — F es unaaplicacion lineal. Son equivalentes
(i) T es continuaen E
(i) T es continua en un punto de E
(iii) T es acotada en E

Demostracion: Ver Lages [16]
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Teorema 2.2 Consideremos una funciéon f continua en [a,b]. Entonces existe un
b

ndmero c e[a,b] tal que: Jf(x)dx=(b—a) f(c)

a
Demostracion: Ver Hasser, [12]

Teorema 2.3 Si T : E — R es una aplicacion lineal y continua, entonces

T|. =su —|Tu|,u¢0
[Tl = sup

Demostracién: Ver P. H. Rivera [28]

Teorema 2.4 (Extension de operadores lineales y acotados)

Sea X un espacio normado, Y un espacio de Banach, T: M — Y un operador lineal
acotado sobre M, donde M es un subespacio denso en X. Entonces el operador T

admite una extension T: X — Y lineal y acotada tal que T | M=T y ||T|| = |ITI|.
Demostracion: Ver Arguelles [2]

2.2.3 Topologias débil y débil estrella

Sea E un espacio de Banach,f € E’ y consideremos la aplicacion ¢s: E — R definida
por s (x) = (f,x) cuando f recorre E’, se tiene la familia (<pf)fEE,de aplicaciones

de E en R.

Definicion 2.4 La topologia débil o(E, E") sobre E es la topologia menos fina sobre

E que torna continua todas las aplicaciones ((pf)fEE,

20



Consideremos E espacio vectorial normado. Dada una sucesion (x,,) S E , la

notacion de la convergencia débil, sera: x, = xen o(E,E")
Proposicion 2.1 Sea (x,,) una sucesion en E

)x, ~xena(E,E") & (f,x,) = (f,x),Vf €EE'

i) Si x, = x,entonces x, = x

iii) Si x, — x, entonces ||x,|| es acotada y ||x|| < lim Inf||x,|

iV)Six, = x enEyf, = f enE' entonces (f,, x,) = {f, x)
Demostracion: ver Brezis [5]
Proposicion 2.2 (Unicidad del limite débil)

Sea X un espacio de Banach y (x;,,) un sucesion en X débilmente convergente a x en

X. Entonces x es Unico.
Demostracion: ver Limaco [18]
Definicion 2.5.

Sea E un espacio de Banach,x € E'y consideremos la aplicacion ¢s:E' - R,

definida por ¢, (f) = (f, x) cuando x recorre E se tiene la familia (¢,) g de

aplicaciones de E’ en R.

21



La topologia débil estrella ¢ (E’, E) es la topologia menos fina sobre E' que torna

continuas todas las aplicaciones (@) xeg

Dada una sucesion (f,,) S E' la notacién de la convergencia débil estrella, sera:

fn—="xeno(E',E)

Proposicion 2.3 Sea (f;,) una sucesion en E’

)fo =" fena(EE) & (fu,x) > (f,x);Vx €E

ii)Si f,, = feno(E',E),entonces f,, =" fend(E'E),

iii) Si f, =" feno(E',E) ysi x, = x en E,entonces (f,,, x,) = (f, x)

Demostracion: ver Brezis [5].

2.2.4 Distribuciones

Definicion 2.6. Sea f: Q — R una funcion. El soporte de f, sera denotado y definido

por:

Sopf={x€Q;f(x)+0}

Definicion 2.7 Denotaremos por Cs°(£2) el conjunto de las funciones g: Q - R ,

cuyas derivadas parciales de todos los 6rdenes son continuas y con soporte compacto

contenido en Q.
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Definicion 2.8. Convergencia en Cy° ()
Sea (¢,,) una sucesionen C;°(Q) y ¢ € C;°(Q)

I {EIK:compacto c QtalqueSopp, c K,YyneN
o= @ VYa € N, D%p,(x) - D* p(x),Vx € Q

El espacio vectorial C;°(€2) unido con el sentido de convergencia arriba mencionado

es denotado por D(Q) y es denominado espacio de funciones prueba.

Definicion 2.9. Se define como distribucion sobre € a toda forma lineal y continua

definida en D(Q) y valorada en R.
D'(Q) ={T:D(Q) » R/ T eslineal y continua}

El conjunto D'(Q) es un R espacio vectorial denominado el espacio de las

distribuciones.

El valor de la distribucion T en ¢ se representa también por (T,¢) (dualidad entre
D'(€2) Y D(@))

Asi mismo si T e D’(Q2) entonces D“T € D'(Q2) paratodo « eN"

Definicién 2.10 Nocion de convergencia

Diremos que la sucesion (Ty) de elementos de D' (L) converge para T en

D'(Q), cuando para toda funcién ¢ € D(Q), la sucesion (T, @) — (T, p) en R
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2.2.5 Espacios LP(Q)

Definicion 2.11. Sea Q < R™ un conjunto medible y 1 < p < oo, definimos:
LP(Q) = {u :Q — R/u: medible, j|u(x)|p dx < oo}
Q

Proposicion 2.4

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto por un nimero real,
LP (Q) se torna un espacio vectorial sobre R, con norma igual a:

1

[l = f (o) Pdx | u € 1P(Q)
[9)

Demostracion: Ver Medeiros A. & Milla Miranda M. [22]
Definicidén 2.12 Sea Q < R™ un conjunto medibley p = o

L*(Q) = {u: Q - R; medibles y escencialmente acotadas}
Proposicion 2.5
Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto por un nimero real,
L= ()

se torna un espacio vectorial sobre R, con norma igual a:

lull =supess|u(x)|; ueL”(€)
xeQ

Demostracion: Ver Medeiros A. & Milla Miranda M. [23]
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Observacion 2.1 Se dice que U=V casi siempre (c.s) en (Q) siysolosi AM < O tal
que u(x)=v(x) vxe Q\M ymed(M)=0

Obs: se considera la medida de Lebesgue.

Definicion 2.13. Sea 0 © R™ un conjunto medible, diremos que u: Q) — R es

localmente integrable, si es lebesgue integrable en todo compacto K < Q

L}, .(Q) = {u € L*(K); K:compacto c Q}
Proposicion 2.6

Sea O < R" unconjunto abierto y ue L} () definimos la aplicacion

Loc

T,:D(Q) >R
@ (T, p)=[_ ue(x)dx

Entonces T, € D'(?)
Demostracion: Ver Cavalcanti [7]

1

Proposicion 2.7 (Du Bois Reymond) Sea u €L, . (Q2) tal que I u(x)@(x)dx =0

paratodo , < c () entonces u(x)=0 c.s en Q

Demostracion: Ver Rivera P. H. [28]

Proposicion 2.8 C () esdensoen L () parai1< p <.
Demostracion: Ver Medeiros L.A. & Milla Miranda M. [23]
Teorema 2.5 (Teorema de representacion de Riesz para LP(Q))

Sea 1 < p < oo, consideremos L € [LP(Q)]’. Entonces existe v € Lp'(Q) tal que para

todo u € LP(Q) se tiene que
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L(u) = f u(x)v(x)dx

Q

Demostracion: ver Adams [1]
Teorema 2.6 (Teorema de representacion de Riesz para L1((Q))

Sea L € [L1(9)]’ entonces existe v € L* () tal que para todo u € L1(Q)
L(u) = IQu(x)v(x)dx y ||v||w = HL;[Ll(Q)} H

Asi (L) =L7 ()
Demostracion:
Consideremos que L # 0y ||L; [L*()]']| = 1
Consideremos € de dimension finitasi 1 < p < co

Entonces tendremos que LP(Q) < L1(Q)

1
Ademss  |L@w)| < |lul|, < (Vol(@) 7|lul| VY u € 1P(Q)
Teniendo L € [LP ()]’ luego por el teorema 2.5 (Riesz)

Existe v, € LP' (Q) tal que L(u)= Iu(x)vp(x)dx, Vuel’(Q) (2.6.1)

Con ||vp||p, < Vol(Q)"» (2.6.2)

Ademas como C5°(2) es denso en LP () para1 < p < co, consideremos

1<p,g<ocoy ¢€C;Q),tendremos:

f 90y ()dx = L(p) = f 900V, () dx
[0}

Q
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De ahi v, = v, , reemplazando en (2.6.1) con una funcion v € LP (Q) para cada p tal

que

1
1 < p < oo Satisfaciendo (2.6.2). Se sigue que ||v|| < lim [Vol(Q)]?'=1 m.
oo p'>co

2.2.6 Espacios de Sobolev

Los principales resultados de esta seccion podrén ser vistos en las referencias A. Adams

[1], H. Brezis [5], Kesavan [15], L.A. Medeiros y E.A de Mello [22], L.A. Medeiros &

M. Milla Miranda [23] y P. H. Rivera [28].

Definicion 2.14. Seam € N, 1 < p < oo, definiremos y denotaremos por
wm™P(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), |a| < m}

Al espacio de Sobolev de orden m relativo al espacio L? ()

Proposicion 2.9

Seam €N, 1 <p < o, laNormaenw™P(Q) es denotada y definida por:

1
/
[ll,,,, = (BrasmllD=ull;) * u € wme @),

Demostracion: Ver Cavalcanti [7]

Teorema 2.7 (derivacion de un producto)

Sean f,geW"P(I);l cR con 1< p<oo entonces fg eW* (1) y

(fg) = fo+ fg’

Ademas se verifica la integracion por partes

27



jb f bx = f(b)g(b)—f(a)g(a)—f: fg'dx : v a,bel

Demostracion: Ver Brezis H. [5]
Definicion 2.15. Definimos el espacio w, "? () como la cerradura de D(Q) en

w™P(Q)

Definicion 2.16. Consideremos 1 < p < oy g > 1 tal que % + i = 1 denotamos y
definimos por w=™4(Q) = (w"? (@)’

2.2.7 Inmersiones
Definicion 2.17 Sean W'y V espacios de Banach con W < V' como subespacio

vectorial. Consideremos la aplicacion inclusion i: W — V como i(v) = v

Se dice que W esta inmerso continuamente en V, si la aplicacion i: W — V es

continua. Siendo asi serd denotada W & V

Definicion 2.18 Sea Q un subconjunto abierto de R™. Se dice que Q es bien regular si

Q es de clase C™ , m=1,2,3...

Proposicion 2.10 Consideremos QcR™, abierto, acotado y bien regularcon 1 < p <

oo, se tienen las siguientes inmersiones

i) Si p< n, entonces w? (Q) ©¢ L1(Q) , siempre en cuando 1< g < %
ii) Si p=n, entonces wl?(Q) ¢ LI(Q) donde 1< g < o
ii) Si p > n, entonces wl? (Q) ©° L®(Q)

Demostracion: Ver Stallbohm [31]
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Proposicion 2.11 Sea QcR™, abierto, acotado y bien regular.Consideremos k < my

np

_ m,p k,q A
n > (m—k)p, entonces w™?(Q) > wh9(Q), cuando q < -—"=—

Demostracion: Ver Stallbohm. [31]

2.2.8 Espacios L"(0,T,V)
En esta seccion daremos las nociones basicas sobre los espacios de Banach
LP(0,T,V) escenciales en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales de

evolucion.

Definicion 2.19 Decimos que u: (0, T) — V es una funcion simple, si:

m
u() = ) Xa (0
i=1
Donde x; € V,i = 1,2,...m Y x4, es la funcion caracteristica del conjunto medible
segun Lebesgue 4; .

Definicion 2.20 Decimos que u: (0,T) — V es una funcién medible Bochner, si

existe (u,)nen Una sucesion de funciones simples tal que

lim |u,, (t) —u(t)|y=0,ctpen (0,T)
n—-co

Definicion 2.20 Decimos que u:(0,T) — V es de Bochner integrable, si existe una

sucesion de funciones simples (u,,) ey tal que

i) La aplicacién t — ||un(t) — u(t)||V es lebesgue integrable paratodo n € N
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i) Si lim [, (6) — u(t)ly dt=0
n—co

Espacios L?(0,T,V)

Dado un espacio de Banach V, denotaremos por L?(0,T;V), 1 < p < oo. Al espacio

de Banach de las clases de funciones u, definidas en (0, T) con valores en V, que son

fuertemente medibles y | lu(t)| |5 es integrable segun lebesgue en (0, T) . Con la norma.

1
(T P |P
74 = [ O,
Representaremos por L* (0, T; V) al espacio de Banach de todas las clases de funciones
u, definidas en (0, T) con valores en V', que son fuertemente medibles y | lu(t)| |V posee
supremo escencial finito en (0,T). Con norma
[l o gy = St esslu(Ol,

Cuando p = 2y V es un espacio de Hilbert, el espacio L?(0, T; V) se convierte en

un espacio de Hilbert con producto interno

W) 20011y = j (u(t),v(t))y dt
0

Consideremos el espacio LP(0,T;V) ,1 < p < oo, con V un espacio de Hilbert
separable, entonces es valida la siguiente identificacion
[LP(0,T;V)]" = LU0, T; V')

Con % + i = 1, cuando p = 1, tendremos la siguiente identificacion
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[L*(0, T; V)] = L*(0,T; V")
2.2.9 Distribuciones Vectoriales.
Sea V un espacio de Banach. Se denomina distribucién vectorial sobre ]O,T[ con
valores en V , a toda aplicacion lineal y continua sobre D(0.T). (Continua en el
sentido de la convergencia definida en D(0.T). Dada una distribucion T su valor en
@ se representa por (T,¢).
Definicion 2.21
Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre |0, T[, lo denotaremos por
D'(0T,V)
Proposicion 2.12

Seauel’(0,T,V); 1< p<o, definimos:

T,:DO,T) >V /(T,,0)= J: u(t)p(t)dt En el sentido de Bochner

Se puede verificar que T, es lineal y continua en D(0,T)

Demostracion: Ver Stallbohm [31]

Proposicion 2.13. Sea V unespacio de Banachsi ue '(0,T,V) vy J'OT u®)e(t)dt=0

paratodo ¢en D(0,T) entonces u(t) =0 casi siempre en |0,T[

Demostracion: Ver Zedler Eberhard [38]
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Proposicion 2.14 T, esta univocamente determinado por U .

Demostracion: Ver Ver Stallbohm [31]
Corolario 2.1

L°(0,T;V)=D'(0,T;V) ,para 1< p<oo
Definicion 2.22. Se dice que una sucesion (T, ), de distribuciones sobre ]0,T[ con
valores en V, converge para la distribucion T en D'(0,T;V ), cuando (Tk , go) converge

para (T,p) enV paratodo ¢ en D(0,T)

2.2.10 Derivacion en D’(0,T,V)

Dada una distribucién vectorial U definimos su derivada en el sentido de las

, . du
distribuciones vectoriales denotado por U 0O a como

du \_/ dg .
(20)-fute)  vpeoun

En general la derivada de orden N se define como

d"u _(_1\" dn(D c
<W,(p>—( 1) <u, dt”> Vo e D(0,T)

En particular todo elemento u e L"(0,T,V) posee derivada de todos los 6rdenes en el

sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0,T|
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Definicion 2.23

Sea V un espacio de Banach. Representaremos con C([0,T],V). El espacio de las

funciones que son continuas [0,T]enV

2.2.11 Convergenciaen L?(0,T,V)
Proposicion 2.15 Sea(u, ), una sucesién en L°(0,T,V) y uel”(0,T,V) se dice

que (u,),.y converge débilmentea ueL"(0,T,V) si:
< f Uy >L"'(O,TYV')XL"(OYT.V) _>< f ’U>LP'(0,T,V')pr(o,T,V)
‘ 1 1
vf e L” (0,T,V'), donde E+E =1

Demostracion: Ver Stallbohm [31]
Observacion 2.2 En el caso v = HZ(c2) entonces v’ = H ()
H3 () 2 1* (@) = (L () PH Q)

(G,v) =(Gv); VGel’(Q), WeH(Q)

H™(Q)xHg (Q)

2.2.12 Teoremas de Existencia

Sea D © RxR™ cuyos elementos son denotados por (t,x). Sea f: D — R™ una

funcion no necesariamente continua. Consideremos la Ecuacion Diferencial

Ordinaria:

x'(t) = f(t,x) (2.1)
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Resolver 2.1 es encontrar una funcion absolutamente continua x(t) definida en
algun intervalo I de la recta tal que (t,x(t)) € D;Vtelyx'(t) = f(t,x)
Sea (ty, xo) € D consideremos el problema de valores iniciales:

X'(0) = f(62) 22

x(to) = Xo

Definicion 2.24. Se dice que f satisface las condiciones de Caratheodory sobre D si:
(i) f(t, x) es medible en t para cada x fijo.
(ii) f(t, x) es continua en x para cada t fijo.
(iii) Para cada K < D compacto, existe una funcion real integrable m,,(t) tal

que [f(t, x)|gn < m (), V(t,x) €K
Teorema (caratheodory) 2.8.
Consideremos D = {(t,x) € R™?; |t — to| < a,|lx — xo|| < b} cona,b >0y

f:D — R™ Satisfaciendo las condiciones de caratheodory sobre D, entonces existe

una solucion x(t) de (2.2) en algun intervalo |t — t,| < € paraalgin &€ > 0

Demostracion: ver Coddington [8]
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Definicion 2.25 (Prolongamiento)

Consideremos ¢ una solucién de (2.2) definida en [a; b] . ¢ si tiene un

prolongamiento al intervalo [a; b + ], si existe la funcidn

— . | e@);te[ab]
Pt = {;zﬁ(t);t e[b.b+ 4]

Tal que ¢ es solucion de (2.2)

Teorema (prolongamiento) 2.9

Consideremos B = {x € R™; ||x||Rn < ¢,c > 0}, definamos: Sea D = [0, T]xB con
T>0 ’||x0||R” < c, con f satisfaciendo las condiciones de Caratheodory en (2.2)

.Sea ¢(t) una solucion de (2.2) supongamos que en cualquier intervalo donde ¢ esta

definido tenemos que ||€0(t)||Rn <k,vt €l, k:independientedel, k <c,

entonces ¢ tiene un prolongamiento al intervalo [0, T']

Demostracién: ver Coddington [8]

Resultados generales

Teorema 2.10 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue)

Sea (U,),.x Uuna sucesion de funciones integrables en un abierto Q< R" que

converge casi siempre para una funcién U . Si existe una funcion uj tal que |u,|<u,

casi siempre para todo ne N . Entonces
(@) U esintegrable sobre Q

(o) | u:Liijun

Q N—o

Demostracion: Ver Brezis H. [5]
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2.2.13 Desigualdades importantes

Proposicion 2.16 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz para funciones L*(Q))

Sean u:Q—>R y v:Q—R dos funciones cuadrado integrables entonces:
(NI
Demostracion: Ver Brezis H. [5]

Proposicion 2.17 (Desigualdad de Young)

Sea a>0,b>0vyl<p, g<oo con i+1:1 entonces absia“rébq
P q U

Demostracion: Ver Medeiros L. A. [23]

Proposicion 2.18 (Desigualdad de Holder)

11
Sean uel’(Q) y vel(Q) con 1<p,qy E+a=1

Entonces uveL'(Q) vy Ig|uv| dx <|u|

LP () ||V||Lq(Q) :

Demostracion: Ver Medeiros L.A. y E.A de Mello [24].

2.2.14 Teoremas de convergencia
Teorema 2.12 (Banach- Alouglu- Bourbacki) Sea E un espacio de Banach

separable y (f;,),una sucesion limitada en E’, entonces existe una subsucesion

(fnk) que converge para la topologia o (E', E)

Demostracion: ver Limaco [18]
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Teorema 2.13 (Kakutani) Sea E un espacio de Banach reflexivo y (x,,), una

sucesion acotada en E entonces existe una subsucesion (xnk) que converge con la

topologia o (E,E").
Demostracion: ver Limaco [18]

Lema 2.1 (Lema de Lions). Sea €2 un subconjunto abierto acotado de R", g y g;,

funciones de L"(Q) ;1< p <o tal que

lo, <Cyg—gcsenQ

L@
Entonces g; — g, en LP(Q)

Demostracion: Ver Lions J. L. [19]

Lema 2.2

Sea A un espacio de Banach y B un espacio de Banach reflexivo tales que A < B con

inclusion continua. Para cualquier 1 < a,b < oo

>v =2z
v, = Z

{vn -V ,
Demostracion: Ver Zheng.[39]

Lema 2.3 Sean A, B y X espacios de Banach tales que

Ac X BSupongamos que: la inclusion A<= X es compacta
la inclusién X < B es continua

Entonces, dado 77 >0 ,existe una constante C_, >0 (que solo depende de 7) tal que

Jully =7l +<,

|u||B ,Yue A

Demostracion: Ver Zheng [39]
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Lema 2.4 Sean Ay B espacios de Banach tales que A < B con inclusion continua.
Entonces, para cualquier 1 < a, b <oo se tendra que W < C([0, T]; B) con inclusion

continua. Considerando que:

W :={v/veL*0,T,A),v €L°(0,T,B)}

Demostracién: Ver Zheng [39]

Lema 2.5 Sea X un espacio de Banach reflexivocon 1 < p < co. Siu,, = uen

L?(0,T, X), entonces fOT pu,dt — fOT pudten X, Vo € C[0,T]
Demostracién: Zheng [39]

Teorema 2.14 (Aubin-Lions)

Sean A,B e X espacios de Banach tales que A € X € B supongamos que:
A'y B reflexivos

A < X inclusiéon compacta

X < B inclusion continua

Entonces, para cualquier 1 < a, b < oo, la inclusion

W = {v/v e L%0,T,A),v' € L°(0,T,B)} c L*(0,T,X)

es compacta.
Observacion 2.3

El espacio W con la siguiente norma:

“vllw = ||v||La(O,T,A) + ||v,||Lb(0,T,B)

Es un espacio de Banach.
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Demostracion:
Sea (v,,) una sucesion acotada en W, luego existe una constante K tal que

+ ||"7'1||Lb(o,r,s) <K,Yyn€N

[ .

Se desea encontrar un v € L%(0, T, X) y una subsucesion (v,,) de la sucesion anterior
denotada de la misma manera por comodidad, tal que v, - ven L*(0,T,X) (2.3)
Como Ay B son reflexivos luego L4(0,T,A) y L? (0, T, B) también lo son, luego por
el teorema 2.13 y el lema 2.2 existen v € W y una subsucesion (v,,) que sera
representada de la misma manera, tal que

v, =~ venL*0,T,A) (2.4)
Definimos u,, = v,, — v, entonces (u,,) €s una sucesion acotada en W, de ahi existe

M > tal que |lual], = |Iun||La(0’T’A) + ||u,’1||Lb(O’T’B) <M ,Vvn€N

Ademaés por 2.4 u, = 0enL%0,T,A)
Afirmacion 2.1
u, = 0 en L*0,T,X)
Notar que demostrada la afirmacion 2.1, esto a su vez implicara que 2.3 se cumplira
demostrando asi el teorema 2.14.

En efecto: Por el lema 2.3, para cada > 0 existe C,, > 0 tal que
[ln @], < nllun I, + Cyllun®I], vt €(O,T), nEN (2.5)
Elevando ambos lados a la potencia “a” e integrando de (0,T) en 2.5 concluimos que

para cada § > 0, existe Cs > 0 tal que
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< 6 [funl|” + Cs]lunl|® Vn €N

“u"ll L40,1.x) — L2(0,T,A) L2(o,r,B) ’

También tendremos que para cada € > 0, podemos tomar § = ZM% concluyendo que
existe una constante C, > 0 tal que

St Cellunl| ,VnEN  (2.6)

||un||La(OTX) - L2(0,T,B)

De 2.6, si demostramos que:

T
lim j||un(t)||adt =0 (2.7)
n—-oeo B

0

Se habra demostrado la afirmacion 2.1
Para Probar 2.7 se hiz6 uso del teorema 2.10 (TCDL) a la siguiente sucesion de

funciones
fo:(0,T) > R Definida por: £, (t) = ||un(t)||; neN
Requisitos para aplicar el TCDL (Teorema 2.10)
(i) f, esintegrable
En efecto, pues u,, € L*(0,T, B)
(ii) f,, es dominada por una funcion integrable

En efecto, de acuerdo al lema 2.4, existe una constante R > 0 tal que

||un(t)|| <maxte[o7‘ ||un(t)|| = || nllC(OT 1:B) —R“unll < RM
vn €N
Por lo tanto (D] = ||un(t)||g < (RM)* ,vn €N
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(iii)  fn(s) = 0 casi siempreen (0,T)

En efecto, sea s € (0, T) fijaremos una funcion ¢ € C1([0,T]; R) tal que
@(0) = -1y @(T) = 0 tomaremos 1 € ]0,1 - %[ definimos:

wy () = u, (s + At)
Entonces u,(s) = w,(0)
= o(Ow (D

T T

T
= f((pwn)’dt = f @'wpdt + f ow',dt == a, + B, (2.8)
0 0 0

En virtud de 2.8, Bastaria mostrar que para todo € > 0 existe n, € N tal que
n>mn, entonces ||a, + ,8n||B <e

fS'FAT

Notar que £, = [, Ap(Dup(s + 0)dt = [ (A (z — s)up(t)de

Por la desigualdad de Holder

1
S+AT S+AT b

[1Bl]. < C | |lup(@|.dr < C(AT)l‘% ||u;1(r)||bdr
B B B
S

N

1
b

T
<c@D 7B | |lun@I|, | <CT75MAD
0

Por lo tanto podemos escoger A suficientemente pequefio de tal forma que se obtenga

€
1Bal], <5 yneEN (2.9)

Ademas de como u,, = 0 en L*(0,T, A)
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un/(s,s+AT) = 0enL%(s,s+AT; A)
Luego de acuerdo al lema 2.5
tn = [T @p'wadt = 271 [T ' (A7 (2 — $))up (T)dT — O en A

Esto a su vez implica que (a,,) es acotada en A, como A c X es compactay X c B es
continua luego A c B es compacta, luego por compacidad (a,,) posee una

subsucesion gque sera denotada de la misma manera tal que a,, — 0 en B.
De ahi que existe n; € N tal que si n > n; se tiene que ||an||B < g (2.10)

De 2.9y 2.10, tendremos que dado € > 0 existe n, € N tal que
n=mng entonces |lay + Bul|, <e€

Demostrando asi (iii).

De esta manera cumpliéndose todas las hipdtesis del teorema 2.10 (TCDL), podemos

concluir que:

T T T
lim j||un(t)||adt = J lim||un(t)||adt =J0dt =0
n—-co B n-co B
0

0 0

Terminando asi nuestra prueba m.
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2.3 El operador p —Laplaciano

Definicion 2.26 El operador A,: w&"’(ﬂ) - w~LP'(Q), definido como:

Ay zn: d [|ou|’~? du
pU = — axi axl- axi

Es llamado el operador p-Laplaciano o Seudolaplaciano.

Nota: p y p’ conjugados.

Definicion 2.27 sea V un espacio de Banach, consideremos el funcional J:V - Ry

supongamos que exite el limite
1
}Linéz(](u+/1v)—](u)) ; Yuv €V

Fijado u € V, diremos que J es derivable en el sentido de Gateux, cuando existe

J'(@) € V' tal que (' (W), vyryy = lim 3+ Av) = J(w) , Vv €V

Definicidon 2.28 Si J es derivable segin Gateux en todo u € V, se dice que J es

derivable seguin Gateux en V. Siendo la derivada de J en u denotada como J'(u)

Proposicion 2.19 Si J:V — R es un funcional convexo y derivable en el sentido de
Gateux, entonces el operador u — J'(u) (derivada en el sentido de Gateux) de V en
V' es mon6tono y hemicontinuo.

Demostracion: Ver Lions J. L. [19]
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Definicion 2.29 Sea V un espacio de Banach reflexivoy A: V — V' un operador. Se

dice que el operador A es monotono Si (Au —Av, u —v)yr,y =0 ; Yu,vev

Definicion 2.30 Sea V un espacio de Banach reflexivoy A: V — V' un operador. Se
dice que el operador A es hemicontinuo, si dada toda aplicacion A — (A(u +

Av),w), 1, €S una funcion continua de R en R, para todo u,v € V.

Definicidon 2.31 Sea V un espacio de Banach reflexivoy A:V — V' un operador. Se

dice que el operador A es coercivo si

(Au,u)
T""“V — + oo, cuando |uly = +co
%4

Definicidon 2.32 Sea V un espacio de Banach reflexivoy A:V — V' un operador. Se

dice que el operador A es acotado si,

Dado el conjunto B < V, acotado en V entonces A(B) es acotado en V'
Teorema 2.15 (Propiedades d