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Resumen 
EXISTENCIA DE SOLUCIONES DÉBILES PARA UN PROBLEMA DE 

EVOLUCIÓN NO LINEAL DEL TIPO P-LAPLACIANO 

Pedro Miguel Fajardo Ampuero 

Junio -2019 

Asesor: Mg. Roel Vidal Guzmán  

Titulo obtenido: Licenciado en Matemática 

En la presente investigación se estudió de manera detallada la existencia de 

soluciones débiles del siguiente problema de evolución no lineal del tipo p-

Laplaciano. 
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Donde Ω es un subconjunto de 𝑅𝑛 , abierto, acotado y bien regular. 

El cilindro en 𝑅𝑛+1 con base en Ω y altura T, denotado por Q=  Ω𝑥(0, 𝑇), T> 0. 

La frontera de dicho cilindro es definida y denotada por  

 Ʃ = Г𝑥(0, 𝑇) , con Г frontera de Ω. 

∆𝑃 : representa el operador p-Laplaciano 

Palabras claves: 

 Problema de evolución del tipo p-Laplaciano 

 Método de Faedo-Galerkin 

 Existencia local de soluciones 

 Estimativas  

 Paso al límite 

 Condiciones iniciales 

 Comportamiento asintótico 

en  𝑄 = Ω𝑥(0, 𝑇) 

 

en  Ω 
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Abstract 

 

WEAK EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR A PROBLEM NONLINEAR 

EVOLUTION OF P- LAPLACIAN TYPE 

Pedro Miguel Fajardo Ampuero 

June-2019 

Adviser: Mg. Roel Vidal Guzmán 

Obtained title: Licenciado en Matemática 

 In this research, we studied in detail the existence of weak solutions of the 

following problem of non-linear evolution of the p-Laplacian type 
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Where Ω is a subset of 𝑅𝑛  open, bounded and sufficiently smooth. 

The cylinder in 𝑅𝑛+1 based on   Ω and height T, denoted by 

Q=  Ω𝑥(0, 𝑇), T> 0. 

The border of the cylinder is defined and denoted by  

Ʃ = Г𝑥(0, 𝑇), With Г border of Ω. 

∆𝑃 : It represents the operator p-Laplaciano  

Keywords: 

 Evolution problem of the p- Laplacian type 

 Faedo Galerkin  method 

 Local existence of solutions 

 Estimates 

 Passage to the limit 

 Initial conditions 

 Asymptotic behavior 

en  𝑄 = Ω𝑥(0, 𝑇) 

 

en  Ω 
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Capítulo I 

Planteamiento de la investigación 

1.1 Determinación del problema 

Actualmente las Ecuaciones en derivadas parciales forman parte 

importante en la formación tanto de matemáticos como de ingenieros. Los 

métodos mas comunes de resolución son el método de Rieman y el método de 

Fourier cada uno de ellos con ventajas y desventajas. Pero,  ¿Qué hacer cuando 

ellos no funcionan adecuadamente? En la literatura de Edps. se tienen otros 

métodos que aseguran la existencia de soluciones,  pero en ocasiones son poco 

estudiados y mas aún, son pocos los trabajos que desarrollan de manera detallada 

tales métodos. Uno de estos, es el de Faedo Galerkin. En el presente trabajo se 

realizará una exposición detallada del artículo desarrollado en forma resumida 

por Castro [6], cuyo principal objetivo es demostrar la existencia de soluciones 

globales débiles del siguiente problema de evolución no lineal del tipo p-

Laplaciano: 
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   …(1) 

en  𝑄 = Ω𝑥(0, 𝑇) 

 

en  Ω 
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Siendo:   

 Ω ⊂ 𝑅𝑛 un subconjunto abierto, acotado y bien regular. 

 𝑄 = Ω𝑥(0, 𝑇) , T> 0. Un cilindro en 𝑅𝑛+1 con base en Ω y altura T 

 La frontera de este cilindro será: Ʃ = Г𝑥(0, 𝑇) , con Г frontera de Ω. 

 

 ∆𝑃 el operador p-Laplaciano ,definido del siguiente modo: 

 

∆𝑝: 𝑤0
1,𝑝
(Ω) → 𝑤−1,𝑝′(Ω)  , con  

1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1    

∆𝑝𝑢 = −∑
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(|

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
|
𝑝−2

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
)    , 𝑝 ≥ 2𝑛

𝑗=1   

Notemos que el operador p-Laplaciano se reduce al operador 

Laplaciano usual cuando p=2. 

 𝑢′′ =
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 ,       𝑣′′ =

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
  

    : ,  , v : ,u 0 T 0 T   Son las funciones incógnitas.  

 
0u ,𝑣0, 𝑢1, 𝑣1son los datos iníciales dados.  

 

1.2 Formulación del problema 

Los problemas de la investigación están formulados de la siguiente manera  

1.2.1 Problema general 

PG: ¿Sera posible realizar una demostración detallada de la existencia de 

soluciones débiles del problema de evolución no lineal del tipo p Laplaciano, 

dado en (1)? 

1.2.2 Problemas específicos 

PE1: ¿Serán de utilidad las propiedades del operador p-Laplaciano en el 

desarrollo de la demostración de existencia de soluciones débiles del 

problema de evolución no lineal del tipo p Laplaciano, dado en  (1)? 
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PE2: ¿Será viable realizar una demostración detallada del comportamiento 

asintótico de la energía asociada al problema de evolución no lineal del tipo 

p-Laplaciano, dado en (1). 

1.3 Objetivos de la investigación 

1.3.1 Objetivo General 

OG:  Dar una demostración detallada de la existencia de soluciones débiles del 

problema de evolución no lineal del tipo p –Laplaciano, dado en (1). Hecha 

de forma resumida en el artículo de Castro [6]. 

1.3.2 Objetivos específicos  

OE1: Demostrar que las propiedades del operador p-Laplaciano son importantes en 

el desarrollo de la demostración de existencia de soluciones débiles del 

problema de evolución no lineal del tipo p Laplaciano, dado en  (1)? 

OE2: Realizar una demostración detallada del comportamiento asintótico de la 

energía  asociada al problema de evolución no lineal del tipo p-Laplaciano, 

dado en (1) 

1.4 Justificación 

Esta investigación se inició con la identificación una serie de eventos, 

fundamentalmente dos: La poca literatura acerca del operador p- Laplaciano en 

nuestro idioma, y los diferentes fenómenos modelados por este. En este contexto 

resulto sumamente tentador estudiar una ecuación envuelta por dicho operador.    
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1.5 Importancia 

Esta tesis tiene una importancia teórica, ya que nos da luces de cómo 

actuar frente a ecuaciones envueltas con operadores más generales pero con 

propiedades análogas al operador p – Laplaciano.
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Capítulo II 

Marco teórico 

 

2.1 Antecedentes de estudio 

Segal (1970), propuso y estudio el siguiente modelo que describe el 

movimiento de los mesones (Partículas formadas por la colisión de un Protón y un 

neutrón) en un campo electromagnético. 

{
 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− ∆𝑢 + 𝛼2𝑢 + 𝑔2𝑣2𝑢 = 0

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− ∆𝑣 + 𝛽2𝑣 + ℎ2𝑢2𝑣 = 0

 

Siendo 𝑢 𝑦 𝑣 campos escalares de masas ∝ 𝑦 𝛽 con 𝑔 𝑦 ℎ constantes de integración. 

Tsutsumi (1971), estudio la ecuación diferencial 

'' '

'

0 1(0) , (0)

u Au Bu f

u u u u

  

 
 

Donde 𝐴 es un operador no lineal con algunas propiedades fuertes y 𝐵 es un operador 

lineal acotado asociado a una forma bilineal simétrica acotada. 
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Medeiros-Miranda (1987), estudio la siguiente ecuación 

{
 

  
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− ∆𝑢 + 𝑢 − |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢 = 𝑓1

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− ∆𝑣 + 𝑣 − |𝑢|𝜌+2|𝑣|𝜌𝑣 = 𝑓2

 

Obteniendo lo siguiente: Existencia de soluciones para cualquier dimensión  

(𝑛 ≥ 1) y unicidad para 𝑛 = 1,2,3 

Biazutti (1995), analizó la existencia de soluciones débiles y 

comportamiento asintótico del siguiente problema de evolución. 

'' ' ' '

1 1

'' ' ' '

2 2

( , )

( , )

p

p

u u u G u v f

v v v G u v f

   

   
 

Donde: 𝑝 ≥ 2; 𝐺1 𝑦 𝐺2  tienen algunas de las propiedades de 𝑢′ 𝑦 𝑣′. 
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2.2 Preliminares  

 

En este capítulo presentamos algunos conceptos y resultados básicos que serán 

utilizados posteriormente en los capítulos siguientes. Sus demostraciones serán 

omitidas por que se tratan de resultados ya conocidos. Solo se citaran las referencias 

donde serán encontradas con sus respectivas demostraciones. 

2.2.1 Notaciones 

Consideremos : Ω Subconjunto abierto, acotado y bien regular de 𝑅𝑛 

(Ω es bien regular si, Ω es de clase 𝐶𝑚 para todo 𝑚 ∈ 𝑁 ) 

↪  Inmersión continua y densa 

↪𝑐 Inmersión compacta 

〈∙,∙〉  Dualidad 

|| ||
𝑋

Norma asociada al espacio 𝑋 

𝐶(Ω) = {𝑓: Ω → 𝑅; 𝑓 continua} 

𝐶𝑘(Ω) = {𝑓: Ω → 𝑅; 𝑓 es 𝑘 veces continuamente diferenciable} 

𝐶∞(Ω) = {𝑓: Ω → 𝑅; 𝑓 infinitamente diferenciable} 

𝐶0
∞(Ω) = {𝑓 ∈ 𝐶∞(Ω); 𝑠𝑜𝑝(𝑓) 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡𝑜 ⊂ Ω} 

𝐸′ ∶ Dual topológico del espacio vectorial E 

𝐸∗ ∶ Dual algebraico del espacio vectorial E 

⇀ Convergencia débil 

⇀∗ Convergencia débil estrella  
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 Consideremos Previas 

 

i)  Sea: 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∈ 𝑁
𝑛  , 𝑛 ∈ 𝑁, con |𝛼| = 𝛼1 + 𝛼2+ …+ 𝛼𝑛  

Entonces                                  
1

1 ............ n

n

u
D u

x x








 

 

ii) Si : nu R R   es diferenciable en Ω , el gradiente de 𝑢 será denotado por 

u  y  definido como un vector de 
nR , dado por: 

                                             
1 2

, ,....,
n

u u u
u

x x x

   
   

   
 

     iii) El Laplaciano de la función u   está definido como: 

                                                
n

i i

u
u

x







 


  

iv) Sean 
2 ,  ( )u v L  entonces el producto interno entre yu v  está definido por:       

                                          
 , ( ) ( )u v u x v x dx


   

v) Las normas de  
 2en  ( )u L   y  1

0( )v H   son denotadas y definidas por:                            

 2

1
2

2

( )
( )

L
u u x dx

 

 
   y   ,v v v    respectivamente. Donde   . ,  .  

denota el producto interno en 1

0 ( )H   y es definido por:    ,u v u vdx


   . 

vi) La norma de 1,

0  ( )pw w   es denotada y definida por: 

1

0
1 ( )p

p pn

i i L

u
u

x 

 
 
 
 
  
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2.2.2 Transformaciones lineales 

Sean yE F  espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo IK  ( R ó C). 

Definición 2.1 Una aplicación :f E F  se dice que es lineal si  

(a) f es aditiva: ( ) ( ) ( ); ,f x y f x f y x y E                    

(b) f es homogénea: ( ) ( );f x f x K     , x E                   

Definición 2.2 Si E y F son espacios vectoriales normados sobre un cuerpo IK  y 

:T E F   es una aplicación lineal, diremos que T es continua en un vector 0u E    si 

dado  0  , existe 0   tal que 

                       
0( ) ( ) ,

F
T u T u    siempre que 

0 E
u u    

Diremos que T es continua en E, si T es continua en cada punto de E. 

Definición 2.3 Sea T una aplicación lineal definida sobre E y con valores en F. Diremos 

que T es acotada, si existe una constante positiva C tal que 

                                           ;EF
Tw C w w E    

Teorema 2.1 Si :T E F  es una aplicación lineal. Son equivalentes 

(i) T es continua en E 

(ii) T es continua en un punto de E 

(iii) T es acotada en E 

Demostración: Ver Lages  [16] 
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Teorema 2.2   Consideremos una función f continua en  ,a b . Entonces existe un 

número  ,c a b  tal que:      ( ) ( )

b

a

f x dx b a f c   

Demostración: Ver Hasser, [12] 

Teorema 2.3 Si :T E R  es una aplicación lineal y continua, entonces 

' , 0
E

Tu
T sup u

u

  
  

  

 

Demostración: Ver P. H. Rivera [28] 

Teorema 2.4 (Extensión de operadores lineales y acotados) 

Sea X  un espacio normado, Y un espacio de Banach, 𝑇: 𝑀 → 𝑌 un operador  lineal 

acotado sobre M, donde M es un subespacio denso en X. Entonces el operador T 

admite una extensión 𝑇̅: 𝑋 ⟶ 𝑌 lineal y acotada tal que 𝑇̅ ∣ M=T y ||𝑇̅|| = ||𝑇||. 

Demostración: Ver Arguelles [2] 

2.2.3 Topologías débil y débil estrella  

Sea 𝐸 un espacio de Banach,𝑓 ∈ 𝐸′ y consideremos la aplicación 𝜑𝑓: 𝐸 → 𝑅 definida 

por 𝜑𝑓(𝑥) = 〈𝑓, 𝑥〉 cuando 𝑓  recorre 𝐸′, se tiene la familia (𝜑𝑓)𝑓∈𝐸′
𝑑𝑒 aplicaciones 

de 𝐸 en 𝑅. 

Definición 2.4  La topología débil 𝜎(𝐸, 𝐸′) sobre 𝐸 es la topología menos fina sobre 

𝐸 que torna continua todas las aplicaciones (𝜑𝑓)𝑓∈𝐸′
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Consideremos 𝐸 espacio vectorial normado. Dada una sucesión (𝑥𝑛) ⊆ 𝐸 , la 

notación de la convergencia débil, será: 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 en  𝜎(𝐸, 𝐸′)  

Proposición 2.1 Sea (𝑥𝑛) una sucesión en E 

i) 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 𝑒𝑛 𝜎(𝐸, 𝐸′) ↔ 〈𝑓, 𝑥𝑛〉 → 〈𝑓, 𝑥〉, ∀𝑓 ∈ 𝐸′ 

ii) Si 𝑥𝑛 → 𝑥 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 

iii) Si 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 ||𝑥𝑛|| es acotada y ||𝑥|| ≤ lim
𝑛→+∞

𝐼𝑛𝑓||𝑥𝑛|| 

iv) Si 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥  𝑒𝑛 𝐸 𝑦 𝑓𝑛 ⇀ 𝑓 𝑒𝑛 𝐸′, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 〈𝑓𝑛, 𝑥𝑛〉 → 〈𝑓, 𝑥〉 

Demostración: ver Brezis [5] 

Proposición 2.2  (Unicidad del límite débil) 

Sea X un espacio de Banach y (𝑥𝑛) un sucesión en 𝑋 débilmente convergente a 𝑥 en 

𝑋. Entonces 𝑥 es único. 

Demostración: ver Limaco [18] 

 Definición 2.5. 

Sea 𝐸 un espacio de Banach,𝑥 ∈ 𝐸 y consideremos la aplicación 𝜑𝑓: 𝐸
′ → 𝑅 , 

definida por 𝜑𝑥(𝑓) = 〈𝑓, 𝑥〉 cuando 𝑥  recorre 𝐸 se tiene la familia (𝜑𝑥)𝑥∈𝐸  de 

aplicaciones de 𝐸′ en 𝑅. 
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La topología débil estrella 𝜎(𝐸′, 𝐸) es la topología menos fina sobre 𝐸′ que torna 

continuas todas las aplicaciones (𝜑𝑥)𝑥∈𝐸  

Dada una sucesión (𝑓𝑛)  ⊆  𝐸
′ la notación de la convergencia débil estrella, será: 

𝑓𝑛 ⇀
∗ 𝑥 en 𝜎(𝐸′, 𝐸) 

Proposición 2.3 Sea (𝑓𝑛) una sucesión en 𝐸′ 

i)𝑓𝑛 ⇀
∗ 𝑓 𝑒𝑛 𝜎(𝐸′, 𝐸) ↔ 〈𝑓𝑛, 𝑥〉 → 〈𝑓, 𝑥〉; ∀𝑥 ∈ 𝐸 

ii) Si 𝑓𝑛 ⇀ 𝑓 𝑒𝑛 𝜎(𝐸′, 𝐸), 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑛 ⇀
∗ 𝑓 en 𝜎(𝐸′, 𝐸), 

iii) Si 𝑓𝑛 ⇀
∗ 𝑓 𝑒𝑛 𝜎(𝐸′, 𝐸) y si 𝑥𝑛 → 𝑥 en 𝐸,entonces 〈𝑓𝑛, 𝑥𝑛〉 → 〈𝑓, 𝑥〉 

Demostración: ver Brezis [5]. 

2.2.4 Distribuciones 

Definición 2.6. Sea 𝑓: Ω → 𝑅 una función. El soporte de 𝑓, sera denotado y definido 

por: 

Sop f = {𝑥 ∈ Ω; 𝑓(𝑥) ≠ 0}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Definición 2.7 Denotaremos por 𝐶0
∞(Ω) el conjunto de las funciones 𝑔:Ω → 𝑅 , 

cuyas derivadas parciales de todos los órdenes son continuas y con soporte compacto 

contenido en Ω. 
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Definición 2.8. Convergencia en 𝐶0
∞(Ω) 

Sea (𝜑𝑛) una sucesión en 𝐶0
∞(Ω) y  𝜑 ∈ 𝐶0

∞(Ω) 

𝜑𝑛 →  𝜑 ↔ {
∃𝐾:compacto ⊂ Ω tal que 𝑆𝑜𝑝 𝜑𝑛 ⊂ 𝐾 , ∀ 𝑛 ∈ 𝑁

∀𝛼 ∈ 𝑁𝑛, 𝐷𝛼𝜑𝑛(𝑥) → 𝐷𝛼 𝜑(𝑥), ∀𝑥 ∈ Ω
   

El espacio vectorial 𝐶0
∞(Ω) unido con el sentido de convergencia arriba mencionado 

es denotado por 𝐷(Ω) y es denominado espacio de funciones prueba. 

Definición 2.9. Se define como distribución sobre Ω a toda forma lineal y continua 

definida en 𝐷(Ω) y valorada en 𝑅. 

 𝐷′(Ω) = {𝑇: 𝐷(Ω) → 𝑅 /  𝑇 es lineal y continua}                          

El conjunto 𝐷′(Ω) es un R espacio vectorial denominado el espacio de las 

distribuciones. 

El valor de la distribución enT   se representa también por ,T   (dualidad entre 

( )D   y ( )D  ) 

Así mismo si )( DT  entonces  ( )D T D   para todo  
n   

Definición 2.10 Noción de convergencia 

Diremos que la sucesión  (𝑇𝛾) 𝑑𝑒 elementos de 𝐷′(Ω) converge para 𝑇 en 

𝐷′(Ω), cuando para toda función 𝜑 ∈ 𝐷(Ω), la sucesión 〈𝑇𝛾, 𝜑〉 → 〈𝑇, 𝜑〉 en R 
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2.2.5 Espacios 𝐋𝐩(Ω) 

Definición 2.11. Sea Ω ⊂ 𝑅𝑛 un conjunto medible y 1 ≤ 𝑝 < ∞, definimos: 

( ) : / :  ,   ( )
ppL u R u medible u x dx



 
    

 
  

Proposición 2.4 

         Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto por un número real, 

𝐿𝑝(Ω) se torna un espacio vectorial sobre R, con norma igual a: 

|𝒖|𝑳𝒑(Ω) = (∫|𝒖(𝒙)|
𝒑𝒅𝒙

Ω

)

𝟏
𝒑

; 𝒖 ∈ 𝑳𝒑(Ω) 

Demostración: Ver Medeiros A.  & Milla Miranda M.  [22] 

Definición 2.12 Sea Ω ⊂ 𝑅𝑛 un conjunto medible y  𝑝 = ∞ 

𝐿∞(Ω) = {𝑢: Ω → 𝑅;medibles y escencialmente acotadas} 

Proposición 2.5 

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto por un número real, 

𝐿∞(Ω) 

 se torna un espacio vectorial sobre R, con norma igual a: 

                                           sup ( ) ; ( )
x

u ess u x u L




    

Demostración: Ver Medeiros A.  & Milla Miranda M.  [23] 
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Observación 2.1 Se dice que u v  casi siempre (c.s) en ( ) sí y solo si M   tal 

que  ( ) ( ) \ y med( ) 0u x v x x M M      

Obs: se considera la medida de Lebesgue. 

Definición 2.13.  Sea Ω ⊂ 𝑅𝑛 un conjunto medible, diremos que 𝑢: Ω → 𝑅 es 

localmente integrable, si es lebesgue integrable en todo compacto 𝐾 ⊂ Ω 

𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿1(𝐾);𝐾:compacto ⊂ Ω}                       

Proposición  2.6         

Sea  n  un conjunto abierto  y 1 ( )Locu L   definimos la aplicación
 

                        
            

 
: ( )

, ( ) ( )

u

u

T D

T u x x dx  


 

 
  

Entonces  ( )uT D   

Demostración: Ver Cavalcanti [7] 

Proposición 2.7  (Du Bois Reymond) Sea 1 ( )Locu L    tal que ( ) ( ) 0u x x dx


  

para todo
0 ( )C     entonces ( ) 0u x    c.s  en    

Demostración: Ver Rivera P. H. [28] 

Proposición 2.8  
0 ( )C   es denso en ( )pL   para 1 p  . 

Demostración: Ver Medeiros L.A.  & Milla Miranda M.  [23] 

Teorema 2.5 (Teorema de representación de Riesz para 𝑳𝒑(𝛀)) 

Sea 1 < 𝑝 < , consideremos 𝐿 ∈ [𝐿𝑝(Ω)]′. Entonces existe 𝑣 ∈ 𝐿𝑝
′
(Ω) tal que para 

todo 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) se tiene que 
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𝐿(𝑢) = ∫ 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

Ω

 

Demostración: ver Adams [1]  

Teorema 2.6 (Teorema de representación de Riesz para 𝑳𝟏(Ω))  

Sea 𝑳 ∈ [𝑳𝟏(Ω)]′ entonces existe 𝒗 ∈ 𝑳∞(Ω) tal que para todo 𝒖 ∈ 𝑳𝟏(Ω) 

              
'

1( ) ( ) ( ) ; ( )L u u x v x dx y v L L
 

         

                Así     1( ) ( )L L


         

Demostración: 

Consideremos que 𝐿 ≠ 0 y ||𝐿; [𝐿1(Ω)]′|| = 1  

Consideremos Ω de dimensión finita si 1 < 𝑝 <  

Entonces tendremos que 𝐿𝑝(Ω) ⊂ 𝐿1(Ω) 

Además       |𝐿(𝑢)| ≤ ||𝑢||
1
≤ (𝑉𝑜𝑙(Ω))

1−
1

𝑝||𝑢||
𝑝
 , ∀ 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) 

Teniendo 𝐿 ∈ [𝐿𝑝(Ω)]′ luego por el teorema 2.5 (Riesz)   

Existe 𝑣𝑝 ∈ 𝐿
𝑝′(Ω) tal que ( ) ( ) ( ) , ( )p

pL u u x v x dx u L


                   (2.6.1) 

Con                 ||𝑣𝑝||
𝑝′
≤ (𝑉𝑜𝑙(Ω)

1−
1

𝑝                                                   (2.6.2) 

Además como 𝐶0
(Ω) es denso en 𝐿𝑝(Ω) para 1 < 𝑝 <  , consideremos  

1 < 𝑝, 𝑞 <   y  𝜑 ∈ 𝐶0
(Ω) , tendremos: 

 

∫ 𝜑(𝑥)𝑣𝑝(𝑥)𝑑𝑥

Ω

= 𝐿(𝜑) = ∫ 𝜑(𝑥)𝑣𝑞(𝑥)𝑑𝑥

Ω
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De ahí 𝑣𝑝 = 𝑣𝑞 , reemplazando en (2.6.1) con una función 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω) para cada p tal 

que  

 1 < 𝑝 <   Satisfaciendo (2.6.2). Se sigue que ||𝑣||

≤ lim

𝑝′→
[𝑉𝑜𝑙(Ω)]

1

𝑝′=1  ∎. 

2.2.6 Espacios de Sobolev  

Los principales resultados de esta sección podrán ser vistos en las referencias A. Adams 

[1], H. Brezis [5], Kesavan [15], L.A. Medeiros y E.A de Mello [22], L.A. Medeiros & 

M. Milla Miranda [23] y P. H. Rivera [28]. 

Definición 2.14. Sea 𝑚 ∈ 𝑁 , 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, definiremos y denotaremos por 

𝑤𝑚,𝑝(Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω);𝐷𝛼𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω), |𝛼| ≤ 𝑚}                                    

Al espacio de Sobolev de orden 𝑚  relativo al espacio 𝐿𝑝(Ω) 

Proposición 2.9  

Sea 𝑚 ∈ 𝑁 , 1 ≤ 𝑝 < ∞, la Norma en 𝑤𝑚,𝑝(Ω) es denotada y definida por:  

||𝑢||
𝑚,𝑝

= (∑ ||𝐷𝛼𝑢||
𝑝

𝑝

|𝛼|≤𝑚 )
1
𝑝⁄
    , 𝑢 ∈ 𝑤𝑚,𝑝(Ω), 

Demostración: Ver Cavalcanti [7]                                         

Teorema 2.7 (derivación de un producto) 

 Sean 
1,, ( );pf g W I I    con 1 p   entonces 

1, ( )pfg W I  y      

                                       fg f g fg     

 Además se verifica la integración por partes  
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( ) ( ) ( ) ( ) ; ,
b b

a a
f gdx f b g b f a g a fg dx a b I        

Demostración: Ver Brezis H. [5] 

Definición 2.15.  Definimos el espacio 𝑤0
𝑚,𝑝(Ω)  como la cerradura de 𝐷(Ω) en 

𝑤𝑚,𝑝(Ω) 

Definición 2.16. Consideremos 1 ≤ 𝑝 < ∞ y 𝑞 > 1 tal que 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 denotamos y 

definimos por 𝑤−𝑚,𝑞(Ω) = (𝑤0
𝑚,𝑝(Ω))

′
 

2.2.7 Inmersiones  

Definición 2.17  Sean W y V espacios de Banach con 𝑊 ⊆ 𝑉 como subespacio 

vectorial. Consideremos la aplicación inclusión  𝑖:𝑊 → 𝑉 como 𝑖(𝑣) = 𝑣 

Se dice que W esta inmerso continuamente en V, si la aplicación  𝑖:𝑊 ⟶ 𝑉  es 

continua. Siendo asi será denotada 𝑊 ↪ V 

Definición 2.18 Sea Ω un subconjunto abierto de 𝑅𝑛. Se dice que Ω es bien regular si 

Ω es de clase 𝐶𝑚 , m=1,2,3… 

Proposición 2.10  Consideremos Ω⊂𝑅𝑛, abierto, acotado y bien regular con 1 ≤ 𝑝 ≤

∞, se tienen las siguientes inmersiones 

i) Si p< 𝑛, entonces 𝑤1,𝑝(Ω) ↪𝑐 𝐿𝑞(Ω) , siempre en cuando 1≤ 𝑞 ≤
𝑛𝑝

𝑛−𝑝
 

ii) Si p=n, entonces 𝑤1,𝑝(Ω) ↪𝑐 𝐿𝑞(Ω) donde 1≤ 𝑞 < ∞ 

ii) Si 𝑝 > 𝑛 , entonces 𝑤1,𝑝(Ω) ↪𝑐 𝐿∞(Ω) 

Demostración: Ver Stallbohm [31] 
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Proposición 2.11 Sea Ω⊂𝑅𝑛, abierto, acotado y bien regular.Consideremos 𝑘 ≤ 𝑚 y 

𝑛 > (𝑚 − 𝑘)𝑝 , entonces  𝑤𝑚,𝑝(Ω) ↪ 𝑤𝑘,𝑞(Ω), cuando 𝑞 ≤
𝑛𝑝

𝑛−(𝑚−𝑘)𝑝
 

Demostración: Ver Stallbohm. [31] 

2.2.8 Espacios (0, , )pL T V  

En esta sección daremos las nociones básicas sobre los espacios de Banach 

𝐿𝑝(0, 𝑇, 𝑉) escenciales en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales de 

evolución. 

Definición 2.19 Decimos que 𝑢: (0, 𝑇) → 𝑉 es una función simple, si: 

𝑢(𝑡) =∑𝑋𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

 

Donde 𝑥𝑖 ∈ 𝑉 , 𝑖 = 1,2, …𝑚 y 𝑥𝐴𝑖 es la función característica del conjunto medible 

según Lebesgue 𝐴𝑖  . 

Definición 2.20 Decimos que 𝑢: (0, 𝑇) → 𝑉  es una función medible Bochner, si 

existe (𝑢𝑛)𝑛∈𝑁 una sucesión de funciones simples tal que  

lim
𝑛→

|𝑢𝑛(𝑡) − 𝑢(𝑡)|𝑉=0 , ctp en (0, 𝑇) 

Definición 2.20 Decimos que 𝑢:(0,T) → 𝑉 es de Bochner integrable, si existe una 

sucesión  de funciones simples (𝑢𝑛)𝑛∈𝑁 tal que 

i) La aplicación 𝑡 → ||𝑢𝑛(𝑡) − 𝑢(𝑡)||𝑉 es lebesgue integrable para todo 𝑛 ∈ 𝑁 
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ii) Si lim
𝑛→

∫ |𝑢𝑛(𝑡) − 𝑢(𝑡)|𝑉
𝑇

0
𝑑𝑡=0 

Espacios (0, , )pL T V  

Dado un espacio de Banach V, denotaremos por 𝐿𝑝(0, 𝑇; 𝑉), 1 ≤ 𝑝 < ∞. Al espacio 

de Banach de las clases de funciones u, definidas en (0, 𝑇) con valores en V, que son 

fuertemente medibles y ||𝑢(𝑡)||
𝑉

𝑝
 es integrable según lebesgue en (0, 𝑇) . Con la norma. 

 
1

(0, ; ) 0
( )p

T p p

L T V V
u u t dt   

Representaremos por 𝐿∞(0, 𝑇; 𝑉) al espacio de Banach de todas las clases de funciones 

u, definidas en (0, 𝑇) con valores en V , que son fuertemente medibles y ||𝑢(𝑡)||
𝑉

 posee 

supremo escencial finito en  (0, 𝑇). Con  norma  

 ||𝑢||
𝐿∞(0,𝑇;𝑉)

= Sup ess
𝑡∈]0,𝑇[

||𝑢(𝑡)||
𝑉

 

 Cuando 𝑝 = 2 y V es un espacio de Hilbert, el espacio 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉) se convierte en  

un espacio de Hilbert con producto interno 

(𝑢, 𝑣)𝐿2(0,𝑇;𝑉) = ∫(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))𝑉 𝑑𝑡

𝑇

0

 

Consideremos el espacio 𝐿𝑝(0, 𝑇; 𝑉) , 1 < 𝑝 < ∞, con V un espacio de Hilbert 

separable, entonces es valida la siguiente identificación 

[𝐿𝑝(0, 𝑇; 𝑉)]′ ≡ 𝐿𝑞(0, 𝑇; 𝑉′) 

Con 
𝟏

𝒑
+
𝟏

𝒒
= 𝟏, cuando 𝒑 = 𝟏, tendremos la siguiente identificación 
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[𝐿1(0, 𝑇; 𝑉)]′ ≡ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝑉′) 

2.2.9 Distribuciones Vectoriales.  

Sea V un espacio de Banach. Se denomina distribución vectorial sobre  0,T con 

valores en  V , a toda aplicación lineal y continua sobre (0. )D T . (Continua en el 

sentido de la convergencia definida en (0. )D T . Dada una distribución T  su valor en 

   se representa por  , .T    

Definición 2.21 

 Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre  0,T , lo denotaremos por

(0. , )D T V  

Proposición 2.12 

 Sea (0, , ); 1  ,   pu L T V p   definimos: 

                                   0
: (0, ) / , ( ) ( ) En el sentido de Bochner     

                                        

T

u uT D T V T u t t dt     

Se puede verificar que uT  es lineal y continua en (0, )D T   

Demostración: Ver Stallbohm [31] 

Proposición 2.13. Sea  V  un espacio de Banach si 1

0
(0, , ) y ( ) ( ) 0

T

u L T V u t t dt   
 

para todo   en (0, )D T  entonces ( ) 0u t   casi siempre en  0,T  

Demostración: Ver Zedler Eberhard [38] 
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Proposición 2.14 uT  esta unívocamente determinado por u .  

Demostración: Ver Ver Stallbohm [31] 

Corolario 2.1 

   0, ; 0, ;pL T V D T V  , para 1  p   

Definición 2.22. Se dice que una sucesión  k k
T


 de distribuciones sobre  0,T  con 

valores en V, converge para la distribución T en  0, ;D T V , cuando ,kT   converge 

para ,T   en V para todo     en  0,D T  

2.2.10 Derivación en (0, , )D T V  

Dada una distribución vectorial u  definimos su derivada en el sentido de las 

distribuciones vectoriales denotado por  
du

u ó
dt

  como 

                                        , , (0, )
du d

u D T
dt dt


    

 

En general la derivada de orden n  se define como  

                                      , 1 , (0, )
n n

n

n n

d u d
u D T

dt dt


        

En particular todo elemento  (0, , )pu L T V  posee derivada de todos los órdenes en el 

sentido de las distribuciones vectoriales sobre  0,T  
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Definición 2.23 

Sea V un espacio de Banach. Representaremos con  ( 0, , )C T V . El espacio de las 

funciones que son continuas   0,T  en V . 

2.2.11 Convergencia en (0, , )pL T V  

Proposición 2.15 Sea ( )k ku   una sucesión en (0, , )pL T V  y (0, , )pu L T V  se dice 

que ( )k ku   converge débilmente a  (0, , )pu L T V  si: 

                         ' ' ' '(0, , ) (0, , ) (0, , ) (0, , )
, ,p p p pk L T V L T V L T V L T V

f u f u
 

   

'

(0, , ),pf L T V    donde '

1 1
1

p p
   

Demostración: Ver Stallbohm [31] 

Observación 2.2  En el caso 1

0( )V H   entonces 1( )V H      

1

0 ( )H  ↪  2 2( ) ( )L L


   ↪ 1( )H    

1 1
0

2 1

0( ) ( )
, ( . ); ( ), ( )

H H
G v G v G L v H   

        

2.2.12 Teoremas de Existencia 

Sea 𝐷 ⊂ 𝑅𝑥𝑅𝑛 cuyos elementos son denotados por (𝑡, 𝑥). Sea 𝑓: 𝐷 → 𝑅𝑛 una 

función no necesariamente continua. Consideremos la Ecuación Diferencial 

Ordinaria: 

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥)                                     (2.1)                                                          
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Resolver 2.1 es encontrar una función absolutamente continua 𝑥(𝑡) definida en 

algún intervalo 𝐼 de la recta tal que  (𝑡, 𝑥(𝑡)) ∈ 𝐷; ∀𝑡 ∈ 𝐼 𝑦 𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥)  

Sea (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐷 consideremos el problema de valores iniciales: 

|
𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑥(𝑡0) = 𝑥0
                                      (2.2) 

Definición 2.24. Se dice que 𝑓 satisface las condiciones de Caratheodory sobre 𝐷 si: 

(i) 𝑓(𝑡, 𝑥) es medible en 𝑡 para cada 𝑥 fijo. 

(ii) 𝑓(𝑡, 𝑥) es continua en 𝑥 para cada t fijo. 

(iii) Para cada 𝐾 ⊂ 𝐷 compacto, existe una función real integrable 𝑚𝑘(𝑡) tal 

que |𝑓(𝑡, 𝑥)|𝑅𝑛 ≤ 𝑚𝑘(𝑡) , ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐾 

 Teorema (caratheodory) 2.8. 

Consideremos 𝐷 = {(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑛+1; |𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑎, ||𝑥 − 𝑥0|| ≤ 𝑏} 𝑐𝑜𝑛 𝑎, 𝑏 > 0 y 

 𝑓: 𝐷 → 𝑅𝑛 Satisfaciendo las condiciones de caratheodory sobre 𝐷, entonces existe 

una solución 𝑥(𝑡) de (2.2) en algún intervalo |𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝜀 para algún  𝜀 > 0 

Demostración: ver Coddington [8] 
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Definición 2.25 (Prolongamiento) 

Consideremos 𝜑 una solución de (2.2) definida en [𝑎; 𝑏] . 𝜑 si tiene un 

prolongamiento al intervalo [𝑎; 𝑏 + 𝛽], si existe la función  

 
 

( ); ,
( )

( ); ,

t t a b
t

t t b b




 

 
 

 
 

Tal que 𝜑̅ es solución de (2.2) 

Teorema (prolongamiento) 2.9 

Consideremos 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛; ||𝑥||
𝑅𝑛
≤ 𝑐, 𝑐 > 0}, definamos: Sea 𝐷 = [0, 𝑇]𝑥𝐵 con 

𝑇 > 0 ,||𝑥0||𝑅𝑛 ≤ 𝑐 , con 𝑓 satisfaciendo las condiciones de Caratheodory en (2.2) 

.Sea 𝜑(𝑡) una solución de (2.2) supongamos que en cualquier intervalo donde 𝜑 esta 

definido tenemos que ||𝜑(𝑡)||
𝑅𝑛
≤ 𝑘, ∀𝑡 ∈ 𝐼,    𝑘: independiente 𝑑𝑒 𝐼,     𝑘 < 𝑐,  

entonces 𝜑 tiene un prolongamiento al intervalo [0, 𝑇] 

Demostración: ver Coddington [8] 

Resultados generales 

Teorema 2.10 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue) 

 Sea ( )n nu    una sucesión de funciones integrables en un abierto n  que 

converge casi siempre para una función u  . Si existe una función 0u  tal que 
0nu u  

casi siempre para todo n N . Entonces 

   (a) u  es integrable sobre   

     ( ) n
n

b u Lim u
 

   

Demostración: Ver Brezis H.  [5] 
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2.2.13 Desigualdades importantes 

Proposición 2.16 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz para funciones 2 ( )L  ) 

Sean : :u y v    dos funciones cuadrado integrables entonces: 

                                         ( , )  u v u v
 

Demostración: Ver Brezis H.  [5]  

Proposición 2.17 (Desigualdad de Young) 

1 1 1 1
Sea 0 , 0 1 , con 1 entonces p qa b y p q ab a b

p q p q
        

 

Demostración: Ver Medeiros L. A.  [23] 

Proposición 2.18 (Desigualdad de Hölder) 

Sean ( ) ( )p qu L y v L      con 
1 1

1 , 1p q y
p q

      

Entonces 
1 ( )u v L      y  

( ) ( )P qL L
uv dx u v

 
  . 

Demostración: Ver Medeiros L.A.  y  E.A de Mello [24]. 

2.2.14 Teoremas de convergencia 

Teorema 2.12 (Banach- Alouglu- Bourbacki) Sea 𝐸 un espacio de Banach 

separable y (𝑓𝑛)𝑛una sucesión limitada en 𝐸′, entonces existe una subsucesion 

(𝑓𝑛𝑘) que converge para la topología 𝜎(𝐸′, 𝐸) 

Demostración: ver Limaco [18] 
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Teorema 2.13 (Kakutani) Sea 𝐸 un espacio de Banach reflexivo y (𝑥𝑛)𝑛 una 

sucesión acotada en 𝐸 entonces existe una subsucesion (𝑥𝑛𝑘) que converge con la 

topología 𝜎(𝐸, 𝐸′). 

Demostración: ver Limaco [18] 

Lema 2.1 (Lema de Lions). Sea   un subconjunto abierto acotado de , y ,n

jg g   

funciones de ( ) ; 1pL p    tal que 

                              
( )

y c.s en
pj jL

g C g g

    

Entonces 𝑔𝑗 ⇀ 𝑔, en 𝐿𝑝(Ω) 

Demostración: Ver Lions J. L. [19] 

Lema 2.2 

Sea A un espacio de Banach y B un espacio de Banach reflexivo tales que 𝐴 ⊂ 𝐵 con 

inclusión continua. Para cualquier 1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤  

{
𝑣𝑛 ⇀ 𝑣

𝑣𝑛
′ ⇀ 𝑧 ⇒ 𝑣′ = 𝑧 

Demostración: Ver Zheng.[39] 

 Lema 2.3 Sean A, B y X espacios de Banach tales que 

A X B  Supongamos que: la inclusión  es  compacta

la inclusión X  es  continua

A X

B




 
 

Entonces, dado  >0  ,existe una constante C 0 (que solo depende de ) tal quen   

,nX A B
u u C u u A     

Demostración: Ver Zheng [39] 
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Lema 2.4 Sean A y B espacios de Banach tales que 𝐴 ⊂ 𝐵 con inclusión continua. 

Entonces, para cualquier 1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ se tendrá que 𝑊 ⊂ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐵) con inclusión 

continua. Considerando que: 

𝑊 ≔ {𝑣/ 𝑣 ∈ 𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝐴) , 𝑣′ ∈ 𝐿𝑏(0, 𝑇, 𝐵)} 

Demostración: Ver Zheng [39] 

Lema 2.5 Sea X un espacio de Banach reflexivo con 1 ≤ 𝑝 < . Si 𝑢𝑛 ⇀ 𝑢 en 

𝐿𝑝(0, 𝑇, 𝑋), entonces ∫ 𝜑𝑢𝑛𝑑𝑡
𝑇

0
⇀ ∫ 𝜑𝑢𝑑𝑡

𝑇

0
 en X, ∀𝜑 ∈ 𝐶[0, 𝑇] 

Demostración: Zheng [39] 

Teorema 2.14 (Aubin-Lions)  

Sean A,B e X espacios de Banach tales que 𝐴 ⊆ 𝑋 ⊆ 𝐵 supongamos que: 

A y B reflexivos 

𝐴 ↪ X inclusión compacta 

𝑋 ↪ B inclusión continua 

Entonces, para cualquier 1 < 𝑎, 𝑏 < ,  la inclusión  

𝑊 ≔ {𝑣/ 𝑣 ∈ 𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝐴) , 𝑣′ ∈ 𝐿𝑏(0, 𝑇, 𝐵)} ⊂  𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝑋) 

es compacta. 

Observación 2.3 

El espacio 𝑊 con la siguiente norma: 

||𝑣||
𝑊
= ||𝑣||

𝐿𝑎(0,𝑇,𝐴)
+ ||𝑣′||

𝐿𝑏(0,𝑇,𝐵)
 

Es un espacio de Banach. 
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Demostración:  

Sea (𝑣𝑛) una sucesión acotada en W, luego existe una constante K tal que  

||𝑣𝑛||𝐿𝑎(0,𝑇,𝐴) + |
|𝑣𝑛
′ ||

𝐿𝑏(0,𝑇,𝐵)
≤ 𝐾 , ∀𝑛 ∈ 𝑁 

Se desea encontrar un 𝑣 ∈ 𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝑋) y una subsucesión (𝑣𝑛) de la sucesión  anterior 

denotada de la misma manera por comodidad, tal que  𝑣𝑛 → 𝑣 en 𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝑋)   (2.3) 

Como A y B son reflexivos luego 𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝐴) y 𝐿𝑏(0, 𝑇, 𝐵) también lo son, luego por 

el teorema 2.13 y el lema 2.2 existen 𝑣 ∈ 𝑊 y una subsucesión (𝑣𝑛) que será 

representada de la misma manera, tal que  

                           𝑣𝑛 ⇀ 𝑣 en 𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝐴)                                                             (2.4) 

Definimos 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 − 𝑣, entonces (𝑢𝑛) es una sucesión acotada en W, de ahí existe 

𝑀 > tal que               ||𝑢𝑛||𝑊 = ||𝑢𝑛||𝐿𝑎(0,𝑇,𝐴) + |
|𝑢𝑛
′ ||

𝐿𝑏(0,𝑇,𝐵)
≤ 𝑀  , ∀𝑛 ∈ 𝑁 

Además por 2.4                          𝑢𝑛 ⇀ 0 en 𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝐴)                                                    

Afirmación 2.1 

𝑢𝑛 → 0  en  𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝑋) 

Notar que demostrada la afirmación 2.1, esto a su vez implicara que 2.3 se cumplirá 

demostrando así el teorema 2.14. 

 En efecto: Por el lema 2.3, para cada 𝜂 > 0 existe 𝐶𝜂 > 0 tal que  

||𝑢𝑛(𝑡)||𝑋 ≤  𝜂||𝑢𝑛(𝑡)||𝐴 + 𝐶𝜂|
|𝑢𝑛(𝑡)||𝐵    , ∀ 𝑡 ∈

(0, 𝑇), 𝑛 ∈ 𝑁              (2.5) 

Elevando ambos lados a la potencia “a” e integrando de (0,T)  en 2.5 concluimos que 

para cada 𝛿 > 0, existe 𝐶𝛿 > 0 tal que 



 

40 

 

||𝑢𝑛||
𝑎

𝐿𝑎(0,𝑇,𝑋)
≤ 𝛿 ||𝑢𝑛||

𝑎

𝐿𝑎(0,𝑇,𝐴)
+ 𝐶𝛿||𝑢𝑛||

𝑎

𝐿𝑎(0,𝑇,𝐵)
     , ∀𝑛 ∈ 𝑁 

También tendremos que para cada 𝜀 > 0 , podemos tomar 𝛿 =
𝜀

2𝑀𝑎
 concluyendo que 

existe una constante 𝐶𝜀 > 0 tal que  

||𝑢𝑛||𝐿𝑎(0,𝑇,𝑋)
𝑎

≤
𝜖

2
+ 𝐶𝜀||𝑢𝑛||𝐿𝑎(0,𝑇,𝐵)

𝑎
            , ∀𝑛 ∈ 𝑁        (2.6) 

De 2.6, si demostramos que: 

lim
𝑛→

∫||𝑢𝑛(𝑡)||𝐵
𝑎
𝑑𝑡 = 0

𝑇

0

                                    (2.7) 

Se habrá demostrado la afirmación 2.1  

Para Probar 2.7 se hizó uso del teorema 2.10 (TCDL) a la siguiente sucesión de 

funciones  

𝑓𝑛: (0, 𝑇) → 𝑅  Definida  por:    𝑓𝑛(𝑡) = ||𝑢𝑛(𝑡)||𝐵
𝑎
   𝑛 ∈ 𝑁 

Requisitos para aplicar el TCDL (Teorema 2.10) 

(i) 𝑓𝑛 es integrable 

En efecto, pues 𝑢𝑛 ∈ 𝐿
𝑎(0, 𝑇, 𝐵) 

(ii) 𝑓𝑛  es dominada por una función integrable  

En efecto, de acuerdo al lema 2.4, existe una constante 𝑅 > 0 tal que 

||𝑢𝑛(𝑡)||𝐵 ≤ 𝑚𝑎𝑥𝑡∈[0,𝑇]||𝑢𝑛(𝑡)||𝐵 = |
|𝑢𝑛||𝐶([0,𝑇];𝐵) ≤ 𝑅|

|𝑢𝑛||𝑊 ≤ 𝑅𝑀   

∀ 𝑛 ∈ 𝑁 

Por lo tanto                 |𝑓𝑛(𝑡)| = ||𝑢𝑛(𝑡)||𝐵
𝑎
≤ (𝑅𝑀)𝑎  , ∀𝑛 ∈ 𝑁 

 



 

41 

 

(iii) 𝑓𝑛(𝑠) → 0 casi siempre en (0,T) 

En efecto, sea 𝑠 ∈ (0, 𝑇) fijaremos una función 𝜑 ∈ 𝐶1([0, 𝑇]; 𝑅) tal que 

 𝜑(0) = −1 y 𝜑(𝑇) = 0 tomaremos 𝜆 ∈ ]0,1 −
𝑠

𝑇
[ definimos: 

 𝑤𝑛(𝑡): = 𝑢𝑛(𝑠 + 𝜆𝑡)  

Entonces 𝑢𝑛(𝑠) = 𝑤𝑛(0) 

=  𝜑(𝑡)𝑤𝑛(𝑡)0
T
 

= ∫(𝜑𝑤𝑛)
′𝑑𝑡 =

𝑇

0

∫𝜑′𝑤𝑛𝑑𝑡

𝑇

0

+∫𝜑𝑤′𝑛 𝑑𝑡 ≔ 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛

𝑇

0

    (2.8) 

En virtud de  2.8, Bastaría mostrar que para todo 𝜖 > 0 existe 𝑛0 ∈ 𝑁 tal que  

𝑛 ≥ 𝑛0   entonces ||𝛼𝑛 + 𝛽𝑛||𝐵 < 𝜖 

Notar que 𝛽𝑛 = ∫ 𝜆𝜑(𝑡)𝑢𝑛
′ (𝑠 + 𝜆𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝜑(𝜆−1(𝜏 − 𝑠))𝑢𝑛

′ (𝜏)𝑑𝜏
𝑠+𝜆𝑇

𝑠

𝑇

0
 

 Por la desigualdad de Holder  

||𝛽𝑛||𝐵 ≤ 𝐶 ∫ ||𝑢𝑛
′ (𝜏)||

𝐵
𝑑𝜏 ≤ 𝐶(𝜆𝑇)1−

1
𝑏 ( ∫ ||𝑢𝑛

′ (𝜏)||
𝐵

𝑏
𝑑𝜏

𝑠+𝜆𝑇

𝑠

)

1
𝑏𝑠+𝜆𝑇

𝑠

 

≤ 𝐶(𝜆𝑇)1−
1
𝑏 (∫||𝑢𝑛

′ (𝜏)||
𝐵

𝑏

𝑇

0

)

1
𝑏

≤ 𝐶𝑇1−
1
𝑏𝑀𝜆1−

1
𝑏 

Por lo tanto podemos escoger 𝜆 suficientemente pequeño de tal forma que se obtenga  

||𝛽𝑛||𝐵 ≤
𝜖

2
   , ∀𝑛 ∈ 𝑁                             (2.9) 

Además de como 𝑢𝑛 ⇀ 0 en 𝐿𝑎(0, 𝑇, 𝐴)                                                             
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𝑢𝑛(𝑠,𝑠+𝜆𝑇) ⇀ 0 en 𝐿𝑎(𝑠, 𝑠 + 𝜆𝑇; 𝐴) 

Luego de acuerdo al lema 2.5 

𝛼𝑛 = ∫ 𝜑′𝑤𝑛𝑑𝑡 = 𝜆−1 ∫ 𝜑′(𝜆−1(𝜏 − 𝑠))𝑢𝑛(𝜏)𝑑𝜏 ⇀ 0
𝑠+𝜆𝑇

𝑠

𝑇

0
 en A 

Esto a su vez implica que (𝛼𝑛) es acotada en A, como 𝐴 ⊂ 𝑋 es compacta y 𝑋 ⊂ 𝐵 es 

continua luego 𝐴 ⊂ 𝐵 es compacta, luego por compacidad (𝛼𝑛)  posee una 

subsucesión que será denotada de la misma manera tal que 𝛼𝑛 → 0 en B. 

De ahí que existe 𝑛1 ∈ 𝑁 tal que si 𝑛 > 𝑛1 se tiene que ||𝛼𝑛||𝐵 ≤
𝜖

2
                    (2.10) 

 De 2.9 y 2.10, tendremos que dado 𝜖 > 0 existe 𝑛0 ∈ 𝑁 tal que  

𝑛 ≥ 𝑛0   entonces ||𝛼𝑛 + 𝛽𝑛||𝐵 < 𝜖 

Demostrando así (iii). 

De esta manera cumpliéndose todas las hipótesis del teorema 2.10 (TCDL), podemos 

concluir que: 

lim
𝑛→

∫||𝑢𝑛(𝑡)||𝐵
𝑎
𝑑𝑡

𝑇

0

= ∫ lim
𝑛→

||𝑢𝑛(𝑡)||𝐵
𝑎
𝑑𝑡 = ∫0𝑑𝑡 = 0

𝑇

0

𝑇

0

                  

Terminando así nuestra prueba ∎. 
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2.3 El operador p –Laplaciano 

Definición 2.26 El operador ∆𝑝: 𝑤0
1,𝑝(Ω) → 𝑤−1,𝑝′(Ω), definido como: 

∆𝑝𝑢 = −∑
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(|
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|
𝑝−2 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
)

𝑛

𝑖=1

 

Es llamado el operador p-Laplaciano o Seudolaplaciano. 

Nota:  𝑝 𝑦 𝑝′ conjugados. 

Definición 2.27 sea V un espacio de Banach, consideremos el funcional  𝐽: 𝑉 → 𝑅 y 

supongamos que exite el limite  

lim
𝜆→0

1

𝜆
(𝐽(𝑢 + 𝜆𝑣) − 𝐽(𝑢))         ;     ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

Fijado 𝑢 ∈ 𝑉, diremos que J es derivable en el sentido de Gateux, cuando existe 

𝐽′(𝑢) ∈ 𝑉′ tal que  〈𝐽′(𝑢), 𝑣〉𝑉′𝑥𝑉 = lim
𝜆→0

1

𝜆
(𝐽(𝑢 + 𝜆𝑣) − 𝐽(𝑢)) , ∀𝑣 ∈ 𝑉 

Definición 2.28  Si J es derivable según Gateux en todo 𝑢 ∈ 𝑉, se dice que J es 

derivable según Gateux en V. Siendo la derivada de J en u denotada como 𝐽′(𝑢) 

Proposición 2.19  Si 𝐽: 𝑉 → 𝑅 es un funcional convexo y derivable en el sentido de 

Gateux, entonces el operador  𝑢 → 𝐽′(𝑢) (derivada en el sentido de Gateux) de 𝑉 en 

𝑉′ es monótono y hemicontinuo. 

  Demostración:
 
Ver Lions J. L. [19] 
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Definición 2.29 Sea V un espacio de Banach reflexivo y 𝐴: 𝑉 → 𝑉′ un operador. Se 

dice que el operador A es monótono si 〈𝐴𝑢 − 𝐴𝑣, 𝑢 − 𝑣〉𝑉′𝑥𝑉 ≥ 0   ;   ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

Definición 2.30 Sea V un espacio de Banach reflexivo y 𝐴: 𝑉 → 𝑉′ un operador. Se 

dice que el operador A es hemicontinuo, si dada toda aplicación 𝜆 → 〈𝐴(𝑢 +

𝜆𝑣), 𝑤〉𝑉′𝑥𝑉 es una función continua de R en R, para todo u,v ∈ 𝑉. 

Definición 2.31 Sea V un espacio de Banach reflexivo y 𝐴: 𝑉 → 𝑉′ un operador. Se 

dice que el operador A es coercivo si  

〈𝐴𝑢,𝑢〉
𝑉′𝑥𝑉

|𝑢|𝑉
→ + , cuando |𝑢|𝑉 → + 

Definición 2.32 Sea V un espacio de Banach reflexivo y 𝐴: 𝑉 → 𝑉′ un operador. Se 

dice que el operador A es acotado si, 

Dado el conjunto 𝐵 ⊆ 𝑉, acotado en V entonces 𝐴(𝐵) es acotado en 𝑉′ 

Teorema 2.15 (Propiedades del operador p-Laplaciano) 

El operador p-Laplaciano ∆𝑝 tiene las siguientes propiedades: 

(i) Monótono y  Hemicontinuo 

(ii)  Acotado  

(iii) Coercivo. 

Demostración:  
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Prueba de (i), En efecto, previamente definamos el operador  𝐽:𝑊0
1,𝑝(Ω) → 𝑅 como  

𝐽(𝑢) =
1

𝑝
∫∑|

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|
𝑝

𝑑𝑥

𝑛

𝑖=1Ω

=
1

𝑝
||𝑢||

0

𝑝
 

Afirmación 2.2 El operador J es convexo 

Demostración:  

Sean 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊0
1,𝑝(Ω)  y 𝜃 ∈ [0,1] 

𝐽((1 − 𝜃)𝑢 + 𝜃𝑣) =
1

𝑝
||(1 − 𝜃)𝑢 + 𝜃𝑣||

0

𝑝
 

≤
1

𝑝
((1 − 𝜃)||𝑢||

0
+ 𝜃||𝑣||

0
)
𝑝

 

      ≤
1

𝑝
(1 − 𝜃)||𝑢||

0

𝑝
+
𝜃

𝑝
||𝑣||

0

𝑝
=(1 − 𝜃)𝐽(𝑢) + 𝜃𝐽(𝑣)    (2.11) 

Estas desigualdades se obtuvieron haciendo uso de propiedades de norma y en virtud 

a que la función 𝑓: 𝑅 → 𝑅 definida por: 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝 ;  𝑝 > 2 es convexa. 

De 2.11, tendremos  

𝐽((1 − 𝜃)𝑢 + 𝜃𝑣) ≤ (1 − 𝜃)𝐽(𝑢) + 𝜃𝐽(𝑣) 

Por lo tanto el operador J es convexo  ∎. 

En virtud de la Proposición 2.19, como J es convexo y  derivable en el sentido de 

Gateux entonces su derivada en el sentido de Gateux es monótona y hemicontinua. Y 

al ser el operador p Laplaciano tal derivada hemos concluido la demostración de 

(i). ∎. 
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Prueba (ii) 

En efecto, sea B un conjunto acotado de 𝑊0
1,𝑝(Ω), consideremos 𝜑 ∈ 𝐷(Ω) , con 

 𝑢 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑊0
1,𝑝(Ω) 

2 1

1 1

,

p p
n n

p

i ii i i i i

u u u
u dx dx

x x x x x

 


 

  

    
  

    
    

' '

1 1
( 1)

1

p p pp pn

i i i

u u
dx dx

x x



  

       
   
  

    

' '

1 1
( 1)

1 1( ) ( )p p

p p pp pn n

i ii iL L

u

x x




  

       
   
  

   

                   
1

0 0
, ( )

p

u D 


     

Luego  

1

0 0
, , ( )

p

pu u D  


      

Por argumentos de densidad y continuidad, tendremos que  

|〈∆𝑝𝑢, 𝑣〉| ≤ ||𝑢||
0

𝑝−1
||𝑣||

0
  , ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊0

1,𝑝(Ω) 

De ahí que                  
|〈∆𝑝𝑢,𝑣〉|

||𝑣||
0

≤ ||𝑢||
0

𝑝−1
 

Siendo así             |∆𝑝𝑢|𝑊−1,𝑝′(Ω)
≤ ||𝑢||

0

𝑝−1
 

Finalmente concluimos que, dado 𝑢 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑊0
1,𝑝(Ω) tal que ||𝑢||

0
≤ 𝑀 se tiene que 

|∆𝑝𝑢|𝑊−1,𝑝′(Ω) 
≤ 𝐶                                     ∎. 
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Prueba (iii) 

En efecto, dado 𝑢 ∈ 𝑊0
1,𝑝(Ω) se verifica que 

〈∆𝑝𝑢, 𝑢〉 =∑∫ |
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|
𝑝

𝑑𝑥

Ω

=

𝑛

𝑖=1

||𝑢||
0

𝑝
 

Obteniendo así 

 
〈∆𝑝𝑢,𝑢〉

||𝑢||
0

= ||𝑢||
0

𝑝−1
 de ahí   lim

||𝑢||
0
→+

〈∆𝑝𝑢,𝑢〉

||𝑢||
0

= lim
||𝑢||

0
→+

||𝑢||
0

𝑝−1
= + 

Terminando nuestra demostración.                                                                            ∎. 

Proposición 2.20 

〈∆𝑝𝑢(𝑡), 𝑢
′(𝑡)〉 =

1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢(𝑡)||

0

𝑝
 

 Demostración: 

1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢(𝑡)||

0

𝑝
=
1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
∑∫ |

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|
𝑝

𝑑𝑥

Ω

𝑛

𝑖=1

 = ∑∫ |
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|
𝑝−1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|
−1 𝜕𝑢′

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥

Ω

𝑛

𝑖=1

               

=∑∫ |
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|
𝑝−2

.
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
.
𝜕𝑢′

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥

Ω

𝑛

𝑖=1

 

                      = 〈∆𝑝𝑢(𝑡), 𝑢
′(𝑡)〉                   ∎. 

Teorema 2.16 El conjunto de combinaciones lineales finitas de productos de tipo 𝜃𝑤 

con 𝜃 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] y 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω) es denso en el espacio 

𝑉 = {𝑣 ∈ 𝐿2 (0, 𝑇,𝑊0
1,𝑝(Ω)) ;  𝑣′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω))} 

Demostración: Ver  Tsutsumi [33] 
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Teorema 2.17 (Helinger Toeplitz) Sea 𝑇 un operador lineal definido en un espacio de 

Hilbert H. Satisfaciendo (𝑇(𝑥), 𝑦) = (𝑥, 𝑇(𝑦)) , ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, entonces T es acotada 

Demostración: Ver Teman [32] 

Teorema 2.18 (Gronwall) Sea Z(t) una función real absolutamente contínua en [0, 𝑎[ 

tal que para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑎[ Si se tiene que 

𝑧(𝑡) ≤ 𝐶 + ∫𝑧(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

 

Entonces 𝑧(𝑡) ≤ 𝐶𝑒𝑡, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑎[  , Consecuentemente Z(t) es acotada. 

Demostración: Ver Medeiros [24] 

 

Teorema 2.19 (Nakao) 

Sea 𝜑:𝑅+ ⟶ 𝑅+ una función acotada con 𝜑(0) > 0 y supongamos que existe 

 𝑀 > 0  y ∝> 0  tal que 𝑆𝑢𝑝𝑠∈[𝑡;𝑡+1][𝜑(𝑠)]
∝+1 ≤ 𝑀{𝜑(𝑡) − 𝜑(𝑡 + 1)} , 𝑡 ≥ 0 

Entonces existen 𝑀1 > 0 tal que 

𝜑(𝑡) ≤ 𝑀1𝑡
−
1
∝ , ∀𝑡 ∶ 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒 

Esto quiere decir que 𝜑(𝑡) decae polinomicamente a cero cuando 𝑡 → + 

Demostración: Ver Nakao [25] 
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2.4 Existencia de Soluciones Débiles 

2.4.1 El modelo Matemático 

2'' '

1

2'' '

2

0 0

' '

1 1

(2.4.1)    (0) , (0)

(0) , (0)

0,     (0, )

p

p

u u u v u u f

v v v u v v f

u u v v

u u v v

u v en x T

 

 





     

     

  


 
     

 

Donde Ω ⊆ 𝑅𝑛, Abierto, acotado, y suficientemente regular. Consideremos 

 𝑇 > 0 ,  Definimos: Q=  Ω𝑥(0, 𝑇) .  como el cilindro en 𝑅𝑛+1 con base en Ω y altura 

T. Definimos su frontera  por: Ʃ = Г𝑥(0, 𝑇)  

Siendo: Г frontera de Ω. 

 ∆ :  Es el operador Laplaciano  

∆𝑝: Es el operador p –Laplaciano.  

Satisfaciendo lo siguiente: 

𝑛 ∈ 𝑁, 𝑝 ∈ 𝑅 tal que  2 < 𝑝 < 𝑛 

 𝜌 ∈ 𝑅  tal que  −1 ≤ 𝜌 ≤
4(1−𝑛+𝑝)

2(𝑛−𝑝−1)+𝑛𝑝
 

  

 

en  𝑄 = Ω𝑥(0, 𝑇) 

 

en  Ω 
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2.4.2 Definición de solución débil 

Deducción formal del concepto de solución débil. Consideremos el problema de 

valores iniciales y de frontera del siguiente sistema de evolución 

𝑢′′ + ∆𝑝𝑢 − ∆𝑢
′ + |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢 = 𝑓1        (2.4.2)    

  𝑣′′ + ∆𝑝𝑣 − ∆𝑣
′ + |𝑢|𝜌+2|𝑣|𝜌𝑣 = 𝑓2         (2.4.3)       

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥)    ,   𝑢
′(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)    (2.4.4)

𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥) , 𝑣
′(𝑥, 0) = 𝑣1(𝑥)        (2.4.5)

𝑢 = 𝑣 = 0 , 𝑒𝑛 Ʃ = Γ𝑥(0, 𝑇)                    (2.4.6)

        

Multiplicando (2.4.2) por  ہ𝛹(𝑥, 𝑡) = 𝜀(𝑡)𝑤(𝑥) , con 𝜀 ∈ 𝐷(0, 𝑇), 𝑤 ∈ 𝑊0
1,𝑝(Ω) 

𝑢′′𝛹 + ∆𝑝𝑢𝛹 − ∆𝑢
′𝛹 + |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢𝛹 = 𝑓1𝛹 

Integrando en 𝑄 , tenemos 

∫ 𝑢′′𝛹𝑑𝑄

𝑄

+ ∫ ∆𝑃𝑢𝛹

𝑄

− ∫ ∆𝑢′𝛹𝑑𝑄

𝑄

+∫ |𝑣|𝜌+2

𝑄

|𝑢|𝜌𝛹𝑑𝑄 = ∫ 𝑓1𝛹𝑑𝑄

𝑄

 

De ahí que  

∫ ∫
Ω

𝑢′′𝜀𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑇

0

+∫ ∫ ∆𝑝𝑢𝜀𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡 − ∫ ∫ ∆𝑢′𝜀𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡 +
Ω

𝑇

0Ω

𝑇

0

∫∫|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢𝜀𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡

Ω

𝑇

0

 

= ∫∫ 𝑓1𝜀𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡

Ω

𝑇

0

     (2.4.7) 

Observemos que: 

∫∫ 𝑢′′𝜀𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡

Ω

𝑇

0

= −∫𝜀′(𝑡)(𝑢′, 𝑤)𝑑𝑡

𝑇

0
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∫ ∫ ∆𝑝𝑢𝜀(𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

Ω

= ∫ 𝜀(𝑡)〈∆𝑝𝑢,𝑤〉𝑑𝑡
𝑇

0

𝑇

0

 

∫ ∫ ∆𝑢′𝜀(𝑡)𝑤(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡
Ω

= −∫ 𝜀(𝑡)((𝑢′, 𝑤))𝑑𝑡
𝑇

0

𝑇

0

 

∫ ∫ |𝑣|𝜌+2

Ω

|𝑢|𝜌𝑢𝜀𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑇

0

= ∫ 𝜀(𝑡)〈|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢,𝑤〉𝑑𝑡
𝑇

𝑜

 

Reemplazando lo de arriba en (2.4.7) 

−∫𝜀′(𝑡) (𝑢′, 𝑤)

𝑇

0

𝑑𝑡 + ∫𝜀(𝑡)〈∆𝑝𝑢,𝑤〉𝑑𝑡

𝑇

0

+∫𝜀(𝑡)((𝑢′, 𝑤))𝑑𝑡

𝑇

0

+∫𝜀(𝑡)〈|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢,𝑤〉𝑑𝑡

𝑇

0

 

= ∫(𝑓1, 𝑤)𝜀(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

 

Usando notación distribucional  

− 〈(𝑢′, 𝑤),
𝑑

𝑑𝑡
𝜀〉 + 〈〈∆𝑝𝑢,𝑤〉, 𝜀〉 + 〈((𝑢

′, 𝑤)), 𝜀〉 + 〈〈|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢,𝑤〉, 𝜀〉 = 〈(𝑓1, 𝑤), 𝜀〉 

Haciendo uso de la derivada distribucional 

〈
𝑑

𝑑𝑡
(𝑢′, 𝑤), 𝜀〉 + 〈〈∆𝑝𝑢,𝑤〉, 𝜀〉 + 〈((𝑢

′, 𝑤)), 𝜀〉 + 〈〈|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢,𝑤〉, 𝜀〉 = 〈(𝑓1, 𝑤), 𝜀〉 

 ∀𝜀 ∈ 𝐷(0, 𝑇) 

Luego 
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𝑑

𝑑𝑡
(𝑢′, 𝑤) + 〈∆𝑝𝑢,𝑤〉 + ((𝑢

′, 𝑤)) + 〈|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢,𝑤〉 = (𝑓1, 𝑤)  En 𝐷′(0, 𝑇), 

                                              ∀𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω)                                      (2.4.8) 

Análogamente, obtendremos: 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑣′, 𝑤) + 〈∆𝑝𝑣,𝑤〉 + ((𝑣

′, 𝑤)) + 〈|𝑢|𝜌+2|𝑣|𝜌𝑣, 𝑤〉 = (𝑓2, 𝑤)   En 𝐷′(0, 𝑇), 

                                           ∀𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω)                                        (2.4.9) 

Definición 2.4.1 (Solución débil) 

Sea 𝑇 > 0 , un par de funciones 𝑢, 𝑣 ∶ 𝑄 → 𝑅 satisfaciendo: 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿∞ (0, 𝑇, 𝑤0
1,𝑝(Ω)) 

𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2 (0, 𝑇, 𝐻0
1(Ω)) 

Es llamada Solución Débil del problema 2.4.1, si se verifican las siguientes 

condiciones: 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢′(𝑡), 𝑤) + 〈∆𝑝𝑢(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑢

′(𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉 = (𝑓1, 𝑤), 

∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω), en el sentido de 𝐷′(0, 𝑇) 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑣′(𝑡),𝑤) + 〈∆𝑝𝑣(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑣

′(𝑡),𝑤)) + 〈|𝑢(𝑡)|𝜌+2|𝑣(𝑡)|𝜌𝑣(𝑡), 𝑤〉 = (𝑓2, 𝑤), 

∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω), en el sentido de 𝐷′(0, 𝑇) 

Además de:             𝑢(0) = 𝑢0   , 𝑣(0) = 𝑣0 

                                     𝑢′(0) = 𝑢1   ,          𝑣
′(0) = 𝑣1 
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Teorema 2.4.1  (Existencia de Soluciones Débiles) 

Asumiendo  𝑢0 𝑣0 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω) y 𝑢1 𝑣1  ∈ 𝐿

2(Ω), con  𝑓1 , 𝑓2 ∈ 𝐿
2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)), 

entonces el problema (2.4.1) admite Soluciones Débiles. 

Demostración: 

El método usado fue el  de Faedo-Galerkin, el cual consta de 4 etapas: 

Etapa 1: Solución local 

Etapa 2: Estimativas a priori 

Etapa 3: Pasaje al límite 

Etapa 4: Condiciones iniciales 

2.4.3 Algunos Resultados importantes 

Proposición 2.4.1   

Si 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑝 ∈ 𝑅 tal que  2 < 𝑝 < 𝑛 , Además  𝜌 ∈ 𝑅  tal que  −1 ≤ 𝜌 ≤
4(1−𝑛+𝑝)

2(𝑛−𝑝−1)+𝑛𝑝
 

Entonces                               𝜌 <
4

𝑛𝑝−2
  

Demostración: 

Se puede ver que:  𝑛𝑝(𝑛 − 𝑝) > 0 (De 2 < 𝑝 < 𝑛) 

Haciendo cuentas 

4𝑛𝑝(𝒑 − 𝒏) < 0 

4𝑛𝑝2 − 4𝑛2𝑝 + 8𝑛 − 8 − 8𝑝 + 4𝑛𝑝 < 8𝑛 − 8 − 8𝑝 + 4𝑛𝑝 



 

54 

 

(4 − 4𝑛 + 4𝑝)(𝑛𝑝 − 2) < 8(𝑛 − 1 − 𝑝) + 4𝑛𝑝 

4(1 − 𝑛 + 𝑝)(𝑛𝑝 − 2) < 4[2(𝑛 − 1 − 𝑝) + 𝑛𝑝] 

𝜌 ≤
4(1 − 𝑛 + 𝑝)

[2(𝑛 − 1 − 𝑝) + 𝑛𝑝]
<

4

𝑛𝑝 − 2
   ∎.    

Proposición 2.4.2 

Si 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 ≥ 3 ,   
4𝑛+2

4+𝑛
< 𝑝 < 𝑛, entonces 

4

𝑛𝑝−2
≤

1

𝑛−𝑝
 

Demostración: 

De la hipótesis, tenemos  

4𝑛 + 2

4 + 𝑛
< 𝑝 

Luego 

4𝑛 + 2 < 𝑝(4 + 𝑛) 

4(𝑛 − 𝑝) < 𝑝𝑛 − 2 

4

𝑛𝑝 − 2
<

1

𝑛 − 𝑝
     ∎. 
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 Proposición 2.4.3 

 Definamos 

𝜃 =
2𝑛𝑝(𝜌 + 2)

(𝑛𝑝 − 2)(𝜌 + 2) + 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)
  , 𝛿 =

2𝑛𝑝(𝜌 + 2)

(𝑛𝑝 + 2)(𝜌 + 2) − 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)
 

Se tienen las siguientes relaciones: 

I) 1 < 𝜃 <
𝜌+2

𝜌+1
                     II)     1 < 𝛿 ≤

𝑛𝑝

𝑛−𝑝
                   III)      

1

𝜃
+

1

𝛿
= 1 

Demostración: 

En primer lugar demostraremos I, por la Proposición 2.4.1   

𝜌 <
4

𝑛𝑝 − 2
 

Haciendo cuentas  

𝜌 + 2 <
4

𝑛𝑝 − 2
+ 2 =

2𝑛𝑝

𝑛𝑝 − 2
 

(𝑛𝑝 − 2)(𝜌 + 2) < 2𝑛𝑝 

(𝑛𝑝 − 2)(𝜌 + 2) + 2𝑛𝑝(𝜌 + 1) < 2𝑛𝑝 + 2𝑛𝑝(𝜌 + 1) = 2𝑛𝑝(𝜌 + 2) 

1

(𝑛𝑝 − 2)(𝜌 + 2) + 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)
>

1

2𝑛𝑝(𝜌 + 2)
 

De ahí  
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2𝑛𝑝(𝜌 + 2)

(𝑛𝑝 − 2)(𝜌 + 2) + 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)
>
2𝑛𝑝(𝜌 + 2)

2𝑛𝑝(𝜌 + 2)
= 1 

Obteniendo  

                                                  𝜃 > 1                                                      (2.4.10) 

Por otro lado, escribiendo convenientemente 

                                           𝜃 =
𝜌+2

(𝑛𝑝−2)(𝜌+2)

2𝑛𝑝
+(𝜌+1)

<
𝜌+2

𝜌+1
                          (2.4.11) 

Concluyendo de 2.4.10 y 2.4.11  que     

1 < 𝜃 <
𝜌 + 2

𝜌 + 1
          ∎. 

Demostrando II 

𝛿 =
2𝑛𝑝(𝜌 + 2)

(𝑛𝑝 + 2)(𝜌 + 2) − 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)
>

2𝑛𝑝(𝜌 + 2)

(𝑛𝑝 + 2)(𝜌 + 2)
=

2𝑛𝑝

𝑛𝑝 + 2
             (2.4.12) 

 Usando el hecho que 2 < 𝑝 < 𝑛 

Obtendremos 2𝑝𝑛 > 2 + 𝑝𝑛 > 0 entonces 
1

2𝑝𝑛
<

1

2+𝑝𝑛
 

De ahí                   1 =
2𝑝𝑛

2𝑝𝑛
<

2𝑝𝑛

2+𝑝𝑛
                                                      (2.4.13) 

Usando 2.4.13 en 2.4.12  obtenemos  𝛿 > 1                                                   (2.4.14) 
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Por otro lado  

Sabemos que  

𝜌 ≤
4(1 − 𝑛 + 𝑝)

2(𝑛 − 𝑝 − 1) + 𝑛𝑝
 

Luego, haciendo unos cálculos 

𝜌[2(𝑛 − 𝑝 − 1) + 𝑛𝑝] ≤ 4(1 − 𝑛 + 𝑝) 

2𝑛𝜌 + 4𝑛 − 2𝑝𝜌 − 4𝑝 ≤ −𝑛𝑝𝜌 + 2𝜌 + 4 

2(𝜌 + 2)(𝑛 − 𝑝) ≤ (𝑛𝑝 + 2)(𝜌 + 2) − 2𝑛𝑝(𝜌 + 1) 

2(𝜌 + 2)

(𝑛𝑝 + 2)(𝜌 + 2) − 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)
≤

1

𝑛 − 𝑝
 

Multiplicando por  𝑛𝑝 >  0 

𝛿 =
2(𝜌 + 2)𝑛𝑝

(𝑛𝑝 + 2)(𝜌 + 2) − 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)
≤

𝑛𝑝

𝑛 − 𝑝
 

Obteniendo así  

                                                    𝛿 ≤
𝑛𝑝

𝑛−𝑝
                                           (2.4.15) 

Finalmente de 2.4.14 y 2.4.15  concluimos que 1 < 𝛿 ≤
𝑛𝑝

𝑛−𝑝
    ∎. 
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Demostrando III 

1

𝜃
+
1

𝛿
=
(𝑛𝑝 − 2)(𝜌 + 2) + 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)

2𝑛𝑝(𝜌 + 2)
+
(𝑛𝑝 + 2)(𝜌 + 2) − 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)

2𝑛𝑝(𝜌 + 2)
 

       =
(𝑛𝑝 − 2)(𝜌 + 2) + 2𝑛𝑝(𝜌 + 1) + (𝑛𝑝 + 2)(𝜌 + 2) − 2𝑛𝑝(𝜌 + 1)

2𝑛𝑝(𝜌 + 2)
= 1 ∎. 

Proposición 2.4.4 

 Definamos:    𝛼 =
𝜌+2

(𝜌+1)𝜃
𝛽 =

𝜌+2

(𝜌+2)−(𝜌+1)𝜃
 

Se tienen las siguientes relaciones: 

I)   𝛼, 𝛽 > 1                            II) 𝜃𝛽 =
2𝑛𝑝

𝑛𝑝−2
                          III)   

1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 

Demostración:  

En primer lugar, demostremos I 

Por la Prop. 2.4.3  

1 < 𝜃 <
𝜌+2

𝜌+1
        De ahí     0 < 𝜌 + 1 < (𝜌 + 1)𝜃 < 𝜌 + 2 

Luego 

1

𝜌 + 1
>

1

(𝜌 + 1)𝜃
>

1

𝜌 + 2
 

𝛼 =
𝜌 + 2

(𝜌 + 1)𝜃
>
𝜌 + 2

𝜌 + 2
= 1 

De esto último  𝛼 > 1  ∎. 
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Ahora para 𝛽 

𝛽 =
𝜌 + 2

(𝜌 + 2) − (𝜌 + 1)𝜃
>
𝜌 + 2

𝜌 + 2
= 1 

Así           𝛽 > 1  ∎. 

Demostrando así (I) 

Demostrando II  

Nuestro objetivo es probar que: 𝜃𝛽 =
2𝑛𝑝

𝑛𝑝−2
 

Dividiendo convenientemente 

                        𝜃𝛽 =
𝜃(𝜌+2)

(𝜌+2)−(𝜌+1)𝜃
=

𝜃(𝜌+2)

𝜃
(𝜌+2) − (𝜌+1)𝜃

𝜃

=
𝜌+2

𝜌+2

𝜃
 − (𝜌+1)

                    (2.4.16) 

Por otro lado  

                                       
𝜌+2

𝜃
=

(𝑛𝑝−2)(𝜌+2)+2𝑛𝑝(𝜌+1)

2𝑛𝑝
                     (2.4.17) 

 Reemplazando 2.4.17 en 2.4.16 

𝜃𝛽 =
2𝑛𝑝

𝑛𝑝 − 2
   ∎. 
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Demostrando III 

1

𝛼
+
1

𝛽
=
(𝜌 + 1)𝜃

𝜌 + 2
+
(𝜌 + 2) − (𝜌 + 1)𝜃

𝜌 + 2
= 1        ∎. 

Teorema 2.4.2 

Sean 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω) entonces  

I) 𝑢𝑣 ∈ 𝐿𝜌+2(Ω) 

II) |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢 ∈ 𝐿𝜃(Ω)    ;    |𝑢|𝜌+2|𝑣|𝜌𝑣 ∈ 𝐿𝜃(Ω) 

Demostración: 

Primero demostraremos I 

𝑢𝑣 ∈ 𝐿𝜌+2(Ω) 

En efecto: Por la Prop 2.4.1  

−1 ≤ 𝜌 <
4

𝑛𝑝 − 2
 

De ahí  

1 ≤ 𝜌 + 2 <
4

𝑛𝑝 − 2
+ 2 =

2𝑛𝑝

𝑛𝑝 − 2
 

Multiplicando por 2 la desigualdad anterior 

1 < 2 ≤ 2(𝜌 + 2) <
4𝑛𝑝

𝑛𝑝−2
     ⇒      1 < 2(𝜌 + 2) <

4𝑛𝑝

𝑛𝑝−2
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Asumiendo   
4𝑛+2

4+𝑛
< 𝑝 < 𝑛  luego por la Prop. 2.4.2 

1 < 2(𝜌 + 2) <
4𝑛𝑝

𝑛𝑝 − 2
≤

𝑛𝑝

𝑛 − 𝑝
 

1 < 2(𝜌 + 2) <
𝑛𝑝

𝑛 − 𝑝
 

De la desigualdad anterior y por la Proposición 2.10, tendremos que: 

𝑊0
1,𝑝(Ω) ↪ 𝐿2(𝜌+2)(Ω) 

Luego como 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω) de ahí que  |𝑢|𝜌+2  , |𝑣|𝜌+2   pertenecen 𝑎  𝐿2(Ω) . 

Además por Holder. 

∫|𝑢𝑣|𝜌+2𝑑𝑥 ≤ (∫|𝑢|2(𝜌+2)𝑑𝑥

Ω

)

1
2

(∫|𝑣|2(𝜌+2)𝑑𝑥

Ω

)

1
2

Ω

<      ∎. 

En segundo lugar, demostremos II  

|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢 ∈ 𝐿𝜃(Ω) 

En efecto: 

Basta mostrar que 

∫||𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢|𝜃𝑑𝑥 < 

Ω
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Desarrollando la integral  

                                    ∫||𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢|𝜃𝑑𝑥 = ∫||𝑢𝑣|𝜃(𝜌+1) |𝑣|𝜃|𝑑𝑥

ΩΩ

             (2.4.18)  

Afirmación 2.4.1  

|𝑢𝑣|(𝜌+1)𝜃 ∈ 𝐿𝛼(Ω) 

Prueba: 

∫| |𝑢𝑣|(𝜌+1)𝜃|
𝛼
𝑑𝑥 = ∫|𝑢𝑣|(𝜌+1)𝜃𝛼𝑑𝑥 = ∫|𝑢𝑣|𝜌+2

ΩΩΩ

𝑑𝑥 < ∞ 

Esto último por el teorema 2.4.2 parte I. Probando así la afirmación 2.4.1. 

Afirmación 2.4.2 

|𝑣|𝜃 ∈ 𝐿𝛽(Ω) 

Prueba: 

Basta mostrar que 

∫||𝑣|𝜃|
𝛽
𝑑𝑥 <  ∞

Ω

 

Equivalentemente 



 

63 

 

∫||𝑣|𝜃|
𝛽
𝑑𝑥 = ∫|𝑣|𝜃𝛽𝑑𝑥

ΩΩ

 

De la Prop. 2.4.2, 2.4.3, 2.4.4  

1 < 𝜃𝛽 =
2𝑛𝑝

𝑛𝑝 − 2
≤
1

2
(
𝑛𝑝

𝑛 − 𝑝
) <

𝑛𝑝

𝑛 − 𝑝
 

De la desigualdad anterior y por la proposición 2.10 

𝑊0
1,𝑝(Ω)  ↪ 𝐿𝜃𝛽(Ω) 

En virtud de esta última inmersión continua: ∫||𝑣|𝜃|
𝛽
𝑑𝑥 = ∫|𝑣|𝜃𝛽𝑑𝑥

ΩΩ

< ∞ 

Demostrando así la afirmación 2.4.2. 

Teniendo presente las afirmaciones 2.4.1 y 2.4.2  en 2.4.18, luego por Holder 

tendremos 

∫||𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢|𝜃𝑑𝑥 = ∫||𝒖𝒗|𝜽(𝝆+𝟏)   |𝒗|𝜽|𝑑𝑥

ΩΩ

(∫|𝑢𝑣|(𝜌+1)𝜃𝛼𝑑𝑥

Ω

)

1
𝛼⁄

(∫|𝑣|𝜃𝛽𝑑𝑥

Ω

)

1
𝛽⁄

< ∞ 

Demostrando así que  

|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢 ∈ 𝐿𝜃(Ω)        

Terminando así nuestra demostración.  ∎. 
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2.4.4 Construcción del espacio 𝑽𝒎 

Consideremos: 

1

𝑞𝑘
=
1

𝑝
−
𝑘

𝑛
  , 𝑝, 𝑞𝑘 > 0 

Luego en virtud a las inmersiones de Sobolev, tendremos 

𝑤0
𝑚,𝑝(Ω) ↪ 𝑤0

𝑚−𝑘,𝑞𝑘(Ω);𝑚 ≥ 1                                                                           

Tomando en particular 𝑝 = 2  , 𝑞𝑘 = 𝑝 , 𝑘 = 𝑚 − 1 

𝑤0
𝑚,2(Ω)↪ 𝑤0

1,𝑝
(Ω)     ;     

1

𝑝
=

1

2
−
(𝑚−1)

𝑛
 

𝐻0
𝑚(Ω)↪ 𝑤0

1,𝑝
(Ω)     ;      

 1

𝑝
=

1

2
−
(𝑚−1)

𝑛
       ↔      𝑚 = 𝑛 (

1

𝑝
−
1

2
) + 1 

De ahí que  

𝐻0
𝑚(Ω) ↪ 𝑤0

1,𝑝(Ω)     ;     𝑚 = 𝑛 (
1

𝑝
−
1

2
) + 1 > 0 

Consideremos 𝑠 > 𝑚 

𝑤0
𝑠,2(Ω) ↪ 𝑤0

𝑚,2(Ω) 

𝐻0
𝑠(Ω) ↪ 𝐻0

𝑚(Ω) ↪ 𝑤0
1,𝑝(Ω) ↪ 𝐿2(Ω) 

Luego 𝐻0
𝑠(Ω) ↪ 𝐿2(Ω), con inmersión continua, densa y compacta 
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De ahí existe una base Hilbertiana de 𝐻0
𝑠(Ω), ortonormal completa en 𝐿2(Ω) 

Sea {𝑤𝑗} dicha base 

Consideremos los m primeros 𝑤𝑗 

Entonces {𝑤1, 𝑤2, . . , 𝑤𝑚} ⊂ 𝐻0
𝑠(Ω) 

Denotemos por 𝑉𝑚 = 𝐿{𝑤1, 𝑤2, . . , 𝑤𝑚}  el espacio vectorial de dimensión finita denso 

en 𝐻0
𝑠(Ω). 

2.5 Etapa 1: Solución local 

Consideremos el PVI y de frontera aproximado 

(𝑢′′𝑚(𝑡),𝑤) + 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡),𝑤〉 + ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|
𝜌𝑢𝑚(𝑡),𝑤〉                 

                                                                                                   = (𝑓1(𝑡),𝑤), ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚      (2.5.1) 

   

(𝑣′′𝑚(𝑡),𝑤) + 〈∆𝑝𝑣𝑚(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑣𝑚
′ (𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌𝑣𝑚(𝑡),𝑤〉                                                   

                                                                                                     = (𝑓2(𝑡),𝑤), ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚       (2.5.2)   

𝑢𝑚(0) = 𝑢0𝑚 → 𝑢0 𝑒𝑛 𝑤0
1,𝑝(Ω)       (2.5.3) 

𝑢𝑚
′ (0) = 𝑢1𝑚 → 𝑢1 𝑒𝑛 𝐿

2(Ω)           (2.5.4)    

𝑣𝑚(0) = 𝑣0𝑚 → 𝑣0 𝑒𝑛 𝑤0
1,𝑝(Ω)       (2.5.5) 

𝑣𝑚
′ (0) = 𝑣1𝑚 → 𝑣1 𝑒𝑛 𝐿

2(Ω)            (2.5.6) 
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La función
mu es definida de la siguiente manera 

 

 
1

 :  0,     

              t        ( ) ( )    ,     0,               (2.5.7)

m m m

m

m im i im

i

u T V

u t k t w k C T





  
 

 Análogamente, definimos la función
mv  

 

 
1

 :  0,     

              t        v ( ) ( )    ,    l 0,                     (2.5.8)

m m m

m

m im i im

i

v T V

t l t w C T





  
 

Además 

𝑢𝑚(0) =∑𝑘0𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖   ; 

𝑚

𝑖=1

𝑘0𝑖𝑚 ∈ 𝐶∞[0, 𝑇]    (2.5.9) 

𝑢𝑚
′ (0) =∑𝑘1𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖  ; 

𝑚

𝑖=1

𝑘1𝑖𝑚 ∈ 𝐶∞[0, 𝑇]    (2.5.10) 

𝑣𝑚(0) =∑𝑙0𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖   ; 

𝑚

𝑖=1

𝑙0𝑖𝑚 ∈ 𝐶∞[0, 𝑇]    (2.5.11) 

𝑣𝑚
′ (0) =∑𝑙1𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖   ; 

𝑚

𝑖=1

𝑙1𝑖𝑚 ∈ 𝐶∞[0, 𝑇]    (2.5.12) 

De (2.5.7) y (2.5.9) tenemos 

𝑢𝑚(0) =∑𝑘𝑖𝑚(0)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

=∑𝑘0𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1
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Agrupando convenientemente 

∑𝑘𝑖𝑚(0)𝑤𝑖 −∑𝑘𝑜𝑖𝑚(𝑡)

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

𝑤𝑖 = 0 

∑[𝑘𝑖𝑚(0) − 𝑘0𝑖𝑚(𝑡)]𝑤𝑖 = 0

𝑚

𝑖=1

 

Como {𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑚} es LI 

Entonces 𝑘𝑖𝑚(0) − 𝑘0𝑖𝑚(𝑡) = 0   ;    ∀𝑖 ∈ 𝐼𝑚 

𝑘𝑖𝑚(0) = 𝑘0𝑖𝑚(𝑡);     ∀ 𝑖 ∈ 𝐼𝑚 

Por otro lado, en 2.5.1 hacemos 𝑤 = 𝑤𝑗  , para 𝑗 = 1,… ,𝑚 , obteniendo así  

∑𝑘𝑖𝑚
′′ (𝑡)(𝑤𝑖 , 𝑤1) + 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡),𝑤1〉 +∑𝑘𝑖𝑚

′ (𝑡) ((𝑤𝑖 , 𝑤1)) + 〈|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡), 𝑤1〉

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

= (𝑓1(𝑡),𝑤1) 

Como {𝑤1, . . , 𝑤𝑚} es un conjunto ortonormal en 𝐿2(Ω) el sistema anterior se reduce a  

𝑘𝑗𝑚
′′ (𝑡) + 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡),𝑤𝑗〉 +∑𝑘𝑖𝑚

′ (𝑡) ((𝑤𝑖 , 𝑤𝑗)) + 〈|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡), 𝑤𝑗〉

𝑚

𝑖=1

= (𝑓1(𝑡), 𝑤𝑗)          (2.5.13) 

Para        j = 1,… ,𝑚 

De 2.5.13 equivalentemente tendremos 

. 

. 

. 

            . 

            . 

            . 

    . 

    . 

    . 

 

 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

∑𝑘𝑖𝑚
′′ (𝑡)(𝑤𝑖 , 𝑤𝑚) + 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡),𝑤𝑚〉 +∑𝑘𝑖𝑚

′ (𝑡) ((𝑤𝑖 , 𝑤𝑚)) + 〈|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡), 𝑤𝑚〉

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

= (𝑓1(𝑡), 𝑤𝑚) 
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    𝑘𝑗𝑚
′′ (𝑡) +∑𝑘𝑖𝑚

′ (𝑡) ((𝑤𝑖 , 𝑤𝑗)) = (𝑓1(𝑡), 𝑤𝑗) − 𝑃̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡))

𝑚

𝑖=1

− 𝐹̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡))          (2.5.14) 

Para   j = 1,… ,𝑚 

Donde: 

𝑃̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡)) = 〈∆𝑝(∑ 𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖
𝑚
𝑖=1 ), 𝑤𝑗〉     

𝐹̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡)) = 〈|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖, 𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

〉 

De 2.5.1.4 obtenemos 

       𝑘𝑗𝑚
′′ (𝑡) +∑𝑘𝑖𝑚

′ (𝑡) ((𝑤𝑖, 𝑤𝑗)) =

𝑚

𝑖=1

𝐻𝑗 (𝑡, 𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡))  ,   𝑗 = 1,… ,𝑚             (2.5.15) 

Donde: 

                     𝐻𝑗 (𝑡, 𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡)) = (𝑓1(𝑡),𝑤𝑗) − 𝑃̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡)) − 𝐹̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡))              

De 2.5.15 para j = 1,… ,𝑚 . Luego escribiendo matricialmente 

[

𝑘1𝑚
′′ (𝑡)
..

𝑘𝑚𝑚
′′ (𝑡)

] +

[
 
 
 
 
 
((𝑤1, 𝑤1)) . . . ((𝑤1, 𝑤𝑚))

. .

.

.
((𝑤𝑚, 𝑤1)) .

.

.
. . ((𝑤𝑚, 𝑤𝑚))]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
𝑘1𝑚
′ (𝑡)
..
.

𝑘𝑚𝑚
′ (𝑡)]

 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝐻1(𝑡, 𝑘1𝑚(𝑡), 𝑙1𝑚(𝑡))

..

.
𝐻𝑚(𝑡, 𝑘𝑚𝑚(𝑡), 𝑙𝑚𝑚(𝑡))]
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Haciendo 

𝐾(𝑡) =

[
 
 
 
𝑘1𝑚(𝑡)
..
.

𝑘𝑚𝑚(𝑡)]
 
 
 

     ;      𝐵 =

[
 
 
 
 
 
((𝑤1, 𝑤1)) . . . ((𝑤1, 𝑤𝑚))

. .

.

.
((𝑤𝑚, 𝑤1)) .

.

.
. . ((𝑤𝑚, 𝑤𝑚))]

 
 
 
 
 

     ;       𝐿(𝑡) =

[
 
 
 
𝑙1𝑚(𝑡)
..
.

𝑙𝑚𝑚(𝑡)]
 
 
 

 

𝐻(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) =

[
 
 
 
 
𝐻1(𝑡, 𝑘1𝑚(𝑡), 𝑙1𝑚(𝑡))

..

.
𝐻𝑚(𝑡, 𝑘𝑚𝑚(𝑡), 𝑙𝑚𝑚(𝑡))]

 
 
 
 

 

Obteniendo  así 

𝐾′′(𝑡) + 𝐵𝐾′(𝑡) = 𝐻(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) 

Hacemos un cambio de variable 

                                                      𝑋(𝑡) = 𝐾′(𝑡)                                                                    (2.5.16) 

De ahí, derivando respecto de “t” en 2.5.16 

                                                                  𝑋′(𝑡) = 𝐻(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) − 𝐵𝐾′(𝑡)                               (2.5.17) 

Análogamente en 2.5.2  (Segunda ecuación del sistema aproximado), resulta 

     𝑙𝑗𝑚
′′ (𝑡) +∑𝑙𝑖𝑚

′ (𝑡) ((𝑤𝑖, 𝑤𝑗)) = (𝑓2(𝑡),𝑤𝑗) − 𝑄̅ (𝑙𝑗𝑚(𝑡))

𝑚

𝑖=1

− 𝐺̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡))  (2.5.18) 

𝑗 = 1,… ,𝑚 

Donde: 
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𝑄̅ (𝑙𝑗𝑚(𝑡)) = 〈∆𝑝 (∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑗〉 

𝐺̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡)) = 〈|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖, 𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

〉 

De 2.5.18  obtenemos 

              𝑙𝑗𝑚
′′ (𝑡) +∑𝑙𝑖𝑚

′ (𝑡) ((𝑤𝑖 , 𝑤𝑗)) =

𝑚

𝑖=1

𝑅𝑗 (𝑡, 𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡))  ,   𝑗 = 1,… ,𝑚          (2.5.19) 

Donde: 

𝑅𝑗 (𝑡, 𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡)) = (𝑓2(𝑡), 𝑤𝑗) − 𝑄̅ (𝑙𝑗𝑚(𝑡)) − 𝐺̅ (𝑘𝑗𝑚(𝑡), 𝑙𝑗𝑚(𝑡)) 

De 2.5.19 para j = 1,… ,𝑚 . Luego escribiendo matricialmente 

[

𝑙1𝑚
′′ (𝑡)
..

𝑙𝑚𝑚
′′ (𝑡)

] +

[
 
 
 
 
 
 
((𝑤1, 𝑤1)) . . . ((𝑤1, 𝑤𝑚))

. ..

..

.
((𝑤𝑚, 𝑤1)) .

.

.
. . ((𝑤𝑚, 𝑤𝑚))]

 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
𝑙1𝑚
′ (𝑡)
..
.

𝑙𝑚𝑚
′ (𝑡)]

 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑅1(𝑡, 𝑘1𝑚(𝑡), 𝑙1𝑚(𝑡))

..

.
𝑅𝑚(𝑡, 𝑘𝑚𝑚(𝑡), 𝑙𝑚𝑚(𝑡))]

 
 
 
 

 

Haciendo 

𝑅(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) =

[
 
 
 
 
𝑅1(𝑡, 𝑘1𝑚(𝑡), 𝑙1𝑚(𝑡))

..

.
𝑅𝑚(𝑡, 𝑘𝑚𝑚(𝑡), 𝑙𝑚𝑚(𝑡))]

 
 
 
 

 

Obteniendo  así 
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𝐿′′(𝑡) + 𝐵𝐿′(𝑡) = 𝑅(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) 

Hacemos un cambio de variable      

                                                          𝑌(𝑡) = 𝐿′(𝑡)                                                              (2.5.20) 

Derivando respecto de “t” en 2.5.20 

                                               𝑌′(𝑡) = 𝑅(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) − 𝐵𝐿′(𝑡)                               (2.5.21) 

De 2.5.16, 2.5.17, 2.5.20  y  2.5.21 

                         [

𝐾′(𝑡)

𝑋′(𝑡)

𝐿′(𝑡)

𝑌′(𝑡)

] =

[
 
 
 
 

𝑋(𝑡)

𝐻(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) − 𝐵𝑋(𝑡)
𝑌(𝑡)

𝑅(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) − 𝐵𝑌(𝑡)]
 
 
 
 

 =       [

𝑋(𝑡)
−𝐵𝑋(𝑡)
𝑌(𝑡)

−𝐵𝑌(𝑡)

]              +         [

𝜃
𝐻(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡))

𝜃
𝑅(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡))

] 

= [

𝜃 𝐼 𝜃 𝜃
𝜃 −𝐵 𝜃 𝜃
𝜃
𝜃

𝜃
𝜃

𝜃
𝜃

𝐼
−𝐵

] [

𝐾(𝑡)
𝑋(𝑡)
𝐿(𝑡)

𝑌(𝑡)

] + [

𝜃
𝐻(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡))

𝜃
𝑅(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡))

] 

Hacemos: 

𝑧(𝑡) = [

𝐾(𝑡)
𝑋(𝑡)
𝐿(𝑡)
𝑌(𝑡)

]        ;          𝐷 = [

𝜃 𝐼 𝜃 𝜃
𝜃 −𝐵 𝜃 𝜃
𝜃
𝜃

𝜃
𝜃

𝜃
𝜃

𝐼
−𝐵

]       ;          Μ(𝑡, 𝑍(𝑡)) = [

𝜃
𝐻(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡))

𝜃
𝑅(𝑡, 𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡))

] 

Obteniendo así 

𝑍′(𝑡) = 𝐷𝑍(𝑡) +  Μ(𝑡, 𝑍(𝑡)) 
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Probaremos que: 

𝜑 ∶  [0, 𝑇] 𝑥 𝑅4𝑚  →  𝑅4𝑚 

                                            (𝑡, 𝑧) → 𝜑(𝑡, 𝑧) = 𝐷𝑧 +  Μ(𝑡, 𝑧)                                     (2.5.22) 

Satisface las condiciones de Caratheodory 

Reescribiendo 𝜑 definida en 2.5.22, buscando una forma equivalente para la 

 función Μ. 

Como 𝑧 ∈ 𝑅4𝑚  luego 𝑧 = (𝑘, 𝑥, 𝑙, 𝑦)  ;  𝑘, 𝑥, 𝑙, 𝑦 ∈ 𝑅𝑚 

Μ(𝑡, 𝑧) = [

𝜃
𝐻(𝑡, 𝑘(𝑡), 𝑙(𝑡))

𝜃
𝑅(𝑡, 𝑘(𝑡), 𝑙(𝑡))

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃
𝐻1(𝑡, 𝑘1𝑚(𝑡), 𝑙1𝑚(𝑡))

.

.
𝐻𝑚(𝑡, 𝑘𝑚𝑚(𝑡), 𝑙𝑚𝑚(𝑡))

𝜃
𝑅1(𝑡, 𝑙1𝑚(𝑡), 𝑘1𝑚(𝑡))

..
𝑅𝑚(𝑡, 𝑘𝑚𝑚(𝑡), 𝑙𝑚𝑚(𝑡))]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃
(𝑓1(𝑡),𝑤1) − 𝑃̅(𝑘1𝑚(𝑡)) − 𝐹̅(𝑘1𝑚(𝑡), 𝑙1𝑚(𝑡))

.

.
(𝑓1(𝑡),𝑤𝑚) − 𝑃̅(𝑘𝑚𝑚(𝑡)) − 𝐹̅(𝑘𝑚𝑚(𝑡), 𝑙𝑚𝑚(𝑡))

𝜃
(𝑓2(𝑡), 𝑤1) − 𝑄̅(𝑙1𝑚(𝑡)) − 𝐺̅(𝑙1𝑚(𝑡), 𝑘1𝑚(𝑡))

..
(𝑓2(𝑡), 𝑤𝑚) − 𝑄̅(𝑙𝑚𝑚(𝑡)) − 𝐺̅(𝑙𝑚𝑚(𝑡), 𝑘𝑚𝑚(𝑡))]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Resultando así que:  

Μ(𝑡, 𝑧) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃
(𝑓1(𝑡), 𝑤1)

.

..
(𝑓1(𝑡),𝑤𝑚)

𝜃
(𝑓2(𝑡), 𝑤1)..

.
(𝑓2(𝑡), 𝑤𝑚)]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃

〈∆𝑝 (∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤1〉

.

.

〈∆𝑝 (∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑚〉

𝜃

〈∆𝑝 (∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤1〉

..

〈∆𝑝 (∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑚〉
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃

〈|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖 , 𝑤1

𝑚

𝑖=1

〉

.

.

〈|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖 , 𝑤𝑚

𝑚

𝑖=1

〉

𝜃

〈|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖 , 𝑤1

𝑚

𝑖=1

〉

..

〈|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖 , 𝑤𝑚

𝑚

𝑖=1

〉
]
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Sea: 

𝛽(𝑡) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃
(𝑓1(𝑡), 𝑤1)

.

..
(𝑓1(𝑡), 𝑤𝑚)

𝜃
(𝑓2(𝑡), 𝑤1)..

.
(𝑓2(𝑡), 𝑤𝑚)]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     ;     𝑃̃(𝑘, 𝑙) ≔

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃

〈∆𝑝 (∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤1〉

.

.

〈∆𝑝 (∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑚〉

𝜃

〈∆𝑝 (∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤1〉

..

〈∆𝑝 (∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑚〉
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

               𝐹̃(𝑘, 𝑙) ≔

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃

〈|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖 , 𝑤1

𝑚

𝑖=1

〉

.

.

〈|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖 , 𝑤𝑚

𝑚

𝑖=1

〉

𝜃

〈|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖 , 𝑤1

𝑚

𝑖=1

〉

..

〈|∑𝑘𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑙𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖 , 𝑤𝑚

𝑚

𝑖=1

〉
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Donde: 

𝑘 = (𝑘1𝑚, … , 𝑘𝑚𝑚) ∈ 𝑅
𝑚        ;    𝑙 = (𝑙1𝑚, … , 𝑙𝑚𝑚) ∈ 𝑅

𝑚 

Entonces 

                                            Μ(𝑡, 𝑧) = 𝛽(𝑡)− 𝑃̃(𝑘, 𝑙)− 𝐹̃(𝑘, 𝑙)                                                 (2.5.23) 
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Reemplazando 2.5.23 en 2.5.22 

                                      𝜑(𝑡, 𝑧) =  𝐷𝑧 + 𝛽(𝑡) − 𝑃̃(𝑘, 𝑙) − 𝐹̃(𝑘, 𝑙)                       (2.5.24) 

Donde:  𝑧 = (𝑘, 𝑥, 𝑙, 𝑦) ∈ 𝑅4𝑚 

Afirmación 2.5.1 

La función 𝜑 satisface las condiciones de Caratheodory. 

Demostración: 

En primer lugar demostramos que 𝜑 es medible respecto de t, para 𝑧 fijo. En efecto, 

esto se da por las hipótesis de trabajo.  ∎. 

En segundo lugar demostramos que 𝜑 es continua en relación a la variable 𝑧, para 𝑡: 

fijo 

En efecto,  Dada 𝑧𝑛 = (𝑘𝑛, 𝑥𝑛, 𝑙𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑅
4𝑚 con  𝑘𝑛, 𝑥𝑛, 𝑙𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝑅

𝑚  tal que   

              𝑧𝑛 = (𝑘𝑛, 𝑥𝑛, 𝑙𝑛, 𝑦𝑛) → (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = 𝑧  𝑒𝑛 𝑅4𝑚    Cuando 𝑛 → ∞            (2.5.25) 

Por demostrar que                𝜑(𝑡, 𝑧𝑛) → 𝜑(𝑡, 𝑧)  en   𝑅4𝑚 

De (2.5.25) 

𝑘𝑛 → 𝑎
𝑥𝑛 → 𝑏
𝑙𝑛 → 𝑐
𝑦𝑛 → 𝑑

 En 𝑅𝑚                (2.5.26) 
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Considerando 

                                    

𝑘𝑛 = (𝑘𝑛1, … , 𝑘𝑛𝑚)  ;        𝑘 = (𝑎1, . . , 𝑎𝑚) 

𝑥𝑛 = (𝑥𝑛1, … , 𝑥𝑛𝑚)  ;        𝑥 = (𝑏1, … , 𝑏𝑚)

𝑙𝑛 = (𝑙𝑛1, … , 𝑙𝑛𝑚)    ;         𝑙 = (𝑐1, … , 𝑐𝑚)

𝑦𝑛 = (𝑦𝑛1, … , 𝑦𝑛𝑚)  ;         𝑦 = (𝑑1, … , 𝑑𝑚)

                          (2.5.27) 

De 2.5.26 y 2.5.27 

                                                 

𝑘𝑛𝑖 → 𝑎𝑖   𝑒𝑛 𝑅 ∶ 𝑖 = 1,2, … ,𝑚
𝑥𝑛𝑖 → 𝑏𝑖  𝑒𝑛 𝑅 ∶ 𝑖 = 1,2,… ,𝑚
𝑙𝑛𝑖 → 𝑐𝑖  𝑒𝑛 𝑅 ∶ 𝑖 = 1,2,… ,𝑚
𝑦𝑛𝑖 → 𝑑𝑖   𝑒𝑛 𝑅 ∶ 𝑖 = 1,2, … ,𝑚

                                         (2.5.28) 

De 2.5.28 y la regularidad de (𝑤𝑖), se sigue que 

∑𝑘𝑛𝑖𝑤𝑖 

𝑚

𝑖=1

→∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

     ,   en    𝑊0
1,𝑝(Ω) 

Usando el Teorema 2.15, obtenemos la continuidad del operador p-Laplaciano. Es 

decir,  ∆𝑝 es contínuo de (𝑊0
1,𝑝(Ω), 𝜏𝑓𝑢𝑒𝑟𝑡𝑒) en  (𝑊−1,𝑝′(Ω), 𝜏𝑑é𝑏𝑖𝑙∗). De este modo 

〈∆𝑝 (∑𝑘𝑛𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑗〉 → 〈∆𝑝 (∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑗〉    𝑒𝑛  𝑅 ,   𝑗 = 1,2,… ,𝑚                    (2.5.29) 

Análogamente, obtenemos 

〈∆𝑝 (∑𝑙𝑛𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑗〉 → 〈∆𝑝 (∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑗〉    𝑒𝑛  𝑅 , 𝑗 = 1,2,… ,𝑚                 (2.5.30) 

Teniendo en cuenta 2.5.29 y 2.5.30, resulta que 
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                                               𝑃̃(𝑘𝑛, 𝑙𝑛) → 𝑃̃(𝑎, 𝑐)  en  𝑅4𝑚 , cuando 𝑛 → ∞                (2.5.31) 

Por otro lado, usando los argumentos mostrados en [20], las funciones:  

f , g ∶ 𝑅2 → 𝑅 tales que f(𝑥, 𝑦) = |𝑦|𝜌+2|𝑥|𝜌 ;  g(𝑥, 𝑦) = |𝑥|𝜌+2|𝑦|𝜌 

 Tienen las siguientes propiedades, La función f es Lipchitziana respecto a la primera 

variable y continua respecto de la segunda variable. La función g es Lipchitziana 

respecto a la segunda variable y continua respecto de la primera variable. Además  

 𝑓(0,0) = 𝑔(0,0) = 0. 

Consecuencia de ello resulta la siguiente desigualdad 

| |𝑦|𝜌+2|𝑥|𝜌𝑥 − |𝑏|𝜌+2|𝑎|𝜌𝑎 | ≤ |𝑦|𝜌+2 |𝑥|𝜌 |𝑥 − 𝑎| + (𝜌 + 2)|𝑎| |𝑥|𝜌 (|𝑦|𝜌+1 + |𝑏|𝜌+1)|𝑦 − 𝑏| + 𝑘|𝑥 − 𝑎|  

                                               ∀ x, y, a, b ∈ R , donde k > 0                                     (2.5.32) 

De 2.5.28 y la regularidad de (𝑤𝑖)  

  𝑤𝑛 ≔∑𝑘𝑛𝑖𝑤𝑖 →

𝑚

𝑖=1

∑𝑎𝑖𝑤𝑖 ≔ 𝑤

𝑚

𝑖=1

   en   𝐿2(Ω)               (2.5.33) 

Análogamente  

                                     𝑗𝑛 ≔∑𝑙𝑛𝑖𝑤𝑖 →

𝑚

𝑖=1

∑𝑐𝑖𝑤𝑖 ≔ 𝑗

𝑚

𝑖=1

   en   𝐿2(Ω)                     (2.5.34) 

De 2.5.32,  para 𝑦 = 𝑗𝑛 ,   𝑥 = 𝑤𝑛  ,  𝑏 = 𝑗  ,  𝑎 = 𝑤 
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En lo que sigue k representará una constante positiva que no necesariamente tiene el 

mismo valor en todos los casos. 

       | |𝑗𝑛|
𝜌+2|𝑤𝑛|

𝜌𝑤 − |𝑗|𝜌+2|𝑤|𝜌𝑤 | 

≤ |𝑗𝑛|
𝜌+2|𝑤𝑛|

𝜌|𝑤𝑛 − 𝑤| + (𝜌 + 2)|𝑤||𝑤𝑛|
𝜌(|𝑗𝑛|

𝜌+1 + |𝑗|𝜌+1)|𝑗𝑛 − 𝑗| + 𝑘|𝑤𝑛 − 𝑤| 

≤ |𝑗𝑛|∞
𝜌+2|𝑤𝑛|∞

𝜌 |𝑤𝑛 − 𝑤| + (𝜌 + 2)|𝑤|∞|𝑤𝑛|∞
𝜌
(|𝑗𝑛|∞

𝜌+1
+ |𝑗|∞

𝜌+1
)|𝑗𝑛 − 𝑗| + 𝑘|𝑤𝑛 − 𝑤| 

     ≤ 𝑘 { |𝑤𝑛 − 𝑤| + |𝑗𝑛 − 𝑗| }           𝑘 > 0                                                          (2.5.35) 

 De 2.5.35  

                 | |𝑗𝑛|
𝜌+2|𝑤𝑛|

𝜌𝑤 − |𝐽|𝜌+2|𝑤|𝜌𝑤 | ≤  𝑘{ |𝑤𝑛 − 𝑤| + |𝑗𝑛 − 𝑗| }            (2.5.36) 

    De 2.5.36 elevando al cuadrado e integrando sobre Ω . Resulta 

||𝑗𝑛|
𝜌+2|𝑤𝑛|

𝜌𝑤𝑛 − |𝑗|
𝜌+2|𝑤|𝜌𝑤|𝐿2(Ω)

2 ≤ 𝐾{|𝑤𝑛 − 𝑤|𝐿2(Ω)
2 + |𝑗𝑛 − 𝑗|𝐿2(Ω)

2 }     (2.5.37) 

    Usando las convergencias dadas en 2.5.33, 2.5.34 obtendremos 

             |𝑗𝑛|
𝜌+2|𝑤𝑛|

𝜌𝑤𝑛 → |𝑗|𝜌+2|𝑤|𝜌𝑤  en 𝐿2(Ω) , cuando 𝑛 → ∞                    (2.5.38) 

    Consecuencia directa de 2.5.38  

(|𝑗𝑛|
𝜌+2|𝑤𝑛|

𝜌𝑤𝑛, 𝑤𝑗) → (|𝑗|𝜌+2|𝑤|𝜌𝑤,𝑤𝑗)  en  R  

Cuando 𝑛 → ∞  ;  𝑤𝑗 ∈ 𝐿
2(Ω)  ,   𝑗 = 1,… ,𝑚     

     Siendo así 
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〈|𝑗𝑛|
𝜌+2|𝑤𝑛|

𝜌𝑤𝑛, 𝑤𝑗〉 → 〈|𝑗|𝜌+2|𝑤|𝜌𝑤,𝑤𝑗〉   en  R 

                                   Cuando 𝑛 → ∞  ;   𝑤𝑗 ∈ 𝐿
2(Ω) ,  𝑗 = 1,… ,𝑚 

   Teniendo en consideración 2.5.33 y 2.5.34  

〈|∑𝑙𝑛𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑘𝑛𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑘𝑛𝑖𝑤𝑖, 𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

〉 →  〈|∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑎𝑖𝑤𝑖, 𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

〉  

   En R, cuando 𝑛 → ∞ ;   𝑤𝑗 ∈ 𝐿
2(Ω) ,   𝑗 = 1,… ,𝑚                                      (2.5.39) 

      Análogamente 

〈|∑𝑘𝑛𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑙𝑛𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑙𝑛𝑖𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

〉 → 〈|∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑐𝑖𝑤𝑖, 𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

〉 

             En R, cuando 𝑛 → ∞ ;  𝑤𝑗 ∈ 𝐿
2(Ω),   𝑗 = 1, … ,𝑚                                        (2.5.40) 

   Por lo tanto  

                                                     𝐹̃(𝑘𝑛, 𝑙𝑛) → 𝐹̃(𝑎, 𝑐)                                   (2.5.41) 

   Por tanto, para t fijo, las convergencias 2.5.31 y 2.5.41 nos permiten concluir que  

𝜑(𝑧𝑛) → 𝜑(𝑧)  en 𝑅4𝑚 

Es decir, la función  𝜑 es continua en la variable z. ∎. 

 

 



 

79 

 

En tercer lugar demostramos que: 

Dado 𝑹 ⊂ [0, 𝑇]𝑥R4m un conjunto compacto cualesquiera, buscamos una función  

𝐼(𝑡)  integrable según Lebesgue tal que ||𝜑(𝑡, 𝑧)||
𝑅4𝑚

≤ 𝐼(𝑡),      ∀(𝒕, 𝒛) ∈ 𝑹                                         

En efecto: 

Dado (𝑡, 𝑧) = (𝑡, 𝑘, 𝑥, 𝑙, 𝑦) ∈ 𝑹 ⊂ [0, T]xR4m, tenemos: 

||𝜑(𝑡, 𝑧)||
𝑅4𝑚

   = ||𝐷𝑧 + 𝛽(𝑡) − 𝑃̃(𝑘, 𝑙) − 𝐹̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

≤ ||𝐷𝑧||
𝑅4𝑚

+ ||𝛽(𝑡)||
𝑅4𝑚

+ ||𝑃̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

+ ||𝐹̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

 

            ≤ |𝐷| ||𝑧||
𝑅4𝑚

+ ||𝑃̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

+ ||𝐹̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚     

+ ||𝛽(𝑡)||
𝑅4𝑚

    (2.5.42) 

En lo que sigue, estimaremos los términos del lado derecho de 2.5.42  

 Usaremos el argumento de proyección mostrado en  [14]. Siendo así, La Proy
𝑅4𝑚

𝑅 es 

un conjunto compacto de 𝑅4𝑚, Ahora como 𝑧 ∈ Proy
𝑅4𝑚

𝑅 se sigue que  

|𝐷| ||𝑧||
𝑅4𝑚

≤ 𝐶1                                                      (2.5.43) 

Estimando el segundo término de 2.5.42 

||𝑃̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

2
=∑|〈∆𝑝 (∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑗〉|

2

+∑|〈∆𝑝 (∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

) ,𝑤𝑗〉|

2𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑗=1
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≤∑||∆𝑝 (∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

)||

1,𝑝′

2

||𝑤𝑗||
0

2
+∑||∆𝑝 (∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

)||

−1,𝑝′

2

||𝑤𝑗||
0

2
𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑗=1

 

= ||∆𝑝 (∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

)||

−1,𝑝′

2

.   ∑ ||𝑤𝑗||
0

2
𝑚

𝑗=1

+ ||∆𝑝 (∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

)||

−1,𝑝′

2

.   ∑ ||𝑤𝑗||
0

2
𝑚

𝑗=1

 (2.5.44) 

De 2.5.44 se tiene 

||𝑃̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

2
= [  ||∆𝑝 (∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

)||

−1,𝑝′

2

+ ||∆𝑝 (∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

)||

−1,𝑝′

2

 ] .   ∑||𝑤𝑗||
0

2
𝑚

𝑗=1

    (2.5.45) 

Observemos que 

||∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

||

0

≤∑|𝑎𝑖|

𝑚

𝑖=1

||𝑤𝑖||0 < ∞                            (2.5.46) 

Además, como el operador ∆𝑝 es acotado y a la luz de 2.5.46, resulta 

       ||∆𝑝 (∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

)||

−1,𝑝′

≤ 𝑘 ||∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

||

0

< ∞                                          (2.5.47)  

Análogamente, obtendremos 

                                        ||∆𝑝 (∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

)||

−1,𝑝′

≤ 𝑘 ||∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

||

0

< ∞                             (2.5.48) 
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Juntado las acotaciones obtenidas en 2.5.47, 2.5.48 y usando dichas acotaciones en 

2.5.45, resulta 

                                                                    ||𝑃̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

≤ 𝐶2                                           (2.5.49) 

            Estimando el tercer término de 2.5.42 

||𝐹̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

2

=∑|〈|∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑎𝑖𝑤𝑖 , 𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

〉|

2

+

𝑚

𝑗=1

∑|〈|∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑐𝑖𝑤𝑖 , 𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

〉|

2
𝑚

𝑗=1

 

=∑|  |∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

 |

𝐿2(Ω)

2
𝑚

𝑗=1

|𝑤𝑗|𝐿2(Ω)
2

+∑|  |∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝐿2(Ω)

2
𝑚

𝑗=1

|𝑤𝑗|𝐿2(Ω)
2

 

(2.5.50) 

Tomando,    𝑗 = ∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

,    𝑤 =∑𝑎𝑖𝑤𝑖  y  usando 2.5.37 con 

𝑚

𝑖=1

𝑗𝑛 ≡ 0 , 𝑤𝑛 ≡ 0 

||∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝐿2(Ω)

2

= 𝐾 [  |∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝐿2(Ω)

2

+ |∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝐿2(Ω)

2

 ] ≤ 𝐾1(2.5.51)  

Análogamente obtenemos que: 

                                      |  |∑𝑎𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌+2

|∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝜌

∑𝑐𝑖𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

|

𝐿2(Ω)

2

≤ 𝐾2                   (2.5.52) 

Usando 2.5.51, 2.5.52 en 2.5.50 y luego de un pequeño cálculo, obtendremos 
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                                                        ||𝐹̃(𝑘, 𝑙)||
𝑅4𝑚

≤ 𝐶3                                              (2.5.53) 

Estimando el último término de 2.5.42 

||𝛽(𝑡)||
𝑅4𝑚
2

=∑|(𝑓1(𝑡),𝑤𝑗)|
2
+∑ |(𝑓2(𝑡),𝑤𝑗)|

2𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑗=1

 

                      ≤ ∑  |𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 |𝑤𝑗|𝐿2(Ω)

2
𝑚

𝑗=1

+∑|𝑓2(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 |𝑤𝑗|𝐿2(Ω)

2
𝑚

𝑗=1

 

= |𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 ∑|𝑤𝑗|𝐿2(Ω)

2
+ |𝑓2(𝑡)|𝐿2(Ω)

2 ∑|𝑤𝑗|𝐿2(Ω)
2

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑗=1

 

   ≤ [  |𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑓2(𝑡)|𝐿2(Ω)

2  ] 𝑀 , 𝑀 ≥ 0                (2.5.54) 

De 2.5.54 obtenemos 

                      ||𝛽(𝑡)||
𝑅4𝑚
2

≤ [  |𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑓2(𝑡)|𝐿2(Ω)

2  ]

1

2
𝐶4   ,       𝐶4 > 0                 (2.5.55) 

Combinando las estimativas 2.5.43, 2.5.49, 2.5.53, 2.5.55, concluimos que existe una 

constante 𝐶 > 0 tal que 

||𝜑(𝑡, 𝑧)||
𝑅4𝑚

≤ 𝐶 (1 + [  |𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑓2(𝑡)|𝐿2(Ω)

2  ]

1
2
),   ∀(𝑡, 𝑧) ∈ 𝑹 ⊂ [0, 𝑇]𝑥R4m 

Recordando que,  por hipótesis del  Teorema 2.4.1 (Existencia de soluciones débiles) 

|𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω)  , |𝑓2(𝑡)|𝐿2(Ω) ∈ 𝐿
2(0, 𝑇) . Resultando así que la función 

 𝐼(𝑡): = 𝐶 (1 + [  |𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑓2(𝑡)|𝐿2(Ω)

2  ]
1

2) es integrable sobre [0, 𝑇]         ∎. 

Culminando de esta manera la demostración de la afirmación 2.5.1                    ∎. 
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En virtud de la afirmación 2.5.1 podemos usar el Teorema 2.8 (Caratheodory). Siendo 

así, existe una solución 𝑍(𝑡) sobre el intervalo [0, 𝑡𝑚)     ∎.                          (2.5.56)                                              

2.6 Etapa 2: Estimativas a priori 

2.6.1 Estimativa I 

Afirmamos que: 𝑡𝑚 = 𝑇 

De la ecuación aproximada 2.5.1, hacemos 𝑤 = 𝑢𝑚
′ (𝑡) 

(𝑢𝑚
′′ , 𝑢𝑚

′ (𝑡)) + 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)〉 + ((𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡))) + 〈|𝑣𝑚|

𝜌+2|𝑢𝑚|
𝜌𝑢𝑚, 𝑢𝑚

′ (𝑡)〉 = (𝑓1(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)) 

                              (2.6.1) 

Lema 2.6.1 

I. (𝑢𝑚
′′ (𝑡), 𝑢𝑚

′ (𝑡)) =
1

2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|2

𝐿2(Ω)
                                                                    (2.6.2) 

II. 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)〉 =

1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)||

𝑝

0
                                                         (2.6.3) 

III.  〈|𝑣𝑚|
𝜌+2|𝑢𝑚|

𝜌𝑢𝑚, 𝑢𝑚
′ (𝑡)〉 =

1

𝜌 + 2
∫|𝑣𝑚|

𝜌+2

Ω

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2𝑑𝑥                    (2.6.4) 

Demostración: Ver [14] y [20]. 

Ahora, reemplazando 2.6.2 - 2.6.4 en 2.6.1, tenemos 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 +
1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
+ ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+

1

𝜌 + 2
∫|𝑣𝑚|

𝜌+2

Ω

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2𝑑𝑥 = (𝑓1(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)) 

(2.6.5) 

Por otro lado 
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(𝑓1(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)) ≤ |(𝑓1(𝑡), 𝑢𝑚

′ (𝑡))| ≤
|𝑓1(𝑡)|

2

2
+
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|

2

2
                                     (2.6.6) 

De 2.6.5 y 2.6.6 por transitividad, tenemos 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 +
1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
+ ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+

1

𝜌 + 2
∫|𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2

Ω

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2𝑑𝑥 ≤
|𝑓1(𝑡)|

2

2
+
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|2

2
 

                   (2.6.7) 

Análogamente, hacemos 𝑤 = 𝑣𝑚
′ (𝑡) en 2.5.2, obteniendo 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑣𝑚
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 +
1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
+

1

𝜌 + 2
∫|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2

Ω

𝑑

𝑑𝑡
|𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2𝑑𝑥 ≤
|𝑓2(𝑡)|

2

2
+
|𝑣𝑚
′ (𝑡)|2

2
 

(2.6.8) 

Sumando 2.6.7-2.6.8, luego agrupando los términos del lado izquierdo, tenemos 

1

2
[
𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 +
𝑑

𝑑𝑡
|𝑣𝑚
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 ] +
1

𝑝
[
𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
+
𝑑

𝑑𝑡
||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
] + [  ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
  ] + 

+
1

𝜌 + 2
[∫ [|𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2
𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2 + |𝑢𝑚(𝑡)|
𝜌+2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2𝑑𝑥]

Ω

] ≤
|𝑓1(𝑡)|

2

2
+
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|2

2
+
|𝑓2(𝑡)|

2

2
+
|𝑣𝑚
′ (𝑡)|2

2
   

(2.6.9) 

    De 2.6.9, buscando una forma equivalente para  

M ≔
1

𝜌 + 2
[∫ [|𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2
𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2 + |𝑢𝑚(𝑡)|
𝜌+2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2𝑑𝑥]

Ω

] 
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𝑀 =
1

𝜌 + 2
[∫

𝑑

𝑑𝑡
(|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2. |𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2)𝑑𝑥

Ω

] 

M =
1

𝜌 + 2

𝑑

𝑑𝑡
∫|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2

Ω

. |𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2𝑑𝑥 

M =
1

𝜌 + 2

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝝆+𝟐(Ω)

𝝆+𝟐
                                                                          (2.6.10) 

Reemplazando 2.6.10 en 2.6.9  

1

2
[
𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 +
𝑑

𝑑𝑡
|𝑣𝑚
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 ] +
1

𝑝
[
𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
+
𝑑

𝑑𝑡
||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
] + [ ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
] + 

+
1

𝜌 + 2
 .
𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
≤
|𝑓1(𝑡)|

2

2
+
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|2

2
+
|𝑓2(𝑡)|

2

2
+
|𝑣𝑚
′ (𝑡)|2

2
                     (2.6.11) 

Integrando de 0 a t en 2.6.11 con 𝑡 < 𝑡𝑚     (ie)  𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚[ 

1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 − |𝑢𝑚

′ (0)|𝐿2(Ω)
2 +|𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 − |𝑣𝑚

′ (0)|𝐿2(Ω)
2 ] + 

+
1

𝑝
[||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
− ||𝑢𝑚(0)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
− ||𝑣𝑚(0)||0

𝑝
] + 

+∫(||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
)𝑑𝑠 +

𝑡

0

1

𝜌 + 2
[||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝜌+2

𝜌+2
− ||𝑢𝑚(0)𝑣𝑚(0)||𝜌+2

𝜌+2
] 

≤
1

2
∫(|𝑓1(𝑡)|2

2 + |𝑓2(𝑡)|2
2)𝑑𝑠 +

1

2
∫(|𝑢𝑚

′ (𝑡)|2
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|2
2)𝑑𝑠                                        (2.6.12)

𝑡

0

𝑡

0

 

De 2.6.12, agrupando convenientemente, tenemos 
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1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 ] +

1

𝑝
[||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
] + ∫(||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
) 𝑑𝑠

𝑡

0

+
1

𝜌 + 2
||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
    

≤
1

2
∫(|𝑓1(𝑡)|2

2 + |𝑓2(𝑡)|2
2)𝑑𝑠 +

1

2
∫(|𝑢𝑚

′ (𝑡)|2
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|2
2)𝑑𝑠 +

𝑡

0

𝑡

0

1

2
[|𝑢𝑚

′ (0)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (0)|𝐿2(Ω)
2 ] + 

+
1

𝑝
[||𝑢𝑚(0)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(0)||0

𝑝
] +

1

𝜌 + 2
||𝑢𝑚(0)𝑣𝑚(0)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
                                      (2.6.13) 

De 2.6.13, se llega a 

1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 ] ≤

1

2
∫(|𝑓1(𝑡)|2

2 + |𝑓2(𝑡)|2
2)𝑑𝑠 +

1

2
∫(|𝑢𝑚

′ (𝑡)|2
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|2
2)𝑑𝑠 +

𝑡

0

𝑡

0

 

        +
𝟏

𝟐
[|𝒖𝒎

′ (𝟎)|
𝑳𝟐(Ω)
𝟐 + |𝒗𝒎

′ (𝟎)|
𝑳𝟐(Ω)
𝟐 ] +

𝟏

𝒑
[||𝒖𝒎(𝟎)||𝟎

𝒑
+ ||𝒗𝒎(𝟎)||𝟎

𝒑
]+ 

       +
𝟏

𝝆+𝟐
||𝒖𝒎(𝟎)𝒗𝒎(𝟎)||𝑳𝝆+𝟐(Ω)

𝝆+𝟐
                                          (2.6.14)  

 

Por hipótesis del  Teorema 2.4.1 (Existencia de soluciones débiles) 

se concluye que  

                                              ∫(|𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑓2(𝑠)|𝐿2(Ω)

2 )

𝑡

0

𝑑𝑠 < 𝑀1                                  (2.6.15) 

De las convergencias dadas en 2.5.3 y 2.5.5 

             ||𝑢𝑚(0)||0 ≤ 𝑘1      ;      ||𝑣𝑚(0)||0 ≤ 𝑘2                                                               (2.6.16) 

De 2.6.16, tenemos     
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1

𝑝
[||𝑢𝑚(0)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(0)||0

𝑝
] ≤ 𝑀2                                                                                 (2.6.17) 

De las convergencias dadas en 2.5.4 y 2.5.6 

        |𝑢𝑚
′ (0)|𝐿2(Ω) ≤ 𝑘3        ,        |𝑣𝑚

′ (0)|𝐿2(Ω ≤ 𝑘4                                                            (2.6.18) 

De 2.6.18, resulta 

1

2
[|𝑢𝑚

′ (0)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (0)|𝐿2(Ω)
2 ] ≤ 𝑀3                                                                          (2.6.19)                                

Lema 2.6.2 

si  𝑢𝑚(0) → 𝑢0 ˄ 𝑣𝑚(0) → 𝑣0 en 𝑤0
1,𝑝
(Ω) 

Entonces 𝑢𝑚(0)𝑣𝑚(0) → 𝑢0𝑣0 en 𝐿𝜌+2(Ω) 

Demostración: Ver [19] 

Ahora, usando el lema 2.6.2 se concluye que: 

                                     
1

𝜌+2
||𝑢𝑚(0)𝑣𝑚(0)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
≤ 𝑀4                                            (2.6.20) 

Teniendo en cuenta las estimativas trabajadas en 2.6.15, 2.6.17, 2.6.19, 2.6.20 en 

2.6.14. Tendremos 

1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 ] ≤ 𝑀1 +

1

2
∫(|𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 )𝑑𝑠

𝑡

0

+𝑀3 +𝑀2 +𝑀4 

(2.6.21)                         
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De 2.6.21,  resulta 

1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 ] ≤ 𝑀 +∫

1

2
(|𝑢𝑚

′ (𝑠)|
𝐿2(Ω)

2
+ |𝑣𝑚

′ (𝑠)|
𝐿2(Ω)

2
)𝑑𝑠

𝑡

0

  

                                                                 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚[                                      (2.6.22) 

Usando el Teorema 2.18 (Gromwall), para  

𝑔(𝑡): =
1

2
[ |𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 ] 

Se obtiene que  𝑔(𝑡) ≤ 𝐶𝑒𝑡, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚[  . Consecuentemente g(t) es 

acotada. Siendo así 

  
1

2
[ |𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 ] ≤ 𝐾                                 (2.6.23) 

De 2.6.23, integrando de 0 a t, con 𝑡 < 𝑡𝑚  

       ∫
1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑠)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑠)|𝐿2(Ω)
2 ] 𝑑𝑠 ≤ 𝐾∫𝑑𝑠 =

𝑡

0

𝑡

𝑜

𝐾𝑡 ≤ 𝐾. 𝑡𝑚 = R    (2.6.24) 

Teniendo presente las acotaciones obtenidas en 2.6.15, 2.6.24, 2.6.19, 2.6.17, 2.6.20 y 

usándolas en 2.6.13 

1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|𝐿2(Ω)
2 ] +

1

𝑝
[||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
] + 
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+∫(||𝑢𝑚
′ (𝑠)||

2
+||𝑣𝑚

′ (𝑠)||
2
) 𝑑𝑠

𝑇

0

+
1

𝜌 + 2
||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝜌+2

𝜌+2
≤ 𝑵 ,𝑵 > 𝟎            (2.6.25) 

Por otro lado, notar que: 

La solución  𝑍 = 𝑍(𝑡) encontrada en  2.5.56, es decir, Solución del  PVI 

{
𝑍′(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝑧(𝑡))

𝑍(0) = 𝑍0
 

Cumple que:   ||𝑍(𝑡)||
𝑅4𝑚

≤ 𝐶, 𝐶 > 0, en [0, 𝑡𝑚)                                                           (2.6.26) 

De 2.6.26 y vía el Teorema 2.9 (prolongamiento), podemos extender la solución al  

intervalo [0, 𝑇]. 

De 2.6.25, obtenemos las siguientes estimativas 

(𝑢𝑚) es acotada en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝑤0
1,𝑝
(Ω))  ;    (𝑣𝑚) es acotada en 𝐿∞ (0, 𝑇, 𝑤0

1,𝑝(Ω))      (2.6.27)    

(𝑢𝑚
′ ) es acotada en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω))    ;   (𝑣𝑚

′ ) es acotada en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω))                (2.6.28) 

(𝑢𝑚
′ ) es acotada en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0

1(Ω))    ;    (𝑣𝑚
′ ) es acotada en 𝐿2 (0, 𝑇, 𝐻0

1(Ω))             (2.6.29) 

(𝑢𝑚𝑣𝑚) es acotada en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜌+2(Ω))  ;    (|𝑣𝑚|
𝜌+2|𝑢𝑚|

𝜌𝑢𝑚) es acotada en 𝐿
∞ (0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω))  (2.6.30) 

2.6.2 Estimativa II 

Estimaremos  𝑢𝑚
′′  , 𝑣𝑚

′′  

Se usó argumentos de proyección 
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Se definio 

           𝑃𝑚:  𝐻0
𝑠(Ω)  ⟶ 𝐻0

𝑠(Ω)

                    𝑢      ⟶ 𝑃𝑚(𝑢) =∑((𝑢, 𝑤𝑗))
𝐻0
𝑠(Ω)

.

𝑚

𝑗=1

𝑤𝑗                   (2.6.31) 

Nota: En la estimativa II, denotaremos el producto interno de 𝐻0
𝑠(Ω) como  

((  , ))
𝐻0
𝑠(Ω)

    ó    ((  , )). 

Lema 2.6.2 

𝑃𝑚(𝑢) = 𝑢 , ∀ 𝑢 ∈ 𝑉𝑚 

En efecto: 

Sea 𝑢 ∈ 𝑉𝑚, de ahí,  𝑃𝑚(𝑢) = ∑ ((𝑢,𝑤𝑗))𝑤𝑗
𝑚
𝑗=1  

Por hipótesis 
1

m

i i

i

u w


 , teniendo ello presente 

  

        

1 1

1 1

1 1 2 2

1 1 1

1 1 2 2

1

( ) ,

( ) ,

( ) , , ... ,

( ) ...      .

m m

m i i j j

j i

m m

m i i j j

j i

m m m

m i i i i i i m m

i i i

m

m m m i i

i

P u w w w

P u w w w

P u w w w w w w w w w

P u w w w w u





  

   

 

 

  



  
   

  

 
  

 

   

     

 

 

  


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Lema 2.6.3 

i) 𝑃𝑚 : Lineal 

ii) 𝑃𝑚:  Autoadjunta  

Demostración: 

Demostración de (i) 

Dados 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻0
𝑆(Ω), tendremos que: 

𝑃𝑚(𝑢 + 𝑣)   =    ∑((𝑢 + 𝑣,𝑤𝑗))𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

 

𝑃𝑚(𝑢 + 𝑣) =∑[((𝑢,𝑤𝑗)) + ((𝑣,𝑤𝑗))]𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

 

𝑃𝑚(𝑢 + 𝑣) =∑[((𝑤,𝑤𝑗))𝑤𝑗 + ((𝑣,𝑤𝑗))𝑤𝑗]

𝑚

𝑖=1

 

𝑃𝑚(𝑢 + 𝑣) =∑((𝑢,𝑤𝑗))𝑤𝑗 +∑((𝑣,𝑤𝑗))𝑤𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑃𝑚(𝑢 + 𝑣) = 𝑃𝑚(𝑢) + 𝑃𝑚(𝑣)                                             ∎. 

 Demostración de (ii) 

 Basta mostrar que  

((𝑃𝑚(𝑢), 𝑣))𝐻0𝑠(Ω)
= ((𝑢, 𝑃𝑚(𝑣)))𝐻0𝑠(Ω)

 , ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻0
𝑆(Ω) 
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En efecto: 

 ((𝑃𝑚(𝑢), 𝑣)) = ((∑ ((𝑢,𝑤𝑗))𝑤𝑗, 𝑣
𝑚
𝑗=1 )) 

((𝑃𝑚(𝑢), 𝑣)) =∑((  ((𝑢, 𝑤𝑗))𝑤𝑗, 𝑣))

𝑚

𝑗=1

 

((𝑃𝑚(𝑢), 𝑣)) =∑((𝑢,𝑤𝑗))

𝑚

𝑗=1

((𝑤𝑗, 𝑣)) 

((𝑃𝑚(𝑢), 𝑣)) =∑((𝑢, ((𝑣, 𝑤𝑗))𝑤𝑗))

𝑚

𝑗=1

 

((𝑃𝑚(𝑢), 𝑣)) = ((𝑢,∑((𝑣,𝑤𝑗))

𝑚

𝑗=1

𝑤𝑗)) = ((𝑢, 𝑃𝑚(𝑣)))     ∎. 

Lema 2.6.4 

𝑃𝑚 ∈ 𝐿(𝐻0
𝑠(Ω)) 

Demostración: 

 A la luz del Lema 2.6.3 y vía el Teorema 2.17 (Helinger toeplitz), concluimos que 𝑃𝑚   

es acotada. Por lo tanto 𝑃𝑚 ∈ 𝐿(𝐻0
𝑠(Ω))    ∎. 

De la ecuación aproximada 2.5.1 

(𝑢𝑚
′′ (𝑡), 𝑤) + 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡), 𝑤〉 = (𝑓1(𝑡),𝑤)                                                   

∀ 𝑤 ∈ 𝑉𝑚                                                               (2.6.32) 
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Teniendo en cuenta la cadena de inmersiones continuas y densas 

𝑉𝑚 ⊂ 𝐻0
𝑠(Ω) ↪ 𝑊0

1,𝑝(Ω) ↪ 𝐻0
1(Ω) ↪ 𝐿2(Ω) ↪ 𝐻−1(Ω) ↪ 𝑊−1,𝑝′(Ω) ↪ 𝐻−𝑠(Ω) 

Se tiene  

〈𝑢𝑚
′′ (𝑡) + ∆𝑝𝑢𝑚(𝑡) − ∆𝑢𝑚

′ (𝑡) + |𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡) − 𝑓1(𝑡), 𝑤〉𝐻−𝑠(Ω)𝑥𝐻01(Ω) = 0                                                                                                                                   

                                                                               ∀ 𝑤 ∈ 𝐻0
1(Ω)                                              (2.6.33) 

Por su definición,  𝑃𝑚: 𝐻0
𝑠(Ω) → 𝐻0

𝑠(Ω)  Además, a la luz del Lema 2.6.4 el operador 𝑃𝑚  es 

lineal y acotado, con 𝐻0
𝑠(Ω) ⊂ 𝐻−𝑠(Ω). Luego, vía el Teorema 2.4 (Extensión de 

operadores lineales y acotados). El operador 𝑃𝑚 admite una extensión           

𝑇:𝐻−𝑠(Ω) → 𝐻−𝑠(Ω) lineal y acotada tal que 𝑇 𝐻0𝑠(Ω) = 𝑃𝑚. 

 De 2.6.33 

  𝑢𝑚
′′ (𝑡) + ∆𝑝𝑢𝑚(𝑡) − ∆𝑢𝑚

′ (𝑡) + |𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡) − 𝑓1(𝑡) = 0  ; en 𝐻−𝑠(Ω)   (2.6.34) 

Aplicando la extensión T, en 2.6.34 

𝑇 (𝑢𝑚
′′ (𝑡) + ∆𝑝𝑢𝑚(𝑡) − ∆𝑢𝑚

′ (𝑡) + |𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡) − 𝑓1(𝑡)) = 0          (2.6.35) 

Usando la linealidad del operador T, en 2.6.35  

𝑇(𝑢𝑚
′′ (𝑡)) + 𝑇(∆𝑝𝑢𝑚(𝑡)) − 𝑇(∆𝑢𝑚

′ (𝑡)) + 𝑇(|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡)) − 𝑇(𝑓1(𝑡))=0  (2.6.36) 

De 2.6.36, y teniendo en cuenta que 𝑇(𝑢𝑚
′′ (𝑡)) = 𝑢𝑚

′′ (𝑡), esto último en virtud del 

Lema 2.6.2 
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𝑢𝑚
′′ (𝑡) = −𝑇 (∆𝑝𝑢𝑚(𝑡)) + 𝑇(∆𝑢𝑚

′ (𝑡)) − 𝑇(|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡)) + 𝑇(𝑓1(𝑡))   (2.6.37) 

De 2.6.37, aplicando la norma en 𝐻−𝑠(Ω) 

||𝑢𝑚
′′ (𝑡)||

𝐻−𝑠(Ω)
≤ ||𝑇 (∆𝑝𝑢𝑚(𝑡))||

𝐻−𝑠(Ω)
+ ||𝑇(∆𝑢𝑚

′ (𝑡)||
𝐻−𝑠(Ω)

+         

+||𝑇(|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡)||𝐻−𝑠(Ω)     + |
|𝑇(𝑓1(𝑡))||𝐻−𝑠(Ω)      (2.6.38) 

Por otro lado, teniendo presente las siguientes observaciones 

Primero:   𝑇 ∈ 𝐿(𝑤
−1,𝑝′

(Ω),𝐻−𝑠(Ω)) , siendo así: 

 ||𝑇(∆𝑝𝑢𝑚(𝑡))||
𝐻−𝑠(Ω)

≤ 𝐾 ||∆𝑝𝑢𝑚(𝑡)||
−1,𝑝′

≤ 𝐾𝐶||𝑢𝑚(𝑡)||0
𝑝−1

≤ 𝑅1 ;                       (2.6.39) 

Segundo:  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻−1(Ω),𝐻−𝑠(Ω)) , siendo asi:  

||𝑇(∆𝑢𝑚
′ (𝑡))||

𝐻−𝑠(Ω)
≤ 𝐾||∆𝑢𝑚

′ (𝑡)||
𝐻−1(Ω)

≤ 𝐾𝐶||𝑢𝑚
′ (𝑡)|| ≤ 𝑅2                               (2.6.40) 

Tercero: 𝑇 ∈ 𝐿(𝐿𝜃(Ω), 𝐻−𝑠(Ω)), siendo así: 

||𝑇(|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡))||𝐻−𝑠(Ω) ≤ 𝐾|
||𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|
𝜌𝑢𝑚(𝑡)||𝐿𝜃(Ω) ≤ 𝑅3  (2.6.41) 

Además 

                                               ||𝑇(𝑓1(𝑡))||𝐻−𝑠(Ω) ≤ 𝑀1
|𝑓1(𝑡)|𝐿2(Ω) ≤ 𝑅4                     (2.6.42) 

De las acotaciones 2.6.39 − 2.6.42 en 2.6.38, se concluye que: 
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                                              ||𝑢𝑚
′′ (𝑡)||

𝐻−𝑠(Ω)
≤ R                                                         (2.6.43) 

De 2.6.43, concluimos finalmente una estimativa para 𝑢𝑚
′′  

                                        ||𝑢𝑚
′′ ||

𝐿2(𝑂,𝑇,𝐻−𝑠(Ω))
≤ 𝑅                                                             (2.6.44) 

Por esto último, 𝑢𝑚
′′  es acotada en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻−𝑠(Ω))                                        (2.6.45)                                                                    

Análogamente se demuestra que 𝑣𝑚
′′  es acotada en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻−𝑠(Ω))                   (2.6.46) ∎        

             2.7 Etapa 3: Pasaje al límite 

Usando las estimativas obtenidas en  2.6.27 - 2.6.30 y 2.6.45- 2.6.46. Además de usar 

el Teorema 2.12 (Banach Alouglu B.)  junto con el Teorema 2.13 (Kakutani), 

tenemos que existen subsucesiones

(𝑢𝑣)𝑣 ⊂ (𝑢𝑚)𝑚   𝑦      (𝑣𝑣)𝑣 ⊂ (𝑣𝑚)𝑚  tales que

𝑢𝑣 →
⋆ 𝑢  en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝑤0

1,𝑝
(Ω))      (2.7.1)                                                        

𝑢𝑣
′ →∗ 𝑢′ en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω))          (2.7.3)               

𝑢𝑣
′ →∗ 𝑢′ en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0

1(Ω))          (2.7.5)             

∆𝑝𝑢𝑣 →
∗ 𝑥1 en  𝐿∞(0, 𝑇, 𝑤−1,𝑝′(Ω))        

(2.7.7)                    

|𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣 →
∗ 𝑥3 en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω))  

                              (2.7.9)               

𝑢𝑣
′′ ⇀ 𝑢′′ en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻−𝑠(Ω))        (2.7.11)               

  𝑢𝑣𝑣𝑣 →
∗ 𝑢𝑣 en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜌+2(Ω))  (2.7.13) 

 

 

 𝑣𝑣 →
⋆ 𝑣  en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝑤0

1,𝑝
(Ω))          (2.7.2) 

𝑣𝑣
′ →∗ 𝑣′ en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω))               (2.7.4)               

𝑣𝑣
′ →∗ 𝑣′ en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0

1(Ω))               (2.7.6) 

∆𝑝𝑣𝑣 →
∗ 𝑥2 en  𝐿∞(0, 𝑇, 𝑤−1,𝑝′(Ω))                      

(2.7.8) 

|𝑢𝑣|
𝜌+2|𝑣𝑣|

𝜌𝑣𝑣 →
∗ 𝑥4 en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω))  

(2.7.10) 

𝑣𝑣
′′ ⇀ 𝑣′′ en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻−𝑠(Ω))            (2.7.12)           
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En la ecuación aproximada 2.5.1, pasando a una subsucesión. Para ello hacemos m=v 

(𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑤) + 〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡),𝑤〉 + ((𝑢𝑣

′ (𝑡),𝑤)) + 〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉 = (𝑓1(𝑡), 𝑤) 

                                                                     ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚                                                                (2.7.14) 

 Multiplicando por 𝜓 ∈ 𝐷(0, 𝑇) en 2.7.14 

(𝑢𝑣
′′(𝑡),𝑤)𝜓(𝑡) + 〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡) + ((𝑢𝑣

′ (𝑡),𝑤))𝜓(𝑡) + 〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡) 

= (𝑓1(𝑡),𝑤)𝜓(𝑡)     ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚             (2.7.15) 

De 2.7.15, Integramos de 0 a T  respecto de t. 

∫(𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑤)𝜓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫((𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑤))𝜓(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

𝑇

0

∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

 

= ∫(𝑓1(𝑡), 𝑤)𝜓(𝑡)𝑑𝑡 , ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚           (2.7.16)

𝑇

0

 

Buscando una expresión equivalente para el primer término de 2.7.16  

    ∫(𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑤)

𝑇

0

𝜓(𝑡)𝑑𝑡 

= ∫[∫ 𝑢𝑣
′′(𝑡)𝑤𝑑𝑥

Ω

]𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ [∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝑢𝑣
′ (𝑡)]𝑤𝑑𝑥

Ω

] 𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫
𝑑

𝑑𝑡
[∫ 𝑢𝑣

′ (𝑡)𝑤𝑑𝑥

Ω

]𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

𝑇

0

 

= ∫
𝑑

𝑑𝑡
[(𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑤)]𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫𝜓(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
[(𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑤)]𝑑𝑡

𝑇

0

                                          (2.7.17)

𝑇

0
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                 En 2.7.17, haciendo uso de integración por partes y  aprovechando que 

 𝜓(0) = 𝜓(𝑇) = 0 . Pues 𝜓 ∈ 𝐷(0, 𝑇), el último término de la expresión de 

arriba toma la siguiente forma:  

∫𝜓(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
[ (𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑤) ]𝑑𝑡

𝑇

0

= −∫(𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤) 𝜓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

            (2.7.18) 

De 2.7.17 y 2.7.18, concluimos que: 

 ∫(𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑤)

𝑇

0

𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = −∫(𝑢𝑣
′ (𝑡),𝑤) 𝜓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

                                    (2.7.19) 

Sustituyendo 2.7.19 en 2.7.16, resulta  

−∫(𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤)𝜓′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫((𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑤))𝜓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

 

𝑇

0

𝑇

0

𝑇

0

 

= ∫(𝑓1(𝑡), 𝑤)𝜓(𝑡)

𝑇

0

𝑑𝑡    ∀ ∈ 𝑉𝑚              (2.7.20) 

Lema 2.7.1  

Se tienen las siguientes convergencias 

i) ∫(𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤)

𝑇

0

𝜓′(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)ψ′(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

         en R  

ii)∫〈∆𝑝𝑢𝑣 , 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                en R  

(iii)∫((𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤))𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

→ ∫((𝑢′(𝑡), 𝑤))𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

   en R  

iv) ∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡     en R 

𝑇

0

𝑇

0
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Demostración: 

Demostración de (i) 

De 2.7.3,  𝑢𝑣
′ →∗ 𝑢′ en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) ≡ (𝐿1(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)))

′
. Siendo así 

                                          〈𝑢𝑣
′ , 𝜙〉 → 〈𝑢′, 𝜙〉 , ∀𝜙 ∈ 𝐿1(0, 𝑇, 𝐿2(Ω))                              (2.7.21) 

De 2.7.21, tomado la integral de 0 a T respecto de t 

∫
〈𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                                                   (2.7.22) 

Haciendo 𝜙(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑤,   𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇),   𝑤 ∈ 𝐿2(Ω) y reemplazando esto, en 2.7.22 

∫(𝑢𝑣
′ (𝑡),𝑤)𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

→ ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝛼(𝑡)𝑑𝑡   , ∀𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇) ,   ∀𝑤 ∈ 𝐿2(Ω)

𝑇

0

 (2.7.23) 

Notemos que:  𝜓′ ∈ 𝐷(0, 𝑇) ⊂ 𝐿2(0, 𝑇) ⊂ 𝐿1(0, 𝑇) 

Entonces     𝜓′ ∈ 𝐿1(0, 𝑇) 

En particular, para 𝛼 = 𝜓′ . Finalmente, reemplazando ello en 2.7.23 se obtiene:  

∫(𝑢𝑣
′ (𝑡),𝑤)

𝑇

0

𝜓′(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)ψ′(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

         en R              ∎. 

Demostración de (ii) 

Por 2.7.7. Se tiene,  ∆𝑝𝑢𝑣 →
∗ 𝑥1 en 𝐿∞ (0, 𝑇, 𝑤−1,𝑝′(Ω)) ≡ (𝐿1 (0, 𝑇, 𝑤0

1,𝑝(Ω)))
′

,  

siendo así 

                                     〈∆𝑝𝑢𝑣 , 𝜙〉 → 〈𝑥1, 𝜙〉, ∀𝜙 ∈ 𝐿
1 (0, 𝑇, 𝑤0

1,𝑝(Ω))                        (2.7.24) 
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De 2.7.24, integrando respecto de t, de 0 a T 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 → ∫〈𝑥1(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡  , ∀𝜙 ∈ 𝐿1 (0, 𝑇, 𝑤0
1,𝑝(Ω))

𝑇

0

      (2.7.25)

𝑇

0

 

Hacemos: 𝜙(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑤, 𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇), 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝
(Ω), reemplazando esto en 2.7.25 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

 , ∀𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇), ∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω)

𝑇

0

    (2.7.26) 

Como 𝜓 ∈ 𝐷(0, 𝑇) ⊂ 𝐿2(0, 𝑇) ⊂ 𝐿1(0, 𝑇) 

Entonces                     𝜓 ∈ 𝐿1(0, 𝑇) 

A La luz de ello, tomando en particular 𝛼 = 𝜓 y sustituyendo ello en 2.7.26 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣 , 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑤(𝑥)〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                             ∎. 

Demostración de (iii) 

De 2.7.5, tenemos 𝑢𝑣
′ →∗ 𝑢′ en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0

1(Ω)) ≡ (𝐿2(0, 𝑇, 𝐻−1(Ω)))
′
, siendo así 

                                                〈𝑢𝑣
′ , 𝜙〉 → 〈𝑢′, 𝜙〉  , ∀ 𝜙 ∈ 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻−1(Ω))                           (2.7.27) 

De 2.7.27, tenemos 

                  ∫〈𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                         (2.7.28) 

Tomemos 𝜙(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝛽 ;  𝛼 ∈ 𝐿2(0, 𝑇), 𝛽 ∈ 𝐻−1(Ω) y reemplazando ello en 2.7.28 

∫〈𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝛽〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′(𝑡), 𝛽〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0
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∫(𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝛽)𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢′(𝑡), 𝛽)𝛼(𝑡)

𝑇

0

𝑑𝑡  ,

𝑇

0

 ∀ 𝛼 ∈ 𝐿2(0, 𝑇), ∀ 𝛽 ∈ 𝐻−1(Ω)  (2.7.29) 

Tomando en particular,   𝛽 = −∆𝑤 , 𝑤 ∈ 𝑉𝑚  y reemplazándolo en 2.7.29 

∫(𝑢𝑣
′ (𝑡),−∆𝑤)𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢′(𝑡), −∆𝑤)𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                                        (2.7.30) 

De 2.7.30, resulta 

∫(( 𝑢𝑣
′ (𝑡),𝑤 ))

𝑇

0

𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫((  𝑢′(𝑡), 𝑤 ))𝛼(𝑡)𝑑𝑡 , ∀ 𝛼 ∈ 𝐿2(0, 𝑇)

𝑇

0

              (2.7.31) 

Como 𝜓 ∈ 𝐷(0, 𝑇) ⊂ 𝐿2(0, 𝑇) , entonces 𝜓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇) 

 Tomando en particular, 𝛼 = 𝜓 y sustituyendo esto en 2.7.31 

∫((𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤)) ψ(t)𝑑𝑡

𝑇

0

→ ∫((𝑢′(𝑡), 𝑤 ))𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

               ∎. 

Demostración de (iv) 

Analizaremos:       ∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

 

De 2.6.30, tenemos la siguiente acotación  

(|𝑣𝑚|
𝜌+2|𝑢𝑚|

𝜌𝑢𝑚)𝑚 es acotada en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω)) 

 De ahí que,   (|𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣)𝑣  también es acotada en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω)) ↪ 𝐿𝜃(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω)) 
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Siendo así,  (|𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣)𝑣 es acotada en 𝐿𝜃(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω)) . Como 𝐿𝜃(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω))  

es un espacio de Banach reflexivo. Vía el teorema 2.13 (kakutani), existe una 

subsucesión (|𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣)𝑣  la cual denotaremos del mismo modo tal que 

 |𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣 ⇀ 𝛽1   𝑒𝑛   𝐿
𝜃(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω))                          (2.7.32) 

Por otro lado, de 2.7.9 tenemos: 

                                   |𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣 ⇀
∗ 𝑥3  en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω))                                  (2.7.33) 

De 2.7.32-2.7.33, por unicidad del límite en el sentido de las distribuciones 

vectoriales, tendremos: 

𝛽1 = 𝑥3 

Teniendo presente lo anterior y reemplazándolo en 2.7.32 

    |𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣 ⇀ 𝑥3    en     𝐿𝜃(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω))                                   (2.7.34) 

De la estimativa I , 2.6.27 - 2.6.28  

(𝑢𝑚) acotada en 𝐿2(0, 𝑇, 𝑤0
1,𝑝
(Ω)) 

(𝑢𝑚
′ ) acotada en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) 

Teniendo en cuenta la Prop. 2.4.2 trabajaremos con  
4𝑛+2

𝑛+4
< 𝑝 < 𝑛            (2.7.35) 

De 2.7.35 y luego de unos cálculos, obtendremos que  1 < 2 <
𝑛𝑝

𝑛−𝑝
 

Entonces  Por la Prop. 2.10  

𝑤0
1,𝑝
(Ω) ↪𝑐 𝐿2(Ω) ↪ 𝐿2(Ω) 

En virtud del Teorema. 2.14 (Lions), existe una subsucesión (𝑢𝑣) ⊂ (𝑢𝑚) 
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 Tal que 𝑢𝑣 → 𝑢 en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) 

Como  𝐿2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) ≡ 𝐿2(𝑄) , luego 𝑢𝑣 → 𝑢 𝑒𝑛 𝐿2(𝑄) 

De esto último tendremos que 𝑢𝑣 → 𝑢  𝑐𝑡𝑝 en 𝑄                                            (2.7.36)                                      

Análogamente se estudiara el caso para la sucesión (𝑣𝑚) llegando a la siguiente 

conclusión ∃(𝑣𝑣) ⊂ (𝑣𝑚) tal que 𝑣𝑣 → 𝑣   𝑐𝑡𝑝 en 𝑄                                              (2.7.37)                                                     

De 2.7.36 – 2.7.37   

                                                   |𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣 → |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢     ctp en 𝑄                    (2.7.38) 

Recordar que: 

 (|𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣)𝑣 es acotada en 𝐿𝜃(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω)) ≡ 𝐿𝜃(𝑄)                     (2.7.39) 

De 2.7.38- 2.7.39, aplicando el Lema 2.1 (Lions), tendremos que 

|𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣 ⇀ |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌 𝑢 en  𝐿𝜃(𝑄)                                                                    (2.7.40) 

De 2.7.34 y 2.7.40, por unicidad del límite débil, resulta: 

𝑥3 = |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢                                        (2.7.41) 

Reemplazando 2.7.41 en 2.7.33 

  |𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣 ⇀
∗ |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢     en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜃(Ω)) = (𝐿1(𝑂, 𝑇, 𝐿𝛿(Ω)))

′
 (2.7.42) 

De 2.7.42, luego de unos cálculos tendremos 

∫〈|𝑣𝑣|
𝜌+2|𝑢𝑣|

𝜌𝑢𝑣 , 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 → ∫〈|𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢, 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 ; ∀𝜙 ∈ 𝐿1(0, 𝑇, 𝐿𝛿(Ω))

𝑇

0

𝑇

0

 



 

103 

 

Hacemos 𝜙(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑤;  𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇), 𝑤 ∈ 𝐿𝛿(Ω)  

∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

  (2.7.43)

𝑇

0

 

∀𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇), ∀𝑤 ∈ 𝐿𝛿(Ω) 

Notar que, como 𝜓 ∈ 𝐷(0, 𝑇) ⊂ 𝐿2(0, 𝑇) ⊂ 𝐿1(0, 𝑇) 

De Ahí,  𝜓 ∈ 𝐿1(0, 𝑇), Tomando en particular 𝛼 = 𝜓 en 2.7.43 

∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

       ∎. 

Quedando así demostrado el Lema 2.7.1. 

En 2.7.20, tomando límite cuando 𝑣 → ∞ y usando las convergencias dadas en el 

Lema 2.7.1. Resulta 

−∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝜓′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

∫((𝑢′(𝑡), 𝑤))𝜓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 

𝑇

0

𝑇

0

 

       = ∫(𝑓1(𝑡), 𝑤)𝜓(𝑡)𝑑𝑡   , ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚  , 𝜓 ∈ 𝐷(0, 𝑇)       (2.7.44) 

𝑇

0

 

Por argumentos de densidad, la igualdad dada en 2.7.44 se cumple ∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω) 

Es decir:  

−∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝜓′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

∫((𝑢′(𝑡), 𝑤))𝜓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 

𝑇

0

𝑇

0

 

= ∫(𝑓1(𝑡), 𝑤)𝜓(𝑡)𝑑𝑡   , ∀𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝
(Ω)  , 𝜓 ∈ 𝐷(0, 𝑇)                                              (2.7.45) 

𝑇

0
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Análogamente, se tendrá la siguiente igualdad 

−∫(𝑣′(𝑡), 𝑤)𝜓′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈𝑥2(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

∫((𝑣′(𝑡), 𝑤))𝜓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈|𝑢(𝑡)|𝜌+2|𝑣(𝑡)|𝜌𝑣(𝑡), 𝑤〉𝜓(𝑡)𝑑𝑡 

𝑇

0

𝑇

0

 

= ∫(𝑓2(𝑡), 𝑤)𝜓(𝑡)𝑑𝑡   , ∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω)  , 𝜓 ∈ 𝐷(0, 𝑇)                                   (2.7.46) 

𝑇

0

 

Proposición 2.7.1  

𝑥1 = ∆𝑝𝑢            y              𝑥2 = ∆𝑝𝑣 

Demostración:  

Usando la monotonicidad del operador  ∆𝑝 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡) − ∆𝑝𝑤, 𝑢𝑣(𝑡) − 𝑤〉𝑑𝑡 ≥ 0

𝑇

0

 , 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω)                 (2.7.47) 

Desarrollando convenientemente 2.7.47 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡) − ∆𝑝𝑤, 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 − ∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡) − ∆𝑝𝑤,𝑤〉𝑑𝑡 ≥ 0

𝑇

0

𝑇

0

 

Luego de unos cálculos 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 −

𝑇

0

∫〈∆𝑝𝑤, 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 −

𝑇

0

[∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝑑𝑡 −

𝑇

0

∫〈∆𝑝𝑤,𝑤〉𝑑𝑡

𝑇

0

] ≥ 0 

Continuando con dichos cálculos, se tiene 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

−∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝑑𝑡 + ∫〈∆𝑝𝑤,−𝑢𝑣(𝑡) + 𝑤〉𝑑𝑡 ≥ 0

𝑇

0

𝑇

0

                       (2.7.48) 
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Aplicando el límite superior en 2.7.48, obtendremos 

lim
𝑣→+∞

𝑆𝑢𝑝 [∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

] − ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑤〉𝑑𝑡 + ∫〈∆𝑝𝑤,−𝑢(𝑡) + 𝑤〉𝑑𝑡 ≥ 0

𝑇

0

𝑇

0

 , 

                                        ∀𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω)                                    (2.7.49)                                 

Por otro lado, del problema aproximado 2.5.1, pasando a una subsucesión para 

ello hacemos, 𝑚 = 𝑣 y además hacemos 𝑤 = 𝑢𝑣(𝑡) 

〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉 = −((𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑢𝑣(𝑡))) − (𝑢𝑣

′′(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)) − 〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉 + (𝑓1(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡) ) 

                   (2.7.50) 

Integrando respecto de t, de 0 a T en 2.7.50 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 = −∫((𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)))𝑑𝑡 − ∫(𝑢𝑣

′′(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡))𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

𝑇

0

 

−∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 +

𝑇

0

∫(𝑓1(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡))𝑑𝑡 

𝑇

0

(2.7.51) 

Lema 2.7.2 

Haciendo cuentas, obtenemos 

i) ((𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑢𝑣(𝑡))) =

1

2

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑣(𝑡)||

2
 

ii) (𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)) −  |𝑢𝑣
′ (𝑡)|

𝐿2(Ω)
2  

iii) 〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉 = ||𝑣𝑣(𝑡)𝑢𝑣(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)
𝜌+2

 

Demostración: Ver [14] y [20]. 
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Reemplazando las igualdades del Lema 2.7.2 en 2.7.51, obtendremos 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 =
1

2
[−||𝑢𝑣(𝑇)||

2
+ ||𝑢𝑣(0)||

2
]

𝑇

0

− (𝑢𝑣
′ (𝑇), 𝑢𝑣(𝑇)) + (𝑢𝑣

′ (0), 𝑢𝑣(0)) + 

+∫   |𝑢𝑣
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 𝑑𝑡 − ∫||𝑣𝑣(𝑡)𝑢𝑣(𝑡)||𝐿𝜌+2
𝜌+2

𝑑𝑡 + ∫(𝑓1(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

𝑇

0

 

(2.7.52) 

Lema 2.7.3 

Se tienen las siguientes convergencias 

i) (𝑢𝑣(𝑇), 𝑢𝑣
′ (𝑇)) → (𝑢(𝑇), 𝑢′(𝑇))                                 en R. 

ii) (𝑢𝑣
′ (0), 𝑢𝑣(0)) → (𝑢1, 𝑢0)                                        en R. 

iii) ∫ |𝑢𝑣
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2𝑇

0
𝑑𝑡 → ∫ |𝑢′(𝑡)|𝐿2(Ω)

2𝑇

0
𝑑𝑡                        en R. 

     iv)    ||uv(0)||
2
→||u(0)||

2
    ;     ||𝑢𝑣(𝑇)||

2

→ ||𝑢(𝑇)||
2
   en R.  

Demostración: 

Demostración de (i) 

Por 2.6.25, (𝑢𝑚
′ (𝑇))

𝑚
 es acotada en 𝐿2(Ω) y como 𝐿2(Ω) es un espacio de Banach 

reflexivo, luego por el Teorema 2.13  (Kakutani). Existe una subsucesión 

(𝑢𝑣
′ (𝑇)) ⊂ (𝑢𝑚

′ (𝑇)) tal que  𝑢𝑣
′ (𝑇) ⇀ 𝑢′(𝑇) en 𝐿2(Ω). Por otro lado (𝑢𝑚(𝑇))𝑚 es 

acotada en 𝑤0
1,𝑝(Ω),  esto por 2.6.25 y como 𝑤0

1,𝑝(Ω) ↪𝐶 𝐿2(Ω) luego existe una 

subsucesión (𝑢𝑣(𝑇)) ⊂ (𝑢𝑚(𝑇)) tal que 𝑢𝑣(𝑇) → 𝑢(𝑇) en 𝐿2(Ω). A la luz de las 

convergencias, podemos concluir que: 
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                                   (𝑢𝑣(𝑇), 𝑢𝑣
′ (𝑇)) → (𝑢(𝑇), 𝑢′(𝑇))    en     𝑅                                ∎. 

Demostración de (ii) 

Siendo (𝑢𝑣
′ (0)) 𝑣   una subsucesión de (𝑢𝑚

′ (0))
𝑚
  

Luego por 2.5.4,    𝑢𝑣
′ (0) → 𝑢1 en 𝐿2(Ω)                                                                      (2.7.53) 

Por otro lado, por un razonamiento análogo tenemos por 2.5.3 que  𝑢𝑣(0) → 𝑢0 en 

𝑤0
1,𝑝(Ω)  y como 𝑤0

1,𝑝(Ω) ↪ 𝐿2(Ω) de ahí que 𝑢𝑣 (0) → 𝑢0 en 𝐿2(Ω)                   (2.7.54) 

Finalmente, notemos que:                (𝑢𝑣
′ (0), 𝑢𝑣(0)) → (𝑢1, 𝑢0) 

En efecto: Basta mostrar que: |(𝑢𝑣
′ (0), 𝑢𝑣(0)) − (𝑢1, 𝑢0)| → 0 Cuando 𝑣 → +∞ 

|(𝑢𝑣
′ (0), 𝑢𝑣(0)) − (𝑢1, 𝑢0)|  = |(𝑢𝑣

′ (0), 𝑢𝑣(0)) − (𝑢1, 𝑢𝑣(0)) + (𝑢1, 𝑢𝑣(0)) − (𝑢1, 𝑢0)| 

= |(𝑢𝑣
′ (0) − 𝑢1, 𝑢𝑣(0)) + (𝑢1, 𝑢𝑣(0) − 𝑢0)| 

≤ |(𝑢𝑣
′ (0) − 𝑢1, 𝑢𝑣(0))| + |(𝑢1, 𝑢𝑣(0) − 𝑢0)| → 0 

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz junto con los resultados obtenidos en   

2.7.53-2.7.54, resulta  

                (𝑢𝑣
′ (0), 𝑢𝑣(0)) → (𝑢1, 𝑢0)     en R                                  ∎. 

Demostración de (iii) 

Observe que, como 𝐻0
1(Ω) ↪𝑐 𝐿2(Ω) ↪ 𝐻−𝑠(Ω)  y  además de 2.6.29 y 2.6.45, 

tenemos que:  

(𝑢𝑚
′ ) es acotada en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0

1(Ω)) 
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(𝑢𝑚
′ )′ es acotada en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻−𝑠(Ω)) 

Luego por el Teorema 2.14 (Lions), existe una subsucesión (𝑢𝑣
′ )𝑣 ⊂ (𝑢𝑚

′ )𝑚 tal que 

𝑢𝑣
′ → 𝑢′ en 𝐿2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) 

Siendo así 

           ||𝑢𝑣
′ ||

𝐿2(0,𝑇,𝐿2(Ω))
→ ||𝑢′ ||

𝐿2(0,𝑇,𝐿2(Ω))
                      (2.7.55) 

De 2.7.55, se concluye que: 

∫|𝑢𝑣
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2

𝑇

0

𝑑𝑡 → ∫|𝑢′(𝑡)|𝐿2(Ω)
2

𝑇

0

𝑑𝑡         en     R                      ∎. 

Demostración de (iv) 

Por 2.5.3, sabemos 𝑢𝑣(0) → 𝑢0 en 𝑤0
1,𝑝(Ω) y como 𝑤0

1,𝑝(Ω)  ↪ 𝐻0
1(Ω) , luego 

𝑢𝑣(0) → 𝑢0  en  𝐻0
1(Ω) , siendo así     ||𝑢𝑣(0)|| → ||𝑢0||   en  R 

De ahí que:  ||𝑢𝑣(0)||
2
→ ||𝑢0||

2
= ||𝑢(0)||

2
 

Finalmente resulta que:       ||𝑢𝑣(0)||
2
→ ||𝑢(0)||

2
   

Análogamente, obtendremos:       ||𝑢𝑣(𝑇)||
2
→ ||𝑢(𝑇)||

2
                                            ∎. 

Observación 2.7.1:  

− lim
𝑣→+∞

𝐼𝑛𝑓 ∫||𝑣𝑣(𝑡)𝑢𝑣(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)
𝜌+2

𝑑𝑡

𝑇

0

≤ −∫||𝑣(𝑡)𝑢(𝑡)||
𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑇

0

 

Veamos: 

  Por el pasaje al límite 2.7.13 
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𝑢𝑣𝑣𝑣 ⇀
∗ 𝑢𝑣  en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿𝜌+2(Ω)) ≡ 𝐿∞(𝑄)                        (2.7.56) 

De 2.7.56, obtenemos que 

||𝑣𝑢||
𝐿𝜌+2(𝑄)

𝜌+2
≤ lim

𝑣→+∞
𝐼𝑛𝑓||𝑣𝑣𝑢𝑣||𝐿𝜌+2(𝑄)

𝜌+2
                          (2.7.57) 

De 2.7.57, integrando respecto de t, de 0 a T    

∫||𝑣(𝑡)𝑢(𝑡)||
𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡 ≤ lim

𝑣→+∞
𝐼𝑛𝑓∫||𝑣𝑣(𝑡)𝑢𝑣(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑇

0

              (2.7.58)

𝑇

0

 

 

Luego de un cálculo (Se multiplico por -1 en ambos lados), obtendremos 

−∫||𝑣(𝑡)𝑢(𝑡)||
𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡 ≥ − lim

𝑣→+∞
𝐼𝑛𝑓 ∫||𝑣𝑣(𝑡)𝑢𝑣(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

           (2.7.59) 

Demostrando así la observación 2.7.1  ∎.                                                  

Por otro lado, al tomar Límite superior en 2.7.52 resulta             

lim
𝑣→∞

𝑆𝑢𝑝∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡  

𝑇

0

 

= lim
𝑣→∞

𝑆 𝑢𝑝 
1

2
[−||𝑢𝑣(𝑇)||

2
+ ||𝑢𝑣(0)||

2
] − lim

𝑣→∞
𝑆 𝑢𝑝 (𝑢𝑣

′ (𝑇), 𝑢𝑣(𝑇)) + lim
𝑣→∞

𝑆 𝑢𝑝(𝑢𝑣
′ (0), 𝑢𝑣(0)) + 

+ lim
𝑣→∞

𝑆𝑢𝑝∫|𝑢𝑣
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2 𝑑𝑡

𝑇

0

−  lim
𝑣→∞

𝑆 𝑢𝑝 ∫||𝑣𝑣(𝑡)𝑢𝑣(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)
𝜌+2

𝑇

0

𝑑𝑡 + lim
𝑣→∞

𝑆𝑢𝑝 ∫(𝑓1(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡))𝑑𝑡  

𝑇

0

 

(2.7.60) 

De 2.7.60 y las convergencias obtenidas en el Lema 2.7.3  se obtiene 
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lim
𝑣→∞

𝑆𝑢𝑝∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 

𝑇

0

 

=
1

2
[−||𝑢(𝑇)||

2
+ ||𝑢(0)||

2
] − (𝑢′(𝑇), 𝑢(𝑇)) + (𝑢′(0), 𝑢(0)) + ∫|𝑢′(𝑡)|𝐿2(Ω)

2 𝑑𝑡 +

𝑇

0

 

− lim
𝑣→∞

𝑆𝑢𝑝∫||𝑣𝑣(𝑡)𝑢𝑣(𝑡)||𝜌+2
𝜌+2

𝑑𝑡

𝑇

0

+∫(𝑓1(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

0

                                          (2.7.61) 

                      De 2.7.61 y de la observación 2.7.1, obtenemos 

1

2
[−||𝑢(𝑇)||

2
+ ||𝑢(0)||

2
] − (𝑢′(𝑇), 𝑢(𝑇)) + (𝑢′(0), 𝑢(0)) + ∫|𝑢′(𝑡)|𝐿2(Ω)

2 𝑑𝑡

𝑇

0

− 𝐥𝐢𝐦
𝒗→∞

𝑺𝒖𝒑∫||𝒗𝒗(𝒕)𝒖𝒗(𝒕)||𝝆+𝟐
𝝆+𝟐

𝒅𝒕 +∫(𝑓1(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

0

𝑻

𝟎

 

≤
1

2
[−||𝑢(𝑇)||

2
+ ||𝑢(0)||

2
] − (𝑢′(𝑇), 𝑢(𝑇)) + (𝑢′(0), 𝑢(0)) +∫|𝑢′(𝑡)|𝐿2(Ω)

2 𝑑𝑡

𝑇

0

− 𝐥𝐢𝐦
𝒗→∞

𝑰𝒏𝒇∫||𝒗𝒗(𝒕)𝒖𝒗(𝒕)||𝑳𝝆+𝟐(Ω)
𝝆+𝟐

𝑻

𝟎

𝒅𝒕 + ∫(𝑓1(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝑇

𝑂

𝑑𝑡 

≤
1

2
[−||𝑢(𝑇)||

2
+ ||𝑢(0)||

2
] − (𝑢′(𝑇), 𝑢(𝑇)) + (𝑢′(0), 𝑢(0)) + ∫|𝑢′(𝑡)|𝐿2(Ω)

2 𝑑𝑡

𝑇

0

−∫||𝒗(𝒕)𝒖(𝒕)||
𝑳𝝆+𝟐(Ω)

𝝆+𝟐
𝒅𝒕

𝑻

𝟎

+∫(𝑓1(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

0

 

    (2.7.62) 

 

                                

De 2.7.61 y 2.7.62 resulta que: 

lim
𝑣→∞

𝑆𝑢𝑝∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 ≤

𝑇

0

1

2
[−||𝑢(𝑇)||

2
+ ||𝑢(0)||

2
] − (𝑢′(𝑇), 𝑢(𝑇)) + (𝑢′(0), 𝑢(0)) + 

+∫|𝑢′(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 𝑑𝑡

𝑇

0

−∫||𝑣(𝑡)𝑢(𝑡)||
𝑳𝝆+𝟐(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑇

0

+∫(𝒇𝟏(𝒕), 𝒖(𝒕)) 𝒅𝒕

𝑻

𝟎

 

(2.7.63) 

Observación 2.7.2 

Por conveniencia, se buscó una expresión equivalente para el último término de 2.7.63, es 

decir para:                                                 1

0

( ), ( )

T

f t u t dt  
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Se procedió de la siguiente manera: Del problema aproximado 2.5.1, se multiplicó 

por  𝛾 ∈ 𝐶1[0, 𝑇]  y pasando a una subsucesión (Es decir: 𝑚 = 𝑣) 

(𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑤)𝛾(𝑡) + 〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡) + ((𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑤))𝛾(𝑡) + 〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡) = (𝑓1(𝑡), 𝑤)𝛾(𝑡) 

                           (2.7.64) 

De 2.7.64, integrando de 0 a T respecto de t 

∫(𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑤)𝛾(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 + ∫((𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑤))𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

𝑇

0

+∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

 

= ∫(𝑓1(𝑡), 𝑤)𝛾(𝑡)𝑑𝑡    ,   ∀

𝑇

0

 𝛾 ∈ 𝐶1([0, 𝑇]), ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚                                                                (2.7.65) 

Luego de unos cálculos tendremos que el primer término de 2.7.65 queda como: 

∫(𝑢𝑣
′′(𝑡),𝑤)𝛾(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑇

0

𝛾(𝑇)(𝑢𝑣
′ (𝑇),𝑤) − 𝛾(0)(𝑢𝑣

′ (0),𝑤) − ∫(𝑢𝑣
′ (𝑡),𝑤)𝛾′(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

   (2.7.66) 

Reemplazando 2.7.66 en 2.7.65, se tiene  

𝛾(𝑇)(𝑢𝑣
′ (𝑇),𝑤) − 𝛾(0)(𝑢𝑣

′ (0),𝑤) −∫(𝑢𝑣
′ (𝑡),𝑤)𝛾′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

+

𝑇

0

 

+∫((𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤))𝛾(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|

𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|
𝜌𝑢𝑣(𝑡),𝑤〉

𝑇

0

𝑇

0

𝛾(𝑡)𝑑𝑡 = ∫(𝑓1(𝑡),𝑤)𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

𝑜

 

                                                           ∀𝛾 ∈ 𝐶1([0, 𝑇])  ,   ∀ 𝑤 ∈ 𝑉𝑚                                (2.7.67) 

Lema 2.7.4  

Se tienen las siguientes convergencias  

i)   ∫(𝑢𝑣
′ (𝑡),𝑤)𝛾′(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝛾′(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

   en  𝑅

𝑇

0
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ii) ∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑥2(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

       𝑒𝑛   𝑅 

iii) ∫((𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤))𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

→ ∫((𝑢′(𝑡), 𝑤))𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

  𝑒𝑛   𝑅 

iv) ∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

   𝑒𝑛   𝑅 

Demostración: 

Notar que, como 𝛾 ∈ 𝐶1[0, 𝑇]  → 𝛾′ ∈ 𝐶0[0, 𝑇] ⊂ 𝐿1(0, 𝑇) 

Entonces 𝛾′ ∈ 𝐿1(0, 𝑇) 

Demostración de (i)  

De 2.7.23. Tomando en particular 𝛼 = 𝛾′ ∈ 𝐿1(0, 𝑇) , 𝑤 ∈ 𝑉𝑚,  se obtiene 

∫(𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤)𝛾′(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝛾′(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

    𝑒𝑛 𝑅    ∎. 

Demostración de (ii)  

De 2.7.26. Tomando en particular 𝛼 = 𝛾 ∈ 𝐿1(0, 𝑇) , 𝑤 ∈ 𝑉𝑚,  se obtiene 

∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑥2(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

   𝑒𝑛 𝑅      ∎. 

Demostración de (iii)  

De 2.7.31. Tomando en particular 𝛼 = 𝛾 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] ⊂ 𝐿2(0, 𝑇) , ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚,  se obtiene 
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∫((𝑢𝑣
′ (𝑡),𝑤))𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

→ ∫((𝑢′(𝑡), 𝑤))𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

   𝑒𝑛 𝑅    ∎. 

Demostración de (iv)  

De 2.7.43. Tomando en particular para 

 𝛼 = 𝛾 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] ⊂ 𝐿2(0, 𝑇) ⊂ 𝐿1(0, 𝑇) , ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚 

∫〈|𝑣𝑣(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑣(𝑡)|

𝜌𝑢𝑣(𝑡),𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

    𝑒𝑛 𝑅  ∎. 

Culminando así la demostración del Lema 2.7.4       ∎. 

Por otro lado. En virtud del Lema 2.7.4, podemos tomar límite en 2.7.67 

(𝑢′(𝑇),𝑤)𝛾(𝑇) − (𝑢′(0), 𝑤)𝛾(0) − ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝛾′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

 

+∫((𝑢′(𝑡), 𝑤))𝛾

𝑇

0

(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 = ∫(𝑓1(𝑡),𝑤)𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

𝑜

𝑇

0

 

                                                               ∀ 𝛾 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] , 𝑤 ∈ 𝑉𝑚                             (2.7.68) 

De 2.7.68. Por argumentos de densidad tendremos 

(𝑢(′𝑇),𝑤)𝛾(𝑇) − (𝑢′(0), 𝑤)𝛾(0) − ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝛾′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡),𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

 

+∫((𝑢′(𝑡), 𝑤))𝛾

𝑇

0

(𝑡)𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉𝛾(𝑡)𝑑𝑡 = ∫(𝑓1(𝑡),𝑤)𝛾(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

𝑜

𝑇

0

 

                 ∀  𝛾 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] , ∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω)                        (2.7.69) 



 

114 

 

Hacemos:  𝑚(𝑡):= 𝑤 𝛾(𝑡) en 2.7.69 

(𝑢′(𝑇),𝑚(𝑇)) − (𝑢′(0),𝑚(0)) − ∫(𝑢′(𝑡),𝑚′(𝑡))𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡),𝑚(𝑡)〉𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

 

+∫((𝑢′(𝑡),𝑚(𝑡)))𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡),𝑚(𝑡)〉𝑑𝑡 = ∫( 𝑓1(𝑡),𝑚(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

𝑜

𝑇

0

𝑇

0

     (2.7.70) 

Notar que la función m(t) pertenece al conjunto de combinaciones lineales finitas 

del tipo 𝑟𝑠 ,con 𝑟 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω), 𝑠 ∈ 𝐶1[0, 𝑇]. 

Por el Teorema 2.16, el conjunto de combinaciones lineales finitas del tipo 

𝑟𝑠 , con  𝑟 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω)  , 𝑠 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] es denso en 

 𝑉 = {𝑣 ∈ 𝐿2 (0, 𝑇, 𝑤0
1,𝑝(Ω)) /𝑣′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω))} 

Luego, por argumentos de densidad, 2.7.70 se cumplirá ∀ 𝑚 ∈ 𝑉. Es decir: 

(𝑢′(𝑇),𝑚(𝑇)) − (𝑢′(0),𝑚(0)) − ∫(𝑢′(𝑡),𝑚′(𝑡))𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡),𝑚(𝑡)〉𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

 

+∫((𝑢′(𝑡),𝑚(𝑡)))𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡),𝑚(𝑡)〉𝑑𝑡 = ∫( 𝑓1(𝑡),𝑚(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

𝑜

𝑇

0

    (2.7.71)

𝑇

0

 

∀ 𝑚 ∈ 𝑉 

Por otro lado 

Del pasaje al límite, 2.7.1 y 2.7.3 

𝑢 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇, 𝑤0
1,𝑝
(Ω)) ⊂ 𝐿2(0, 𝑇, 𝑤0

1,𝑝
(Ω)) 

𝑢′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) ⊂ 𝐿2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) 
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Por lo anterior podemos afirmar que 𝑢 ∈ 𝑉                                                               (2.7.72)       

Teniendo en cuenta 2.7.72 y 2.7.71, tomando en partícular  m=u 

(𝑢′(𝑇), 𝑢(𝑇)) − (𝑢′(0), 𝑢(0)) − ∫(𝑢′(𝑡), 𝑢′(𝑡))𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑢(𝑡)〉𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

 

+∫((𝑢′(𝑡), 𝑢(𝑡))) 𝑑𝑡 + ∫〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡)〉𝑑𝑡 = ∫(𝒇𝟏(𝒕), 𝒖(𝒕))𝒅𝒕

𝑻

𝒐

𝑇

0

𝑇

0

     (2.7.73) 

Por lo tanto, en 2.7.73 tenemos una expresión equivalente para: 

∫(𝒇𝟏(𝒕), 𝒖(𝒕))𝒅𝒕

𝑻

𝒐

 

Usando el lema 2.7.2 en 2.7.73 resulta que  

∫(𝒇𝟏(𝒕), 𝒖(𝒕))𝒅𝒕

𝑻

𝒐

= (𝑢′(𝑇), 𝑢(𝑇)) − (𝑢′(0), 𝑢(0)) − ∫|𝑢′(𝑡)|𝐿2(Ω)
2 𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑢(𝑡)〉𝑑𝑡 +

𝑇

0

𝑇

0

 

+
1

2
[||𝑢(𝑇)||

2
− ||𝑢(0)||

2
] +  ∫||𝑣(𝑡)𝑢(𝑡)||

𝑳𝝆+𝟐(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑇

0

                    (2.7.74) 

Reemplazando 2.7.74 en 2.7.63 

lim
𝑣→∞

𝑆𝑢𝑝 ∫〈∆𝑝𝑢𝑣(𝑡), 𝑢𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 ≤ ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑢(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                                                    (2.7.75) 

De 2.7.75 y 2.7.49, se obtuvo que: 

0 ≤ ∫〈∆𝑝𝑤,−𝑢(𝑡) + 𝑤〉𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑢(𝑡) − 𝑤〉𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

, ∀ 𝑤 ∈ 𝑊0
1,𝑝(Ω)         (2.7.76) 

De 2.7.76, en particular para 𝑤 = 𝑢(𝑡) + 𝑟𝑣(𝑡) , 𝑟 ∈ 𝑅 
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0 ≤ ∫〈∆𝑝(𝑢(𝑡) + 𝑟𝑣(𝑡)) , 𝑟𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 + ∫〈𝑥1(𝑡),−𝑟𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

            (2.7.77) 

Consideremos 𝑟 > 0 , multiplicando por 1 𝑟⁄  , se obtuvo que 

0 ≤ ∫ 〈∆𝑝(𝑢(𝑡) + 𝑟𝑣(𝑡)), 𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡
𝑇

0

−∫ 〈𝑥1(𝑡), 𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡
𝑇

0

                   (2.7.78) 

Por la Hemicontinuidad del operador  ∆𝑝 , hacemos 𝑟 → 0+ , luego 

0 ≤ ∫ 〈∆𝑝𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 − ∫〈𝑥1(𝑡), 𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

                                         (2.7.79)
𝑇

0

 

De 2.7.79      

0 ≤ ∫〈∆𝑝𝑢(𝑡) − 𝑥1(𝑡)  , 𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

 

Análogamente, obtendremos 

∫〈∆𝑝𝑢(𝑡) − 𝑥1(𝑡), 𝑣(𝑡)〉 ≤ 0

𝑇

0

 

De estas dos desigualdades se concluye que: 

∫〈∆𝑝𝑢(𝑡) − 𝑥1(𝑡), 𝑣(𝑡)〉𝑑𝑡 = 0

𝑇

0

 

Siendo así 

〈∆𝑝𝑢(𝑡) − 𝑥1(𝑡), 𝑣(𝑡)〉 = 0 ,  cs en (0, 𝑇) 

De ahí tendremos 
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                                                   ∆𝑝𝑢(𝑡) = 𝑥1(𝑡)    cs   en (0, 𝑇)   ∎.                                                        

Análogamente, se obtuvo    ∆𝑝𝑣(𝑡) = 𝑥2(𝑡)    cs en (0, 𝑇)     ∎.       

Quedando así demostrada la proposición 2.7.1  ∎.                                                                

Reemplazando los resultados de la proposición 2.7.1 en 2.7.45 - 2.7.46, se obtiene 

finalmente 

i) 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑢′(𝑡), 𝑤) + 〈∆𝑝𝑢(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑢

′(𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉 = 𝑓1 

∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω), en el sentido de 𝐷′(0, 𝑇)         (2.7.80) 

 

ii)   
𝑑

𝑑𝑡
(𝑣′(𝑡), 𝑤) + 〈∆𝑝𝑣(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑣

′(𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑢(𝑡)|𝜌+2|𝑣(𝑡)|𝜌𝑣(𝑡), 𝑤〉 = 𝑓2        

∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω), en el sentido de 𝐷′(0, 𝑇)         (2.7.81)   

2.8 Etapa 4: Condiciones iniciales 

Primero vamos a mostrar que:  

𝑢(0) = 𝑢0 

En efecto: 

Del pasaje al límite 2.7.1, obtenemos la siguiente convergencia 

𝑢𝑣 ⇀
∗ 𝑢 en 𝐿∞(0, 𝑇, 𝑤0

1,𝑝
(Ω)) ≡ (𝐿1(0, 𝑇, 𝑤−1,𝑝′(Ω)))

′
 

De ahí se tiene que 

〈𝑢𝑣 , 𝜙〉 → 〈𝑢, 𝜙〉 𝑒𝑛 𝑅 , ∀𝜙 ∈ 𝐿1 (0, 𝑇, 𝑤−1,𝑝′(Ω)) 

Asimismo 
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∫〈𝑢𝑣(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 →   ∫〈𝑢(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

 

𝑇

0

, ∀𝜙 ∈ 𝐿1 (0, 𝑇, 𝑤−1,𝑝′(Ω)) 

Considerando 𝜙(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑤 , ∀𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇) , ∀ 𝑤 ∈ 𝑊−1,𝑝′(Ω) 

∫〈𝑢𝑣(𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑢(𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                                                                (2.8.1) 

En 2.8.1, tomando en particular  𝑤 ∈ 𝐿2(Ω) 

∫(𝑢𝑣(𝑡), 𝑤)𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢(𝑡), 𝑤)𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

 , 𝑤 ∈ 𝐿2(Ω) , ∀𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇)

𝑇

0

          (2.8.2) 

Consideremos 

𝜏 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] de modo que 𝜏(0) = 1  , 𝜏(𝑇) = 0 

De ahí 𝜏′ ∈ 𝐶0[0, 𝑇] ⊂ 𝐿1(0, 𝑇), tomando en partícular 𝛼 = 𝜏′ en 2.8.2 

Tendremos 

 ∫(𝑢𝑣(𝑡), 𝑤) 𝜏
′(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢(𝑡), 𝑤) 𝜏′(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                                                          (2.8.3) 

Por el pasaje al límite 2.7.3 

𝑢𝑣
′ ⇀∗ 𝑢′ en  𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) ≡ (𝐿1(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)))

′
 

Entonces   〈𝑢𝑣
′ , 𝜙〉 → 〈𝑢′, 𝜙〉 𝑒𝑛  𝑅 , ∀𝜙 ∈ 𝐿1(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) 

Asimismo 
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∫〈𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

 

Tomando 𝜙(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑤  , ∀𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇) , ∀𝑤 ∈ 𝐿2(Ω) 

De ahí 

∫(𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤)𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝛼(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                                                                       (2.8.4) 

En 2.8.4, Tomando en partícular 𝛼 = 𝜏 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] ⊂ 𝐿1(0, 𝑇)   

 𝜏 ∶ anteriormente definido 

∫(𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤)𝜏(𝑡)𝑑𝑡 → ∫(𝑢′(𝑡), 𝑤)𝜏(𝑡)𝑑𝑡  en 𝑅 , ∀𝑤 ∈ 𝐿2(Ω)

𝑇

0

, 𝜏 ∈ 𝐶1[0, 𝑇]

𝑇

0

 

∫ [
𝑑

𝑑𝑡
(𝑢𝑣(𝑡), 𝑤)] 𝜏(𝑡)𝑑𝑡 → ∫ [

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢(𝑡), 𝑤)] 𝜏(𝑡)𝑑𝑡  , ∀𝑤 ∈ 𝐿2(Ω)

𝑇

0

𝑇

0

, 𝜏 ∈ 𝐶1[0, 𝑇]   (2.8.5) 

Sumando 2.8.3 y 2.8.5 obtendremos 

∫
𝑑

𝑑𝑡
[(𝑢𝑣(𝑡), 𝑤)𝜏(𝑡)]𝑑𝑡 → ∫

𝑑

𝑑𝑡
[(𝑢(𝑡), 𝑤)𝜏(𝑡)]𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                                                        (2.8.6) 

De 2.8.6 resulta 

(𝑢𝑣(𝑇),𝑤)𝜏(𝑇) − (𝑢𝑣(0),𝑤)𝜏(0) → (𝑢(𝑇), 𝑤)𝜏(𝑇) − (𝑢′(0),𝑤)𝜏(0) 

Teniendo en cuenta que:  𝜏(0) = 1  , 𝜏(𝑇) = 0 , obtenemos 

(𝑢𝑣(0),𝑤) → (𝑢(0), 𝑤) 𝑒𝑛 𝑅 , ∀ 𝑤 ∈ 𝐿2(Ω) 
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De ahí     

                                  𝑢𝑣(0) ⇀ 𝑢(0)   𝑒𝑛 𝐿2(Ω)                                                                                            (2.8.7) 

Del problema aproximado 2.5.3 

𝑢𝑣(0) → 𝑢0  en  𝑤0
1,𝑝
(Ω) ↪ 𝐿2(Ω)  

Luego 

𝑢𝑣(0) → 𝑢0   en  𝐿2(Ω) 

Finalmente tendremos 

                                    𝑢𝑣(0) ⇀ 𝑢0      en    𝐿2(Ω)                                                                                             (2.8.8) 

De 2.8.7 - 2.8.8 y por la Prop. 2.2 (Unicidad del límite débil) 

 𝑢(0) = 𝑢0 , terminando así nuestra demostración.∎. 

Análogamente, mostraremos que:  𝑣(0) = 𝑣0   ∎. 

En segundo lugar demostraremos que: 

𝑢′(0) = 𝑢1 

En efecto: Por el pasaje al límite 2.7.11, obtenemos 

𝑢𝑣
′′ ⇀ 𝑢′′  en  𝐿2(0, 𝑇, 𝐻−𝑠(Ω)) ≡ (𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0

𝑠(Ω)))
′
 

Siendo así tendremos 

𝑢𝑣
′′ ⇀∗ 𝑢′′ en  (𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0

𝑠(Ω)))
′
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De esto último resulta 

                                〈𝑢𝑣
′′,𝜙〉 → 〈𝑢′′,𝜙〉 , ∀𝜙 ∈ 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0

𝑠(Ω))                                                         (2.8.9) 

De 2.8.9 se tiene  

∫〈𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′′(𝑡), 𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

 , ∀𝜙 ∈ 𝐿2(0, 𝑇, 𝐻0
𝑠(Ω))          (2.8.10) 

En 2.8.10, hacemos 𝜙(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑤 , ∀ 𝛼 ∈ 𝐿2(0, 𝑇) , ∀ 𝑤 ∈ 𝐻0
𝑠(Ω), resultando 

∫〈𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′′(𝑡), 𝑤〉

𝑇

0

𝑇

0

𝛼(𝑡)𝑑𝑡 , 𝛼 ∈ 𝐿2(0, 𝑇) , ∀𝑤 ∈ 𝐻0
𝑠(Ω)      (2.8.11) 

Como 𝜏 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] ⊂ 𝐿2(0, 𝑇) , tomando en partícular: 𝛼 = 𝜏 en 2.8.11 

De ahí 

∫〈𝑢𝑣
′′(𝑡), 𝑤〉𝜏(𝑡)𝑑𝑡  

𝑇

0

→ ∫〈𝑢′′(𝑡), 𝑤〉𝜏(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

 , 𝜏 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] , 𝑤 ∈ 𝐻0
𝑠(Ω)        (2.8.12) 

Por otro lado, por el pasaje al límite 2.7.3 obtendremos 

𝑢𝑣
′ ⇀∗ 𝑢′  en    𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) ≡ (𝐿1(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)))

′
 

De ahí resulta que 

     〈𝑢𝑣
′ ,𝜙〉 → 〈𝑢′,𝜙〉  𝑒𝑛 𝑅 , ∀𝜙 ∈ 𝐿1 (0, 𝑇, 𝐿2(Ω))                                              (2.8.13) 

De 2.8.13, se tiene 
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∫〈𝑢𝑣
′ (𝑡),𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′(𝑡),𝜙(𝑡)〉𝑑𝑡

𝑇

0

  , ∀𝜙 ∈ 𝐿1 (0, 𝑇, 𝐿2(Ω))

𝑇

0

               (2.8.14) 

En 2.8.14, hacemos  

𝜙(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑤  , ∀𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇) , ∀ 𝑤 ∈ 𝐿2(Ω) 

Resultando 

∫〈𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′(𝑡), 𝑤〉𝛼(𝑡)𝑑𝑡  , ∀𝛼 ∈ 𝐿1(0, 𝑇) , 𝑤 ∈ 𝐿2(Ω)

𝑇

0

        (2.8.15)

𝑇

0

 

Sabemos que  

𝜏 ∈ 𝐶1[0, 𝑇] → 𝜏′ ∈ 𝐶0[0, 𝑇] ⊂ 𝐿1(0, 𝑇) 

En particular, para 𝛼 = 𝜏′ en 2.8.15 

∫〈𝑢𝑣
′ (𝑡), 𝑤〉 𝜏′(𝑡)𝑑𝑡 → ∫〈𝑢′(𝑡), 𝑤〉 𝜏′(𝑡)𝑑𝑡 , 𝜏 ∈ 𝐶1[0, 𝑇], 𝑤 ∈ 𝐿2(Ω)

𝑇

0

          (2.8.16)

𝑇

0

 

Sumando 2.8.12 y 2.8.16 

∫
𝑑

𝑑𝑡
[〈𝑢𝑣

′ (𝑡), 𝑤〉𝜏(𝑡)]𝑑𝑡 →   ∫
𝑑

𝑑𝑡
[〈𝑢′(𝑡), 𝑤〉𝜏(𝑡)]𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

                                        (2.8.17) 

De 2.8.17, se obtiene  

〈𝑢𝑣
′ (𝑇),𝑤〉𝜏(𝑇) − 〈𝑢𝑣

′ (0), 𝑤〉𝜏(0) → 〈𝑢′(𝑇),𝑤〉𝜏(𝑇) − 〈𝑢′(0), 𝑤〉𝜏(0) 

Teniendo en cuenta que:  𝜏(0) = 1  , 𝜏(𝑇) = 0 , obtenemos 

𝑢𝑣
′ (0) ⇀∗ 𝑢′(0)  en  𝐻−𝑠(Ω) 
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Concluimos que   

    𝑢𝑣
′ (0) ⇀ 𝑢′(0)  en  𝐻−𝑠(Ω)                                                                                          (2.8.18) 

Por otro lado, del problema aproximado 2.5.4, tendremos la siguiente 

convergencia 

𝑢𝑣
′ (0) → 𝑢1  en  𝐿2(Ω) ↪ 𝐻−𝑠(Ω) 

                   Entonces 

                                               𝑢𝑣
′ (0) → 𝑢1 en 𝐻−𝑠(Ω) 

 De ahí   

                                  𝑢𝑣
′ (0) ⇀ 𝑢1 en 𝐻−𝑠(Ω)                                                                                                     (2.8.19) 

De 2.8.18-2.8.19 y por la Prop. 2.2 (Unicidad del límite débil), resulta finalmente 

que:  𝑢′(0) = 𝑢1                                                                                 ∎. 

Análogamente, mostraremos que:      𝑣′(0) = 𝑣1                    ∎. 

2.9 Comportamiento Asintótico 

Definición 2.9.1  

La energía asociada al Problema de evolución no lineal del tipo p –Laplaciano, 

viene dada por: 

   𝐸(𝑡) =
1

2
[  |𝑢′(𝑡)|2 + |𝑣′(𝑡)|2 ] +

1

𝑝
[  ||𝑢(𝑡)||

0

𝑝
+ ||𝑣(𝑡)||

0

𝑝
] +

2

𝜌+2
[||𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)||

𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
]      (2.9.1) 
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Definición 2.9.2 (Energía aproximada) 

La energía asociada al problema aproximado viene dada por: 

𝐸𝑚(𝑡) =
1

2
[  |𝑢𝑚

′ (𝑡)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑡)|2 ] +

1

𝑝
[  ||𝑢𝑚(𝑡)||

0

𝑝

+ ||𝑣𝑚 (𝑡)||
0

𝑝

] +
2

𝜌 + 2
[||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
] (2.9.2) 

Lema 2.9.1 

                  
𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑚(𝑡) + ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
= 0                                                                           (2.9.3)                                                                     

Demostración: 

De la ecuación aproximada 2.5.1 para 𝑤 = 𝑢𝑚
′ (𝑡) 

(𝑢′′𝑚(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)) + 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡), 𝑢𝑚

′ (𝑡)〉 + ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚

′ (𝑡))) + 〈|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)〉 = 0 

Observación 2.9.1 

i)  (𝑢′′𝑚(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)) =

1

2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|𝐿2(Ω)

2                                                                                            (2.9.4. a) 

ii)  〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)〉 =

1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
                                                                                         (2.9.4.b) 

iii)  ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚

′ (𝑡))) = ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
                                                                                                (2.9.4. 𝑐) 

iv) 〈|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌𝑢𝑚(𝑡), 𝑢𝑚
′ (𝑡)〉 =

1

𝜌 + 2

𝑑

𝑑𝑡
||𝑣𝑚(𝑡)𝑢𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
                      (2.9.4.d) 

Usando 2.9.4.a , 2.9.4.b, 2.9.4.c, 2.9.4.d,  tendremos que 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑢𝑚
′ (𝑡)|2

𝐿2(Ω)
+
1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)||

𝑝

0
+ ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+

1

𝜌 + 2

𝑑

𝑑𝑡
||𝑣𝑚(𝑡)𝑢𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
= 0 

Análogamente de la ecuación aproximada 2.5.2, hacemos  𝑤 = 𝑣𝑚
′ (𝑡) obteniendo 
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1

2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑣𝑚
′ (𝑡)|2

𝐿2(Ω)
+
1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
||𝑣𝑚(𝑡)||

𝑝

0
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
+

1

𝜌 + 2

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
= 0 

Sumando ambas ecuaciones 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
[ |𝑢𝑚

′ (𝑡)|2
𝐿2(Ω)

+ |𝑣𝑚
′ (𝑡)|2

𝐿2(Ω)]+
1

𝑝

𝑑

𝑑𝑡
[||𝑢𝑚(𝑡)||

𝑝

0
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||

𝑝

0
] + [ ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+

+||𝑣𝑚
′ (𝑡)||

2
] + 

2

𝜌+2

𝑑

𝑑𝑡
||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
= 0 

Agrupando convenientemente 

𝑑

𝑑𝑡
{ 
1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡)|2
𝐿2(Ω)

+ |𝑣𝑚
′ (𝑡)|2

𝐿2(Ω)
] +

1

𝑝
[||𝑢𝑚(𝑡)||

𝑝

0
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||

𝑝

0
] +

2

𝜌+2
||𝑣𝑚(𝑡)𝑢𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
}+ 

+[  ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
] = 0   

Finalmente 

𝑑

𝑑𝑡
[𝐸𝑚(𝑡)] + ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
= 0 

Finalizando así nuestra demostración.∎. 

Observación 2.9.2 

Como consecuencia directa del lema 2.9.1 se obtiene que: 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑚(𝑡) < 0, además  𝐸𝑚(𝑡) ≤ 𝐸𝑚(0) , ∀ 𝑡 ≥ 0,  i.e. 𝐸𝑚 esta acotada y es 

decreciente. 

Probaremos que, ∃ 𝑴 > 𝟎 y 𝜶 > 𝟎 tal que 

𝐒𝐮𝐩
𝒔∈[𝒕;𝒕+𝟏]

𝑬(𝒔)𝜶+𝟏 ≤ 𝑴{𝑬(𝒕) − 𝑬(𝒕 + 𝟏)} , ∀ 𝒕 ≥ 𝟎 
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Luego el Teorema 2.19 (Nakao),  nos permitirá obtener 𝑀1 > 0 tal que 

𝐸(𝑡) ≤ 𝑀1𝑡
−
1
∝ , ∀𝑡 ∶ grande 

Observación 2.9.3 

Integrando ( 2.9.3)  respecto de t de “t” a “t+1”  , donde 𝑡 ∈ 𝑅, fijo y arbitario. 

𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1) = ∫ (||𝑢𝑚
′ (𝑠)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑠)||
2
) 𝑑𝑠

𝑡+1

𝑡

 

Teniendo presente la inmersión 𝐻0
1(Ω)  ↪ 𝐿2(Ω) 

Nota: Por simplicidad y para no sobrecargar de notaciones, la letra C 

representara una constante que no necesariamente tiene el mismo valor en  todos 

los casos. 

𝐶[𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)] ≥ ∫ [ |𝑢𝑚
′ (𝑠)|2 + |𝑣𝑚

′ (𝑠)|2 ]𝑑𝑠

𝑡+1

𝑡

 

Defininos: 

        𝐵𝑚
2 (𝑡) =  𝐶[𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)]                                                                                (2.9.5) 

De ahí tendremos 

𝐵𝑚
2 (𝑡) ≥ ∫ [  |𝑢𝑚

′ (𝑠)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑠)|2  ]𝑑𝑠

𝑡+1

𝑡

 

Particionando el intervalo [𝑡, 𝑡 + 1] en cuatro partes iguales y trabajando en los 

extremos. 
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Extremo izquierdo [𝑡; 𝑡 +
1

4
] 

𝐵𝑚
2 (𝑡) ≥ ∫ [  |𝑢𝑚

′ (𝑠)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑠)|2  ]𝑑𝑠 ≥ ∫ [  |𝑢𝑚

′ (𝑠)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑠)|2]𝑑𝑠

𝑡+
1
4

𝑡

𝑡+1

𝑡

 

𝐵𝑚
2 (𝑡) ≥ ∫ [ |𝑢𝑚

′ (𝑠)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑠)|2 ]𝑑𝑠

𝑡+
1
4

𝑡

 

Por el Teorema 2.2 (Teorema de valor medio para integrales) 

  ∃ 𝑡1 ∈ [𝑡, 𝑡 +
1

4
] tal que  𝐵𝑚

2 (𝑡) ≥
1

4
( |𝑢𝑚

′ (𝑡1)|
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡1)|
2) 

Como consecuencia directa tenemos 

|𝑢𝑚
′ (𝑡1)| ≤ 2𝐵𝑚(𝑡)                                                                                                 (2.9.6.a) 

|𝑣𝑚
′ (𝑡1)| ≤ 2𝐵𝑚(𝑡)                                                                                                 (2.9.6.b) 

Extremo derecho [𝑡 +
3

4
, 𝑡 + 1] 

Procedemos de manera análoga y usando el Teorema 2.2 como en el caso anterior, 

resulta que:          ∃ 𝑡2 ∈ [𝑡 +
3

4
, 𝑡 + 1] tal que 

|𝑢𝑚
′ (𝑡2)| ≤ 2𝐵𝑚(𝑡)                                                                                                 (2.9.7.a) 

|𝑣𝑚
′ (𝑡2)| ≤ 2𝐵𝑚(𝑡)                                                                                                  (2.9.7.b) 

En el problema aproximado 2.5.1, hacemos 𝑤 = 𝑢𝑚(𝑡) ,  además de usar las 

siguientes identidades. 



 

128 

 

i) (𝑢′′(𝑡) , 𝑢(𝑡) ) =
𝑑

𝑑𝑡
( 𝑢′(𝑡), 𝑢(𝑡) ) − | 𝑢′(𝑡) |𝐿2(Ω)

2                                         (2.9.8.a) 

ii) 〈 ∆𝑝𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) 〉 =  ||𝑢(𝑡)||0
𝑝
                                                                                (2.9.8.b) 

iii) 〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) 〉 = ||𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)||
𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
                                  (2.9.8.c)  

Resultando que 

||𝑢𝑚(𝑡)||0
𝑝
+ ||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
= −

𝑑

𝑑𝑡
[ ( 𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡) ) ] + |𝑢𝑚
′ (𝑡)|2 − ((𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))) 

Análogamente, hacemos  𝑤 = 𝑣𝑚(𝑡) en el problema aproximado 2.5.2 

||𝑣𝑚(𝑡)||0
𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)𝑢𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
= −

𝑑

𝑑𝑡
[ ( 𝑣𝑚

′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡) )] + |𝑣𝑚
′ (𝑡)|2 − ((𝑣𝑚

′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡))) 

Sumando ambas ecuaciones  

||𝑢𝑚(𝑡)||0
𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
+ 2||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
  

= −
𝑑

𝑑𝑡
[ ( 𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡) ) + ( 𝑣𝑚
′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡) )] + |𝑢𝑚

′ (𝑡)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑡)|2 − ((𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))) + 

−((𝑣𝑚
′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡)))                                                                                                           (2.9.9) 

Integrando respecto de “t” de 𝑡1 a 𝑡2   (2.9.9) 

 ∫ [ ||𝑢𝑚(𝑡)||0
𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
 ] 𝑑𝑡 + 2 ∫||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

 

= − ∫
𝑑

𝑑𝑡
[ (𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡) ) + (𝑣𝑚
′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡) ) ]𝑑𝑡 + ∫[  |𝑢𝑚

′ (𝑡)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑡)|2 ]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+

𝑡2

𝑡1

 

− ∫ [((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))) + ((𝑣𝑚

′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡) )) ] 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

                                                           (2.9.10) 
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Definimos: 

𝐼 ≔  − ∫
𝑑

𝑑𝑡
[ (𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡) ) + (𝑣𝑚
′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡) ) ]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ ∫[  |𝑢𝑚
′ (𝑡)|2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|2 ]𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

 

− ∫ [ ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))) + ((𝑣𝑚

′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡) )) ] 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

                                                  (2.9.11) 

Ahora estimaremos I .   

Estimando el Primer sumando de 2.9.11 

Observe que podemos obtener la siguiente estimativa 

− ∫
𝑑

𝑑𝑡
[(𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))]𝑑𝑡 ≤ |∫
𝑑

𝑑𝑡
[(𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

|       

𝑡2

𝑡1

 

= |(𝑢𝑚
′ (𝑡2), 𝑢𝑚(𝑡2)) − (𝑢𝑚

′ (𝑡1), 𝑢𝑚(𝑡1))| 

≤ |(𝑢𝑚
′ (𝑡2), 𝑢𝑚(𝑡2) )| + | (𝑢𝑚

′ (𝑡1), 𝑢𝑚(𝑡1) )| 

≤ |𝑢𝑚
′ (𝑡2)| |𝑢𝑚(𝑡2)| + |𝑢𝑚

′ (𝑡1)|  |𝑢𝑚(𝑡1)| 

≤ 2𝐵𝑚(𝑡)[  |𝑢𝑚(𝑡2)| + |𝑢𝑚(𝑡1)|  ] 

Notar que esto último como consecuencia directa de (2.9.7.a) y (2.9.6.a) 

Además usando la inmersión 𝑤0
1,𝑝(Ω) ↪  𝐿2(Ω) obtendremos 

− ∫
𝑑

𝑑𝑡
[(𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))]𝑑𝑡 ≤ 2𝐶𝐵𝑚(𝑡) [||𝑢𝑚(𝑡1)||0 + |
|𝑢𝑚(𝑡2)||0]  

𝑡2

𝑡1

         (2.9.12) 

C: constante de la inmersión 
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Análogamente mostramos que  

− ∫
𝑑

𝑑𝑡
[(𝑣𝑚

′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡))]𝑑𝑡 ≤ 2𝐵𝑚(𝑡)[|𝑣𝑚(𝑡1)| + |𝑣𝑚(𝑡2)|]

𝑡2

𝑡1

 

≤ 2𝐶𝐵𝑚(𝑡) [||𝑣𝑚(𝑡1)||0 + |
|𝑣𝑚(𝑡2)||0]               (2.9.13) 

Lema 2.9.2 

{𝑝𝐸𝑚(𝑡𝑖)}
1
𝑝⁄ ≥ ||𝑢𝑚(𝑡𝑖)||0     ,   para   𝑖 = 1,2 

Demostración: 

Por definición de energía: 

𝐸𝑚(𝑡𝑖) =
1

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡𝑖)|
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡𝑖)|
2] +

1

𝑝
[||𝑢𝑚(𝑡𝑖)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡𝑖)||0

𝑝
] + 

+
2

𝜌 + 2
[||𝑢𝑚(𝑡𝑖)𝑣𝑚(𝑡𝑖)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
] 

Multiplicando por "𝒑" en ambos lados de la ecuación anterior 

𝑝𝐸𝑚(𝑡𝑖) =
𝑝

2
[|𝑢𝑚

′ (𝑡𝑖)|
2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡𝑖)|
2] + ||𝑢𝑚(𝑡𝑖)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡𝑖)||0

𝑝
 

+
2𝑝

𝜌 + 2
[||𝑢𝑚(𝑡𝑖)𝑣𝑚(𝑡𝑖)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
] ≥ ||𝑢𝑚(𝑡𝑖)||0

𝑝
 

De ahí 

𝑝𝐸𝑚(𝑡𝑖) ≥ ||𝑢𝑚(𝑡𝑖)||0
𝑝
 , entonces   {𝑝𝐸𝑚(𝑡𝑖)}

1
𝑝⁄ ≥ ||𝑢𝑚(𝑡𝑖)||0 , 𝑖 = 1,2        (2.9.14) 

Análogamente 
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𝑝𝐸𝑚(𝑡𝑖) ≥ ||𝑣𝑚(𝑡𝑖)||0
𝑝
≥ 0  ;  𝑖 = 1,2 

Operando convenientemente, resulta 

{𝑝𝐸𝑚(𝑡𝑖)}
1
𝑝⁄ ≥ ||𝑣𝑚(𝑡𝑖)||0 , 𝑖 = 1,2                                                                        (2.9.15) 

Finalizando nuestra demostración del Lema ∎. 

De (2.9.14) 

||𝑢𝑚(𝑡1)||0 ≤
{𝑝𝐸𝑚(𝑡1)}

1
𝑝⁄  

||𝑢𝑚(𝑡2)||0 ≤
{𝑝𝐸𝑚(𝑡2)}

1
𝑝⁄  

De ahí 

||𝑢𝑚(𝑡1)||0 + |
|𝑢𝑚(𝑡2)||0 ≤

{𝑝𝐸𝑚(𝑡1)}
1
𝑝⁄ + {𝑝𝐸𝑚(𝑡2)}

1
𝑝⁄                               (2.9.16) 

De (2.9.16) en (2.9.12) 

− ∫
𝑑

𝑑𝑡
(𝑢𝑚

′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

≤ 2𝐶𝐵𝑚(𝑡) [{𝑝𝐸𝑚(𝑡1)}
1
𝑝⁄ + {𝑝𝐸𝑚(𝑡2)}

1
𝑝⁄ ] 

= 2𝐶𝑝
1
𝑝⁄ 𝐵𝑚(𝑡) [𝐸𝑚(𝑡1)

1
𝑝⁄ + 𝐸𝑚(𝑡2)

1
𝑝⁄ ]           (2.9.17)    

Análogamente tendremos 

− ∫
𝑑

𝑑𝑡
(𝑣𝑚

′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡))𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

≤ 2𝐶𝑝
1
𝑝⁄ 𝐵𝑚(𝑡) [(𝐸𝑚(𝑡1))

1
𝑝⁄ + (𝐸𝑚(𝑡2))

1
𝑝⁄ ]     (2.9.18) 
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Estimando el Tercer sumando de 2.9.11 

Usando propiedades de integrales y la desigualdad de Schwartz, obtendremos 

− ∫ ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))) 𝑑𝑡 ≤

𝑡2

𝑡1

|∫ ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))) 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

| ≤ ∫ | ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡)))| 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 

≤ ∫||𝑢𝑚
′ (𝑡)|| ||𝑢𝑚(𝑡)||𝑑𝑡    (2.9.19)

𝑡2

𝑡1

 

         De la inmersión continua 𝑤0
1,𝑝(Ω) ↪  𝐻0

1(Ω) 

||𝑢𝑚(𝑡)|| ≤ 𝐶||𝑢𝑚(𝑡)||0 

||𝑢𝑚
′ (𝑡)||||𝑢𝑚(𝑡)|| ≤ 𝐶||𝑢𝑚

′ (𝑡)||||𝑢𝑚(𝑡)||0                                                             (2.9.20) 

Considerando (2.9.20) en (2.9.19) 

− ∫ ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡)))

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝐶 ||𝑢𝑚
′ (𝑡)|| ||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 

Ahora usando la Prop. 2.17 (Young) en la desigualdad anterior 

− ∫ ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡)))𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

≤ ∫ [
(𝐶||𝑢𝑚

′ (𝑡)||)
𝑝′

𝑝′
+
||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝

𝑝
]

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 

=
𝐶𝑝

′

𝑝′
∫||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
𝑝′

𝑑𝑡 +
1

𝑝
∫||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 

Análogamente tendremos  
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− ∫ ((𝑣𝑚
′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡))) 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

≤ ∫ [
(𝐶||𝑣𝑚

′ (𝑡)||)
𝑝′

𝑝′
+
||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝

𝑝
]

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 

  =
𝐶𝑝

′

𝑝′
∫||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
𝑝′

𝑑𝑡 +
1

𝑝
∫||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 

De ahí, sumando resulta 

− ∫ [ ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑢𝑚(𝑡))) + ((𝑣𝑚

′ (𝑡), 𝑣𝑚(𝑡))) ]

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡  

≤
𝐶𝑝

′

𝑝′
∫||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
𝑝′

𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

1

𝑝
∫||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 +
𝐶𝑝

′

𝑝′
∫||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
𝑝′

𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+
1

𝑝
∫||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
𝑑𝑡  (2.9.21)

𝑡2

𝑡1

 

   Estimando el Segundo termino de 2.9.11 

∫[  |𝑢𝑚
′ (𝑡)|2 + |𝑣𝑚

′ (𝑡)|2  ]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

≤ ∫ [  |𝑢𝑚
′ (𝑠)|2 + |𝑣𝑚

′ (𝑠)|2  ]𝑑𝑠

𝑡+1

𝑡

≤ 𝐵𝑚
2 (𝑡)                           (2.9.22) 

Teniendo en cuenta (2.9.17), (2.9.18), (2.9.21) y (2.9.22) en  (2.9.11)     

I ≤   4 𝐶𝐵𝑚(𝑡) {𝐸𝑚(𝑡1)
1
𝑝⁄ + 𝐸𝑚(𝑡2)

1
𝑝⁄ } + 𝐵𝑚

2 (𝑡) +
𝐶𝑝

′

𝑝′
∫ [ ||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
𝑝′

+ ||𝑣𝑚
′ (𝑡)| |

𝑝′

] 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 
𝟏

𝒑
∫ (||𝒖𝒎(𝒕)||𝟎

𝒑
+ ||𝒗𝒎(𝒕)||𝟎

𝒑
)𝒅𝒕

𝒕𝟐

𝒕𝟏

 

Teniendo presente (2.9.10) 

I = ∫ [ ||𝒖𝒎(𝒕)||𝟎
𝒑
+ ||𝒗𝒎(𝒕)||𝟎

𝒑
 ] 𝒅𝒕 + 2 ∫||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

𝒕𝟐

𝒕𝟏
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Al agrupar convenientemente y luego multiplicar por 𝑝′ en ambos lados obtenemos 

∫ [||𝑢𝑚(𝑡)||0
𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
] 𝑑𝑡 + 2𝑝′ ∫||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

 

≤ 4𝐶𝐵𝑚(𝑡) {𝐸𝑚(𝑡1)
1
𝑝⁄ + 𝐸𝑚(𝑡2)

1
𝑝⁄ } + 𝑝′𝐵𝑚

2 (𝑡) + 𝐶𝑝
′
∫ {||𝒖𝒎

′ (𝒕)||
𝒑′

+ ||𝒗𝒎
′ (𝒕)||

𝒑′

}  𝒅𝒕  (𝟐. 𝟗. 𝟐𝟑)

𝒕𝟐

𝒕𝟏

 

Además 

∫||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

𝑝′

𝑑𝑡 ≤ 𝐶 (∫||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

)

𝑝′

2𝑡2

𝑡1

                                                                        (2.9.24. 𝑎) 

∫||𝑣𝑚
′ (𝑡)||

𝑝′

𝑑𝑡 ≤ 𝐶 (∫||𝑣𝑚
′ (𝑡)||

2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

)

𝑝′

2𝑡2

𝑡1

                                                                        (2.9.24. 𝑏) 

Por otro lado, Definamos:  

𝐽 ∶=  ∫ {||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

𝑝′

+ ||𝑣𝑚
′ (𝑡)||

𝑝′

}  𝑑𝑡  

𝑡2

𝑡1

 

Lema 2.9.3 

𝐽 ≤ 2 𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) 

Demostración: 

De 2.9.5 y de la observación 2.9.2 
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𝐵𝑚
2 (𝑡) = 𝐶[𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)] = 𝐶 ∫ (||𝑢𝑚

′ (𝑠)||
2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑠)||
2
) 𝑑𝑠

𝑡+1

𝑡

 

≥ 𝐶 ∫ (||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
) 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 

  = 𝐶 ∫||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
𝑑𝑡 + 𝐶 ∫||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

 

De la desigualdad anterior y de (2.9.24), tendremos 

𝐵𝑚
2 (𝑡) ≥ 𝐶 ∫||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
2
 𝑑𝑡 ≥ {∫||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
𝑝′

𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

}

2
𝑝′⁄𝑡2

𝑡1

≥ 0 

Elevando a la 
𝑝′

2
 en ambos lados en la desigualdad anterior 

𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) ≥ ∫||𝑢𝑚

′ (𝑡)||
𝑝′

𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

                                                                                        (2.9.25) 

Análogamente, obtenemos 

𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) ≥ ∫||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
𝑝′

𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

                                                                                         (2.9.26) 

De 2.9.25 y 2.9.26 tenemos  

𝐽 ≤ 2 𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) 

De esta forma tenemos demostrado el Lema ∎. 
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Ahora, teniendo presente el lema 2.9.3 en 2.9.23 

∫ [ ||𝑢𝑚(𝑡)||0
𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
] 𝑑𝑡 + 2𝑝′ ∫||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝐿𝜌+2(Ω)

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

 

≤ 𝐶 {𝐵𝑚(𝑡) [𝐸𝑚(𝑡1)
1
𝑝⁄ + 𝐸𝑚(𝑡2)

1
𝑝⁄ ] + 𝐵𝑚

2 (𝑡) + 2 𝐵𝑚
𝑝′(𝑡)}                                                       (2.9.27) 

 Integrando respecto a “t” de 𝑡1 a 𝑡2  en 2.9.2 

∫ 𝐸𝑚(𝑡)𝑑𝑡 =
1

2
∫[ |𝑢𝑚

′ (𝑡)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑡)|2]𝑑𝑡 +

1

𝑝
∫ [||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
] 𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

 

+
2

𝜌 + 2
∫||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝜌+2

𝜌+2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 

≤ 
1

2
∫[ |𝑢𝑚

′ (𝑡)|2 + |𝑣𝑚
′ (𝑡)|2]𝑑𝑡 + ∫ [||𝑢𝑚(𝑡)||0

𝑝
+ ||𝑣𝑚(𝑡)||0

𝑝
] 𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

 

+ 2 𝑝′ ∫||𝑢𝑚(𝑡)𝑣𝑚(𝑡)||𝜌+2
𝜌+2

𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

                                                         ( Ψ) 

Teniendo en cuenta  (2.9.22), (2.9.27) y usándolos en (Ψ), resulta 

∫ 𝐸𝑚(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

≤
1

2
 𝐵𝑚

2 (𝑡) + 𝐶 {𝐵𝑚(𝑡) [𝐸𝑚(𝑡1)
1
𝑝⁄ + 𝐸𝑚(𝑡2)

1
𝑝⁄ ] + 𝐵𝑚

2 (𝑡) + 2 𝐵𝑚
𝑝′(𝑡)}           (2.9.28) 

Buscando una estimativa para 𝐸𝑚(𝑠) , 𝑠 ∈ [𝑡, 𝑡 + 1] 
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Lema 2.9.4 

                                          𝐸𝑚(𝑡) ≤ 2 ∫ 𝐸𝑚(𝑡)

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 +
1

𝐶
𝐵𝑚
2 (𝑡)                                    (2.9.29) 

Demostración: 

Por el Teorema 2.2 (Teorema de valor medio para integrales), existe 𝑡3 ∈ (𝑡1; 𝑡2) 

∫ 𝐸𝑚(𝑡)𝑑𝑡 = (𝑡2 − 𝑡1)𝐸𝑚(𝑡3) ≥
1

2
𝐸𝑚(𝑡3)

𝑡2

𝑡1

                                                                (2.9.30) 

Integrando respecto a “t” de 𝑠 𝑎 𝑡3 en 2.9.3 

𝐸𝑚(𝑡3) − 𝐸𝑚(𝑠) = −∫ [ ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
] 𝑑𝑡

𝑡3

𝑠

 

Entonces 

𝐸𝑚(𝑡3) + ∫ [ ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
] 𝑑𝑡

𝑡3

𝑠

= 𝐸𝑚(𝑠)                                                  (2.9.31) 

De 2.9.31 y usando 2.9.30  

𝐸𝑚(𝑠) = 𝐸𝑚(𝑡3) + ∫ [ ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
] 𝑑𝑡

𝑡3

𝑠

 

≤ 2 ∫ 𝐸𝑚(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

∫ [ ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
] 𝑑𝑡

𝑡3

𝑠
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2 ∫ 𝐸𝑚(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

∫ [ ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
] 𝑑𝑡

𝑡3

𝑠

≤ 2 ∫ 𝐸𝑚(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

∫ [ ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
] 𝑑𝑡

𝑡+1

𝑡

 

= 2 ∫ 𝐸𝑚(𝑡)𝑑𝑡 +
1

𝐶
𝐵𝑚
2 (𝑡)

𝑡2

𝑡1

 

Terminando así la demostración del Lema.∎. 

Por otro lado de 2.9.29 y usando 2.9.28, se tendrá que: 

𝐸𝑚(𝑡) ≤ 2 ∫ 𝑬𝒎(𝒕)

𝒕𝟐

𝒕𝟏

𝒅𝒕 +
1

𝐶
𝐵𝑚
2 (𝑡) 

≤ 𝑩𝒎
𝟐 (𝒕) + 𝟐𝑪 {𝑩𝒎(𝒕) [𝑬𝒎(𝒕𝟏)

𝟏
𝒑⁄ + 𝑬𝒎(𝒕𝟐)

𝟏
𝒑⁄ ] + 𝑩𝒎

𝟐 (𝒕) + 𝟐 𝑩𝒎
𝒑′(𝒕)}+

1

𝐶
𝐵𝑚
2 (𝑡) 

De la observación 2.9.2 (𝐸𝑚 es una función decreciente), de ahí resulta que 

𝐸𝑚(𝑡) ≤ 𝐵𝑚
2 (𝑡) + 2𝐶 {𝐵𝑚(𝑡) (2)𝐸𝑚(𝑡)

1
𝑝⁄ + 𝐵𝑚

2 (𝑡) + 2𝐵𝑚
𝑝′(𝑡)} +

1

𝐶
𝐵𝑚
2 (𝑡) 

= 𝐵𝑚
2 (𝑡) {1 + 2𝐶 +

1

𝐶
} + 4𝐶𝐵𝑚(𝑡)𝐸𝑚

1
𝑝⁄ (𝑡) + 4𝐶𝐵𝑚

𝑝′(𝑡)                         (2.9.32) 

Usando la Prop. 2.17 (Young) en 2.9.32 

Para:      𝑎 = 4𝐶𝐵𝑚(𝑡)     y     𝑏 = 𝐸𝑚(𝑡)
1
𝑝⁄  

Resultando que 

𝐸𝑚(𝑠) ≤ 𝐵𝑚
2 (𝑡){1 + 2𝐶 + 1 𝐶⁄ } +

(4𝐶)𝑝
′

𝑝′
𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) +

1

𝑝
𝐸𝑚(𝑡) + 4𝐶𝐵𝑚

𝑝′
(𝑡) 

≤ 𝐵𝑚
2 (𝑡){1 + 2𝐶 + 1 𝐶⁄ } +

(4𝐶)𝑝
′

𝑝′
𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) +

1

𝑝
𝐸𝑚(𝑠) + 4𝐶𝐵𝑚

𝑝′
(𝑡) 

= 𝐵𝑚
2 (𝑡){1 + 2𝐶 + 1 𝐶⁄ } + 𝐵𝑚

𝑝′(𝑡) {
(4𝐶)𝑝

′

𝑝′
+ 4𝐶} +

1

𝑝
𝐸𝑚(𝑠) 
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Agrupando convenientemente 

1

𝑝′
𝐸𝑚(𝑠) ≤ 𝐵𝑚

2 (𝑡){1 + 2𝐶 + 1 𝐶⁄ } + 𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) {

(4𝐶)𝑝
′

𝑝′
+ 4𝐶} 

Tomando 𝐶1 = 𝑚á𝑥 {(1 + 2𝐶 +
1
𝐶⁄ )𝑝′ ;  (

(4𝐶)𝑝
′

𝑝′
+ 4𝐶)𝑝′} 

Resulta que: 

𝐸𝑚(𝑠) ≤ 𝐶1 [𝐵𝑚
2 (𝑡) + 𝐵𝑚

𝑝′(𝑡)] = 𝐶1𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) [𝑩𝒎

𝟐−𝒑′(𝒕) + 1]                             (2.9.33) 

Estimaremos 𝑩𝒎
𝟐−𝒑′(𝒕) 

De  2.9.5 y de la observación 2.9.3 

𝐵𝑚
2 (𝑡) = 𝐶[𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)] = 𝐶 ∫ [ ||𝑢𝑚

′ (𝑠)||
2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑠)||
2
 ]

𝑡+1

𝑡

𝑑𝑠 

                                                                  ≤ 𝐶 ∫ [ ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
 ]

𝑡+1

0

𝑑𝑡       (2.9.34) 

Ahora en 2.9.1, integramos respecto a 𝑠 de 0 𝑎 𝑡 + 1 

𝐸𝑚(𝑡 + 1) − 𝐸𝑚(0) = −∫ [  ||𝑢𝑚
′ (𝑠)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑠)||
2
 ]

𝑡+1

0

𝑑𝑠 

Entonces 

∫ [ ||𝑢𝑚
′ (𝑡)||

2
+ ||𝑣𝑚

′ (𝑡)||
2
 ] 𝑑𝑡 = 𝐸𝑚(0) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)

𝑡+1

0

≤ 𝐸𝑚(0)              (2.9.35) 

Usando 2.9.35 en  2.9.34 



 

140 

 

𝐵𝑚
2 (𝑡) ≤  𝐶 𝐸𝑚(0)     ↔      𝐵𝑚

2−𝑝′(𝑡) ≤ [𝐶2𝐸𝑚(0)]
2−𝑝′

2 = 𝐾1 

De ahí 

𝐵𝑚
2−𝑝′(𝑡) ≤ 𝐾1                                                                                                                   (2.9.36)  

Teniendo cuenta 2.9.36  en 2.9.33 

𝐸𝑚(𝑠) ≤ 𝐶1(𝐾1 + 1)𝐵𝑚
𝑝′(𝑡) = 𝐾2𝐵𝑚

𝑝′
(𝑡) ,    𝐾2 > 0                                                  (2.9.37) 

De 2.9.37 

𝐸𝑚
2 𝑝′⁄

(𝑠)    ≤ 𝐾3 𝐵𝑚
2 (𝑡) = 𝐾3𝐶{𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)} = 𝐾4[𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)]         

𝐾3, 𝐾4 > 0 

Entonces 

𝐸𝑚
(
2
𝑝′
−1)+1

(𝑠) ≤ 𝐾4[𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)] 

Tomando supremo 

Sup
𝑠∈[𝑡 ;𝑡+1]

𝐸𝑚

(
2

𝑝′
 −1)+1

(𝑠) ≤  𝐾4[𝐸𝑚(𝑡) − 𝐸𝑚(𝑡 + 1)] 

Considerando 

𝛼 =
2

𝑝′
− 1 > 0  y  M = 𝐾4 > 0 

En virtud del Teorema 2.19 (Nakao), existe 𝑀1 > 0 tal que 

𝐸𝑚(𝑡) ≤ 𝑀1. 𝑡
−1 𝛼 ⁄ ,    ∀t : grande 
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u(0,t) 

Tomando límite inferior (𝑚 → ∞) en ambos lados de la desigualdad de arriba, 

resulta finalmente que: 

𝐸(𝑡) ≤ 𝑀1. 𝑡
−1 𝛼 ⁄ ,    ∀t : grande    ∎. 

2.10 Aplicaciones 

En esta sección presentamos algunas graficas implementadas por medio del 

software (WOLFRAM MATHEMATICA 11).  

Primer Modelo: Fue propuesto por Segal (2000). El cual describe el movimiento 

de los mesones (Partículas formadas por la colisión de un Protón y un neutrón) en 

un campo electromagnético. Esto, para dimensiones superiores a 3, es decir 

 (𝑛 > 3) 

{
 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− ∆𝑢 + 𝛼2𝑢 + 𝑔2𝑣2𝑢 = 0

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− ∆𝑣 + 𝛽2𝑣 + ℎ2𝑢2𝑣 = 0

 

Siendo 𝑢 𝑦 𝑣 campos escalares de masas ∝ 𝑦 𝛽 con 𝑔 𝑦 ℎ constantes de integración. 

Se considero Ω = ]−3; 3[  y el intervalo de tiempo [0;  5.5] 

Figura 2.1 

Modelo de Segal 

 

Fuente: Elaboración Propia 

1 2 3 4 5

0.002

0.001

0.001

0.002

0.003

0.004

t 
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Figura 2.2 

Modelo de Segal Tridimensional 

 
                                                                Fuente: Elaboración Propia 

Segundo Modelo: Propuesto por Medeiros (1987). Busca generalizar la ecuación 

dada por Segal. De hecho logra demostrar existencia y unicidad de soluciones 

considero débiles para cualquier dimensión (𝑛 ≥ 1) y unicidad para 𝑛 = 1, 2 

{
 

  
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− ∆𝑢 + 𝑢 − |𝑣|𝜌+2|𝑢|𝜌𝑢 = 𝑓1

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− ∆𝑣 + 𝑣 − |𝑢|𝜌+2|𝑣|𝜌𝑣 = 𝑓2

 

Se Ω = ]−3; 3[  y el intervalo de tiempo [0;5.5] 

Caso 1: Considerando  𝑓1 = 𝑓2 = 0 , 𝑛 = 1, 𝜌 = 0          

Figura 2.3 

Modelo de Medeiros 

Caso 1 

 

Fuente: Elaboración Propia 

 

 

1 2 3 4 5

0.002

0.001

0.001

0.002

0.003

u(0,t) 

t 
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Figura 2.4 

Modelo de Medeiros Tridimensional 

                                                                                         Caso 1 

 

 
Fuente: Elaboración Propia 

 

Caso 2: Considerando   𝑓1 = 𝑆𝑒𝑛(𝑥)  ,   𝑓2 = 𝐶𝑜𝑠(𝑥
2)  ,    𝑛 = 1     ,    𝜌 = 0         

Figura 2.5  

Modelo de Medeiros Tridimensional 

                                                                                                Caso 2 

 

 

Fuente: Elaboración Propia 
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Caso 3: Considerando    𝑓1 = 𝑆𝑒𝑛(𝑥
8)    ,    𝑓2 = 𝐶𝑜𝑠(𝑥

2)  ,    𝑛 = 1     ,    𝜌 = 0         

Figura 2.6  

Modelo de Medeiros Tridimensional 

                                                                                                Caso 3 

 

 

Fuente: Elaboración Propia 
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Capítulo III 

Variables e Hipótesis 

 

3.1 Variables de la investigación 

Las variables de la investigación son las series:    
1

m

im

i

m iu t k t w


  y  

   
1

m

im

i

m itv l t w


  

3.2 Operacionalización de variables 

Para la demostración del Teorema 4.1 (Existencia de Soluciones débiles), se usó  

El Método de Faedo – Galerkin, Limaco (2016) señala que “Se trata de un método 

ideado para solucionar problemas de evolución desarrollado por Sandro-Faedo. El 

cual consiste en proyectar el problema original a subespacios de dimensión finita” 

En nuestro caso, los subespacios de dimensión finita son los  𝑉𝑚. 

Ahora, como  𝐻0
𝑠(Ω) ↪ 𝐿2(Ω), con inmersión continua, densa y compacta 

De ahí, existe una base hilbertiana {𝑤𝑖}𝑖∈𝑁 de 𝐻0
𝑠(Ω) tal que 

1. 1,iw  i  , ( , ) 0i jw w  ,   i,  j ;  tal que i j    

2. El subespacio generado por el conjunto   1,..., mw w    m N  es denso en 

𝐻0
𝑆(Ω).   

Consideremos  1 2, 3, , ,m mw wV L w w  el subespacio generado por los primeros 

“m” vectores de la base  
iiw


 , queremos determinar las funciones: 
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   

   

1

1

 V

m

m im

m

m im

i m

i

i m

i

V

v

u t k t w

t l t w





 

 




      

tal que: 

(𝑢′′𝑚(𝑡), 𝑤) + 〈∆𝑝𝑢𝑚(𝑡),𝑤〉 + ((𝑢𝑚
′ (𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑣𝑚(𝑡)|

𝜌+2|𝑢𝑚(𝑡)|
𝜌𝑢𝑚(𝑡),𝑤〉 = (𝑓1 (𝑡), 𝑤) 

∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚 

(𝑣′′𝑚(𝑡),𝑤) + 〈∆𝑝𝑣𝑚(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑣𝑚
′ (𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑢𝑚(𝑡)|

𝜌+2|𝑣𝑚(𝑡)|
𝜌𝑣𝑚(𝑡),𝑤〉 = (𝑓2(𝑡),𝑤) 

   ∀𝑤 ∈ 𝑉𝑚                                                            (3.1) 

𝑢𝑚(0) = 𝑢0𝑚 → 𝑢0 𝑒𝑛 𝑤0
1,𝑝(Ω) 

𝑢𝑚
′ (0) = 𝑢1𝑚 → 𝑢1 𝑒𝑛 𝐿

2(Ω) 

𝑣𝑚(0) = 𝑣0𝑚 → 𝑣0 𝑒𝑛 𝑤0
1,𝑝(Ω) 

𝑣𝑚
′ (0) = 𝑣1𝑚 → 𝑣1 𝑒𝑛 𝐿

2(Ω) 

Haciendo 𝑤 = 𝑤𝑖, para 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 , se buscara demostrar que el problema 

aproximado (3.1) se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Esto forma parte de la primera etapa del método de Faedo-Galerkin. 

3.3 Hipótesis general 

HG: Es posible demostrar de manera detallada la existencia de soluciones débiles del 

problema de evolución no lineal del tipo p –Laplaciano, dado en (1).  

3.4  Hipótesis específicas  

HE1: Las propiedades del operador p-Laplaciano son importantes en el desarrollo de 

la demostración de existencia de soluciones débiles del problema de evolución 

no lineal del tipo p Laplaciano (1). 
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HE2: Es posible Realizar una demostración detallada del comportamiento 

asintótico de la energía asociada al problema de evolución no lineal del tipo 

p-Laplaciano dado en (1). 
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Capítulo IV 

Metodología 

4.1 Tipo de Investigación 

Según su finalidad, Hernández (1998) las clasifica en: investigación básica o 

teórica. Se caracteriza porque parte de un marco teórico y permanece en él. Su 

finalidad radica en incrementar los conocimientos científicos pero sin contrastarlos 

con ningún aspecto práctico. (p.91) 

Investigación aplicada. Se caracteriza porque busca la aplicación o utilización de 

los conocimientos que se adquieren. La investigación aplicada se encuentra 

estrechamente vinculada con la investigación básica, pues depende de los resultados 

y avances de esta última. (p.92). 

La presente investigación es de tipo Mixta, pues involucró tanto la parte teórica 

como la aplicada. Debido a que se dio una demostración detallada de la existencia 

de soluciones débiles asociadas al problema de evolución no lineal del tipo p-

Laplaciano (1) y además se realizaron algunas simulaciones con el software 

Mathematica 11. 

4.2 Diseño de la investigación 

Hernández (1998) lo define como, “El plan que se desarrolla para obtener la 

información que se requiere en una investigación”. (p.183). En cuanto al diseño 

de investigación nuestro trabajo se enmarca en un diseño no experimental.  
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4.3 Población y muestra. 

Por la naturaleza de este trabajo de tesis no corresponde determinar población y 

muestra. 

4.4 Técnicas e instrumentos de recolección de datos. 

Nuestra principal técnica de recolección de datos fue la observación. 

Hernández (1998) señala que, “De acuerdo con los medios utilizados y con el grado 

de participación del observador, la observación se puede clasificar en observación 

directa, indirecta, participante, etc.”. (p.163). 

El presente trabajo de tesis hizo uso de la Observación indirecta, pues, entramos 

en conocimiento del hecho o fenómeno de estudio a través de las observaciones 

realizadas anteriormente por otras personas, en nuestro caso a partir de las 

investigaciones contenidas en libros y artículos científicos  de la especialidad. En 

particular en [6]. 

4.5 Plan de análisis estadísticos de datos 

La presente investigación no requiere plan de análisis estadísticos de datos. 
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Capítulo V 

Resultados 

                              El objetivo principal de esta tesis fue el de realizar una exposición detalla del 

artículo presentado en forma resumida por Castro [6]. El cual tiene por objetivo, 

demostrar la existencia de soluciones débiles del siguiente PVIF en el cual está 

presente el operador  p –Laplaciano. 

2'' '

1

2'' '

2

0 0

' '

1 1

(2.4.1)    (0) , (0)

(0) , (0)

0,     (0, )

p

p

u u u v u u f

v v v u v v f

u u v v

u u v v

u v en x T

 

 





     

     

  


 
     

 

Con todas las especificaciones técnicas presentadas en la Pág. [49] 

La presente investigación se enfocó en dar una demostración detallada del 

siguiente resultado el cuál es enunciado en la Pág. [53] 

Teorema 2.4.1  (Existencia de Soluciones Débiles) 

Asumiendo  𝑢0 𝑣0 ∈ 𝑤0
1,𝑝(Ω) y 𝑢1 𝑣1  ∈ 𝐿

2(Ω), con  𝑓1 , 𝑓2 ∈ 𝐿
2(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)), 

entonces el problema (2.4.1) admite Soluciones Débiles. Es decir, tenemos que 

garantizar que:  

Dado 𝑇 > 0 , Existen un par de funciones 𝑢, 𝑣 ∶ 𝑄 → 𝑅 satisfaciendo: 

    𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿∞ (0, 𝑇, 𝑤0
1,𝑝(Ω))                                                                (2.5.1) 

𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2 (0, 𝑇, 𝐻0
1(Ω))                                              (2.5.2) 
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Igualdades en el sentido de las distribuciones 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢′(𝑡), 𝑤) + 〈∆𝑝𝑢(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑢

′(𝑡), 𝑤)) + 〈|𝑣(𝑡)|𝜌+2|𝑢(𝑡)|𝜌𝑢(𝑡), 𝑤〉 = (𝑓1, 𝑤), 

                      ∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝
(Ω), en el sentido de 𝐷′(0, 𝑇)                           (2.5.3) 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑣′(𝑡),𝑤) + 〈∆𝑝𝑣(𝑡), 𝑤〉 + ((𝑣

′(𝑡),𝑤)) + 〈|𝑢(𝑡)|𝜌+2|𝑣(𝑡)|𝜌𝑣(𝑡), 𝑤〉 = (𝑓2, 𝑤), 

                     ∀ 𝑤 ∈ 𝑤0
1,𝑝
(Ω), en el sentido de 𝐷′(0, 𝑇)                             (2.5.4) 

Además de condiciones iniciales 

𝑢(0) = 𝑢0            ,          𝑣(0) = 𝑣0                                                                                (2.5.5) 

𝑢′(0) = 𝑢1            ,          𝑣
′(0) = 𝑣1                                                                               (2.5.6) 

Demostración: 

El método usado fue el  de Faedo-Galerkin, el cual consta de 4 etapas: 

Etapa 1: Solución local 

Etapa 2: Estimativas a priori 

Etapa 3: Pasaje al límite 

Etapa 4: Condiciones iniciales 

Por la Etapa 3: Pasaje al límite, garantizamos la existencia de las funciones 

 𝑢, 𝑣 ∶ 𝑄 → 𝑅 , además de 2.7.1 - 2.7.2.  Pág. [95], resulta (2.5.1). 

Asimismo de 2.7.3, 2.7.5 y 2.7.4, 2.7.6. Pág. [95], se obtiene (2.5.2). 

Por otro lado, nuevamente por el Pasaje al límite 2.7.80 - 2.7.81. Pág. [117] se  

garantiza las igualdades en el sentido de las distribuciones (2.5.3) y (2.5.4). 
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Finalmente las condiciones iniciales (2.5.5) y (2.5.6) se obtienen de la Etapa 4  

Págs. [117-123] 

Demostrando así el Teorema  2.4.1      ∎. 
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Capítulo VI 

Discusión de resultados 

6.1 Contrastación de hipótesis con los resultados 

En relación a la Hipótesis General 

Es posible demostrar de manera detallada la existencia de soluciones débiles del 

problema de evolución no lineal del tipo p –Laplaciano, dado en (2.4.1).  

Efectivamente, se logró demostrar de manera detallada la existencia de soluciones 

débiles del problema de evolución no lineal del tipo p –Laplaciano, dado en (2.4.1). 

Para lograr ello, se hizo una revisión de la bibliografía pertinente presente tanto en 

libros como en resúmenes de seminarios en la rama de las ecuaciones en derivadas 

parciales. Teniendo como resultado final una presentación didáctica del Teorema 

2.4.1 (Existencia de Soluciones Débiles). 

En relación a la Hipótesis Especifica 1 

Efectivamente, las propiedades del operador p-Laplaciano resultaron importantes 

en el desarrollo de la demostración de existencia de soluciones débiles del problema 

de evolución no lineal del tipo p Laplaciano (2.4.1). Se hizo frecuente el uso de su 

Hemicontinuidad, monotonía, acotación y coercividad. Esto se dio en cada etapa 

del método pudiendo mencionar algunos momentos claves como los dados en las 

Págs. 104 y 116.  
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En relación a la Hipótesis Especifica 2 

Efectivamente, se logró realizar una demostración detallada del comportamiento 

asintótico de la energía asociada al problema de evolución no lineal del tipo p-

Laplaciano dado en (2.4.1). Para ello se hizo uso del Teorema de Nakao siguiendo 

las líneas de generales de [6] y [14]. 

6.2 Contrastación de resultados con otros estudios similares 

En el caso de la investigación realizada por Tsutsumi (1971), este estudia la 

existencia de soluciones débiles para una ecuación de onda usando el Método de 

Faedo Galerkin. Para ello, se hizo uso del Teorema del punto fijo junto con 

argumentos de compacidad, estos garantizan la existencia local de soluciones. Por 

el contrario, en la presente demostración detallada se prescinde de estos 

argumentos al usar directamente el Teorema de Caratheodory para garantizar la 

primera Etapa del método (Existencia local de soluciones).  

En el caso de la investigación realizada por  Medeiros (1987), esté estudia el 

comportamiento asintótico de la energía asociada a una ecuación de onda. Para tal 

objetivo hace uso del Método de la Energía. Por el contrario, en la presente 

demostración detallada del comportamiento asintótico de la energía asociada al 

problema de evolución no lineal del tipo p-Laplaciano dado en la Pág. [49], se 

trabajó con el Metodo de Nakao, el cual además de darnos el decaimiento de la 

energía nos brinda la tasa con la que se da este proceso. 
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Capítulo VII 

Conclusiones 

 

1. Se expuso de manera detallada la demostración de “existencia de soluciones débiles 

para el problema de evolución no lineal del tipo p-Laplaciano dado en (2.4.1)”. Se usó 

el método de Faedo-Galerkin, el cual consta de las 4 etapas ya mencionadas. 

2.    Las propiedades del operador p-Laplaciano resultaron esenciales para la lograr el 

resultado de existencia de soluciones débiles. Se hizo frecuente el uso de su 

Hemicontinuidad, Monotonía, Acotación y Coercividad. Esto se dio en cada etapa 

del método.  

3.    Se desarrolló una demostración detallada del comportamiento asintótico de la 

energía asociada al problema de evolución no lineal del tipo p-Laplaciano dado en 

(2.4.1).” 
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Capítulo VIII 

Recomendaciones 

 

1. Se espera que el presente trabajo pueda ser complementado y perfeccionado con otros 

trabajos de investigación en la línea de análisis funcional. 

2. Estudiar el presente problema de evolución no lineal de tipo p-Laplaciano 

modificando algunos términos y trabajando con operadores más generales. 

3. El principal objetivo de esta tesis fue dar una exposición detallada de lo demostrado 

en forma resumida por Castro en [6]. Por ello, se recomienda la lectura de dicho 

artículo junto con los artículos dados en [3], [19], [25] y [33].  

4. Implementar animaciones haciendo uso de otros programas distintos al Mathematica 

11, pudiendo ser uno de estos el Matlab. 
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Anexos: 

   Apéndice A: 

Matriz de Consistencia 

   TÍTULO: EXISTENCIA DE SOLUCIONES DÉBILES PARA UN PROBLEMA DE EVOLUCIÓN NO LINEAL DEL TIPO P-LAPLACIANO 

PROBLEMA GENERAL OBJETIVO GENERAL HIPOTESIS GENERAL VARIABLES/ 

DIMENSIONES 

METODOLOGIA POBLACIÓN 

PG: ¿Será posible realizar una 

demostración detallada de la 

existencia de soluciones débiles 

del problema de evolución no 

lineal del tipo p Laplaciano, 

dado en (1)? 

OG: Dar una demostración 

detallada de la existencia de 

soluciones débiles del 

problema de evolución no 

lineal del tipo p   –

Laplaciano, dado en (1).  

 

HG: Es posible demostrar de manera 

detallada la existencia de soluciones 

débiles del problema de evolución no 

lineal del tipo p –Laplaciano, dado en 

(1).  

 

HIPÓTESIS ESPECIFICAS 

HE1: Las propiedades del operador p-

Laplaciano son importantes en el 

desarrollo de la demostración de 

existencia de soluciones débiles del 

problema de evolución no lineal del 

tipo p Laplaciano (1). 

HE2: Es posible Realizar una 

demostración detallada del 

comportamiento asintótico de la 

energía asociada al problema de 

evolución no lineal del tipo p-

Laplaciano dado en (1) 

 

 
Las variables de la 

investigación son las 

series: 

   
1

m

im

i

m iu t k t w


             

y  

   
1

m

im

i

m itv l t w


  

que pertenecen a sub 

espacios de dimensión 

finita  𝑉𝑚 ⊂ 𝐻0
𝑠(Ω). 

Donde los 𝑤𝑖 son vectores 

de la base hilbertiana de 

𝐻0
𝑠(Ω). Pues, 𝐻0

𝑠(Ω)  y 

𝐿2(Ω) son espacios con 

una inmersión continua, 

densa y compacta 

 𝐻0
𝑠(Ω) ↪𝐿2(Ω)   

 

Tipo de investigación 

La presente 

investigación es de 

tipo Mixta, pues 

involucra tanto la 

parte teórica como la 

aplicada 

Método: 
inductivo-deductivo  

Diseño: 

En cuanto al diseño 

de investigación 

nuestro trabajo se 

enmarca en un diseño 

no experimental. 

 

Por la 

naturaleza de 

este trabajo de 

tesis no 

corresponde 

determinar 

población y 

muestra.   

 

PROBLEMAS ESPECIFICOS 

PE1: ¿Serán de utilidad las 

propiedades del operador p-

Laplaciano en el desarrollo de 

la demostración de existencia 

de soluciones débiles del 

problema de evolución no 

lineal del tipo p Laplaciano, 

dado en  (1)? 

PE2: ¿Será viable realizar una 

demostración detallada del 

comportamiento asintótico de 

la energía asociada al 

problema de evolución no 

lineal del tipo p-Laplaciano, 

dado en (1). 

 

 

OBJETIVOS 

ESPECIFICOS 

OE1: Demostrar que las 

propiedades del operador p-

Laplaciano son importantes 

en el desarrollo de la 

demostración de existencia 

de soluciones débiles del 

problema de evolución no 

lineal del tipo p Laplaciano, 

dado en  (1)? 

OE2: Realizar una 

demostración detallada del 

comportamiento asintótico 

de la energía    asociada al 

problema de evolución no 

lineal del tipo p-

Laplaciano, dado en (1) 
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Apéndice B: 

Mapa conceptual del trabajo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Comportamiento Asintótico 

Resultado Principal 

Teorema 2.4.1 (Existencia 

de Soluciones débiles) 

 

Modelo 

Matemático 


