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RESUMEN

EL GRUPO K (A) ASOCIADO A UN C*-ALGEBRA

JOHN BRYAN MENACHO VILCA

MARZO - 2019
Asesor: Mg. Wilfredo Mendoza Quispe
Grado Obtenido: Licenciado en Matematica

La primera parte contiene algunos hechos acerca de C*-dlgebras, previamente a lo
cual se ha revisado muy brevemente, los conceptos de categorias y funtores; asi como
también la Teoria de Homotopia.

La K-Teoria de un C*-dlgebra es definida en términos de clases de equivalencia de sus
proyecciones y clases de equivalencia de sus elementos unitarios.

En la segunda parte estudiamos hechos necesarios acerca de las proyecciones y
elementos unitarios, poniendo énfasis sobre la relacién de equivalencia definida
homotdpicamente. Desarrollamos y estudiamos parte de la K-Teoria para C*-
dlgebras, asociando a cada C*-dlgebra A, un grupo abeliano denotado por K,(4); el
cual refleja propiedades importantes de A, la K-Teoria C*-algebraica tiene un
comportamiento funtorial de la categoria de C*-dlgebras a la categoria de grupos
abelianos es decir:

K, : Cat(C*) —— Cat( grupos abelianos)

Finalmente se hace algunos célculos de aplicacién del grupo K,(A).

Palabras Claves:

- C*-dlgebra
- Elgrupo K,
- El Funtor K,



ABSTRACT

THE GRUPO K,(A) ASSOCIATED TO A C*-ALGEBRA

JOHN BRYAN MENACHO VILCA
MARCH - 2019

Adviser: Mg. Wilfredo Mendoza Quispe

Title obtained : Licenciated in Mathematic

The first part contains some facts about C*-dlgebras, previously to which the concepts of
categories and functors have been reviewed very briefly; as well as the Homotopy Theory.

The K-Theory of a C*-dlgebra is defined in terms of equivalence classes of its projections
and equivalence classes of its unit elements.

In the second part, we study necessary facts about the projections and unitary elements,
emphasizing the homotopically defined equivalence relation. We develop and study part of the
K-Theory for C*-dlgebras, associating to each C*-dlgebra A, an abelian group denoted by
K, (A); which reflects important properties of A, the K-Theory C*-dlgebraic has a
functorial behavior of the category of C*-dlgebras to the category of abelian groups ie:

K, : Cat(C*) —— Cat( abelian groups)

Finally some application calculations of the group K,(A) are made.

Keywords:

- C*-dlgebras,
- Thegroup K,
- The Funtor K|



Capitulo 1

Planteamiento de la Investigacion

1.1. Identificacion del problema

En lo sucesivo escribiremos "A" para denotar a un C*-algebra, mientras que "K,"
representara un funtor que va de la categoria de C*-algebras a la categoria de
grupos abelianos.

La K-teoria contiene mucha informacién acerca de las C*-algebras. Es asi como se
puede comprender la estructura de un C*-algebra conociendo su K-teoria, mas

aun, se puede distinguir dos C*-algebras distinguiendo su K-teoria. Como resulta
muy natural al estudiar la estructura del grupo abeliano K,(A).

1.2. Formulacion del problema

¢éSerd posible asociar aun (C*-dlgebra, un grupo abeliano?

1.3. Objetivos de la investigacion
1.3.1. Objetivo general
1. Determinar la estructura del grupo abeliano K,(A), asociado a un C*-algebra

"A".
2. Mostrar algunas aplicaciones de la K-teoria del funtor "K,".

1.3.2.0bjetivo especifico

1. Estudiar detalladamente el grupo K,(4), via la K-teoria algebraica.
Calcular el grupo K, (A), para C*-algebras especificas.



1.4. Importancia y Justificacion de la investigacion

El trabajo o proyecto propuesto se encuentra inmerso en el drea de la
Topologia Algebraica — K teoria algebraica

Un trabajo no fécil es determinar la estructura del grupo abeliano K,(A) y alguna
de sus propiedades, es un trabajo que se justifica por la necesidad de obtener
informacién sobre los denominados C*-algebras.

Ademas el proyecto propuesto se justifica porque permite exhibir como un objeto
matematico con una estructura de C*-algebra (estructura Topoldgica y algebraica)
se puede estudiar como una simple estructura netamente algebraica (grupo).



Capitulo 2

Marco Teorico

En primer lugar, presentaremos los preliminares que consiste en definiciones,
proposiciones y enunciados que haran posible la conclusién de éste trabajo como por
ejemplo, la teoria general de C*-algebras; algunos resultados de Teoria Homotdpica,
seguido de una revision previa sobre Categorias y funtores, etc. los cudles serdn usados
posteriormente para generar los resultados. Todas estas definiciones y pruebas de los
enunciados se encuentran de una forma explicada y detallada en los siguientes libros
[1],[2] y [3] citados en la bibliografia.



2.1. Definiciones Previas

Definiciéon (Espacio topoldgico) 2.1.1.

Sea X un conjunto no vacio. Una colecciéon ¢ de subconjuntos de X se dice que es una
topologia sobre X si:

a) Xy ¢ estdndentro de (.
b) La unidn arbitraria (finita o infinita) de cualquier subcoleccion de ¢ estan en .
c) Lainterseccion finita de elementos de cualquier subcoleccidn de { estan en {.

El par (X, {) se llama espacio topoldgico.

Cada elemento de { sera llamado abierto de X. Ahora, si A es un abierto en X, entonces X \ A

serd llamado cerrado en X.

Definicion 2.1.2. Sea (X, {) un espacio topolégicoy E € X.

d) Seax € E, esllamado un punto interior de E si existe un abierto A en X, tal que
x € A C E. El conjunto de puntos interiores de E es llamado el interior de E'y
denotado por Int(E).

e) Seax € E, esllamado un punto clausura de E, si para cada abierto A de X tal que
x € A, se tiene que A N E # ¢. El conjunto de puntos clausura de E es llamado

la clausura de E y denotado por 4 .

f) Seax € E, es llamado un punto frontera de E, si para cada abierto A de X tal que
x €A, setieneque ANE ¢y AN (X \ E) # ¢. El conjunto de puntos frontera de
E esllamado la frontera de E y lo denotaremos por Fr(E).

Definicion (Espacio de Hausdorff) 2.1.3.

Un espacio topolégico (X, {) serd llamado de Hausdorff, si para todo par de puntos distintos

X,y € X existen conjuntos abiertos U,, Uy que contienena x ey, talqueU, N U, =@

Definicion (Cubrimientos) 2.1.4.

Dado el espacio topolégico (X,{) y S € X, un cubrimiento del conjunto S es una coleccién

de subconjuntos {U]- : jE]} en X tal que

sy

JjeJ



Los cubrimientos {Uj i €]}en X, cumplen que

X:UU]

j€J
Si el conjunto de indices ] es finito, entonces el cubrimiento se dice finito.

Si los subconjuntos U]- son abiertos, el cubrimiento se dice abierto.

Ademas, {U), : k € K } es un subcubrimiento de {Uj : JE ]} si para k existe j tal que
Uk = U]

Definicién (Espacio compacto) 2.1.5.

Un subconjunto E de un espacio topologico X se dird compacto si todo cubrimiento abierto
de E, posee un subcubrimiento finito.

Definicion 2.1.6.

Sean (X, (1), (Y, CZ) espacios topoldgicos, entonces una aplicacion f : (X,{;) — (Y,{,) se
dird que es continua, si para cada abierto B de Y, existe un abierto A en X, tal que f(A) <
B.

Una aplicaciéon f : (X,d;) — (Y,d,) entre espacios métricos se dira que es continua silo

es, como una aplicacidn entre los espacios topoldgicos (X, Zdl) y (Y, (dz)'

Teorema 2.1.7.

Dado X, Y dos espacios topoldgicos, se cumple que:

1. f:X — Y escontinua siy solo si f_l(B) es un abierto de X para todo B abierto en
Y.

2. Unaaplicacion f : (X,dy) — (Y,d,) entre espacios métricos es continua siy sélo si
x, — x en X, entonces f(x,) — f(x)en Y.

Prueba

ver [9]. (Kreyszig).

Definicion 2.1.8.

Sea X un espacio topoldgico, un camino en X de x; a x, donde x;, x, € X es una funcién
continua f:1 — X, talque f(0)=x; y f(1) = x,. Donde I = [0,1].

Cuando f(0) = f(1) = x, entonces el camino se dice cerrado con punto base x,



Definicion 2.1.9.

Una aplicacién f : X — Y entre espacios topoldgicos, es llamada abierta, si éste lleva
conjuntos abiertos en conjuntos abiertos.

Observacion 2.1.1:

Las aplicaciones abiertas, no necesariamente implican continuidad, ya que si X es la recta real
con la topologia usual y Y = {a, b} con la topologia discreta, entonces la aplicacién

a, x=0
f(x):{b, x <0

Es abierta, pero no es continua, ya que f_l({a}) no es abierto en X.

Definicion 2.1.10.

Una biyeccion continua f : X — Y cuyainversa f_1 : X — Y también es continua, sera
llamada homeomor fismo, en éste caso se dira que los espacios X yY son homeomorfos, lo
cual sera denotado por X = Y.

Proposicion 2.1.11

Dado f : X — Y una aplicacién continua.

1. Si X escompactoy Y es un espacio de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo
siysélosi f es biyectiva.
Sea S € X un subespacio compacto, entonces f(S) es compacto.
Sea § € X un subespacio conexo, entonces f(S) es conexo.

Prueba

Ver [2]. (Koshiowski).

Definicion (Grupo) 2.1.11

n

Sea G un conjunto no vacio, y sea " * " una operacion binaria en G, es decir
x: GXG — G

(a,b) — a=x*b

Se dice que el par (G,*) es un grupo si:

e (axb)xc=ax(bxc), Va,b,c€G
e Va€e(G, de€G talque axe=e*xa=a.
El elemento e es llamado el neutro o identidad de G, denotado a veces por 1.
e VYa€e(G,dbeG talque a*b=>bx*a=1;.
1

El elemento b es llamado el inverso de a, y es denotado pora™".

10



Definicion 2.1.12.

El grupo G es llamado Abeliano o conmutativo si ab = ba paratodoa,b € G.

Definicion 2.1.13

Un subconjunto no vacio H del grupo G, se dice que es un subgrupo, si con las operaciones
heredadas de G también es un grupo.

Denotaremos por H < G, el cual denota H subgrupo de G.

Proposicion 2.1.14.

Dado un grupo G y un subconjunto no vacio H € G, entonces
H<G © xy 'eH,vx,yeH

Prueba.

Ver [2]. (Kosniowski).

Definicién (Subgrupo generado) 2.1.15.

~1: s € S}, entonces

Dado el grupo G, el subconjunto S € G y denotaremos por s = {s
(S) = {5152"'51( ‘ne N,Si ESV S; ES_l }
={Slrl..-51:k k€N, €Z ,5,€S }

Es un subgrupo de G llamado subgrupo generado por S, mas aun es el menor subgrupo de
G que contiene a S, es decir.

(S) = ﬂ H; : H;essubgrupode G
SCHi
Definicion (Homomorfismo entre grupos) 2.1.16.

U
Dados G y G dos grupos con sus respectivas operaciones, se dice que la aplicacidon
g:G — G' esun homomorfismo de grupos si se cumple:

g(ab) = g(a)g(b)
9@ =(g@) "
g(1g) = 1g

El homomorfismo es llamado

e Monomorfismo si g es inyectivo.

11



e Epimorfismo si g es sobreyectivo.
e Isomorfismo si g es inyectivo y sobreyectivo.

Denotaremos por G = G', cuando exista un f isomorfismo.

Cuando G = G' el isomorfismo es llamado Automorfismo de G, el conjunto de
automorfismos de G con la operaciéon de composicion es un grupo, el cual es denotado por
A(G).

Definicion 2.1.17.
Dado f : G — G' un homomorfismo de grupos, definamos por
Im(f)={yeG : f(x)=y ,x€G}

Ker(f)={x€G : f(x) =14}

Definicion (Categoria) 2.1.18.
Una categoria C consiste de:

a) Unaclase de objetos A,B,C, .., (obj((,’)).

b) Para cada par de objetos A, B € obj(C), un conjunto Mor:(A, B) cuyos elementos se

llaman morfismos de A en B, denotados con f € Mor-(A4, B) donde f:A — B.

Estos conjuntos son distintos dos a dos, es decir:

(4,B) # (A’,B’) implica Mors(4,B) N Morc(A’,B') =¢

c) Paracadaterna A4,B,C € obj(C), se da una aplicacién

More(A,B) X Mors(B,C) — Mors(4,C)
(£, 9) — 9f

Llamada composiciéon de morfismos.

d) Para cada objeto A se da un elemento, 1, € Mor:(A4, A), llamado el

morfismo identidad del objeto A.

Satisfaciendo asi los siguientes dos axiomas:

1. Sif € More(A,B), g € More(B,C), h € Morg(C, D), entonces h(gf) = (hg)f.

2. Sif € Morg(A,B)entonces foly=fy lpof=f.

12



Observacion 2.1.2:

El morfismo 1,, cuya existencia esta garantizada por (d), estd determinado en forma Unica
gracias al axioma 2.

r
En efecto, si 1, es un segundo morfismo con las mismas propiedades, entonces

1A = 1A o 1A’ = 1A,'

Ejemplo 2.1.1.

La categoria Cconj cuyos objetos son los conjuntos y que tienen por morfismos, las

aplicaciones entre conjuntos, con la composicién usual.

Ejemplo 2.1.2.

La categoria C de los grupos tiene como objetos a los grupos y como morfismos a los

grup
homomorfismos de grupos con la composicidon usual de homomorfismos. Si sélo consideramos
grupos abelianos obtenemos la categoria de los grupos abelianos.

Ejemplo 2.1.3.

La categoria Cy,, de los espacios topoldgicos, que tiene por objetos a los espacios topoldgicos
y por morfismos, las aplicaciones continuas de espacios topoldgicos, con la composicion
habitual.

Definicion (Funtores) 2.1.19.

Sean C, € dos categorias, una aplicacién T:C — & diremos que es un funtor, si para cada
x € 0bj(C), se tiene que T(x) € obj(E), y para cada morfismo f € Morp(X,Y) se tiene

T(f) € Morg(T(X),T(Y))

f € More(x,Y)

T(f) € Morg(T(X), T(Y))

13



Observacion 2.1.3:

e Sjademas se verifica:

1. T(gef)=T(g)T(f)

donde:

2. T(lx) = 1T(X)

Se dice que T es un funtor Covariante.

e Sienlugar de la condicidn (2) se verifica, la condicion T(g e f) =T(f) o T(g)
Se dice que T es un funtor Contravariante.

Ejemplo 2.1.4.

Sea C una categoria escribamos la aplicacién 1, : C¢ — C dadocomo 1.(4) = Ay

1e(f)=f

Se observa que verifica

o lc(gof)=gof=1c(g) o 1c(f)
o 1c(1y) =1y = 1y

Asi, se observa que 1, es un funtor covariante.

Ejemplo 2.1.5.

Sea C una categoriay sea D € obj(C) (fijo), escribamos la aplicacion C : ¢ — C dado como
C(X) =D y C(f) = 1p. Enun diagrama se tiene:

C
T
¢ C
X
¥
2 / =P

O mas precisamente:

14



Se observa que:

e C(gef)=1p=1p°1p, =C(@IC() v C(f)C(g)
e C(1p=1p= 11@()()

Donde C es un funtor constante, el cual es covariante y contravariante.

Definicion (Homotopia de aplicaciones) 2.1.20.

Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas del espacio X en el espacio Y, decimos que f es
homotdpica a g, si existe una aplicacidn continua H : X X I — Y tal que

H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x)
paracadax € X, yparatodot € I = [0,1].

La aplicacién H es llamado homotopia entre f y g. Si f es Homotdpica a g, lo denotaremos
porf ~pg.

Observacion 2.1.4:
Paracadax € X, t € I denotemos por:
hy(x) = H(x, 1)
De modo que
hy: X —Y
x — hs(x) = H(x,t)
Asi, H podemos verlo como una familia {h,},c; de funciones parametrizadas, de modo que:

ho(x) = f(x) y hi(x) = g(x)

15



Definicion 2.1.21.

Se dice que dos espacios X e Y son del mismo tipo de homotopia, si existen aplicaciones

continuas f: X —Y A g:Y — X talque:

gef ~nlx fog ~nly

Las aplicaciones fy g se llaman entonces, equivalencias homotdpicas. También decimos que

X e Y son homotbépicamente equivalentes.

Proposicion 2.1.22.

La relacién de homotopia es de equivalenciaen C(X,Y).

Prueba.

Reflexiva: f ~; f, paratodo f € C(X,Y).
Definamos H:X X[ —Y
(,t) — H(x,t) = f(x)
Donde se observa que; H(x,0) = f(x) A H(x,1) = f(x)

Es decir, f ~, f.

Simétrica: si f ~, g entonces g ~j, f.
Como f ~}, g, entonces existe una aplicacion continua H : X X I — Y tal que
H(x,0) = f() A H(x, 1) = g(x).
Ahora, definamos una aplicacién continua
G: XX —>Y
(x,t) — G(x,t) =H(x,1—1t)
Talque, G(x,0) =H(x,1) = g(x) A G(x,1) = H(x,0) = f(x).

16



Por lo tanto, se concluye que g ~j f

e Transitiva:sif ~, gy g ~nj entonces f ~p j.
f~ng = 3IH:XXI —>Y [/ Hx,0)=f(x) A H(x,1) = g(x)
g~nj = 3G:XXI -Y /[ G(x,00)=gx) N G(x,1) =j(x)
Ahora, definamos la aplicacidn:
L: XX —Y

H(x,2t) , 0<t<1/2

(x, 1) *L(x't):{ Gx2t—1) ,1/2<t<1

Donde L es continua en X X [0,%] y tambiénen X X [% ,1]

Por lo tanto L es continuaen X X [
Ahora, se observa que
L(x,0) =H(x,0)=f(x) A L(x,1) =g(x,1) = h(x)

Porlo tanto, f ~ j.

Proposicion 2.1.23.

Sea X un espacio topoldgico arbitrario, y sea Y un subespaciode R",ysean f,g: X —Y
dos aplicaciones continuas tales que para todo x € X, se tiene que f(x) y g(x) pueden ser
unidos por un segmento de recta, entonces f ~p g.

Prueba.

Ver [2]. (Kosniowski).

Teorema 2.1.24.

Sean X, Y, Z tres espacios topoldgicos y sean las aplicaciones continuas siguientes:
fr9,:X =Y /[ fi~ng,
fp9,:Y —=Z/f,~n g,

Entonces, se cumple que f,°f, ~, g,°9,

Prueba.

Ver [2]. (Kosniowski).
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Definicién (Caminos) 2.1.25.

Sea x, x; € X, decimos que f:[0,1] — X una aplicacién continua es un camino en X,
desde x hasta x4 si se tiene que

fO=x A f(D)=x;

También decimos que x, es el punto inicial y x; es el punto final del camino f.

Definicion 2.1.26.

Dos caminos f y f', que aplican el intervalo I en X, se dice que son homotdpicos por
caminos, si tienen el mismo punto inicial x4 y el mismo punto final x4, y si existe una aplicacién
continua F : I X I — X tal que

F(s,00=f(s) A F(s,1)=f'(s)
F(0,t) = x, A F(1,t) = x;

Paracada s € [ ycadat € I. La aplicacion F recibe el nombre de homotopia de caminos entre

fyf'
Observacion:

La primera condicién dice simplemente de F es una homotopia entre f y f', y la segunda dice
que, para cada t, la aplicacion f;, definida por la ecuacion f;(s) = F(s,t), es un camino
desde x, hasta x;. Es decir, la primera condicién dice que F representa una forma continua de
deformar el camino f en el camino f”, y la segunda dice que los puntos extremos del camino
permanecen fijos durante la deformacion.
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2.2. Introduccion a los C*-algebras

Definicion 2.2.1. Un dlgebra A es un [K-espacio vectorial, tal que para cada par de elementos
x,y €EAya €K, el producto xy € A, con las propiedades:

o (xy)z=x(yz) Asociatividad
o (x+y)z=xz+yz Distribuidad a izquierda
o x(y+z)=xy+xz Distribuidad a derecha

(ax)y = a(xy)

Si K=R o0C, entonces A esreal o complejo, respectivamente.

Definicion 2.2.2. Un algebra A es unital si existe un elemento 1, € A tal que
Iyx=x1,=x, Vx€A

Definicion 2.2.3. Un dlgebra normada A, es un espacio normado que a la vez es un algebra,
que satisfaga la siguiente desigualdad.

eyl < llx[l- llyll. vx.y €A

Si A es unital, entonces ||1,]] =1

Definicion 2.2.4. Un Algebra de Banach, es un algebra normada compleja que es completa,
considerando como un espacio normado.

Definicidon 2.2.5. Un dlgebra * de Banach es un dlgebra de Banach A dotada de un operador
involucidn

x: 4 > A/ x — x*, elcual satisface:

° (x*)* =x

o (xy) =yx

o (ax+y) =ax"+y
o |lx*l =1lxl, vxeA
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Ejemplo 2.2.1.

Sea B(X) ={T:X — X tal que T es lineal y acotado}, donde X es un espacio de Banach
Complejo.

Definamos el producto en éste espacio como la composicidon de operadores y bajo la norma

7l wp€WQm}

ll|| %0 Clixll
Claramente B(X) es édlgebra de Banach unitaria no conmutativo.
Veamos la condicién submultiplicativa (||T; T, | < ITLIIT>1D.
En efecto, sabemos que:
Ty T, COll < Ty T2 |l 1|l
(T (T2 )| < ITL T CONl < T IHIT x|

1T, T2 GOl

——— < ITLlIT:l
=

Aplicando supremo, concluimos ||T; T, || < |IT I T> ]l

Mas ain, 1g) =1 tienenorma [/I|| = 1.

Definicién 2.2.6. Un algebra C” es una algebra * de Banach 4, que cumpla

lx“xll = llx[l?, vx €A

Ejemplo 2.2.2.

Tomando B(H) donde H es un espacio de Hilbert, bajo la involucién como la adjunta es
decir:
Vf€E€EB(H) existe f*+H—H talque < fx),y>=<x, f*'(y)>

Se tiene que B(H) es un C*-algebra

Primero veamossi ||f*|| = |If]l

(K@ < O
L o e T o

Mas aun, si

<T@y >=<yfr@)>=<frOx>=<xf')>=<f),y>

Porlotanto f** = f.
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Veamos si satisface la condicién de C* es decir ||f*f|| = |If]I?

Sea ||x|| <1

IfFCON? =< (), f() >=<xf"f() > < Iffl

Lo cual es andlogo a

IAI? < NIF £

Por otro lado tenemos

1< 0O, £ > S NFEOMNIFEN < IFIZ 12

De esta forma, obtenemos

o |<f*f(x).x>l} 3 {I<x.f*f(x)>l}_ {|<f(x),f(X)>l} < 112
£l = SUP“"{ il S = SWPxz0 U e S = SUPxz0 U g = I

Por lo tanto

[asalelVilk

Definicidon 2.2.7. Un subconjunto B de un algebra A se dice un subalgebra de 4, si es un
subespacio vectorial de A cerrado bajo el producto algebraico.

Definicién 2.2.8. Sea A una C"-algebra, un subconjunto B c A es llamado C*-subdlgebra, si B
es una C*-algebra respecto a las operaciones dadas en A.

Definicién 2.2.9. Unideal I en una C*-dlgebra A4, es un ideal a derecha e izquierda cerrado
bajo la norma. Mas aun es autoadjunto, por lo que es una C*-subdlgebra.

Afirmacion.

A
Si I es unideal en una C*-algebra A, el espacio cociente 7 es una C”"-algebra con respecto a la

norma:
la+1ll = inf{lla+ x|l : xe1}
A
Ylainvoluciénen — = fa+1: a€A}lestddadopor(a+ 1) =a" +1

Prueba. Ejercicio
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Definicién 2.2.10. (Homomorfismo entre C*-algebras)

Sea A, B dos C*-algebra con unidad, un *-homomorfismo ¢ : A — B, es una aplicacion lineal,

que para todo x,y € A, se cumple

e plx+y)=9)+o®»)
o oxy)=0@)e)

e o(x") =[pM)]"

e ¢(1y) =1

Ejemplo 2.2.3

Sea A un C*-dlgebra, el espacio M, (A) = {(aif)nxn P € A} con las operaciones usuales
de espacio vectorial, multiplicacién de matrices y la operacién * dada como la transpuesta es

. * _ * .y % 7
decir, (aij)nxn = (aﬁ)nxn es también una C*-algebra.

Definamos la norma en M,,(A) tomando un espacio de Hilbert H y un *-homomorfismo
inyectivo ¢ : A — B(H).

Sea a= (aij)nxn y x; € H.

¢': My(4) — B(H")

a — ¢'(@: H* — H"
*1 *1 p(a11)x; + -+ p(an)x,
] @) )= 5
Xn Xn q)(anl)xl + -t (p(ann)xn
De tal forma que ||a|| = sup|l¢’(a)]l.

Se observa que se cumple la siguiente desigualdad.

a.11 e a]:n
S B
An1 " Qnn i,j

Para mayor detalle de la misma ver el libro M. R¢prdam [10].

”}j!X”aij” =
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Observacion 2.2.1.

Si ¢ : A — B esun *-homomorfismo entre dos C*-algebras, entonces definamos la

aplicacion
p: My(4) — M, (B)
Q1 v Qg a1 v Qin pla;) - olay)
Apy  Gpp Any v Qpp (@) - @(an)

El cual es un *-homomorfismo, para cualquier n € N.

Téngase en cuenta que hemos utilizado la misma notacién para las dos aplicaciones

relacionadas, pero siendo en realidad, aplicaciones diferentes, entendiéndose de ésta forma a

partir de entonces.

Definicién 2.2.11. (Sucesiones exactas cortas)

Una sucesién de C*-algebray *-homomorfismos.

Pk Pk+1
Ay Ags1 A2

Se dice que es exacta si: Im(¢@y) = Ker(@i4+1), Vk €N

Una sucesion exacta de la forma

Se dice que es exacta corta.

Se prueba facilmente que si/ S A es un ideal, entonces la siguiente sucesidn es exacta.

Donde i es la aplicacidn inclusidon y m es la aplicacion cociente.

. .. . A
Ahora, si tenemos una sucesion exacta corta, entonces @(I) es un ideal en 4, o0 =B yel
®

siguiente diagrama conmuta.

Wiy
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Si para una sucesidn exacta corta existe, 1 : B — A con wA = I, entonces se dice que la
sucesion exacta escindey A se dice que es un levantamiento de w.

El diagrama en éste caso es:

0 N
00— — A B— 0
p)

Sin embargo, no todas las sucesiones exacta corta es escindible.

Definicién 2.2.12. Sea A una C*-algebra, x € A sera llamado

e Normal: xx* =x*x

e Autoadjunto: x*=x

e Unitario: x*x = xx* =1, donde A posee unidad.
e Proyeccion: xP=x"=x

Definicién 2.2.13. (Elemento positivo)

Un elemento a € A de un C*-algebra es llamado positivo siy sélo sia = n?, donden € A es un
elemento autoadjunto.

Denotaremos por a = 0 en éste caso. Ahorasia — b = 0, lo escribiremos a = b.

Definicion 2.2.14.

Si @ : A— B esuna aplicacidn lineal entre C*-algebras. Decimos que ¢ es positiva si
p(A*) € (BY); donde

AY = { conjunto de elementos de A}
Un funcional lineal positiva también se llama estado.
Si A tiene unidad con @(14) =15, @ : A — B esun estado si

1. @ eslineal
2. Sea a € A, donde a = 0 entonces ¢p(a) =0

3. p(H)=1
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2.3. La adjuncion de la unidad para un algebra

Sea A una *-algebra sin unidad, podemos sumergirlo en un algebra con unidad, definamos

A = A®C (suma directa de espacios vectorial) donde:
A={(aa): a€AraeC}
Con las operaciones

e (a,a)(bp) =(ab+ ab+ Ba,ap)
e (a,a)+(b,B)=(a+ba+p)

e y(aa)=(yaya)

e (a,a)=(a")

Va,b € A aVa,S,y €C

Ademas definamos
i:A— A 7: A — A
a— i(a) =(a,0) (a,a) > w(a,a) =«

Donde se tiene que i es un *-homomorfismo inyectivoy m es suryectivo.

Proposicion 2.3.1.

Con las operaciones definidas, Aesun *.algebra de Banach con unidad, la cual es definida
como 137 = (0,1).

Prueba.
Sea x = (a,a), y=(b,p) €A

o (xy)"=(ab+ab+paap)” =(bp)(aa) =yx
e () ((@an)) (@ @) =(@"a)=(aa)=x

También se observa
x(0,1) = (a,@)(0,1) = (a,a) = x

Bajo éstas premisas, se concluye que A esun *-4lgebra con identidad 137 = (0,1) = 1.

Observacion 2.3.1
1. Sea x = (a, @) un elemento de 4, se observa
x = (a,a) =(a,0)+ a(0,1)

x=(a,a)=i(a) +al;
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Como a € A; podemos escribira = i(a) = (a,0) asi
x=a+al mésain a=a+01€4

Portanto AcA={a+al: a€A a€C}

2. En A establecemos una norma, ||(a,@)|lz = llall, + ||«

En la cual cumple que si A es *-algebra de Banach, entonces A también lo es.

Prueba.
Sea x = (a,a) €A entonces demostremos que ||x*||7 = |lx|lz, vx€ A4
|(a,)*[lz = @, @)z = lla”ll4 + llall = llall4 + [lall = l|(a, )|z
Afirmacién. A es completo con respectoa ||. ||z
Prueba.

Sea (a,1,) € A una sucesién de Cauchy, entonces se cumple que
Ve>0,Ing €N / Vvmn=ny, = |[(a, 1) — (@ Az < e
I|(an, — am, 1, — A7 < € pordefinicion ||la, — apll4 + 14, — Al < €
Lo cual muestra que a,, € A, 4, € C son de Cauchy, es decir
da € A, talque a, — a = lla, —all, <%/,
L€ A talque 4, & 4 = 4, —Alc <%/
Es decir ||la, —all, + |14, — Al < ¢
I(ay —a, 2, = Dllz <
l(an 2,) — (@ Dz < e

Lo cual nos muestra que 3(a,1) € A4 talque (a,,1,) — (a, 1) en 4.
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Observacion 2.3.2.

Bajo la norma ||. || 7 no garantiza que A es un C*-dlgebra. Por ejemplosiA =C y
x = (—2,1) tenemos que

lx*x|lz = I(=2,1)"(=2,Dllz = [1(0,D]lz =1
2
IxllZ = I(=2Dl5 = -2l + 111D “ =9
Es decir ||x"x||7 # ||x||f~1~

Sin embargo, podemos dotar a A con una norma para hacerla una C*-algebra.

Proposicién 2.3.2. Si A es una C*-algebra, se introduce una norma en A para todo
x=(a)€eEA

llxllz = sup{llxbll,: beA,lbll<1}
Es decir:
I(a, DIz = sup{llab + 2bll,: beA,|bll <1}
Bajo esta norma, A esuna C*-4lgebra con unidad.
Prueba.
Sea x, € A una sucesién de Cauchy, entonces se cumple que
Ve>0,ang €N /Vvmn=n, = |lx, —x,llz <¢
sup {||lx,,b —x,,bll,: bEA,|b]|<1}<e
Es decir
b — x,bll4g <€ Vmn=ny,b€eA,|b] <1

De aqui podemos observar que (x,b),en €s de Cauchy con respecto alanormaen 4,y
como esta es de Banach, entonces esta sucesidn es convergente, es decir a un (xb) € A

Ve>0,dng €N /Vn=n, = |lx,b—xbl|l, <¢
sup{|lx,b —xbll,: beA,|bl<1}<e VneN
llx, — x|l <& VneN

Concluyendo asi que x,, es completo respecto ala norma en A

27



Probemos ahora, la condicién de C*
Sea x = (a, A) entonces,
llx[1? = (@, DII* = sup {llab + AblI%, : beA,|bll <1}

Como A es una C*-algebra, se tiene

=sup{||(ab+ Ab)*(ab+ Ab)||4,: bEA,|b|| <1}

= sup {[|(b*a* + 2b*)(ab+Ab)||, : beA,|bll <1}

= sup {||b*a’ab + Ab*a’b + Ab*ab + AAb*b||,, = b €A, lIbll <1}

= sup {||[p*(a"ab +Aa’b + Aab + 2Ab)||, : beA,|bl <1}

<sup{llb*lla: beA,lbll <1}sup {

a’ab+2a’b+Aab+ b, : beA,lbll <1}
= Ib*|l.sup {||a*ab + Aa’b + Zab + AAb|| = b€ A, bl <1}
< sup {||(a*a+la* +2a,22)|,: beA, bl < 1}

=sup {[|(a", D@D, : bea,lbl<1}
= [lx"x]|

Sin embargo, también se tiene ||x*x|| < ||x||?, esto nos da la propiedad necesaria para ser C*.
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2.4. Teoria espectral

Definicion 2.4.1.
Sea A una algebra unital, el espectro de a € A se define como
o4(a) =0(a) ={1€C : a— A1, noesinvertibleen A}

el conjunto resolvente de a denotado por pA(a) estd definido como el complemento del

espectro de a. Es decir:

p4(@) = €~ 04(a)

Definicion 2.4.2.
Se define el radio espectral de a € A, como

r4(a) = sup {|2] : 1€ 04(a)}
Afirmacion.

Sia,b € A son elementos de un algebra unital, entonces 1 — ab es invertible, siy sélo si
1 — ba es invertible.

En efecto, se prueba que si 1 — ab tiene inversa c, entonces 1 — ba tiene inversa 1 — bca.

Proposicion 2.4.3.

Sea A un algebra de Banach unital, se cumple las siguientes afirmaciones acerca del espectro
dea,b € A.

1. Si A= {0}, entonces o,(0) =@
2. g,(1.1,) ={A}, donded€C
3. Sia € A esinversible siysolosi 0 & g4(a)

Prueba.

1. Esinmediato.

2. Seaé €ay(A.1,), entonces A1, — &1, & inv(A) lo cual implica que 4 = ¢.

3. Si 0 € g4(a), entonces esto implicaria que; a — 0.1, € inv(A) es decir a € inv(4) lo
cual seria una contradiccién.
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Proposicion 2.4.4.
Sea A un algebra de Banach unital, y sea a € A.

1. Siaesinversible, entonces g4(a™!) = g4(a)?

2. Sig:A — Besun *-homomorfismo, entonces aB(go(a)) C ay(a)
Prueba.

1. Sea A€ gy(a™t), entonces a~! — A1, & inv(A) mas adn

—1"ta(a™t — 21,) € inv(A) es decir, a — 1711, & inv(A), lo cual implica ™! € g,(a),

-1 / . . s
entonces A € g4(a) ~ . Andlogo para la otra inclusién.

2. Sea A € g4(a) entonces, se tiene que a — A1, € inv(A), mas aun, evaluando en "¢ " se

obtiene ¢(a) — A1z € inv(B) lo cual implica que A € GB((p(a)).

Teorema 2.4.5.

Sea A un algebra de Banach, a € A tal que ||a|| < 1, entonces (1 — a) es inversible, donde

(0]

(1-a)t= Zan

n=0

Prueba.
Se sabe que siendo ||a|| < 1, 1 — a esinvertible, ademas

1

=l4+a+a’+a®+a°+...
1—a

Ahora

[oe)

<) llall"=——=01-llalD™ <o
=0

1
1= lall

2.

n=0 n
Asila serie Yo a™ es convergente en A, supongamos que converge a b € A, y como
1-a)(1+a+-+a*) =1-a""! convergetantoa (1—a)b=b(1—a) ya1l

cuando n — oo; teniendo asique b = (1 —a)~ 1.
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Proposicion 2.4.6.
Si A es un algebra de Banach unital, entonces el conjunto inv(A) es abierto en A.

Prueba.

Probemos que inv(4) c mv'(A)

Sea x € inv(4) pdq B.(x) c inv(4)

-t

para & = [lx~ [

Seay € B.(x), entonces ||y — x|| < [|x~
Es decir, |ly — x[|[lx7| < 1
I1—yxt =lyx -1l <1

Entonces por el Teorema anterior, se tiene que yx‘1 es invertible en 4, lo cual nos concluye
que y € inv(A).

Teorema 2.4.7.

Para cualquier a en un algebra de Banach unital, el espectro o(a) es un subconjunto cerrado
novaciode C talque g(a) S {A€C: [A] <|lall}

Prueba.

Demostremos por contradiccidn, sea |A| > ||a]|, entonces ||[A71a|| < 1, de ésta forma por el
Teorema 2.4.5. se tiene que 1 — A1~ 1a es invertible y por lo tanto 1 & o(a).

Ahora, por la Proposicion 2.4.6. C — g4(a) es abierto, porque inv(A) es abierto en 4,

entonces el conjunto o ,(a) es cerrado.

Teorema 2.4.8. (Beurling)
Si a es un elemento de un algebra unital de Banach, entonces se cumple que
. aYn — 1 anl/
r(a) = inf [[a™[[/n = lim [la"| /"
nz1 n—oo
Prueba.
La demostracion del teorema esta basado en el libro [1]. Murphy G.J.
SiA € o(u), entonces A™ € g(u™), conlo cual |[A*]| < ||a™||, entonces
. 1 . 1
r(a) < inf ||a™|| /n < lim infl|a™|| In
nz1 n—oo

Sea A un disco abierto en C con centro 0y de radio 1/7(a) (usamos la convencién usual
1/0 =)
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SiA € A, entonce 1 — Aa € Inv(A).Sir € A* entonces la aplicacién
f:A—>C A—-r({(i—-21a)71)

Es analitica, asi que que existen nimeros complejos Unicos 4,, tal que
FO = 2" (Ae)
n=0

Sin embargo, si || < 1/||a|| (S 1/r(a))’ entonces ||Aal| < 1, asi

(1-2)7'= Z A,a”
n=0

Y por lo tanto

F) =) A
n=0

De esto se sigue que A,, = r(a") paratodon = 0. Por lo tanto la sucesion (r(a™)A™)
converge a 0 paratodo A € A, con lo cual, a fortiori, es acotada. Dado que esto se cumple
para cada r € A*, se sigue del principio de acotacion uniforme que A"a" es una sucesion
acotada. Por lo tanto existe un nimero positivo M (que depende de A por supuesto) tal que

1 1
||[27"a™|| < M paratodon = 0, y por lo tanto ||a"|| In < m /"/ [A] si (A # 0).En
consecuencia

lim suplja™||/n < 1/|/1|

n—oo

Tenemos que mostrar, entonces que si

r(a) < |27 = lim suplla"lll/n < |17

n—oo

Se sigue que

lim sup||a”||1/” <r(a)

n—oo

Y como
r(a) < lim inf]a®||"/n
n—oo
tenemos que

r(a) = lim [|a"[|"/n
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Teorema 2.4.9.

Si u € A es unitario, donde A es C*-algebra de Banach unital, entonces o (u) € T, donde
T={z€eC: |z| =1}

Prueba.
Como u € A es unitario entonces ||u|| = 1, ya que |[ul|? = [Ju*u]| = ||1]] = 1.

Ahora, sea 1 € g(u), entonces también se cumple que ™! € o(u™1) = a(u*), y por el

Teorema 2.4.7. Obtenemos |A| <1y |/1_1| < 1, con lo cual se prueba que || = 1.

Teorema 2.4.10.

Si a es un elemento autoadjunto de una C*-dlgebra, entonces r(a) = ||a]|.

Prueba.
A partir de ||a*al| = ||a||? se obtiene, ||a?|| = ||al|? con el cual, por induccién lograremos
obtener ||a2n|| = ||a]|*", entonces por el Teorema de Beurling, obtenemos:

2| Yan

r(a) = lim ||an||1/n = lim ||a =||al|
n—-oo n—-oo

Proposicion 2.4.11.

La norma que hace que A sea una C*-algebra, es Unica.

Prueba.

Sea A una C"-algebra bajo lanorma ||. ||{, y sea otra norma ||. ||, entonces

lxcllf = llx"xlly = r(x"x) = |lx"xll; = I3

Teorema 2.4.12.

Si A es una C*-algebra con unidad y a € A es autoadjunto, entonces o(a) € R.
Prueba.

. i (ia)” i .
Recordemos primeramente que e'* = > —— claramente vemos que e'® es unitario,
n=0 .,

entonces por el Teorema 2.4.9. se tiene que a(eia) cT.

_ayn—-1
Ahora, sea 1 € g(a) entonces a — A & inv(A). Denotemos b = Y5 i”%

Se observa que: €% — et = (ei(a_’l) — 1)ei"1 = (a — )be*
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Por hipdtesis tenemos que:

A€ o(a) = (a—A)b = Zl"mn——',n" ¢ inv(A)

n=1

SOl & inv(A)
n!

A€o(a) = ei’lzz
n=0

Es decir e — e ¢ inv(A4) otambién e € o(e'®), entonces e € T.

A _— e—b+al

Recordemos que, si A = a + bi € C entonces &' = e_b(cosa + isina)

Mas aun ||e”|| = |[e™?| = 1, concluyendo asi que b = 0.

Porlotanto A =a € R.

Proposicion 2.4.13.
Sea A un C*-dlgebra con identidad, entonces se cumple las siguientes afirmaciones

1. Sia € A esunelemento normalyo(u) € T entonces a es unitario
2. Si p € A esuna proyeccion, entonces a(p) < {0,1}

3. Sea a € A un elemento normal tal que o(a) € {0,1}, entonces a es una proyeccion.

Prueba.

Ver [1]. (Murphy G.J).

Definicion 2.4.14.

Sea A es un algebra de Banach. Un homomorfismo h: A — C, h # 0 esllamado un
caracter (o funcional lineal multiplicativo)

Definicion 2.4.15.

El conjunto de caracteres de un algebra de Banach con unidad conmutativa A es llamado el

espectro de Ay es denotado por S,,(4) es decir

S,(A) ={h:A— C talque hesuncaracter}

34



2.5. Elementos proyeccion y unitarios

Definicion 2.5.1.

Sea X un espacio topoldgico. Se dice que x,y € X son homotdpicosen X (x ~,yenX) si
existe una aplicacién continua f : [0,1] — X tal que

fO=x r f)=y

Se prueba facilmente que la relaciéon ~ es una relacion de equivalencia sobre X.

Definicién 2.5.2. Sea A una C*-algebra con unidad, denotemos por
U(A) ={u€A: u esunitario}

Uo(A) ={ueUA) : u~,1, en U(A)}

Definicién 2.5.3. Sea A una C*-algebra con unidad, denotemos por
GL(A) ={a€eA: a esinversible}

GLy(A) ={a € GL(A) : a~,14 enGL(A) }

Observacion 2.5.1.

V1V3.

Sea uy, Uy, vy, v, € U(A) tal que u;~,v;,Vi =12, entonces uju, ~,

Es decir; si t = w;(t) son caminos que unen u; con v;, entonces t = w;(t)w,(t) esun

camino continuo que conecta uu; con v v, (todos en ‘U(A)).

Observacion 2.5.2.

e  U(A) es un subgrupo de GL(A).
e Seaa € 4, entonces definamos por |a| = (a*a)/?, el cual llamaremos valor absoluto
de a.

Proposicién 2.5.4. Sea A una C*-algebra con unidad

1. Si a € GL(A), entonces, |a| € GL(A) y ala|™ € U(A).

2. Sea ¢ :GL(A) — U(A) definida por @(a) = ala|™!, entonces ¢ es continua,
puw) =u YueU(A) y ¢(a) ~,a enGL(A), Va € GL(A)
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3. Sea u,v € U(A) talque u~, v en GL(A), entonces u ~,v en U(A).
Prueba.

Ver [10]. M. Rgrdam.

Proposicién 2.5.5. Sea A una C*-dlgebra con unidad

1. Sih € A es Autoadjunto, entonces e € Uy(A)
2. Siu€eUA)y a(a) # T entonces u € Uy(A)
3. Siu,v €Uy |lu—v| <2 entonces u ~,v.

Prueba.

Ver [10]. (M. R¢rdam).

Lema 2.5.6. (Whitehead)

Sea A una C”-3lgebra unital y u, v € U(A), entonces

(5 D=5 D= DG D) v

En particular, se tiene

(6 )=+ (o ) en uttca)
Prueba.

0 1 ., 0 1
Se observa que (1 0) € U(MZ(A)) y también que 0(1 0
1

que 0((1) O)qt’ll“

) = {1,—1}, més aun se tiene

0 1
Lo cual, por la Proposicién anterior, se concluye que (1 0) € UO(MZ(A)) es decir

I p—
G D=6 6 DG 6
IR Y BRI O P B [
O
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Andlogamente para u = v
(0 v)~ (v 0)
1 0/ "o 1
Luego, para
0 u u 0 0 v v 0 u 0 uv 0
(1 0) ~h(o 1) A (1 0) N’l(o 1) = (0 v)Nh(o 1)
Poniendo u = 1, se observa
(1 0)~ (v 0)
0o v/ "\o 1
Entonces, a partir de
(6 =@ A6 DG D=6 )= (5 D)
Observemos que
(u 0)~ (uv 0) (uv 0)~ (u 0)
0o v/ "o 1 0 1/ "o v
Y como
(6 DG DG D=(G D
Ahora, a partir de

(1(; 2) ~n (v(;“L (1)) Para v = u se obtiene (g 2) ~n (uov (1))

Entonces por transitividad,
(v 0) (vu 0) (v 0) (v 0)
~h = ~h
0 u 0 1 0 u 0 u

Lo cual, nos concluye la prueba.

Proposicion 2.5.7.

Sea A un C*-algebra unitario, sia € GL(A)y b € A tal que |la — b|| < |la”!||~! entonces
-1
b € GL(A), ||b_1|| > |la” Y|t = |la=b|l y a~,b en GL(A).

Prueba.
Tenemos que ||[1 —a™1b|| = |la*(a = b)|| < [la|||la = b]| < 1

Luego a b es inversible, es decir
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(a'p) 1= ) (1—a'b)

Es absolutamente convergente, con horma

Il = ) 1 - a bl = (1= 11— bl
k=0
Luego b € GL(A) coninversa b = (a™'b)ta"l,y

IB~HI7 = @™ D) I e I = (A = Il = a™'bIDlla™ 7 = la™ 17" — lla — bl

Para esto Ultimo, tomemos ¢, = (1 — t)a + tb para t € [0,1].

Luego |la —c.|| = tlla—b|| < |la”||"%, luego ¢, € GL(A) por la primera parte de la
demostracion.

Definicion 2.5.8.

El conjunto de proyecciones de una C*-algebra A4, se denota por P(4).

Lema 2.5.9.
Seap,q € P(A), las siguientes relaciones son de equivalencia.

e p~q & AvEA/ p=v'v N q=vv (Equivalencia Murray Von Neumann)

e p~,q © Fu€UA)/ q=upu” (Equivalencia unitaria)
Prueba.

La primera relacién lo demostraremos en la Seccién 5.1 de una forma detallada y con respecto
alarelacidn ~, solo probaremos para la transitividad ya que las demas salen por la propia
definicidn.

Es decir,sea p ~, q A q ~, T parademostrar, p ~, T
P~uq & Fu€EUM)/ q=upu
q~yu7r © NEUM)/ r=ngn”

Entonces, sea s = nu € U(A), lo cual nos prueba que r = sps* esdecir p ~, 1.
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Proposicién 2.5.10. Seap,q € P(A), donde A es una C*-dlgebra unital, las siguientes
proposiciones son equivalentes.

1. aueu(A')/ q = upu”
2. JueUl) / q=upu"
3. p~q A lLy—p~14—q

Prueba.
Sea f =13 —14 = (=14,1). Luego A = A+ Cf ademés fa=af =0, Va € A.

(1>2):
Seau € U(A ) se observaque u*u = 15.Dondeu = a + Af = (a —A1,,2)

Es decir (a —A1,,4)*(a—214,4) = (0,1)
[(a*—214)(a—21,) +A(a* —2A1y) +A(a—21,),21] = (0,1)
Donde se obtiene que a*a = 14, esdecir que 3a € U(A), mds aun como q = upu”*
Se tiene que
q=(a—21,, )P 0)(a—21,,1)"
q=((a=-21)p+p)(a* —214,2) = (ap,0)(a* —2114,1)
q = (apa*,0)

Es decir: q = apa”.

(2=3):
Sea q=upu* para u € U(A). Tomando v=up y w=u(l,—p). Se observa que

v'v =p, vv" = q esdecir p ~q.Ymédsain, w'w =1, —p,

*

ww* =1, —q lo cual nos concluye que 1, —p~1, —q.

(3=>1):
Como p~q =vv=p w ' =gq
1,—-p~1y—g=>ww=1,—p, ww ' =1,—¢q

Lo cual también podemos obtener:

(L—pw=w(l,-p) =14 —w(y—p) =w
w(ly—p)=w = wp=0 = wv*"=0
w(ly—q@)=w = qgw=0 =v'w=0

Tomando u = v + w + f, se observa que:
uw=wW+w+fH)v+w+ ) =vw +wrv'+ 13 =13
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wvu=@W+w+ ) w+w+f)=wvr'+vw' + 157 =15
Lo cual nos muestraque Ju € U(A) / (w+w+ lplv+w+f) =" =¢q
Es decir g = upu™.

Observemos que podemos probar (3 = 2) usando u =v+w € U(4).

Proposicion 2.5.11.
Sea p,q € P(A) talque ||p —ql| < 1, entonces p ~} q.
Prueba.

Ver [10]. (M. R¢rdam).

Proposicién 2.5.12. Seap,q € P(A), donde A es una C*-algebra
p~nqenP(4) & JueUy(4)/ q=upu'
Prueba.

Ver [10]. (M. R¢rdam).

Proposicién 2.5.13. Seap,q € P(A), donde A esuna C*-algebra

L p~hq = p~uq
2. p~uq = p~q

Prueba.

1. Como p ~; q, entonces por la proposicién anterior se obtiene que Ju € ’UO(Z) /
q = upu” y mas aun por la Proposicion 2.5.10, obtenemos que Ju € Uy(A4) / q = upu”
es decir, p ~ q.

2. Si g=upu* para uE€ ‘U(Z), entonces para v =up € A, se cumple que v'v =p,

vv" = q esdecir p ~q.

Proposicién 2.5.14. Sea A una C-algebray p,q € P(A)

1. p~q = (g g) ~u(g 8) en M,(A).

2. p~yq = (g g) ~n (g 8) en P(M,(A)).
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Prueba.

La demostracion del teorema esta basado en el libro [10]. (M. R¢prdam).

1. Sea v €A, talque p =v*v y q = vv* ademds v = qu = vp = qup,
En efecto, se observa que:

(wv'v—=v)*(wv'v—v) = W —vvv) (Vv —v)
=v'vv'v —v'v —vvvrvwtv+vtvrtv =0

Esdecirr vv'v=quv=0

Por otro lado, podemos probar que

(0 5 w2, 5 unn)

Wu(g g)u*w*zw(g g)w*z(g 8)

Donde

Por otro lado
_(v+tA-1-p) A-qv" —
u-( q(1—p) 1—q+qv*)EM2(A)

De ésta forma queda probado.
Notemos que M,(A) esta considerado como una subdlgebra unital de M, (4 ) via la

aplicacion

¢ d 0 (da)
de M,(A).

, b,0 L . =~ .
<(a b),a> — ((a 0 ( )> y que wu, que en principio estd en M, (A4 ) esta dentro

2. A partir de la hipétesis, se observa que existe u € U(Z) tal que q = upu”. Ahora

por el Lema de Whitehead, se tiene que existe una aplicacion continua

v:[0,1] — ’u(Z) que conecta v(0) = ((1) 2) y v(1) = (Tg 1?*)

Tomando w(t) = v(t) (g 8) v(t)”

Se observa que w(t) en ?(MZ (A)) para cualquier "t", la aplicacion w(t) es continua, y mas

aun, se tiene que:

w(0)=(g 8) A w(1)=(g g)
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Capitulo 3

Variables e Hipotesis

3.1. Variables de la investigacion
Nuestras variables a estudiar son:

e Elgrupo abeliano K,(A4).
e la K-teoria del dlgebra de Cuntz "0,,".

3.2. Operacionalizacion de la variable

Variable | Definicién conceptual Dimensiones Indicadores
El funtor covariante Vacio Aplicacién entre las
"Ko". categorias de C*-algebrasy

la categoria de grupos

K,(A) | El espacio cociente No vacio Semigrupo conmutativo
D(A).
El grupo abeliano No vacio Es parcialmente la K-teoria
K, (A) asociado al de un C*-algebra"A".

C*-algebra"A".

El dlgebra O,, es

Sub C*-algebra de simple con la El dlgebra de Cuntz, la cual
operadores B(H); propiedad universal: es propiamente infinita
generada por n- Sity, ... ,ty s0ON
isometrias elementos de un
S1,S2, -« ,Sp C*-algebra "A" tal que
O, ti't; = 1= YL, tt;"
entonces
Existe un

*-homomorfismo
@:0,, — Atalque

o(s;) = ¢
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3.3. Hipotesis general e Hipdtesis especifica

3.3.1. Hipétesis general

Basado en un C*-algebra "A", y considerando parcialmente su K-teoria
algebraica (el funtor K, ), logramos estudiar el grupo asociado a "A" mediante
dicho funtor.

3.3.2. Hipétesis especifica

e Basado parcialmente en la K-teoria algebraica (funtor K, ) para C*-
algebras logramos estudiar detalladamente el grupo asociado K,(A).

e Basado en el estudio del grupo asociado K, (A), calculamos la K-teoria
para algebras especificas.
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Capitulo 4

Metodologia

4.1. Tipo de investigacion

La investigacion es de tipo cientifico: tedrico-constructivo y la metodologia usada es de
tipo; inductivo — deductivo, tratando de ser lo mas exhaustivo posible en la
demostracién de las proposiciones, teoremas, etc.

4.2. Diseiio de la investigacion

1. Para el desarrollo del trabajo propuesto usaremos el material bibliografico
siguiente [3], [5], [6] y [8].

2. Conociendo la teoria de C*-algebras y la nocién de funtores pasamos a estudiar
el grupo abeliano K,(A), para un C*-algebra "A" arbitraria.

3. Finalmente se determina el grupo asociado para C*-algebras especiales.

4.3. Poblacion y muestra

Por la naturaleza del trabajo que es abstracto, no hay poblacién que estudiar, sin
embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de dos areas de la matematica;
la Topologia y el Algebra.
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4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

e Recoleccion de textos y articulos de matemadtica pura y matematica aplicada.
e (Clasificacion de textos y articulos recopilados por materias.

e C(lasificacién cronoldgica por materias del material recopilado.

4.5. Procedimientos de recoleccion de datos

Por ser nuestro trabajo abstracto, no se necesité procedimiento alguno de recoleccién
de datos mas que la revision bibliografica ( libros, articulos, tesis, paginas web, etc. )

4.6. Procesamiento estadistico y analisis de datos

El trabajo de investigacidn no requiere un analisis de datos.
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Capitulo 5

Resultados

A continuacidn resaltaremos la forma como asociar a un C*-algebra A cualquiera, su
grupo abeliano asociado K;(A) y sobre todo sus propiedades, todo esto a través de la
construccion de Grothendieck, ademds, veremos que K, se puede ver como un funtor
covariante de la categoria de C*-algebras a la categoria de grupos; cabe resaltar que
seran usadas las definiciones y propiedades estudiadas en el capitulo 2.
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5.1. La Construccion de Grothendieck

Empecemos ésta primera parte analizando la construcciéon dada por Grothendieck el cual nos
permite asociar a un semigrupo abeliano cualquiera, un grupo abeliano. Por ejemplo asi como
se logra obtener los nimeros enteros (un grupo abeliano) por medio de los naturales (un
semigrupo abeliano).

Detallemos esto de una forma precisa.

Sea (S, +) un semigrupo abeliano, definamos una relacién de equivalencia“~ " sobre S X S,
de la siguiente forma.

(xl,y1)~(x2,y2) S mesS / xl+y2+4/n:x2-|-y1+m

Afirmacion. (La relacién " ~ "~ es de equivalencia)

e Reflexiva. Debemos demostrar que (xl,yl) ~ (xl,yl)

Sea m €S (fijo pero arbitrario) secumpleque x;+y, +m=x;+y, +m

es decir, (xl,yl) ~ (xl,yl).
e  Simétrica. Si (xl,yl) ~ (xz,yz) para demostrar que (xz,yz) ~ (xl,yl)
(xl,yl) ~ (xz,yz) > AmeS/ xy+y,+tm=x+y, +m
Xty +tm=y,+x+m

es decir, (xz,yz) ~ (xl,yl).

o Transitiva. Si (x1,y,) ~ (x2,5,) A (x2,,) ~ (x3,7,) entonces (x1,y,) ~ (x3,7;)
(x,y,)~ (x2y,) > IMES ) xy+y,+m=x,+y, +m
(x27,) ~ (x3y5) > FALES/ x4y, +h=x3+y,+4
Sumando ambas ecuaciones, obtenemos:

x1+y;,txty,tm+h =x3+y, +tx+y, +tm+h

x1+y, + (X +y, +m+h) x3+y, +(x,+y,+m+h)
denotando w = x, + y, + m + A obtenemos que

X1 +y, tw = x3+y, +w esdeci, (xl,yl) ~ (x3,y3).
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Entonces, podemos particionar nuestro conjunto, por medio de la relacién "~ " que es de

equivalencia.
Notacion:
S$xS
G() = = = {[@)] / (x,y) € 5x5}
Dénde:

[C, 9] = {(a,b) €5SxS/(a,b) ~ (x,¥)}
Ahora, en tal conjunto, es decir en G(S) definamos una operacién binaria.
+: G®x G668 — g()
([x1, 31 [x2,521) = [xp, 0]+ [x2,¥21 = [ + %2, 51 + 3]

Esta operacion "+~ , estd bien definida, es decir si:

(le0y,) [ v,]) = ([, 75) [ 3,])
& [yl = [xa,y5] A [x29,] = [x0,]
& [x1, 1] + [x2, 2] = [x3, y3] + [x4, 34]
Lo cual era lo que queriamos demostrar.
Observacion 5.1.1.

Podemos observar que (G(S), +) es un grupo abeliano, el cual es llamado el Grupo de
Grothendieck de S.

En efecto:
Sea m =[x}, y1], n=1[x2,y:], = I[x3 3]
e Asociatividad.
m+ (n+ p) =[x, 1] + ([x2,¥2] + [x3, 73]
= Doy yal + [xo +x3,¥2 +y3] = [x1 4+ (x2 +x3) , 31 + (V2 + ¥3)]
= [(er +x2) + %3, (y1 +¥2) +y3l = [x1 + 22,71 + y2] + [x3,¥3]
= ([xp, y1] + [x2, 72D + [x3, 53] = (m + n) + p
e Elemento neutro.
Vm € G(S),30 € G(S) talque m+6 =m

Sea 6 =[a,b] y m =[x{,y;] entonces
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[xlvyl] +[a,b] = [xl'yl]
& [x +a,y; +b] = [x1,1]
e (g +a,y1+b) ~ (x,51)
S xtat+ty;+m=y;+b+x;+m
& a=b
Entonces 6 =[a,a] donde a € S (fijo pero arbitrario).
e Elemento inverso
vm € G(S),3 —m e G(S) talque m+ (—m) =20
Sea m = [xq,y;] » —m =[p,q] entonces
[x1,%,] + [p.q] = [a,a]
[ +p,y1+q]l=[aa]
S @ +p,yi+a) ~ @a)
e xtptat+tm=y,+qt+ta+m
S q=x " p=y,
Entonces —m = [yq, x4]
e Conmutativo
Sea m = [x1,y1], n = [x3,¥,]
[x1, y1] + [x2, 2] = [x1 + x2,y1 + ¥2]

=[x + x1,¥2 + y1] = [x2,¥2] + [x1, 1]

Es decir a través de nuestro semigrupo abeliano "S" logramos obtener un grupo abeliano el
cual estd netamente relacionado con "S", por eso es denotado como G(S).

Definicion 5.1.1. (Morfismo de Grothendieck)

Sea y € S (fijo). Definamos un morfismo
Yo: S — G
x =y =[x+yy)] vxeSs

Afirmacion: y, es aditiva e independiente de y
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Prueba: Seay € S un elemento fijo y arbitrario, se observa que
y.(x+2) =[(x+2) +yyl=[(x+2) +yy]+[yy] = [(x +2) + 2y,2y]

=x+yyl+tlz+y.y] =y +v(2)

El morfismo Y, se llama Morfismo de Grothendieck, el cual nos permite asociar un elemento

de "S" hacia un elemento de su grupo asociado G(S).

Definicion 5.1.2.

El semigrupo (S, +) se dice que tiene la propiedad de cancelacion sidado x,y € S tal que
x+z=y+z entonces x =y.

Proposicion 5.1.3.
La construccidon de Grothendieck posee las siguientes propiedades.

1. Sea G ungrupoabelianoy ¢ : S — G una funcidn aditiva, entonces existe un Unico
homomorfismo de grupos w : G(§) — G tal que wys = .

2. Sea una funcion aditiva fF:S — A entre semigrupos entonces, existe un

homomorfismo de grupos G(#) : G(S) — G(A) de tal forma que hace conmutar
el siguiente diagrama.

s 5 A

Ys Ya

G(S) —=G(4)
G

3. G(S) ={y;(x)—vys(z) donde x,z€ S}

4. Parax,y€S, y(x)=y(2) & 3z€S/x+z=y+z

5. Sea (H,+) un grupo abeliano, S # @ subconjunto de H.Si S es cerrado bajo la
operacién “+”, entonces (S, +) es un semigrupo abeliano con la propiedad cancelativa
y G(S) esisomorfo al subgrupo H, generado por S, donde:

Hy={x-y : xy€S}

6. Laaplicacion y,: S — G(S) es inyectivo siy sélo si S tiene la propiedad cancelativa.
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Prueba:

1. Primeramente definamos
w: G — G

[(,y)] — o(xy)]) =ekx—y) Paraalginy € S.

En la cual se observa que  es un homomorfismo
w([x,y] +[mn]) = w(x + my +nl) = p(x + m = (y +n))
=o((x =)+ (m—n)) = px—-y)+p(m—n)
= w([x, y]) + w([m,n)).

Graficamente,

¥s
wys =@
g9

Observamos que:

wys(x) =wlx +y,yl = p(x+y—y) = ¢(x) donde y €.

2. Sepruebaque 7 =y,f esaditiva, donde:

S F A

Ya

G(4)

Entonces por la primera parte, podemos afirmar la existencia de un Unico
homomorfismo & de grupos:

§:6(8) — G4
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3.

6.

¥s

(5) = G(4)
I 6 =G(#) g

Enla cual se observaque: G(#)ys =T = yaf

Sea m = [x,z] € G(S) donde x,z € S.
v @ -v,@=[x+yyl-[z+yyl =[x+ y,yl +[y,z+y], donde y€S
=[x+ 2y,z+2y] =[x, z] +[2y,2y] = [x,z] = m

Porlotanto: [x,z] =y (x) — v (2).

Si ¥, (x) =y,(y) entonces [x+a,a]l =[y+aa] & (x+aa)~(y+aa) (para
algina € S).

Esdecirdn € S talque (x+a)+a+n=(y+a)+a+n siysolosi
x+z=y+zdonde z=a+a+n (z€S).

Cualquier subconjunto no vacio de un grupo abeliano que es cerrado bajo la suma es

un semigrupo abeliano, mas aun si s{,s,, m € S, donde
si+tm=s,+m
Comom €S cG entoncesaIm G/ m+m'=m'+m=e
Entonces, s; =s; +e =sl+(m+m’) =sz+(m+m’) =S, te=s,
Es decir, (S, +) tiene la propiedad de cancelacién.

Para demostrar el isomorfismo, definamos

fi:Hy — G©S)/ fx—y) =[xyl

La prueba es similar a la dada en (4).
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Ejemplo 1.
Como (N, +) es un semigrupo abeliano, bajo los argumentos anteriores se tiene que

e Elemento neutro: 6 = [a,a] donde a € N (fijo pero arbitrario)
e Elementoinverso: Vm = [a,b] € G(N), 3 —m =[b,al] € G(N) / m + (—m) =

Sea el morfismo de Grothendieck, definamoslo como:
VS : (N' +) - g((N' +))
X — ys(x) =[x+1,1] Vx€S

Donde:

0

[x+1,1]= {(a,b) ENXN/(a,b)~ (x+1,1)} / (a,b)~(x+1,1) © a=b+x

Identifiquemos los elementos de G(N) como:
[x,y] =x—y donde x,y€N

El cual nos da elementos del grupo Z.

Ejemplo 2.

Sea (N U {0}, +) el semigrupo abeliano, cuya operacion suma esta definida del modo usual
sobre los N, ademds x + 00 = o0 = o0 + o0,

Entonces el grupo de Grothendieck es {0}.
En efecto:
Sea el morfismo de Grothendieck
ve: (NUfoh+) —  G((NU{eo}+))
x — v, =[x+yyl vxes
G(N U {0}, +) =y(a) —y(b), dondea,b € (NU {o0},+)
Ahora, sea y = oo
GN U {0}, +) = [a + o0, e0] — [ + 0, o]

= [a + o0, ] + [0, b + ]

= [00, 0] + [00, 0]

= [00, 0]

G(NU {eo}, +) = {0}
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Ahora, si x # o, tenemos
G(N U {0}, +) = [a + x,x] + [0, 0] + [x,b + x] + [00, 00]
= [0, 0] + [00, 0]
= [00, 0]

GIN U {oo}, +) = {0}

Mas aun, (N U {o0},+) no tiene la propiedad cancelativa, es decir, su morfismo de
Grothendieck no es inyectivo.
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5.2. El grupo K,(A) parauna C*-algebra con unidad.

En ésta seccion nuestro objetivo es, como podemos construir a partir de un C*-algebra, una
estructura de “semigrupo” de tal forma que usando tal construccién de Grothendieck, le
podemos asociar su grupo abeliano. Por eso, empecemos ésta seccion buscando “ese”

semigrupo abeliano.

Sea A una C"-3lgebra con unidad, denotemos el conjunto de elementos proyecciéon en A como
P(A). Es decir:

P(A)={a€A/a*=a" =a}

Definiciéon 5.2.1. (Equivalencia de Murray Von Neumann)
Sea E,F € P(A) decimos que “E es Murray Von Neumann equivalente a F ” (ie.E ~ F)
E~F ©3wed /| E=v'v AN F=w'
Afirmacion. " ~ " es una relacién de equivalencia.
e Reflexiva: debemos demostrar que E~E

Sea v=E €A secumpleque E=E'E ~ E=EE"

es decir, E~F

e Simétrica: si E~F parademostrar que F~FE
E~F > 3dveA /) E=vv ™A F=w'
Denotemos m = (v*) talque F=m*m ~ E=mm’

es decir, F~E.

e Transitiva: si E~F A F~G parademostrarque E~G
E~F > 3ved/ E=vv N F=w'
F~G > 3pe€A/ F=pp " G=pp’
denotando 1w = pv observamos que:
ww = (pv)'pv = v'p*pv =v'Fv =v'vwv=EE=E

ww” = pv(pv)" = pvv'p" = pFp" = pp*pp* = GG =G
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Porlotanto " ~ " es una relacién de equivalencia.

Definicién 5.2.2.
Definamos al conjunto de las proyecciones de las matrices cuadradas de orden

Pn(4) = P(M,(4))

Y a la unidn de todas las proyecciones de las matrices cuadradas donde n € N.
P = | |2u@ = | J2(m,00)
n=1 n=1

Definicién 5.2.3.
Ahora establezcamos una relacién " ~." en P, (A4) de la siguiente manera

E ~oF siysolosi 3v € My, (A) talque E =v*v N F=vv"

Donde: E € P,(A) y F € Py, (A).

Observacion 5.2.1.
e Cabe mencionar de la definicidn anterior que si
E€P,(A) — 3IneN tal que E € P,(4)
FeP,(A) — 3mEN talque F € P,(4)

Lo cual da sentido nuestra relacion " ~. ",

e De manera andloga a la relacién anterior, se prueba que " ~." es una relacién de

equivalencia.

e larelacion " ~." restringidaa P, (4) coincide con la relacién " ~"

E,F,v € P,(A).

ya gque, tanto

Nota: A partir de ahora denotaremos a E € P,(A) como "E, " para cualquier n€ N a

menos que se especifique otra cosa.
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Definicién 5.2.4.
Sobre P.,(A) definamos una operacién binaria" @ " de la siguiente manera:

D: Po(4) X Po(A) — P (A)

(E,F) — EGBF:[g 2]=diag(E,F)

Observacion 5.2.2.

Como E,F € P_(A) entonces, Aan,m € N tal que E =E, A F =F, masaln se prueba
que E@F € Py n(4)

En efecto

- worr-concon=(; )G o= @)= =-rer

c o =(E (5 9= 9)-rar

Proposicion 5.2.5.
Sean E,F,G,E',F' € P.(A) paraalgin C*-dlgebra A, entonces se cumple

a) E~-E@®O0,, donde 0, denota la matriz nula de orden “n” ¥n € N.

b) Si E~-E A F~F = E@®F~E @F'

c) E@GF~F®E

d) Si E,F €P,(A) talque EF =0 = E+Fe®P,(A),y E+F ~~E®@F.
e) (E®F)®G = E®(FOG)

Prueba.

a) Como E € P,(A) entonces E = E,, paraalgin m € N
tomemos

Em

v = € M(m+n)>< m(A)

0 ]
nMim+nm

Observando que se tiene:

E,]| Eml E,,
= [Em Om’n] [ = EZ =F
On,ml lon,m On,m m "

E E,1 [E 2
07,m] [0n,m 0nm ' 0,

Opm  Opn Onm

v'v =

Es decir, E~-E @ 0,
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b) E, ~ El, = 3v € Mpyxn(A) talque E,=v'v A E,, =

FP~°Fq’ = 3u € Myyp(A) talque F,=u'u A F’q:uu

Umxn 0

Tomemos: WZ[ 0 ] € Mg n+p(4)

Ugxp
Observamos que:

Ww = [vmxn 0 ]* [vmxn 0 ] _ [v;lxm 0 ] [van 0 ]

0 Upp 0 Uy 0 Upxqll 0 Ugxp

*

- [UOU ugu] - [%n F(z:] =6 ® Fp

ww* = [van 0 ] [Van 0 ]* _ [Van 0 ] [vr*Lxm 0 ]
0 uUppll 0 upy 0 Uy 0 Upxgq
vt 07 _ E'yvp O e !
_[0 uu*]_[o F'q]_Emean

Es decir, E, @ F,~E, ®F,

c) Sea E,, ,F, ;tomemos

w = [Onxm FTLXTL]
Eme Oan

Donde 0,,y,, es la matriz cero de M,,y,,(A), observando asi

Ww = Ormxn Er*nxm] [Enxm an] [ mxn] _ [E 2] —EQF
nXm

*
Foxn  Onxm mxm  Omxn 0

*

F, E, FF*
ww* = [Onxm nxn] [Omxn mxm] — [ nxm] [F

0
* =F®E
Omxn EE E]

*
Emxm  Omxnd [Fryn  Onxm

Concluyendo

EQF~FQ@E.

d) Como EF =0, (EF)* =0 & F'E* =0 entonces FE = 0.

(E+F)2=(E+F)(E+F)=E*+FE+EF+F*=FE2+F2=E+F
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(E+F)=E"+F =E+F
Lo cual prueba que E + F € P,(A).
tomando

v =[] € Mansn @

se observa

: [E][E] e P |=EErrr=Esr
vv—F F—E F = =

_TEVIEY [l o o1 - [EET EF]_[E 0]_
W_[F”F] _[F][E F]_[FE* FF* _[0 F]_EGBF

Lo cualindicaque E+ F ~-E@F.

e) Sea E=E,, F=F,, G=Gp

E F 0
(EnEBFm)EBGp = [ neg m

Gp]n+m+p n+m+p

(En 0 ) 0 En  Onm 0
= 0 En n+mn+m (ntm).p = Om,n Fin (n+m).p
Op ,(n+m) Gp 0p,(n+m) Gp
n Onm  Onp Ey On,(m+p)
=|0mn En Onppl|= 0 (Fm OmJ,)
Opn Opm Gy o) \0pm Gy

_ [ E, 0n,(m+p)]
0(m+p),n Fm @ Gp

E, @ (F,®Gy)
Por lo tanto

(E®F)®G = E®(FOG)
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Definicién 5.2.6. Para cualquier C*-algebra A, denotemos por

Fold) _ {[Elp / E€Ps(A)}

D(A) =

Donde:
[Elp = {FeP,(A) / F~E }
Definamos una operacién " + " sobre D(A) de la siguiente manera:
+: D@A) x DA — D)
([Elp.[Flp) —  [Elp+[Flp =[E®Flp

Se prueba que la operacién " + " ésta bien definida.

Es decir; sea ([Elp, [Flp) = ([Glp, [H]p) entonces:

[Elp = [Glp A [Flp =[H]lp = [Elp+ [Flp = [Glp + [H]p
[E® Flp = [G¢ ® H]p

Bajo ésta estructura podemos afirmar que D(4) es un semigrupo abeliano, lo cual lo

demostraremos a continuacion.

Afirmacién. (D(A4),+) es un semigrupo abeliano

Prueba.

o ([Elp+[Flp) +[Glp=[E®Flp+[Glp =[(E®F) ®Glp
=[E®F D Gp =I[Elp +[F D Glp
= [Elp + ([Flp + [Glp)

o [Elp+[Flp=[E®Flp=[F@®Elp = [Flp + [Elp
Recordar: E@F~F@®E & [EDF|lp=[FDE]p

Definicion 5.2.7.

Para cualquier C™-algebra A, definimos el grupo K,(A) como

K,(4) = G(D(4))

Es decir, el grupo K, (A) se define como el grupo de Grothendieck del semigrupo D(A).
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Definiciéon 5.2.8. (Equivalencia Estable)
Definamos la relacién "~ " sobre P, (4) de la siguiente forma
Sea E,F € P,(A).
E~,F © E@R~F@®R paraalgin R € P,(A)
Afirmacioén.
Larelacién " ~;" es una relacion de equivalencia denominada Equivalencia Estable.

En efecto.

a) Reflexiva
Secumpleque EQR~EPR & E~E

b) Simétrica
E~.F & E@R~F®R (Donde R € P,(A))

(=1 F@R""oE@R

< F~,E

¢) Transitiva
E~F & E@QR~F®R N M~M

- (EOQR)OM~(FOR)OM
- EQROM)~FDO(ROM)

F~SZ =4 F@M"’oZ@M A R""OR

> FOM)DR~(ZDM)DR
S FOMBR) ~Z® (MODR)

Mas aun, se cumple
R@M’VOM@R AN F~F - F@(R@M)~0F®(M®R)
Y también que

E©QROM)~EDMODR)

Finalmente, por transitividad obtenemos:

IM@REP,(A) donde E®@ MDR) ~ZDMDR) & E~, 7.
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Proposicion 5.2.9.
Si E,F € P,(A) donde A esuna C*-dlgebra unitaria, se cumple que

E~F © E®1,~FP1, paraalgun n€N
Donde, 1, es el elemento neutro multiplicativo (matriz identidad) en M,,(A4).
Prueba.

E~F & E@R~F@®R yporotrolado 1,—R~.1,—R donde R € P,,(4)

E®1,~ E®RD(1,—R)~FORDA,—R)~FD1,

Definicion 5.2.10.

Definamos el morfismo de Grothendieck para representar a los elementos de D(A4) y su
respectivo K,(4).

Y=Yow : DA — K,(4)=6(DA))
[Elpy — Y[Elpwy = [E],
Donde:
[-]o ¢ Pu(d) — K,(4)

E — [El, = y(Elp)

Proposicion 5.2.11.
Sea A una C”-lgebra unitaria, entonces
K,(4) = {[E], — [F], donde E,F € P,(A)}
= { [E], — [F], donde E,F € P,(A), ne N}

Prueba.
Recordemos que (D(A4), +) es un semigrupo abeliano, mas aun, definimos el
K,(A) = Q(D(A)) que consiste en un grupo abeliano.

Ahora, por la Proposicién 5.1.3. Podemos definir los elementos de K,(A) de la siguiente
forma.

Ko(4) = G(D(A) = { v[Elpwy — Y[Flpwy donde [Elpcay, [Flpw) € D(4) }

= {[E], — [F], donde E,F € P,(A)}

62



Ahora, sea M € K,(A), entonces
M =[E'l,— [F'], donde E € P,(A) A F € P,(A) paraalgin k€N

Sea n = max{k,l}
Se observa que:

E=E @0y € Pp(A)

F=F @0, € P(A)
Mas aun, recordemos que

E~E®O0, paraalgin neN

En nuestro caso tenemospara n—k, n—1 €N

Ey ~E @0y & Ey~FE & E~E & [Elpy =[E] ), = [E], = [E]
FiveFi® 0, & Fi~F & F~F & [Floy =[F], = [Fl,=[F],

Por lo tanto, concluimos

M = [E], — [F], donde E,F € P,(A), n€N

Proposicién 5.2.12. (Propiedades del grupo K,(4) )
1. [E®F], =[E]l, +[F]l, V E,F € P,(A)
2. [04], =0, donde 04 es la proyeccién ceroen A.
3. Si E~,F en P,(A) paraalgin n €N, entonces [E], = [F],

4. Si E,F son proyecciones mutuamente ortogonales en P, (4) entonces

[E + F], = [E], + [F],
5. [E]l,=[F]l, © E~,F V EFEe®P,(4).
Prueba.
1. [E®F], = y[E®F]pw) = y([Elow) + [Flpw) )

= Y[Elpca) + ¥[Flpa

= [E]o + [Flo
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2. Sesabe que
E~.E®O0, paraalgin neN

En particular para E = 04
04~0,D 0, & [0,D04]lpca) = [04]p(a)

& [04]pay + [04lpa) = [04lp(a)

= V([OA]D(A) + [OA]D(A)) = v[04]pca)

< Y[04lpeay + ¥[0alpay = ¥[04lp(a)
Concluyendo [04], = 0.

3. PorlaProposicion 2.5.11, obtenemos
E~,F en P,(A) = E~,F en P,(A) = E~F en P,(4)
Entonces, concluimos que E ~, F, es decir

[Elp = [Flp = v[Elpw) = v[Flpw) siysélosi [El, = [Fl,

4. Observacion: E,F son mutuamente ortogonales, siy sélosi EF = 0.

Recordemos que, si:

E.FEP,(A) /] EF=0= E+FeP (A N E+F ~EQDF
Entonces
[E + Flpw = [E®Flpwy < [E+F], = [E®F], = [E], + [F],

Porlotanto [E + F], = [E], + [F],

5. [E]l, =[Fl, © vIElpw) =vYI[Flpwy © [Elpwy = [Flow

& [Elpay + [Rlpay = [Flpay + [Rlpay paraalgin [R]pa) € D(A).
& [E®R]pa) = [FOR]pa)

< E®R ~. FOR esdecir, E~gF.
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Proposicion 5.2.13.
Sea A una C"-algebra con identidad, G un grupo abeliano y una aplicacién
v: P,(A) — G que satisface:

a) v(E®F)=v(E)+v(F) V E,F€P,(A)

b) v(0,) =0

c) Si E~,F en P,(A) paraalgin ne N = v(E) =v(F)

Bajo estos argumentos, entonces 3! Un homomorfismo de grupos a : K,(A) — G el cual
conmuta en el siguiente diagrama

F..(4)

Prueba.
Primeramente probemos que si E ~o F en P, (4) = v(E) = v(F).
En efecto.
Sea E€P,(A) — 3k €N tal que E € P,(4)
FeP,(A) — 3leN talque F € P;(A)
Y sea n = max{k, l}, entonces podemos observar que
E=E @0,,, F=F@®O0,, pertenecen a P,(A)
Mas aun, se cumple que
E, ~- E, @ 0, esdecir, Ej ~o- E
Teniendo asi:
E~-E n F~.F yporhipotesis, se concluye E ~.F en P,(4).

Ahora, por la Proposicion 2.5.14. Obtenemos:

C E. 0 E! 0)
E~.F en P,(4) :(0 0n> “(0 0, en M,,,(A)
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(%l oon) ~u (F’i 0>=><<%Il oon) °n> ~ ((ﬁl oon)

0 ) en Myn(4)

Es decir:

E'® 03, ~, F'® 03, en P,,(A) entonces, por el inciso (c), de la Proposicidn 5.2.13. Se
obtiene

V(E'®0s,) = v(F'®03,)
Ademas:
v(E) =v(E) + (4n — k)v(0) = v(ED04p—1) = V(ExD0,,_1D03,) = v(E,D03,)
=v(F'®03,) = v(F)

Es decir v(E) = v(F).
Definamos ahora, B : D(A) — G / B(Elp) = v(E)

Afirmacion 1. ( § esta bien definida )

Sea [Elp, [Flp € D(4) / [Elp = [Flp
= E~F < v(E)=v{F)

Cumpliendo asi:

ﬁ([E]D) = B([F]D)

Afirmacion 2. ( S es aditiva )
BUE]p + [Flp) = BUES®F]p) = v(E®F) = v(E) + v(F) = B([Elp) + B([F]p)

Ahora, de la propiedad universal de la construccidon de Grothendieck, existe un Unico
homomorfismo a : K,(A) — G, el cual se observa en que hace conmutar el siguiente
grafico.

DA) —— G

Ko (4) ‘T F.(4)

Esdecir: [Joa=v A ay =8
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5.3. El Funtor K,

En ésta seccion, veremos que K, se puede ver como un funtor covariante de la categoria de
los C*-algebras a la categoria de grupos abelianos. En la cual relacionaré para cada C*-algebra,
su respectivo grupo abeliano, y mas aun para cada *-homomorfismo su respectivo, morfismo.
Veamos como llegaremos a este resultado.

Sean Ay B dos C*-algebras conidentidad y w: A — B un *-homomorfismo, el cual lo
podemos extender a un *-homomorfismo pero de M,(A), M,(B) es decir,

w : M, (A) — M, (B) para cualquier n € N, mas alin nos da una aplicacion de los elementos
proyeccion w : Py(A) — P (B) donde esta definida como:

w [(aij)z-zl] = [w(aij)]?j:l

Afirmacién. w(Px(4)) € Pw(B)
En efecto.
Sea V € a)(?oo(A)); entonces, 3E € P,(A) / V = w(E)

Donde:
V2 = (0(B)” = 0(B)w(E) = w(E?) = w(E) =V

V' = (w(E) = w(E) = w(E) =V

Concluyendo que V € P, (B). Esdecir, nuestro w relaciona elementos proyeccion de una
C*-algebra a otra.

Ahora si definimos una aplicacién de la forma
Vi Pp(A) — Ko(B) / v(E) = [w(E)]o

Se observa que por medio de las propiedades del grupo K,(B), nuestro v, satisface las
condiciones de la Proposicidn 5.2.13.

En efecto.
a) v(E®F) = [w(E®F)], = [w(E)®w(F)], = [w(E)]o + [w(F)],
=v(E)+v(F) V E,F€EP.(A)
b) v(04) = [w(04)], = [05]o =0
c) Si E~,Fen®P,(A) = E~F en P,(A) paraalgin n € N, es decir

dveA/ E=v'v N F=vv" ,aplicando w, obtenemos:
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w(E) =) = (w(v))*w(v)
w(F) = wo(wv*) = w®)(0®))

Teniendo asi,

Jw@) €B / w(E)~wF) & [w(E)], = [w(F)],
Es decir: v(E) = v(F).

Lo cual de esta manera, se tiene la existencia de un Unico homomorfismo de grupos
a: Ky(A) — Ky(B)

P (4)

[-To

K,(A) ———— K,(B)
o= Ko(w:]

Denotemos

a = Ko(w) : Ko(A) = Ko (B) / Ko(w)([E]o) = [w(E)], donde E € Py (4)

Teniendo asi, el siguiente diagrama que conmuta.

Po(4) w P_(B)

[ 1o v - 1o

Ko(A) Ko(B)
K,(w)

v = [']ow AN v= Ko(w)[']o = Ko(w)([E]o) = [(‘)(E)]o

Es decir, para cada w que relaciona un par de C*-algebras, existe un K (w), el cual es un
morfismo que relaciona los respectivos grupo abelianos asociados de sus C*-algebra.



Nota: Sean A, B dos C*-algebras, denotemos por:

e El *-homomorfismocerodeAenB por 04p5:A — B.

e El *-homomorfismo identidad, lo denotaremos por I4: A — A.

Veamos ahora, algunas propiedades del funtor K|,

Proposicion 5.3.1.

1. Sea A una (- algebra unitaria, se cumple que K,(I,) = Ix (4

2. Si A,B,C son C*-algebrasy 6 : A — B, ¢ : B — (C son *-homomorfismos,
entonces se cumple.

Ko(98) = K,(9)K,(5)
3. K,({0}) = {0}

4. Si A, B son C"-4lgebras, se cumple

Ko(048) = Ok, (ayko ()

Prueba.

1. KO(IA)[E]O = [IA(E)]O = [E]o donde E E:POO(A)

6 ®
2. Seobservaquesi A —— B —— (, esto nos induce a

Ko() —22 s ki, (B) —=2 5 K, (0)
El cual, por composicién, K,(@)K,(8) : K,(A) — K,(C) donde
Ko (9)K,(8)[E], = K, () (K, (8)[E],) = Ko () ([6(E)],)
= [@5(E)]0
Por otro lado, de @8 : A — C, tenemos

Ko(9d)
K,(4) —— K,(0)

En el que se observa

Ko(98)[E], = [98(E)],
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De ésta forma, se concluye que

Ko(98) = Ko (9)K,(6).

Recordemos que P, (4) = fP(Mn(A)) donde A esuna C*- algebra.

Entonces para A = {0}
Pn({0}) = P(M,({0})) = {0,}

De aqui, se deduce

K, ({0}) = g({o}) = {0}.

Se observa que

04,0 0o,B

A—22 (0} SNy

Y por Funtorialidad

Ko(04,0) Ko(00,5)

Ko(4) ————— K,({0}) = {0}

Y la composicion

ko (a) — 00 )el000)

También se tiene
04,B

ko) —C) )

Lo cual podemos identificarlo como:

Ko(045) = Ko(005 )Ko(040) = Ok, ark, ()

Ko(B)
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Lema 5.3.2.

Sea Ay B dos C*-édlgebras conidentidady ¢, w : A — B son *-homomorfismos
mutuamente ortogonales, entonces se tiene que @ + w : A — B, es un *-homomorfismo; y

Ko(p + ) = K,(¢) + Ko(w)

Prueba.

Recordemos que ¢, w son mutuamente ortogonales si: (x)w(y) =0, Vx,y € A.

o [p+w](xy) =pxy) + wlxy) = e()o () + w(x)w(y)
=)o) + () + e(x)w(y) + w(x)p(y)
= () + w@®)(e() + w())
= [p + w](x) + [ + 0](¥)

o [p+0l(x) = o) +w) = (p(x) + (w®)
= (p(x) + w(x))
= ([¢ + w] ()’

o [p+w](1).15 = [o + w](1y) = [ + w](14.1,)
= [¢p + w](1p).[¢ + w](1,)

Entonces [¢ + w](1,) = 1;.

Denotemos por ¢", 0" : M,(A) — M, (B) a los *-homomorfismo inducidos a partir de ¢, w
y mas aun éstos, son ortogonales para cualquier n € N.

En efecto.

Como " [(ai/)n] = [‘P(aij)]n

Se observa que: @" [(ai]-)n] " [(ai]-)n] = [(p(aij)]n- [(P(aij)]n =0,

Es decir ¢" L 0™
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Recordar que si, E L F entonces [E + F], = [E], + [F], donde E,F € P,(4)

Ko(¢" + wMI[E], = [(¢" + 0™ (E)], = [¢"(E) + &"(E)],
= ["(E)], + [0™(E)]o
= Ko(@MI[E]o + Ko(@0™[E]o
= [Ko () + Ko (@)]([E]o)

Lo cual se concluye que:
Ko(¢ + w) = Ko(¢) + K, (w)

Nota: Téngase en cuenta que hemos utilizado la misma notacién para las dos aplicaciones
relacionadas, pero siendo en realidad, aplicaciones diferentes.

72



5.4. Equivalencia Homotoépica sobre C*-algebras.

Definicién 5.4.1. Sean A, B dos C*- élgebras con unidad, ¢,8 : A — B dos *-

homomorfismos. Diremos que ¢, 8 son homotépicos (@ ~;, &) si existe un *-homomorfismo

a,: A — B, donde t€[0,1] / ay=¢, a; =6.

Definicién 5.4.2. Sea A, B dos C*- dlgebras, se dice que son homotdpicamente equivalentes
si existen *-homomorfismos

a:A— B, B:B—> A [ Pa~ply N af ~,lp.

- a B
En éste caso lo escribimos como A B A para denotar que es una

homotopia (entre Ay B).

Proposicion 5.4.3. Sea A, B dos C*- algebras con identidad.
1. Si 9,6 : A — B dos *-homomorfismos homotdpicos entonces
K.(p) = K,(6)
2. Si Ay B son homotdpicamente equivalentes entonces, se cumple
K,(4) = K,(B)
Prueba.
1. Como ¢ ~p § entonces existe un *-homomorfismo continuo
h;: A — B donde t€[0,1]
Talque hy(x) = @(x) A hy(x) = 6(x)
Y su extension
h;: M,(A) — M, (B) donde p € P,(4)
Talque ho(p) = ¢() ~ hi(p) = 6(p)

Lo cual, por la Proposicién 5.2.12.

o) ~p 6(p) en P, (A) = [P, =[6()]e & Ko(@)plo = Ko(&)pls

Es decir:
Ko(p) = K,(8)
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2. Recordemos que: A = B siysolosi, existe ¥ : A— B, ¢: B — A biyectivos, tal que
99 =1Ig A @9 =1, ademas ¢ =971

Como A ~p B entonces existen A B A, talque Ba~ply vy
aff ~y Iz y por la primera parte se obtiene.

Ko(ﬁa) = KO(IA) = Ko(ﬁ)Ko(a) = IKO(A)

Ko(aﬁ) = KO(IB) = Ko(a)KO(B) = IKO(B)

Donde se obtiene que, K,(8) = K,(a)™! y son isomorfismos.

Lema 5.4.4.

Para cada C"-algebra unitaria 4, la sucesién exacta escindible siguiente

LN
00— A — A C— 0

A

Induce una sucesion exacta escindible

Ko(n')

Ko (D) L
0 — KO(A) - KO(A) KO(C) — 0

Ko (1)
Donde:
A: C— A/ AMa)=alz =(0,a) y i,m estdn definidos como en la seccién 2.3.
Prueba.
Recordemos que si a € A, entonces a € A, visto de la forma (a,0) € A.
Denotemos por f =17 —1, =(0,1) — (14,0) = (—14,1) el cual es un elemento

proyeccion en A, tal que

A=A®Cf={(a—aly,a): a€A a€eC}

Y ademas se observa que: fa =af =0, Va € A.

Definamos los *-homomorfismos
e u:Ad —A/ pla—alg,a)=pla+af)=a

e 1:C—> A/ A(a)=af =(-a1,a)
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Cumpliéndose que:

pAz) =ula+f) =1,

Ademas:

o pi(a) =pl(a,0)]=pula+0f)=a

o wi(a) =7n(i(a)) =n[(a.0)] =0 = mi=0,¢ (2)

o 7l(a) = n()l(a)) =n(aly) = n(a(O,l)) = n((O, a)) =a=1I(a)

= mA= I(C (3)

o [iu + /'l’n] (a+ af) = i[u(a+ af)] + A [z(a + af)]
=i(a) + AV [n(a—aly,a)] =i(a) + AV (a) =a+ af

= ut+An=Iz (4)

Se tiene también que iu L A'm, en efecto:

iu(a — aly, a).A'n(b — Bly, B) = i(@). A'(B) = (a,0)(Bf) = (a,0)(=B14,8) =0

Ahora por la Funtorialidad de K se obtiene:

De (1)
Ioa) = Kol a) = Ko(ui) = Ko (Ko (D)
De (2)
Ok, ),k (C) = Ko(Oag,) = Ko(mi) = Ko(m)Ko (i)
De (3)
Ix ) = Ko(¢) = Ko(m2) = Ko(m)K((2)
De (4)

I, = Ko(z) = Ko(iu+ A1) = Ko(iw) + Ko (A7)

= Ko (DKo (w) + Ko (1)Ko (1)
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De las identidades anteriores, se prueba la exactitud y la escisién de la sucesion.

Ko
Ko (D) - —>(n)
0 — Ko(4) —— K,(A) Ko(€) — 0
Ko()

Veamos algunos ejemplos usando la teoria dada en éste trabajo, cabe resaltar que podemos
encontrar mas ejemplos y ejercicios detallados del calculo del grupo asociado Ky(A) de un C*-
algebra en los siguientes libros de referencia [3], [10].

Afirmacién 5.4.5
Ky(C) =17

En efecto.
Se prueba que el siguiente morfismo definido es isomorfo

A: D(C) —- N / A([plp) = dim(p) donde p € P, (C)
Probemos que A esta bien definida, mas aun también se tiene que es aditivo.

[plp = [qlp donde p,q € P, (C)

Es decir; p € P,(C) A p € P (C)
Y sea n = max{k,l}, entonces podemos observar que

p = P D O0ni, q = q, @D 0, pertenecen a P,(A)
Entonces se tiene que

dim(p") = dim(q") & A([p'lp) = 2([q']p)

Mas auln, se tiene que
P, ~DP;, © 0, esdecir, p,~o p = [plp= [p']l)
q,~-q,®D 0,_; esdecir, q,~o q' = [qlp = [ql]D

Teniendo asi: A([plp) = A([qlp)

Lo demas es analogo a lo probado anteriormente, de alli se cumple que D(C) = N. Es decir
que A es un morfismo aditivo entre semigrupos, ahora por la construccion de Grothendieck,

tenemos que existe un morfismo de grupos  G(A) :g( D(C)) — G(N) el cual se prueba
que es un isomorfismo, es decir, tenemos que K,(C) = Z.
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Afirmacion 5.4.6.
El grupo K,(M,(C)) = Z paracada n € Z*

Antes de probar éste isomorfismo, veamos el siguiente enunciado.

Definicion 5.4.7.

Definamos Tr: M,(C) — C como la traza estandar, dada por

n

Tr(aij)nxn = Z aii

i=1

En la cual sea p,q proyecciones sobre M,(C). Mas aun los enunciados siguientes son
equivalentes.

(i) p~q
(ii) Tr(p) =Tr(q)
(iif) dim(p(C™)) = dim(q(C™))

Entonces, sea T es la traza estandart sobre M, (C) entonces, tenemos

Tr
M, (C) C

Ko(Ma(©) ——_, k. (©)

Cabe observar que K,(C) = Z.

Ahora,sea Ky(Tr) : Ko(Mn(C)) — 7 probemos que es un isomorfismo.
Sea g € KO(Mn((C)) recordemos que:

Ko(A) = {[plo — [q]o tal que p,q € Pr(4)}

= {[plo — [qlo tal que p,q € P,(A),n € N}

Entonces sea p,q € SDk(Mn((C)) = M}, (C) paraalgin k € N setiene que g = [pl, — [qlo-
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Ahora, si Ky(Tr)(g) = 0, entonces Ky(Tr)([pl, — [qls) =0

[Tr(p)]o = [TT'(Q)]O
Teniendo asi:
dim (p((Ckn)) = dim (q((Ck”))
Y por el enunciado anterior tenemos que:

p ~q, esdecir g =[pl, — [ql, = 0, afirmando asi que K,(Tr) es inyectiva.

Recordando que un subgrupo H de Z esiguala Z siysélosi 1 € H, ahora, como
Img(Ko(Tr)) < 7Z vyseobservaque Ky,(Tr)([e],) =1 cuando e es una proyeccion en
M, (C) con rango unidimensional, luego Im(KO(Tr)) =7 yasi K,(Tr) es suryectiva.

Definicion 5.4.8.

Un espacio de Hausdorff compacto X, es llamado contractible, si para algin x, € X, existe
una aplicacién continua «a : [0,1] X X — X tal que

a(l,x) =x A a(0,x) = x,, Vx €X

Afirmacion 5.4.9.
Sea X un espacio de Hausdorff compacto, contractible. Entonces KO(C(X)) = 7.
Prueba.

Como X es un espacio de Hausdorff compacto contractible, entonces para algun x, € X,
existe una aplicacion continua a : [0,1] X X — X tal que

a(l,x)=x A a(0,x) = xy, VxeX

Nuestro objetivo es que tanto C(X)y C dos C(*-algebras, sean homotdpicamente
equivalentes; es decir, definamos:

p:CX) = C A Pp:C — CX) talque ¢(f) = f(xo) A YD) =11,

Donde se observa que:
YD) = (A1) = 11.(x) = 1¢

Yo(f) = ’P(f(xo)) = f(xp)1e = f(x0)
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Definamos para cada t € [0,1] un *-homomorfismo ¢; : C(X) — C(X) tal que
9. (@) = f(a(t,x))
Es continua para cada f € C(X'). Observandose que:
9o () = f(a(0,x)) = f(xo) = Yo (f)
P1()) = fa(l,x) = f(x) = 1o
Lo cual nos prueba que @ ~, 1(x)-

Ademas, como ~j es una relacién de equivalencia, se tiene que 1¢~p1c y como
= 1, se obtiene asi ~p 1¢ . Asi probando que
C nlc

coo) ——c— 1 con

Es una homotopia (entre C(X)y C).

Ahora, por la proposicién 5.4.3. se cumple que KO(C(X)) = K,(C), y como se tiene que
K,(C) = Z, se concluye que KO(C(X)) = 7.
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5.5. El funtor K, para C*-algebras sin unidad

Veamos ahora que pasaria si tuviésemos un C*-algebra sin unidad, como lo definimos y mas
aun llegaremos a la conclusion que su grupo K, cumplira las mismas propiedades como si éste
fuera uno con unidad, visto en las seccidén anterior.

Definicion 5.5.1.

Sea A una C*-dlgebra sin unidad y la sucesién exacta escindible

s

0 — A —5A4 C— 0
Dénde: m: A— C / n(a,a) =«

Definimos el K,(A) como el nicleo del homomorfismo

Ko(m) : Ko(A) — K,o(C)

Observacion 5.5.1.
Recordemos una vez mas, si a € A, entonces a € 4, visto de la forma (a,0) € A.

K,(A) es un grupo abeliano, mas aln, ahora por definicién K (A) es un subgrupo de K,(A),
que también resulta ser abeliano.

Considerando E € P.,(A) € P, (A), podemos observar que a partir de:
[Jo: Pu(A) — K,(A), donde E — [E],

Se tiene que si E € P (A) entonces [E], estd en K,(A). Ahora, se observa:

Ko(m)([E],) = [=(E)], = 0

Resultando asi que [E], € Ker(Ko(n)) = K,(4)
De ésta manera, obtenemos también una aplicacion de la forma
[1o : Peo(4) — Ko(4), donde E — [E],
Para cualquier C*-algebra A (unitario o no), lo cual nos da una sucesién exacta corta.

0 i Kol
Ko(A)

Ko )
0 —> Ko(4) —— 2 Ky (€) — 0
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Notese que la aplicacion K,(4) — K, (A) corresponde a K, (i) cuando A tiene unidad,

i ~
es sera la aplicacion inclusién cuando A no tiene unidad < K,(4) — KO(A)>.

Sea ¢ : A — B un *-homomorfismo de C*-algebras sin unidady @ : 4 — B su
unitizacién, se tiene el siguiente diagrama que conmuta.

ia

)

A

A
@ Jéﬁ !
B

B e

)

Conmutatividad de 4 y A

El cual induce por la Funtorialidad de K, para C*-dlgebras con unidad el siguiente diagrama,

gue también conmuta.

K,(4A) —2— K,(4) L)k (@

K,(¢) K,(¢) I
is ~ Hyimg)

K.(B) — K,(B) K,(C)

Conmutatividad de K,(4) v K,(4)

Donde K,(¢) corresponde la restriccién del homomorfismo

K,(®): K,(A) — K,(B) sobre el grupo K,(A),K,(B).

Téngase en cuenta que si Ay B son unitarios, entonces el homomorfismo K, (¢)

corresponde al que ya se consideré en la seccion anterior. Ademas que la igualdad

Ko((p)([E]o) = [(p(E)]o E € Py (4)

sigue siendo valida.

y
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Proposicion 5.5.2.

1. K,(1,) = 1y (4) paracada C"-dlgebra A.

2. Sean @: A—B, w: B—>C dos  *-homomorfismos
K,(wp) = K,(w)K,(p) donde A,ByC son C-3lgebra cualquiera.

3. K,({0}) = {0}

4, KO(OB,A) = Ok, (B)k,(4) Paracada parde C*-dlgebras Ay B.
Prueba.

De forma andloga ala demostracién de la Proposicién 5.3.1.

Proposicion 5.5.3.
Sean A, B dos C”-algebras sin unidad

1. Si ¢,w: A — B son *-homomorfismo homotdpicos, entonces
K,(p) = K,(w)

2. SiAvy B son C*-algebras homotdpicamente equivalentes, entonces
K,(A) = K,(B)

Prueba.

entonces

1. Como ¢, w son homotdpicos, entonces existen extensiones unitales @, @ sobre 4,

por lo cual, por la Proposicién 5.4.3. se obtiene K, (@) = K,(@). Luego K (@) =

K,(w) los cuales, son las restricciones de éstas aplicaciones a K,(A).

2. Se prueba por medio de la parte (1) y la Funtorialidad de K.
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5.6. El grupo K, del algebra de Cuntz.

Sea H un espacio de Hilbert (separable) infinito dimensional, una isometria en H, es un
operador s en B(H) tal que s*s = I

Sea n €N (n > 2) ysea{s;}}=,; unafamilia de isometrias en H tal que
n

Zsisf‘ =1

i=1
La C*-subalgebra de B(H) generada por {s;}/-; es denotada por
C*({s¥y) = span{sy, ..., sn}

Fue probado en [8]. por Cuntz que ésta C*-algebra es independiente de la eleccién de la
familia de isometrias; es decir, si {t;}]=; es otro conjunto de isometrias que satisface
Y, tit; =1, entonces existe un *-isomorfismo

p: C'({sidiz) — C{t}iz) tal que o(s) =¢,V1i<i<n
Es decir:

C({sitiz) = C {8}

Denotamos por O, al C*-algebra generada por "n"isometrias {s;}/=, tal que Y1 s;s; =1

y s;s; =14 paracadai ={1,2,..n}. EIC*-dlgebra O,, sellama el dlgebrade Cuntz.
Ndtese que:
s;s; = 6;;1, donde i,j € {1,2,..n}
Es decir:
sisi=1 AN s{s;=0, i#]

A continuacién consideremos algunos resultados que Cuntz muestra en su articulo [6]. K-
theory for Certain C*-algebras y [8]. Simple C*Algebras Generated by Isomtries.

Definicion 5.6.1.

Sea A una C*-algebra, se dice que s € A es una isometria si se cumple que s*s =14, donde
1, esel elemento identidad en A.

Ahora veamos el siguiente resultado el cual es valido para cualquier C*-algebra.
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Proposicion 5.6.2.
Sea Aun C*-dlgebra y "s" unaisometria en A. La aplicacidon
uA—A
a — sas”
Es un endomorfismo de A, es decir un *-homomorfismo de A en si mismo.
Ademids K,(u) =1;, donde I; esel homomorfismo identidad de K,(4) en K,(4).
Prueba:

Se prueba que u es un endomorfismo en A. Por otra parte, param € N fijo, definamos

Hm * Mn(A) - Mn(A)

a=(a;) — (u(aij))

Dénde:
s 0 0
0 s 0
Sm =1 . :
0 O S

Ndétese que u,(a) = spasy, yaque W, esunendomorfismoen M, (A).

Extendamos u sobre los elementos de P, (A) de la siguiente manera. Para p € P, (A4)
existe m € N tal que p € P,,(A). Defindmoslo como u(p): = um(@).

Claramente u(p) € P, (A) pues pu,, esun *-homomorfismo.
Sea r = s,,(p), entonces
T =P SmSmp =P P =p

T = SpPP Sm = SmPSm = 1(p)

Es decir que p ~q u(p), porlotanto [ply = [u(@)lo.

Como Ko(Wlrlo = [u(®@)]o = Ko(Wlplo = [plo VD € Pr(A).

Ahora como:
Ko(4) = {Iplo — [ql, tal que p,q € P, (A) }

Entonces, se tiene que

Ko(w)(g) =g, Vg € Ko(A).
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Proposicion 5.6.3.

Sea A: 0, — O, dado por:

n
Alx) = Z SjxS;
j=1

Entonces A es un endomorfismo en O, y mdsaun
Ko(@) + Ko(On) — Ko(0n) / Ko(M)(g) =ng, Vg € Ko(On).
Prueba
Paracada j € {1,2...n}, la funcién
Ai+ Op — Oy
X — SjxS;

Es un endomorfismo, y por la Proposicidn anterior, se tiene que A = Z;lzl/lj también es un

endomorfismo.
Ahora, para i # j, se tiene

A;()A;(x) = s]-x(s]?*sl-)xs;k =0, Vx€O,
Extendamos A y A; donde j € {1,2...n}, sobre P,(0p)

Paracada E € P.(0,), {A,(E), A,(E), ..., A,(E)} es un conjunto de proyecciones
ortogonales a pares.

Asi, por la Proposicién 5.2.12. Se tiene

ZME)‘ =2 W@,
j=1 o J=1

Luego

Ke@END) = ) Ko@IElo
j=1

Finalmente, por la proposicion anterior, se tiene que

Ko(D[E]y = n[E],
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Proposicion 5.6.4.

Sea Y : 0, — O, un x-homomorfismo que preserva la identidad, entonces existe
U € U(0,) talque Y(s;) = Us; paracada i =1,2,...,n.

Prueba.

Definamos

U= zn: Y(s)s;
i1

Donde se observa que:

uU* = (2 lp(si)sf)

*

Y(s;)si | = (Z 1/1(505{‘) Z s P(s7)

n

i=1 j=1 i=1 j=1
=<Z¢(&-)S£"> Esjw(Sf) =Z Y(sosisp(s)
i=1 j=1 i=1j=1

= ip(sow(s;) = Z Yisis) =1
i=1 i=1

También se tiene que U*U = 1.

Ahora, paracada j € {1,2,..n}

Usj = (2 1/)(sl-)si*) sj = Z Y(sp)sis; = l/’(Sj)Sj*Sj = I/J(Sj)
i=1 i=1
Es decir:

Y(s;) = Us;

Proposicion 5.6.5.

Sea a: 0, — 0, una aplicacién dada por

n
a(x) = Z SjXS;
=

Entonces @ esunendomorfismoen O, masaun Ky(a): Ky,(0,) — Ky(0,)

Es el homomorfismo identidad; es decir

Ko(a) = 1k, 0,y Donde Ky(a)(g) =g Vg € Ky(Op).
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Proposicion 5.6.6.
El grupo K,(0,,) es abeliano, méas aun es de orden (n — 1)
Prueba.

Sea n € N unelemento fijo. Ysea g € Ky(0,), entonces de las proposiciones anteriores,
se tiene que:

ng =g paratodo g€ Ky(0,) & nm—-1)g=0

Mas aun, se observa también que:

0—[255] ZSS =Zn: Io=nll]ly, & -D[];=0
i=1

Ahora, como caso particular para n = 2; setiene g =0, V g € K,(0,)

Es decir:  K,(0,) = 0.

Observacion 5.6.7.

+1
Consideremos el dlgebra 0,1 = C*(Ey, ..., En4+1) generada por las isometrias {Ej}jzl, y

sea A =C*(Ey,...,E,) una C*-subdlgebrade O,,,, y elideal
n
J = C BuorBr) = € 1= Y BB

Ahora, sea m : A — g la proyeccién candnica (m(Ey) =Ex+] =s¢) k=12,..,n

] . . . C*(Ey,...E .

Asi, cada sj esunaisometria en el cociente: C(EyEn) , ademas:

n n n n
* * * * *

Zsjsj =nm(Epy1Ensq) + z sisi=(1—) s;s; |+ z SjSj
=1 = =1 =1
A ~

Entonces: - =0,
)

Denotaremos @ : A — 0, / n(Ej) =s;, Vj=12,..,n
Ahora, para cada elemento k € {1,2,...,n + 1}
Consideremos

ar: Opgr — Onyq /[ og(x) = Z?:lijEj*

Y ademds sea B € 0,1 lamenor C*-dlgebra que contienea A tal que a,,,(4) c B.
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Proposicion 5.6.8.

Consideremos el *-homomorfismo restringido a,,;: A — B, entonces para
Ko(ant1) + Ko(A) — Ko(B)

Se verifica

Ko(an+1)(Uglo) = [glo, g€ACB

Observacion 5.6.9.
e Sealaaplicacion y: B — B dadacomo y(x) = Ep;1xEn 1
Entonces, si x € B, ay41(x) = a,(x) +y(x)

Como

n n
Z EixEj" |y(x) = y(x) Z EjxEj | =0
j:l ]=1

De donde:

Ko(an+1)glo) = [an+1(@]o = [an (@] + Ko(¥)lglo = nlglo + Ko(¥)([g]o)

Ahora, por la proposicion anterior, se tiene

[glo = nlglo + Ko(¥)([glo) en Ko(B), Vg € P(A).

e Deotrolado, sea J' otroideal bilatero cerrado de B, generado por E,1AE; .1 ; €s

decir J' = span{En,14E 41},

Observeque: J<SJ'v AZ J puessi me (A—J) con m € J' entonces m =0
Puesto que Ej. EjE;.1 =0, paracada j € {1,2,..,n}

Luego J' esun ideal propio de B; en consecuencia

5.4
J=3J

IR

= 0,
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Sea j:A © B laaplicacion inclusidn entonces se obtiene el diagrama que conmuta

J Lﬁ___"__:, o,q;-r}gﬂ

i.’

r
T
Jg-—B — 0,
Induce el diagrama que también conmuta

Enli) Eplm)

Ko(7) Kq(A) Ko(On)
Ky (5)
n':fr::' n':?Tf}
Ko (g) —— Ko(B) —— Ko(Op)

Proposicion 5.6.10.
Para cada elemento g € K,(0,,), existe t € Z tal que g = t[I], . Es decir K,(0,) = Z[I],
Prueba.

Del diagrama anterior se tiene que K,(m) = Ky(t")K,(j) , ademas obsérvese que si
Ky(m)([E]y) # 0 entonces Ky(j)([E]y) # 0

Entonces, a partir de
[E]o = n[E]o + Ko()(Ey) en Ko(B), Yg € P(A).
Se tiene que:
Ko(D([ETo) = nKo () ([E]o) + Ko (¥)Ko () ([E]o) # nKo () ([E]o)
Por tanto:
[E]o # n[E], en Ko(A). Esdecir, Ko(m)([El)) #0 = [Elo # nlE],
De igual forma, se tiene:
Ko (N ({1o) = nKo (D ([1]0) + Ko (1)Ko (D([1]0)

=nKo()([1]o) + Ko () ([Sn+15n+110)
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= Ko(j))(nlI]o + [Sns1Sns1lo)

Entonces

n[Ily = [I1o = [Sn+15n+1lo

Ahora, como J = span{s,+1Sn+1}
Entonces, se tieneque 7 = [s,41Sh4+1]0 generaa Ko(i)(KO(J)) es decir; Ky(m) =Z.r
Luego para cada elemento g € K,(A4)
Existe t € Z tal que
n—1g=tr
De aqui y de la igualdad
nlllo = [Ilo — [sn+15n+1lo
se obtiene:
n(g + tllly) = g + tr + tlI], — tr = g + t[I],
En ésta ultima igualdad, se tiene que

Ko (m)(g) = —tKo(m)([I]o) = —t[I]o en Ky(Or)

A través de éstos resultados, se observa que el ordende [I], es n —1 y que el orden de
cada g € K,(0,) esalomds n —1, ademas por lo visto anteriormente se tiene que cada
g € Ky(0,,) es mdltiplo de [I], . Asi concluyendo que el orden del grupo K,(0,) es n— 1.

En [8]. Cuntz demuestra a partir de esto, que el grupo K,(0,) esisomorfoa Z,_;.
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Capitulo 6

Discusion de resultados

e Se observa que gracias a la Construcciéon de Grothendieck podemos asociar
nuestro C*-algebra a un grupo abeliano, el cual estd basado en los elementos
de tipo P, (4).

e Cuando nuestro C*-algebra de Banach, no posea elemento identidad, a través
del proceso de unitizacién podemos sumergirlo dentro de uno, de tal forma
que el proceso para caracterizar los K, sea similar a lo demostrado.

e La propiedad de Invarianza homotdpica de K, para C*-algebras en la cual
relacionamos operaciones homotdpicas tanto entre C*-algebrasy
*-homomorfismos, pueden aplicarse tanto para C*-algebras con unidad o sin
unidad.

e El estudio de la K-teoria es muy extensa, ya que por otro lado podemos ver a
toda C*-algebra como una C*-subalgebra de algin B(H) donde H es un
espacio de Hilbert esto se debe al Teorema de Gelfand-Naimark. Esto nos abre
el camino al llamado calculo funcional, que es una herramienta Util para el
analisis de C*-algebras no abelianas.
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Capitulo 7

Conclusiones

e Sea A una C*-algebra unital, el grupo K,(A) se define y/o se construye como
el grupo de Grothendieck del semigrupo D(A), es decir:

Ko(4) = G(D(A))

e Seobserva que K, es un funtor covariante, dela categoria de C*-algebras
unitales con *-morfismos (no necesariamente unitales) a la categoria de grupos
abelianos.

e Sean Ay B dos C*-algebras con identidad (también puede ser no unitaria) si
estos cumple la propiedad de ser homotépicamente equivalentes, entonces
podemos concluir que:

Ko (A) = Ky(B)

e Lainformacién de un C*-algebra A; se puede obtener a partir de su grupo
asociado K,(4).
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Capitulo 8

Recomendaciones

e Para un mejor entendimiento de la K-teoria se recomienda ver [10] y con
respecto al célculo del algebra de Cuntz se sugiere ver [8],[6] o trabajos
asociados a este.

e Seria recomendable llegar a la construccién del grupo abeliano K, (A4) asociado
a una C*-algebra, del dlgebra de Toeplitz y de la Circunferencia Esférica.

e Asicomo a partirde P, (A) pudimos formar el grupo abeliano Ky(A) y
analizar sus diversas propiedades, de la misma manera a partir de U, (A) el
cual es la unidn disjunta infinita de las matrices cuadradas de elementos
unitarios de A, podemos formar el grupo abeliano K;(A) asociado a esta
C*-dlgebra.
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ANEXO 1:

ANEXOS

Matriz de Consistencia

Problema Objetivos Hipotesis Metodologia Poblacién
¢Sera posible | Objetivo general | Hipotesis Tipo de Por la
asociar a un Determinar la general investigacion naturaleza del
C*-algebra estructura del grupo | Basado en un La investigacion es de | trabajo de ser
"A" ungrupo | abeliano K,(A), C*-algebra"A", | tipo cientifico: abstracto, no
abeliano? asociadoaun C*- |y considerando | Tedrico-constructivoy | hay poblacion

algebra"A".

Mostrar algunas
aplicaciones de la
K-teoria del funtor
”KO ".

Objetivo
especifico
Estudiar
detalladamente el
grupo K, (4), via la
K-teoria algebraica.

Calcular el grupo
K, (A), para C*-
algebras
especificas.

parcialmente su
K-teoria
algebraica (el
funto Kj ),
logramos
estudiar el
grupo asociado
a "A" mediante
dicho funtor.

Hipotesis
especifica
Basado
parcialmente en
la K-teoria
algebraica
(funtor K, )
para C*algebras
logramos
estudiar
detalladamente
el grupo
asociado
Ky(A).

Basado en el
estudio del
grupo asociado
Koy (4),
calculamos la
K-teoria para
algebras
especificas.

la metodologia usada
es de tipo inductivo —
deductivo, tratando de
ser lo mas exhaustivo
posible en la
demostracion de las
proposiciones,
teoremas, etc.

Disefio de la
investigacion

Para el desarrollo del
trabajo propuesto
usaremos el material
bibliografico siguiente

[3],[5],[6] y [8].

Conociendo la teoria
de C*-algebras y la
nocion de funtores
pasamos a estudiar el
grupo abeliano K, (A4),
para un C*-algebra "A"
arbitraria.

Finalmente se
determina el grupo
asociado para C*-
algebras especiales.

gue estudiar,
sin embargo,
nuestro estudio
se encuentra
inmerso dentro
de dos areas de
la matematica;
la Topologia y
el Algebra.
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Algebra

C*-algebra

/ \

Unitizacion de un C*-algebra Elementos proyeccion y unitario

\/

El grupo Ky deuna C*-algebra

El Funtor K,}

Equivalencia Homotdpica sobre C*-algebras
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