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RESUMEN

Es conocido que una superficie orientable conexa tiene definido un nimero natural
Ilamado género, que geométricamente es el nimero de asas o huecos de la variedad.
La triangulacion y la caracteristica de Euler son invariantes topoldgicas de una
superficie con las condiciones dadas anteriormente, el género y la caracteristica de
Euler de la superficie con y =V —E+C, donde V (nimero de vértices), E (nimero

de aristas), C (numero de caras), de una triangulacion elegida y g su género.

Una curva algebraica C plana compleja en P(f) no solo es una variedad topologica

de dimensidén 1, sino que admite estructura de superficie de Riemann, ademas es
compacta y Hausdorff pues P(f) lo es; todo ello nos permite definir el género de
dicha curva. La curva C esta definida por un polinomio homogéneo de tres

variables con una grado dado.

En el presente trabajo se estudiara la relacion entre el grado de una curva plana
compleja en P(f) y el género que lo define, antes de ello se estudiard casos
particulares como la recta proyectiva, conicas proyectivas no singulares, cubicas

proyectivas no singulares, etc; esto nos permitira tener una vision topoldgica de la

curva con solo conocer su grado.



ABSTRACT

It is known that a connected, orientable surface has defined a natural number called
genus, which geometrically is the number of handles or holes of the surface. The
triangulation and Euler characteristic are invariant topological of a surface with the
conditions given above, the genus and Euler characteristic are related by the
formula y=2-2g. Where y is Euler characteristic of the surface with
¥ =V —E+C, where V (number of vertices), E (number of edges), C (number of
faces), of a chosen triangulation, and g its genus.

A complex algebraic curve C in ID(E) is not only a topological variety of dimension

1, but it admits structure of Riemann surface, it is also compact and Hausdorff

because P(f ,itis; all this allows us to define the genus of this curve. The curve C is

defined by a homogeneous polynomial of three variables with a grade given.

In the present work we will study the relationship between the degree of a complex

curve in P,

and the genus that defines it. Before that, we will study particular
cases such as the projective straight line, non-singular proyective conic, non-
singular cubic proyective, etc; this will allow us to have a topological view of the

curve just by knowing its degree.
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INTRODUCCION

Habiendo estudiado en mi etapa universitaria varios textos en los cuales se muestra

la teoria clasica de las curvas algebraicas en el contexto de [1? de manera clara y
rigurosa, me surge la inquietud de cémo establecer homeomorfismos que permitan
tener una vision topoldgica de las curvas planas complejas no singulares.
Recordemos que la geometria proyectiva, es el resultado de un largo proceso de
evolucidon que comienza con la geometria griega y culmina con la obra de los
gedmetras franceses y alemanes de la segunda mitad del siglo XIX. Dentro de este
proceso podemos mencionar al gedmetra francés Gérard Desargues, que con el
teorema de Desargues establece la relacion entre dos triangulos en un plano
proyectivo. Ahora teniendo como base la topologia, que es una rama de las
matematicas que estudia las figuras y cuerpos geométricos y sus representaciones,
por ejemplo, un triangulo a nivel topoldgico puede verse como una circunferencia,
se busca establecer un homeomorfismo entre una curva no singular plana proyectiva
compleja de grado d y una esfera con d niumero de huecos. Paro ello en el capitulo
cinco daremos una vision topoldgica de una curva algebraica no singular en el cual
se utilizara la formula del género - grado.

Cabe mencionar también que la presente investigacion busca generar el interés
sobre la geometria compleja que esta inmersa dentro de la linea de investigacion de
geometria y topologia diferencial de la escuela profesional de Matematica de la

Facultad de Ciencias Naturales y Matematica.



CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.  Descripcion de la realidad problematica
A continuacion, explicaremos como surge el estudio de las curvas algebraicas
planas proyectivas no singulares:

Sea P,y un polinomio no constante de dos variables con coeficientes complejos.

Decimos que P, no tiene factores repetidos si no podemos escribir:

2
Pey) = (Qey) " Rexyy
Con Q(x,y) Y R(x.y) Polinomios y Q, ,, No constante.

Sea P,y un polinomio no constante de dos variables con coeficientes complejos y

sin factores repetidos. Entonces la curva algebraica compleja en C? definida por
Puyyes: C={(x,y)e C* / P(xy) = 0}

Teorema 1 (Hilbert’s Nullstellensatz)
Si P(xy) Y Qcx,y) NO tienen factores repetidos entonces ellos definen la misma curva
algebraica compleja en C? si y solo si existe aeC — {0} tal que:

Picy) = My
Con este teorema, una manera mas general de definir una curva algebraica compleja
en C2? es como una clase de equivalencia de polinomios no constantes de dos
variables, donde dos polinomios son equivalentes si y solo si ellos son multiplos
por un escalar no nulo.
En el contexto de R? varias curvas algebraicas pueden verse geométricamente

como:

Figura N° 1.1: Curvas Algebraicas Reales

x2 yZ

a2 = b2




v

y2=x3+x2+1

yi=x®—x > O |

=
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Sin embargo, si las curvas anteriores estarian definidas en €2, no habria una vision
geométrica clara. Por ello nos hemos ubicado en el contexto de P(Z(C), es decir, en el
plano proyectivo complejo, donde estudiaremos una vision topolégica de las curvas
consideradas anteriormente, dando énfasis en los tipos de singularidad que existen

y en el grado del polinomio que define a la curva



1.2.  Formulacion del problema
1.2.1. Problema general
¢ Cuél es la vision topoldgica de una curva algebraica proyectiva plana compleja no

singular en el espacio proyectivo complejo P(ZC).?

1.2.2. Problemas especificos

¢Seré posible determinar el género de una curva no singular sobre el espacio
proyectivo complejo Pfy?

¢Sera posible establecer homeomorfismos entre curvas de grado 2, grado 3, etc en

P(ZC) y la esfera o el toro complejo?

1.3.  Obijetivos de la investigacion
1.3.1. Objetivo general
Establecer la vision topolégica de una curva algebraica no singular en el espacio

proyectivo complejo Pf.

1.3.2. Objetivos especificos

Determinar el género de una curva no singular sobre el espacio proyectivo complejo
2

P(C).

Establecer homeomorfismos entre curvas de grado 2, grado 3, etc en P(ZC) y la esfera

o el toro complejo.

1.4.  Limitantes de la investigacion.

1.4.1. Limitante Tedrico

Como limitacién tedrica se encontrd la escaza bibliografia en la escuela de
matematica de la Universidad Nacional del Callao relacionada a las curvas
algebraicas proyectivas en el espacio complejo, asi mismo en los repositorios
especializados se encontré poca informacidén con respecto a la investigacion a

desarrollar o en algunos casos presentaban un costo para poder ser descargadas.



1.4.2. Limitante temporal

El hecho de poder establecer una vision topoldgica de la curvas algebraicas
proyectivas planas complejos se basa fundamentalmente en poder encontrar
homeomorfismos entre estas curvas algebraicas de grado 2 y 3 en el plano

proyectivo complejo P(ZC) y la esfera. Una limitante que se evidencio fue el tiempo

gue tomoO poder encontrar los homeomorfismos planteados en la presente

investigacion ya que no ha sido una tarea facil ni sencilla.

1.4.3. Limitante espacial

Nuestro contexto se ubica sobre el conjunto de las curvas planas proyectivas
complejas que son del tipo no singular. Un limitante que se encontro en el presente
trabajo es considerar curvas del tipo singular, donde su estudio depende de su tipo

de singularidad, por ejemplo, una cuspide, un nodo, etc.
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CAPITULO II: MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes
Antecedentes Internacionales
Lozano Cesar (2006), “Sobre la clasificacion topologica de las curvas algebraicas”,

publicado en la Escuela Superior de Fisica y Matematica de México, se basa en

analizar las curvas algebraicas no singulares en el plano proyectivo P(Z) :

Lozano Cesar (2016), “Curvas algebraicas y la pregunta de Halphen”, publicado en
el Instituto de Matematicas de la UNAM en Meéxico, manifiesta que el grado de la
curva C se define como el grado del polinomio f y se considera C =V (f ) cuando

se desea hacer referencia explicita al polinomio que define la curva.

Gomez David (2013), “Curvas Algebraicas”, publicado en la Universidad
Complutense de Madrid en Espafia, usa las formulas de Plucker para el estudio de

las singularidades de una curva algebraica.

Del Campo Sanchez Abraham (2004), “Teorema de Riemman-Roch”, publicado en
la U.N.A.M. en México, demuestra el teorema de Riemman-Roch en el contexto de
curvas algebraicas planas proyectivas no singulares, muy util en el estudio de

funciones holomorfas sobre la curva.

Kirwan Frances (1992), “Complex Algebraic Curves”, publicado en la Universidad
de Oxford en Estados Unidos, define la teoria de curvas algebraicas complejas y el

espacio proyectivo complejo.

Antecedente Nacional
Egusquiza Mery (2018), “Aspectos geométricos de la teoria de curvas algébricas”,

publicado en la Pontifica Universidad Catolica del Perti”, presenta el concepto de

11



curva algebraica afin y una demostracion geométrica de la formula “grado género”

de una curva lisa.

2.2. Marco

En esta seccion las definiciones y resultados importantes necesarios para el
desarrollo del presente trabajo de investigacion.

2.2.1. Tedrico

Definiciones sobre Espacios Topoldgicos

Definicion 1

Sea X un conjunto y T una coleccion de subconjuntos de X. T se llama topologia de
Xsi:

. X, QeT.

ii. Launion de cualquier coleccion de elementos de T pertenece a T.
iii. Lainterseccidon de cualquier coleccion finita de elementos de T pertenece a T.

El par (X, T), donde T es una topologia en X, es llamado un espacio topologico.

Ejemplo
1. Sea X un conjunto y T=P(X) el conjunto de partes de X. Obviamente T es una

topologia en X y asi (X, T) es un E.T. llamado el espacio topologico discreto.

2. SeaXunconjuntoyT={Ac X /X —Aes finito 6 A = @}. Veamos que T es
una topologia en X, en efecto:
i. O,XeT.

ii. Sea (4;); una coleccion de elementos de T tal que A; es no vacio Viel

(A =), entonces: X - JA=[(X-A)eT.

iel iel
iii. Sea (A4,)ie, | finito, una coleccion de elementos de T / A; #Q,Vi, se

verifica: X —ﬂA :U(X -A)eT

iel iel
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3. Sea

.. Tes una topologia en X, llamada la topologia cofinitay (X, T) esun E.T.

X=0"n>1. Un subconjunto A de X es llamado abierto si:

vxeAdr>0/B,,,cA. Definamos: T={ Ac X/ A es un conjunto

abierto}. Veamos:

D XeT

Luego: Jiel/xeA —35>0/B,,, cAc|JA
iel
Por lo tanto: | JA eT.

iel

sea (A)ici una coleccion finita de elementos de T y XEﬂA.

I —finito iel

Entonces: xe A,, Viel

Luego: I >0/B,,, = A,Viel

Implicando que: ﬂ Bir) © ﬂ A,

iel

Asi: Ir>0/B,,, (B <[ A.

il il
Por lo tanto: [ JA €T .
iel

Asi T es una topologia en X, llamado topologia euclidiana.

4. Sea X={0, 1} y T={@, X, {0}} trivialmente T es una topologia en X llamada la

topologia de Sierpinski.

Definicion 2

Sea (X, T) un E.T. Un conjunto Ac X es llamado abierto si AeT y cerrado si

A eT.

Ejemplo

1. Sea X =Z en latopologia cofinita T.

13
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2. Sea X ={0,1} con la topologia de Sierpinski.

e {0} es un conjunto abierto.

e {1} es un conjunto cerrado.

3. Sea X un conjunto con la topologia discreta. Entonces cualquier subconjunto de

X es abierto y cerrado.

Definicion 3

Sea (X, T)un E-T.y Ac X . Considere la familia de subconjuntos de A tal que:
T,={AnU /U eT}.

Veamos que (A, T,) esun E.T., en efecto:

i. AQeT,

ii. Sea (A),., unacoleccion de elementosde T, > A =ANU, /U, eT.

Entonces: | JA = J(AnU;) = Aﬁ(Uuij-

iel iel

como:  JU; €T , entonces: JA €T,

iel iel
iii. Sea (A),, ,!finito, una coleccion de elementos de T,.
A:AmUJqeT—qu=(MAmUJ=AmUij

iel iel iel

Como: ﬂUi €T, entonces: [|A €T,.

iel iel

El par (A, T,) es llamado un subespacio topoldgico de (X,T).
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Definicion 4
Sea (X,T)unE.T.y Ac X . El interior de A denotado por Int(A), es el conjunto

de la union de todos los abiertos incluidos en A.
La clausura (cerradura) de A, denotado por A, es el conjunto de la interseccion de

todos los cerrados que contienen a A.

Ejemplo
1. Sea X ={0,1}con la topologia de Sierpinski.

Int ({0}) ={0}

o Int({l}):@
° m:x
e ={1

2. Sea X =[] con latopologia cofinita.

e Int({2,34,..})={3456,..};pues {3,456,..}U{456,7,.}eT.

Propiedades
Sea (X,T) unE.T.

i. Si AcX—>Int(A)cA A AcA.
i. Int(A)eT A AeT
iii. Int(ANB)=Int(A)NInt(B) ~ AUB=AUB.

iv. Si AcB—>AcB ~ Int(A) cInt(B)
Definicion 5
Sea (X,T)un E.T. (X,T) esllamado de Hausdorff si para cada X, X, € X / X, # X,

existen U,,U, €T conteniendo a X, X, respectivamente tal que U, NU, =< .
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Ejemplo

1.

Sea X un conjunto / Card(X)>2 con la topologia discreta. Sean
X, X, € X I X #X, entonces existen {x.},{x,}e P(X) y {x}n{x,}=9.

- (X, P(X)) es un espacio de Hausdorff.

Sea X ={0,1} con la topologia de Sierpinski. Sean X =0,x, =1.
Como no existen abiertos que contienen a 0, 1 con interseccion vacia, se

concluye que (X, T) no es un espacio de Hausdorff.

Sea X =[1" con la topologia euclidiana T. (X ,T)es un espacio de Hausdorff

ya que para cualquier par de puntos diferentes X, X, podemos encontrar bolas

abiertas con radio suficientemente pequefio que contienen a X, X, con

interseccion vacia.

Continuidad y Equivalencia Topologica

Definicion 6

Sean (X,T,) y (Y,T,) dos espacios topoldgicos. Una funcion f: X —Y es

continua si: f,

w €T, VU eT,.

Ejemplo

1.

Consideremos una funcién como suele estudiarse en analisis, es decir una
funcion f :[J —[J . En anélisis, definamos continuidad de f via £—0. Como

se puede esperar, la definicion £—0 y la nuestra son equivalentes.
1° implicacion:
Veamos que nuestra definicion implica la definicion &—0.

En efecto, sea £ >0y X, €] , consideremos: U =< fiy) =€ Ty +g> eT

Luego: fg, el . Ahoracomo xe fg, —>3r>0/(x,—r;x+r)e fg).
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Ahora si: [X—Xo| <Fr —>Xxe(X,—I;X,+r)e f

—> fyeU - f,,—e<f, <f,, +e. Portanto:

(%) foo — f(x@‘ <e.

Similarmente la otra implicacion.

2. Sean (X,T,) y (Y,T,) dos espacios topolégicos con (X,T,) el espacio
topoldgico discreto. Entonces toda funcion f : X —Y es continua ya que si

UeT, - f,'eT, =P(X).

Teorema 1

Sean (X,T,) y (Y,T,) dos espacios topoldgicos. Sea f:X —Y, entonces son

equivalentes:

i. fescontinua.
i. f(Acf(A;VACX.
iii. f(g}) es cerrado en X, VB cerrado.

iv. Vxe X ycada vecindad V de f, ,3U vecindad de x/ f,, cV.

(x)?

Definicion 7

Sean (X,T,) y (Y,T,) dos espacios topoldgicos, f: X —Y una biyeccion. Si las
funciones f y f™':Y >X son continuas, entonces f es llamada un
homeomorfismo. (X,T,) y (Y,T,) son llamados homeomorfos si 3 f: X —Y

homeomorfismo y se escribe: X =Y .

Ejemplos
1. [ eshomeomorfo a cualquier rectaen [J >. En efecto, si consideramos la recta
en [ definida por L:y=ax+b;a=0. Tal que definimos
f:0 —> L
x - f,=(xax+b)
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3.

Entonces podremos verificar que f es una biyeccion continuay f':L—0 ,

foemny = X también lo es.

El intervalo (—];1) es homeomorfo a [1 . En efecto, basta considerar la
biyeccion continua f: (-1 —> 0O

X

x > fu= e

a 2X

Coninversa f )= continua.

1

1+ (1+4x?)2

Anélogamente se puede probar que:
i. (a;by=[/a<b

ii. P=0?;Punplanoen [1°.

Sea B, =(0,0) y S*={(x,y,2)el°/|(xy,2)|=1}. Vamos a ver que:

S?—P, =[] 2. Graficamente podemos considerar:

Figura N° 2.1: Esfera Unitaria




La esfera S de centro (0,0,1) esta sobre el eje de las z y es de radio 1, donde L
es una recta que pasa por el polo norte y R es un punto que esta en el plano
z=0, entonces L: (0,0,1)+t(P,Q) = (0,0,)+t(a,b,c—1) de donde x=at,
y=bt, z=t(c—1)+1, pero como z=0, entonces 0=t(c—1)+1. Definiendo

asi el homeomorfismo, f:S°-R, — 0?7

X .y
1y Y f ol B
(X y Z) - (x,y,2) (1_2 1-2)

que es una biyeccion continua con inversa:

f—l _ 2X . 2y 1— 2
14+ y2 1+ X+ Y2 1+ x4 y?

Compacidad

Definicion 8

Una coleccion U de subconjuntos de un espacio topoldgico (X ,T)se dice que cubre

X 0 es un cubrimiento de X, si la unién de elementos de U es igual a X. Este

cubrimiento es llamado abierto si los elementos de U pertenecena T.

Definicion 9

Un espacio topoldgico (X ,T)se dice compacto si todo cubrimiento abierto U de X

contiene un subcubrimiento finito que también cubre X.

Ejemplo

1.

[ no es un compacto ya que U :}<n; n+2)/ne Z} es un cubrimiento

abierto de [ del cual no se puede extraer un subcubrimiento finito.
El intervalo (0;1] no es compacto. Considere el cubrimiento abierto de (0;1]:

U= {<%;1]/n € Z*} del cual no se puede extraer un subcubrimiento finito.
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Teorema 2

Sean (X,T,) y (Y,T,) dosespacios topolégicos, f: X —Y unafuncién continua.

Si Ac X escompacto — f ,, es compacto.

(A
Prueba:

Sea (U;)., un cubrimiento abierto de f

. . esdecir f = JU;, entonces

iel

Ac i f[Ljuij =Ufa

iel
Esto quiere decir que (f(lj_l)) es un cubrimiento de A. Ahora, como f es continua
U/ iel

y U, son abiertos, entonces f([f) son abiertos. Ademéas, como A es compacto

entonces posee un subcubrimiento finito

AclJ f(;ilk) - func f(

iel

U f(ﬂilk)] - fuC UUik

iel i el

Por lo tanto f,,, es compacto.

(A

Teorema 3

Sea (X,T)un E.T. Hausdorff compacto y (Y,T,) otro ET. Si f:X —>Y es

biyectiva continua, entonces f es un homeomorfismo.

2.3.  Definiciones de términos bésicos

A lo largo el presente trabajo hemos adoptado las siguientes terminologias:
X : conjunto no vacio

T, : topologia de X

(X,T): espacio topolégico

Bixr) - bola de centro x y radio r

Int(A) : interior de un conjunto A

A cerradura de un conjunto A
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1] %: plano complejo

P(f): plano proyectivo complejo

R, : espacio proyectivo complejo n dimensional

C= {[x y,z]eR: IR, = O}: denota la curva proyectiva en el plano proyectivo

complejo

Sing(C) : conjunto de singularidades de una curva
I1:0™ —{0}y — P, : proyeccion natural

P: funcion P de Weierstrass
I": reticulo asociado a la funcion de Weierstrass

y - caracteristica de Euler
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CAPITULO I11: HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1.  Hipotesis
Las hipotesis para Hernandez Sampieri “indican lo que tratamos de probar y se
definen como explicaciones tentativas del fendmeno investigado. Se derivan de la

teoria existente y deben formularse a manera de proposiciones”. (2014, p. 104)

3.1.1. Hipotesis general
Si se establece la vision topoldgica de una curva algebraica no singular en el

espacio proyectivo complejo P(ZC).

3.1.2. Hipotesis especificas

Si es posible determinar el género de una curva algebraica no singular en el espacio
proyectivo complejo P(ZC).
Si es posible establecer homeomorfismos entre curvas de grado 2, grado 3, etc. en

P(ZC) y la esfera o el toro complejo.

3.2.  Operacionalizacion de las variables

Variable Dimensiones Indicadores
Consideramos variable a una V [a:b:c] € C, se tiene que:
curva C no singular en el Visiondeunacurvano 9P 0Pape)y OP(ape)
espacio proyectivo complejo singular. dy 0x 0z

P(Z(C) . tal que se define de la No se anulan simultaneamente,

siguiente  manera:  C = Para una curva no singular en el

{(x,y,2) € P(Z(C) / Pxy,zy = Genero de una curva no espacio  proyectivo - complejo

1
deo) = E(d - 1(d-2)
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CAPITULO IV: METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

4.1. Tipoy disefio de la investigacion

La investigacion es de tipo bésica, pura o fundamental, pues se utiliza las teorias
existentes para profundizar en ellas, generando nuevos conocimientos o criterios,
utilizando el disefio descriptivo - demostrativo. Para tal proposito:

Primero: Hemos estudiado la teoria de curvas en R? y C2, enfatizando en el calculo
de los puntos singulares.

Segundo: Hemos estudiado la estructura topolégica y algebraica del plano
proyectivo complejo Pg.

Tercero: A partir de la férmula de género grado, hemos definido la vision

topoldgica de una curva no singular en P(Z(C).

4.2. Poblacion y muestra

Por ser la investigacion del tipo teorico y abstracto, no permite tener una poblacion.

4.3. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion
documental

Se utiliz6 la técnica de lectura analitica, que consiste en leer el texto en forma
pausada, reflexiva y minuciosa, con el objetivo de entender el material bibliografico
especializado que se ha recopilado. Se reunié todo el material publicado como
libros, paginas web, paper y se consultd con el asesor para poder discriminar el
material necesario para el trabajo. Se utiliz6 el razonamiento légico o causal,
manejando expresiones del tipo inductivo deductivo, tratando de ser lo mas

exhaustivo posible en cada demostracion.

4.4. Técnicase instrumentos para la recoleccion de la informacion de campo
Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitdé procedimientos de

recoleccion de datos de campo.
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CAPITULO V: RESULTADOS

5.1. Resultados Descriptivos

5.1.1. Espacio Proyectivo Complejo P

Sea X = C"*1 — {0} sobre X vamos a definir una relacién “||” de la siguiente

manera: Sean z,,z, € X, entonces: z;~z, @31 €l —{0}/z; = Az,.

Es facil ver que “L1 ” es una relacion de equivalencia sobre X. Con esto definimos:

(Cn+1_ 0
P(T(lC) — — {0} — {[Z]/Z € CTL+1}
Donde:
[z]={WeD " w z}
Considerando P" que representa el conjunto de todos los subespacios de dimension

len ",

Ejemplo 1
1. Paran=1, P(l(c)es Ilamada la recta proyectiva compleja.

2. Paran=2, P(Z(C)es Ilamado el plano proyectivo complejo.
Ahora dotemos de una topologia a P(’}C). Defina la familia:
T={U eP,/TI, es un abierto de 1" —{0}} , donde: IT:0"* —{0} P, es

la proyeccion natural.

Veamos que T es una topologia sobre P(? - En efecto:

i. Como [T, =@ y & esabiertoen "™ {0} >TeT.

Como IT} =0™—{0} y "™ —{0} es abierto del mismo, entonces: Pl eT.

(ey)

i. Sea (U),, =T —>II;, es un abierto de 0" —{0} Vi, Iuego:

o

iel iel

g, —H[l j es un abierto de [ ™ —{0}. Por lo tanto | JU, T .
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Observacion 1

1. F <P escerrado siy solo si H(‘,i) es cerrado en [ " —{0}.

Prueba:

Sea F c P" cerrado <> F° es abiertoen P"

<TI . esabiertoen [ " _{0}

o (H(’é))C es abierto en 1" —{0}

©TI14, escerradoen [ —{0}.

. N+l n -
2. T1:0™ —{0}—PR}, es continua.

Prueba:

Directo de la definicion.

3. Si (X,T,) esun espacio topoldgico, una funcién f 'R’y — X es continua si

n+1

ysolosi folIl:[1"™ —{0}— X es continua.
Prueba:
—) Esobviayaque f y IT son continuas.

<) Sea veT_, entonces:

(f oIT), es unaabierto en [1"* —{0}—>H(‘f{1> es una abierto en [ " —{0}
(v)
- fq, esun abierto de P".

Teorema 4

P(’}C) es compacto y Hausdorff.

Prueba:

=p"

I ()

(S)
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En efecto:

Sea [(X, %y, Xo1)] € Py, definamos: a=|[(X;, Xy, .vvve X,,1)| >0

X X XMJ

Xy ey U v
R LT

. Xl X2 Xn+1
Pero como: | =,—=,...., S (X, Xy X)) | =11
[a a 3 )E [ %, )] [

Finalmente IT es continua y S es compacto, por el teorema 2 se tiene que PD” es
compacto.

El hecho de que P, es Hausdorff es debido a que [ "™ {0} lo es.

5.1.2. Curvas Proyectivas Complejas en P(ﬁ,

Recordar que: P(2) :{[x, vy, 21/ (x,y,2) e)® —{O}} y [XV,z] =[u,v,w] siy solo si

A el —{0}/ x=Au;y = Av; z = Aw. Recordar también que un polinomio B, es

llamado homogéneo de grado d; si B, , ;= AP VAel.

(xy.2) "

Definicion 10
Sea B,,, un polinomio homogéneo no constante de variables x, y, z con

coeficientes complejos. Asumamos que P

x.y. NO tiene factores repetidos. La curva

proyectiva C definida por R,

es: C ={[X, y.Z] e P(\z) / P(x,y,z> =O}.

Definicion 11
El grado de una curva proyectiva C en P(f) definida por un polinomio homogéneo

P

xy.z €S el gradode R

vy - Lacurva C es llamada irreducible si el polinomio que
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lo define lo es. Una curva proyectiva irreducible D definida por un polinomio
homogeneo Q, , , s llamada una componente de Csi Q, , , dividea R, .
Definicion 12

Un punto [a,b,c] de una curva proyectiva C en P(ﬁ) definida por un polinomio

homogéneo P

txy.z) € Ilamada singular si

aP (a,b,c) — aP (a,b,c) — al:)(a,b,c) — 0
ox oy oz

El conjunto de los puntos singulares de C es denotado por Sing(C) vy la curva C es

llamada no singular si Sing(C) =&.

Ejemplo 2

1. Lacurva proyectiva en P?, definida por x>+ Yy* =z esno singular.

)
En efecto:

Supongamos que Sing(C) =< entonces existe al menos un punto singular, por
ejemplo [a,b,c], luego: 2a=2b=2c=0—>a=b=c=0

Esto es una contradiccion ya que (a,b,c) e[]° —{0}.

2. Lacurva definida por y?z= x> tiene un punto singular en [0,0,1]. En efecto:

P _ge, P 2yz; P_ y* entonces Pooy - Pooy _ Pooy _
OX "oy "oz Ox oy oz
Definicion 13

Una curva proyectiva definida por la ecuacion lineal ax+fy+6z=0 donde

a, 5,6 =0 es llamada una linea proyectiva o simplemente una linea.

Teorema 5

Sea (X, T) un espacio topolégicoy Ac X . Si X es Hausdorff entonces A lo es.
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Prueba

Sean x,yeAcX — 3U,U, eT que contienenax,y respectivamente tal
que U,nU, =. Sean V,=U,nAeT, y V,=U NnAeT,, entonces:

V, "V, =& . Por lo tanto, A es Hausdorff.

Lemal

Una curva proyectiva: C:{[x,y,z]eP(z)/P

oy =0} siempre es compacta y

Hausdorff.
Prueba

Por el teorema 4 y 5, basta ver que C es cerrado. Sea

m:0°-{0y - P

(Xv yv Z) - 1_[(x,y,z) = [X' y' Z]

Donde: TT¢, = {(x, y,2)ell* {0}/ I, € C}
[T ={(x .2 e0* {0}/ R, , =0}
[ =Ry
Y esto es un conjunto cerrado pues P es un polinomio. C es Hausdorff ya que P(f)

lo es.

Teorema 6
1% es homeomorfo a U ={[x, y,z]eR? /2 ;tO} :

Prueba

Definamos
[x.y,z2] —> f

_(x.y
(E R et

28



f es biyectiva:

i - AN XY
v Si f([XlevZﬂ) - f([xzv)’z'zz]) entonces (Z ’ le_(zz ’ 22]

1

z
S A% 0 B Y enronces A=
Zl

Z, Z, 1, Z,

- X = /1X2 AN Y= lyz entonces [Xv Yis Z1] = [sz Yo Zz]
- fesinyectiva.

v Sea (x,y)ell? basta considerar [, y,1]. Con ello tenemos:

X.y
fiuya = (}1) =(xy).

~. fessobreyectiva.

f es continua:

Sea W <[] ? abierto, queremos: fy, = {[x, y,z]eP?,/ LT eW}

- f(Wl)—{[xyz]e = eW

— fm,l)—{[xyz]e = eW}

- fuw {[x Y. NeP? 1(X;Y) eW}=H(V) tal que: V ={(x,y, 1)/ (x,y) eW}
Como V es abierto en [1° y T es una aplicacion abierta, entonces T, = fy, es
abierto. Ahora, como
f*: o° - U
xy) = fuy =Kyl
f~ es biyectiva:
voSiofo, =T, entonces [X,¥,1=[x,Y,1]
— el {0}/ X =A%, A Yy =4y, A 1=41
— X=X A Y=Y, entonces (X,Y;)=0%,Y,)
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f~ es inyectiva.

v Sea [X,Y,z] €U, basta considerar (E;X]. Con ello tenemos:

Z Z

fl :P;X;l}zmy,z] — {7 essobreyectiva.
() Lz'z

Por lo tanto; C? U .

Observacion 2

Sea L lalinea proyectiva z =0 . Se verifica que L es homeomorfo a P(f y- EN

efecto:

Basta considerar la aplicacion
. 1
g: L - R,

[x,y,0] = Oy = [x,¥]

5.1.3. Transformacion Proyectiva

4 H n H Pl . pn n
Una transformacion proyectiva sobre B, es una biyeccion f:R7, — R, tal que

A : . nH n+1 _
para algun isomorfismo ¢ :[0™ —[1™" se cumple que f, , . =[Yo: Yoses Yol

donde: (Yo, Yoo Yo ) = @ (Xgs X 00s X, )
Otra forma de escribir esto es; como:
n: ™ —{o} - P,

(X X Xy ) = [Xor X X ]

Entonces: foll=IToc

Lema 2

Toda transformacion proyectiva sobre P, es continua.

Prueba:
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Por observacion 1, item 3. Para que f sea continua basta probar que
f oI1:0™ —{0} —» P, sea continua.
Pero por lo visto anteriormente foIl=IToa y como IT y a son continuas,

entonces IToa escontinua, ello nos lleva al resultado.

Ejemplo 3
Considere lacurva C:x* =vyz.
Veamos que esta curva es no singular, ya que si consideramos R, = X*—yz,

entonces:

6P(o,o,1) _ al:)(0,0,1) __

-0 - 1 . ap(ovoyl) _
aX ) ay )

=0
0z
Ahora consideremos la aplicacién

PP > C

o)
[x,y] = fls) =[xy, v, xz]
e festa bien definida
Si: [, Y1 ]=[%, ¥,] <> 3A#0/x = Ax%,;y, =AY,
Entonces: (X,Y;; ¥730¢ ) =(A°%,Y,3 AY2: A2 ) = 22 (%, Y51 ¥3: % )
=YV = XY ¥Ei K |

— f([

%.%1]) ([x2.¥2])

e fescontinua
Basta ver que f oIl es continua. Pero foll=IToh/h,, ,=(xy,y*, %)y
como h es continua, entonces f loes.

e f*escontinua

De manera similar a lo anterior, basta ver qué f‘l:C—>P(1:) tal que

f:{[x,y];yio
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De lo anterior se tiene: C =P,

Ahora, como P}

) =L,con L:z=0 entonces se obtiene C=L.

Lema 3

L=S% donde S*={(x,y,2) e0*/x*+y*+2° =0}.
Prueba:

Definamos ¢:  S? - L

(uv,w) = . =[u+iv;1-w0]

e ¢ esuna biyeccion
e ¢ escontinua

e ¢ escontinua

_ ) 2Re(xy) 2Im(xy) X’ =|y[’
Considerando ¢([i‘y]0])= > ( yz); > ( y2);| |2 |y|2
XY X+ XY

Observacion 4

Por lo visto anteriormente tenemos: C = P!, =L =~S?. Por lo tanto C = S?2.

o) —

5.1.4. La Funcion P de Weierstrass

también lo es.

La funcion P de Weierstrass asociada al reticulo: "= {nw1 +mw,;n,mel] } donde

w,,w, €1 —{0} son [J —L.I. se define por:

1 1 1
ST Y

z wel {0} (Z - W)2 w

: 1
P2y T
(2) Z (Z_W)3

wel”
Observacion 5

1. Pespar

32



1 1 1
Py =—2+ 2 2
z wel' {0} (_Z _W) w
F)(—z) = i+ . 2 _izj
° o\ (Z+wW) w
1 1 1
Poy==+ 2__2]=P(Z)
7 o\ (Z2-w) w

2. P esimpar

P02 = Ty

wel’ (_Z _W)3 - well (Z + W)3
, 1 1
fo =72 (—Z Wy j - _(‘ZE @ —w)SJ
P =~

(-2 =

3. P,.5=PR,:V6el',secumple: B, , =P ,;VSel.

N2 1 1
4. (P(Z)) =4P3 -g,P, —g,, donde: g, =60 FZ{O}W A g,=140 Z{O}W'
we wel”

Observacion 6
Consideremos la curva C:y’z=(Xx—az)(x-B2)(x-52), con «,f,0¢€l

diferentes, entonces C es no singular.

Ejemplo 4
Sea C.:y2z—x*+92x2% + .7 yna curva en P?).Seaa=P, \; f=P, . ;
4 4 (Ewlj [EWZJ
5=P .
(%(Wl*'wz)j

Definido de esta manera, entonces:
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(I o O O )
Ty

2

Un trabajo similar nos dice que: P(sz = P(Wﬁwz) =0

AN ,
[Ej _p OGP G ps_gi_&_(ﬂ) o
2 4 4 4 4

W,
Evaluando en ?l :

a3—gz—a—&=0; esto quiere decir que « es raiz de: x3—%—&=0.
4 4 4 4

Similarmente fesraizy & son raices del polinomio.

Entonces:

C.iy2z—x+ 32 y2 4 9553 C.:yiz—| =2 y2 G5 5
LTy . 27 > Gy i .

— C.:¥Y’ 2—(X—az)(x— Bz)(x—52)
Y por lo anterior C. es no singular.

Dotando al espacio C/T" de la topologia cociente tenemos que C/I" es un espacio
topoldgico.

Sea IT: [I — C/T la proyeccién canonica.

Con la topologia cociente IT es continua, ahora si consideramos el conjunto

P={Aw + 8w,/ 4,3 <[0;1]} se puede probar: I, = /T .

Esto nos dice que [J /T" es compacto ya que P lo es. Graficamente tenemos:
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Figura 5.1: Paralelogramo fundamental y el Toro Complejo

Es decir, el espacio C/I" puede verse como una esfera con un hueco, y es llamado
el toro complejo.

Sabiendo esto definimos la aplicacion:

u: ¢/r — C;.

[P(Z),P'(Z),lj,zel“

z+I' — 24T) =
Hem) {[0;1;0],2‘51“

Veamos que u es homeomorfismo:

e 4 esinyectiva

Sea thyury = Hoery > [2]=[W]
Si flyury = Moy =[01,0] = zZwel — z-wel — [z]=[w]

Asi que supongamos que B, =R, — P',=P', — zeltw.

Queremos probar que z e’ +w, asi que supongamos que z eI —w, entonces

z+wel'. Tenemos: P',, =P, =P, ) =Py ="P'uw-

Luego: P', =P, =0.
Ahora, sabemos que: (P ')2 =4P°—g,P—qg,
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2
- (P (w)) =4P3(w) -9,Ry —95=0

— P,, esraizde 4x*-g,x—g,=0

(w)

- P(w)=P(w1) v P(w)zp(wzj v P(w)zp[

Wl‘*'Wz)
2 2

2

Si By, = P(le entonces tenemos que:

2
W, W, . .
wel+—2 — w=nw+mw,t—=2 — 2w=nwW+mw,tw
2 1 2 2 2

— O+w=n"w+mw,-w — T+w=IC-w
%/—/

el ae

— zelzw=T+w — z-wel - [z]=[w].

Puede probarse también, que u es sobreyectiva y continua, y por el teorema 3

tenemos que el toro complejo C/I" es homeomorfo a la cubica Cr.

El objetivo del presente trabajo es tener una vision topoldgica de una curva plana
proyectiva compleja C, para ello es importante dar una definicion precisa, del
término género. Para este propdsito vamos a introducir la definicion de una
triangulacion de la curva C.

Sea A={x,yel] /x>0,y>0,x+y<1}; que es el triangulo estandar en [J 2 con

vertices (0;0), (0;1), (1;0). Sea A°el interior de A.

Definicion 14
Sea C una curva plana proyectiva compleja. Una triangulacion de C es una terna
(V, E, F) que satisface las condiciones:

a) V esun conjunto finito no vacio de puntos llamados vértices,

b) E es un conjunto finito no vacio de aplicaciones continuas e:[O;l]—>C

llamados lados,

¢) F esun conjunto finito no vacio de aplicaciones continuas f : A— Cllamadas

caras, que satisfacen:
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V:{e(o)/eeE}u{e(l)/eeE}, es decir, los vertices son los puntos

finales de los lados.

Si ecE entonces la restriccion de e al abierto (0;1) es un

homeomorfismo, con su imagen en C, y esta imagen no contiene puntos

en V o en la imagen de cualquier otro lado.

Si f eF entonces la restriccion de fa A° es un homeomorfismo con

una componente conexa K, de C-r, donde r:Ue([O;l]) y si

ecE

r:[01]—>[01] y o;:[01] >A, para 1<i<3 estan definidos por
r=1-t; o,@{)=(@t0); o,t)=01-tt); o,(t)=(0;1-1).

Entonces foo, 0 foo,oresunlado e, eE, 1<i<3.

iv. Laaplicacion f — K, de F al conjunto de componentes conexas de C —r
es una biyeccién.

v. Para todo e E hay exactamente una cara f,' €F tal que e=f. o0,
para algin ie{1,2,3} y exactamente una cara f, eF/ e=f, ogor,
para algin ie{1,2,3}.

Definicion 15

La caracteristica de Euler y de una triangulacion estd definido por
x=n(V)—n(E)+n(F), donde:

n(V): ndmero de vértices

n(E) : numero de aristas

n(F): numero de caras

La caracteristica de Euler es importante por el siguiente teorema:
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Teorema 7

Toda curva proyectiva plana compleja no singular C tiene una triangulacion.
La caracteristica de Euler de una triangulacion de C depende solo de C y no de

la triangulacion elegida.

En lo que sigue ., denota la caracteristica de Euler de la curva C con las

condiciones del teorema anterior (i), para cualquier triangulacion de C.

Ejemplo 5

a)

b)

Por lema 3, tenemos que toda recta en ID(E) es homeomorfa a la esfera S?.

Claramente L esno singular, luego por teorema 7, L admite una triangulacion.

Buscar una triangulacion de L es equivalente a buscar una triangulacion de S?

Figura 5.2: Triangularizacion de la esfera

De la Figura 5.2, como =Xy — Xuy=4-6+4=2.
Consideremos la curva estudiada en el ejemplo 3, como C=S? y Xty =2

entonces: ., =2.

Sabemos que la cubica no singular asociada al reticulo
C={nw+mw,/nmell} es Cr:yzz—x3+%xzz+%z3, que es

homeomorfo al toro complejo C/T", luego C/T" admite una triangulacion.
Estudiar una triangulacion para C.. es equivalente a estudiar una triangulacion
para C/T".
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Figura 5.3: Triangularizacion de P

A B

D C

Entonces: yp, =4-5+5=4; ., =1-3+2=0.

Definicion 16
El género de una curva proyectiva no singular C es:
1
9 :E(Z_Z(C))

Donde y, es la caracteristica de Euler de C.

5.1.5. La Féormula del genero grado
Lema5

Sea {pl,..., pr} un conjunto de al menos 3 puntos en P(f) Entonces existe una

triangulacion de P(l) con P, P,,..., P, COMO sus veértices y con 3r—6 aristas y

2r —4 caras.

Prueba:

Probemos esto por induccién sobre r > 3.

Cuando r =3 podemos encontrar una transformacion proyectiva llevando p, a 1,

27i Ari

p, a e’y p, a e ® . Podemos unir estos 3 puntos por segmentos del circulo

unitarioen [ .
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Figura 5.4: Subdivision del circulo unitario en U

El exterior del circulo unitario junto con el punto al infinito es llevado por la

transformacion proyectiva z +— = al interior del circulo unitario ya que existe un
z

isomorfismo
A S {zel /|z]<1}

27i 47

Que lleva los vértices del triangulo Aa 1, e® y e?  toma la arista de A a

segmentos apropiados del circulo unitario, conseguimos una triangularizacion de
P(f y con 3 aristas y dos caras con r=3.
Ahora supongamos r>3 y tenemos una triangularizacion con vértices

Py Pyy... Py Y 3r—9 aristasy 2r—6 caras.

Si p, pertenece al interior de una cara f (més precisamente, si P, € f(g) ) podemos

agregar 3 aristas uniendo p, a los veértices de la cara f y obtener una nueva
triangularizacion con un vértice extra p,, 3 aristas extras y una cara subdivida en

3.

Figura 5.5: Subdivision de un triangulo
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Si p, no pertenece al interior de una cara, entonces esta pertenece a alguna arista
e (mas precisamente p, =€, Para algin te(O,l}). Podemos entonces reemplazar
e por dos aristas uniendo p, a e, Y €, , Y agregar 2 aristas uniendo p, al resto

de vértices de las caras f," y f, .

Figura 5.6: Subdivision de dos triangulos adyacentes

Esto genera una triangularizacion con un nuevo vértice p,, 2 aristas extras y una

arista reemplazada por otras dos y dos caras cada una reemplazada por otras dos.

Proposicion 1
Sea C= {[x: y:z]eR?) /Py, » = 0} una curva proyectiva no singular conteniendo
[0:1:0] y sea un cubrimiento ramificado:
9: C > P,
[x:y:z] - d,,,=[x17]
Suponga que (V,E,F) es una triangularizacion de P(‘l) tal que el conjunto de

Vértices V' contiene g, R son los puntos de ramificacion de ¢. Entonces existe
0o oo 0
i i7anid \/ _ 41
una triangularizacion (V,E,F) de C tal que: V =g,

[ [
E ={e:[0,1] -> C/e escontinua, ¢oe e E}

[ O
F={f:A—>C/f escontinua, ¢o f € F}
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Ademas si v,(p) es el indice de ramificacion de ¢ enp yd esel grado de C

entonces
n. =dny, =2 (v,(p)-1)
(V) peR
n, =d.n
@) (E)
n. =d.n
& (F)
Prueba:

Ver proposicion 4.22 de [9].

Teorema 8

Sea C una curva proyectiva no singular de grado d en PZ,. Si r es un entero

("
positivo y r>d(d-1) y r>3, entonces C tiene una triangularizacion con
rd —d(d —-1) vértices, 3(r—2)d aristasy 2(r —2)d caras.

Prueba:

Sea P

.y, UN polinomio homogéneo de grado d que define a la cura C. Por

proposicion 1, después de aplicar una adecuada transformacion proyectiva a C

podemos asumir que
. 1
g. C - R,

[X: y : Z] - QX:y:z] :[X: Z]

esta bien definida, es decir [0:1:0] ¢ C y el indice de ramificacion v,[a:b:c] de
¢ entodo [a:b:c] de C satisface v,[a:b:c]<2. Entonces ¢ tiene exactamente
d(d —1) puntos de ramificacion, es decir: ng =d(d-1).

Porlema 4,si r>3y r>d(d —1) entonces podemos escoger una triangularizacion
(V,E,F) de P, tal qué:

Vo ¥ Ny =r Ng, =3r—6y ng, =2r—4
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Entonces por la proposicion 1 existe una triangularizacion (V,E,F) de C tal que:

n, =d.ng =3(r-2)d

0
(B)

n, =d.n., =2(r-2)d
o (F) ( )

y n. =dny, _Z(V¢(p) _1)
V) o
Como ng, =d(d-1 y v,(p)=2 paratodo peR tenemos n(\[/) =rd-d(d-1)

como se quiere.

Corolario (La formula del género grado)

La caracteristica de Euler y y el género g de una curva proyectiva no singular de

grado d en P(f) esta dada por

x=d@3-d) y g=2(d-(-2)

Prueba:;

Por el teorema 8, dado un r entero positivoy r >d(d —1) y r >3 entonces C tiene

una triangulacion con ny,=rd-d(d-1), ng =3(0r-2)d y ng =2(r-2)d.

Luego:
Xy =Nwy™Ne TN
Xy =rd—d(d -1 -3(r—2)d +2(r —2)d
Xy =rd—d?+d —3rd +6d +2rd —4d
Xy =—0°+3d
Xy =0d(3-d)

y 9=5(2-70)
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1
g=7(2-d@3-d))

1
g:E(d2—3d +2)

1
g=5(d-1(d-2)

Ejemplo 6

a)

b)

Sea L la recta proyectiva, luego la férmula de género grado nos dice que su

género es 0, es decir, L puede verse como una esfera sin huecos.

Sea C una conica no singular en P?

(), luego la férmula del género grado nos

dice que su género es 0, es decir, C puede verse como una esfera sin huecos.

Sea C una cubica no singular en P?

(), luego la férmula del género grado nos

dice que su género es 1, es decir, C puede verse como una esfera con un hueco.

Observaciones

1)

2)

La formula de género grado nos permite hallar el género de una curva plana
proyectiva no singular compleja sélo conociendo su grado y asi establecer una

vision topologica de la curva estudiada.

Conociendo el grado de una curva C plana proyectiva no singular compleja la
férmula del género nos permite obtener el género rapidamente, sin embargo, lo

inverso en general no es cierto, ya que si consideramos g =2, no obtenemos

un valor entero para d.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

CAPITULO VI: DISCUSION DE RESULTADOS

El ejemplo 4 de la pagina 18 nos permite afirmar que si a la esfera le quitamos

un punto, esta puede verse (topolégicamente) como un plano en [ 2.

El teorema 3 fue una herramienta Util para establecer ciertos homeomorfismos,

usando el hecho que el plano proyectivo complejo es Hausdorff y compacto.

Usando la topologia cociente, se pudo construir con éxito el toro complejo y el

espacio proyectivo complejo n dimensional.

La funcion P de Weierstrass fue de vital importancia para establecer el

homeomorfismo de la clbica no singular C,. : y?z —X* +% xz? +% 2% yel toro

complejo. Ademés, como P es una funcion eliptica (meromorfa doblemente

periddica), la curva Cr es llamada curva eliptica.

Por los ejemplos 3y 4, y el lema 3 tenemos que la linea proyectiva z =0y

conica proyectiva C : x> = yz topoldgicamente pueden verse como una esfera;

por otra parte la cubica no singular Cr:yzz—x3+%xzz+%z3

topoldgicamente es un toro complejo.

El teorema 7 nos permite afirmar que una curva proyectiva en P(f) no singular

admite una triangulacién y por lo tanto su caracteristica de Euler es calculable

y por lo tanto su género.

La caracteristica de Euler y el género de una curva no singular en P(Z‘) son

invariantes topoldgicos, es decir, estos no varian por homeomorfismos.
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8) La formula de genero grado, nos permite tener una vision topologica de una

curva no singular en P(f) con un grado dado.
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1)

2)

3)

CONCLUSIONES

De acuerdo a nuestro objetivo general, podemos concluir que usando el

teorema 3 que demuestra que P?

() €S compacto y Hausdorff llegamos a la

conclusion que las curvas en P?

) 10 son, esto fue de vital importancia para

establecer los homeomorfismos y asi establecer la vision topolégica de una

curva algebraica no singular.

De acuerdo a nuestros objetivos especificos; si bien es cierto hemos construido
explicitamente homeomorfismos para una linea, cénica y cubica proyectiva, la
formula del genero grado no solo nos permite calcular el género y que ello

quede como un simple nimero, sino que este valor nos permite tener una vision

topolégica de una curva en P(f) no singular de un grado arbitrario dado, ya

que este nimero encontrado va a representar la cantidad de huecos que tiene

dicha curva.

Por otra parte, el teorema 7 nos permite concluir que si tenemos dos

triangulaciones de una curva proyectiva no singular en el plano proyectivo

complejo P(f), la caracteristica de Euler asociada a cada una sera la misma; es

decir depende solo de C y no de la triangulacion que hallamos elegido.
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2)

3)

4)

5)

RECOMENDACIONES

Sabemos que una curvaen [J % yen P(f) estan definidas por polinomios de dos

y tres variables respectivamente. El uso exhaustivo del anillo de polinomios es
aplicado durante el trabajo, por lo cual se recomienda leer cualquier libro de

algebra abstracta para su comprension.

El termino género de una curva no singular en P(Z) admite una definicion mas

general, para ello el lector puede ver [8] para su entendimiento y establecer las

ideas geométricas con mas precision.

En el trabajo también se usa muchas herramientas bésicas de topologia general
resaltando a los homeomorfismos, nos estamos basando esencialmente en [3]

y en [10], por lo cual se recomienda su lectura.

El estudio de curvas singulares en P’

) €S un trabajo no trivial, pues ésta

depende del tipo de singularidad establecida. El lector interesado en esta parte,

puede ver [9] capitulo 7, donde la formula de Noether es estudiada.

Las curvas no singulares en P(Z) también pueden estudiarse en el contexto de

superficies de Riemann pues estas admiten una estructura holomorfa, el lector
interesado en esta teoria puede leer cualquier libro de superficies de Riemann
como en [10] y [11].
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ANEXO

MATRIZ DE CONSISTENCIA

FORMULACION

OBJETIVOS | HIPOTESIS | METODOLOGIA | POBLACION
DEL PROBLEMA
Problema general. | Objetivo Hipotesis La investigacion es | Dentro del
¢Cudl es la vision | general general de tipo bésica, pura | conjunto de las

topolégica de wuna
curva algebraica
proyectiva plana
compleja no singular
en el espacio
proyectivo complejo

2

Establecer la
vision
topoldgica de
una curva
algebraica no
singular en el
espacio
proyectivo

complejo Pf.

Se establece la
vision
topoldgica de
una curva
algebraica no
singular en el
espacio
proyectivo

complejo Pf.

Problemas
especificos
¢Sera posible
calcular el género de
una curva no singular
sobre el espacio
proyectivo complejo

2

Objetivos
especificos
Calcular el
género de una
curva no
singular sobre
el espacio
proyectivo

complejo Pf.

Hipdtesis
especificas
Se calcula el
género de una
curva
algebraica no
singular en el
espacio
proyectivo

complejo Pg.

0 fundamental,
pues se utiliza las
teorias  existentes
para profundizar en
ellas,  generando
nuevos
conocimientos 0
criterios, utilizando
el disefio
descriptivo -
demostrativo. Para
tal proposito:
Primero: Hemos
estudiado la teoria
de curvas en R? y
C?, enfatizando en
el célculo de los

puntos singulares.

curvas
algebraicas
para el
desarrollo del
presente
trabajo
tomaremos a
las curvas
algebraicas
proyectivas
planas
complejas no

singulares.
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¢Sera posible
establecer
homeomorfismos
entre curvas de grado
2, grado 3, etcen Pf,
y la esfera o el toro

complejo?

Establecer

homeomorfism
0S entre curvas
de grado 2,
grado 3, etc en

P(.y y la esfera

0 el toro

complejo.

Se establecen
homeomorfis

mos entre
curvas de
grado 2, grado
3,etcen Py y
la esfera o el

toro complejo.

Segundo: Hemos
estudiado la
estructura

topoldgica y
algebraica del
plano  proyectivo

complejo Pg.

Tercero: A partir
de la formula de
género grado,
hemos definido la
vision  topoldgica
de una curva no

singular en Pg.
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