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RESUMEN

En la Ingenieria Estructural, en los campos Civil, Mecéanica, Aeronautica y
Naval, los elementos mas utilizados son las vigas. En el disefio de vigas, uno de
los parametros importantes de control por parte de organismos de regulacion son
las deflexiones maximas de vigas cuya determinacion estan basados en la teoria
de Euler — Bernoulli o clasica que considera Unicamente el aporte del momento
flector. El problema surge cuando la relacién longitud/ altura (L/h) de la viga es
pequefia y el error de célculo es grande con la teoria clasica. La teoria de vigas
de Timoshenko considera el aporte de la carga cortante en la deflexion
aumentando la exactitud de calculo sobre todo en vigas cortas y corrige el
defecto de la teoria clasica. El objetivo fue buscar un método de célculo méas
exacto de la curva eléstica para determinar la pendiente y el desplazamiento en
puntos especificos de la viga. Mediante las ecuaciones diferenciales de Euler —
Bernoulli y de Timoshenko y siguiendo el método de area — momento se
determindé uno mas exacto al que denomino “método de areas de momento y
fuerza cortante” que mediante dos teoremas permite el célculo de giros y
desplazamientos de la curva elastica de vigas isostaticas. Como elementos de
prueba se utilizaron vigas isostaticas de uno y dos miembros con diferentes
condiciones de borde y cargas uniformemente distribuida y puntual. Como
grupos de control se utilizaron los métodos del trabajo virtual y el teorema de
Castigliano. Los resultados obtenidos por ambos en todos los casos analizados
son iguales. Para los resultados numéricos se utilizaron datos de otros
investigadores quienes mediante los métodos numéricos: diferencias finitas
(MDF), elementos finitos (MEF) y elementos de contorno (MEC) han resuelto las
ecuaciones diferenciales de Timoshenko y para contrastar utilizaron los
resultados de las ecuaciones integrales exactas. Los resultados de estas
ecuaciones en puntos especificos son iguales a las del método de areas de
momento y fuerza cortante. La exactitud de los resultados calculados por
meétodos numéricos depende de la cantidad de elementos considerados, como
guedo6 demostrado en los trabajos de investigacion revisados.

PALABRAS CLAVE: Viga de Euler-Bernoulli, viga de Timoshenko, curva

elastica, método de area-momento, vigas isostaticas.
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ABSTRACT

In Structural Engineering, in Civil, Mechanical, Aeronautical and Naval
fields, and the most commonly used elements are beams. In the design of beams,
one of the important parameters of control by regulatory organisms are the
maximum deflections of beams whose determination are based on the Euler -
Bernoulli theory or classic that considers only the contribution of the bending
moment. The problem arises when the length / height ratio (L / h) of the beam is
small and the calculation error is large with the classical theory. The Timoshenko
beam theory considers the contribution of the shear load in the deflection by
increasing the calculation accuracy especially in short beams and corrects the
defect of the classical theory. The objective was to find a more accurate
calculation method of the elastic curve to determine the slope and displacement
at specific points of the beam. By means of the Euler - Bernoulli and Timoshenko
differential equations and following the area - moment method, a more exact
method was defined, which | call "method of moment and shear force areas" that
through two theorems allows the calculation of turns and displacements of the
elastic curve of isostatic beams. As test elements, one- and two-member isostatic
beams with different edge conditions and uniformly distributed and punctual loads
were used. As control groups, the methods of virtual work and Castigliano's
theorem were used. The results obtained by both in all the analyzed cases are
the same. For the numerical results we used data from other researchers who
through the numerical methods: finite differences (FDM), finite elements (FEM)
and contour elements (MEC) have solved the differential equations of
Timoshenko and to test used the results of the equations Exact integrals. The
results of these equations at specific points are the same as those of the moment
area and shear force method. The accuracy of the results calculated by numerical
methods depends on the number of elements considered, as demonstrated in the

research papers reviewed.

KEY WORDS: Euler-Bernoulli beam, Timoshenko beam, elastic curve, area-

moment method, isostatic beams.
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INTRODUCCION

En (BLANCO Diaz, y otros, 2015) “La ingenieria estructural es la rama
de la ingenieria que trata la concepcion, el disefio y la construccion de las
estructuras, basandose fundamentalmente en criterios de funcionalidad,
seguridad, economia y estética. Se entiende por estructura aquella parte de la
construccion que soporta el conjunto, es decir, que es capaz de resistir las
acciones que actian sobre ella (peso propio, sobrecarga de uso, viento,
movimientos sismicos, etc.)’(p.1).

Para (CERVERA Ruiz, y otros, 2002) “El disefio de estructuras viene
muchas veces determinado por su grado de rigidez, mas que por su resistencia.
A menudo las normas de disefio de elementos estructurales fijan las
deformaciones maximas o deformaciones admisibles que pueden aceptarse en
dichos elementos en “estados de utilizacion”, bajo la accion de cargas de
servicio. Esta es la base del llamado “calculo en servicio”...suelen responder a

criterios de funcionalidad, mantenimiento y estética”. (p. 61).

Sobre limites de deflexiones de vigas afirma (McCORMAC, y otros, 2012)
La practica Standard Americana para edificios ha sido limitar las deflexiones por
carga viva de servicio a aproximadamente 1/360 de la longitud del claro, [...] para
los casos donde se soporta maquinaria delicada y de precision, las deflexiones
maximas pueden guedar limitadas a 1/1 500 o 1/2 000 de la longitud del claro.
Las especificaciones de la American Association of State Highway and
Transportation Officials (AASHTO) 2010, fijan las deflexiones de las vigas y
trabes de acero por efecto de cargas vivas e impacto a 1/800 del claro. (Para los
puentes en areas urbanas y que usan también los peatones, las Especificaciones
AASHTO recomiendan un valor maximo de 1/1 000 de la longitud del claro.) (p,
310)

Para (GARIJO, 2015) “El disefio mecanico de sistemas complejos en
ingenieria requiere, muy a menudo, la resolucion de problemas derivados de
analisis de deformaciones y esfuerzos en los cuerpos, la transmision de calor,

las redes eléctricas, o los movimientos de los fluidos. Las disciplinas que se
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encargan de estudiar esos problemas, ya se trate de elasticidad, la resistencia
de materiales o la mecanica de fluidos, construyen modelos fisicos en los que se
asumen ciertas simplificaciones del problema real”. (p.1)

Indica (SILVEIRA Pavlack, 2016) “Las vigas son elementos presentes en
varias aplicaciones cotidianas, como por ejemplo, hélices de helicopteros,
satélites flexibles, construccion civil, alas del avion, robdtica, rieles de trenes y
subsistemas de estructuras méas complejas. Por eso el estudio de su
comportamiento es importante porque existen estructuras que solo fueron
posibles al conocimiento y aplicacién de la teoria de las vigas. En general, las
vigas son elementos prismaticos rectos y largos. En la mayoria de estos casos,
las fuerzas que acttan sobre ellos son perpendiculares a su eje, causando solo
flexién y cizalla. Cuando las fuerzas no son perpendiculares al eje de la viga,

pueden también producen esfuerzos axiales” (p. 15).

En (RUFINO Silva, 2014), Daniel Bernoulli (1700-1782), junto con
Leonard Euler (1707-1783), desarroll6 la teoria de flexion de vigas conocida
como la teoria de viga Euler-Bernoulli y que todavia es valido hoy.
(FLEISCHFRESSER, 2012) Analiza la curva elastica o la deformacién de una
viga sometida a cualquier carga considerando solo el efecto del momento flector
resultante de estas cargas, y segin (NAVARRO Gregori, 2009) se basa en la
hipétesis cinemética de que las secciones planas permanecen planas tras la
deformacion, y ademas, perpendiculares a la directriz del elemento. De la
ecuacion diferencial de la teoria de viga de Euler-Bernoulli han derivado
diferentes meétodos de solucién: la integracion sucesiva que conduce a la
ecuaciéon analitica exacta, los semi-graficos de area — momento de Charles
Greene (1873) y de la viga conjugada de Otto Mohr (1868) que permiten el
calculo de giros y desplazamientos en puntos especificos de la viga. La limitacion
de esta teoria es que no tiene alcance a vigas de toda longitud, por cuanto son
validas para las vigas esbeltas (relaciéon longitud/altura = 1/10) donde la
influencia del esfuerzo cortante es minima.

En (RUFINO Silva, 2014), La contribucion mas reciente y de especial
relevancia lo tiene Stephen Timoshenko (1878-1972) quien considera la

deformacion angular de la fuerza cortante presente en la viga sometida a flexion.
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En (NAVARRO Gregori, 2009) La teoria de vigas de Timoshenko se basa en la
siguiente hipotesis cinematica: las secciones planas permanecen planas tras la
deformacion y no se mantienen perpendiculares a la directriz del elemento.

En (De CAMPQOS, 2015) La teoria de Timoshenko toma en consideracion
la deformacién del elemento por flexion y fuerza cortante [...]. Esta teoria es
importante cuando se desea modelar el comportamiento de vigas altas
especialmente aquellas que poseen luz (L) pequefia y altura (h) grande es decir
(razon de L/h < 10), donde la deformacion por el esfuerzo cortante es
significativo (p. 14). [...].Segun Castro (2002) se puede verificar que la teoria de
Euler-Bernoulli puede considerarse como un caso limite de la teoria de
Timoshenko. Ambas teorias tienden a proporcionar la misma solucién cuando la
relacion vano/altura de la viga aumenta (relacion L/h > 10) (p. 20).

Luego la teoria de Timoshenko tiene alcance mas amplio y ha generado
gue muchos investigadores de varias universidades se dediquen a su estudio
tanto en régimen estatico como dindmico, considerando vigas de diferentes
configuraciones de vinculo (contorno) y carga, mediante la aplicacion de
diferentes métodos numéricos existentes. Para su validacion utilizaron las
ecuaciones analiticas exactas obtenidas de otras investigaciones o
desarrollados por ellos. Los datos numéricos de ejemplos y resultados de
validacion de estas investigaciones fueron utilizados como grupo de control para
la contrastacion numérica de las ecuaciones analiticas obtenidos en este trabajo.

Por otro lado existen los métodos de energia como: el teorema de Castigliano
(1873) y el principio de trabajo virtual (método de la carga unitaria ficticia)
(BRUHN, 1973) desarrollados independientemente por J, C. Maxwell (1864) y
O. Z. Mohr (1874). En su formulacion se utilizan todas las fuerzas internas
actuantes para el calculo de giros y desplazamientos en puntos especificos de
la viga. Estos métodos fueron utilizados como Grupos de Control para la
contrastacion y validacion de los resultados de las ecuaciones analiticas
obtenidas en esta investigacion.

Afin de contribuir con la investigacion en el tema antes mencionado se ha
elaborado esta tesis de maestria denominado “LA APLICACION DE LA TEORIA
DE TIMOSHENKO AL METODO DE AREA - MOMENTO MEJORA LA
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EXACTITUD DE LA CURVA ELASTICA EN VIGAS ISOSTATICAS’. Se

fundamenta (a diferencia de otras investigaciones) en la aplicacion de métodos

graficos que sobre la base del método de area — momento y agregando la fuerza

cortante de la teoria de Timoshenko, se obtienen los teoremas ampliados de

area - momento los cuales aplicados a una viga isostatica con carga y

condiciones de vinculo definidos nos dan por solucién las ecuaciones analiticas

de giro y desplazamiento en puntos especificos de la viga. Las ventajas son:

Las soluciones son ecuaciones analiticas exactas.

Son utiles para el disefio porque permiten la variacion de: dimensiones,
material, carga y condiciones de contorno.

Tiene més alcance que la teoria de Euler-Bernoulli por considerar también
para las vigas de longitud corta.

Son didacticos por el efecto visual que genera para su comprension, con
el desarrollo de la curva elastica (método gréafico) y la geometria para la
determinacion de giros y desplazamientos.

Es mas sencillo y rapido que el método matematico de integracién

Los resultados de esta investigacion seran aplicados por los ingenieros

disefiadores del area de estructuras, fabricantes y entes reguladores, asi

como en las especialidades de ingenieria Civil, Aeronautica, Mecanica y

otros, las instituciones educativas deben considerar en sus programas

silabicos la aplicacion de la teoria de Timoshenko.
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.  PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de larealidad problemética

En el disefio de estructuras y elementos de maquina, las vigas y ejes a
ser disefiados deben cumplir con los requisitos de: resistencia, estabilidad y
rigidez.

La rigidez esté relacionado con la deformacion del elemento por accion de
las cargas externas que soporta durante su periodo de operacién debido a su
elasticidad. La desviacion del elemento respecto a su eje longitudinal debido a
las cargas externas y al peso propio se denomina la curva elastica la cual puede
ser calculada tanto su desplazamiento lateral como su pendiente respecto a su
forma inicial (descargada). Las normas de disefio establecen los valores
maximos de la deflexién de un eje o una viga.

Las deflexiones mayores a las establecidas por disefio pueden
generar vibracion en ejes que trabajan a rotacidon, pérdida de estabilidad de
magquinas en movimiento, disminucion de la vida util de elementos de maquina
fijas 0 moviles, un efecto visual negativo y falta de confianza en la seguridad del
elemento por parte de los usuarios; finalmente la pérdida de valor econémico
del conjunto que forma parte la viga o eje.

La magnitud de las deflexiones es funcion de las fuerzas y momentos
internos, el tipo de material, la seccion transversal y longitud del elemento, las
condiciones de vinculo o apoyo y el tipo de carga externa. Las fuerzas axial,
cortante y el momento flector internos, son generadas por las cargas externas
activas y reactivas cumpliendo las ecuaciones de equilibrio estatico de fuerzas y
momentos.

Los teoremas de calculo de deflexiones como el método de area -
Momento (1868—1872) y la integracién por partes, estan basados en la ecuacion
diferencial de la teoria de Euler — Bernoulli (1712) que considera solo el

momento flector como generadora de la deflexion de la viga.
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Considerando la relacion longitud (L)/altura (h) de la seccion transversal,
las vigas se clasifican en largas y cortas. Las vigas que tienen la relacion L/h <10
se consideran vigas de longitud corta.

El problema se presenta con la teoria de Euler-Bernoulli en el célculo de
la curva elastica en vigas de longitud corta, porque los resultados dan valores
menores al real con diferencias incluso mayores al 50%, lo que es inaceptable.
Por tanto ésta teoria no tiene alcance general para todas las vigas.

En 1922 aparece la teoria de vigas de Timoshenko del profesor Ingeniero
Stephen Timoshenko quién considera el aporte de la fuerza cortante en el
desplazamiento lateral de la viga con la condicion de que la seccién transversal
se mantiene plana aunque la pendiente no es perpendicular a dicha seccién. Con
esto surge la nueva ecuacion diferencial de la curva elastica de la viga
denominado teoria de viga de Timoshenko.

Actualmente la era de la globalizacion hace que los productos se
masifiquen, miniaturicen, sean de multifunciéon y bajo costo por lo que la
aplicacion de esta teoria se hace muy necesaria. Esto impulsé a que muchos
investigadores del area de estructuras se dediquen a investigar la aplicacion de
la teoria de Timoshenko en problemas de deflexiones tanto estatico como
dindmico, utilizando los diversos métodos numeéricos que existen, con la ayuda
de la computacion.

En esta Tesis, a diferencia de otras investigaciones el problema a analizar
consiste en buscar una solucion de calculo de la curva elastica de las vigas
isostaticas sin restriccion de longitud, en base al método de area — momento
donde se incluya el aporte de la fuerza cortante (teoria de Timoshenko) y

aumente la exactitud de calculo en vigas de cualquier longitud.
1.2. Formulacion del problema
1.2.1. General
¢, Cémo mejorar la exactitud de la curva elastica de vigas por el método de

area-momento considerando ademas del momento flector, la fuerza cortante

para que tenga alcance general?
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1.2.2. Especificos

1.3.

¢Como mejorar la exactitud del desplazamiento lateral de la curva
elastica de vigas considerando ademas del momento flector. la fuerza
cortante sobre la base del método de area — momento para que tenga
alcance general?.

¢ Como mejorar la exactitud de la pendiente de la curva elastica de
vigas considerando ademas del momento flector y la fuerza cortante
sobre la base del método de area — momento para que tenga alcance

general?

Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Formular la aplicacion de la teoria de vigas de Timoshenko en el método

de area-momento para mejorar la exactitud de la curva elastica en vigas

isostaticas de toda longitud.

1.3.2. Objetivos especificos.

Mejorar la exactitud del célculo de desplazamiento de la elastica de la
viga isostatica con el aporte de las fuerzas cortantes ademas del
momento flector mediante métodos de alcance mas general.

Mejorar la exactitud del calculo de pendientes de la elastica de la viga
isostatica con el aporte de las fuerzas cortantes ademas del momento

flector mediante métodos de alcance mas general.
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1.4. Limitantes de lainvestigacion

1.4.1. Tebrica

Segin (MUNOZ, 2011) “...En las tesis de posgrado, este tipo de
investigacion se apoya exclusivamente en el estudio de teorias, conceptos y
aportaciones de otros autores con el propdsito de comprobar, rechazar o llegar
a nuevos conocimientos”. (p.44)

Esta investigacion se limita al célculo de la curva elastica por el
meétodo grafico de area — momento de la teoria de Bernoulli — Euler mas la
introduccién de la teoria de Timoshenko y aplicando el principio de superposicién
se obtienen dos teoremas ampliados denominados “método de areas de
momento y fuerza cortante” Con esto se logra ampliar el alcance al andlisis de
vigas de toda longitud.

Por ser una investigacion tedrica de tema tecnolégico no se necesita
de la estadistica salvo el calculo de exactitud para la demostracion de la
hipétesis, sino de otras teorias de caracter académico ya sea analitico y/o
teorico.

Los antecedentes tedricos de esta investigacion son el desarrollo de
métodos numeéricos computarizados utilizando la teoria de vigas de Timoshenko
para los andlisis estaticos y dinamicos, asi como métodos de integracion

analiticos exactos, para la validacién de resultados por métodos numéricos.

1.4.2. Temporal
La presente investigacion se inicia en agosto del afio 2018 y termina en

abril del 2019. Es transversal.

1.4.3. Espacial

La investigacion sobre la aplicacion de la teoria de vigas de Timoshenko
planas (2D) se realiza en la Escuela de posgrado de la Facultas de CE de la
UNAC.
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. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1. Internacional

- (De CAMPOS, 2015) present6: Formulacdo do método dos elementos
finitos para a analise elastica linear de vigas de Timoshenko, como trabajo de
Conclusion de Curso (Graduacién) - Ingenieria Civil, Universidad Tecnholdgica
Federal de Parana, Campo Mourdo, Brasil, p,74. Objetivo: Analizar con el
meétodo de elementos finitos el comportamiento estructural de vigas en régimen
elastico lineal a partir de la teoria de Timoshenko. Aplicando conceptos de
conservacion de la energia y principio del trabajo virtual para solidos deformables
elaboré un programa computacional en elementos finitos para el calculo de
desplazamientos y giros de la viga de Timoshenko con diferentes condiciones de
vinculo y carga. Para la validaciéon del programa utiliz las ecuaciones analiticas
de Fleischfresser (2012) y Castro (2002) y para una viga empotrada-libre con
carga puntual P en el extremo libre variando la relacion longitud/ altura de
seccion transversal (L/h) de 2 a 100 demostré el error del programa debido al
efecto de cortante para valores altos (>8) donde el desplazamiento con la teoria
de Timoshenko es menor de con el de Euler-Bernoulli, el cual es falso. Los
ejemplos numéricos para las vigas empotrada-libre y Biapoyadas se utilizaron
para contrastar con las ecuaciones analiticas obtenidas en la presente
investigacion (véase la seccion 6.2 resultados mediante MEF)

- (FLEISCHFRESSER, 2012) present6: Uma formulagédo do método dos
elementos de contorno para a analise de vigas de Timoshenko, trabajo para
optar el titulo de Doctor en Ingenieria, Curitiba, Brasil, Universidad Federal de
Parana, Dpto de Ingenieria Civil / Dpto de Matematica, 121 paginas. Objetivo,
analizar la utilizacion del método de elementos de contorno en el célculo de
desplazamientos de las vigas de Timoshenko bajo las cargas estéticas y
dindmicas. Primero determiné las ecuaciones analiticas para cargas estéaticas a
partir de las ecuaciones diferenciales de Timoshenko y de Euler-Bernoulli, para

vigas con diferentes condiciones de borde, con cargas uniformemente
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distribuidas y puntuales. Para el calculo numérico desarrollé programas con el
meétodo de elementos de contorno. Los resultados para las cargas estaticas
fueron presentados en forma gréfica a fin de comparar los tres métodos: MEC,
Timoshenko y Bernoulli-Euler. Los ejemplos numéricos de vigas isostéaticas han
sido utilizados para contrastar con los de esta investigacion (véase la seccion
6.2 resultados mediante MEC).

- (PAIVA Gomes de Souza, y otros, 2018) en junio 2018 publican el
articulo: Analise comparativa das teorias de Euler-Bernoulli e de Timoshenko via
meétodo das diferencas finitas com implementacdo computacional em Scilab, en
Revista Tecnologia Fortaleza v.39, n, 1.p 1-12. Objetivo determinar la diferencia
de deflexién entre las vigas de Timoshenko y Euler-Bernoulli para diferentes
relaciones de longitud/altura (L/h). De la ecuacién diferencial resultante de
ambas teorias utiliza el método de Diferencias Finitas que transforman las
ecuaciones del medio continuo en elementos discretos implementado en Scilab.
Para los céalculos numéricos utiliza vigas de 1 a 2 metros longitudy L/h =1, 1.5
y 2 con bordes simplemente apoyadas y otro empotrado - libre de 1y 5 m de
longitud y ambos con carga puntual. Graficamente se muestran los
desplazamientos a lo largo de las vigas y se observa que es mayor con la teoria
de Timoshenko. Para L/h menores la diferencia entre las teorias de Timoshenko
y Euler-Bernoulli es grande en vigas cortas y se reduce a medida que aumenta
la relacion siendo minimas para vigas largas. Los datos numéricos y resultados
de esta investigacion se utilizaron para la validacion de esta investigacion.
(Véase la seccion 6.2 resultados mediante MDF)

- (VIECILLI Martins de Mello, 2014) en su trabajo final de curso titulado
Analise dinamica de vigas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko com o método
das diferencas finitas, para obtener el grado de Bachiller en Ingenieria Civil en la
Universidad de Parand, analiza 4 tipos de vigas (apoyo doble, empotrado doble,
empotrado-apoyado y voladizo) con carga distribuida en toda su longitud;
mediante diferencias finitas obtiene los desplazamientos estaticos y dinamicos
de las vigas con ambas teorias y comparando los resultados concluye que estos
aumentan con el aumento de la seccion transversal, manteniendo constante la

longitud. Los resultados numeéricos fueron contrastados con valores calculados
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con las ecuaciones obtenidos en esta investigacion existiendo diferencias
relativas entre ambos resultados proximos al 10% para valores de L/h menores
(2.667). (Véase la seccion 6.2 resultados mediante MDF)

- (CARRER, y otros, 2014) publican Analysis of Euler-Bernoulli and
Timoshenko beams by the boundary element method, en Blucher Mechanical
Engineering Proceedings May 2014, vol. 1 , num. 1. Aplicaron el método de
elementos de contorno MEC a las vigas de Euler-Bernoulli y de Timoshenko con
carga uniformemente distribuida. Utilizaron las vigas Biapoyadas, empotrada-
empotrada, empotrada-apoyada y empotrada-libre. Para la validacion numérica
utilizo las ecuaciones analiticas de ambas teorias obteniendo resultados exactos
en ambos casos y presentando en forma gréfica, en el caso de vigas de
Timoshenko mejor resultado fue con elementos de 64 celdas. Los valores
numeéricos de las vigas biapoyada y empotrada-libre fueron usadas para la
contrastacion con los obtenidos en esta investigacion.(véase la seccion 6.2
resultados mediante MEC)

- (NAVARRO Gregori, 2009) public6 Modelizacién de elementos lineales
de hormigén armado incluyendo el efecto del esfuerzo cortante, Tesis Doctoral
del Departamento de Ingenieria de la Construccion y de Proyectos de Ingenieria
Civil de la Universidad Politécnica de Valencia. Analizo vigas de hormigén
mediante elementos finitos. Para la validacién numérica utilizo las ecuaciones
exactas de Euler-Bernoulli y de Timoshenko y vigas empotrado-libres y
Biapoyadas de seccion rectangular y otra doble T con carga puntual Los célculos
numéricos de validacion fueron contrastados con los obtenidos en esta
investigacion. (Véase la seccion 6.2 resultados mediante MEF)

- (LUEVANOS Rojas, 2011) “Método de deflexion-pendiente para vigas
estaticamente indeterminadas, considerando las deformaciones por cortante”
2011. Aplicando las teorias de Timoshenko y clasica a vigas continuas de 5
tramos de A E, con el método de deflexion - pendiente determind los momentos,
giros y fuerzas cortante en los extremos de cada tramo y comparé los resultados
encontrando que son mayores las diferencias en vigas de tramo corto. Por ser

problemas hiperestéaticos los resultados no pueden ser contrastados.
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- (LUEVANOS Rojas, y otros, 2016) A Mathematical model of elastic
curve for simply supported beams subjected to a concentrated load taking into
account the shear deformations. obtiene soluciones matematicas de las vigas de
Euler-Bernoulli y de Timoshenko para vigas biapoyada con carga puntual a 0.25
y 0.5 de su longitud que varia de 3m a 10m, habiendo determinado que las vigas
de Timoshenko tienen mayor deformaciéon que de Euler-Bernoulli y que la
diferencia de las mismas disminuye a medida que la longitud de la viga aumenta
desde 47.3% para la longitud de 3m hasta 04.3% para la longitud de 10 m. Estos
resultados fueron contrastados con los de esta investigacion, siendo los
resultados iguales.

- (LLANOS Sanchez, 2013) Presenta la tesina “Desarrollo y aplicacion de
un modelo de elementos finitos para célculo de vigas con materiales compuestos
laminados basado en la teoria de Timoshenko”. Como aplicacion utilizé una viga
de acero en voladizo de seccién | obteniendo resultados iguales al método

exacto.

2.1.2. Nacional

- (TARAZONA MIRANDA, 2018) publica Estudio de la estabilidad de un
sistema de Timoshenko con historia pasada (o con memoria). Tesis (Magister en
Matematica Pura). Lima, Peru: Universidad Nacional Mayor de San Marcos,
Facultad de Ciencias Matematicas, Unidad de Posgrado, 2018. 80 h, estudia los
sistemas vibratorios de Timoshenko actuando solamente en una sola ecuacion.
Por ser un problema dinamico no se puede hacer comparacion con el presente

trabajo de investigacion.
2.2. Bases tedricas
2.2.1. Teoria de Estructuras.
(VINNAKOTA, 2006) “Una estructura puede definirse como un sistema de

miembros y conexiones individuales, dispuestos para que todo el conjunto

permanezca estable y sin cambios apreciables en forma, mientras se logran los
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criterios de desemperfio prescritos. Las estructuras en general y las de acero en
particular tienen una funcién importante en nuestra vida diaria”. (p. 3)

En 2D cada miembro tiene tres grados de libertad de movimiento,
traslacion segun los ejes x, y, del plano que contiene el miembro y rotacion segun
el eje z perpendicular al plano. Eliminando los 3 grados de libertad mediante
vinculos se tiene el miembro (estructura) estable. Segun la relacién entre el
namero de vinculos (nv) y el numero de grados de libertad (ngl), las estructuras
pueden ser:

nv < ngl Estructura hipostatica
nv = ngl Estructura isostatica
nv > ngl Estructura hiperestatica

Las estructuras hipostaticas son mecanismos que no tienen estabilidad
por carecer de suficiente vinculo. En la figura 1, la (a) representa una viga de 3
miembros con vinculos externos e internos (rétula R). Una rétula restringe 2gl,
luego la viga es (8 < 9) hipostética; la (b) tiene 2 armaduras (miembros)
vinculados externa e internamente (5 < 6) también es hipostatica porque les falta

un vinculo para quedar fijo

R R
Wils = om S - - A
(a) :
= G g 3¢ " \‘ - ')'
L - S
(b) (c)
fo TT T Y
|
|
| A

(d) (e)

Figura 1 Estructuras hipostaticas e inestables
Fuente: propia del autor.
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Las estructuras (c), (d) y (e) son inestables porque si bien los 2 primeros
son isostaticos y el tercero hiperestatico, sus vinculos estan mal distribuidos
gue les genera pequefios movimientos.

En las estructuras isostéticas sus vinculos estan bien distribuidos para

gue sean estables o fijos.

(a)
. R R
' I e
(b)
'%_? SR R-{‘: %
7 (c)

Figura 2 Estructuras isostéticas
Fuente: propia del autor

Analizando la relacion nv=ngl de cada estructura, en la figura 2 las

estructuras de (a) a la (e) tienen respectivamente: (3=3), (9=9), (15=15), (9=9) y
(6=6). Por lo tanto son estables.

Las estructuras hiperestéaticas tienen mas vinculos que grados de
libertad y el nUmero excedente de vinculos se llama grado de hiperestaticidad o
redundancia. Un miembro cerrado es un vinculo interno de 3 grados de
redundancia o hiperestaticidad. En las armaduras, el nimero de barras (b)
excedentes a la relacion: b =2n-3representa grado de redundancia, siendo (n)
el numero de nudos. En la figura 3, la (a) es una viga continua con 2 de
hiperestaticidad, la (b) es un marco redundante de 6°, la (c) y (d) aparte de
vinculos externos tienen miembros cerrados, con lo cual son hiperestaticos de
9° y 5° respectivamente.

En (e) la armadura externamente es isostatica, pero internamente tiene:

11 > 2(6) - 3 =9 dos barras demas y es redundante de 2°.
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Figura 3 Estructuras hiperestaticas
Fuente: propia del autor.

Una estructura como tal, debe tener vinculos en tierra para quedar
inmovil y para soportar las cargas de disefio suministradas

a) Vinculos.

(VINNAKOTA, 2006) “El disefador también debera tener un concepto
claro sobre la manera en que tiene lugar la transferencia de cargas verticales y
horizontales que actian sobre la estructura desde los puntos de su aplicacion
hasta el suelo”. (...) E | disefio de cualquier estructura implica el suministro de
resistencia, estabilidad y rigidez.(p. 59)

(Stanley W, y otros, 1992) Para que una viga pueda permanecer en
equilibrio estatico, también debe haber fuerzas externas equilibradoras. Los
apoyos que desarrollan estas fuerzas equilibradoras se llaman reacciones. (...)
usualmente las reacciones se consideran cargas concentradas. El claro de una
viga simple es la distancia que hay entre sus reacciones.

Para las estructuras en 2D existen tres tipos de vinculos externos.

- Rodillo: limita todo movimiento perpendicular al plano que sostiene.

- Pasador o bisagra lisa: limita los movimientos horizontal y vertical.
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- Soporte fijo (empotramiento): limita todo movimiento segun los tres ejes
coordenados (desplazamientos vertical y horizontal y giro respecto al eje

perpendicular al plano que contiene).

En la figura 4 se indican los tres vinculos externos y las fuerzas de

reaccion que generan cada uno.

X

rodillo pasador o bisagra lisa soporte fijo

Figura 4 Vinculos externos de estructuras en 2D
Fuente: R. C. Hibbeler, Ingenieria Mecanica - Estatica, 2010.

También existen tres tipos de vinculos internos que unen dos elementos
estructurales, limitando el movimiento en una direccién, el mas usado es la

articulacion o rétula R que restringe 2(n—1) grados de libertad (n es el N|° de

barras que concurren a la rétula) y permite la rotacién relativa de un miembro

respecto al otro, es decir M =0
b) Cargas.

(Stanley W, y otros, 1992) “Las cargas sobre vigas se clasifican como
concentradas o distribuidas. Una carga concentrada es la que se aplica sobre un
area tan pequefa que se puede suponer que actua sobre un punto. (...) . Una
carga distribuida es la que se extiende sobre una parte importante o sobre toda
la longitud de la viga. Puede estar uniformemente distribuida o variar
uniformemente”.(p. 13).

En la figura 5 se muestran los diferentes tipos de cargas que actian sobre

una estructura.
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.T'l 2
[ —— iy ; | | r |

3 3

Carga y momento puntual Cargas distribuidas: triangular y rectangular

W= ax*
o) EEEEE ol
I ]
| L
Carga parabdlica Cargas: rectangular y parabdlica invertida
W= a— byt w=—a" +bx+c
a |l
“ (LT,
1 I I s
<F =L -* , =
| I | f = |
Carga parabdlica invertida Carga combinada: trapezoidal y parab. invertida

Figura 5 Tipos de cargas sobre estructuras
Fuente: propia del autor.

c) Relaciéon entre Fuerzas externas e Internas

La figura 6 (a) muestra los tres tipos de fuerzas externas (cargas): la

fuerza distribuida w, la fuerza puntual P y momento flector M, la (b) relaciona la

carga distribuida w con la fuerza cortante V y el momento flector M, la (c) la carga

P con la fuerza cortante V y el momento flector M y la (d) el momento flector M

con la carga M . Planteando las ecuaciones de equilibrio estatico se determinan

las relaciones entre las cargas externas e internas para la construccion de los

diagramas de fuerza cortante y momento flector.

s -

P
wix) I I
b A B C L\ D
I 'Y [
i dit
(a)
F
w _
UEEX] v M
M ! M+ dd M, M+ M M, M+ dM
| SRR I | ‘
—dx— WV L Jvdv -—dr——l

() (e} )

Figura 6 Relacion entre carga, fuerza cortante y momento flector
Fuente: Aslam Kassimali, Andlisis Estructural, 2006
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De la figura (b) se tiene :
D F, =05,V +W(X)AX—(V +AV) =0

C:j\;zw(x)...—»..AV =J'W(x)dx (2-1)

La derivada indica que la pendiente de la cortante en el punto es igual a
la intensidad de la carga distribuida en el punto. La integral indica que el cambio
de la cortante entre dos puntos es igual al area de la carga distribuida entre esos

dos puntos
M, =0-..M +VAX+w(x)AxX(kAX)— (M + AM) =0

M _

b =V A =dex (2-2)

La derivada indica que la pendiente del momento flector en el punto es
igual a la cortante en el punto. La integral indica que el cambio de momento
flector entre dos puntos es igual al &rea de la cortante entre esos dos puntos
De la figura (c) se tiene :

Y F,=0>.V+P-(V+AV)=0
AV =P (2-3)

Indica que el cambio de la cortante en el punto de aplicacion de la carga
es igual a la carga P.
De la figura (d) se tiene :

dYM,=0->.M+M-(M+AM)=0

AM =M (2-4)

Indica que el cambio del momento flector en el punto de aplicaciéon de M
es igual al momento concentrado M.

d) Diagramas de fuerza cortante y momento flector.

Para el disefio es necesario conocer la seccion de la estructura con

mayores fuerzas internas y se determinan mediante los diagramas de fuerza
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normal N, fuerza cortante V y momento flector M en estructuras planas y se
incluye el momento torsor T cuando las estructuras son espaciales. Los
diagramas se trazan a lo largo de lineas paralelas a los ejes longitudinales de la
estructura y la convencién de signos utilizados como positivo (Hibbeler, 2012)
son las indicadas en la figura 7 (a).

Wl L]

v
|'.G| "1-
£ v/ mo E
v

Figura 7 Convencion (+) de fuerzas internas
Fuente: Structural Analysis, R. C. Hibbeler, 2012.

En la figura 8 se muestran dos ejemplos diagramas de fuerza cortante V
y momento flector M, de dos vigas con igual longitud L y carga uniformemente
distribuida qg; pero con dos condiciones de vinculo en sus extremos A y B:

apoyado — apoyado y libre — empotrado.

.x } L — }

g L “ Ra Ry
Ry @
(a)
i
—
,ql_ Aqu.
(b) (®) 2

Figura 8 Diagramas de f. cortante y m. flector de vigas con 2 condiciones de vinculo y carga
distribuida
Fuente: James M., Gere, Mecanica de Materiales, 2006.

2.2.2. Area, centroide, primer y segundo momento de area.

Dada un y = f(x) que genera un area en el plano X,y como se indica en la figura

9. Dicha area (), el primer momento (estatico s ) y segundo momento (inercia

I y) de la misma respecto al eje yse pueden determinar mediante los integrales:

A

L L L
If(x)dx, S, :Ixf(x)dx: XA Yy I, :J.xzf(x)dx
0 0 0
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Figura 9 Area generada por ¥ = T (X)
Fuente: R. C. Hibbeler, Ingenieria Mecanica-Estatica, 2010.

En analisis estructural se utilizan las mismas férmulas para calcular las
propiedades geométricas: area, momento estatico y momento de inercia de la

seccién transversal del elemento y en el método de area de momentos

: M . : .
haciendo Yy =—* en el diagrama de fuerzas internas se puede determinar el
z

giro y el desplazamiento de puntos de la curva elastica de la viga.

2.2.3. La Teoria de Bernoulli — Euler de vigas.

Segun (Timoshenko, 1983) Jacob Bernoulli (1654 — 1705) plantea

el

desarrollo de la curva elastica de una viga en voladizo de longitud | y seccion

transversal rectangular bxh sometido a una carga puntual P, como el indicado

en la figura 10.

2

B —— L
é:ﬁ;;_n e

x I ¥
/

A ——=

I 1", * YP

rl 7

[/

I/ ¥y

Figura 10 Deflexion de viga en voladizo bajo la carga P.
Fuente: Timoshenko, Stephen, History of Strengh of Materials1953

Para Bernoulli, el momento de las fuerzas internas en la seccion AB

respecto a A es igual al momento externo P.x
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l mAds
2 ds

, c
;

bhéh =P.x 0 = P.x (2-5)

Dénde: Ads_h y ¢c= mbh°
ds r 3

Bernoulli comete un error al asumir en A una deformacién nula por tanto
C no es exacta. (p.26,27).

Mariotte (1620 — 1684) desarrolla el concepto de eje neutro

En 1744 Leonard Euler (1707 — 1783) publica un libro “Metodus inveniendi

lineas curvas...” donde por primera vez aparece en forma sistematizada la curva
elastica. Estudia la deformada de la viga elastica de diferentes cuerpos
flexionados y utilizando célculo variacional determina la ecuacion diferencial de

la curva elastica de la viga de J. Bernoulli que para el caso de la figura anterior

es.
c Y =pPx 2-6)
L+y?)e
4 . d 2y ' dy
Doénde: y” = -
y dx? y dx

Considerando que la deflexion es pequefio y despreciando y'en el

denominador obtiene:
, PX
“Cc

Navier (1783 — 1836) en 1826 aparece la 1™ edicion de su libro de

Resistencia de materiales y en el 3er articulo analiza la flexion de las barras

(2-7)

prismaticas y asume desde el principio que la curvatura se produce en el mismo
plano en el que actuan las fuerzas, de modo que su analisis es valido solo para
vigas que tienen un plano de simetria y que se cargan en ese plano Suponiendo
gue las secciones transversales permanecen planas durante la flexion y usando
tres ecuaciones estaticas, concluye que el eje neutro pasa por el centroide de la
seccion transversal y que la curvatura viene dada por la ecuacién:

Eom (2-8)
P
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Donde | es el momento de inercia de la seccion transversal respecto al
eje neutro. Asumiendo que la deflexién es pequefia y considerando el eje X en
direccién del eje de la viga él encuentra esta relacion.

2
El ‘Lzy =M (2-9)

dx
Desde la época de Euler esta formula se utilizd para vigas en voladizo y vigas
simplemente apoyadas con carga simétrica. (p. 75). Esta ecuacion es conocida
como la ecuacion diferencial o la teoria de Euler — Bernoulli.
El modelo  Bernoulli — Euler de se basa en las siguientes hipotesis:
. Se supone planitud de la seccion transversal antes y después de la
deformacion
. Se supone la presencia solamente de un estado uni-axial de tensiones en
la direccion del eje lo que implica existencia de flexion pura.
El material es is6tropo, homogéneo y verifica la ley de Hooke. La viga es recta

con seccién constante y de doble simetria en todo el dominio.
2.2.4. Método de integracion directa.

(Popov, 2000) De geometria analitica se muestra que en

coordenadas cartesianas la curvatura de una linea se define:

d’y
1 dy Y (2.10)
3 3
P 272 N2 [
{L{dyJ } [1+(y) ]
dx

Donde x y Yy son las coordenadas posicion y deflexiébn de un punto

de la curva elastica con respecto a su posicion inicial. Como las deflexiones son
1 M

pequefias (y’)* ~ 0y sabiendo que = — Ese tiene:
Y2
dy My Y png~a) (2.12)
dx* El dx
De donde:
M=Ely", V= am Ely” , W= av _ Ely" (2.12)
dx dx
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Las soluciones por integracion directa son.

d*y

d
Ely"Y = EI =ElI —(y")=
y ™ OIX(y) w(x)

EIy’”=.|'wdx+C1 =V
0
EIy”=J'dx_|.de+Clx+C2 =M
0 0

Ely' = .X[dxjfdxj(‘wdx+c1 X22+C2x+ C,
0 0 0

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(a) Extremo articulado

(bl Extremo empotrado

lel Entromo libre

(¢} Voladizo saliente

(®) Viga continua

(f) Despl wmo
Extromos ampotrados

to} Despl ) @, =0 A B
on extrome articulado =0
’.

Figura 11 Condiciones de frontera de vigas elasticas
Fuente: F. R. Shanley, Mecanica de Materiales, 1971

X X X X X3 XZ
EIy:'!;dx?|;dx.([dx!).wdx+Cl6+022+C3x+C4 (2.17)
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Las constantes c,,c,, C, ¥ C,/El, respectivamente , son usualmente los

valores iniciales de V, M, § y v en el origen. Las dos primeras son las
condiciones estéticas de frontera y las 2 segundas las condiciones cinematicas
de frontera.

(Shanley, 1971) En la figura 11 se dan las condiciones estaticas y

cinematicas de frontera para los diferentes casos de apoyos en vigas.

2.2.5. Métodos Geomeétricos.

Se denominan asi porque para calcular los desplazamientos transversales
y giros de la curva elastica de una viga, se deben trazar los diagramas de la viga
real para el método de area - momento y de la viga (conjugada) en el caso del
método de la viga conjugada. El analisis de cada método se detalla a

continuacion.

a) Método de area — momento

También conocidos como teoremas de Mohr, Fue presentada en 1873 por
el profesor Charles Greene de la universidad de Pensylvania y por Otto Mohr en
1968 (Hibbeler, 2011) EI método de &area de momento es una técnica
semigrafica que sirve para hallar la pendiente y el desplazamiento en puntos
especificos de la curva elastica de la viga o flecha. La aplicacién del método
requiere el célculo de las areas asociadas con el diagrama de momento de la
viga, de modo que si este diagrama se compone de figuras simples, el método
es muy facil de usar.

Suposiciones: la viga inicialmente recta, es elasticamente deformada por
las cargas, de tal modo que la pendiente y la deflexion de la curva elastica son
muy pequefias y las deformaciones son generadas por la flexién. La aplicacion
del método se basa en dos teoremas que enunciamos a continuacion

Consideremos la curva elastica de una viga y su diagrama de momento flector

. M . L
correspondiente Er como se muestra en la figura 12. Un tramo de la elastica

ds = pd@ Aislamos un segmento dx de la viga tal como se muestra en la figura

12 el momento interno M en la viga deforma al elemento de tal modo que las

35



tangentes a la curva elastica en cada lado del elemento se cortan y forman un

angulo dé . Las normales a las tangentes m,p, ¥ m,p, también forman un

angulo este angulo, el cual se determina mediante la ecuacion:

Figura 12 Grafica de la curva elastica y el diagrama de momento
Fuente: J. Gere y B. Goodno, Mecanica de Materiales.

ds dx
dg=—=— (2-18)
P P
La curvatura en flexion pura se expresa como:
_LLM 2-19
Relacionando (2 - 10) y (2 - 11) se tiene:
do=M gx 2 - 20)
El
Luego integrando entre los puntos Ay B de la viga se tiene:
8M
Ogpn=0s-6,=| —-d 2-21
B/A B A jA EI X ( )
Donde:

s, = el angulo de las tangentes a la curva elastica entre los puntos A y B
mostrado en la figura 12

.[f:;/ll dx = el area del diagrama del momento flector entre A y B dividida entre la

rigidez flexional El , como se muestra en la figura 12.
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Esta es base del primer teorema del area de momento que dice:

Teorema 1: el angulo entre las tangentes en 2 puntos cualesquiera de la
curva elastica es igual al area bajo el diagrama M/ El entre esos dos puntos. 0,

se mide en radianes.
Ahora se determinara la desviacion relativa entre las tangentes (t).

‘ F

o

ET

o
‘ dx

Figura 13 Grafica de la curva elastica y el diagrama de momento
Fuente: J. Gere y B. Goodno, Mecanica de Materiales.

Proyectando las tangentes a los puntos m,y m, de la curva elastica hasta
gue corte con la vertical que pasa por B como se indica en la figura 13 se obtiene
la desviacion vertical dt = x,d&.

Integrando entre los puntos A y B se tiene:
L
El

(2 -22)

tB,A=jfdt=jfxd9=.[fx dx=x f:::dx

Doénde:
t;,a= la distancia vertical de la tangente en B a la tangente en A de la curva
elastica.
xjf::lldx: momento del area bajo el diagrama M/EI entre Ay B.

X = distancia del centroide del area al punto B

Luego se puede enunciar el teorema 2 en la forma:
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Teorema 2. la desviacion vertical de la tangente en un punto (B) sobre la
curva elastica con respecto a la tangente prolongada desde otro punto (A) es
igual al momento del area bajo el diagrama M/EI entre esos dos puntos (A 'y B).
Este momento se calcula respecto al punto (B), donde se va a determinar la

desviacion vertical {5,

En la figura 14 se da el area y el centroide de las formas que generalmente tiene

el diagrama de momento flector.

FORMA AREA CENTROIDE
A =Dbxh 1
—G— T — h X = —b
2
(]
o ) A=Tbxh x="1b
&% ] 2 3
b
a
A= Lbxh _a+h
b
Azibxh X = b
n+1 n+2

A= (nnﬂjbxh X = m

Figura 10 Areas y centroides de formas comunes

Fuente: propia del autor.

b) Método de la viga Conjugada

Segun (Kassimali, 2010) EI método de la viga conjugada, desarrollado
por Otto Mohr en 1868, generalmente proporciona un medio mas conveniente
para calcular pendientes y desviaciones de vigas que el método de area de

momento.
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El método de la viga conjugada se basa en la analogia entre las
relaciones entre la carga, el esfuerzo cortante y el momento de flexion y las
relaciones entre, pendiente y deflexion.

Una viga conjugada que corresponde a una viga real es una viga ficticia
de la misma longitud que la viga real, pero esta soportado externamente y
conectado internamente de modo que si la viga conjugada se carga con el
diagrama de la viga real, la fuerza cortante y el momento flector en cualquier
punto de la viga conjugada es igual, respectivamente, a la pendiente y la
deflexién en el punto correspondiente en la viga real.

Las relaciones entre la carga, la fuerza cortante y momento flector son:

av dM d*™m

dx dx e ( )
Las relaciones entre, la pendiente y el desplazamiento son:
o_M a_, d’y _M (2 - 24)
dx El dx dx*  El

Las condiciones de borde de la viga real a la viga conjugada se

transforman como se indica en la figura 15.

— N

real beam coajugile bewm

Figura 11 Cambio de viga real a viga conjugada
Fuente: R. C. Hibbeler, Structural Analysis, 2012

Se observa que al pasar de la viga real a la viga conjugada la viga
isostatica mantiene su condicion, en cambio en la viga hiperestatica se vuelve
inestable, pero con las condiciones de la carga M/EI la viga es estable.

2.2.6. Principio de Superposiciéon
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Segun (Kassimali, 2010) “El principio de superposicion simplemente
establece que en una estructura elastica lineal, el efecto combinado de varias
cargas que actuan simultaneamente es igual a la suma algebraica de los efectos
de cada carga que actuan individualmente”.

...”Cuando una viga esta sujeta a varias cargas, generalmente es
conveniente determinar la pendiente o la deflexibn causada por el efecto
combinado de las cargas mediante la superposicion (adicion algebraica) de las
pendientes o desviaciones debidas a cada una de las cargas que actian
individualmente en la viga” (p. 233)

De (Ferdinand P. Beer, 2012) se extrae la figura 16, donde una viga
simplemente apoyada esta sometida a dos cargas (a): un momento flector m ,
en el extremo A y una carga uniformemente distribuida W en toda su longitud,
con la condicion que la pendiente en A sea nulo.

Mediante el principio de superposicion, se aplican las cargas en forma
independiente la carga distribuida (b) y el momento flector (c) a fin de determinar
la pendiente en A para cada caso.

My

Figura 12 Método de superposicién
Fuente: F. Beer, R. Johnston Jr., J. Dewolf, D. Mazureck. Mechanics of Materials, 2012
Luego se plantea la condicion de giro final del extremo A:

Op=04)y+0n)y =0 (2 - 25)

Determinando la relacién m, y W que cumpla con esa condicion.

2.2.7. Meétodos de Energia.

Existen métodos de energia para el calculo de deflexiones por lo que
estudiaremos primero la relacion entre el trabajo externo y el trabajo interno o la
energia de deformacion para posteriormente analizar la conservacion de la

energia, el principio del trabajo virtual y el teorema de Castigliano.
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a) Trabajo externo y trabajo interno
Segun (Hibbeler, 2011) Cuando la carga P axial indicado en la figura 17,
actia sobre una viga elastica provoca un alargamiento A a la viga y el trabajo

externo U, de la carga P se expresa como: U, = PA

Estando aplicada P, actlia otra carga F'provocando un alargamiento A’,
la fuerza P realiza un trabajo adicional Ué durante el desplazamiento A’ de
magnitud: U, = PA’

De igual forma el par M que actlta sobre una viga elastica durante el giro
9 realiza un trabajo U, de magnitud: U, = Mé
Igualmente, estando aplicado M, actGa otro par M'provocando un giro

adicional @', el par M realiza un trabajo adicional Ué durante el giro &' de

magnitud: U, = M.6’

- .'{.._
F
N 3 C
F 4 F _.-"'J.
T P B b
A
:l:!' A Lz E I
l —a—i—s—
F

Figura 13 trabajo de las fuerzas p y f" en una barra elastica y su representacion grafica
Fuente: R. C. Hibbeler, Mecénica de Materiales, 2011

(Feodosiev, 1988) Para determinar el trabajo interno consideremos un

elemento cubico de lados dx,.dy,.dz, sometidos al estado de esfuerzo triaxial

como se indica en la figura 18. (p.246).
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Los esfuerzos generan deformaciones unitarias lineales &; en direccion

de cada eje y angulares , .

El trabajo interno U, se determina en la forma:

1 1 1 1 1 1
U, :J{Zax St 50y &y 50 St Tyl T T Yy +Tﬂyv}dv (2-26)

2

Figura 14 Estado de esfuerzos triaxial de un elemento
Fuente: V. |. Feodosiev, Resistencia de Materiales, 1988.

Considerando la ley generalizada de Hooke en el eje Xy en el plano Xy :

T

Ex = é[o-x - ,Ll(Gy +0o, )] Vxy = Exy (2-27)

Haciendo igual para los otros ejes Y,z y planos Yz,2X reemplazando enlaec(...)

y desarrollando se tiene:
1 2 2 2y v 1 2 2 2
U, ZILE(O-X to, +0, )—E(o-xo-y +0,0, +0'20X)+ ZG(TXV +T, Ty )}dv (2-28)
Cuando en las caras del cubo actian Unicamente los esfuerzos principales:
1 2 2 2 Vv
U, = J.[ZE(O-l +0, +0, )—E(alaz +0,0, +0'30'1)}dV (2-29)

Considerando ahora en funcion de las fuerzas internas:

En la figura 19 se indican las fuerzas internas en una seccion transversal
cualquiera de una viga elastica plana (a) y espacial (b): obtenida de (Hibbeler,
2010). (p.660)
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Componentes del

Fuerza axial mamento flector M.
\1 N Fuerza axial
e H—]— /
. Momento torsor
Fuerza ™\ N M
Momento flect -—
cortonte omento flector |
() =V, \
M, %)
t/ \\-_ * Componentes de
/ fuerza cortante

il (b}

Figura 15 Fuerzas internas en una seccién de viga en 2D y 3D
Fuente: R. C. Hibbeler, Ingenieria Mecanica - Estatica, 2010

Cada fuerza contribuye en el trabajo interno o también denominado la

energia de deformacion, como se indica:

Debido a la fuerza axial interna (N): o = i, reemplazando en U; se tiene:
o, N’ N?

U, =[2rdv =] = dAdx=[_"dx (2-30)
2E 2EA x2EA

Debido al momento flector interno(m): o = Nlly reemplazando en U; se tiene:
o_2 M 2y2 M 2

U, = ~-dv =]~ dAdx= [ _dx (2-31)
2E 2El x2El

Debido al momento torsor interno (T) : 7 = TJr , reemplazando en U; se tiene:

2 2,2 2
U =[ = dv-= LdAdX:ILjX (2-32)
2G 2GJ* x2GJ
VQ

Debido a la fuerza cortante interna (v):z = I reemplazando en U;se tiene:

2 2 2
U, =Lidv = 1(\@] dAdx = f, _[V—dx (2-33)
2G 2G It x2GA
Donde ¢, se denomina factor de forma y depende de la forma de la seccion

2
transversal: f, =ﬁzj Q 4A
123a ¢
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I 2
(HAUKAAS, 2016) Por conveniencia lo transformaen: f=———5—

AIA(?jZdA

Se tiene el area promedio a cortante: A = PA . Para secciones conocidas

los valores de g se da en la figura 20.

100 101

9
B=1s B=

B=

| e
b | =

'B - A-l'ei
A

Figura 16 Factor ,z de correccion de secciones al corte
Fuente: Terje Haukaas, University of British Columbia.

Cuando las fuerzas internas actian simultdneamente en una estructura
plana:

N? M? V?
U, = dx+ dx+|—— dx 2-34
J‘X2EA IX2EI LZGAV (2-34)

Cuando las fuerzas internas actlan simultdaneamente en una estructura
en 3D:

2 2 2

N2 M M,’ T? \ v,
U, = -LZEAdXJrLZEiy dX+L2EIZdX+-[XZGJ dX+LZGyA dX+LZGA dx (2-35)

b) Conservacion de la Energia

Todos los métodos de energia utilizados en la mecanica se basan en un
balance de energia denominado conservacién de la energia. Ahora se considera
solamente la energia mecanica pasando por alto la energia desarrollada por el
calor, reacciones quimicas y efectos electromagnéticos.

En consecuencia si se aplica una carga lentamente a un cuerpo de modo

gue su energia cinética se desprecia, entonces fisicamente las cargas externas

tienden a deformar al cuerpo de modo que estas realizan trabajo externo U, a
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medida que se desplaza. Este trabajo externo provocado por las cargas se
transforma en trabajo interno o energia de deformacién U, la cual se almacena

en el cuerpo. Ademas cuando se retiran las cargas la energia de deformacién
lleva al cuerpo a su posicion original no deformada, siempre que no se exceda
el limite elastico del material. La conservacion de la energia para el cuerpo puede

escribirse matematicamente como:

2
U, =U, - Po_ (N ——dx+ M* dx+'[ (2-36)
2 hoEA x2El ZGA/

En general se considera que el aporte de las cargas axial y cortante a la

energia de deformacion son relativamente menores comparados al momento

flector entonces:

P5 )
_ j s (2-37)

Cuando el elemento es de longitud corta el aporte de la carga cortante es
importante y no se puede ignorar.

En armaduras solo acttan las fuerzas axiales en cada una de las barras
componentes, es este caso:
Ps _$ NI (2-38)

2 T 2EA
c) Teorema de Castigliano

En 1879, Alberto Castigliano, un ingeniero ferroviario italiano, publico un
libro en el que describia un método para determinar la desviacion o pendiente en
un punto de una estructura, ya sea una armadura, una viga o un bastidor. Este
método, que se conoce como el segundo teorema de Castigliano, o el método
de trabajo minimo, se aplican solo a las estructuras que tienen una temperatura
constante, soportes inflexibles y respuesta de material elastico lineal.

Si se determina el desplazamiento de un punto, el teorema establece que
es igual a la primera derivada parcial de la energia de deformacion en la
estructura con respecto a una fuerza que actua en el punto y en la direccion del
desplazamiento. De manera similar, la pendiente en un punto de una estructura

es igual a la primera derivada parcial de la energia de tensién en la estructura
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con respecto a un par de momentos que acttan en el punto y en la direccion de

rotacion.
izauszdeXJeraNNdeLavde+ijde (2-39)
oP. % oP El 0 0P EA 0 0P GA, o oP GJ

d) Principio del Trabajo Virtual.

Segun (Kassimali, 2010) El principio del trabajo virtual fue introducido por
John Bernoullien 1717, proporcionando una herramienta analitica poderosa para
muchos problemas de la mecanica estructural. Para los cuerpos deformables se
enuncia como sigue:

“Si una estructura deformable esta en equilibrio bajo un sistema virtual de
fuerzas (y pares) y si se sujeta a cualquier deformacion real pequefia, coherente
con las condiciones de apoyo y continuidad de la estructura, entonces el trabajo
externo realizado por las fuerzas externas (y pares externos) virtuales que actiian
a través de los desplazamientos (y rotaciones) externos reales es igual al trabajo
interno virtual realizados por las fuerzas internas (y pares internos) virtuales que
actuan a través de los desplazamientos (y rotaciones) internos reales”.

En estructuras planas sometidas a cargas externas, para hallar el
desplazamiento externo A en una direccién, se aplica la carga unitaria en esa

direccion y mediante la conservacion del trabajo externo e interno virtual, se

tiene:

L M LN LV
1(A):J'O mVEIdx+'([nVE'A\dx+j0 vVGAvdx (2 - 40)
Donde:

A es el desplazamiento real en direccion de la carga virtual unitaria
m,,N,,V, son las fuerzas internas virtuales: momento flector, fuerza axial y

fuerza cortante, debidos a la carga virtual unitaria.

M, N,V son las fuerzas internas reales: momento flector, fuerza axial y fuerza

cortante debidos a las cargas externas reales
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A, A,, | area, area promedio a cortante y momento de inercia de la seccion

transversal

E, G modulos de elasticidad de Young 0 longitudinal y transversal del material.

Las aplicaciones del teorema de Castigliano y el principio del trabajo

virtual se utilizaran como grupos de control de los resultados de la investigacion.

2.2.8. Exactitud y precision.

- Exactitud:

(Ruiz Armenteros, y otros, 2010) El VIM (Vocabulario Internacional de
Metrologia) define la exactitud de medida como la proximidad existente entre el
valor medido y un valor verdadero de un mensurando. Una medicion es mas
exacta cuanto mas pequefio es el error de medida.

(Posadas Chinchilla) La exactitud es el grado de concordancia entre el
valor verdadero y el experimental. Un aparato es exacto si las medidas
realizadas con él son todas muy préximas al valor "verdadero" de la magnitud
medida.

En la figura 21 se ve que el caso A es mas exacto que el caso B por estar
mas proximo al valor verdadero.

(Pickering, 1980) Para comparacion general, expresaremos la exactitud,
como porcentaje del contenido real total del componente estudiado. Esto es:

Re sultada.verdadero— Media..exp erimental)
Re sultada.verdadero

Exactitud.% = ilOOx(

(2-41)

Para la determinacion de la exactitud de un procedimiento se debe
disponer de una muestra patrén de composicion conocida.

- Precision:

(Ruiz Armenteros, y otros, 2010) EI VIM, en su tercera edicion (2007),
define el concepto precision de medida como la proximidad existente entre las
indicaciones o los valores medidos obtenidos en mediciones repetidas de un
mismo objeto, o de objetos similares, bajo condiciones especificas. Estas

condiciones se denominan principalmente condiciones de repetibilidad, o de
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reproducibilidad, y por tanto, frecuentemente, el término precision denota
simplemente repetibilidad, es decir, estd asociado a la dispersion de las
mediciones reiteradas, la cual es habitual expresarla numéricamente mediante
medidas de dispersién tales como la desviacion tipica, la varianza o el coeficiente
de variacion bajo las condiciones especificadas.

Una importante distincion entre exactitud y precision es que la exactitud
puede determinarse con una sola medida, mientras que para evaluar la precision
se necesitan varias medidas (repetibilidad), no pudiéndose hablar de precisién
para una sola medida.

(PRIETO, 2012) La precision de una medida suele expresarse
numéricamente mediante medidas de dispersion tales como la desviacion tipica
o la varianza. Por ello, como indica la figura 21, cuanto mas estrecha sea la
distribucion de resultados (caso B), menor sera la desviacion tipica de la misma
y mayor la precision de la medida. La precision depende pues Unicamente de la
distribucion de los resultados y no estd relacionada con el valor

convencionalmente “verdadero” de la medicion.

valor verdadero,

1 dereferencia, Caso A Caso B
o convencional medicién 5
irdividud 2

medicidn

individual 1 desviacion
, tipica

7

media
| 2
sesgo, |

sesgo ; i

eiror Sstenutico, e a’sﬁa‘n{iico,)

Figura 17 dos casos de exactitud y precision
Fuente: Prieto Emilio, 2012.

- Error e Incertidumbre:

El VIM define el término error de medida como la diferencia entre un valor
medido de una magnitud y un valor de referencia (valor convencional o valor
verdadero), mientras que define la incertidumbre de medida como un parametro

no negativo que caracteriza la dispersion de los valores atribuidos a un
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mensurando, a partir de la informacion que se utiliza. Si bien el error es
tedricamente desconocido, la incertidumbre si que puede ser evaluada.
Conviene no confundir también el error de medida con un error humano o
equivocacion.

(Ruiz) El error de medicion, por simplificacion error(ex), lo podemos definir
como el resultado de una medicion (x,) menos el valor verdadero del
mensurando (X ), siendo este Ultimo, en la practica, el valor convencionalmente

verdadero.

e, =X, - X (2-42)

Relacionada intimamente con el error de medicidén tenemos la correccion

(c), la cual se puede definir como, valor agregado algebraicamente al resultado
no corregido de una medicion, para compensar el error sistematico.

X=X +C..o>..=X-X =€ (2-43)

El error absoluto (ex), no suministra informacién sobre la calidad de la

medicién, es por esto que es necesario relacionarlo con el valor

convencionalmente verdadero. Asi tenemos que el error de medicién dividido
entre un valor verdadero del mensurando le denominamos error relativo (erx).

Puesto que un valor verdadero no puede ser determinado, en la practica se utiliza
un valor convencionalmente verdadero.
El error absoluto en una medida x de determinada magnitud es la

diferencia entre dicho valor y el valor verdadero de la medida; se notara por Ax

y, por tanto, su expresion es: AX=X- Xo

Donde X, representa el valor verdadero de la medida. El error absoluto cuantifica

la desviacion en términos absolutos respecto al valor verdadero. No obstante, en
ocasiones es mas interesante resaltar la importancia relativa de esa desviacion.

Por ello, se define el error relativo como el cociente entre el error absoluto y el

49



i .. AX
valor verdadero; notandolo por € su expresion es: ¢ = u y suele expresarse
XO

porcentualmente sin mas que multiplicar por 100.

(UMALAGA) “El error se define como la diferencia entre el valor verdadero
y el obtenido experimentalmente. El origen de los errores estd en mdultiples
causas y atendiendo a éstas los errores se pueden clasificar en errores
sistematicos y errores accidentales

Errores sistematicos son errores que se repiten constantemente en el
transcurso de un experimento. Afecta a todas las mediciones de un modo
definido y es el mismo para todas ellas. Las causas probables pueden ser:
errores instrumentales (de aparatos), errores personales, error de la eleccion del
método.

Errores accidentales son variaciones que aparecen entre observaciones
sucesivas realizadas por un mismo operador. No existe una causa
predeterminada para este tipo de errores siendo incontrolables para un
observador. Alteran la medida realizada tanto por exceso como por defecto. El
origen de estos errores accidentales puede ser el cambio durante el experimento
de las condiciones en el entorno, errores de apreciacion del observador, errores

de precision del aparato de medida, etc”
2.3. Conceptual
2.3.1. Teoria de la Viga de Timoshenko

En el calculo de la curva elastica, la teoria de Timoshenko es méas exacta
cuando la razén entre la longitud de la viga y la altura de la seccidn transversal
es cada vez mas pequefia. Esta teoria se basa en las mismas hipétesis que la
teoria de Bernoulli — Euler, pero con el agregado de las siguientes diferencias:

- Se supone la presencia del esfuerzo cortante promedio en la seccion
transversal.

- La rotacion flexional ¢, se considera como una variable independiente no

asociada con los desplazamientos flexionales
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- La seccion transversal de la viga una vez deformada se mantiene plana,
pero ya no es perpendicular al eje neutro.

En el esquema de deformacién de una viga que se ilustra en la Figura 22, se

muestra la diferencia entre la teoria de Timoshenko y la teoria de Euler-Bernoulli.

ﬁ (rotacdo total da secdo)

dx }
(rotagdo ]
por flexdo) y= E -8
7 : dx
(distorgdo por
cisalhamento)

-

Figura 18 Elastica con giros de seccion segun las teorias de Timoshenko y Bernoulli - Euler
Fuente: Martha, Luis f., Burgos, Rodrigo B., 2014

Donde:
o, = giro de la seccion transversal segun la teoria de Bernoulli — Euler y es

perpendicular al eje neutro.
-0 =y, =girode la seccion transversal segun la teoria de Timoshenko, no

es perpendicular al eje neutro.

De la ley de Hooke se tiene: 7,, =Gy,
Vv
V:G(dy—@j (2 - 44)
A dx
do,y M
E =" 2-45
[ dxj I ( )

Derivando (2 - 44) y sustituyendo en (2 - 45) se obtiene la ecuacion de la

curva elastica incluyendo el efecto de la fuerza cortante:
d 2y _ 1 dVY + M z
dx* GA. dx ElI,

(2 - 46)
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Donde: El, es larigidez a la flexion segun el eje z y GA. es larigidez a la

deformacion por cortante.
2.3.2. Vigas isostaticas planas.

(Stanley W, y otros, 1992) “Una viga es un miembro estructural que es
sometido a cargas transversales y las distribuye en una o dos direcciones. Como
tal se considera como parte de un sistema lineal. Por lo general las vigas se
sitlan horizontalmente y las cargas se aplican verticalmente. Para que trabaje la
viga segun su definicién tradicional, la longitud del claro debe ser varias veces
mayor que el peralte del miembro”.(p.11).

Una viga isostética elemental esta formado por un miembro y restringido a
moverse mediante 3 vinculos. En la figura 23 las vigas (a), (b), (c) y (d) son vigas
isostaticas de un miembro con vinculos en diferentes posiciones. Se obtiene
vigas de dos miembros al agregar a las configuraciones anteriores, un elemento
unido mediante una rétula y se inmoviliza colocando un apoyo simple como se
ve en la (e) y (f). Este apoyo simple puede estar al final del segundo miembro o
en un punto intermedio. De esta forma se puede obtener hasta ocho tipos de
vigas de dos miembros estaticamente estables. Para vigas isostaticas de mas
miembros se procede de la misma forma. La (g) es una viga isostatica de tres

miembros.

I:-..
H

H
H

Figura 19 Vigas isostaticas de 1, 2 y 3 miembros
Fuente: propia del autor.
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La prueba de hipétesis sera en las vigas (a), (b), (c) y (e) primero aplicando
la carga uniformemente distribuida y luego la carga puntual; para el caso (f) se
aplicard simultaneamente la carga distribuida al primer miembro y la carga

puntual en el centro del segundo miembro.

2.4. Definiciones de término basicos: Funcionales a la investigacion del

problema

Barra prismatica. Es una barra cuya seccion transversal es plana y constante en
toda su longitud, ademas su eje longitudinal permanece recto.

Curva elastica. Forma final de la viga debido a la deformacién por cargas
externas y se recupera cuando cesan estas cargas.

Desplazamientos. Movimiento de la viga en sentido perpendicular a su eje por
efecto de las cargas externas.

Elasticidad. Capacidad de un material de regresar a su forma original después

gue haya sido cargado y luego descargado.
Estructura. Es un conjunto de elementos unidos entre si, con la misién de

soportar las fuerzas que actuan sobre ellos.

Exactitud. Precision, ajuste de una cosa con otra, veracidad.

Fuerza. Es todo aquello capaz de deformar un cuerpo (efecto estatico) o de
modificar su estado de reposo o movimiento (efecto dinamico). Las fuerzas que
actuan sobre una estructura se llaman Cargas.

Giro. Rotacion de la seccidn transversal por deformacion de la viga. Pendiente a
la curva eléastica.

Mejorar. Perfeccionar algo, haciéndolo pasar de un estado bueno a otro mejor.
Método. Modo estructurado y ordenado de obtener un resultado, descubrir la
verdad y sistematizar los conocimientos.

Rigidez. Es la propiedad de un material para resistir deformaciones.

Teoria. Hipdtesis cuyas consecuencias se aplican a toda una ciencia o parte muy
importante de la misma. Serie de leyes que sirven para relacionar

Viga. Miembro que soporta cargas transversales a su eje longitudinal.
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. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipbtesis
3.1.1. General

Con la aplicacion de la teoria de Timoshenko sobre la base del método de

area - momento aumenta la exactitud de la curva elastica en vigas isostaticas.

3.1.2. Especificas

La exactitud de los desplazamientos de la curva elastica aumenta
considerando ademas del momento flector, la fuerza cortante interna.

La magnitud del desplazamiento lateral es funcion del numero de
elementos componentes y configuracion de vinculos.

La exactitud de la pendiente aumenta considerando ademas del momento
flector, la fuerza cortante interna.

La magnitud de la pendiente es funcién del nimero de elementos

componentes y configuracién de vinculos

3.2. Definicién conceptual de variables.

- Exactitud de la curva elastica (Variable Dependiente (y))

La curva elastica es la deformacion transversal de la viga generado por cargas
externas. Se determina a través del desplazamiento y giro del punto analizado
aplicando las teorias de Euler-Bernoulli y de Timoshenko. La exactitud se mide
por la diferencia de calculo entre ambas teorias.

Expresion matematica:

f(X,,X5,Z;)= Y1, desplazamiento (A) debido a la carga distribuida.
( ) = Y2, desplazamiento (A)debido a la carga puntual.
(X,,X5,Z,)= Y, Pendiente o giro (6) debido a la carga distribuida
(X2 X, Z))

= Y4, Pendiente o giro (9) debido a la carga puntual.
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- Teoria de Timoshenko (Variable Independiente (X))

La teoria de viga de Timoshenko considera a la fuerza cortante en el calculo de
la curva eléstica a diferencia de la teoria clasica de Euler-Bernoulli (TEB) que
solo considera al momento flector. Se utilizan los diagramas de fuerza cortante

y de momento flector de la viga. Su expresiéon matematica:

f(W, GA, L):X1, diagrama de fuerza cortante debido a la carga distribuida.
f(P, GA, L)=X2, diagrama de fuerza cortante debido a la carga puntual.
f(W, El, L): X3, diagrama del momento flector debido a la carga distribuida

f(P, El, L): Xs, diagrama del momento flector debido a la carga puntual.

- Vigas Isostaticas (Variable Independiente (Z))

Las vigas isostaticas son aquellas con vinculos convenientemente distribuidos
para mantener fijo (estatico) en una determinada posicion ya sea estan
solicitadas a cargas externas o no. Para esta investigacion se han considerado
3 configuraciones de vigas de un miembro y 3 configuraciones de vigas de 2
miembros:

-Empotrado-libore = Zi.

-Biapoyada = Z>.
-Biapoyada-libre = Zs.
-Empotrado-articulado-apoyado = Za.
-Empotrado-articulado-apoyado-libre = Zs.
-Biapoyada-articulado-apoyado = Ze.
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3.2.1. Operacionalizacion de variable (Dimensiones, indicadores, indices,

meétodo y técnica)

VARIA | DIMENSION INDICADOR Ude | METODO
BLE M COMPLEJO
*Desplazamiento Respecto a la TEB: Grupo
vertical A por -menor, igual o mayor Experimental
carga: desplazamiento (GE)
Exactit | - distribuida =Y, -menor, igual o mayor mm -Método de area
udde | -puntual=Y; exactitud de Momento
la *exactitud = ¢ (TEB)
cuva - I'+pendiente o giro 8 | Respecto ala TEB: -Teoria de vigas
zla\s{nc por carga: de Timoshenko
) - distribuida = Y3 - menor, igual o mayor Grupos de
- puntual = Y4 pendiente rad Control (GC)
*exactitud = & - menor, igual o mayor *Teorema de
exactitud Castigliano
*Principio de
Trabajo Virtual
*Area del diagrama | -limite superior/inferior -Ecuaciones de
de Fuerza cortante | recto en pendiente (w) equilibrio
VIGA por carga: -limite superior/inferior estatico de vigas
.| - distribuida =X;. recto horizontal (P) m en 2D.
Teoria .,
de - puntual =Xa. —qrdenada (+0-) -Ecuacién
Timos -Area (+ 0 -) diferencial de
henko | *Area de Diagrama | -limite superior/inferior Euler-Bernoulli
X) de Momento flector | céncavo 6 convexo(w) (método de &rea
M/EI por carga: -limite superior/inferior — momento).
- distribuida=Xa. recto (P). m -Ecuacion
- puntual=Xa. -Area (+0-) diferencial de
-Momento estético(+ o -) Timoshenko.
*Vigas de 1 elemento | Desplazamiento y giro en
-Empotrado-Libre = | los vinculos.
Z1 -Ai=0i=0-- As#0, 0;#0 -Relacién entre
Vigas | -Biapoyada =2 -Ai=0, 6;# 0—A:=0, 6:;#¥0 | s/u grados de
Isostat | -Biapoyada-Libre = | -Aj=0, 0;# 0-- A;#0, 6:# 0 libertad y
icas Zs namero de
(2) *Viga de 2 elementos vinculos de
-Empotrado-Rétula- | -Ai=0;= 0-- A, #0, 6, # 0-- vigas en 2D.
Apoyada =24 A:=0, B:#0 slu -Condiciones de
-Empotrado-Rétula- | -Aj=0;=0-- A, #0, 6,# 0-- desplazamiento
Apoyada-Libre =Zs | Ai=0, 0;#0--A;#0, 6:#0 y giro en los
-Biapoyada-Rétula- | -Ai =0, 6; # 0--A, #0, 6, # 0-- vinculos.
Apoyada =Zs A:=0, 6:;#0

En los bordes: (i=inicial, f=final), En la articulacion (r = ré6tula)
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IV. DISENO METODOLOGICO

4.1. Tipo ydisefio de lainvestigacion.

Segun (ESPINOZA, 2014) “La investigacion tecnoldgica tiene como
propoésito aplicar el conocimiento cientifico para solucionar los diferentes
problemas que beneficien a la sociedad. Sus niveles son la experimentacion y la

aplicacion”. (p.90)

Esta investigacion es aplicada por cuanto trata de combinar dos teorias
que conducen al calculo de deflexiones estructurales para mejorar la exactitud
de desplazamientos y giros de la curva elastica de una viga cargada, en relacion
al célculo tradicional y que sean referentes para comparar con los valores limites
admitidos por organismos de regulacion tanto nacionales como internacionales

del area estructural.

Asimismo segun (ESPINOZA, 2014) “Los disefios a utilizar en las
investigaciones aplicadas pueden ser los cuasi experimentales o los
experimentales. Dependera de las mediciones que se deben realizar de acuerdo
al contexto donde se ubica el objeto de investigacion”, (p. 105). Luego el presente

es disefio de aplicacion.

4.2. Método de investigacion.

El método utilizado en la presente investigacion es el método deductivo.
Segun (BERNAL, 2010) “Este método de razonamiento consiste en tomar
conclusiones generales para obtener explicaciones particulares. El método se
inicia con el analisis de los postulados, teoremas, leyes, principios, etcétera, de
aplicaciéon universal y de comprobada validez, para aplicarlos a soluciones o

hechos particulares” (p.59)
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4.3. Poblacion y muestra.

4.3.1. Poblacion.

Segun (DEL CID, y otros, 2011) Se habla de poblacion o universo cuando
se trata a la totalidad tanto de sujetos seleccionado como el objeto de estudio
.Segun Triola (2004) “poblacién es la coleccibn completa de elementos
(puntuaciones, personas, mediciones, etcétera) a estudiar”. Para la investigacion
de la elastica de vigas del &rea de Ingenieria Estructural, la poblacion conforma

las vigas planas de eje recto tanto isostaticas como hiperestaticas.

4.3.2. Muestra.

La muestra esté constituida por vigas prismaticas isostéticas de uno y dos
elementos perfectamente vinculados, de un solo material, con cargas puntual y
uniformemente distribuidas, aplicadas en forma independiente 0 en conjunto.

De cuatro configuraciones posibles de vigas de un miembro y ocho vigas
de dos miembros estaticamente estables, para la muestra se han considerado
cinco vigas, (ver en la figura 23: (a), (b) (c), (e) y (f)). Aplicando a los 4 primeros
las cargas uniformemente distribuida y puntual en forma independiente y al

ultimo en forma simultanea,

4.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado.

Este trabajo se realiza en la Universidad Nacional del Callao desde julio
del 2018 a marzo de 2019, tiene como antecedentes las investigaciones
realizadas sobre la teoria de viga de Timoshenko en las universidades de Brasil,

Argentina, Espafia, Portugal e Italia.

4.5. Técnicas e instrumentos de recoleccién de la informacion.

Segun Espinoza (2015), Existen dos técnicas generales de recoleccion de
datos: técnica documental y técnica empirica,..., La técnica documental permite
la recopilacion de evidencias para demostrar las hipotesis de investigacion. Esta

formada por documentos de diferente tipo: revistas, memorias, actas, registros,
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datos e informacion estadisticas y cualquier documento de instituciones y
empresas que registran datos de su funcionamiento (p.107):

Para este trabajo de investigacion se utilizé la técnica documental,
revisando normas técnicas gubernamentales y de organismos colegiados de la
especialidad, libros de estructuras, articulos de investigacion presentados a
férums, tesis de pregrado y posgrado relacionados con el tema de investigacion,

videos en Youtube.

4.6. Andlisis y procesamiento de datos.

En esta investigacion, las ecuaciones diferenciales de las teorias de vigas
de Bernoulli — Euler y de Timoshenko sobre la curva elastica dan origen a un
desarrollo con los criterios de Greene y Mohr para la obtencién del método de
area — momento. Como resultado se obtienen dos teoremas ampliadas del
método area - momento con la inclusién de la fuerza cortante como la nueva
variable.

Estos teoremas son aplicados a vigas isostéaticas de uno y dos miembros
con cargas uniformemente distribuidas y puntuales en forma independiente o en
conjunto, obteniendo las ecuaciones de giro y desplazamiento para puntos
especificos de la viga seleccionada.

Para la contrastacion y validacién de los resultados obtenidos, las mismas
vigas son calculadas utilizando los métodos de energia: principio del trabajo
virtual y el teorema de Castigliano, como grupos de control. Los resultados son
iguales a los obtenidos con el método anterior, quedando asi validados la
hipotesis planteada.

Existen trabajos de investigacion sobre la teoria de vigas de Timoshenko
en forma de tesis y articulos, aplicando diferentes métodos numéricos. Con los
datos: geométricos, material y carga de las vigas utilizadas en dichos trabajos,
se han calculado los giros y desplazamientos con las formulas obtenidas en esta

investigacion, siendo ambos resultados muy proximos y los errores bajos.
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V. RESULTADOS

5.1. Resultados descriptivos.

5.1.1. Aplicacion de la teoria de Timoshenko en el método de area — momento.

5.1.1.1. Semejanzas entre las teorias de Bernoulli — Euler y de Timoshenko
En la teoria de Bernoulli — Euler la deformacion interna de la viga es

generada por los esfuerzos normales que se distribuyen sobre la seccion

. . M
transversal como se indica en la figura 5.1 y se expresan como ¢ = Izyy son
z
originados por el momento internom , .
n
x
]
b I.-—P

Y

Figura 20 Distribucién de esfuerzo normal en una seccién
Fuente: S. Timoshenko, Resistencia de Materiales 1957

La ecuacién de la curva elastica esta expresada por la ecuacion diferencial

2
de la forma: d—!z M,
dx= El,

En la teoria de Timoshenko se considera el aporte de la fuerza cortante
V en el desplazamiento vertical. Las cargas transversales sobre la viga originan

fuerzas cortante en una seccion genérica y la distribucién del esfuerzo cortante

: VQ
a lo largo de la altura de la seccion transversal varia con la férmula 7 = Tt y su

z
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magnitud y sentido es la que se indica en la figura 25 (a) la que origina el alabeo

de la seccién como se indica en la figura 25 (c).

e |
y y ] I
T T "";L' —{_fﬁtx
E I E : 3
[ }’J: —aw V
(a) (b) (c) (d)
Shear stress Fibre Actual shear Average shear
deformation deformation deformation

Figura 21 Deformacion por cortante
Fuente: Terje Haukaas, Timoshenko Beams, 2016 www.inrisk.ubc.ca

Para simplificar, segun (HAUKAAS, 2016)Timoshenko considera que el
esfuerzo cortante sobre toda la seccidon es constante y genera una deformacion
plana de la seccién transversal como se indica en la figura 25 (d) para lo cual

corrige el area por un factor « = gy se denomina A_. = A, = xA (para valores de
S =k ver figura (20). La pendiente de la curva elastica debido Unicamente a la

d \Y
fuerza cortante esta dada por la expresion: & Yy = E

dx
La ecuacion diferencial de la curva elastica con la teoria de Timoshenko
es de la forma: G(dy— sz = V—y
dx A
En el calculo de la curva elastica, la teoria de Timoshenko es mas exacta
cuando la razon entre la longitud de la viga y la altura de la seccidn transversal
es cada vez mas pequefia. Esta teoria se basa en las mismas hipotesis que la

teoria de Bernoulli — Euler, pero con el agregado de las siguientes adicionales:

. Se supone la presencia del esfuerzo cortante promedio en la seccion
transversal.
. La rotacion flexional se considera como una variable independiente no

asociada con los desplazamientos flexionales
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. La seccion transversal de la viga una vez deformada se mantiene plana,
pero ya no es perpendicular al eje neutro.

En el esquema de deformacion de una viga que se ilustra en la Figura 26
(a), muestran las fuerzas internas actuando en un elemento de longitud dx. En

(b) y (c) se ven las deformaciones en ese elemento, por flexion y por fuerza
cortante.

4 - V+dV \M+dM

dx

(a)
Fuerzas internas
\ av
\ 0= —
r ax V= ¥ .

| \
— i’i}’" <
Jﬁ‘L (c)

Deformacidn por flexidn Deformacian por fuerza cortante

Figura 22 Deformacion de un elemento de viga de Timoshenko
Fuente: Terje Haukaas, Timoshenko Beams, 2016 www.inrisk.ubc.ca

Segun (LUEVANOS Rojas, 2011) La diferencia entre la teoria de

Timoshenko y la teoria de Euler-Bernoulli: en la primera g, y 0 = gyno tienen
X

necesariamente que coincidir, mientras que en la segunda son iguales.

De la ley de Hooke se tiene: Gy,, =7,

(-0)-¥ »
dx A

dg,\ M,
E( dxj_ I @

z
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Derivando (1) y sustituyendo en (2) se obtiene la ecuacion de la curva
elastica incluyendo el efecto de la fuerza cortante:
d’y_ 1.4V, M
dx* GA. dx El

: ®3)

Z

Donde: El, es larigidez a la flexion segun el eje z y GA. es la rigidez por

cortante

De (1) se tiene:

Vv
Yo g, @
dx GA
De (2) se tiene:
M
’ -[EIZ ®)
Sustituyendo (5) en (4) se tiene:
\Y
ay_ Yo, | M. ix (6)
dx GA. El,
V
dy=| 2 Jax+| [ M= dx fax )
GA. El,
5.1.1.2. Aplicacion de la teoria de Timoshenko en Método de Area —

Momento de la curva elastica. El Teorema mejorado.

Integrando entre los puntos Ay E se tiene:

E eV EM,
[[do=0.-0,=0,= AGXC{AEIZ (8)
Ocin =0 =0, = dif.de.Ord(\/y)+ Aowe (a) (8)

Donde:

0,4 = Angulo entre tangentes a la curva elastica de A a E.
Ord(\/y) = la ordenada del diagrama de la cortante.

ADMF(AE) = area del diagrama del momento flector entre Ay E

Se ve que ahora el angulo entre las tangentes es funcion del area del

diagrama del momento flector y de la ordenada de la cortante.
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Asimismo, Integrando la (7) se tiene:

ol o

A A A
lejn =t =1, = ADFC(AE) + XC—E'ADMF(AE) (10)
Donde:

t;, o= distancia vertical de las tangentes de E a A.
ADFC(AE): area del diagrama de fuerza cortante entre Ay E.

XC_E.ADMF(AE): momento respecto a E del area del diagrama de momento flector

entre Ay E.

La distancia vertical de la tangente en E respecto de la tangente que viene
de A es funcion del ‘'momento estatico respecto de E del area del diagrama del
memento flector entre Ay E, mas el &rea del diagrama de la fuerza cortante entre
esos dos puntos.

5.1.1.3. Interpretacion grafica.
El trazado de los diagramas de la fuerza cortante, el momento flector

M /El y de la curva elastica de la viga se muestra en la figura 27.

P
N £ 5 J c
I ] X
&
e/ d E ) T |
D
B
¥ teoa =Aropn, + Tz g
£V,
KGA I ¥ dx 6"_ = z‘imr £
4 GA. e
v, J GA P
2GA
G A.rc‘.:_ ) "/I
M, : =
j7d I: M. dx " PL 2G4
< < E. j‘—Z A
X —
—
EI.
— _1:{.4.:

EI.

Figura 23 La curva elastica y diagramas de V y M
Fuente: propia del autor
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El diagrama de fuerza cortante es el indicador x, = f (w,xA G,L) de la
variable independiente X (Teoria de Timoshenko) para la carga W de la
hipotesis. Igualmente X, = f (P, xA, G, L) para la carga P de la hipotesis.

El diagrama de momento flector es el indicador X, = f(W,E,l,L) de la

variable independiente X (Teoria de Timoshenko) para la carga W de la

hipotesis. Igualmente x, = f (P, E, I, L) para la carga P de la hipotesis.

Con el diagrama del momento flector se traza la curva elastica de la viga.

En el dibujo de la curva elastica se observan:

- 0, ,= el angulo entre las tangentes entre Ay E.

- tg, = la distancia vertical de la tangente en E a la tangente en A.

En lo dibujos de los diagramas de la fuerza cortante y momento flector se

observan:

ADFC(AE): area del diagrama de fuerza cortante entre Ay E.
ADMF(AE) = area del diagrama de momento flector entre Ay E.

XC_E.ADMF(AE): momento respecto a E del area del diagrama de momento flector
entre Ay E.
La relacion entre 0, y tg,4 con las areas del diagrama de la fuerza

cortante y el momento flector se dan en las ecuaciones (8) y (10) del punto
5.1.1.2, que son herramientas para el célculo de giros y desplazamientos en

puntos especificos de la curva elastica de la viga.
5.1.1.4. Teoremas del Método de Areas de Momento y Fuerza Cortante.

Teorema 1.
El angulo entre dos tangentes a la curva elastica de la viga (9E,A) es

igual al area del diagrama del M /El entre esos puntos (Ay E) mas la

ordenada de V /xGA entre esos puntos.
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Teorema 2:

La distancia vertical de la tangente en E de la curva elastica a la
tangente que viene de A (tE,A) es igual al momento estatico del area del

diagrama del M /El entre los puntos Ay E respecto de E, mas el area del
diagrama de V / kGAentre los puntos Ay E.

Estos teoremas son una ampliacion de los teoremas del método de area
— momento y constituyen el aporte de esta investigacion (Tesis) al area de
Analisis Estructural, siendo utilizados por varias especialidades de la Ingenieria
y en particular por la ingenieria Civil. En adelante sera denominado como el

“teoremas del método de areas de momento y de fuerza cortante”

5.2. Resultados inferenciales.
5.2.1. Aplicacién del método de Areas de Momento y fuerza cortante en vigas
Isostaticas.

Las vigas isostaticas constituyen la variable Z de la hipétesis. Han sido
agrupados en vigas de un miembro (Z1, Z2, Z3) y vigas de dos miembros (Za, Zs,
Zs)

a) Giros y desplazamientos en Vigas de un miembro

= Viga en voladizo (Z1) con carga uniformemente distribuida w.

Las variables dependientes son el giro 6=Y,=f(X;,X;,Z,) y el

desplazamiento =Y, =f(X;,X;,Z,) de la curva elastica cuyos valores

maximos estan del extremo libre B.
Para calcular la pendiente y el desplazamiento del extremo libre B de la

viga empotrada en A, primero se trazan los diagramas de fuerza cortante y
momento flector, luego se dibuja la curva elastica, indicando ¢, y 05 =tz 4enla

gréafica 28.
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m=

wl]
2El

Figura 24 Laelasticay los diagramas de Vy M para el voladizo con carga w
Fuente: propia del autor

La pendiente en B (segun el teorema 1) es igual al area del diagrama del
momento flector (m /Eel) entre los puntos Ay B.

Op =0Ogp = l[WLZ j(l-) = i (5'1)

3| 2EI ~ BEI

El desplazamiento del punto B (segun el teorema 2) es igual al momento

estatico del area de diagrama de momento flector (x.m /El) respecto del punto

B, més el area del diagrama de la fuerza cortante (v /xGA)entre los puntos Ay

B.
w2 4 2
§B:tB/A:1 wL (L §L +1 wL (L):WL N wL
3{ 2El 4 2\ kGA 8El 2xGA
(5-2)
wL*  wL?
Bmax=7+
8El 2xGA
Donde:
_owL?

es el aporte del momento flector (método de area — momento segun la

teoria de Euler — Bernoulli) al desplazamiento & .

_owlL?
2xGA

es el aporte de la fuerza cortante (teoria de Timoshenko) al

desplazamiento & .
Este s,es mayor que el obtenido por el método de area — momento

basado en la teoria de Euler — Bernoulli, con el cual se prueba la mejora de la

exactitud de la curva elastica, validando la hipotesis propuesto.
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% Viga empotrada (Z1) con carga puntual P.
Las variables dependientes son el giro o=v, = f(X,,X,,2z,) Y el
desplazamiento s=v, = f(X,,X,,z,) de la curva elastica cuyos valores

maximos estan del extremo libre B.

Para aplicar este método se trazan los diagramas de fuerza cortante y
momento flector (véase en la figura 29) y se determina la pendiente y el
desplazamiento del extremo libre B utilizando los dos teoremas donde en

relacion al método tradicional considera el aporte de la fuerza cortante.

KGA —

M
ET

PL
ET

Figura 25 La elastica y los diagramas de V y M para el voladizo con carga P
Fuente: propia del autor.

Determinacion de la pendiente g, :

La pendiente en B es igual al area del diagrama del momento flector

(M /EI) entre los puntos Ay B.
1(-PL PL?
0,=0,,,=~- —|[L)=— 5-3
2 = Oosa 2( 5 j( ﬂ oE] (5-3)
Determinacion del desplazamiento s, :

El desplazamiento del punto B es igual al momento estatico del area de

diagrama de momento flector (x.m /El) respecto del punto B, mas el area del

diagrama de la fuerza cortante (v 7/ xGA)entre los puntos Ay B.
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1(-PL 2 P PL® PL
O =tga=|=| — (L) =L |+ L)= +
5 BA 2( El )( ){3 } (KGAJ() 3El  xGA
3
5 _PLLPL
3El  xGA

Este s,es mayor que el obtenido por el método de area — momento

(5-4)

basado en la teoria de Euler — Bernoulli por el aporte de la fuerza cortante.
Donde:
_PL®

es el aporte del momento flector (método de area — momento segun la

teoria de Euler — Bernoulli) al desplazamiento & .

- K'z;\es el aporte de la fuerza cortante (teoria de Timoshenko) al

desplazamiento & .
Este s,es mayor que el obtenido por el método de area — momento

basado en la teoria de Euler — Bernoulli, con el cual se prueba el aumento de la

exactitud de la curva elastica, indicando la validez de la hipétesis propuesto.

» Viga empotrada (Z1) con carga puntual P en punto intermedio.

El procedimiento es igual que en el problema anterior. Se trazan los
diagramas de fuerza cortante y momento flector de la viga como se indica en la
figura 30 en el tramo a.

Las areas de fuerza cortante y el momento flector estan en el tramo a de

la viga, luego, la pendiente en B es:

o

]

&
e
B
[y

FPa

CET

Figura 26 Los diagramas de V y M para el voladizo con carga P a distancia &
Fuente: propia del autor.
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Segun el teorema 1 del método de area momento y fuerza cortante, la

pendiente en B es igual al &rea del diagrama de M /El entre Ay B.

1(-Pa Pa’
2 =G 2( 5 M oEl (5-5)
La pendiente de C es igual que en B porque el area es la misma:
Pa’
C C/A B 2E| ( )

El desplazamiento del punto B, segun el 29 teorema del método de area
de momento y fuerza cortante es igual al momento estatico del &rea de momento
entre Ay B respecto del punto B mas el area del diagrama de la cortante entre
€s0s puntos.

e Y] (e

(5-7)
Pa® Pa
B~ +—
3El  «xGA
El desplazamiento de C:
1(-Pa 2 P
Oc =te, == ——|la) —a+b |+ —|a
=t g o) 2avn |+, Je)
(5-8)

Pa’(2L+b) Pa
cCmax — +
6EI KGA

Los desplazamientos s, Y s.Son mayores que el obtenido por el método

de area — momento basado en la teoria de Euler — Bernoulli, debido al aporte de
la fuerza cortante (teoria de Timoshenko) en el valor Pa/xGA.

» Viga Simplemente apoyada (Z2) con carga uniformemente distribuida

Las variables dependientes son el giro 8=Y,=f(X,,X,,Z,) y el

desplazamiento =Y, = f(X,,X;,Z,) de la curva elastica cuyos valores

maximos de desplazamiento estan en el centro de la viga y el giro en los apoyos
Ay B.
Primero se hallan las reacciones

> M, =0..—>(wL)L/2)-B(L)=0.. >..B=wL/2
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Por equilibrio de fuerzas externas e internas en una seccion a distancia x

a la izquierda del punto B se determinan V y M en funcién de la coordenada x:

2
V= W—L—Wx...y....M = W—Lx—wxi
2 2 2

Se trazan los diagramas de fuerza cortante y momento flector. (Véase la
figura 31).
El primer teorema del método de areas de momento y fuerza cortante dice:

La pendiente en B es igual al area del diagrama del momento flector (m/El)

entre los puntos C y B.

0, =0, —0, = 2[ W (" oo WU (5-9)
B 7BIC TC T 3lgElI |\ 2 24El

S S S N I

,f@ Cjc ﬁfyﬁ_B

_ wi
M 2GA
EI.

1 |'£:
SEI.

Figura 27 La elastica y los diagramas de V y M para la viga biapoyada con carga w
Fuente: propia del autor.

El desplazamiento del punto C es igual al momento estatico del area de

diagrama de momento flector (x.m /El) entre Ay C respecto del punto A, mas el

area del diagrama de la fuerza cortante (v 7 xGA)entre los puntos Ay C.

2(wL? L) 5(L 1( wL L 5wL’ wL?
é‘c:tA/c:*7*** R el beall o +
3{8ElI \2) 8\2 2\ 2kGA )\ 2 384El 8xGA
5wL*  wL?
Cmax= +
384El 8xGA

(5-10)
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También se puede calcular de la siguiente forma:

el SR

5wl wL?
Cmax — +
384El 8xGA

Este s_es mayor que el obtenido por el método de area — momento

(5-10)

basado en la teoria de Euler — Bernoulli, por el aporte de la fuerza cortante
(teoria de Timoshenko) en la magnitud de wL? /8xGA .

Viga Simplemente apoyada (Z2) con carga P en a intermedio.
Las variables dependientes son el giro o=v, = f(X,,X,,z,) Y el
desplazamiento s-=vY, = f(X,,X,,Z,) de la curva elastica cuyos valores

maximos de desplazamiento estan a la derecha de B y los giros en los apoyos A
y C.

Determinacion de las reacciones
M, =0..-P(a)-C(L)=0..»..C=Pa/L
> F =0.->A-P+C=0..>..A=P-Pa/L=Pb/L

Por equilibrio de fuerzas externas e internas en una seccidén genérica a
una distancia x a la derecha de Ay a la izquierda de C se determinan de Vy M

en funcién de la coordenada Xx:

Tramo AB tramo CB

V =P—b. vV :—E.
L L
L L

Luego se trazan los diagramas de fuerza cortante y momento flector.

(Véase la figura 32).
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L

Figura 28 La eléstica y los diagramas de V y M para la viga biapoyada con carga puntual P
Fuente: propia del autor.

Para la pendiente en A se determina la distancia vertical de la tangente en

C alatangente en A (t.,,) aplicando el segundo teorema del método de areas

de momento y fuerza cortante, luego se divide entre la longitud L.

o= gle 5 e - ™

o, = foin _ Pab(L +b) (5-11)
L 6LEI

Aplicando el ler teorema se determina 0,y por diferencia se determina

la pendiente en C (6, ).

g 1 ( PabJ(L) _Pab(L+b) _ Pab (L+a) (5.12)
LEI 6LEI 6LEI

ec :0C/A_ A 2

El desplazamiento del punto de aplicaciéon de la carga P se determina al

restar {g,, de la ordenada ¢, (a):

5y =0,(a)-t,, :.W—B(iﬁj(a)[ﬂ+&(a)}

_ Pa’b(L+b-a) |-Pab/_Pa’h? Pab
5 6LEI LkGA  3LEI  LxGA

(5-13)
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Célculo de desplazamiento maximo:

Op=0p)a
Pab(L+b) 1 ( Pabj(l_)_ 1Pax ., Pab_ Pax?
6LEI 2\ LEI 2 LEI 2El  2LEI
_[b(L+a
3

1( Pax 2
Omex =leip = Z(LIEIJ(X)[B X} +

_ Pa(b(L+ 61))g N Pa(b(L + a))%

( —Pa j(x) _ Pax®  Pax

= +
LxGA 3LElI  LxGA

" 9. BLE BLKGA 619
Cuando a>bel punto de deflexion maxima es: X = \W
Cuando P estd en el centrode laviga a=b=1L/2, luego:
PL® PL
B~ 48?+ 1xGA (5-15)

Se observa que este s,es mayor al obtenido por el método de area —

momento basado en la teoria de Euler - Bernoulli.

» Viga simplemente apoyada con un extremo en voladizo (Z3) y carga P.

Las variables dependientes son el giro 0=Y,=f(X,,X,.Z,) y el

desplazamiento 0 =Y, = f(Xz,X4,Zg) de la curva elastica cuyos valores

maximos de desplazamiento estan en B y C, los giros en los apoyos Ay C.

Célculo de las reacciones y fuerzas internas:
>'M, =0-P(L/3)-C(2L/3)=0..—>..C=P/2
> F,=0>A-P+C=0..-»..A=P-C=P/2

Procediendo igual que en el problema anterior, se determinan Vy M en

funcién de la coordenada x:

Tramo AB tramo CB tramo CD
\V/ :E VZ_E V=0

2 2
M:Ex M=Ex M=0

2 2
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Luego se trazan los diagramas de fuerza cortante y momento flector.

(Véase la figura 33).

(
S-I-L" e [ o TH]
- 3 o= | L/3 |

"I - L P
A -
JGEA
-
_fn' 2ud
L.‘l T,
T PLT
= e S
- ES S

Figura 29 La eléstica y los diagramas de V y M para la viga biapoyada-libre con carga P
Fuente: propia del autor.

Determinacion la pendiente del punto C y los desplazamientos de B y D.
Para determinar &, primero se determina t,,c aplicando el 2do teorema

de método de &rea-momento y fuerza cortante, luego se divide entre la distancia

I-AC :

e ot s
Ctye _ 2(6EI N3 3] PL?

©ToL/3 2L/3 ~ 36El
Para determinar el punto de aplicacion de la carga P, primero se

(5-16)

determina 3¢, luego se le resta a QC(L/3):

ORI G

PL® PL® PL PL® PL

5 — — + = + -
° 108EI 324El 6xGA 162El 6xGA (5-17)
El desplazamiento del extremo libre sera:
2 3
5D=.9C(Lj= PL (Lj PL (5-18)
3) 36EI\3) 108El
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El desplazamiento s, es mayor al obtenido por el metodo de area —

momento basado en la teoria de Euler — Bernoulli, por el aporte de la carga

cortante.

b). Giros y desplazamientos en vigas de dos miembros

» Viga empotrada-rotula-apoyada (Z4) con Carga distribuida w.

Las variables dependientes son el giro 8=Y,=f(X,,X,,Z,) y el

desplazamiento 0 =Y, = f(X,,X;,Z,) de la curva elastica cuyos valores

maximos de desplazamiento estan en la rotula B de la viga y los girosen By C.
Determinacion de las reacciones. Tomando momento en B de la parte
derecha de la viga:
> Mg =0->wlL)L/2)-C(L)=0..>..C=wL/2
> F,=0>A-wL+C=0..>.A=wL-wL/2=wL/2
>M,=0->M,-wL(@L/2)+C(2L)=0.. > ..M, =wL?/2
Por equilibrio de fuerzas externas e internas en una seccion a distancia x

de los puntos C y B se determinan V y M en funcién de la coordenada x:

Tramo CB Tramo BA
2 2
2
M :WiLX_WXi M:_WiL
2 2 2

Trazado de diagramas de V y M:
El trazado de los diagramas de V y M, se hace con las funciones por
tramos indicado arriba. Una vez trazada el diagrama de momentos, se traza la

curva elastica de la viga en todos sus tramos, tal como se indica en la figura 34.

76



wiL /
2GA
A ‘ —wk
ET 2GA

1 L'J'::
8ET

11'.!:.:
2ET
Figura 30 La elasticay los diagramas de Vy M para la viga empotrada-rétula-apoyada de
2 miembros con carga w
Fuente: propia del autor.

Célculo de pendientes y desplazamiento de B.

La pendiente ¢: en B del tramo AB de la viga es igual al area del

diagrama del momento flector (m /1) entre los puntos Ay B.

: 1(—wL? wL®
oi—p 1 D)= - 5-19

El desplazamiento s, del punto B (rétula) es igual al momento estatico del
area de diagrama de momento flector (x.m /El) respecto del punto B, més el

area del diagrama de la fuerza cortante (v /xGA) entre los puntos Ay B.

1( —wL? 2 wL wl®  wl?
oo =ton= o o 2] o=t
2\ 2El 3 2xGA 6El 2xGA
(5-20)
wL®  wl?
B~ 2t o
6El 2xGA

El primer término del lado derecho de s, se debe a la teoria de Euler-

Bernoulli y el segundo sumando al aporte de la fuerza cortante (teoria de

Timoshenko)

Para determinar la pendiente ¢¢ del tramo BC, primero se calculan 0.y

HCIB:
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o= ] 2 5 s o))

4

i _owl
S1C 24l
1 1wl wl? wl!
0. =05 +t5,c )=+ + +
¢ L( o +Hae) L[GEI 2VGA 24EIJ
; (5-21)
owL wL
O.=——+——
24E1  2xGA
Por diferencia de angulos se tiene:
3 3 3
o IQC_HC/B:(SWL LWL J_ wl® _wl® o owil
24El1  2xGA ) 12ElI 8El 2xGA
gy = WL wL (5-22)
8El  2xGA

El Giro y el desplazamiento del punto medio del tramo BC

3 2 3
0, =0, —9., =W, WL 2(w|_ ](Lj wi® i (5-23)

—+ —_ =
24El 2xGA 3\ 8El \ 2 6El 2xGA

R RN - N [ O ELI = 6y (o I

37wt . 3wL?
P 384El 8xGA

En vigas de 2 miembros tanto los desplazamientos ¢ y las pendientes 4,
debido al aporte de la fuerza cortante son mayores a lo determinado con la teoria

de Euler — Bernoulli.

» Viga empotrada- rétula-apoyada (Z4) con carga puntual P.
Las variables dependientes son el giro o=v, = f(X,,X,,z,) Y el
desplazamiento s-=vY, = f(X,,X,,z,) de la curva elastica cuyos valores

maximos de desplazamiento estan en la rétula By los girosen By C.

Determinacion de la reaccion en C.
> Mg =0-P(L/2)-C(L)=0..—>.C=P/2

Se trazan los diagramas de fuerza cortante y de momento flector y con

ello la curva elastica. (Véase la figura 35)
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Figura 31 La eléasticay los diagramas de V y M para la viga de 2 miembros empotrada-rétula-apoyada
con carga P
Fuente: propia del autor.

Los puntos caracteristicos de la curva elastica de esta viga de dos
miembros son: el apoyo fijo A donde no hay giro ni desplazamiento, la rotula B
que se desplaza y gira, el punto D de aplicacion de la carga P que sufre
desplazamiento y giro, finalmente la pendiente del apoyo mavil C.

Con ayuda de los diagramas de fuerza cortante y momento flector se calculan los

parametros indicados

Célculo de pendientes y desplazamiento de B.
La pendiente 9'5 en B del tramo AB de la viga es igual al area del diagrama

del momento flector (m/El) entre los puntos Ay B.

- 1(-PL pL?
0 =0 == —— [(L)=—— 5-25

El desplazamiento del punto B es igual al momento estatico del area de

diagrama de momento flector (x.m /El) respecto del punto B, mas el area del

diagrama de la fuerza cortante (v /«GA) entre los puntos Ay B.
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_ 3
58 :tB/A = 1(PLJ(L{2 L:| +(PJ(L): i_}_ i
2\ 2El 3 2xGA 6El 2xGA

PL® PL

5Bmax =t
6El 2xGA

(5-26)

. . d .
Para determinar la pendiente 6 , primero se calculan 6.y 6 5:

3
4P [E]wo- P
2\ 4El 2 16El

PL® N PL N PL* 11PL° N PL
6EI  2vGA 16El 48El 2/GA
B'B" 11PL’ P

14

tg/c = =

B'B" =5, + BB’ =

BB"=6.(L).. >...0, = = + 2-27
c(L) © L 48El 2GA (2-27)
1( PL PL?
0. == _—|L)=——
cre 2(4EI )( ) 8EI
Por diferencia de angulos se tiene:
2 2 2
o ZQC_GC/B:(llPL L P J_PL _5PL° P (5-28)
48El1 2xkGA ) 8EI 48El 2xGA
Célculo de desplazamiento y giro de la seccion D:
_ 3
t—ppr= Y PLYLYLL], (=P YL _ P& L
2\4ElI \ 2 )32 2kGA N\ 2) 96El 4xGA
3 3
% :;B'Bﬂ_tm :;{141;; " 2:;_A}{9ZLE| _45C|5_A}
(5-29)
5PL°  PL
D~ +
48EL  2vGA
11PL? P 1/ PL YL
% =0c = e :(48EI+ 2KGAJ_2(4EIJ(2j
(5-30)

PL> P
Op = F —
6El 2xGA
Debido a la carga cortante, la pendiente y el desplazamiento de la curva

elastica tienen un incremento en relacion a la teoria de Euler — Bernoulli.
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» Viga empotrada-rotula-apoyada-libre (Zs) con carga puntual P

Las variables dependientes son el giro 0=Y,=f(X,,X,.Z;) y el

desplazamiento d=Y, = f(X,,X,,Z;) de la curva elastica cuyos valores

maximos de desplazamiento estan en la rétula B y el extremo libre D y los giros
enB,CyD.
Determinacion de la reaccion en C.

> Mg =0-P(L)-C(L/2)=0..>..C=2P

Se trazan los diagramas de fuerza cortante y de momento flector y con

ello la curva elastica. (Véase la figura 35)

P
r
g &
al 4 .
[ B s % 8,
| L | L2 1wzt @
-
-
LG_:I.. i
wiAd
_F
W Pr WA
El ET
PL
2ET

Figura 32 La curva elastica y diagramas de V y M de la viga de 2 miembros con carga P.
Fuente: propia del autor

Céalculo de pendientes y desplazamiento de B.
La pendiente HE'; en B del tramo AB de la viga es igual al area del diagrama

del momento flector (m/El) entre los puntos Ay B. (teorema 1).

- 1/ PL PL2
O =0 p=—| — |(L)==- 5-31
L =0q) Z(Elj() o] (5-31)

El desplazamiento del punto B es igual al momento estatico del area de

diagrama de momento flector (x.m /El) respecto del punto B, mas el area del

diagrama de la fuerza cortante (v /«GA) entre los puntos A 'y B,(teorema 2)
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1(PL 2 -P PL> PL
O =tga=—| = (L) ZL|+| = |L)+=Z+—
B RA Z(EI j( ){3 } (KGAJ( ) 3El  xGA

Para determinar la pendiente ¢¢, primero se calculan Oy Oc)s:

If-PLyL}2Ly (-PYL
2\ 2EI \2) 32 KGA \ 2
L PL* PL P PL  3PL® 3PL
Oc| - |=10s +lgc|=— +—+ + = +
2 3El WvGA 24El 2«GA 8EI  20GA

(5-32)

_PU L PL
24El " 21GA

B/C

0, =ﬂ+3i (5-33)
4E] xGA
1(-PLYL) PL?
Ore =5\ 5 | 5 | " aer
2\ 2EI \2) 8EI

Por diferencia de angulos se tiene:

3PL? 3P PL? 5PL? 3P
93 :HC_HC/B:( J_( J: (5'34)

+ +
4El  xGA 8EI 8EI xGA

En el punto B de la viga, debido a la teoria de Timoshenko, la pendiente

o¢ y el desplazamiento de la curva elastica tienen un incremento en relacion a
la teoria de Euler — Bernoullien (3pP/xGA) Y (PL/xGA) respectivamente.

Célculo de giro y desplazamiento de la seccién D:

2 _ 2
0. = 0. +0.- :(BPL , 3P j+1( PL)(L) _7PL" 3P (535

4ElI  xGA 2\ 2EI \2) B8EI  «GA
L 3PL> 3P \(L) |1(-PLYLY2L P YL
Sp=0:| = |+tpc=| ot — | o+ = oo | — | =
2 4E1  xGA )\ 2 2\ 2El \2) 32 xkGA )\ 2
3
. 5PL N 2PL (5-36)
12EL  xGA

En el extremo libre D, debido a la teoria de Timoshenko, la pendiente y el
desplazamiento de la curva elastica tienen un incremento en relacion a la teoria

de Euler — Bernoullien (3P/xGA) Y (3PL/2xGA) respectivamente.
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» Viga bi apoyada - rotula- apoyada (Zs) con cargas wy P.
Las variables dependientes son el giro 8=Y; = f(X;,X,,X;,X,,Z;) y el
desplazamiento 6 =Y, = f(X,,X,,X,,X,,Z;) de la curva elastica cuyos valores

méaximos de desplazamiento estan en la rétula C de la viga y los giros en C y D.

Célculo de las reacciones en los apoyos

Y M =0. »..P(Lzlj— E(L)=0.-.E :Z

ZMA=0--—>-wL(Lj.—B[3Lj+P Lo —E(L+L1):0..—>..B:EWL+§P
2 4 2 33
ZFY=0..—>..A—WL+B—P+E=O..—>..A=V\g'—z

Determinacion de las fuerzas internasM y V en funcién de la posicion X

a lo largo de toda la viga:

Tramos CD y ED: Tramo CB: Tramo AB:

Vo+l v =" v w-P
2 2 3 6

M= x M=-Px Wy M=y Wy Py
2 2 2 3 2 6

Trazado de diagramas de fuerza cortante y momento flector. (Véase la figura
37)

Para determinar la pendiente y el desplazamiento de la rotula se aplican
los dos teoremas del método de areas de momento y fuerza cortante.

Con ayuda de los diagramas de fuerza cortante y momento flector se
calculan los parametros indicados

Célculo de pendiente de A.
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ot &, B, B — o i
| 3074 Lz e |
- L/2
[ d
M wi wil
3 4G
-p
GRGA - P
—Swl SR
12nGRAd
M wi®
ET 4ET
—wi PL
T ~ PL
SEl
| —owr?
I2ET

Figura 33 La curva elastica y diagramas de V y M de la viga de 2 miembros biapoyada-rétula-
apoyada con cargas W y P.

Fuente: propia del autor.
Donde:

0, = pendiente a la curva elastica en A

L,, = longitud entre Ay B.

{5, , = distancia vertical de la tangente en B a la tangente en A de la curva

elastica.

La distancia vertical del punto B a la tangente al punto A de la curva
elastica es igual al momento estatico del area de diagrama de momento flector
(x.M / El') respecto del punto B, mas el area del diagrama de la fuerza cortante

(v 7/ xGA) entre los puntos Ay B.

N e R E v B!
h2(4EI N4 )34 3( 3261 \4)44] 2 8EI \4)34
--------- aak s ) 2laaals) 2l )
6xGAN 4 ) 2\3xGAN3) 2\12kGA )\ 12
_swl' 27wt 3P PL _ wl®  25wl’ |
*AT128EI  2048E1 256EI | BxGA  18kGA 28B+GA

2wt 3pL’ . w2 . PL
BIA " 2048E1 256E1 32xkGA  8xGA
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_ tga A 2wt 3PL LowePL
A (3L/4) 3L\ 2048ElI 256El 32«GA 8xGA

_7WL3_PL2+ weo P
A B12El 64El 24xkGA 6xGA

(5-37)

Célculo del desplazamiento del punto C:
Por geometria: 5 =0,(L)~tg,a
Donde:

dc = desplazamiento vertical del punto C.
L=longitud entre Ay C
t, 2= distancia vertical de la tangente en C a la tangente en A

oS i)
---------- e ) s
---------- R ER RS )
.......... ;(4&)( J (%Aj( j

. :3wL4 63wL*  3PL® wL? 25wWL°
C/ATG4El 2048EI 128El 8/<GA 18xGA  288xGA
wet PL . wL? L PL

2048El 384El 32xGA 8xGA

. wL*  5PL?

C'A 7 64El  192EI

S =0,(L)~te,, = + +
512ElI 64El 24xGA 6xkGA | 64El 192El

4 3 2
5o WL PL L (5-38)
512El  96El  24xGA  6xGA

Célculo de la pendiente en B.

wlt P wl® | PL _|:WL4 B 5PL2}

Por geometria:
Op =0, —0g),
Donde:

0, =La pendiente a la curva elastica en B.
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0;,,= &ngulo entre las tangentes a Ay B de la curva elastica. Es igual al area del

diagrama del momento flector entre Ay B.

o | L[WLY3L), 1f-owt By 1/-PLY3L)| awl’ 3P
BIA1214E1 \ 4 ) 3\ 32E1 4 ) 2\ 8EI \ 4 )| 128El 64El

7wL®  PL? wL P 3wL®  3PL?
Oy =0y —0g)0 = - + + - -
512El 64El 24xGA 6xGA |128El 64El
3 2
0, - swL N PL N wL N P (5-39)
512El 32El 24xGA 6xGA

Célculo de la pendiente del lado izquierdo de la rétula en C.

Por geometria: 6L =0, -0,

Donde:
0.,s = angulo entre las tangentes a C y B de la curva elastica. Es igual al area
del diagrama del momento flector entre By C.

1(-wl®> L) 1(-PLYL wl®  PL?
Ocie = TSl e AT -
3\ 32EI \4) 2( 8ElI \4 384El  64El

‘9<i: = ‘93 _HC/B

i s5wL®  PL? wL P wL® PL?
O =— + + + - - -
512ElI 32El 24xGA 6xGA 384El 64EI
3 2
o - 11wl N 3PL N wL N P (5-40)
1536ElI 64El 24xGA 6xGA

Célculo de la pendiente en E.

0. — ‘50 +tC/E‘

Por geometria: c i
1

Donde:
L, = longitud de C a E.

t.,e = distancia vertical de la tangente en C a la tangente en E de la curva
elastica.

R B E AR AR
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) e el L[ wL! LPCow® PLY(PY
; L, L |\ 512EI 96El 24xGA 6xGA) |16El

_PL 1{ wt  PL® wl?  PL }

(5-41)

e = - + + +
16EI L | 512EI 96El 24xGA 6xGA
Célculo de la pendiente del lado derecho de la rotula en C
Por geometria: 08 =6, -6,
Donde:

0:;c = angulo entre las tangentes a C y E de la curva elastica. Es igual al area

del diagrama del momento flector entre C y E.
1( PL PL?
Q. =—] =_ 1
Ele 2[4EI j(l'l) 8EI

_PLf_[PLerl{ wlt P wl®  PL D

=— |- + + +
8El (16ElI L, | 512EI 96ElI 24xGA 6xGA

d _
90— E/C

s PL 1] wl P owl? PL
0: = e + + +
16El L,| 512E1 96El 24xGA 6xkKGA

(5-42)

En las vigas de dos miembros la pendiente y el desplazamiento son
mayores que el calculado por el método de area — momento de la teoria de Euler

— Bernoulli, validando la hipotesis de esta investigacion.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacién de la hipotesis

Los resultados de las hipétesis desarrollados en los puntos 5.2 a) vigas
de un miembro y 5.2 b) vigas de dos miembros deben ser contrastados con otros
métodos de calculo conocidos (grupos de control) o con otras investigaciones
similares. Se han utilizado ambos caminos
6.1.1. Aplicacion de métodos de energia.

En este caso se utilizan como grupos de control, los métodos de
energia: el principio de trabajo virtual y el teorema de Castigliano sobre una
viga isostatica (Zi) con un tipo de carga
a) Vigas de un miembro.

% Viga empotrada — libre (Z1) con carga uniformemente distribuida

Grupo control: Principio de Trabajo Virtual

Para la contratacion de los resultados del método de areas de momento y
fuerza cortante mediante el principio de trabajo virtual, se aplica un momento
unitario y una carga unitaria en el punto B, luego se determina en forma
independiente el trabajo del par y carga unitarios durante el giro y
desplazamiento reales originados por la carga w .

Célculo de giro en B.
Dibujando una viga igual a la real, en el punto B de la viga se aplica un

momento ficticio M’ =1 en la direccién del giro. (Véase la figura 38 (b)

2 M'=1
i W
_lfz—":"g EH CI k™
7 =wx r X ‘ m=-1 T M'=1
v=0

(@) (b)

Figura 34 Voladizo con carga distribuida real y momento virtual
Fuente: propia del autor.
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Se determinan las fuerzas internas debidas a la carga externa w y al par

unitario M’ =1, respectivamente.

wx?

M = _T m_= -1
V = wx. V=0
Aplicando el principio del trabajo virtual para momento flector y fuerza
cortante:
160,) = [ m, —dx+f v, Y dx
GA
-L[ — WX /2X— ,[ Wx)(O) Cwl®
0 5 KGA " 6EI (6-1)
e
B max 6E|

Este valor es igual al obtenido por el método de area-momento y fuerza
cortante (véase la ec. 5-1))

Célculo de desplazamiento en B:
En direccién del desplazamiento del punto B se aplica una carga ficticia

puntual Q =1 y se determinan las fuerzas internas debidas a la carga externa w
y a Q =1, respectivamente en una seccién a distancia x a la izquierda de B.

(véase la figura 39).

M __wx® m=—Xx
V = wx 2 V=l
w Q=1
\li 1 1_1_;__1__1_114%1;3 y |,
1;'_1” gr - ‘ QT|=.H

@ (b)

Figura 35 Voladizo con carga distribuida real y carga virtual Q
Fuente: propia del autor.

Aplicando el principio del trabajo virtual para momento flector y fuerza

cortante:

1(5)_jm dx+fjv Adx
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15, :I(_WZ/ZX_ X)(dx)+T(WX)(1)dx= witowl?
0 0

El xGA 8El 2xGA (6-2)
wLt  wl?
Bmax — gy T A~ n
8El 2xGA

Este valor es igual al obtenido por el método de area-momento y
fuerza cortante (véase la ecuacion 5-2)).

e Viga empotrada — libre (Z1) con carga puntual P

Grupo control: teorema de Castigliano:

Para contrastar los resultados obtenidos con el método de areas de momento y
fuerza cortante, se utiliza el teorema de Castigliano.

P
Al : i "‘Du’
1ok
lp

_1f=—P.\'—_lf'g '=|b") ]
V=P 1\ x LM

Figura 36 Voladizo con carga puntual real y momento virtual
Fuente: propia del autor.

Determinacion de la pendiente g, :

En la direccion del angulo de giro del punto B de la viga se aplica
un momento ficticio M "y se determinan:

M=-Px-M'..—>.. oM =-1
oM’

V:P,,,,,, ............. av =
oM’

Después de derivar,en M y V se hace M'=0, luego se integra.
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8M oV

dx \Y dx
—J alvl' oM’

% alvl' xGA

o (- Px)(— o ( P)(o L2
0 6-3
° ! +£ 2EI (63)

_ LLZ
Bmax ~— 2E|

Este valor es igual al obtenido por el método de areas de momento y

fuerza cortante (véase la ecuacion 5-3).

Determinacion del desplazamiento s,

En la direccion del desplazamiento del punto B se actua la carga puntual

Py se determinan:

M =-Px..— 8;;' -
V=P...—>.. Z\F/’ =1
Después de derivar, en M y V se integra.
oM oV
M-—d V_——d
5. Y _ I P L[ oP X
El kGA
L L 3
S =j(_ PXI=X) 4 4 [ (PXD gy PL°, PL (6-4)
. El ) kGA 3El  xGA
PL® PL

Sgpay = =+ ———
BT 3ElL kGA
Este valor es igual al obtenido por el método de area-momento y fuerza

cortante (véase la ec. 5-4).
¢ Viga empotrada libre con carga puntual P en punto intermedio.
Grupo control: teorema de Castigliano.

Para hallar el giro y desplazamiento del extremo libre C mediante el

teorema de Castigliano, se aplican las cargas ficticias M’y Qen forma

independiente junto con la carga real. (Véase la fig. 41 (a))
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M

(a)
M =—P.1 - u'ng: B

l P+Q

W=—-P+Qlx-0b
V=P+Q QT

Figura 37 Voladizo con cargas puntuales real P, virtual Q y momento virtual M’
Fuente: propia del autor.

Determinacion de la pendiente g¢_:

En la direccién del angulo de giro del punto C de la viga se aplica un momento
ficticio M "y se determinan M y V en el tramo a ya que en el tramo b son nulos

al no existir carga externa, (véase la fig.6.4 (b)):

M=-Px-M".—>.. oM =-1
oM’

V:P,,,,,, ............. av =
oM’

Después de derivar,en M y V se hace M'=0, luego se integra.
aM M v oV

X
oM’ oM’
9 = =
o =% al\/l'I El 1A
a 2
eczj(—Px)(—l)(d +.f F>)(0OI _Pa?
o FEl o El (6-5)
Pa?
o ==
C max 2E|

Este valor es igual al obtenido por el método de area-momento y fuerza

cortante (véase la ecuacion 5-5).

Determinacion del desplazamiento s, :
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En la direccion del desplazamiento del punto C se aplica la carga ficticia
Qysedeterminan M y V en el tramo a ya que en el tramo b son nulos, (ver fig.
6.4 (c)):

M = —Px=Q(b+ X} . M — (b +x)
aQ
V=P+Q.... e v 1
aQ
Después de derivar,en M y V se hace Q =0 luego se integra.
oM oV
—dx V—dx
s =Y _ [ oP [ &P
El xkGA
a a 2 3
f Px)( (b+x)), +I P)(l a: +§;I+KFC>;
0 0 (6-6)
Pa (2L+b) Pa (3L—a) Pa
5Cmax = + = +
6EI kGA 6EI kGA

Este valor es igual al obtenido por el método de areas de momento y

fuerza cortante (véase la ecuacion 5-8).

Viga simplemente apoyada con carga uniformemente distribuida.

Grupo control: teorema de Castigliano.

Determinacion de la pendiente g, :

M!

R O O T T N N N N

AT EEW’.LL
///

m@[@_ﬁ

X

Figura 38 Viga simplemente apoyada con carga distribuida w y momento virtual M’
Fuente: propia del autor.

En la direccion del angulo de giro del punto B de la viga se aplica un momento
ficticio M 'y se determinan M y V en una seccién genérica a distancia x del

apoyo B, (ver fig. 42):

93



X
Xewerras — =1-—
2 2 oM’ L
wL ' oV 1
V=——4+WX+ R
oM' L
Después de derivar,en M y V se hace M’ =0, luego se integra.
oM ov
M ——dx dx
g - Y _ [ oM [ oM
= -
oM’ El xGA
wL W, X wL 1
P Sy P SR
A :_[ (dx)+j dx
0 El 0 kGA
wl owl® o owl® owl® o wl wh  wl?
Op = =t o + = (6-7)
4El 6El 6El 8ElI 2xGA 2xGA 24El
_owl?
° 24EI

Este valor es igual al obtenido por el método de areas de momento y
fuerza cortante (véase la ecuacion 5-9).

Determinacion del desplazamiento O :

Figura 39 Viga simplemente apoyada con cargas distribuida real w y virtual Q
Fuente: propia del autor.

En la direccion del desplazamiento del punto C se aplica la carga ficticia

Q (ver fig.43) y se determinan M y V en una seccion a una distancia x de B:

2
M:W—Lx—wx—+9x ....... a...@zi
2 2 2 oQ 2
Ve M e v __1
2 2 oQ 2

Después de derivar,en M y V se hace Q =0 luego se integra.
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M aﬂdx V a—de

ou 8Q 6Q
5 = =
© a0 j El +I xGA
(WLX szj(xj ( wL wxj( 1j
Lzl o - 2 |2 L2l =t -5
6. =2] (dx)+2 | 2 2) dx
) El ) KGA

5 = wlt o owl . wl®  owl?
¢ 48El 128EL 4xGA 8xGA
SwL*  wL’
Cmax — +
384El 8xGA

Este valor es igual al obtenido por el método de area-momento y fuerza

(6-8)

cortante (véase la ecuacion 5-10).

¢ Viga bi apoyada con carga puntual P en punto intermedio

Grupo control: Teorema de Castigliano.

P
M | .
G [ B [e)
(a)
M ' M
=7 (=
(b} (c)

Figura 40 Viga simplemente apoyada con carga puntual P y momento virtual
Fuente: propia del autor.

Para determinar la pendiente en A se aplica un par ficticio M ' en direccién

del giro de la viga (véase la fig. 44 (a)) y se hallan las reacciones:

> M, =0..-M"+P(a)-C(L)=0..>..C=Pa/L+M'/L
> F, =0.>A-P+C=0..>..A=P-Pa/L-M'/L=Pb/L-M'/L

Se determinan V y M en funcion de la coordenada x:
Tramo AB (véase la fig. 6.7 (b))
y_Pb M v 1

L L oM’ L
M=y im My L, . M_, x
L L oM’ L
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Tramo CB (véase la fig. 6.7 (c))

Pa M’ oV 1
= = — ... =—_.
L L oM’ L
Pa M’ oM X
M=—X+ Xewoe = e =—
L L oM’ L
Después de derivar,en M y V se hace M'=0, luego se integra
M %dx \ N dx
o - Y _ f oM’ [ oM’
A
oM’ El xkGA
-t L)
0, =[S 52 M+ [FEAE  dxe
] El ) kGA
), 0D
b 7 b || |
.............. JE A g JLL AL
> El ) xGA
Pa’h Pa’m Pab Pab® Pab
AT TAlEl alepa arzE T2
2LElI 3L°El «°GA 3L°El «°GA (6-9)
_ Pab(L+b)
A 6LEI

Esta ecuacion es igual al obtenido con el método de areas de momento

y de fuerza cortante (véase la ecuacion 5-11)
Para determinar el desplazamiento en B, en la figura anterior se hace

M’ =0 y las reacciones en la ecuacién de equilibrio queda:
>'M, =0..—P(a)-C(L)=0..>..C=Pa/L
> F,=0.>A-P+C=0..->..A=P-Pa/L=Pb/L

Se determinan V y M en funcion de la coordenada x. como existe carga
puntual en direccion del desplazamiento, se deriva respecto de dicha carga P :

Tramo AB

VL N _b
L oP L
M= Py o, M DX
L oP L
Tramo CB
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Pa oM a
=X

L oP L
Después de derivar se integra

oM dx V ﬂdx

M —
5:@21 oP ap

I(”’X)U I( J&J

dx+...

Pa’h? Pab® Pa’b® Pa’b

B=

+ + +
3L°El  «?GA 3L°El #«°GA
_PaZbZJr Pab

®  3LEl LxGA

(6-10)

Este valor es igual al obtenido por el método de areas de momento y

fuerza cortante (véase la ecuacion 5-13), luego se confirma la validez de la

hipétesis de esta investigacion.

Viga simplemente apoyada con un extremo en voladizo y carga puntual P entre

apoyos.

Grupo control: Teorema de Castigliano

Este problema es igual al anterior cuando a = L / 3.Para hallar & por

el teorema de Castigliano, primero se hallan las reacciones en Ay C, luego se

determinan V y M en funcién de la coordenada x por tramos:

Tramo AB tramo CB
2 oP 2 2 TP
M=y, M_X M= Py M
2 oP 2 2 oP

Después de derivar se integra

tramo CD
_-1 V =0
2
X M 0
. _
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oM dx \Y ﬂdx

M —
5:@21 oP [ oP
°oP El kGA

Debido a la simetria:

(3)2) g )2
LI3| A || o LI3| A || A
S, ZQJ' i(dx)+2jl \2A2/ 4
) ) XGA (6-11)
PL® PL
B — +
162El  6xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-17)
P

M’
A AN
L B -iTl/ D
! L/3 L/3 L/3

]

Figura 41 Viga bi apoyada con voladizo, con cargas real P virtual Q y momento virtual M’
Fuente: propia del autor.

Para calcular la pendiente en C se aplica un par ficticio M’ en ese punto
en direccidn del giro (véase la fig. 45) y se determinan V y M en funcion de la

coordenada x. estas son iguales que en el problema anterior, en la figura 45 se

hace Q =0
Tramo AB
_P .M N _3
2 2L/37 T oM’ 2L
P M’ oM 3x
M= _—_x+ X =
2 2L/3 oM’ 2L
Tramo CB
__P,M v _3
2 2L/377 oM’ 2L
M :Ex.+M’— M Xewre = oo M =1—3—X
2 2L/3 oM’ 2L
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Después de derivar,en M y V se hace M'=0, luego se integra
M @dx \% v dx
0. - Y _ | oM' [ oM’
L = =
oM’ El xGA

Oc = fmw(dx)+ T(Z,}G(,iLJ

El )

202, O,

) El ) KGA

dx+...

, _PC P PP PP P _PL
© T108El 4xGA 36El 108EI 4xGA  36El

(6-12)

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-16)

Para calcular el desplazamiento s, en D se aplica una carga ficticia Q en
direccion del desplazamiento (véase la fig. 6.8 con M'=0 ) y se determinan V y
M en funcion de la coordenada x:
> M, =0-P(L/3)-C(2L/3)-Q(L)=0..—>..C=P/2-3Q/2
> F,=0>A-P+C+Q=0..>..A=P-C-Q=P/2+Q/2

Tramo AB
v-Pb e L, V.1
2 2 0 2
M:Ex+—x %..@zi
2 oQ 2
Tramo CB
ve-P,Q L V1
2 2 oQ 2
M :Ex.+Q£—9x....—>.... M :E_f
2 3 2 oM’ 3 2

Después de derivar,en M y V se hace Q =0, luego se integra

A M‘Zde ngdx
T

PToQ 4 EI xGA
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X

1, 2 0

s _ P PL PP P’ PL _PU
°324El 124GA 108El 324El 124GA 108El

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

(6-13)

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-18)

b). Vigas de dos miembros.

¢ Viga empotrada — articulada — apoyada con carga w en el tramo BC
Grupo control: el teorema de Castigliano

Célculo de giros y desplazamiento de la rétula B
Q Q'
| L]
A oyt T TeT 1 11 M
A = B .&FS

L vl

Figura 42 Viga de 2 miembros empotrado-rétula-apoyado con carga real W vy ficticias Q, Q'

y momentos ficticios M’,M "y M"”
Fuente: propia del autor.

Para contrastar los resultados de la investigacién mediante el teorema de
Castigliano, se calculan las pendientes y el desplazamiento del punto B y la

pendiente de C. Para ello se aplican las cargas ficticiasM’, M "y Q en B (véase

la figura 46) en forma independiente junto con la carga W ; en los puntos C y D

"

también se aplican momento ficticio M "y carga ficticia Q" respectivamente.

Debido a la rétula, el punto B tiene dos pendientes.

Para determinar el giro Qé del punto B del tramo AB de la viga se aplica

un momento ficticio M’ en sentido horario (las demas cargas ficticias de la

figura 6.9 son nulos) y se determinan:
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V=i > =
2 oM’
M= m 5 M
oM’
Después de derivar se hace M’ =0, luego se integra.
. aU CM LNIl cV 8\/!
Oy = :_[ oM dx+_[ OM” 4y
oM’ 8 EI B xGA
wL P
(e [So
0y =[S 2L () [M2L ax= (6-14)
El kGA 4El

0 0
Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-19)
Para pendiente 9; del tramo derecho BC se aplica un momento ficticioM ”
en B en sentido horario y se determina su efecto en el apoyo C
L M" wL
ZMg :O —>M "+WL(2j_C(L):O... —>...C = T+7

Por equilibrio de fuerzas externas e internas en el tramo BC se determinan

las fuerzas internas M y V en funcion de la posicion Xen los tramos CD y BD

respectivamente.
Tramo CB:
Ve ' w M N __1
> R M [
M—W—L —WX2+M—X ..... .. M _x
2 2 L oM" L
Tramo BA
V- WiL_ M” o _E
2 277 m" L
wL M’ oM X
M=|——+— Xeo. o, =
2 L oM" L

Después de derivar se hace M "=0, luego se integra.
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( oM j oV
g = 09 [P Mg
oMm" El ¢ xGA
Eaa s P SR
L L™ "4 -1
o5 = 2 2z AL (ax)+ [>2 L) dax +
) El ) KGA
), (7))
L~ 4 T Ll 4 |~ |
.......... +J' 2 L dx+I 2 L dx
Y E ) A
g wlowl® o owL wh  wl®  wL
7

= — + — — —
6El 8El 2xGA 2xGA 6El 2xGA
3
8El 2xKGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

(6-15)

@

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-22)

Célculo de desplazamiento en B:

En direccion del desplazamiento del punto B se aplica una carga ficticia
puntual Q (véase la fig. 6.9, siendo las demas cargas ficticias nulas) y se
determina su efecto en el apoyo C:

wL

> Mg =0.. >Q(0)+ WL[;j—C(L): 0..—>.C==x

C es independiente de Q, luego el tramo BC no influye en el
desplazamiento de B. Por equilibrio de fuerzas externas e internas en el tramo

BA se determinan las fuerzas internas M y V en funcién de la posicién x:

vt io 5 YV
2 oQ
M :—W—Lx—Qx.. ..aM:—x
2 6Q

Después de derivar,en M y V se hace Q =0, luego se integra.
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oVt v
53 = @ = ’ 8Q + Cﬂdx
5Q & El 8 xGA
wL wL
L Whiq
I S £ TP
% = El (@9+] A YT eE T 2cA
0 0 (6'16)
wLt w2
B~ +
6El = 2xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-20)
Para calcular el giro y el desplazamiento del punto medio del tramo BC,

se aplican el momento ficticio m, en sentido anti horario y la carga ficticia Q,

luego se determinan las fuerzas internasM y V en funcion de la posicion X a lo
largo de toda la viga:
Tramos BD y CD:

V:J_rv"fuvvxmg_rg L A A
oM, o0Q’ 2
m =W —ﬂxz_—lx+gx - .aM :ii..y..aM _X
2 2 L 2 oM, L~ oQ 2
Tramo BA:
\% =W—L+&+Q aﬂzlyﬂzl
2 L 2 oM, L oQ" 2
M =—W—Lx—&x—gx..—>.. oM =—§..y..ﬂ=—i
2 L 2 oM, L oQ’ 2
El giro se la seccién media del tramo BC es:
ouU I\/Ic’(jl\l\/l/I Vaal\\/ll
A A
L = =J d j;dl X
oM, ¢ El ¢ xGA
wL w X L
L/Z(X_ZXZJ(iLJ le(izuwxj(l)
0 =2.|. (dx)+I dx...
° El 0 kGA
S
L{— T Ll "4 | T
.......... +I 2 L dx+J' 2 AL dx
5 El 5 KGA
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o _ wL' 2w’ LowL 2wl wL? . wL?
D 48El 256El 8xGA 16kGA 12El 4xGA (6.17)
CwlowL

Op=——+——
6El  2xGA

El desplazamiento del punto D es:

M vNM
6D=$=J.A anx+J'A anx
0 ¢ El ¢ kGA
(2 )),, e =)
Li2| "4 T 4 P Li2| — 4 -5
Sy =2j 2 2 2 (dx)+j 2) dx...
5 El 0 xGA
7)), 7))
[ I | Ll A || A
.......... +J. 2 2 dx+.[ 2 \2 dx
5 El 5 KGA

5 wL* ~ 2wL? . 2wl 2wl . wL* . wL?
° TO6El 256El 8«GA 16xGA 12El 4xGA (g 1g)
37wt 3wL?

D= +
384El 8xGA

Célculo de la pendiente en C:

Para calcular la pendiente en C, se aplica un momento ficticio M" en
sentido anti horario en C (véase fig. 6.9 y considere las demas fuerzas ficticias
nulas) y se determinan las fuerzas internas M y V en funcioén de la posicién X

en toda la viga por tramos:

Tramo CB:
wL M" oV 1
V= rwWX+—.. =
2 L oM" L
M=Cx=| W W MO s M X
2 2 L oMm"” L
Tramo BA:

wL M” ov 1
=4+ —. ..
2 L oM" L

wL M” oM X
M=— —+— [Xeuro. > ... =——
2 L L

\Y

Después de derivar se hace M "=0, luego se integra.
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wL - X wL ) 1
T2 he) sl A
......... ffL 2 A g o
. El . KGA
wl® _wl® owl® wL wl  wl®  wL
0. = -2 + — + + +
4EI "BEl 8El 2xGA 2xGA 6El 2xGA (6-19)

5wPL®  wL
0, = ML
24El 2xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-21)

¢ Viga empotrada — articulada — apoyada con carga P en el tramo BC

Grupo control: el teorema de Castigliano
Célculo de giros y desplazamiento de la rotula B

I
K, !.j .II
— o 0
I ';
(n]
A

L/2 L/2 |

Figura 43 Viga de 2 miembros empotrado-rétula-apoyado con cargas real P, ficticia Q y
momentos ficticios M’',M"”y M "

Fuente: propia del autor.

Para contrastar los resultados de la investigacion mediante el teorema de
Castigliano, se calculan las pendientes y el desplazamiento de los puntos B, D y
la pendiente de C. Para ello se aplican las cargas ficticiasM’' . M"yQenBy M”
en C como se indica en la figura 47, en forma independiente junto con la carga

P. Debido a la rétula, el punto B tiene dos pendientes.
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Para determinar el giro 9; del punto B del tramo AB de la viga se aplica un

momento ficticio M ' en sentido horario y se determinan:

M :—EX—M'...—>... M =-1
2 oM’
V= A
2 oM’

Después de derivar se hace M’ =0, luego se integra.

v M vV
o, - [ aM' [ M gy
alvl' XGA
P P
_ L(_ZXJ(_]') L(ZJ(O) p|.2
0 =] El () | oA 4R (6-20)
0 0
g _PL
®  4EI

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-25)
Para pendiente 93 del tramo derecho BC se aplica un momento ficticioM "en B

en sentido horario y se determina su efecto en el apoyo C

M"+P(LJ—C(L):O...—>...C MR
2 L 2

Por equilibrio de fuerzas externas e internas en el tramo BC se determinan

las fuerzas internas M y V en funcién de la posicién Xen los tramos CD y BD

respectivamente.
Tramo CD:
M=Cx= E+M—x ..... .aM X
2 L oM" L
_ _E_ M"” ov _i
= e s YL 3
Tramo BD
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M:(P—M jx+M” LM X
2 L oM” L
Vel M S A
2 L om” L
Tramo BA
(P M’ “ oM X
2 L) om" L
vl M s
2 L oM” L
Después de derivar se hace M" =0 Juego se integra.
oM
( al\/l"j Va?\\A/”
d
6, 8M”_J. dxj dx
I G e
Li2| o T L2l 4 | T L/2 -
= Th2 g o T2 Hoo 20 o
\ El  KGA El
ST e RO Y
[ Ll 4 T Ll 4 || — 7
............... +.|. 2 L dx+.[ 2 L dx+.|.gdx
! KxGA ' El ) kGA
go_ PP P P P P P
° 48El 4xGA 16El 48El 4xGA 6El 2xGA (6-21)
ed__SPLZ_ P
°  48El 2xKGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-28)
Céalculo de desplazamiento en B:

En direccion del desplazamiento del punto B se aplica una carga ficticia
puntual Q y se determina su efecto en el apoyo C:

> M§ =0..-Q(0)+ P;—c =0..>.C= P;
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C es independiente de Q, luego el tramo BC no influye en el
desplazamiento de B. Por equilibrio de fuerzas externas e internas en el tramo

BA se determinan las fuerzas internas M y V en funcién de la posicion x:

M=-—x-0x.. ...@:—
2 0Q
V=—+4Qu....>... alzl
aQ
Después de derivar,en M y V se hace Q =0, luego se integra.
M
C
Oy = J'—Qd X+ —de
Q B El B xGA
P P
— 1
L[ 2 j L( )() PL> PL
J' +I dx_ +
0 5 El 2xGA (6-22)
_F£+ PL
° BEl 2xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-26)

Determinacion de pendiente y desplazamiento del punto D:
Para determinar la pendiente en D se aplica un momento ficticio M’ en
sentido anti horario en D y se determina su efecto en C:

> Mg =0..- M’—P|2'+C.L=O...—>...C =Z—'\ﬁ

Por equilibrio de fuerzas externas e internas en el tramo BC se determinan

las fuerzas internas M y V en funcién de la posicidon Xen los tramos CD, BD y

BA respectivamente.

Tramo CD:
M=cx=| P-M o, M__x
L oM’
vl M v __1
2 L oM’ L
Tramo BD
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oM’
vl Mo 5.
2 L oM’
Tramo BA:
Mo P M M
2 L oM’
V=—+ s N
2 L oM’

Después de derivar se hace M' =0 luego se integra.

ou (M sl\l\//ll'j v
A A
0, = —j dx+

PTaM’ ke EI

0, = L./[Z W(dx% sz(ZKGAdX

&
oM’
¢ xGA
1
L

dx +...

0 0 E
HEmED! )
L2l A Il 1 Ll A Py e
............... + I ZAL dx+j 2 dx
o kGA 0 El A
PL? P PL® P
O, =- - + + + + = -
48El 4xGA 48El 4xGA 6El 2xGA 6El 2xGA (6-23)

PL? P
Oy = +
6El  2xKGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-30)

Para calcular el desplazamiento del punto de aplicacion de la carga P, se

determinan las fuerzas internasM y V en funcién de la posiciéon X a lo largo de

toda la viga:
Tramos BD y CD:
M= x> M
2 oP 2
Vet Mgt
2 oP 2
Tramo BA:
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MZ_EX ..... @:—5
2 oP 2
Vel v _1
2 oP 2

El desplazamiento del punto D es:

Mmoo
dp = ZT (z)jl(;)(dx)Jr ZLf (2(}] dx + i (_ PXEj[ j dx+ I (Z](lJ

PL® PL PL® PL 5PL®) PL
+ = +

Op = - + = (6-24)
48El 4xGA 12ElI 4xGA 48El 2xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-29)
Célculo de la pendiente en C:

Para calcular la pendiente en C, se aplica un momento ficticio M’ en
sentido anti horario en C y se determinan las fuerzas internas M y V en funcion

de la posiciéon X en toda la viga por tramos:

Tramo CD:
M=Cx=(" - Mhim. 5. M X
2 L oM’ L
Ve e M ov _1
2 L oM’ L
Tramo BD
M:[P+NI jx ....... —> oM _X
2 L oM'" L
V:E+NI ................... ov :i
2 L oM’ L
Tramo BA
M= D MO oM x
2 L oM’ L
V:E+M' ................. N =£
2 L oM'’' L

Después de derivar se hace M =0, luego se integra.
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RV IR S = ¢ kGA
0, = L_(‘)/‘Z (ijE(ll_ij(dxH L_!:z(_:(;jgijdwr Lf(zg(ﬁdx +.
............... L), 3,60,

PL> PL* P P P P2 P
O = - - + + + +
16El 48El 4xGA 48El 4xGA 6El 24GA (6-25)
11PL? P
(S +
48El  2xKGA
Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-27)

o Viga Empotrada-articulada-apoyada-libre con carga P.
Grupo control: el teorema de Castigliano.

Para contrastar los resultados obtenidos mediante el método de areas de
momento y fuerza cortante se utiliza el teorema de Castigliano para determinar

los desplazamientos de D y B y las pendientesen D, Cy B

Figura 44 Viga de 2 miembros empotrado-rétula-apoyado-libre con carga real Py momentos
ficticios M§,M§,Mc y Mg
Fuente: propia del autor.

Célculo de desplazamiento y giro del extremo libre D:
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En direccion del desplazamiento del punto B actua la carga puntual P y

se determina su efecto en el apoyo C:

> Mg =0... —>P(L)—C[ Iz_j =0..>..C=2P

Por equilibrio de fuerzas externas e internas en la viga AD se determinan

las fuerzas internas M y V en funcién de la posicion x por tramos:

Tramos DC y BC: Tramo BA:
M =-Px...... @z—x M = Px..... ﬂ=
oP oP
V==£P....—>.. al:il V=-"P...—o.. al:—l
oP oP

El desplazamiento del punto D es:

wM o

5 =Q=IA aF’o|x+jA P dy

° op o EI 0 xGA
5, <2 EPI o FEPKED, S PR,
R S = ) KkGA > El \ kGA

PL® PL PL* PL 5PL° 2PL

Sp = - - - = - (6-26)
12EI «GA 3El «GA 12ElI «GA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-32)

Para el giro se aplica un momento ficticio m , en sentido horario y se

determina la reaccién en Cy las fuerzas internas M y V en funcion de la

posicion X en toda la viga por tramos:

> Mg =0.. >P(L)+ M, —C(ijO...—)...C =2P + ZTD
Tramo DC
M =-PX=Mg.. = e oM =-1
oM,
V =Porrrnn .. — N =0
oM
Tramo CB:
|\/|=—P£+PX—MD+2MDX ....... = e M _ .2
L oM,
V=-P Mo — v _ 2
L oM, L
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M=Px+_2x.. 6&:21
oM, L
vep_Mo . ov. __2
L oM, L

Después de derivar se hace m, =0, luego se integra.

(M oM ] oV

oM

0, =2 " : dx+jA76MDdx
M, * EI ¢ xGA

HZ(Pxx1>dx;f(‘ZL*PXI‘“ZLXJ,dX);f(‘P{‘i]m;

El El '

0

PL? N PL? B PL? B PL> PL? P 2PL> 2P

0, = + + + +
8ElI 4El 8El 8ElI 12ElI «xGA 3El xGA (6-27)
_7PL2+ 3P
° 8EI xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-35)

Calculo de la pendiente en C
Se aplica un momento ficticio M en sentido horario en C y se determina

la reaccién C vy las fuerzas internas M y V en funcién de la posicion X en toda

la viga por tramos:

> Mg =0... >P(L)+ M, —C(;jzo...—»..C _op4 2Me
Tramo CB:
M——P£+PX—MC+ MCX ....... > e M _ 1.2
oM .
V:—P—ZIVIC .............. — NV :_E
L oM . L
Tramo BA
oM 2x
M =Px+—SX..... — =
oM. L
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Después de derivar se hace m_. =0, luego se integra.

[Maalxz/lj Y
gczau :IA c

dx+J'A Mg dx
oM, El ¢ KxGA

PL 2X 2 2X -2
le(_z"' PX)[_“—LJ le(_ P{_ Lj L (PX{LJ L (_ P{L)
6, = _[ (dx)+ j dx+'[ dx+_[ d
) El Y KkGA . El :
PL? B PL? B PL*> PL’ P N 2PL* 2P

+ + +
4El 8El 8El 12EI xGA 3ElI «GA
, _3PL 3P

c= Ry
4El  xGA

0. =

(6-28)

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuaciéon 5-33)

Célculo de las pendientes y el desplazamiento en B

. d . L e .
Para calcular la pendiente derecha @z de B se aplica un momento ficticio

M; en sentido anti horario en B y se determina la reaccién C vy las fuerzas

internas M y V en funcién de la posicion X en toda la viga por tramos:

d
> M3 =0... >P(L)-M§ —C(;J =0.. >.C=2P— 2'\2 B

Tramo CB:
d
|\/|=_P£+Px—2MBx ....... . ﬁMd——zl
oM L
d
V:—P+2MB .............. > 6Vd :g
oM; L
Tramo BA:
d
M :Px—2M7B ..... . 8|\/|d __2
oM?¢ L
d
V:—P+2MB ................. 6Vd E
oaMmg L

Después de derivar se hace m¢ = o, luego se integra.
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oM oV
A( oM g j N alvld
LR

au
ol = == dx
VL Ic El
PL 2X 2 2X 2
L/Z( 7"' ij(_ Lj L/2 (_ P{LJ L (PX{ L j L (_ P{Lj
0 = | (d¢)+ | i+ | i+ | dx
) El boGA ) KGA

P> PL® P 2PL* 2P _ 5PL* 3P (6-29)
8El 12EI xGA 3EI xGA  8El «GA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-34)

Cuando actla el par m ; en B, solo afecta al tramo BA, luego:
Tramo BA:

M =Px+M;.... > .aM. =
oM

V =P e = e N__
oM,

Después de derivar se hace m i =0, luego se integra.

( oM J av
| oM
0} = aM' = j dx -+ j ° dx
_ I PX)(l ﬂj _;’; (6-30)

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-31)
Para calcular el desplazamiento en B se aplica una carga ficticia en

direccion del desplazamiento y su efecto es solo en el tramo BA.

Después de derivar se hace Q =0, luego se integra.
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vy,
53=6U=r Q dx+I Q

——<dx
0Q “c El ¢ xGA
L L
I Px)(x J(P)(—l) iy PL* PL (6-31)
) ) kGA 3El  xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-32)

¢ Viga bi apoyada — articulada — apoyada con cargas wy P.

Grupo control: el teorema de Castigliano

Para contrastar los resultados de la investigacién mediante el teorema de
Castigliano, para la viga Biapoyada-rétula —apoyada (BA-R-A) con las cargas w
y P actuando simultaneamente, se calculan las pendientes y el desplazamiento
de la rotula C, la pendiente de los apoyos A, B y E. Para los giros y

desplazamiento de C se aplican las cargas ficticiasM’,M "y Q como se indica

en la figura 49.

o P
M

|
T ; T T i | o
Gi. i'—'i-l-”% D D E
|

3L l L qu L
4 4 2 2
Figura 45 Viga de 2 miembros biapoyada-rétula-apoyado con cargas reales WV , P, ficticia Q

momentos ficticios M ,,M',M" y M,
Fuente: propia del autor.

Para determinar el giro . del punto C del tramo AC de la viga se aplica

un momento ficticio M’ en sentido horario en C y se determinan V y M por
equilibrio de fuerzas externas e internas:
Tramo CB
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2 oM’
M=—Px-W"e M. M_
2 2 oM’
Tramo AB
wL P 4M' oV -4
V=—"-WXx——— e
3 6 3L oM’ 3L
wlL w , P 4M’ oM —4x
M=—X—-—"X ——X——X.. > ... =—
3 2 6 3L oM’ 3L
Después de derivar se hace M =0, luego se integra.
M oM oV
0 = v =.|.C aM’dx+JC oM 4y
oM’ A El A kGA
-Px w_, P
L/4 T_EX (_1) L/4 E+WX (O)
oL = | @)+ [ 2 dxe.
) El . kGA
[WLX W2 PXJ(—4xj (WL W Pj(—4j
3L/4| A4 N 4 S Y 3L/4| A S a1
....... +I3 2 6 3de+j3 63de
) El ) kGA
P2 owl® owl® 27wl® P2 wL 3wl P
0. = + - + + - + +
64El 384El 16El 512ElI 32EI 3xGA B8xGA 6«GA
3 2
o - 1iwL +3PL . wL . P (6-32)
1536El 64El 24xGA 6xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-40)

Para pendiente 62 del punto C se aplica un momento ficticio M"en C del

tramo CE en sentido horario y se determina su efecto en los apoyos:

Y Mi=0-M"+ P[Llj—E(Ll) 0. E=M P
2 L, 2

Y M, =0->wulL I PRV S ~E(L+L,)=0
g 2 4 2 '

2wl 2P 4M’
>.B=——+—+
3 3 3L
SF, =0 A-wL+B-P+E=0>A="_P M
3 6 3L
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Por equilibrio de fuerzas externas e internas, se determinan las fuerzas

internas M y V en funcién de la posicion X en todos los tramos, siendo

respectivamente:
Tramo ED: Tramo.CD:
__ P M v 1 V:E_M” ...... N o _ 1
= 2 Ll ........... aM” Ll 2 L1 aM " Ll
P " oM x P ., M oM X
=X+ —X =— M=—x+M Xern. =1-=
M=2x " FYER v ML
Tramo CB
P M n av _1
V=—+WXx——.... — =
L, oM" L
M =—EX.—ﬂx2+ X... oM _ x
2 2 . oM” L,
Tramo AB
wL P M’ oV 1
V= WX —F—rres = =
3 6 3L oM 3L,
wL w P M" oM X
M=—Xx-—%X"——X+_-—X -

X . . = —
3 27 6 3L oM" 3L,

Después de derivar se hace M" =0, luego se integra.

( oM j oV
8M " a|\/| M”
08 = M"_I dx+ I dx
RS S
L/2| o IT L2 _E _IT L2\ o B
08 .[ 22 (dx) + .[ L dx + 22 (dx)
0 El ° xGA 0 El
), ), )
L/2| o L Lial o _E L L/4 T
+ j L2 dx + .[ L2 dx + I dx +
5 xGA ° El 5 xGA
(WLX_WXz_PXjX (WL_WX_le
3L/4 3 6 3L1 3L/4 3 6 3L1
...... + I dx + j dx
5 El 5 xGA
s PLU P P; P, P P

© T48El ' 4xGA 16EI 48El 4xGA 384EIL,
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wt PL owl? . wht 27wt
"""" 2048EIL, 8xGAL, 32xGAL, 64EIL, 2048EIL,
PL? . w2 Bwl?  PL
"""" 128EIL, 12xkGAL, 32xGAL, 24xGAL,
s PL  PL Lowt o oPL wL?
© 16El 96EIL, 512EIL, 6xGAL, 24xGAL,
gd_PLf 1P owe L PL wL?
© 16El L, |96El 512EI 6xkGA 24xGA

(6-33)

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de &reas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-42)

Céalculo de desplazamiento en C:

En direccién del desplazamiento del punto C se aplica una carga ficticia

puntual Q y se determina su efecto en los apoyos:

ZM§=O...—>..Q(O)+P(|;) E(L)=0..—>. E_g

ZMA=0—>.Q(L)+wL(;j+(L) 3(34"] 0—>B= 43Q
_ _ _o-P_ _wL_P_Q

> F,=0,,,>,,,A-wL+B-Q S =0 A= -2

2wL 2P
-+ —
3 3

Se ve que E es independiente de Q, luego el tramo CE no influye en el

desplazamiento de C. Por equilibrio de fuerzas externas e internas en el tramo

CA se determinan las fuerzas internas M y V en funcién de la posicion x:

Tramo CB:
V=wx+—-+0Q... ..alzl
aQ
=X = —X-QX.. > M __
2 oQ
Tramo AB
vy ., P.Q o _ 1
3 6 3 Q3
MWy Wy P Qo M _=x
3 2 6 3 0Q 3

Después de derivar, en M y V' se hace Q=0 luego se integra.
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5C:£ = \x)+_([ Ty dx +
(3Dl 5ot
3 2 6 3 dx+3Lj/4 3 63,
........ J = 0 o

wL* PL3 wlL? PL wL*
Oc = + + + - + ...
2048El 384El 32«GA 8xGA 64El
27wL? N PL3 B wL? N 3wlL? N PL
2048El 128El 12«GA 32«GA 24xGA
wL* PL® wL? PL

— + + +

512EI 96El 24xGA 6xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

(6-35)

c

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-38)

Para pendiente HA del punto A del tramo AC se aplica un momento ficticio

M, en A en sentido horario y se determina su efecto en los apoyos Ay B.

M, =0—>MA+wL(;)—B(3’4Lj+ P(L+|;J—E(L+ L,)=0

dYME=0- P(IEJ—E(Ll):Oa E:;

M, 2wl 2P
> ..B= +—t—
3L 33
SF, =05 A-wL+B-P+E=0..A="-_P_ M,
3 6 3L

Por equilibrio de fuerzas externas e internas se determinan las fuerzas
internas M y V en funcion de la posicion X en el tramo AB, en el tramo CB su

efecto es nulo.

wi P 4M, N 4
V=" -wWw-———-—"... e ——=——
3 6 3L M, 3L
M:W—LX—WXZ—EX+MA—4MAX ..... LM, &
3 2 6 3L oM , 3L

Después de derivar se hace m, =0, luego se integra.
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(M Y, J oV
oM
9, =Y N “ o+ M g
oM, ~ El
wL w , P 4x wL PY -4
| 5 XT X — X 1- -~ sLia| 5 WX ——
3 2 6 3L 3 6 )\ 3L
6, = I dx+ I dx
5 El 0 xGA
P J3wl’ gwl® 3PP wl’ +27WL3 .\ PL*  wL Lo P
A 32 128 64 16EI 512EI 32El 3kGA 8kGA 6xGA

3 2
g TWC P wL P (6-36)
512EI 64El 24xGA 6xGA
Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-37)
Para pendiente 95 del apoyo B del tramo AC se aplica un momento ficticio

M g €n B en sentido horario y se determina su efecto en los apoyos Ay B

> M,=0-M —B[3Lj 05B="Ms__p
4 3L

Las fuerzas internas M y V en funcion de la posicion X en el tramo AB

wL P 4M, oV 4
V= -W-—-— D=
3 6 3L oM, 3L
wL w., P 4M, oM 4x
M=—X-——X"——X+- Xevoon = e = — e
3 2 6 3L oM 3L
Después de derivar se hace m, =0, luego se integra.
( oM ] v
_ _J- oM dx J-B 5MB dx
(WL w., P j( 4XJ [WL Pj(—ﬂ
sa| o, KT X X T aua| o TWK= o
0, = I 3 2 6 3L dx + 3 6 \ 3L dx
0 El 0 xGA

wl®  27wl®  PL*  wL 3wl P
O =— + + — + +
16EI 512EI 32ElI 3xGA 8xGA 6xGA (6-37)
5wL®  PL? wL P
Oy =— + + +
512El1 32El 24xGA 6xGA
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Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de &reas de momento y

de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-39)

Para pendiente t9E del punto E del tramo CE se aplica un momento ficticio

M e en E en sentido anti horario y se determina su efecto en los apoyos A y B.

M, =0>Me( )-8 )08
LM, L 4

1

M, Mg

3L, L,

Se determinan las fuerzas internas M y V en funcién de la posicion X por

tramos en toda la viga.

Tramo ED:
vePMe AT
2 L M. L
M=EX+|\/|E— E X M X
1 aME Ll
Tramo CD
V=—gt—E . ... il =i
L Mg L
M:—x+&x ..... M _x
1 aME Ll
Tramo CB
V= +WX+ ... v :i
1 aME Ll
M =—Ex—ﬂx2—MEx R M __x
2 L, oM ¢ L,
Tramo AB:
wL P M \V 1
vt oo PoMe Nz __ 1
3 6 3L oM ¢ 3L,
wL w P M
M=—x-—— 2——x.——Ex....—>...ﬂ=—L
3 2 6 3L, oM ¢ 3L,

Después de derivar se hace Me =0 Juego se integra.
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oM, E | A
(P j( X _PY1 PY
L/2 E E L/2 E f L/2 E L
O = dx)+ [ —— = Zdx 12(d
- ! El (e ! KGA ! El ()
(Pj{l P W) X .
L/2 E L L/4 E f L/al o f
+ j Y dx + .[ L dx + j L dx +
. A ! El ! xkGA
(WLX_WXZ_P j[—xJ (WL_ _P](_ 1 J
el 3™ 27 e \s8y e 3 6 3L
...... + .[ L7 dx .[ ! dx
d El d kGA
PL:  PL? P PL? P PL? wL*
. = - - + + + + +
16El 48El 4xGA 48El 4xGA 384EIL, 2048EIL,
PL ., owl®  owl® o2rwl® | PL
"""" 8kGAL, 32xGAL, 64EIL, 2048EIL, 128EIL,
wL? 3wL’ PL

+ +
12kGAL,  32xGAL, 24xGAL,

_PL? N PL°  wl' L PL wL?
® 16El 96EIL, 512EIL, 6xGAL, 48«kGAL,
_ PL 1 P  wL*  PL  owl®

£ 16El

(6-41)

- + +
L, | 96El 512ElI 6xkGA 24xGA

Esta ecuacion es igual al obtenido por el método de areas de momento y
de fuerza cortante, (véase la ecuacion 5-39)

Habiéndose calculado las ecuaciones (5-i) aplicando los teoremas
propuestos del método de areas de momento y de fuerza cortante y siendo
validadas mediante las ecuaciones (6-i) queda demostrada la validez de la
hipétesis propuesto.

En base a los calculos los desplazamientos y giros determinados de los
diferentes tipos de vigas isostaticas de uno y dos miembros se ha preparado: la
tabla 6.1 con vigas de un miembro y la tabla 6.2 con vigas de dos miembros las
gue se indican:
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CUADRO DE CONTRASTACION ANALITICA DE VIGAS

Desplazamientos y giros de vigas isostaticas de un miembro
(5-1) = método de areas de momento y fuerza cortante; (6-j) = métodos de energia

VIGA GIROS Y DESPLAZAMIENTOS
W wL?
- WL (5-1)=(6-1
O e e e e e e e e Y = M
| | WLt w5062
' L || Gomn =g T o D702
PL2
-t 5-3)=(6-3
: 05 = o, (5-3)=(6-3)
A } Iff ) —P7L3+i 5-4)=(6-4
! ) ! B max 3E| «GA ( - )_( - )
P Pa?
- & (5.5)=6-5
. A | N .4:'98 2EI( )=(6-5)
' B ' Pa® Pa
_ra . ra (57
L % 3E1 | xGA (>-7)
S _ Pa2(2L+b)+ Pa (5_8)=(6_6)
© max 6El xGA
wlL?®
- WL (5.9)=(6-7
., O = e (5-9)=(6-7)
S S S N N S N N N 5wl w2
; : _ WL WL (5.10)=(6-8
L T e = 3gae1 Faraa 0 00)
I-— L
Pab(L +b)
= =T (5-11)=(6-9
: A SLE| (5-11)=(6-9)
- ! , Pab
i _j T | 0= = (Lva) (512)
a
L 5_Pa2b2+Pab & 131=(6.10
° = 31 E " Laea C1IFE10)
P |2
‘ _ 0. = —— (5-16)=(6-12)
_L‘L i — - 36E3|
IS NS B | 5B=L+i (5-17))
162ElI 6xGA
—Ll's 5-18)=(6-13
> = {08E] (5-18)=(6-13)

Fuente: Elaboracion propia.
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CUADRO DE CONTRASTACION ANALITICA DE VIGAS

Desplazamientos y giros de vigas isostaticas de dos miembros

(5-i) = método de &reas de momento y fuerza cortante,

(6-))= métodos de energia

VIGA DESPLAZAMIENTOS Y GIROS
WL (5-19)=(6-14)
w 4El
o e g e (522)=(615)
| L | L | wL®  wL?
e W 5-20)=(6-16
® BEl 2xGA (5-20)=(6-16)
_Swl o owl (5-21)=(6-19)
© " 24El  2xGA
. P
. = am (5-25)=(6-20)
: e (= e 62962
|B | PL®  PL
] vl apl |5 PO, PL (5-26)=(6-22)
6El 2xGA
11PL2 P
= +— (5-27)=(6-25
¢ 48El  2GA (5-27)=(6-29)
Pl . PL?
. o . | b= (5-31)=(6-30)
R Ll. D| gg :58PEL|2+ ,i;PA (5-34)=(6-29)
| . :
L — LIS (5-32)=(6-31)
3Bl xGA
11PL> P
_ L 5-33)=(6-28
¢ 48El  20GA (>-33)=(6-28)
__SPL* 2P (5:35)=(6-27)
12EI KGA
__5PL® 2PL (5-36)=(6-26)
12EL +GA
(Wl PU L wL P (5-37)=(6-36)
. P *TB12El 64El 244GA  6xGA
HEEEEEEREE l | g 5w’ P . P (5-39)=(6-37)
AT Pl p & | ° 512El 32El 24GA  64GA
rorula é:_11wL3 L wL P (5-40)=(6-32)
I 3L L 1L |4 1536El  64El 24xGA  6xGA
4 4 2 2 g Ph [ wt  PC o w? o PL | (5-42)=(6-33)
¢ T 16El L,| 512EI 96El 24xGA 6xkKGA
4 3 2
5= Wt PL Wl PL (539635
512El  96El 24xGA 6xGA
_PL 1l owt Pl wl® PL | (5-41)=(6-41)
® T16El L,| 512EI 96El 24xGA 6xGA

Fuente: Elaboracion propia.




6.2 Contrastacion de Los resultados con estudios similares

Existen trabajos de investigacion y tesis de pre y posgrado aplicando las
teorias de vigas de Euler-Bernoulli y de Timoshenko de un tramo isostaticas e
hiperestaticas con diferentes condiciones de borde y con cargas estaticas
distribuidas y puntuales a fin de comparar la curva elastica y con cargas
dindmicas para la determinacion de las frecuencias de vibracion utilizando como
herramienta los métodos numéricos como el de: elementos de contorno (MEC o
BEM), diferencias finitas (MDF) y elementos finitos (MEF o FEM). Por ser
meétodos discretos para su validacién se utilizaron las ecuaciones analiticas
(exactas) desarrolladas por Fleischfresser (FLEISCHFRESSER, 2012) en 2012
para vigas de Timoshenko isostaticas e hiperestaticas de un tramo. En esta tesis
solo se consideran las vigas isostaticas contrastando las ecuaciones del método
de areas de momento y de fuerza cortante en puntos especificos con las
ecuaciones analiticas (exactas) y luego con los resultados de los métodos

numéericos.

a) Viga empotrada — libre (Z1) con carga uniformemente distribuida.

“ Resultados con el método de elementos de contorno (MEC)

- (FLEISCHFRESSER, 2012) en 2012, utiliza el método de elementos de
Contorno (MEC 6 BEM en inglés) para el estudio del desplazamiento de las vigas
de Timoshenko. Para su contrastacion hace el desarrollo analitico de las
ecuaciones diferenciales de Euler-Bernoulli y de Timoshenko de vigas con
cargas uniformemente distribuidaw y puntual P para vigas de un tramo
isostaticas e hiperestéticas.

Para la viga empotrada libre con carga uniformemente distribuida W, el
desplazamientoV en funcion de la coordenada X es:

W
24El|

w

V(X x* —4Lx® +6L%x? )+
9= g ( M 2on

(2Lx - x?)

Para contrastar con el método de areas de momento y de fuerza cortante

en el extremo libre se tiene el desplazamiento maximo en x=1L:
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CwLtowl?
Ymax = SEl + 2 GA
Esta ecuacion es igual al obtenido con el método de areas de momento y
fuerza cortante.
Para los calculos numeéricos utiliza los siguientes valores: w(x) =100 kN/m,
L = 2 m, seccién transversal rectangular constante, A = 0.2x0.6 =0.12 m?, | =

0.0036 m*, x=5/6, o =2.500kg/m?>, E =50 GPa, V=0.2, (p. 29).

Aplicando los métodos numéricos mediante MEC-64, obtuvo el siguiente

grafico 1:

00018 —

L
3 - E1—- €1 viga de Timoshenko

0.0012 — m/'a
0.0011 4 — A& — A Viga de Euler-Bemoulll _
- —— MEC - &4 celulas ineares f‘

0.0008 =

1
2 1.6 2

.8 1
abscissas (m)

Grafico 1 Desplazamiento de viga empotrada-libre con carga uniformemente distribuida
Fuente: Fleischfresser, S. A., 2012 (p. 50)

En la grafica se observa que curva elastica de la viga de Timoshenko con
la ecuacion analitica (exacta) es practicamente igual al de elementos de contorno
(MEC)-64 células lineales, siendo el error relativo £¢=0% y estos valores son
mayores al calculado con la teoria de Euler - Bernoulli.

Los datos numéricos introducidos en la ecuacion del método de areas de

momento y fuerza cortante dan los siguientes valores:

wLt o wL? 100x10°(2)’ 100x10°(2)°
Yima = o = +

8El  2xGA 8(50x10°0.0036) 2(5/6)2.0833x10" |0.12)

12

Oy =—+-———=111x10" +9,60015x10° =1.2071x10°m
900 20833
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Donde el primer componente del 29 miembro depende del momento
flector (Euler-Bernoulli) y el 29° componente de la fuerza cortante. Luego el error
relativo entre las teorias de Timoshenko y Euler- Bernoulli es:

(111x10° ~1.207x10°)
11140°°

Error.% =£100x =8.64%

Los resultados son iguales al de grafico 1. Es otra demostracién de la
validez de la hipétesis formulada en esta investigacion.

- (CARRER, y otros, 2014) utiliza el método de elementos de contorno
(BEM en inglés) para calcular el desplazamiento de vigas: Biapoyadas,
empotrada-empotrada, empotrada-apoyada y emporada-libre; con los datos
numericos y las ecuaciones analiticas desarrolladas por Fleischfresser para
vigas con carga uniformemente distribuida para su contrastacion.

Para la viga empotrada-libre de 2 m de longitud, los resultados de
desplazamiento a lo largo de la viga calculados por el método de elementos de
contorno o frontera (BEM) en base a las teorias analiticas de Euler-Bernoulli y
de Timoshenko en forma independiente y contrastada con las ecuaciones
analiticas desarrolladas por Fleischfresser son:

u

0.0012 0.0012

0.0019
0.0008 ,

0.00%6 - o

0.0004 + L
0.0013 4§

Timnshenkn theory
EulerBertaulli theary - -B-- BEM: 8cells
Q BEM = - H- - BEM. 16 cels
e} BEM: 32 cells

.00 T T T T 0.0000
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Gréfico 2 Desplazamiento de viga empotrada-libre con las teorias de Euler-Bernoulli y de
Timoshenko
Fuente: Carrer et al 2014

En la gréfica derecha se observa que mediante el BEM de 32 celdas se
llega al resultado de acuerdo a la ecuacion analitica de Fleischfresser y en el
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extremo libre es igual al obtenido por el método de areas de momento y de fuerza
cortante basado en la teoria de Timoshenko.

+ Resultados con el método de elementos finitos (MEF)

- (De CAMPOS, 2015) utiliz6 el método de elementos finitos (MEF)
Para calculo de la viga empotrada con carga uniformemente distribuida
mediante el MEF, De Campos utilizd datos numéricos y las formulas analiticas

de Fleischfresser (2012) para validar los resultados. Las férmulas analiticas son:

u(x) = 24qu (x4 —4Lx® + 6L2x% )+ 2KCC]5A (- x? +21x)

2
Q(X):i qx3_qLX2+£X
EI\ 6 2 2

Para el célculo por elementos finitos utilizé una malla de 50 elementos.
Los resultados de estos calculos se presentan como graficos de

desplazamientos 3 y giros 4.

1,400-3

12043 -

Deslocamenta (m)
Mo oB & = -
B F R § B
[ A

=
2
=

o0 ol a4 06 o8 10 12 14 LE 18 0
Comprimanita (m)

+5q|u;.'-q amalitica —Programa —ir— Eyler- Bermouli

Gréfico 3 Desplazamiento de viga empotrada-libre L/h=3.33
Fuente: De Campos, Jodo Victor, 2015

En el grafico 2 se ve que los valores de la solucion analitica de
Timoshenko y el programa de elementos finitos dan iguales y el de Euler-
Bernoulli es menor. Para x=L=2m, el desplazamiento del extremo libre
indicada en el gréficol segun la solucion analitica y el programa MEF

(Timoshenko) son iguales y coincide con el célculo del método de areas de
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momento y fuerza cortante Y;., =1.2071X10°m y también segn la teoria de

Euler-Bernoulli €S: Yeg max =1.11xX10°m (véase el punto: resultados...MEC)

Los resultados de la pendiente se indican en el grafico 3.

BO0E-4
70064
£,00E-4

T 50064

‘E- 4,00E-4

£
2 3.00e4

21,0084

1.00E-4

QL00ED
0,00 0,20 0,40 0,60 0,20 1,00 1,20 1,40 1,80 1,80 500

Comprimenta [m)
—#—S50lugdo analitica = Programa

Gréafico 4 Pendiente de viga empotrada-libre con carga uniformementeiniformemente

distribuida o
Fuente: De Campos, Jodo Victor, 2015

Para la pendiente en x = L =2m se determina con la ecuacion del

método de areas de momento y fuerza cortante:

3 3 3
0(X) = Vb = 10040 @ _ 1 0741a0+rad
6EI  6(50x10° {0.0036) 1350

El resultado es igual al del grafico 3, luego se verifica la validez del

método de areas de momento y fuerza cortante.

+ Resultados con el método de diferencias finitas (MDF)

-.Viecilli Martins de Mello (VIECILLI Martins de Mello, 2014) en 2014
hace el analices dinamico de vigas de Bernoulli-Euler y de Timoshenko mediante
el método diferencias finitas, para el calculo de 4 tipos de vigas: biapoyada,
biempotrada, empotrada-apoyada y empotrada libre, con carga uniformemente

distribuida w=10kN/m mediante la teoria de Timoshenko. La longitud para las

3 primeras vigas fue de L=4my L =2m para el ultimo. Las caracteristicas del

material: E =210GPa, G =77GPa, G = 77GPa y p=7800kg/m?; la seccién

transversal rectangular de 4 tipos: b = 0.20my h = 0.30m,045m,0.60mYy 0.75m para
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todas las vigas. Para su contrastacion se utilizé las formulas analiticas de Euler-

Bernoulli y para la biapoyada las de Timoshenko.

Los resultados numéricos de desplazamientos por el método de
diferencias finitas (MDF) estatico, dinamico (numérico) para las 4 secciones
analizadas (extraido de la tabla 10 del autor) de las vigas empotrada — libre esta
en la tablal
TABLA 1 Desplazamientos estatico y dindmico (numérico) de la viga de Timoshenko

empotrada- libre mediante MDF
Seccién (m?)  Estatico (102 mm)  Numérico (10 mm)  Numérico / (Estatico)

0.2x0.3=0.06 212.94 432.36 2.03
0.2x0.45=0.09 63.57 133.80 2.10
0.2x0.6=0.12 27.10 59.14 2.18
0.2x0.75=0.15 14.06 31.97 2.27

Fuente: De Campos 2014

Para realizar la comparacion del método MDF con el método de areas de

momento y de fuerza cortante para las 4 areas se realizan los calculos de
desplazamientos estaticos (J;) con las ecuaciones que se indican:

wl'  wl?  10x10%(2)° 10x10°(2)? 1 3
+ = + = +
8EI  2xGA 8(210x10° )l  2(5/6)77x10°)A 10.5x10°1  962500QA

5 =

Con los desplazamientos estaticos (J,) determinados mediante MDF se

determinan el error relativo (gr) entre ambos métodos para diferentes relaciones

L/h con la ecuacion:

&%= J_rlOOwa(;(S“)

T

Los resultados se indican en la tabla 2

TABLA 2 Desplazamientos estéticos y error relativo de la viga de Timoshenko empotrada- libre
con el método de 4reas de momento y de fuerza cortante para diferentes L/h

Seccion (m?)  M.Inercia (m*) L/h Desplazamiento (10> m)  Error relativo (%)
0.06 0.00045000 6.6667 21.684 1.798
0.09 0.00151875 4.4444 6.617 3.929
0.12 0.00360000 3.3333 2.905 6.713
0.15 0.00703125 2.6667 1.562 9.987

Fuente: propia del autor

De los resultados de la tabla 2 se deduce que los calculos por MDF debe

ser mejorado porque el error relativo entre ambos métodos debe tender a cero y
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debido a que las ecuaciones del método de areas de momento y de fuerza
cortante son iguales a las ecuaciones analiticas exactas de la viga de

Timoshenko por tener un origen comun.

b) Viga empotrada-libre (Z1) con carga puntual P a la distancia a :

++ Resultados con el método de elementos de contorno (MEC)

- (FLEISCHFRESSER, 2012) por integracion directa de las ecuaciones
diferenciales de la viga de Timoshenko determina el desplazamiento en funcion
de la coordenada x de la carga P a distancia @ para los dos tramos, para la viga

en voladizo cuyos resultados son (p. 53):

P P
Para x<a yl(x):a(—x3+3ax2)+ﬁx
Pa’ Pa
Para x>a X)=-—-(3x-a)+——
V.00 = o Bx-a)
Para los puntos X=4a , x=L ubicados en By C respectivamente se tiene:
En X=2a 0 Pa’ + Pa
n = = -
° 3El «GA

Pa2(2L+b)+ PL

= o) =
En x=L Cmax 6El XGA

Estas son iguales a las formulas (5-7) y (5-8) obtenidas en la seccion 5.2
por el método de areas de momento y fuerza cortante para validar la hipotesis
de esta tesis.

Para el calculo numérico mediante MEC considero la carga puntual P =
1000 kN en a=L/2=1my los demas valores indicados en el problema anterior
de viga empotrada-libre.

Aplicando esos datos en las ecuaciones del método de areas de momento
y carga cortante para el extremo libre:

_Pa’(2L+b) . Pa _1000x10° @)?*(2(2)+1) . 1000x10°(1)
¢ 6EI xGA  6(50x10°}0.0036)  (5/6)125x10° /6)0.12)

Oc = 1 + 3 =4.6296310° +4.8x10™* =5.10963x10°m
216 6250
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Grafico 5 Desplazamiento de viga empotrada-libre con carga puntual P en el medio.
Fuente: Fleischfresser, S. A., 2012 (p. 53)

Comparando con el grafico que se muestra se observa que los
resultados segun MEC en el grafico 4 y del método de areas de momento y
fuerza cortante son iguales, verificando la validez de los teoremas del método

de areas de momento y de fuerza cortante.

» Resultados con elementos finitos

- (De CAMPOS, 2015) desarrolla el ejemplo de viga de Timoshenko en
voladizo con carga puntual P = 10 kN en su extremo libre y longitud L = 4m
mediante el método de elementos finitos (FEM) con diferentes mallas compuesta
de 1, 4, 10, 20, 40 y 100 elementos y compar6 con las soluciones analiticas

exactas para desplazamiento y giro deducidas por Castro (2002) que son:

40 , 5 5 10
y(x) = X“— X® + X
2El° 3El T GA
_5,_40
o) = B Bl

Para contrastar con el método de areas de momento y fuerza cortante se

hace para x=L=4my P =10kN

_40(4) 5(4)° 10(4) _640 40 _PL® PL

= = +
"™ 2Bl 3El  2GA. 3El GA, 3El GA.
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" El El El  2El

Luego ambos resultados son idénticos y la hipotesis de la investigacion

validada.

Para los célculos numéricos utilizd siguientes datos geométricos y de
material: L=4.00m, A=bxh=0.3x0.8=0.24 m?, fs=5/6, L/h=5,1=0.0128
m4 E=1, v=0.25, G = 2/5.

Los resultados de desplazamientos y pendientes a lo largo de la viga para
la solucion analitica y por elementos finitos para mallas de 1 a 100 elementos se

muestran en los graficos 6y 7.

E 400603
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+1,00E04
1, 20E+04

-1 408404

Deslocamentos Transversals

-1, 60E+04

-1 B0E+(4

-2 00E+(4
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—Solugdo Anglitica A 40 ——=20 —8=10 —9—4 —=0 =41

Grafico 6 Desplazamientos de la viga empotrada-libre con carga P.
Fuente: De Campos, Joao Victor, 2015

Se utiliz6 la formula del método de areas de momento y fuerza cortante

para el calculo numeérico y contrastar con el resultado de la grafica:

PL° PL  10(4) 10(4)
Omax = + = +
3El  xGA 3(1)8/625) (5/6)2/5)0.24)

Se observa que ambos resultados son iguales.

=1.717x10*m

Para los giros:
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Gréfico 7 Giros para la viga empotrada-libre con carga P.
Fuente: De Campos, Jodo Victor, 2015

Segun la formula de giro del extremo libre por el método de Areas de
momento y fuerza cortante:

2 2
g, = PL _ 10(4)

= = 6250= 6.25x10°rad
2El  2(1(8/625)

Aplicando elementos finitos, se ve que a medida que crece el nimero de
elementos a considerar la exactitud del calculo aumenta, siendo igual al valor
analitico cuando n = 100 y coincide con los resultados del método de areas de
momento y fuerza cortante, luego la hipotesis del trabajo de investigacién es
correcta.

Asimismo De Campos realizé célculos numéricos de desplazamientos
mediante MEF para diferentes alturas (h) de seccién transversal y comparé con
la ecuacion exacta de Euler - Bernoulli graficando, para h =2m, 1m, 0.5m, 0.25m.
0.10my0.04m 6 L/h=2, 4,8, 16,40y 100, utilizando la malla de 100 elementos.
En las graficas se observan gque los desplazamientos son mayores y en
disminucién con la teoria de Timoshenko respecto al de Euler - Bernoulli para
L/h = 2, 4, 8 e iguales para L/h = 16 e inferiores y en aumento para L/h =40y
100 lo que es un error debido al efecto de bloqueo por cortante (shear locking)

(véase el gréafico 8) lo que constituye una desventaja del MEF.

135



0006400 0——-.\_
2 MEE 200E0T \

-4, 00802 . -4, 00E07
E
% -B00E-02 £ 600607 Lih=100
v o

E
3 -B,00E02 § 800807

L 2 s X \
-1,20403 -1,20E+08 \

140603 140603
0 05 i 15 H 15 i 35 4 0 05 1 15 H 25 3 35 4

Comprimenta (m) Camprimenta [m}

L

a fm)

o

——Programa  —s— Euler-Bamoulli —Programa —s—Euler-Bemauli

(a) {b)

Grafico 8 Desplazamiento de las vigas empotrado-libre con L/h=2 y L/h =100 y carga P.
Fuente: De Campos, Joao Victor, 2015

Para L/h = 100 el programa de MEF arroj6 un desplazamiento en el
extremo libre de 1.00x108m (véase el grafico 8b ) menor al 16.67% debido al
blogueo por cortante respecto a la teoria de Euler — Bernoulli, lo que constituye
un error del programa.

Aplicando el método de areas de momento y fuerza cortante para L/h =
100, es decir A = 0,3x0.04 = 0.012 m? e | = 1.6x10° y todos los demas valores
iguales, se tiene:

P PL 10(4)° 10(4)

5 = _ —~1.33x10°
"~ 36 4GA 3(1)(1.6x10‘6)+(5/6)(2/5)(0.012) "

Este resultado es igual al del gréfico 8 (b), la que representa una ventaja

para el método de areas de momento y fuerza cortante.

Resultados mediante diferencias finitas

-. (PAIVA Gomes de Souza, y otros, 2018) Utiliza el método de las

Diferencias Finitas de 55 nudos para el analisis comparativo de las Teorias de
Euler-Bernoulli y Timoshenko para el calculo de vigas (L/h = 1 y 5) empotrado-
libre con carga P=100kN en el extremo libre y longitudes de 1 y 5 m. Los valores

geométricos y material son: h = 10b = 100 cm, A = 1/12 m?, | = 1/120 m*, E
=2.05x108 kN/m? (acero isotrépico), ¥ = 0.3. Los resultados obtenidos que se

reproducen para la viga de longitud corta: L=1my L/h=1
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Grafico 9 Comparativo entre las teorias de Euler-Bernoulli y de Timoshenko para vigas
empotrado-libre con carga P, L =1m, L/h =1y n =55,
Fuente: Paiva Gomes de Souza, C. y Guimaraes Cruz, G., 2017, p.10

En la tabla 4 (p 10) de la investigacion se indican:
Desplazamientos: EB-Analitico = EB-MDF = 0.00195, TM-MDF =
0.00385 cm, error relativo EB (%) = 0.00, error relativo MT = 97.44
Para contrastar con el método de areas de momento y fuerza cortante cuya

férmula para la viga indicada se tiene:

PL> PL 100(1)° 100(1)
é‘Bmax = + = 8 + s
3El  xGA 3(2.05x10°J1/120) (5/6)2.05x10° /2.6)1/12)
B = L 1.82634146%107° =3.778x10°m = 0.0037&m
Error.relativar = 0-00195-000378 ;5 _ 55 g504
0.00195
Se observa que el desplazamiento segun la teoria de Bernoulli — Euler

mediante el calculo exacto, métodos de diferencias finitas (n = 55) y Areas de
momento y fuerza cortante son iguales. Las diferencias estan en la teoria de
Timoshenko entre los métodos de diferencias finitas (n = 55) y Areas de momento
y fuerza cortante donde el error relativo respecto al de Euler-Bernoulli es: con el
primero del 97.44% y con el segundo del 93.85%, es decir que es mas exacto el
método de areas de momento y de fuerza cortante.

Esto indica que el desplazamiento lateral debido a la carga cortante es del
orden del 50% del total en vigas cortas (L/h =1) por lo que no se puede

despreciar.
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Para la viga de longitud larga: L =5m, L/h=5, (véase el gréafico 9)

En el gréafico 9 se superponen las 3 curvas de desplazamiento
En la tabla 4 (p 11) de la investigacion se indican:
Desplazamientos: EB-Analitico = EB-MDF = 0.2439 cm, TM-MDF = 0.25346
cm, error relativo EB (%) = 0.00, error relativo MT = 3.92

Para contrastar con la formula del método areas de momento y fuerza
cortante, el desplazamiento del extremo libre es:
PL® PL 100(5)° 100(5)

5 = =
" T 3E1 T AGA  3(2.05x10°f1/120)  (5/6)(2.05x10° /2.6)0.1)
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Grafico 10 Comparativo entre las teorias Euler-Bernoulli y Timoshenko para viga empotrada-libre
concargaP,L=5m,L/h=5yn=55,
Fuente: Paiva Gomes de Souza, C. y Guimaraes Cruz, G., 2017, p.11

1 39
Oy ==+
410 512500

= 2.439x10°° +7.6098x10~° = 2.515x10°m = 0.2515cm

Error.relativaT = 0.2439— 0'2515x100 =3.11%
0.2439

Esto indica que el método de areas de momento y de fuerza cortante
también basado en la teoria de Timoshenko es mas exacto. También se concluye
que el aporte de la fuerza cortante al desplazamiento de vigas es menor al 4%

para una relacion de L/h = 5.
-. (NAVARRO Gregori, 2009) analizd por elementos finitos vigas de

hormigon considerando el efecto de cortante. Para la validacion numérica utilizo

las ecuaciones exactas de las teorias de Euler-Bernoulli y de Timoshenko en
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vigas rectangulares empotrado-libre con carga puntual en el extremo libre y
biapoyadas de seccidn rectangular y de doble T con carga puntual centrada.
Para la viga ménsula rectangular con carga puntual en el extremo libre de
material elastico y lineal, conlos datos: B=1m,H=1m,L=5m, | = 1/12 m4,
x=5/6 , E=100000 MPa, , v=0.3, G = 38462 MPa, P = 100 kN (P = 10 kN) y
determind los desplazamientos maximos del extremo libre con las férmulas
tedricas exactas segun las teorias de Euler — Bernoulli y de Timoshenko

respectivamente:

C P 100x10°(5)° 1

=5x10"*m =0.005m

e = 361 310000040°f1/12) ~ 2000

PL° PL 100x10° (5)° 100x10°(5)
Waxrer = oot = +
TTU3EL xGA 3100000d0°[1/12)  (5/6)3846240°(1)

Estas férmulas son iguales al determinado de areas de momento y fuerza

=5.156x10'm

cortante.

Posteriormente considerando la viga como un solo elemento con seccion
transversal dividido en 200 capas, tomando dos puntos de integracion vy
utilizando funciones de interpolacion parabdlica y cubica determiné las flechas
maximas y el error relativo en el extremo del voladizo. (Véase la tabla 6.1 del
Anexo A.l).

Se observa que los desplazamientos obtenidos son iguales a los valores
exactos y los errores relativos muy menores al 0.5% dependiendo del polinomio

utilizado.

c) Viga simplemente poyada con carga uniformemente distribuida.

% Resultados mediante el método de elementos de contorno (MEC)

-. (FLEISCHFRESSER, 2012) por integracion directa de las ecuaciones

diferenciales de la viga de Timoshenko determina el desplazamiento en funcion

de la coordenada x de la carga distribuida, de la viga biapoyada.

v(X) = 24qu (x4 —2Lx® + L3x)jL 21:(13A (— X2 + Lx)
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La primera parte del 29 miembro corresponde a la contribucién de la teoria

clasica de Euler — Bernoulli y la 29 parte a la contribucién de la fuerza cortante.

Para contrastar con los resultados analiticos anteriores, en el centro de la
viga para x = L/2se tiene el desplazamiento maximo

5gL* gL
Vmax Il — + P

384El 8xGA

Este resultado es igual al obtenido por el método de areas de momento y

fuerza cortante.
Para el calculo numérico utilizé los siguientes datos: g =100 kN/m, L = 4
m, el material y la geometria de la seccion transversal son los mismos al utilizado

en vigas empotrada-libre.

Segun la formula obtenida con el método de areas de momento y fuerza

cortante.
5wl wL? 5(100)4)* 100(4)*

max — + = +
384El  8kGA  384(50x10°)|9/2500) 8(5/6)125/6)0.12)
1 3

S =——+——=185185x10"° +9.6x10° =1.94785185X10°m
540 31250

Error relativo B-E (%) = Error relativo MA = 0.00%
Error relativo MT (%) = 5.184
Segun el gréfico del célculo por Método de elementos de contorno

(MEC) con n = 64 células lineales:
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Gréfico 11 Desplazamiento de puntos de la viga biapoyada con carga uniformemente
distribuida w.
Fuente: Fleischfresser, S. A., 2012 (p. 32)

Desplazamiento Bernoulli — Euler: &, =1.8667x10°m =1.8667mm

Desplazamiento T. Timoshenko: &, =1.9556x10~°m =1.955mm

Error relativo B-E (%) = Error relativo MA = 0.00%
Error relativo MT (%) = 4.76
El error relativo MT entre el calculado y de la grafica es Unicamente por medicion

de escala, siendo en realidad nulo porque ambos provienen de la misma férmula.
d) Viga simplemente poyada con carga puntual P.

+ Resultados por el método de elementos de contorno (MEC)

- (FLEISCHFRESSER, 2012) para la viga de Timoshenko con bordes
simplemente apoyada y carga puntual P a una distancia a, a partir de las
ecuaciones diferenciales indicadas
Ely"=-Q
Q=KGAV ~y)

Obtuvo las ecuaciones del desplazamiento V en funcién de la coordenada
X en los dos tramos:

Para X<a

F>(|_—a)X

=)
v, (X) = —[— (L—a)x®+ a(2L2 +a? —3La)x]+m

6EIL
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Para x> a

Pa Pa(L — x
Vs, (x) = ( )
6EIL xGAL
Para contrastar con el método de areas de momento y fuerza cortante se

[x3 —3Lx? +(2L2 +a2)x— La? |+

hace x = a en ambas férmulas, luego se tiene:

_ Pa’p? . _Pab
®  3LEl LxGA
Igual al que se obtuvo mediante el método de areas de momento y

fuerza cortante. Luego se valida la hipotesis.

Para el calculo numérico, los parametros geométricos y de material de la
viga son los mismos al utilizado en 6.2.1.1 mas P =1000 kN y L =4 m. Con estos
valores obtuvo las graficas para las vigas de Euler — Bernoulli, Timoshenko vy el
método de elementos de contorno (MEC) de 64 células lineales, donde se

observa que estos ultimos practicamente se superponen:

S — A — M Wiga de Euler-Bernoulll
= — E]1— £ wiga de Timoshenko
0.006 — ————————— MEC - 54 celulas lineares

0.0044.

0.004 =—

0.002 —

T T T w T 1
|

o 1 2 3 4

absclssas (M}

Gréafico 12 Desplazamiento de viga biapoyada con carga P a distancia a =3L/4.
Fuente: Fleischfresser,S. A.,2012 (p. 36)

Valores calculados aplicando la formula obtenido con el método de areas

de momento y fuerza cortante para el punto de aplicacion de la carga P es:

Pa’b®  Pab 1000x10%(3)* (1)° 1000x10°(3)(1)

P~ + - 9 + 9
3LEI  LxGA 3(4)50x10°)0.0036) (4)5/6)125x10° /6)0.12)
1 9

Op=——+———=416667x10°m+3.6x10*m = 4.52667x10°m
240 25000
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Resultados por el método de elementos finitos (MEF).

- (De CAMPOS, 2015) analizé una viga simplemente apoyada con carga
puntual en el medio mediante elementos finitos y comparo con el calculo analitico
de Logan (2007) expresado por la formula:

. _PL(+9) Sonde 12
" T 4E] onae P74 acl?

Los valores considerados para los calculos fueron: P = 10 kN, L = 0.40 m,
A = 0.025x0.050 = 1/800 m2, | = 1/3840000 m*,L/h =8, fs =5/6 E =207 GPa,
G =80 GPa,

Estos valores fueron introducidos en la formula del método de areas de

momento y fuerza cortante:

PL° PL 10x10°(0.40)° 10x10°(0.40)
5max:' + = +
48El ~ 4xGA  48(207x10° J1/3840000  4(5/6)80x10° |1/800)

S, =2.4734x10™* +1.2x10°° = 2.5934x10* m = 0.2593nm

Los resultados de elementos finitos (de 2 a 64 elementos), Logan (2007) y
de Euler — Bernoulli se presentan en la tabla 2.

TABLA 2 Desplazamientos de maximos de viga biapoyada con carga P en el medio

Desplazamientos viga (mm)  Error relativo (%)

2 elementos 0.0422 83.7505
4 elementos 0.1134 56.3345

8 elementos 0.1964 24.3743
16 elementos 0.2404 7.4317
32 elementos 0.2546 1.9638
64 elementos 0.2584 0.5006
Logan (2007) 0.2597 0.0000
Euler-Bernoulli 0.2474

Fuente: De Campos J. V. 2015

Comparado los resultados del método de areas de momento y fuerza

cortante con los de elementos finitos (64 elementos), Logan y Euler — Bernoulli,
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son muy proximos, siendo los errores relativos 0.347%, 0.154% y 0.040%

respecto al primero.

“ Resultados por el método de diferencias finitas (MDF)
- (PAIVA Gomes de Souza, y otros, 2018) Aplican el método de

diferencias finitas para el célculo de la viga Biapoyada de Timoshenko con carga
P a distancia. a=0.2L =0.2m.Los valores de los parametros de célculo son: P
=100 kN, L =1 m, 1.5m y 2.0m respectivamente; h = 10b = 100 cm, A =0.1x1 =
0.1 m?,1=1/120 m*, E =2.05x108 kN/m? (acero isotropico), V= 0.3, Los resultados
obtenidos que se reproducen son:

Para la viga de longitud corta: L=1my L/h=1

PeflaxioComparativo

onon
g S0 i bumia Wb
. W e WK TH

.

-0 & 4 ot bmio swate

-0

ome oo
0.00007 X C0 o094 5 o—p—0—0—8—90"

X fom m)

Grafico 13 Comparativo entre las teorias de Euler-Bernoulli y de Timoshenko para viga
biapoyada con carga P, L=1m, L/h=1y n =55,
Fuente: Paiva Gomes de Souza, C. y Guimarées Cruz, G., 2017, p.7

Los resultados de desplazamientos para x = L/2del grafico 13 se dan

en la tabla 3.
Tabla 3 Deflexion para x = L/2 de vigas y error relativo para viga biapoyada con carga P, L = 1m
y L/h =1.
Npuntos EB-Analitica EB-MDF  TM-MDF  Error Error Tiempo de
(cm) (cm) (cm) Relativo Relativo TM  ejecucion (s)
EB % %
55 0.00007 0.00007  0.00026  0.00 271.43 1.0907

Fuente: Paiva Gomes de Souza, C. y Guimaraes Cruz, G., 2017, p.7

Para contrastar los resultados de desplazamiento en el punto de

aplicacion x=a=0.2mde lacargaP yen x=L/2 mediante el método de areas
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de momento y fuerza cortante, primero se trazan los diagramas V / k<GA, M/ El
y la curva elastica (véase en la figura 6.1) y se aplica el teorema 2 del método.

Calculo del desplazamiento del punto de aplicacion de la carga P:

Pa’b?  Pab 100(0.2)*(0.8)° 100(0.2)0.8)
g =- + = +
3LEl  LxGA 3(1)2.05x10°|1/120) 1(5/6)7884615385)0.1)
8

Oy = +2.43512%107° = 2.934634x10°m = 2.935x10~*cm
16015625
Donde la 17 parte del 29%° miembro corresponde al aporte de la teoria de

Euler — Timoshenko y la 292 parte al aporte de la fuerza cortante.

Comparando con la ecuacién analitica exacta deducida por Fleischfresser

(2012), para X = a

- —(L—a)® 292 _ P(L-a)
Vl(X)_GEIL[ (L—a)x® +a(2L2 + a2 —3La x|+ oL
Pa’b® Pab
v,(X) = +
6EIL  xGAL

Ambos métodos son equivalentes y llevan al mismo resultado.

1]
1 a l il b [
é WIM“——-H___T‘SS (55 _:____—Jafﬂé-_:_--
7 fgie| Taie |
PR A """ .
KGA P
LaGd
L
Q
—Pa
Latzd
M
ET ,/'/;ab-xh"k-- .
= R
- LEI 7% T
0 _
L

Figura 50 Viga biapoyada con carga P y diagramas de momento, fuerza cortante y la curva

elastica.
Fuente: propia del autor.

Segun la teoria de Euler — Bernoulli el valor del desplazamiento es
S, =5x10°cmen el grafico y en el cdlculo, en cambio segun la teoria de
Timoshenko en el grafico 6.9 es &, =3.5x10*cmy segun el calculo

Sz = 2.935x10*cm |, siendo el error relativo entre los mismos:

145



Error.relativaT = wao =19.25%
2.935

El desplazamiento s, ., segun la teoria de Timoshenko con el método de

L/2

areas de momento y fuerza cortante se determina luego de calcular 6.y

ty ,c con los teoremas 1y 2 del método:

1(Pab) ){L+a}
= (|_
g _tuc _ 2\LEI 3 |_Pab(L+a)

©C L L 6LEI
L Pab(L+a) [1( Pa\LY1L Pa YL
5L/2:'0c: ~ _tM/czi_ — | = | == || — —
2 12El 2\2E1 \ 2 )32 LkGA \ 2
_Pa(’-a’) Pal’ Pa _Paf3’-4a’) Pa
L2 12EI 48El  2xGA 48E| 2kGA

Comparando con la ecuacion analitica exacta deducida por Fleischfresser
(2012). Para x=a

vV, (X) = Fa [XS -3Lx’ +(2L2 +a’ )X— La2]+M
BEIL GAL
2 2
v (x=L/2) = Pa(3L - 4a )+ Pa

48El 2xkGA

Luego los resultados son iguales.

~100(0.2)(3(1)° - 4(0'2)2)+ 100(0.2)
M2 48(2.05x10° J1/120)  2(5/6)2.05x10° /2.6)0.1)
8.1, =6.92683A07 +1.5219512210° = 2.2146310° m = 0.00022m
0.00007 —0.00022

Error.relativoT = x100 = 214.29%
0.00007

El resultado segun la tabla 6.1 por el TM-MDF es &, ,, = 0.00026cm Yy por
EB-MDF &, ,, =0.00007cm con el error relativo respecto al de Euler —

Bernoulli de 271.43%, concordando con el gréfico 6.9. Los calculados con el
método de areas de momento y fuerza cortante son: segun la teoria de
Timoshenko &, ,, =0.0002Zm y segun Euler — Bernoulli 6, ,, =0.0000693m con
el error relativo de 217.46%, siendo menor que con MDF.

El error relativo entre los valores segun la teoria de Timoshenko entre el

meétodo de areas de momento y fuerza cortante con el de MDF (n = 55) es:
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Error.relativaT = 0.00022- 0'00026x100 =18.18%
0.00022

Los resultados de desplazamientos para x=L/2delavigadeL=1.5m

se dan en la tabla 4

TABLA 4 Deflexién para x =L/2 de viga biapoyada segun las teorias Euler-Bernoulli y
Timoshenko concarga P, L=115myL/h=1.5

Npuntos EB-Analitica EB-MDF  TM-MDF Error Error Tiempo de
(cm) (cm) (cm) Relativo  Relativo TM ejecucion (s)
EB % %
55 0.00016 0.00016  0.00035 0.00 118.75 1.5160

Fuente: Paiva Gomes de Souza y Guimaraes Cruz, G., 2017, p.8

Para contrastar con el método de areas de momento y fuerza cortante se
ha procedido igual al caso anterior.
_PafLt-4a®) pa _10002p35) -402F)  10002)
48l 2%GA  48205x10°f1/120)  2(5/6)2.05x10°)0.1)

5., =16073200° 4>
5125000

L/2

=2.1927x10° m = 2.1927x10~* cm,

Error.relativaT = 0.00022— O'00016x100= 37.50%
0.00016

El error relativo segun la tabla 6.2 es de 118.75%
El error relativo entre los valores segun la teoria de Timoshenko entre el
método de areas de momento y fuerza cortante con el de MDF (n = 55) es:

Error.relativaT = O'00022_0'00035x100: 59.1%

0.00022

Los resultados de desplazamientos para x=_L/2delavigadeL=1.5m

se dan en la tabla 5

TABLA 5 Deflexién para x = L/2 de viga biapoyada segun las teorias de Euler-Bernoulli y
Timoshenko con carga P, L=2my L/h = 2.

Npuntos EB- EB- T™M- Error Error Tiempo de
Analitica MDF MDF  Relativo Relativo ejecucion (s)
(cm) (cm) (cm) EB % ™ %
55 0.00029 0.00029 0.00048 0.00 65.52 1.4910

Fuente: Paiva Gomes de Souza, C. y Guimaréaes Cruz, G., 2017, p.9.

Para contrastar con el método de areas de momento y fuerza cortante se

ha procedido igual al caso anterior.
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Pal3L’-4a°) P _10002f32f -4(02F) _ 10002)

He A8E 2GA  48(2.05x10° f1/120)  2(5/6)(2.05x10°)0.1)

5., = 2887805007 + —>
5125000

=3.4732x10°m = 3.4732x10 *cm.

El error relativo respecto a la teoria de Euler — Bernoulli es:

Error.relativaT = 0.00029- O'00035x100= 20.69%
0.00029

El error relativo segun la tabla 4 es de 65.52% > 20.69%. El error relativo (g.r.)

entre los valores de desplazamiento segun la teoria de Timoshenko del método
de areas de momento y fuerza cortante con el de TM-MDF (n = 55) es:

Error.relativaT = 0.00035— O'00048x100 =37.14%
0.00035

Significa que el TM-MDF necesita ser mejorado con n > 55 puntos.

Para ver la diferencia de desplazamiento enx=L/2segun la teoria de
Timoshenko respecto a la teoria de Euler — Bernoulli para diferentes relaciones
de esbeltez (L/h = 3, 4, 5, 10) segun el método de areas de momento y fuerza
cortante, se han realizado célculos numéricos en la formula de desplazamientos
donde el 1¢" término del 29° miembro corresponde a la teoria de Euler —Bernoulli
y el valor total a la teoria de Timoshenko, siendo los resultados para L = 3, 4, 5

y 10 m los siguientes:

ParaL =3m,J, e =6.5463410°M, 8,,,; =7.1317540° M, (%) =8.94
ParaL =4m,d, ;5 =1.1668X10°m, &, ,,; =1.2253710°M, 4.r.(%) =5.02
ParaL =5m,J, 5 =1.8253710°m, & ,,; =1.88390x10°M, er.(%) = 3.20

Paral =10m,J, e = 1-31317X10°m, &, ,,; =7.37175A0° M, 4.r.(%) = 0.80

Para contrastar el método de diferencias finitas (MDF) para n = 55 con el
método de areas de momento y fuerza cortante (M - AMyFC) mediante el error
relativo (%) de ambos métodos respecto a la teoria de Euler — Bernoulli, asi como
la diferencia entre ambos métodos segun la teoria de Timoshenko, se tiene en
la tabla 6.
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TABLA 6 Variacion del error relativo segun L/h y método de calculo para x = L/2
par viga biapoyada con carga P

L/h = 1 15 2 3 4 5 10
£rTM — MDF (%) 2714 1187 6552 - - - -
3 5
£r.M — AMyFC.(%) 2142 3750 20.69 894 5.0 3.20 0.80
9 2

erDif MDF-AMyFC(%)  18.18 59.1 37.14 - - - -

Fuente: propia del autor.

Se observa que la mayor diferencia de desplazamiento de viga entre las
teorias de Euler — Bernoulli y de Timoshenko se da con el método de diferencias
finitas (MDF) debido a la menor cantidad de bandas discretas consideradas (n =
55)

Asimismo para pequeiias relaciones de esbeltez la diferencia entre ambas
teorias es considerable y disminuye a medida que esta relacion disminuye hasta

ser menor al 1% para L/h = 10.

- (NAVARRO Gregori, 2009) analizé las vigas Biapoyadas con carga
puntual P en el medio de longitudes L =5, 10 y 100 m y seccion transversal

rectangular BxH con material elastico y lineal, donde: B=1m,H=1m, L =5,

10,100 m, 1= 1/12 m*, E =108 N/m2, v =0.25, G=E/2(1+v)=410°N/m* p =
1IN

El desplazamiento teérico maximo en el centro de la viga segun la teoria
de Timoshenko y obtenido también mediante el método de areas de momento y
fuerza cortante esta expresado por:
o = P PE

TTET T ABEl  4kGA

Donde el 1* sumando del lado derecho de la ecuacion corresponde al

desplazamiento maximo segun la teoria de Euler — Bernoulli.

Habiendo calculado para L =5 m de tiene:
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L )
"XEST T A8El  4810°J1/12)
L S S ) N )
T ABEL  4kGA  48L0° [1/12)  4(5/6)(4x10° f1)

Estos resultados concuerdan con la flecha maxima teérica mediante las

=3.125x10"°m = 0.00003125n

=3.5x10°m

teorias de Euler — Bernoulli y de Timoshenko determinados por Navarro
Gregori para las tres longitudes estudiadas, (véase anexo A.1, Tabla 6.2 ).

Para calcular con elementos finitos, cada viga discretizé en 1, 2, 4, 5y 10
elementos finitos de la misma longitud y cada seccién transversal se dividio en
20, 50 y 100 capas de idéntica area. Se utilizé elemento finito de Timoshenko
con interpolacion parabdlica (con 2 y 3 puntos de integracion por elemento (nlIP)),

luego con interpolacién cubica (con 3 y 4 puntos de integracién por elemento).

Para cada caso se ha determinado W, . € introducido en la expresion del

error relativo: %.error=(w,_ ... —W_ - )100/W,_.- donde W, rsr es laflecha

maxima tedrica de Timoshenko, habiendo determinado los errores relativos de
los calculos por elementos finitos mediante la interpolacion parabdlica y cubica
respectivamente. (Véase anexo A.1, Tabla 6.3 y tabla 6.4).

De los resultados de la tabla 6.4 se deduce que al dividir el miembro y la
seccion transversal en mayor cantidad de elementos (10) y subcapas (200) el

error tiende a cero y aumenta la exactitud

Igualmente al discretizar la viga y la seccion transversal en mayor cantidad
de elementos (10) y subcapas (200) el error tiende a cero y aumenta la exactitud

mas rapidamente en el elemento cubico, (véase anexo A.1, tabla 6.3 y tabla 6.4).
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CUADRO DE VALIDACION NUMERICA

Desplazamientos y giros de vigas isostaticas de un miembro de métodos numéricos con el método de areas
de momento y fuerza cortante

VIGA

Solucién analitica exacta

Método de Areas de momento y
fuerza cortante

Métodos Numéricos

w

Fleischfresser (2012), Carrer et al (2013)

Fleischfresser (2012), Carrer et al (2014)

S S O 3 2 3 4 2 Método de elementos de contorno: 64 celdas
i ’ _w(€ L Pl Lax=2=t _wbowl
| L o= [ 6 2 2 X] C=27%8 | % “ el T ax0A Orr = Oyuec) = 00012mm| oo
w=100kN/m, L=2m, L/h=3.33, W W S =1.207x103m ) =0.0011mm B '
A=0.20x0.60m?, 1,=0.0036m¢, k=5/6 U(X)=ﬁ( - +6L2X2)+@(2LX— ©) BT L (& =7.95% DeBTCEZmpOS 2015
— — — 3 — -
E=50GPa, 1=0.20, p=2.500kg/m Wl wle Jpres =1.11A0"m Método de Elementos Finitos: 50 elementos
ux=2)=—+—— s S = Oppg =1.207x107°%m
8El  2xGA _wL -4 A TeRe .& =7.95%
O = 6El 7.4074x10"rad Soree 1111x10°m
Opep = Opre = 7.4074x10°rad
P De Campos (2015)
| l Castro (2002) pL3 PL 640 40 Método de Elementos Finitos: 100 elementos
A} B 5 40 80 - 4 - -7, 7 L/h=5
| L | 0() =5 X" — gy X =-0x=4)=—=F ° 3El xGA 3El xGA S s 17170
De Campos (2015) 000 = 40 2 _ix3 . 10 y Ogrr =1.717x10°m - 291% BTT — UB(MEF) 4‘ }.a‘: 291%
P:].OkN, L=4m, L/h:5, - 2E| 3E| GAC 5BTEB =1667X104m 5BTEB :1667)(10 m
A=0.30x0.80=0.24m?, I= 0.0128m* 3
E=1, G=0.4, y=0.25, K=5/6 Lu(x=dy= 940, 40 _PL* 80 0 =6.25x10"rad
3El «GA BT 9El  EI A
___________ L/h=2
L/h=2
h=2.00m, L/h=2,1=0.2, A=0.6 Hibbeler (2004 — — 3
m e erpf(z ) 640 Sor =1267A0°M | Isn = Oprc 1'2637’(10 m}..g=15.79%
- _ 4= .£=15.79% _
u(x) —a(sL X) >u(x=4) 3EI 5y =1.067X10° M 5?_&; 1.067x10°m
h = 0.04m, L/h = 100, I=1.6x10°, L/h=100 t;/ _io((; _1.000x10°
A=0.012 5BTT :13334X108m 0 00750/ SA — YPRG T - m s __33 3%
.&=0. () £ = .
Seres =1.3333x10°m Sgres =1.333x10°m
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P =100 kN, A=0.1x1=0.1m?, 1=1/120
E=2.05x108kN/m?, , u=0.20

L=1m, L/h =1

L=5m, L/h =5

Ogrr > Ogreg . CORRECTO. No se
genera el efecto de Shear Locking.

L=1m, L/h=1
Sgrr =3.3561x10°m

€ =41.86%
Ogres =1.9512x10° m}

L=5m, L/h =5
Sgrr = 24741107 m

£=1.41%%
Sares =2.4390°m }

Ogrr = EB(MEF) < Ogrgg FALSO! (efecto de

Shear Locking)

Paiva Gomez de Souza C. y Guimaraes Cruz
G. (2017)

Método de Diferencias Finitas: n=55

L=1m, L/h=1

Sarr =0.00385m

S = Oares = 0.00195m
L=5m, L/h=5

Sarr =0.25346cm

Syn = Ogres =0.243%M

}..g =97.44%

}..g =3.92%

Fleischfresser (2012),
X<a—>

P 2 P
X)=—-(—Xx"+3ax" )+ —X
Y0 = g s

_ Pa’
5 2El

Fleischfresser (2012)

Método de elementos de contorno: 64 celdas

St = Ovec_ss = 5.1096x107°m

' ! A Pa?(3L-a) Pa Ocren = 4.6296x107°m
P=1000kN, a=L/2=1m Opmax = f(iEl )+KGA (?TEB
A=0.20x0.60m2, ,=0.0036m*, k=5/6 o Pa’ Pa £%=9.3%%
E=50GPa, py=0.20, p=2.500kg/m3 X=a—>y(x)=—(3x-a)+—
El xGA
5WL4 WL2 Fleischfresser (2012)

| S S T O T N |

i1
ALT

| L

w=100kN/m, L=4M, A=0.2x0.6m?2,
,E=50GPa, u=0.20

|
‘__{.J:B

|

1

Fleischfresser (2012), Carrer et al (2013)

u(x) = %(x“ -2+ L3x)+ %(LX - xz)

C max P o——
384El 8xGA
. :.1.94785x103m}

Sreams =1.85185¢107°m

.£%=5.1845 _ _000186m

Método de elementos de contorno: 64 celdas
Del gréafico:

Oy =EB(MEC—64) =0.00195m| &, e =0.00%
Ve g =4.615%

lP: 10,000 N

Logan (2007)

PL*

Tt
- 24EI( +9)

L PL
™ TABEl  4xGA

De Campos (2015)
Método de Elementos Finitos: 64 elementos
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P=10kN, L=0.40m,
A=0.025x0.050=1.25x10-3m?,
L/h=8, E=207GPa, G = 80 GPa

P

! .
AQ P ,Q.C
-
I L 1
P=1000Kn, L=4m, a=3m,

L/h=6.67

A=0.20x0.60=0.12m?, 1,=0.0036m*,
k=5/6 E=50GPa, u=0.20,
p=2.500kg/m?3

Y
E

Srrmm = .2.5934x104m}

Sreams = 24734x10*m

£% =4.6279

Paiva ...

P =100 kN, A=0.1x1=0.1m?, 1=1/120
E=2.05x108kN/m?, , y=0.20

L=1m, L/h =1, a=0.2m

L=1.5m, L/h =15

L=2m, L/h=2

Fleischfresser (2012)
Para x<a

Pa’b?

5 3LEI

Pab

v, (X) = L[— (L—a)x® +a(2L” +a? - 3La)><]..5BTT =.4.5267x10°m

6EIL

P(L —a)x
............ AL
5 Pa(3L’ ~4a®)  Pa
> =
ara x=a 12 48E] 24GA
Pa 3 5 ) 5 2Para x=L/2=0.5m, L=1m
Vo (X) = fsET[X -3Lx” + (2L +a% - L3 Jr-B-TT =2.09756x10°m
L (-&=66.977
____________ PalL—) S ~692683007m
xkGAL Para x=L/2=0.75m, L=1.5M
S =3.0122x10°m
_ _ Pa 2 Pa BTt & = 46.649
vo(x=112)= 7 oL — a2 ]+ 2kGA | Ogres =1.60732¢10°° m}
Para x=L/2=1m, L=2m
Sgrr =4.29268107°m |
£ =32.72
Sgres = 2.88780x10°m

+—,
LxGA

& =7.95
Sares = 4.1667x10°3 m}

A O (mer-ea) = 0-2584mm
O ogan2007 = 0.2597mm ..
Opreg = 0.2474mm

&, =0.5006%
& g =4.26%

Fleischfresser (2012),
Método de elementos de contorno: 64 celdas
Del grafico:

96, = Sguec_oq = 0.0044TM| £, 0 =0.00%
Sares =0.0041mm " & g5 =6.82%

Paiva Gomez de Souza C. y Guimaraes Cruz
G. (2017) p7,8y 9.
Método de Diferencias Finitas: n=55

) De gréficos y tablas:

/Para x=L/2=0.5m, L=1m

S e = 0.00026cm
Oy = 0rgg =0.00007cm

X Para x=L/2=0.75m, L=1.5M
Sy o = 0.00035m
Sn = Oreg =0.00016cm

%
Para x=L/2=1m, L=2m

Syroe =0.0004&m
Syp = Ores =0.0002%m

}...g =27143%
}...5 =118.75%

}...g =65.52%

Fuente: Elaboracion propia.
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6.3. Responsabilidad ética

El presente trabajo de Tesis “Aplicacion de la teoria de Timoshenko al
Método Area-Momento, mejora la exactitud de la curva elastica en vigas
isostaticas” ha permitido obtener el nuevo método grafico denominado “método
de areas de momento y de fuerza cortante” con el cual se pueden calcular los
desplazamientos y giros de la curva elastica de las vigas isostaticas de uno y dos
miembros en puntos especificos, considerando los aportes del momento flector
y de la fuerza cortante, mejorando la exactitud de los mismos comparado con el
método de area — momento. El nuevo método ha sido probado en vigas
isostéticas de uno y dos elementos con resultados satisfactorios y es Unico;
porque, otros autores que realizaron investigaciones aplicando la teoria de vigas
de Timoshenko estaticas o dindmicas han utilizado los métodos numeéricos
como: diferencias finitas, elementos finitos, elementos de contorno e integracion

sucesiva.
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CONCLUSIONES

a) Habiendo tenido por objetivo formular la aplicacion de la teoria de vigas de
Timoshenko en el método de area-momento (teoria de Euler . Bernoulli) para
mejorar la exactitud de la curva elastica en vigas isostaticas de toda longitud y
luego de haber planteado la hipétesis general correspondiente; a fin de
solucionar los problemas de calculo de la curva elastica para vigas de longitud
corta de la teoria de Euler-Bernoulli, luego de inclusién de la fuerza cortante en
el célculo de la curva elastica y con las herramientas del analisis matematico y
fisica correspondientes, se ha obtenido dos teoremas ampliadas del método area
- momento a las que denomino “teoremas del Método de areas de momento y

fuerza cortante” cuyos enunciados son:
Teorema 1: “El angulo entre dos tangentes a la curva elastica de la viga (HE,A)

es igual al area del diagrama del M/ El entre esos puntos (A y E) mas la
diferencia de ordenada de V /xGA entre esos puntos”.

Teorema 2: “La distancia vertical de la tangente en E de la curva elastica a la
tangente que viene de A (tE,A) es igual al momento estatico del area del

diagrama del M /El entre los puntos Ay E respecto de E, mas el area del

diagrama de V /kGAentre los puntos Ay E”.

b) Para la validacion analitica de la investigacion, como grupo experimental (GE)
se utilizaron seis vigas con dos tipos de cargas y aplicando los teoremas
indicados se han determinado giros y desplazamientos en puntos especificos de
las vigas. Como grupo de control (GC) se utilizaron las mismas vigas y tipos de
carga. Utllizando los métodos de energia (Trabajo virtual y teorema de
Castigliano), se calcularon giros y desplazamientos en los mismos puntos,
obteniendo resultados idénticos a los del grupo experimental, habiendo quedado

demostrado de esta manera la validez de los nuevos teoremas.

c) Para la validacion cuantitativa de la investigacion, se utilizo los ejemplos de

aplicacién de vigas que otros investigadores utilizaron para controlar el desarrollo
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de sus programas por métodos numéricos como: los elementos finitos (MEF),
diferencias finitas (MDF), elementos de contorno (MEC) sobre la teoria de vigas
de Timoshenko, contrastando estos resultados con los obtenidos de las
ecuaciones por métodos exactos (integracion sucesiva) desarrollados para la
misma teoria.

Aplicando los mismos datos de céalculo en las ecuaciones del método de areas
de momento y fuerza cortante, en puntos especificos para el mismo tipo de viga
y carga, los resultados obtenidos son iguales a los métodos exactos, iguales o
muy cercanos al de los métodos numéricos. Con esto se confirma la validez de
la hipotesis propuesta. Para la validacion numérica como ejemplos se utilizaron

dos vigas isostaticas con dos tipos de carga cada uno.
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RECOMENDACIONES

Habiendo demostrado analiticamente y numéricamente que con el
meétodo de areas de momento y fuerza cortante se obtiene iguales resultados
gue con el método exacto de integracion y métodos de energia, aplicando las
teorias de Euler-Bernoulliy Timoshenko lo que constituye una mejora del método

clasico de Euler Bernoulli, se recomienda:

a) aplicar este método a vigas isostaticas de tres 0 mas miembros para ver
su influencia sobre el calculo de las pendientes como se observé en vigas de dos
miembros.

b) Utilizar el método de areas de momento y fuerza cortante para el andlisis
de vigas hiperestaticas.

C) Investigar los aportes de la fuerza axial en traccion y compresion a la curva
elastica mediante el método de areas de momento y fuerza cortante.

d) Fomentar en centros de ensefianza superior el uso de este método por
ser mas simple y didactico que los otros métodos, debido al uso de graficos
permite una rapida visualizacion fisica y asimilacion de la curva elastica de vigas

por parte de los educandos.
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MATRIZ DE CONSISTENCIA

VARIABLE DIMENSION INDICADOR UNIDAD METODO
PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS DE COMPLEJO
MEDIDA

GENERAL GENERAL Desplazamiento vertical | mm

¢Cémo mejorar la exactitud | Formular la aplicacién de la GENERAL Exactitud de | Desplazamiento f(x X. 7 )_ v

de la curva elastica de vigas | teoria  de  vigas  de | Con la aplicacion de la teoria | 12 curva de la elastica CAE L P

por el método de é&rea- | Timoshenko en el método de | de Timoshenko sobre la elastica=Y f(x X Z) —y

momento considerando | &rea-momento para mejorar | Pase del método de area — ,21 A LA Grupo experimental

ademas del momento flector, | la exactitud de la curva g]xc;ngt?tﬂtc;]ﬁe Iaa(l:JLTr]\?:tealésticlg Pendiente rad (GE)

la fuerza cortante para que | elastica en vigas isostaticas en vigas isostaticas f(xl’ X3 , ZI) =Y, M. de 4rea-momento

tenga alcance general? de toda longitud. 3
ESFECIFICOS- ESFECIFICOS ESPECIFICOS: f(X,,X,,Z,) =v. Teoria de
,Como mejorar la exactitud | Mejorar la exactitud del | L& exactitud —de los Timoshenko
el desplazamiento lateral de | célculo de desplazamiento | esPlazamientos jaterales D. cortante V/
la curva elastica de vigas | d¢ 12 elastica de la viga Zgrennigtsadel mofnogrfso (I?I:eacr;o? Teoria de Dia N.m

. ] isostatica con el aporte de ’ | 1 grama de f(P,GA, |_)=X1

considerando ademas  del las fuerzas cortantes | '@ fuerza cortante interna. Timoshenko | Fuerzas internas Grupo de control (GC)
momento flector. la fuerza | jiemas del momento flector | L2 magnitud del | =X f(W’ GA, |_)=X2 ‘ ’
cortante sobre la base del | mediante  métodos  de despllazamlento ’Iateral es Métodos de Energia:
método de area — momento | alcance mas general. funcion del ndmero de D. Momento flector M N _m3 -Teorema de
para que tenga alcance elementos componentes y f(P El L)_ X Castigliano i
general? M’?jorlard la ea(gctitudd dlel Eg”ég:éggg” d‘iel‘;"gglrj]'doise-me 1= E)= % ;/_P;mcllplo de Trabajo
6 ; ; célculo de pendientes de la ) irtua
;Co‘r:ec;g::rj‘(:;ar I(;a\eex?;tltglcjirsz elastica de FI)a viga isostatica Zg;nn‘:gtsa ol mo;oen:tlgﬁreacl:g? f(W’ El, L)‘ X4

- . ; con el aporte de las fuerzas . ' E—L=2,
elastica de vigas considerando | qrtantes ademas del la fuerza cortante interna.
lademas del momento flector y momento flector mediante La magn[tud de la Pendiente Un elemento AB—AS = Z,
la fuerza cortante sobre la | métodos de alcance mas | €S funcion del numero de Viga _ Sin
base del método de area — | general. gfnr?igemgzi éﬁzn;;z/?rr‘f&t sss y _isostética BA-AS-L=Zs unidades
momento para que tenga =Z E_R_AS =7,
alcance general ? Dos elementos

AD—AS—R—AS =7

Nota:
X1, Xs, Y1, Y3 para carga puntual P E= Mddulo de Elasticidad longitudinal A = area de la seccion transversal N = Newton

X2, Xa, Y2, Y4 para carga distribuida w.

G = Médulo de elasticidad transversal

L = longitud de la viga

m = metro
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INSTRUMENTOS VALIDADOS

Por tratarse de una investigacion tedrica del area tecnologica y campo
estructural, los instrumentos de validacion estan constituidos por las
herramientas de calculo denominados leyes y principios de la mecanica. Los
utilizados en este trabajo para el grupo de control (GC) son:

- El teorema de Castigliano

- El principio de trabajo virtual

- El principio de superposicion.
Para la experimentacion o grupo experimental (GE) se utilizé el teorema
ampliado desarrollado del método de area — momento y de la teoria de
Timoshenko; denominado como los teoremas de “areas de momento y de la

fuerza cortante”.

BASE DE DATOS
En esta investigacion se trabaja con ecuaciones que relacionan variables para

determinar giros y desplazamiento en puntos especificos de la viga elastica.
- BASE DE DATOS ANALITICOS

Solucién analitica exacta Método de Areas de momento y
fuerza cortante
) e e e e e e e
| L
Fleischfresser (2012), Carrer et al (2013)
w(ix} L, L wL’ wL*  wL?
= | — —— J— —> 9 X= 2 = 5 = R
) EI[6 2X+2X] = ® ~ BEI ' 24GA
u(x) = W (x“—4Lx3+6L2x2)+l(2Lx—x2)
24EI 2kGA
wl o wl?
Ux=2)=—+—-
8El 2xkGA
P
A 1 ‘lb'
| L |
Castro (2002) 3
5 2 40 80 5B:£+i:@+ﬂ
O(X) = _-X" =X >.0(x=4)=—_~ 3El  «GA 3El «GA
El El El
2
6, - PL _ @
2El El
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40 , 5 , 10

UX)=—-X"—— X"+ —-X
2El 3El GA.
—>u(x—4):@+ﬂ
3El  xGA

Hibbeler (2004)
Px? 640
u(x)=——(BL-x) »u(x=4)=—
()= g BL=%) >ulx=4)=—o

Fleischfresser (2012), Carrer et al (2013)
W (4 3,13 w 2

U(x) = ——Ix" =2 + ')+ ——(Lx—x
(0= Je o aalix)

Fleischfresser (2012), Paz
< =_
X<a— B 2E|
X)= —\— X" +3ax“ )+ —X
y() 6EI( ) kGA 5 _Pa2(3L—a)+ Pa
Bmax —
6El xKGA
Pa’ Pa
Xza—>yx)=—/(3x-a)+—
Y00 = o (Bx-a)+
S N N R 13,
ALT o
— |
SwL*  wL?

C max = Sorct To ~n
384El 8xGA

24E
lP=IDJIlJN
P 3 B
e
Logan (2007) PL® PL
5max ==t
pL4 (4 ) 48El  4xGA
=.—\4+
" 24E) v
__12
v kGAL?
P
A pr ! . C
T 8 el
- —
L
Fleischfresser (2012) pa2b2 Pab
Sy =. o
3LEI LxGA
Pa3L>-4a’) Pa
L2 — +
48EI 2xGA

165



Para x<a
_ P _ _ 3 2 2_
vl(x)—isE”_[ (L—a)x® +a(2L? +a® —3Lax]..
............ +Mx
kKGAL
Para x> a
Pa 3 2 2 2 2
Vv, (X) = X° —3Lx° +(2L° +a“ )x - L4 |..
O (1" +a% k- La?]
N Pa(L — x)
............ —GAL
V,(x=1/2)= "2 [312 _4q2]+ 12
48El 2xGA

BASE DE DATOS NUMERICOS

Método de Areas de momento y fuerza Métodos Numéricos
cortante

7 1 ¥ T ¥ ¥ F ¥ 1

. !

A

B

w=100kN/m, L=2m, L/h=3.33, A=0.20x0.60m?, 1,=0.0036m*, k=5/6 E=50GPa, u=0.20,
p=2.500kg/m?3

Fleischfresser (2012), Carrer et al (2014)

wL4 w2 Método de elementos de contorno: 64 celdas
O = et o An S =0, =0.0012mm

8EI 2kGA BTT B(MEC) £=833%
Sgrr =1.207x10°m Ogres = 0.001Imm

}..g =7.95%
De Campos (2015)

Método de Elementos Finitos: 50 elementos
Ssp = Oppe =1.207x10°m

Sqres =1.111x107°m
Onen = Orne =7.4074x10°rad

Sgres =1.111x107°m

3
_ WL 4074x10  rad
6El

0, }.g =7.95%

R N | P—)

A
| L

De Campos (2015)
P=10kN, L=4m, L/h=5, A=0.30x0.80=0.24m?, I= 0.0128m* E=1, G=0.4, y=0.25, k=5/6
h=2.00m, L/h=2,1=0.2, A=0.6

h =0.04m, L/h = 100, 1=1.6x10°, A=0.012

P =100 kN, A=0.1x1=0.1m2, 1=1/120
E=2.05x108kN/m2, , u=0.20

L=1m, L/h=1

L=5m, L/h=5

De Campos (2015)
pL® PL 640 40 Método de Elementos Finitos: 100 elementos

B:7+7:7+7 L/h=5
3El «GA 3El «GA
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Opgrr =1.717x10'm }"g -291% 5BTT = 5B(MEF) =17170%m £=2.91%

Sares =1-2667><10“m Sares =1667X10°m e
- ;’EI _ g 6, =6.25x10°rad

L/h=2 L/h=2

Sorr =1.267x10°m }HE: 15.79% Oop = O =1.2670°m|

Spres =1.067X10°M Sores =1.067X10°m }"g_ T

L/h=100 L/h=100

Oary =1.333440°m }..g=0.0075% Osn = Gppg =1.0000° m}

Seres =1.3333A0°m . £=-33.3%

Sares =1.333610° M

é‘BTT > 5BTEB , CORRECTO. No se genera
el efecto de Shear Locking.

L=1m, L/h=1

Sgrr =3.3561x10°m
& =41.86%

Ogrr = 5B(MEF) < Oprep
Shear Locking)

FALSO! (efecto de

Paiva Gomez de Souza C. y Guimaraes Cruz G.

(2017)
Método de Diferencias Finitas: n=55
L=1m, L/h=1

- -5 _
§BTEB =1.9512x10"m 5BTT =0.0038%m =07 44%
L=5m, Lh=s Sun = Ores =0.00195m
Ogrr =2.4741x107°m = =
BTT g }..6‘:1.419% L=5m, L/h =5
Seres = 2:4390°m Ogrr =0.25346cm }“g _3.00%
Sy = Ogreg = 0.243%M
A } l B
|
P = 1000 1 kN, a=L/2=1Im
A=0.20x0.60m?, 1;=0.0036m*, k=5/6 E=50GPa, p=0.20, p=2.500kg/m?
Paz Fleischfresser (2012)
193 = E Método de elementos de contorno: 64 celdas
Serr = Oyeces =5.1096x10°m
s _Pa’(3L-a) Pa Seres == 4.6296x10°m
B 6EI kGA

% =9.39%

| T T |

}
! B
|
\

L

w=100kN/m, L=4M, A=0.2x0.6m?, ,E=50GPa, u=0.20

S5wL*  wlL?
CmaX — Ao A1 +t
384El 8xGA

Fleischfresser (2012)
Método de elementos de contorno: 64 celdas
Del gréfico:

5TT = §B(MEC—64) =0.00195m ErMec = 0.00%
Sares =0.00186m T g =4.615%

5. =19478540°m
&% =5.184%
Sreams =1.85185¢10°m
lP:lﬂmN
oS5 E i
e

QC

P=10kN, L=0.40m, A=0.025x0.050=1.25x103m?, L/h=8, E=207GPa, G = 80 GPa

P=1000Kn, L=4m, a=3m, L/h=6.67
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A=0.20x0.60=0.12m?, 1,=0.0036m*, k=5/6 E=50GPa, p=0.20, p=2.500kg/m?

Paiva ...

P =100 kN, A=0.1x1=0.1m?2, 1=1/120
E=2.05x108kN/m?, , u=0.20

L=1m, L/h =1, a=0.2m

L=1.5m, L/h=1.5

L=2m, L/h=2

_ P L PL
™ TABEl  4xGA

Orr . =-2.5934x107m

) . }..g% =4.62T%
Sreamn = 24734x10*m

Pa’b? Pab
Og = + :
LxGA

" 3LEI

Sarr =.4.5267x10°m

& =7.953%
Sures = 4.1667x10°° m}

Pa3L2-4a?) Pa
L2 = +
48E| 2kGA

Para x=L/2=0.5m, L=1m

Sgrr =2.09756x10°m
Sqres =6.92683107m
Para x=L/2=0.75m, L=1.5M
Sgrr =3.0122x10°m

Seres =1.6073210°m
Para x=L/2=1m, L=2m
Sgrr = 4.29268x10°m

Sares = 2.88780x10°m

}..g =66.977%
}..g =46.64%

}..8 =32.727%

De Campos (2015)
Método de Elementos Finitos: 64 elementos

O (wer_se) = 0-2584mm
O\ ogan-2007 = 0-2597mm ...
Ogrep =0.2474mm

&, =0.5006%
&g =4.26%

Fleischfresser (2012),
Método de elementos de contorno: 64 celdas
Del gréfico:

O = 5B(ME0764) =0.0044mm|  &; e =0.00%
EBTEB =0004]mm gT*EB = 682%

Paiva Gomez de Souza C. y Guimaraes Cruz G.
(2017) p7,8y 9.

Método de Diferencias Finitas: n=55

De gréficos y tablas:

Para x=L/2=0.5m, L=1m

Our_woe = 0.00026cm
Oua = 07 =0.00007cm
Para x=L/2=0.75m, L=1.5M
Surwoe = 0.00035m
S = Oreg =0.00016cm
Para x=L/2=1m, L=2m
Our_wor = 0.0004&m
Oy =O7gg =0.0002%m

}...g =27143%
}...5 =118.75%

}...6‘ =65.52%
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