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RESUMEN

La robotizacién es un nuevo campo en los actuales procesos industriales de produccion,
que va mas alld de la automatizacion, debido a que los sistemas robéticos se basan en
los sistemas mecéanicos, de control electrénico, en la microinformatica, en los campos
de la inteligencia artificial, del aprendizaje y del reconocimiento de formas, permitiendo
a los robots tener .conocimiento de su entorno y adaptar- su comportamiento

automaticamente tomando la decisién correspondiente.

El presente trabajo corresponde a una aplicacion concreta de la ecuacidn de Lagrange-
Euler a un sistema de cuerpos rigidos que conforman un brazo robdtico con dos
articulaciones, el cual permitira a los estudiantes de fisica e ingenierias conocer sobre
las aplicaciones de los formulismos mecéanico-clasicos de la fisica a la tecnologia,

especificamente, al campo de la robética.

Este trabajo se ha realizado describiendo en primer lugar, los aspectos generales sobre la
robética, luego se desarroilé la base matemética necesaria que se utiliza, asi como se
estudié la cinemética y dindmica de la estructura mecdnica de un robot rigido.
Finalmente, la labor se concentrd en realizar el estudio tanto en los aspectos fisicos y
matematicos y la aplicacién concreta al movimiento de un brazo robético con dos
articulaciones, usando las técnicas numéricas para la solucién de las ecuaciones

diferenciales de segundo orden altamente acopladas, que describen su movimiento.

Dentro de este contexto, el desarrollo de este trabajo tedrico-computacional viene a ser
un aporte al estudio de los fundamentos basicos de la cinematica y dindmica de un brazo

robético con dos articulaciones.



ABSTRACT

Robotics is a new field in technology in modern industrial processes, which go beyond
automatization, since robotics systems are based on mechanical systems, electronical
controls, microcomputers, artificial intelligence, the learning and recognition of shapes,
which allow robots to be sensible to its surroundings and adjust its behavior

automatically by taking its own decisions.

This research work corresponds to a concrete application of the Lagrange/Euler
principles to rigid bodies in the form of a robotical arm subject to two articulations. This
will make physics and engineering students possible to know how to apply classical

mechanics formulae to technology, specifically to robotics.

This work has been carried out focusing on the general aspects of robotics on the one
hand, and the mathematical basics necessary to study the kinematics and dynamics of

mechanical structures, corresponding to rigid robot systems, on the other hand.

Finally, this treatment highlights the study both of the physical and mathematical
aspects and its practical applications to the movement of a robotical arm with two
articulations, using numerical methods and techniques to the solving of second order

highly coupled differential equations to simulate the movements.

Within this context, the realization of this theoretical and computational research is
considered a contribution to the fundamentals of the kinematics and dynamics of a

robotical arm subject to two articulations.



INTRODUCCION

GENERALIDADES

La Fisica como ciencia de la naturaleza estudia el movimiento de las particulas y los
cuerpos, usando teorias y métodos apropiados en cada caso, destacdndose de manera
especial por su aplicacion, el estudio de la dindmica de cuerpos rigidos, utilizando la

cinematica y la dindmica clasica.

Dentro de esta 4rea, tenemos la teo={a de la dindmica de Lagrange, la cual posee grandes
ventajas sobre los métodos convencionales, no sélo en el campo de las aplicaciones,
sino también en el campo de la investigacidn tedrica. Esta teoria simplifica el estudio de
la dindmica de particulas y dindmica del cuerpo rigido en un solo procedimiento, tal
como es evaluar solamente la energia cinética y potencial del sistema, para dar lugar a la
funcion lagrangiana de la cual se deduce las ecuaciones de movimiento. Este método es
el mismo y es independiente del nimero de masas consideradas, del tipo de coordenadas
empleadas, del nimero de restricciones sobre el sistema y de que las restricciones y el
marco de referencia estén o no en movimiento; remplazandose los métodos especiales

por un método general tnico.

Una de las aplicaciones de esta teoria corresponde a la cinematica y dindmica que
ejecuta un brazo robdtico, el cual puede tener una, dos o mas articulaciones en el
gjercicio de su movimiento, y dada la generalizacidén y profusion de la tecnologia en
automatizaciéon y control, el presente trabajo es un caso particular que estudia la
cinematica y dindmica de un brazo robético con dos articulaciones, que se espera debe
ayudar a los estudiantes de los ultimos ciclos y profesionales de fisica, electrénica,
mecatrdnica y otras ramas afines, dedicadas en estas lineas de trabajo y de
investigacion, a comprender los aspectos tedricos fundamentales de esta metodologia y
de su aplicacién préctica en este campo de la tecnologia.
{

El presente trabajo tiene como objetivo principal contribuir con el estudio y aplicaciones
de la mecénica cléasica, a través del uso del formalismo de Lagrange, al movimiento de

sistemas de cuerpos rigidos, lo cual implica la determinacién de las ecuaciones de



movimiento de un brazo robdtico con dos articulaciones aplicando las ecuaciones de

Lagrange.

Esperamos que este trabajo sea una contribucién en el proceso de ensefianza-

aprendizaje para los estudiantes y profesionales dedicados a estas areas, relacionados

con los aspectos tedricos del tratamiento del estudio de los cuerpos rigidos que se

realiza a través del método de Lagrange.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

I. SELECCION

1.1.

1.2

General: “Mecanica cldsica”

La mecénica clésica es una parte de la fisica que estudia el movimiento de las
particulas y los cuerpos rigidos, asi como las causas que lo producen. Uno de los
métodos que estudia este movimiento es la Dindmica de Lagrange.

Las ecuaciones de Lagrange son de manera especial formulaciones potentes y
sencillas como instrumentos de solucién de una gama muy amplia de problemas
tedricos y practicos relacionados con sistemas mecdnicos, eléctricos,

electromecanicos, mecatronicos, etc.

Especifica: “Aplicacién de la dinamica de Lagrange a un brazo robético

con dos articulaciones”

La dindmica de Lagrange se basa en las ecuaciones de Lagrange que son validas
en sistemas inerciales y no inerciales, cuya aplicacién, depende de la
configuracidn del sistema objeto de estudio.

El estudio del movimiento de un brazo robético con dos articulaciones resulta
ser una aplicacion de estas ecuaciones, que merecen un tratamiento especial
debido a que esta constituido por dos cuerpos rigidos conectados a través de
articulaciones, para los cuales se hace necesario determinar las matrices de
transformaciéon homogéneas, en funcién de los grados de libertad, coordenadas
articulares y coordenadas de posicién, necesarias para la obtencién de las

energias cinética y potencial del sistema, y por tanto, determinar la funcién



lagrangiana en términos de las matrices homogéneas. Por ultimo, se aplica las
ecuaciones de Lagrange para sistemas donde intervienen fuerzas conservativas y
no conservativas. Este segundo grupo de fuerzas corresponde a las fuerzas
externas y pares de fuerza que deberan ser aplicadas por los actuadores o

motores del brazo.

II. DEFINICION

La dindmica es el estudio de sistemas de particulas o cuerpos rigidos que nos
permite determinar las ecuaciones de movimiento correspondientes, considerando
todas las fuerzas que intervienen, a fin de conocer la evolucién en el tiempo de tales
sistemas, es decir, conocer los estados futuros predecibles, tales como: la posicién,
velocidad, cantidad de movimiento, momentum angular, etc.

Un cuerpo rigido esta constituido por un sistema de particulas que cumplen con las
condiciones siguientes: La distancia entre ellas es constante, las dimensiones de las
particulas constituyentes del sistema son microséépicas, se desprecia las vibraciones
térmicas de las particulas. Por ejemplo, para determinar la energia cinética de un
cuerpo rigido, se considera como un conjunto de particulas microscépicas, cada una

de la cuales contribuyen a la energia de este cuerpo.

Actualmente, la automatizacién y control de los procesos industriales han alcanzado
grandes niveles de desarrollo, debido al avance de la electrénica y de Ia
computacion, las cuales, se sustentan en la fisica tedrica y experimental desarrollada

por investigadores y cientificos del érea.

Las teorfas en que se basa su estudio son principios fisicos que luego se aplican,
haciendo uso de tecnologias apropiadas, a la generacion de nuevas tecnologias. Un
caso particular dentro del campo de la fisica viene a ser la teorfa y ecuaciones de la
dindmica de Lagrange, que al aplicarse dentro del campo de la robética, permite a
los estudiantes y profesionales de la fisica a obtener aplicaciones directas de estas

teorias a situaciones concretas.



El estudio de un brazo robotico con dos articulaciones, es un ejemplo de aplicacidén
de esta teoria, donde es posible determinar las ecuaciones que rigen su movimiento,

que posteriormente pueden ser evaluadas por técnicas numéricas.

IIL. JUSTIFICACION DE SU ESTUDIO

(V8]
—

3.3.

3.4.

Iv.

4.1.

Los resultados tedricos y su correspondiente simulacion en ordenadores para
casos particulares del movimiento de un brazo robético, permite a los
estudiantes de ciencias e ingenieria, profesores y demds interesados,
relacionados con esta tematica, logren una comprensién de la base tedrica del
movimiento de un brazo robdtico con dos articulaciones, en particular de la
aplicacién directa de las ecuaciones de Lagrange. El beneficio de esta
investigacion repercutird notablemente en el proceso de ensefianza-aprendizaje

de los temas en estudio.

Los estudios existentes aplicativos de la dinamica de Lagrange en los brazos
roboéticos, son presentados en la literatura especializada de forma genérica, no
existiendo trabajos desarrollados detalladamente con resultados numéricos y
programas computacidnes utilizados para tal fin, como es el presente trabajo, en

tal sentido, se justifica la ejecucidn de la presente investigacion.

El presente trabajo representa un esfuerzo para obtener e incrementar un material
bibliografico didactico que esté al alcance de los interesados, a fin de cubrir la

carencia de bibliografia en nuestro medio sobre esta temaética.

La presente investigacion fue vulnerable, o sea, fue posible ser investigada, por
que se cuenta con la informacién bibliogréfica y equipamiento bésico para la

comprobacion de la hipétesis.

PLANTEAMIENTO

IMPLICANCIAS:
a. Cientifica
La presente investigacion contribuird en el desarrollo de las aplicaciones de la

dindmica de Lagrange dentro del campo de la robotica.

b. Tecnolégica
El presente trabajo de investigacién permitird que los especialistas en esta

tematica puedan lograr un desarrollo tecnolégico en el campo de la robética.
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4.2.

4.3.

c. Pedagogica
Los resultados de la presente investigacion contribuiran a mejorar el proceso de

ensefianza aprendizaje en la comprensién de las aplicaciones de la mecanica

clasica a sistemas mecanicos.

LIMITANTES:
a. Teorica.
Las tres leyes de Newton y el principio de trabajo virtual, pueden considerarse

como los fundamentos sobre los cuales se basa toda la mecanica clasica.
Asimismo, las leyes basicas de la dindmica pueden ser expr.esadas
matematicamente de varias maneras diferentes a las dadas por Newton, siendo
éstas: El principio de D’ Alembert, las ecuaciones de Lagrange, las ecuaciones de
Hamilton y el principio de Hamilton. Todas éstas son equivalentes que pueden
ser deducidas de las leyes de Newton y del principio de trabajo virtual.

Para el desarrollo de nuestro tema (ecuaciones de Lagrange), se hizo uso de
libros, revistas especializadas, articulos cientificos, Internet y otras fuentes
documentales.

b. Temporal. _
La presente investigacion es basica y de tipo longitudinal. Se inicié en julio del

2003 y culminé en enero del 2005.

c. Espacial.
Se desarrolld tomando como unidad de analisis, un brazo robdtico con dos

articulaciones de rotacidn, siendo su tratamiento integralmente teérico, por lo
que no se aplicard técnicas de muestreo.

Para la aplicaciéon y comprobacion de la hipdtesis se hizo uso del material
bibliografico existente en las bibliotecas de las universidades de Lima y pfopia,

asi como enlaces de Internet.

INTERROGANTES:
El problema planteado fue analizado en base a las siguientes interrogantes:

a. Generales:
. Qué aplicaciones tiene el estudio de la mecdnica clésica en el movimiento de

los cuerpos rigidos, tal como los cuerpos rigidos o eslabones que constituyen el
brazo de un robot?

b. Especificas:
¢ Qué es un brazo robotico?

¢ Cudles son las caracteristicas del brazo robotico?

11



4.4.

¢ Cuales son las teorias existentes para el estudio de un brazo robético?

(Cuéntos son los grados de libertad existentes en el movimiento de un brazo
robotico con dos articulaciones?

(Cudles son las coordenadas generalizadas que se pueden establecer para la
descripeion del movimiento de un brazo roboético con dos articulaciones?

¢ Es posible estudiar la robética haciendo uso de las ecuaciones de Lagrange?
..Qué aplicaciones adicionales a las existentes, podemos encontrar de la
dindmica de Lagrange?

¢ Cuales son los desplazamientos lineales y angulares existentes en este tipo de
movimiento?

(Cual es el valor de las componentes de las velocidades lineales y angulares en
funcién de posicién y de los cosenos directores de las articulaciones?

(Cudles son las fuerzas restrictivas, ficticias y generalizadas que pueden ser
consideradas en este movimiento?

¢ Cudl es el valor de la energia cinética y potencial total de un brazo robético con

dos articulaciones en ausencia de fuerzas no conservativas?

- (Cudles son las ecuaciones dindmicas de movimiento de traslacion y rotacion de

un brazo robdtico con dos articulacidnes?

¢ Cuadles son los torques o pares de fuerza necesarios para lograr una determinada
trayectoria en el extremo de un brazo robético con dos articulaciones?

(Cuadles son las caracteristicas que deben tener los actuadores en un brazo
robotico, para que el extremo del manipulador cumpla con una trayectoria
planificada?

(De qué manera contribuira el brazo robético con dos articulaciones en el

proceso de ensefianza aprendizaje?

OBJETIVOS:
a. General
- Contribuir con el estudio y aplicaciones de la mecénica clésica, haciendo uso

del formalismo de Lagrange para el movimiento de sistemas de cuerpos
rigidos.

b. Especificos
- Determinar la dindmica de un brazo robdtico con dos articulaciones

aplicando las ecuaciones de Lagrange.



- Simular en un ordenador la trayectoria del movimiento de un brazo robdtico
con dos articulaciones, sin considerar las fuerzas externas no conservativas
‘que intervienen, solucionando numéricamente las ecuaciones de movimiento
que lo rigen.

- Determinar las constantes y coeficientes para una trayectoria planificada del
extremo del manipulador.

- Contribuir en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los estudiantes de los

ultimos ciclos de fisica, mecatrénica y especialidades afines.

V. MARCO TEORICO Y CONCEPTUAL DE REFERENCIA

“El estudio y desarrollo de los mecanismos de robot se originaron a mediados de los
cuarenta, cuando se disefiaron y fabricaron en el Oak Ridge y Argonne National
Laboratories manipuladores maestro-esclavo para el manejo de materiales
radiactivos”. | _

A partir de esa década se han venido desarrollando una serie de prototipos que se
han ido adaptando cada vez mas a las necesidades industriales, tal como, el aumento
de la productividad en la mayorié de los paises industrializados.

La robdtica es un campo interdisci.plinario que van desde el disefio de componentes
mecdnicos y eléctricos hasta la tecnologia de sensores, sistemas de computadoras e
inteligencia artificial. Esta realidad permite que profesionales de diferentes
especialidades, relacionadas con este campo, puedan aportaf desde su optica a su
desarrollo.

@ involucra la

El estudio de la dinamica del brazo de un robot de una articulacion
obtencion de un‘mode'lo dindmico, el cual, puede ser obtenido a partir de las
ecuaciones de Newton-Euler y de Lagrange-Euler y de las ecuaciones generalizadas
de D"Alembert .

Consecuentemente, este nos conduce al desarrollo de ecuaciones de movimiento
dindmicas acopladas para las articulaciones del brazo, que pueden ser abordados
dentro de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales o no lineales. Para

este ultimo tipo de ecuaciones es de importancia analizar la estabilidad de sus

soluciones. Ademas, de ello se hace necesario el conocimiento del dlgebra lineal

M Fy, K.S. et al, Robética: Control, deteccion, vision e inteligencia, Pag. X.
@ CARELLI, Ricardo, Dinamica y control de manipuladores robéticos, Pag. 37.

-
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como un instrumento matematico para la representacion y solucién de los sistemas
de ecuaciones correspondiente a un brazo de robot con “n” grados de libertad.

Es de fundamental importancia conocer el estudio relacionado con el brazo de un
robot con dos articulaciones, lo cual servira de base para comprender el estudio del
brazo robdtico con més articulaciones, es decir, con mas grados de libertad. Cabe
precisar, que un mayor numero de grados de libertad en el brazo le permitira a éste,
una mayor cantidad de movimientos posibles y consecuéntemente se obtiene un
movimiento mas fino del extremo del manipulador.

Solucionar este caso particulai, implica analizar el problema bajo el rigor de las
leyes fisicas y herramientas matematicas antes mencionadas, y solucionar e] sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales altamente acopladas las que
involucran un mayor grado de dificultad en su solucién. Felizmente, en la actualidad
se cuenta con técnicas numéricas y de ordenadores personales, que facilitan
notablemente la solucién de tales sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El estudio del movimiento de un brazo robético con dos articulaciones toma como
base lo investigado y publicado sobre el estudio de un brazo robético con una
articulacién que presenta propiedades elasticas @, Este estudio se basa a su vez en
las ecuaciones de Lagrange, las cuales permiten determinar la posicién, velocidad,
cantidad de movimiento del extremo final y de las componentes del sistema de
cuerpos rigidos que estan unidos a través de dos articulaciones. Tales ecuaciones,

son la siguientes: ¥

dfo oL _
dt| 8q oq ; !
donde j=1,2,..n (nes el numero de grados de libertad del sistema), j representa
las fuerzas externas o pares de fuerzas no conservativas que intervienen en el
sistema, g representa l.as coordenadas generalizadas del sistema, t es el tiempo y L
representa la Lagrangiana del sistema , que se define como:
L=T-V

donde T es la energfa cinética del sistema y V su energia potencial.

®)14d (2).
“ Goldstein, H. Mecénica Clasica, Barcelona, Edit. Reverté, pag. 78.
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Juerza que aplican los actuadores para una trayectoria determinada’”.

‘VI.. ...

6.1.

HIPOTESIS:

“Mediante la teorta de la dindmica de Lagrange, se determina las ecuaciones de

movimiento de un brazo robdtico con dos articulaciones, asi como, los pares de

’

Operacionalizaciéon

Determinacion de variables e indicadores:

Variable X = Dinamica de Lagrange
Indicadores:

x;:  Lagrangiana del sistema de cuerpos rigidos

X2: Ecuaciones diferenciales ordinarias de movimiento
Variable Y = Dinamica de un brazo robético con dos articulaciones.
Indicadores: '

yit Grados de libertad

ya Coordenadas cartesianas y articulares de posicion
y3:  Velocidades lineales |

ys:  Velocidades angulares

ys:  Fuerzas conservativas y no conservativas

¥é: Energia cinética total

y7 Energia potencial total

ys: Pares de fuerza

Yo: Ecuaciones de movimiento
MATERIALES Y. METODOS

De los materiales

Para la ejecucion de la presente investigacidn, se usé como materiales

bibliograficos: Revistas y articulos cientificos, textos especializados, Internet,

etc., asi como una computadora personal y materiales y equipos de impresion.

También se usé los servicios de Internet, programacién Fortran, entre otros.
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6.2.

De los métodos

Durante el proceso de investigacion, se emplearon los siguientes métodos

cientificos:

a. Comparativo. Se contrastd los resultados de la investigacion estableciendo
la relacién entre las variables y los indicadores.

b. Especificos. Estos métodos tratan sobre las leyes especificas del movimiento
de cuerpos, abarcando sélo una determinada parte del movimiento robdtico.
Los métodos que serdn aplicados, son: |
b.1. Formalizacion. Se usaron ecuaciones generales del movimiento de

cuerpos rigidos para determinar nuestro caso particular.

b.2. Matematizacién. Durante el desarrollo de esta investigacién se usaron
matematicas superiores y las ecuaciones de Lagrange.

b.3. Inferenciales. Se usé el método deductivo, encontrando a partir de las
ecuaciones de Lagrange las ecuaciones de movimiento de un brazo
robético con dos articulaciones.

c. Particulares. Considerando la naturaleza de la investigacién, se aplicé el
caso especifico de la fisica de los cuerpos rigidos.

d. Simulacién Computacional. Se usé un ordenador paré modelar y simular la
trayectoria del extremo del brazo robdtico en tiempo real, usando los

resultados tedricos obtenidos y las ecuaciones del movimiento que lo rigen.
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_ CAPITULO 1
CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LA
ROBOTICA

1.1. ;Qué es un robot?

La palabra robot proviene de la palabra checa robota que significa trabajo. Una
definicién dada por el Robot Institute of América sefiala que un robot industrial: “Es un
manipulador multifuncional y reprogramable, disefiado para mover materiales, piezas,
herramientas o dispositivos especiales mediante movimientos programables y variables

que permitan llevar a cabo diversas tareas”.

En forma general, se puede sefialar que los robots son sistemas que constan de
componentes que forman un todo. El sistema robético se puede analizar de lo general a
lo particular, utilizando el anélisis sistematico. La entrada del robot ésté constituida por
las érdenes humanas y la salida est4 formada por diversos tipos de trabajo realizado

automaticamente.

Asimismo, se puede definir la robotica tal y conforme lo concebimos hoy en dia, como
el conjunto de conocimientos tedricos y practicos que permiten concebir, realizar y
automatizar sistemas basados en estructuras mecéanicas poliarticuladas, dotados de un
determinado grado de “inteligencia™ y destinados a la producciéon industrial o a la

sustitucién del hombre en muy diversas tareas. ©

1.2. Caracterizacion de un robot manipulador

El robot industrial consiste en un manipulador de propdsito general controlado por

computadora que consta de varios eslabones rigidos conectados en serie por medio de

® MUNOZ, Antonio, Robética, <http:/ ' www.isa.uma.es/personal/antonio /Robotica >, Universidad de
Mélaga, Espafia. Pag.1.




articulaciones prismaticas (deslizantes) o de revolucién (giro). En la figura 1.1 se

(. . . 6
muestra la estructura mecéanica un robot industrial. ©

REDUCTOR COMPACTO

MOTOR C
MCTOR A

. ENGRANAJE PLANO :
EJES DE TRANSMISION ANO (ROTACION C)

CORREA
ENGRANAJE
CONICO .
ROTACION A
( y MOTORB

ENGRANAJE
REDUCTOR CoNico
COMPACTO {ROTACION B} ESTRUCTURA PARALELA

ROTACION B

ABAJO

DENTRO

% (ATRAS)
¥  FUERA

(ADELANTE) AMORTIGUADOR

ROTACION A
ENGRANAJE

GIRATORIO PLANO
(ROTACION A)

CAJA DE ENGRANAJES
MOTOR ’

DENTRO/FUERA

MOTOR DE TRANSMISION VERTICAL
{SERVOMOTOR SIN ESCOBILLAS)

ENGRANAJE PLANO DE
MOVIMIENTO VERTICAL

MOTOR
GIRATORIO

ENGRANAJE GIRATORIC PLANO

CODIFICADOR

Figura 1.1. Estructura mecénica de un robot industrial.

Eslabones: Son los elementos rigidos del manipulador.
Articulaciones: Son las interrelaciones de los eslabones y que permiten el movimiento
relativo entre ellos. Las articulaciones son del tipo esférica o rotula, planar, tornillo,

prismatica, rotacion y cilindrica, tal como se muestra en la figura 1.2.

) UNIVERSIDAD DE VIGO, Automatizacion y Robética, Morfologia del Robot, <www.aisa.uvigo.es

/DOCENCIA/AyRobotica.html>, Espafia, pag.2.
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E—
Ezferica o Rotula (3G0L)

Prismatica (1 GDL) Ratasion (1 GOL) Cilindrica (2 GDL)

Figura 1.2. Tipos de articulaciones o junturas de un brazo robético.

1.3. Componentes de un robot

Un sistema de robot industrial consta de la siguientes partes

1.3.1. MANIPULADOR O BRAZO MECANICO.

Esel conjunto de elementos mecéanicos que propician el movimiento del elemento
terminal (aprehensor o herramienta). Estd compuesto de eslabones mecénicos,
actuadores, engranajes, cadenas, usillos de bolas, etc. Asimismo, dentro de su
estructura interna, se alojan en muchas ocasiones los elementos motrices y

trasmisiones que soportan el movimiento de las cuatro partes que generalmente

suelen conformar el brazo:

a)

b).

Base o pedestal de fijacion. Es montada en un dispositivo que permita el
movimiento en un plano.

Cuerpo.

Brazo. Es un conjunto de eslabones y articulaciones de movimiento lineal o
rotacional formando una cadena. Su funcion es colocar el elemento terminal
del robot en .alguna posicion determinada del espacio. |

Antebrazo.

Muileca. Es un conjunto de pequefios eslabones y articulaciones rotacionales

formando una cadena, que enlazan el elemento terminal con el elemento de

trabajo. La mufieca la podriamos ver como un brazo muy pequefio que se



encuentra en el extremo del brazo. Una vez que el brazo coloca al elemento
terminal en alguna posicién en el espacio, la mufieca es la que nos permite
orientar al elemento terminal en la direccion deseada para realizar el trabajo. A
la mufieca le corresponde los siguientes movimientos independientes o grados

de libertad adicionales: giro, elevacion y desviacion.

En la figura 1.3, se muestra algunos elementos que conforman un robot
manipulador: Base, cuerpo, brazo, codo, antebrazo y muiieca, donde se coloca la
mano o aprehensor o sujetador o efector final. Asimismo, se observa que un
extremo del robot estd conectado a la base y el otro extremo es libre donde se

coloca la herramienta para manipular objetos.

L URISN HDMERD

\ [ U 1D DEL CUERFD

URIoN
DEL COD0 ———fh_
1 .,
i S
urtion | }
- -~ 3 14
MUAECA e, / D
Y T i § = 5&0mm
A
N 1Ll
Eﬁ .‘:
ACCFLAMIENTO DELA ; -3
MAND O PR EHEHSOR -’27{) ANTEERAZD : ,
‘\5'
.

EASE
Figura 1.3. Esquema del manipulador del robot tipo PUMA, con indicacion de sus elementos, sus

articulaciones y de sus posibles movimientos

1.3.2. CONTROLADOR.
Sirve de interfaz entre el usuario y el robot. Es el que gobiemna el trabajo de los
motores (actuadores: los dispositivos que originan el movimiento), en otras
palabras, se encarga de regular el movimiento de los elementos del manipulador y
todo tipo de acciones, célculos y procesado de la informacion, asi como almacena

datos y programas, recibe y envia sefiales a otras maquinas-herramientas por

™ UNIVERSIDAD DE GUADALAIJARA, Robdtica, Programa interactivo tutorial sobre robotica,
<http://proton.ucting.uds.mx/materias/ robética/>, México, pag. 108.
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medio de sefiales de entrada/salida. La complejidad del control varia segun los

parametros que se gobierna, pudiendo existir las siguientes categorias.

a) ~ Control de posicion. Solo interviene en el control de la posicion del elemento
terminal.

b) Control cinematico. Cuando ademads de la posicién se regula la velocidad.

¢)  Control dindmico. Se tiene también en cuenta las propiedades dindmicas del
manipulador, motores y elementos asociados.

d) Control adaptativo. Ademés de lo indicado en los anteriores controles,
también se considera lz variaciéon de las caracteristicas del manipulador al

variar la posicion.

En general, un controlador es todo el equipo necesario para secuenciar los
movimientos del brazo, mufieca y elemento terminal. Las distintas posiciones o
movimientos se logran con las diferentes relaciones entre las articulaciones y los

eslabones

1.3.3. ELEMENTOS MOTRICES O ACTUADORES O FUENTES DE PODER
O PROPULSORES.
Son los encafgados de producir los movimientos en las articulaciones, ya sea
directamente o a través de poleas, cables, engranajes, cadenas, etc. Se clasifican en
tres grupos de acuerdo a la energia que utilizan.
a)  Eléctricos. Para movimientos precisos, silenciosos y muy finos.
b) Neuméticos. Para mover pequefias cargas con gran velocidad.

¢)  Hidraulicos. Usados en grandes robots que deben mover pesadas cargas.

1.3.4. ELEMENTO TERMINAL (HERRAMIENTA O APREHENSOR O
MANO O EFECTOR FINAL O SUJETADOR).
Se acopla a la mufieca del manipulador una garra o una herramienta, que se
encarga de realizar el trabajo previsto. Este elemento soporta una elevada
capacidad de carga y al mismo tiempo conviene que tenga reducido- peso y

tamafio. Adopta diversas formas que es, necesario disefiar de acuerdo a la

ol

operacion que va ha realizar.
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1.3.5. SENSORES.
Sirven para que los robots tengan la capacidad de relacionarse con el entorno y
tomar decisiones en tiempo real, y mediante la realimentacién adaptan sus planes
de accidn a las circunstancias exteriores. La informacién que reciben les hacen
auto programables, o sea, alteran su actuacién y funcion de la situacién externa, lo
que supone disponer de un cierto grado de inteligencia artificial.
Los sensores que se usan en un robot son los siguientes: Rango, proximidad,

acusticos, contacto, fuerza, etc.

Los componentes basicos de un robot son la base en que se soporta, un brazo y un
actuador. La base es rigida y estd sujeta a una plataforma que la sostiene. Cuando se
puede mover, comiinmente siempre lo hace a lo largo de un eje y es para sincronizar el
movimiento del robot con el de otros equipos. De esta manera el movimiento de la base
sumado al movimiento tridimensional del manipulador proporcionan cuatro grados de
libertad. En el interior del brazo o del soporte se encuentran los actuadores o motores y
los sistemas de transmision que provocan el movimiento a través de un dispositivo de
control o computador para dar instrucciones a los sistemas de trasniisién. Asimismo se
incluyen sensores para tener informacién de las acciones del robot y de su estado, o para
percibir el estado del mundo exterior del robot.

Las secciones individuales o eslabones que existen entre las articulaciones son cuerpos
rigidos que soportan las cargas transportadas por el robot, dentro del cual se coloca el
cableado eléctrico y de control. Al final se conectan las muiiecas que pueden tener dos o
tres articulaciones, de cuyo disefio depende la flexibilidad para que el elemento terminal
del robot pueda operar adecuada y eficientemente. Generalmente los elementos
terminales que porta el brazo son pinzas, soldadores, garras, etc.

Un robot tendrd normalmente seis articulaciones para el completo control de la posicién
y la orientacién. Pero generalmente para la mayoria de las aplicaciones no requieren
esta flexibilidad por completo, por lo que se construyen robots con cinco o un nimero
menor de articulaciones. Una articulacion se controla cuando el computador a través de

sus sensores tiene informacion sobre su posicidn, velocidad, fuerza, par, etc.

La superficie definida por el méximo alcance del extremo del manipulador es llamada

volumen de trabajo y ademas sirve para identificar la configuracién del robot.



1.4. Grados de libertad

Es el nimero de coordenadas independientes que tiene una particula o cuerpo rigido al
desplazarse. En el caso de un robot, cada articulacién le provee al menos un grado de
libertad, permitiendo al manipulador realizér movimientos que pueden ser lineales
(horizontales y verticales) o rotacionales (angulares). El nimero de grados de libertad
de la estructura viene determinado por la suma de grados de libertad de cada una de las

articulaciones.

Los grados de libertad en un robot, también se define como los pardmetros que se
precisan para determinar la posicion y la orientacién del elemento terminal del
manipulador, o sea, son los posibles movimientos bésicos (giratorios y de
desplazamiento) independientes. El movimiento y las articulaciones definen los grados
de libertad del robot. Una configuracién tipica de un brazo robot es la de tres grados de
libertad, a la que se afiaden las posibilidades de movimiento en la muiieca, llegando a un
total de cuatro a seis grados de libertad. Algunos robots tienen entre siete y nueve
grados de libertad, pero, por su complejidad, son poco comunes. Un mayor namero de
grados de libertad conlleva un aunﬂento de la flexibilidad en el posicionamiento del

elemento terminal.

En resumen, los grados de libertad representan el nimero de movimientos o de variables
de posicion independientes que el cuerpo puede realizar en el espacio tridimensional.
Un cuerpo rigido cuando se mueve libremente en el espacio tiene seis grado de libertad
(en este caso, 2n, donde n es el nimero de dimensiones), tres para la localizacion y tres
para la orientacién, pudiendo ser estos definidos por completo usando tres traslaciones
ortogonales y tres rotaciones sobre los ejes ortogonales. En el sistema bidimensional, un
cuerpo tiene tres grados de libertad: dos de traslacién y uno de rotacién. En la practica
hay cuerpos y especificamente robots con mas de seis articulaciones con un aumento en
su rendimiento, pero-si las articulaciones son redundantes tienden a causar dificultades
de programacion en el célculo de las transformaciones de los sistemas de coordenadas.
Por eso la eleccién del nimero de articulaciones de un robot, o de grados de libertad,

depende de la aplicacién para la que va a ser destinado.



1.5. Clases de robot ®

Los robots se clasifican por su:

1.5.1. GEOMETRIA: Esta clase de robots estan relacionados con la geometria de su
diseflo, y estan representados en la figura 1.4.
Robots cartesianos. Posee tres movimientos lineales que son los mds adecuados
para describir la posicion y movimiento del brazo. Este movimiento se lleva a
cabo a lo largo de cada uno de los ejes x, y, z. Los robots cartesianos a veces
reciben el nombre de XYZ. Esta configuracion se usa bien cuando el espacio de
trabajo es grande. Tienen 3 grados de libertad, debido a su movimiento lineal son
faciles de controlar y de hacer su modelo cinematico; poseen un amplio volumen
de trabajo (L*).
Robots de podrtico. Son basicamente robots cartesianos con una estructura de
pértico y se aflade un soporte para proporcionar rigidei. Son de grandes
dimensiones y se deben minimizar las deflexiones.
Robots cilindricos. Utiliza coordenadas cilindricas para especificar cualquier
posicién. Sustituye un movimiento lineal por uno rotacional sobre su base, o sea
consta de una rotacidn sobre su base, una juntura prisméﬁca para su deslizamiento
lineal y radial del brazo y otra para su altura, con los que se obtiene un medio de
trabajo en forma de cilindro. Tienen 3 grados de libertad, de facil modelo
cinemético y puede levantar grandes pesos, amplio volumen de trabajo (9L?)
Robots esféricos o polares. Constan de dos ejes lineales y dos ejes rotatorios. Las
junturas de rotacién y la prismatica permiten al robot apuntar en muchas
direcciones. Tienen 3 grados de libertad: Extension lineal del brazo, rotacién sobre
su base y un angulo de elevacidn; gran facilidad de coger objetos del suelo y su
cinematica es compleja, posee un gran volumen de trabajo (29L° )-
Robots angulares o brazos articulados. Constan de tres ejes rotatorios o junturas
de rotacién para posicionar al robot que conectan a tres eslabones rigidos. Se
caracterizan por constituir un brazo antropomorfico. La primera articulacidon sobre
la base constituye el hombro encima del cual esta el brazo superior que se conecta
a su vez con un codo. Tienen 3 grados de libertad expresados mediante angulos,

son de mayor facilidad de construccién, acceso a espacios cerrados; su cinematica

® HERNANDEZ MORA, José Juan, Teoria de la Técnicas Modemas, LT. APIZACO,
<http://www.itapizaco.edu.mx/paginas/ttm/>, México.
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es compleja, dificil de controlar para seguir trayectorias rectilineas, pierde rigidez
en los puntos de maximo alcance, y posee gran volumen de trabajo.

Robots SCARA (Selective Compliance Arm for Robotics Assembly — Brazo de
obediencia selectivo para el ensamble en robdtica). Es una combinacion entre el
robot articulado y un robot cilindrico. Se conforma con las coordenadas
cilindricas, pero el radio y la rotacién se obtiene por uno o dos eslabones planar
con las junturas de rotacién. Esta conformado por dos articulaciones rotacionales y
una traslacional; su volumen de trabajo es irregular, posee buena accesibilidad

salvando obstaculos. Es muy usado en el ensamblaje de sistemas electronicos.
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Figura 1.4. Configuraciones bésicas de un robot. (a) Cartesiano o rectilineo, (b) Esférico o polar,
(c) Cilindrico, (d) angular o de brazos articulados y (e) SCARA.

Para un robot articulado, cuyo esquema es representada en la figura 1.5, se obtiene
geométricamente que sus coordenadas se pueden hallar de las ecuaciones:
X= [El cosP + £, cos(B +7)]cos

y=[¢, cosB+£, cos(B +7v)kena,
z={senP + £,sen(P + v)

donde a, § y v son las variables de articulacién, £; y £, son las longitudes del

brazo superior e inferior respectivamente.

Z

A P(X.y.2)
B %Y

a

X
Figura 1.5. Representacién esquemética de un robot articulado
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1.5.2. AREA DE APLICACION
Los robots por su area de aplicacion, se clasifican en:
Ensamblaje y No ensamblaje. En este ultimo caso se usa para soldar, pintar,
revestir, manejo de materiales y carga y descarga de maquinarias, entre otras

aplicaciones.

1.5.3. TECNICA DE CONTROL

Lazo cerrado. Se monitorea continuamente la posicién del brazo del robot
mediante un sensor de posicion, y se modifica la energia que se envia al actuador,
de tal forma que el movimiento del brazo obedece al camino deseado, tanto en
direccién como en velocidad. Este control se puede usar cuando la tarea que se ha
de llevar a cabo esta dirigida mediante un camino definido por la misma pieza, tal
como 'seria soldar, revestir y ensamblar.

Lazo abierto. En este sistema el controlador no conoce la posicion de la
herramienta mientras el brazo se mueve de un punto a otro. Este tipo de control es
muy usado cuando el movimiento que debe seguir el brazo se encuentra
determinado previamente, al ser grabado con anterioridad y reproducido sin
cambio alguno, lo cual es util cuando todas las piezas a ser tratadas son

exactamente iguales.

1.5.4. FUENTES DE ENERGIA

| De energia hidraulica. En los actuadores hidraulicos fluye un liquido,
comunmente aceite. Tienen la ventaja que son pequefios, comparados con la
energia que proporcionan, y como desventajas que son propensos a fugas, el
liquido puede incendiarse y se requiere numeroso equipo adicional, lo cual
incrementa los costos de mantenimiento del robot. Los sistemas hidraulicos estdn
asociados a un mayor nivel de ruido.
De energia neumitica. En los actuadores neumdticos se transfiere gas bajo
'presic’)n. Generalmente solo tienen dos posiciones: retraidos y extendidos, sin
posibilidad de utilizar retroalimentacién para usar un control proporcional. La
energia neumadtica tiene las siguientes ventajas: Esta disponible en la mayoria de
las 4reas de manufactura, no es cara y no contamina el 4rea de trabajd. La

desventaja es que no se puede utilizar retroalimentacion ni multiples pasos.
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De energia eléctrica. Los actuadores eléctricos incluyen una fuente de poder y un
motor eléctrico. La mayoria de las aplicaciones utilizan servomotores, el cual
generalmente utiliza corriente eléctrica. Las ventajas de esta fuente de energia son
que no se requiere transformar la energia eléctrica en otras formas de energia
como la hidraulica o neumaética, no se contamina el eSpacio de trabajo y el nivel de
ruido se mantiene bajo. La desventaja es la baja potencia que se consigue en

comparacion con su contrapaite hidraulica.

1.5.5. GENERACION

Primera generacion. Repite la tarea programada secuencialmente y no toma en
cuenta las posibles alteraciones de su entorno. Esta transmision tiene lugar
mediante servomecanismos actuados por las extremidades superiores del hombre,
caso tipico, manipulacion de materiales radiactivos, obtencién de muestras
submarinas, etc.

Segunda generacion. Adquiere informacién limitada de su entorno y actia en
consecuencia. Puede localizar, clasificar (vision) y detectar esfuerzos y adaptar sus
movimientos. El dispositivo actia automaticamente sin intervencién humana
frente a posiciones fijas en las que el trabajo ha sido preparado y ubicado de modo
adecuado ejecutando movimientos repetitivos en el tiempo, que obedecen a
légicas combinatorias, secuenciales, programadores paso a paso, neumaticos o
controles légicos programables (PLC). Su campo de aplicacién no solo es la
manipulacién de materiales sino en todos los procesos de manufactura, como por
ejemplo, en el estampado en frio y en caliente, asistencia a las maéquinas
herramientas para la carga y descarga de piezas en la inyeccion de termoplésticos
y metales no ferrosos, en los procesos de soldadura a punta, pintado, etc.

Tercera gemeracién.- Su programacién se realiza mediante el empleo de un
lenguaje natural. Posee la capacidad para la planificacion automética de sus tareas.
Las minimas aptitudes requeridas son: capacidad de reconocer un elemento
determinado en el espacio y la. capacidad de adaptar propias.trayectorias para

conseguir el objetivo deseado.

1.5.6. NIVEL DE INTELIGENCIA

Dispositivos de manejo manual. Son aquellos cuando la tarea del manipulador es

controlado directamente por una persona.



Robots de secuencia arreglada o fija. Cuando se repite en forma invariable, el
proceso de trabajo preparado previamente.

Robots de secuencia variable. Donde el operador puede modificar la secuencia
facilmente o alterar algunas caracteristicas de los ciclos de trabajo.

Robots regeneradores. Donde el operador humano conduce el robot a través de la
tarea.

Robots de control numérico o de repeticion. Donde el operador alimenta la
programacion del movimiento, hasta que se ensefie manualmente la tarea. En este
caso, los manipuladores se limitan a repetir una secuencia de movimientos,
previamente ejecutada por un operador humano, haciendo uso de un controlador
manual o un dispositivo auxiliar. En este tipo, los robots de aprendizaje son los
més conocidos, en los ambientes industriales y el tipo de programaciéon que
incorporan, recibe el nombre de “gestual”.

Robots inteligentes. Los cuales pueden entender e interactuar con cambios en el
medio ambiente, esto es, son capaces de relacionarse con el mundo que les rodea a
través de sensores y tomar decisiones en tiempo real siendo autoprogramables. La
vision artificial, el sonido de la maquina y la inteligencia-artifi¢ial, son los campos
de las ciencias qué més se estin estudiando para su aplicacic’)n‘ en los robots
inteligentes.

Microrobots. Se usa con fines educacionales, de entrétenimiento o de
investigacion, y cuya estructura y funcionamiento son similares a los de aplicacion
industrial.

Telerobots. Son dispositivos roboéticos teleoperados con brazos manipuladores y
sensores con cierto grado de movilidad, controlados remotamente por un operador

humano de manera directa o a través de un ordenador.
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CAPITULO II
FUNDAMENTOS MATEMATICOS EN ROBOTICA

2.1 Representacion de la posicion ©

2.1.1. COORDENADAS CARTESIANAS
Estan conformadas por el conjunto de tres planos ortogonales y representados

por tres ejes perpendiculares entre si, como se muestra en la figura. Los vectores

unitarios son constantes y tienen direcciones fijas.

P(x,y,z)

X

Figura 2.1. El vector T representado en un sistema de coordenadas cartesianas.

La posicion de toda particula o cuerpo es determinada cuando se conoce el

vector de posicion T, el cual es calculado por la ecuacién:
r=xi+yj+zk
En general, en un sistema de coordenadas cartesianas, todo vector V queda

completamente determinado cuando se conoce sus componentes Vi, Vy y V,

sobre los ejes X, Y y Z. En este caso:
V=V,i+V,j+V,k
De igual manera, se conoce que el gradiente de la funcién y es:

vq/=a—“’f+a—“’}+@12
ox oy 0z

®) ARFKEN, George, Métodos Matemdticos para Fisicos, México, Edit. Diana, 1981, Capitulo 2.
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2.1.2.

La divergencia del vector V es:

vV« A
ox oy oz
El rotacional del vector V es:
i j ok
VxV= i 2 _8_
0x oy 0z
V, Vy v,

COORDENADAS CILINDRICAS.

La familia de superficies de estas coordenadas estdn conformadas por el
conjunto de cilindros circulares rectos que tienen el eje Z como eje comun y
planos medios a través del eje Z, como se muestra en la figura. Los vectores

Unitarios son u,, u,, (variables en su direccién) y u, (cons tan te)

BN

X,Y,Z)

=l

Figura 2.2. El vector I representado en un sistema de coordenadas cilindricas.
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2.1.3.

En estas coordenadas la posicién de toda particula o cuerpo es determinada por
la ecuacion:
T=xi+y]+zk
donde las ecuaciones de transformacién son:
X =p CcosQ y=psenp z=2z
Asimismo:
pP=x'+y’  tgo=ykX
y los limites de p, ¢ y z son:
0<p<w 0<p<2nr -w<z<w
En general, en un sistema de coordenadas cilindricas, todo vector v queda
completamente determinado cuando se conoce sus componentes Vp, Vo y Vz.
En este caso:
V=V, 0, +V, i, +V, 1,
En estas coordenadas, el gradiente de la funcion y es:
Vy :@ﬁ +i§£ﬁ +8_\yﬁ
op " pop ° oz °
La divergencia del vector Ves:

10 ( Vp)+ 19V, 6V,

v.v=10 (v ) 1%,
pop p op Oz
El rotacional del vector V es:
G, pl, k
vxv=2 9 9
. Op Op oz
Vp qu, v,

E] laplaciano de la funcién y es:

2 2
v.wzvzw:lg(péyj;a v, 0%
p &p

COORDENADAS ESFERICAS.
La familia de superficies de estas coordenadas estin conformadas por el
conjunto de esferas concéntricas de radio r centradas en el origen, conos

circulares rectos de dngulo 6 centrados en el eje Z (polar) con vértices en el



origen y planos medios a través del eje Z formando un angulo ¢ con el plano

XZ, como se muestra en la figura. Los vectores unitarios son u,, U, y Ug que

son variables en su direccidn.

//, \\ur
4
{ ; g
‘\ /”\}\\ /’ u(p
. ,,’ (p ~ao /2
RRREE. W “AP&.Y.2)
1
1
— 1 -
r/ 1\ Ye
1
0 {
VA
I
!
i
1
< — —py
¢
y

X

Figura 2.3. El vector I' representado en un sistema de coordenadas esféricas.

En estas coordenadas la posicion de toda particula o cuerpo es determinada por la

ecuacion:
r=xi+yj+zk

donde las ecuaciones de transformacion son:

X =1 sen 0 cose y =1 sen 6 sene Z =1 cosf
Asimismo:
r=(x2 +y?2 +22)1/2

cosO = z 7
(x2 +y? +22) -

tgp==

X

y los limites de r, 8 y ¢ son:
0<r<ow 0<8<n 0<op<2n

(93]
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2.2

2.2.1.

En general, en un sistema de coordenadas esféricas, todo vector V queda
completamente determinado cuando se conoce sus componentes Vi, Vg y V. En
este caso:

V=V, 1, +Vyiig +V, 1,

En estas coordenadas, el gradiente de la funcién vy es:

N5
or

aq;ﬁ 1 '@J_a

Vy = ——ug +
M 50 © rsenb O

L]
T r [}

La divergencia del vector V es:

_ oV,
V.V= seneg(err)+ri(seneVe)+r—(p
" r2send or o0 o)

El rotacional del vector V es:

U, ru, rsenfu,
VxVe—t |2 2 2
rsenf|or 00 oo

V. rVyrsenfV,

El laplaciano de la funcién y es:

{senei(rz @E] + -Q—(seneﬁj + ! 62\;1}

V.- Vy=V2y= B
A ol o) e\ 20 ) send dp?

r2send

Representacion de la orientacion ¥

MATRICES DE ROTACION BASICA

Consideremos en primer lugar, un vector r en dos sistemas de coordenadas
bidimensionales, uno fijo y el otro rotado. Si el sistema de coordenadas XY se
hace girar un 4ngulo ¢ en el sentido contrario al movimiento de las agujas del
reloj, conservando r fijo, se obtiene un nuevo sistema de coordenadas X’Y’
rotada respecto al prinlefo y con un origen O comun, como se ‘muestra en la

figura.

49 Fy, K. S., et al, Robética: Control, Deteccién, Vision e Inteligencia, Madrid, Mc. Graw Hill, 1988,
pag. 15.



B <

Y’

Figura 2.4. Sistema de coordenadas cartesianas XY

La relaciones entre las coordenadas del vector f, en ambos sistemas de
referencia, esta dado por:

X'= X COS @ + yseno 0-1)

y'=—Xseng + y cos ¢
Las ecuaciones (2-1) representan una transformacién ortogonal lineal. Asi pues
el paso de coordenadas del sistema no primado al primado‘se lograra por esta
transformacién ortogonal. Para demostrar esto, las ecuaciones (2-1) se pueden
representar de forma matricial de la siguiente manera: A

(n'=Qr (2-2)

donde Q es una matriz ortogonal representada por la ecuacion:

Cos¢®  seng

—sen® cosQ®

Asi también, la correspondiente trasformacion inversa de las ecuaciones (2-1),
esta dado por:

X = X'cosd — y'seng

y =X'sen@+ y'cos@ @23)
Las ecuaciones (2-3) representan el paso de coordenadas del sistema primado al
no primado, el cual se logrard por esta transformacién ortogonal. Para demostrar
esto, las ecuaciones (2-3) se pueden representar de forma matricial de la
siguiente manera:

(r)=RYr (2-4)

donde R es una matriz ortogonal representada por la ecuacion:
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Cos¢p —Sseno

SENQ  COSQ |

Después de considerar las propiedades de estas matrices ortogonales, se cumple
lo siguiente:

Q=R"'=R’

QR=R'R =R™R =1 (Matriz identidad) (2-5)

Interpretaciéon de la Matriz Q

La matriz Q puede ser interpretada de dos formas:

1° Como un operador que aplicado al sistema no primado lo transforma al
sistema primado. Esto significa lo siguiente: Al operar la matriz Q sobre las
componentes de un vector en el sistema no primado se obtiene las
componentes del vector primado. Se precisa que Q sélo actia sobre el
sistema de coordenadas quedando inalterado el vector. Es por ello, que el
primer miembro de la ecuacion (2-2) corresponde al vector r en el sistema
primado y que corresponde al mismo vector r en el sistema no primado. En
este caso, se puede considerar que la transformacién de coordenadas se
reduce sélo a una rotacion. |

2° También se le identifica como el operador que al actuar directamente sobre
el vector 1, lo transforma en otro vector r’, estando-expresados ambos en €l

mismo sistema de coordenadas, tal como se muestra en la figura 2.5.
Y

A

P X

Figura 2.5. Rotacién de un vector al aplicarle una matriz ortogonal.

Matematicamente esto se expresa como:
r=Qr (2-6)



En esta figura se observa que podemos hacer girar el vector r en el sentido
horario un angulo vy, dando un nuevo vector r', permaneciendo invariante el

sistema de coordenadas.

Por lo tanto, en la primera interpretacion, la matriz Q se conoce como matriz de
rotacidn bésica bidimensional. Sin embargo, de acuerdo a la figura 2.4., vista en
tres dimensiones esta representa una rotacion alrededor del eje Z. Asimismo, Q
se puede generalizar para la rotacién de un sistema tridimensional alrededor del
eje Z en un angulo y. Esta matriz de rotacion bésica tridimensional estd
expresada por:
cos Y seny O
Q,y=|—-seny cosy Of. (2-7)
0 0 1
Para una rotacion de un sistema tridimensional alrededor del eje Y un dngulo B,
la matriz de rotacion estd expresada por:
cos B 0 —senf
Qyp=1]. 0 1 0 . (2-8)
sen § O cos f3 -
Para una rotacion de un sistema tridimensional alrededor del eje X un angulo a,

la matriz de rotacion esta expresada por:

1 0 0
- Quq =10 - cos.o ._sena |. - (2-9)
0 —-sena cos o

Las matrices Qyq , Qyp ¥y Qzy se llaman “matrices de rotacién bdsica”. Se

pueden obtener otras matrices de rotacién finita a partir de estas matrices.

Las correspondientes “matrices inversas o traspuestas de rotacién béasica” son:

1 0 0 i cosp 0 senf
Ryo =|0 cosa -—sena - Ryp = 0 1 0
0 seno cosa —senf3 0 cosf
cosy -—-seny O
R,y =|seny cosy 0 (2-10)

0 0 1



2.2.2.

Estas matrices son operadores que aplicadas al sistema primado lo transforma al

sistema no primado.

En la figura 2.6 se representan los ejes coordenados sin rotacion, cuando los €jes

XYZ coinciden con los ejes X’Y’Z’, y cuando los ejes X, Y y Z han rotado los

angulos o, B y v formando los ejes primados X*, Y’ y Z’.

“1
Zh y
i b v
Y -—-:-f
r Xl

(2) (b) (©) (d)

Figura 2.6. Ejes coordenados de rotacién basica (a) sin rotacién, (b) el eje X ha rotado un
angulo 0, (c)eleje Y el dngulo B y (d) el eje Z el angulo .

MATRIZ DE ROTACION COMPUESTA

Se conoce como matrii compuesta a una secuencia finita de productos de
matrices de rotacion bésica respecto del eje principal del sistema de coordenadas
XYZ. Es necesario tener en consideracion el orden o secuencia de ejecucion de
las rotaciones, debido a que es conocidolque la multiplicacién de matrices no es

conmutativo.

Una matriz de rotacién compueéta que represente una rotacion del angulo o
alrededor del eje X, seguida por ﬁna rotacion del angulo § alrededor del eje Y’
(rotado), y luego una rotacién del angulo y alrededor del eje Z° (doblemente
rotado), viene expresada por:
cosy seny Oflcosp O —senBi|l 0 0
Q=Q,,QypQy o =|—semy cosy 0} 0 1 0 0 cosa seno (2-11)
0 0 1|isen 0 cosP |{0 —sena cosa

cosfcosy cosaseny+senosenBcosy senoseny —cosasenfpcosy
Q=|—cosPseny cosocosy—senasenfseny senccosy + cosasenpseny

senf —sena.cosf cosa.cosf



Si se usa las matrices inversas de rotacién basicas, la matriz inversa de rotacién

compuesta. R=R_,R R, ~para la misma rotacién sucesiva sefialada, se

¥

calcula mediante la siguiente ecuacion:

1 0 0 cosp O senP i{cosy —seny O
R=R,aRygR,y =|0 cosa -—sena 0 1 0 seny cosy O
0 sena cosa ||—senfp O cosP 0 0 1

cosPcosy —cosfIseny | senf3

R =|cosaseny +senasenfcosy cosocosy—senosenfseny —senocosf| (2-12)

senoiseny —cososenffcosy  senccosy +cososenfseny  cosocosf
Se puede observar facilmente que la matriz R es la matriz inversa o transpuesta
de la matriz Q, por haberse tomado la misma sucesion de éangulos de giro de los

ejes coordenados rotados o primados.

2.2.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS MATRICES DE
ROTACION

Las matrices de rotacion basicas asi como la matriz de rotacidon compuesta
tienen cada una un significado geométrico en un sistema de coordenadas

cartesianas, como el representado en la figura 2.7.

Z
VA A

X X
Figura 2.7. Rotacién en un dngulo a del eje X del sistema de coordenadas XYZ

En este caso s6lo consideraremos la rotacion del eje X con un giro de un angulo

. De acuerdo con la ecuacidn (2-10), la matriz traspuesta de rotacion bésica que



permite determinar las componentes sin primar en funcién de las componentes
primadas est4 dada por la ecuacion:
1 0 0

Rxo =|0 cosa —sena (2-13)

X,
0 seno. cosa

En la figura 2.7 mediante la descomposicién vectorial de los vectores unitarios,

se observa que la primera columna son las componentes del vector unitario
primado i en funcién de los vectores unitarios sin primar i, 3 y k, o también
que esta columna representa la direccién del eje X. |
En este caso:

i'=0i+0)j+©Ok=1

En forma similar, la segunda y tercera columna representan las componentes de

los vectores 3‘ y k' en funcién de los vectores i, jvk:

3’= cosa3+sena1—< y k':—senaj-rcosocf(
Andlogamente, las filas de la matriz traspuesta de rotacién basica son las

componentes de los vectores unitarios no primados i, j y k en funcién de los
vectores unitarios primados 1', j'y k'. Esto es:

i=i" j=cosaj-senak' y k=sena j+cosak’

De igual manera, las columnas y filas de las matrices inversas de rotacién bésica

Rys ¥ R,y representan las componentes de los vectores unitarios primados y

no primados, cuando los ejes Y y Z sufren independientemente una rotacion

sobre su eje de dngulos B y y respectivamente.

Por lo tanto, los elementos de la matriz traspuesta de rotacién bésica representan
las componentes de los vectores unitarios primados y no primados sobre los ejes
XYZ y X’Y’Z’. Significado equivalente es que los elementos de esta matriz
representan los cosenos directores de los angulos formados entre los ejes
coordenados XYZ y X’Y’Z’, lo que permite calcular la direccion relativa entre
estos ejes primados y no primados.

De manera similar, los elementos de la matriz inversa de rotacién compuesta

dada por la ecuacion (2-12) representa las componentes de los vectores unitarios



2.2.4

(las columnas para los primados y las filas para los sin primar) con respecto a la
posicién final del eje coordenado X’Y’Z’, después de haber rotado
sucesivamente los ejes: X en un angulo o, Y’ (rotado) en un dngulo By Z° (en
este caso doblemente rotado) en un angulo y. Andlogamente, los elementos de
esta matriz representan los cosenos directores o la direccion entre los ejes XYZ

yX'Y’Z’.

Asimismo, se precisa que el determinante de esta matriz tiene el valor de +1 para
un sistema de coordenadas con rotacién antihoraria y —1 cuando la rotacién es

horaria.

MATRIZ DE ROTACION REPECTO DE UN EJE ARBITRARIO

El sistema de coordenadas giratorio X’Y’Z’ puede ser expresado en funcién de
un 4ngulo @ de giro respecto a un eje arbitrario de vector unitario U como se
muestra en la figura. Para el efecto, se hard coincidir el eje OZ con el eje del
vector unitario, haciendo primero dos rotaciones: Un giro con un dngulo -a del

eje X y luego un giro de un angulo f del eje Y’, con lo cual el eje Z’ (rotado dos

- veces) se alinea con el eje arbitrario, como se muestra en la figura 2.8.

Y Y’
A

o (D ﬁ
"""" /‘%
Uy ke > X
y R s R e X’
o 1, O ™
& U,
z 7

Figura2.8. Rotacion del sistema cartesiano XYZ alrededor de un eje arbitrario de vector

unitario 1.

Luego se realiza el giro con un 4dngulo @ y después la secuencia inversa,
regresando los ejes rotados X’Y’Z’ a sus posiciones iniciales. La matriz de

rotacién compuesta que nos permite girar el sistema XYZ alrededor de un eje

arbitrario con vector unitario u = u i+ Uy j+u,k de componentes conocidas.
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La matriz inversa de rotacién compuesta de esta secuencia que permitird calcular
la posicion final de los ejes coordenados X°Y’Z,” luego de que los ejes XYZ han

rotado un dngulo @ por rotacion del eje arbitrario, es:

1 0 0 cosp 0 senf
Ruo =Ry -aRypRooRy pRxo ={0 cos—a —sen-a 0 10
0 sen—a cos—a ||—sen O cosf
cos® —send® O cos—f O sen—-fB|i1 O 0
sen® cos® 0 0 1 0 0 cosa —sena
0 0 l1[|—sen—B 0 cos—fB |0 seno cosa

De la figura 2.8 se observa que los valores de:

u
4 cosa =

uZ
42 + 42 42 + 42
Lly+1.1Z uy+uz

u \Juz +u?
X 2

< cosf = Ju +uz
Jui +u +uZ \Jui +uj +u?

Operando se encuentra que la matriz R ¢ esta dada por:

S€no =

senf} = =1

u% (1-cos®) + cosd uxly (1—cos®d) — querﬂ) uyu, (1-cos®) + uy'senCD

Ru'q) = uxuy(l —cosd) +uzsenCD u%,(l —cos®d) + cosd uyuz(l —cosd) —uxselﬂ)
Uy, (1—cos®) — uyserﬂ) uyly (1-cosd) + uxserﬂ) u% (1—cos®d) + cgsdb
(2-14)

2.2.5 ANGULOS DE EULER
Si tratamos con rotaciéon de sistemas de coordenadas ortogonales, se hace
necesario utilizar estas transformaciones en la descripcién del movimiento de
cuerpos rigidos, donde el determinante deben tener como valor igual a +1. Las
transformaciones ortogonales cuyo determinante tenga el valor de.—l, nunca
pueden representar el desplazamiento fisico de wun cuerpo. Estas
transformaciones ortogonales se les denomina propias e impropias

respectivamente.

También, para describir el movimiento de cuerpos rigidos en la formulacion de
Lagrange, se hace necesario buscar tres parametros independientes que

especifiquen la orientacién de un cuerpo rigido, de tal manera que la matriz
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ortogonal de cambio correspondiente tenga determinante igual a +1. Un conjunto

de tales pardmetros son los conocidos dngulos de Euler.

En general, la matriz de transformacion que define la ortogonalidad, esta

compuesta por una matriz de cosenos de direccion y se representa por:

aj; 212 ay3
A=lay ay axn (2-15)

asz; 43 433

donde aj; es el coseno del dngulo entre los ejes X;y X j» (en este caso se esta
usando como ejes coordenados Xl, XoyXsenvezde X, Yy Z), por lo tanto las
cantidades, a;;,a,, y a;3 son los cosenos de direccién del eje X con relacién a
los gjes X, X, y X3 respectivamente, siendo la coordenada referida al sistema
primado:

Xy =a1)X| +2apXy +a13X3
Andlogamente se representa los valores de x, y x3 en funcién de X;,Xx, y X3

y las demas componentes de la matriz A.

Toda transformacion lineal ortogonal cumple con las condiciones de

. ortogonalidad dadas por la ecuacién

ajag =0 J, k=1,2,3 | (2-16)
Donde
1 j=k
ik = ! (2-17)
! 0 j=k

Los nueve elementos ay no resultan adecuados para tomarlos como

coordenadas generalizadas por no ser cantidades independientes. Las seis
relaciones de la ecuacién (2-17), que expresan las condiciones de ortogonalidad,
reducen a tres el numero de elementos independientes. Estos tres elementos
independientes son representados por los angulos de Euler, los que se definen

como los tres dangulos. de rotacidén sucesivos, cuando se realiza una



transformacién de un sistema de coordenadas cartesianas a otro, por medio de

tres rotaciones sucesivas efectuadas en un determinado orden.

A través de los angulos de Euler, se obtiene que la representacion matricial para
la rotacién de un cuerpo rigido simplifica muchas operaciones y proporciona

directamente un conjunto de coordenadas generalizadas.

El objetivo consiste en describir la orientacion del sistema rotado final,
X}, X5 y Xj, relativa a un sistema coordenado inicial X;, X, y Xj. El

sistema final se desarrolla en tres etapas, donde cada una involucra una rotacion
descrita por un angulo de Euler, como se muestra en la Figura 2-9. Estos tres
angulos de Euler son denotados convencionalmente por @, 6 y y, los cuales

representan la orientacién de un cuerpo rigido.

Z

|
|
|
i

X

Figura2.9. Angulos de Euler en un sistema cartesiano, para los diferentes tipos de
representaciones dadas en la Tabla 2.1.

Las tres representaciones utilizadas con mayor frecuencia de los angulos de

Euler se presentan en la siguiente tabla.

Tabla 2.1. Tipos de representaciones de angulos de Euler

REPRESENTACION | REPRESENTACION I | REPRESENTACION Il

@ respecto del eje OXs - | ¢ respecto del eje OX3 | @ respecto del eje OX3

ORDEN DE

8 respecto del eje OX1’ 0 respecto del ¢j ' j
ROTACIONES p el gj 1 respecto del eje OXy' | 6 respecto del eje OXz

v respecto del eje OX3' y respecto del eje OX3' | y respecto del eje OX;




REPRESENTACION 1

Si se realiza las rotaciones en el orden indicado en la tabla, se obtiene finalmente

que la matriz de rotacion resultante es:

cosep —senp Of1 O 0 cosy —seny 0]
R=R,, oRx;.0Rxs.y =| sen@ cosp 0} 0 cos® —send||seny cosy O
0 0 1j0 sem® cos6 0 0 1

cos@cosy —senpcosBseny  —cospseny —senpcosBcosy  senpsend |
=| senpcosy + cospcosOseny —sempsénw+cos<pcos®cosw —cosserf
senfseny senfcosy cosH

(2-18)

REPRESENTACION II

En este caso la matriz de rotacion resultante es:

cosp —senp O cos® 0 semd|[cosy -semy O]
R= Rx3’(pr,2 Ry =| SENP  coso 0y O 1 0 seny cosy O
0 0 lj—-se® 0 cosO 0 0 1

[cospcosBcosy —senpseny  —cos@cosBseny —senpcosy  cospsend |
R =|senpcosOcosy +cospseny —sen@cosBseny +cospcosy  sen@send

—senfcosy senfseny cosf

(2-19)

REPRESENTACION III

En este caso la matriz de rotacién resultante es:

cos¢ —senp Of cos® 0 senB||1 O 0
R=Ry, ¢Rx,.6Rx,y =| semp cosp 0O} 0 1 0 [|0 cosy —seny
0 0 l|—-sem® 0 cosb||0 seny cosy |

cos®cos® cospsendseny —sen@cosy  cos@sendcos y + senpseny |
R=|senpcos® sengsenfseny +cos@cosy senpsendcos\y —cospsenys
—senf cosBseny cosBcosy ]

(2-20)

Esta representacion de los angulos de Euler para la rotacion se denomina giro (o

alabeo o balanceo), elevacion (o cabeceo o inclinacion) y desviacién (o
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guifiada) o roll, pitch y yaw (RPY), que se aplica generalmente para la mufieca

de un brazo robético como se muestra en la figura 2.10. ®V

Figura 2.10. Movimientos de la mufieca de un brazo robético

2.3 Matrices de transformacion homogénea

2.3.1. COORDENADAS Y MATRICES HOMOGENEAS
Hasta ahora se ha tratado con matrices 3x3 para representar las rotaciones de los
ejes coordenados X'Y'Z’ respecto de los ejes fijos XYZ. Se hace necesario que
las transformaciones incluyan también las traslaciones, escalados y

transformacion de perspectiva. Por lo tanto, se debera introducir una cuarta

coordenada al vector de posicién p=(py.Py.p,), cuya notacién sera
p= (PxsPysP2.1). Este nuevo vector de posicion, representado asi, se dice que

esta expresado en coordenadas homogéneas.

La matriz de transformacion homogénea es una matriz 4x4 que transforma un
vector de posicién expresado en coordenadas homogéneas desde un sistema de
coordenadas a otro. Asimismo, esta matriz se puede utilizar para explicar la
relacién geométrica entre el sistema ligado al cuerpo X'Y'Z" y el sistema de

coordenadas de referencia XYZ.

= (2-21)

Rotacion  Traslacion 3x3 3x1
Perspectiva  Escalado

1x3 Cloaxa

Y UNIVERSIDAD CATOLICA DE LA SANTISIMA CONCEPCION, Robética Industrial,
www.ucsc.cl/~kdt/procesos/donwload/doc/robot.doc, Chile, pag. 4-22.
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2.3.2.

En robética, la submatriz 1x3 que representa una transformacion de perspectiva
que es Util para vision por computadora y la calibraciéon de modelo de cdmara, la |
cual es nula por que no es objeto del presente trabajo. La submatriz 1x1
representa un escalado global y tiene por efecto reducir las coordenadas si el
elemento es mayor que uno y de alargar las coordenadas si es mayor que cero y
menor que uno, en nuestro caso usaremos el valor de la unidad, por que nuestra
matriz homogénea transforma un vector expresado en coordenadas homogéneas
con respecto al sistema de coordenadas X’Y’Z’ en el sistema de coordenadas
XYZ.

Por lo tanto, la matriz que representa la orientacién y posicion de un sistema

X'Y'Z’ rotado y trasladado con respecto al sistema de referencia XYZ es:

- T

: 3x3 3x1
T = (2-22)

APLICACION DE LAS MATRICES HOMOGENEAS

Las matrices inversas de rotacién bésicas 3x3 se puede ampliar a una matriz
inversa de rotacién homogénea 4x4 para operaciones de rotacién pura. Entonces
las ecuaciones (2-10) pueden expresarse por las “matrices de rotacion

homogéneas bdsica” siguientes:

1 0 0 0 cosB 0 senf O
{0 cosa —sena O 0 1 0 0
%10 seno  cosa 0 P\ _senp 0 cosp 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cosy —seny 0 O
seny cosy 0 O
= 2-23
ST 0 100 (2-23)
0 0 0 1
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Si consideramos que el sistema de referencia X’Y’Z’ tiene como origen el punto
(X1,X2,X3) referido al sistema de coordenados XYZ, y este a su vez tiene como
origen el punto (0,0,0); entonces, si el sistema X’Y’Z’ sufre una traslacion pura,
manteniendo los ejes sin rotacion, de la submatriz superior derecha 3x1 de la
matriz de transformaciéon homogénea, se tiene que la “matriz de traslacion

homogénea bdsica” es:

100 x
010 x,
T.. = “ 2-24
5710 0 1 xy (2-24)
00 0 1

En general, toda matriz de transformacion homogénea transforma un vector ',
expresado en coordenadas homogéneas, con respecto al sistema coordenado

X’Y’Z’ en el sistema de coordenadas de referencia XYZ.

r=T7 (2-25)
donde:
nx SX aX pX
TPy Sy 2y Py|_ n s ap (2-26)
n, n, a, p, 0 0 01
0 0 0 1

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS MATRICES DE
TRANSFORMACION HOMOGENEA

Una matriz de transformaciéon homogénea T de la ecuacion (2-26),
geométricamente representa la ubicacidn, tanto en orientacién como en posicidn,
de un sistema en coordenadas rotado, con respecto a un sistema de coordenadas
de referencia. Asi por ejemplo, la primera columna o vector n de esta matriz
represénta las coordenadas del eje OX’ con respecto al sistema de coordenadas
OXYZ. Asi también la segunda y tercera columna representan los ejes OY’ y
OZ’ con respecto al sistema de coordenadas de referencia. La cuarta columna de
esta matriz representa la posicién del origen del sistema de coordenadas X’Y’Z’
con respecto al sistema de referencia.

Por otro lado la inversa de una matriz homogénea no es equivalente a su

transpuesta. En nuestro caso la inversa de la matriz es:
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n, ny, n, n'p -nTp
T T T
T-1=|5% Sy Sz SP_ Raa —-sSP (2-27)
- |a, a, a, a'p —aTp
0O 0 0 1 0 0 0 1

En este caso los vectores columna de la inversa de una matriz de transformacion
homogénea representa los ejes principales del sistema XYZ con respecto al
sistema de coordenadas rotado X’Y’Z’ y la cuarta- columna representa la
posicién del origen del sistema de referencia con respecto XYZ con respecto al

sistema X’Y’Z’.

MATRIZ DE TRANSFORMACION HOMOGENEA COMPUESTA

Las matrices de traslacion y rotacion homogéneas basicas pueden ser
multiplicadas entre si, para dar como resultado una matriz de transformacién
homogénea compuesta. Esta operacion debe realizarse teniendo en cuenta el
orden de las matrices a multiplicar, dado que la multiplicacién de matrices no es
conmutativo. El procedimiento para determinar la matriz de transformacién
homogénea compuesta tiene las mismas reglas que cuando se determiné la

matriz de rotacién compuesta.

Asi por ejemplo, si deseamos determinar una matriz de transformacion
homogénea compuesta de una rotacion de un angulo y del eje Z, luego una
rotacion de un angulo a del eje X’ y finalmente una traslacion de k unidades a lo

largo del eje X’. La matriz T est4 dada por:

cosy —seny O O}f1 - O 0 0il1 0 0 k
o seny cosy 0O 0[]0 cosaa —sena O0)jO 1 0 O (2-28)
0 0 1 0|0 senao cosaa O[jO O 1 O
0 0 0 1{0 0 0 110 0 0 1
cosy —cosaseny senoseny kcosy
T - seny cosocosy —senocosy kseny (2-29)
0 sen o coS O 0
0 0 0 1

Esta matriz relaciona a los sistemas vecinos (Xi.1,¥i-1,zi-1) ¥ (Xi,yi,Zi), pudiendo

transformar un punto o vector del sistema i en el sistema i-1.
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CAPITULO III
ESTUDIO CINEMATICO DEL ROBOT

La cinematica del robot '? trata del estudio y descripcién analitica de la geometria de
su movimiento espacial con respecto a un sistema inercial de referencia fijo, como una
funcién del tiempo y de la posicién y orientacién del extremo final del robot, sin
considerar las fuerzas-momentos que originan dicho movimiento, usando los valores o

parametros caracteristicos de los eslabones o elementos y de sus articulaciones.

El estudio de la cinematica permite realizar una descripcion espacial del extremo final
del manipulador con respecto a un sistema de coordenadas de referencia fijo, a través
del movimiento relativo de las articulaciones que da como resultado un movimiento de

los elementos que posicionan el efector final 0 mano en una orientacion deseada.

Para el estudio de la cinematica de un robot, se usa basicamente el algebra vectorial y
matricial, instrumentos matematicos que nos permite representar y describir la
ubicacién de un objeto en el espacio tridimensional con respecto a un sistema de

referencia fijo.

De otro lado, la cinematica del robot trata también de determinar las relaciones entre las
velocidades del movimiento de las articulaciones y de los elementos que constituyen el
manipulador, a través del modelo diferencial que se expresa por medio de la matriz

Jacobiana.

En la cinematica de un robot se presentan dos casos la cinemdtica directa y la

cinemdtica inversa

3.1 Cinematica Directa del Robot

El problema cinemético directo consiste en determinar la posicién y orientacion del

extremo final del manipulador, con respecto a un sistema de coordenadas que se toma

2 FU, K. S., et al, Robotica: Control, Deteccién, Vision e Inteligencia, Madrid, 1988, pag. 13 y sgts.
UNIVERSIDAD DE GUADALAJARA, Robética, <http:/proton.ucting,udg.mx/materias/robdtica/>,
México, pag. 106 y sgts.
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como referencia, en funcién de los pardmetros caracteristicos de las articulaciones y

elementos del robot.

3.1.1. CADENA CINEMATICA
El manipulador de un brazo robético estd conformado por una secuencia de
eslabones rigidos llamados elementos, unidos entre si mediante articulaciones
generalmente deslizantes o de rotacion, que permiten 'un movimiento relativo
entre los sucesivos eslabones o elementos. Esta estructura del manipulador asi
constituida, se le denomina cadena cinematica abierta, donde .cada articulacion
posee un grado de libertad; y, si el brazo tiene n pares de articulacién-elementos,
entonces el manipulador tiene n grados de libertad. El brazo esta conectado con
una base (sistema inercial de referencia), correspondiendo la articulaciéon 1 a la
union entre la base 0 y el elemento 1, y asi sucesivamente hasta el ultimo

elemento que se encuentra conectado con la herramienta.

La estructura de cadena cinemaética abierta del manipulador se muestra en la
figura 3.1, donde se observan la base del manipulador, las articulaciones y los

eslabones o elementos.

articulacién i . e
articulacién i+1

eslabén i

articulacion 2 eslabon i+1

eslabon 1

articulacién 1

Figura 3.1. Cadena cinemadtica abierta

PARAMETROS DE LOS ELEMENTOS O ESLABONES DE UN MANIPULADOR

El estudio de la cinemética de un robot precisa determinar cuatro parametros que
describen completamente cualquier articulacién prismatica o de revolucién y son

caracteristicos para cada elemento o articulacién que constituye el manipulador,



como se muestra en la figura 3.2. Estos parametros dependen de la geometria de

cada eslabon y de las articulaciones que le unen con los adyacentes.

En general, todo eje de articulacion establece la conexion de dos eslabones y
tiene dos normales conectadas a €l, una para cada elemento, sobre las cuales se

construyen los ejes x;. Estos parametros son:

articulacion i articulacion i+l

articulacionii-1

eslch’m i-1 eslabdn i

Xi-1

Figura 3.2. Cadena cinematica en la cual se muestran los parametros a;, d;, 0; y o; de las

articulaciones y eslabones de un manipulador.

1. Para los elementos o eslabones. También llamados la longitud y el angulo
de torsion del eslabon. Estos pardmetros siempre permanecen constantes y

determinan la estructura de este elemento.

Longitud de cuerpo (a;). Es la distancia perpendicular entre los dos ejes de
articulaciones (z;.; y zj) que tiene cada eslabon. Sobre esta distancia que es
normal a los ejes z;.1 y z;, yace cada eje x;.

Torsion o giro del cuerpo (¢5). Es el dngulo entre los dos ejes de
articulacion (zj.; y z) del eslabén, medido alrededor del eje x; y en un plano

perpendicular a a; o al eje X;.
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Para las articulaciones. También llamados la distancia y el angulo entre los
eslabones adyacentes, y determinan la posicion relativa de los elementos

vecinos.

Distancia entre elementos o cuerpos adyacentes (d;): Es la distancia entre
las normales al eje de la articulaciéon que quedan definidos por ai.; y aj; o
equivalentemente, es la distancia medida a lo largo del eje zi.; desde el
origen del sistema i-1, o de x;.;, hasta la interseccién del eje x; con el eje z;.;.
Si la articulacion es prismatica, entonces esta distancia es la variable de
articulacion.

Angulo entre los eslabones o cuerpos adyacentes (0;). Es el angulo de
articulacién entre estas normales (sobre las cuales estan a;.; y aj) medido en
un plano perpendicular al eje zi; o eje de la articulacion i; o también, es el
angulo de articulacién desde el eje x;.; y el eje x; (utilizando la regla de la

mano derecha). Si la articulacién es de rotacion, entonces este angulo es la

variable de articulacion.

DETERMINACION DE LOS SISTEMAS DE REFERENCIA Y PARAMETROS

Para determinar de manera practica en un manipulador los parametros de los

eslabones y sus articulaciones, es necesario en primer lugar fijar para cada

eslabon i en sus ejes de articulacion, un sistema de coordenadas cartesiano

ortonormal (X;,y;,z;), donde x;, yi y z; representan los vectores unitarios a lo largo

de los ejes principales del sistema de coordenadas i, como se muestra en la

10

20

.ﬁgura 3.2, proceso que se rige por las siguientes reglas:

Las coordenadas de la base se definen como el sistema de coordenadas
numero cero (Xo,¥o,Zo), que corresponde al sistema de coordenadas inercial
de referencia del brazo y se localiza en la articulacién 1. Se puede colocar
libremente en cualquier parte de la base del soporte, debiendo fijarse siempre
el eje 7, a lo largo del eje de movimiento de la primera articulacion. Los ejes
Xo Y Yo S€ sitian de modo que se cumpla la regla de la mano derecha.

Para la siguiente articulacién y demds articulaciones, el eje z; siempre se
encuentra ubicado a lo largo del eje de movimiento de la articulacién i+1, y

esta fija en el eslabon i. Si el movimiento es rotacional el eje es su propio eje
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de giro, y si el movimiento prismético o deslizante, el eje es a lo largo del

desplazamiento.

Determinar el origen del sistema de coordenadas i, el cual se localiza en la
interseccion de los ejes z; y zi. si ambos ejes se cortasen, o en la articulacién
i+1 si estos ejes fuesen paralelos, o en la interseccion del eje z; con la linea

normal comun de los ejes z; y z;..

El eje x; es perpendicular al eje zi.; y generalmente apunta hacia fuera de él,
situdndose en la linea normal comin a z; y zi.;. También se determina su
direccién aplicando la regla de la mano derecha del producto vectorial

Z;_; X z; y en cualquiera de los sentidos, o a lo largo de la normal comun

cuando son paralelos.

El eje y; se determina de tal manera que complete el sistema, su direccién y

sentido se determina aplicando la regla de la mano derecha del producto

vectorial 7; X X;.

Las coordenadas del eslabon n (elemento terminal o mano) normalmente es
de tipo giratorio, y el z, se considera con la misma direccion y sentido de z,.;
y apuntando hacia fuera del robot, y los otros ejes se determinan siguiendo

los mismos procedimientos anteriores.

La longitud aj, es la distancia entre los ejes zi.; y z;, la cual es medida a lo
largo del eje x;, desde la interseccion de los ejes z;.; y X; hasta el origen del

sistema de coordenadas i.

El 4ngulo de torsion a;, es el angulo entre los ejes z;.; y zj, 0 es el angulo que

habria que girar de z;.| a z, en torno de x; para que ambos ejes coincidan.

La distancia entre los elementos d;, es la distancia entre las normales del eje
de articulacion, medida desde el origen del sistema de coordenadas i-1 sobre
el eje z;; hasta su interseccidn con el eje x;. Si la articulacion i es prismatica,

este valor es variable.

10° El éﬁgulo entre los eslabones 6, es el angulo formado entre las normales, o

es el dngulo de rotacién que habria que girar en torno a zj.; medido en el
sentido desde el eje x;.; hasta el €je x; para que ambos ejes coincidan. Si la

articulacion i es giratoria, el valor de este pardmetro es variable.



3.1.2. ALGORITMO DE DENAVIT-HARTENBERG PARA LA OBTENCION
DEL MODELO CINEMATICO DIRECTO
Denavit y Hartenberg en 1955 elaboraron un método sistematico para determinar
la geometria espacial de los elementos de la cadena cinematica del manipulad'or
de un robot, con respecto a un sistema de referencia fijo. Este método consiste
en hallar una matriz de transformacion homogénea para relacionar
espacialmente los eslabones o elementos rigidos adyacentes, reduciéndose el
problema cinematico directo a encontrar una matriz de transformacion
homogénea 4x4 que relacione la localizacion espacial de cualquier elemento i y
en especial del extremo final, con respecto al sistema de coordenadas de la base.
Asi, este método matricial propuesto, permite establecer de manera sistemadtica
un sistema de coordenadas i ligado a cada eslabén de una cadena aﬂicul»ada,
pudiéndose determinar primero las transformadas homogéneas entre dos
eslabones consecutivos y finalmente las ecuaciones cinematicas de la cadena

completa.

Para encontrar esta matriz de transformacién homogénea que relacione el
sistema de coordenadas i-ésimo con el sistema de coordenadas (i-1)-ésimo, a fin
de resolver el problema cinematico directo, es necesario realizar un
procedimiento 16gico y un desarrollo sistemético, escogiendo los sistemas de
referencia y determinando los cuatro parametros a;, a;, d; y 6;, llamados
parametros de Denavit-Hartenberg, de manera adecuada y correcta. Para el
efecto propusieron el siguiente algoritmo o secuencia:

1. Numerar los eslabones y articulaciones.

Establecer los ejes de articulacion.

Fijar el sistema de coordenadas de la base.

Localizar los origenes de cada sistema de coordenadas i-ésimo.

Determinar el eje x;.

Determinar el eje y;.

Determinar el sistema de coordenadas del n-ésimo eslabén o de la mano.

Hallar los parametros de la articulacidn y del eslabdn.

© 0 N A U R W

Obtener las matrices de transformacién ~1A; .
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3.1.3.

10. Obtener la matriz de transformacién que relacione el sistema de la base con

el del extremo del robot T = 0A;TA, ----- n—lp .

RESOLUCION DEL PROBLEMA CINEMATICO DIRECTO
MEDIANTE MATRICES DE TRANSFORMACION HOMOGENEA

El problema cinematico directo consiste en hallar una matriz de transformacion
homogénea T que permita encontrar la localizacién espacial de la posicién y
orientacidn del extremo del robot respecto al sistema de referencia fijo ubicado
en su base; matriz que debe ser funciéon de las caracteristicas de las
articulaciones y de los elementos del manipulador, esto es, de los valores de los

parametros D-H de Denavit-Hartenberg.

Usando las coordenadas cartesianas y los angulos de rotacion, representarefnos
la posicién y orientacién del efector final de un robot con respecto al sistema de
referencia de la base, a través de una secuencia de transformaciones homogéneas
que representen las rotaciones y traslaciones relativas entre dos eslabones
consecutivos de un robot; y finalmente, el producto de estas matrices nos

representard la transformacion final.

Sea la matriz de transformacion homogénea -1 A, que relaciona el sistema de
coordenadas i-ésimo con el sistema de coordenadas (i-1)-ésimo, la cual
representa la posicion y orientacion relativa entre los sistemas i-1 e i,
correspondiente a dos eslabones consecutivos que han sufrido secuencialmente

los movimientos que se sefialan en la figura 3.2:

a) Un desplazamiento d; a lo largo del eje z., fijando el sistema i-1 en el
mismo nivel del sistema i.

b) Un giro de un angulo 6; alrededor del eje z;.;, para alinear el eje x;.; con €l eje
Xj . _ '

c) Un desplazamiento a; del sistema i-1 a lo largo del eje x;, haciendo coincidir
el origen de ambos sistemas de referencia.

d) Un giro de un 4ngulo o; alrededor del eje x; , para terminar de hacer coincidir

ambos sistemas de referencia.



Cada uno de estos movimientos representa una matriz de rotacioén o de traslacion
homogénea basica, y el producto de las mismas una matriz de transformacién

homogénea compuesta. En el caso de la figura 3.2, la matriz de transformacion
homogénea i-1A;, llamada también matriz de transformacién D-H, que
relaciona el sistema de coordenadas i-€simo con el sistema de coordenadas (i-1)-

€simo, es:

1 00 cos 6; —sen®, 0 O]
i1 0 1 0 O ||senB; <cosB; 0 O
A =T T,T.T B = !
i z,d'208 "xa 'xa 0 0 1 di 0 0 1 0
0 0 0 I 0 0 0 1] (3-1)
1 00 a;[[t 0 0 0]
01 0 0[]0 cosa; —-sena; O
0 01 010 seno; cosa; 0
0 0 0 1]]0 0 0 1]
cos O, —cosa;send; seno.;sen O, a; cos 61_
,_1Ai _ sen0;  cos o; cos Qi —sena; COS ei' a'is_enei (3-2)
0 sen o ; COS O ; d;
0 0 0 1 J
La inversa de esta transformacion es:
cos 0; senb, 0 —a;
1. o —coso;senf. cosa.cosO; seno;. —d.sena;
[I AiT ='A = o : ’ : e (3-3)
seno.;send; —sena; cos Gi cos a; —di cos OL;
0 0 0 1

donde ai, a; y d; son constantes, mientras 6; es la variable de la articulacién para
una articulacidn tipo giratoria.
Asi un punto p; en reposo en el sistema de coordenadas i , puede ser expresado
en el sistema i-1 por la ecuacion:
Cinl '
Pi-i=" AP (3-4)
donde los puntos pi; y pi expresados matricialmente en coordenadas

homogéneas son:



Yi- Y

py=|( """ y p; =" (3-5)
Zi : Z
1 1

Las ecuaciones cinematicas de los manipuladores se determinan a partir de las
matrices homogéneas D-H, desde el sistema de referencia 0 hasta un sistema de
referencia i, obteniendo la matriz homogénea OTi que determina la localizacion
del sistema de coordenadas i-ésimo con respecto al sistema de coordenadas de la
base. Esta matriz °T. se obtiene del producto en cadena de matrices de

1

transformacion de coordenadas sucesivas 1~! A; mediante la ecuacién:

i—1

0T1=0A11A22A3"" I—Ai
0 0

OTi: X Yi % P _ Ry "p; (3-6)
0 0 0 1 0 1

donde:

[xi, Vi, z] = es la matriz 3x3 de orientacion del sistema de coordenadas i-ésimo
con respecto al sistema de coordenadas de la base.

pi = es el vector de posicion que apunta desde el origen del sistema de

coordenadas de la base hasta el origen del sistema de coordenadas
i-ésimo.- |

En resumen, podemos precisar que la matriz -1 A; calcula las relaciones de

desplazamiento y rotacidn entre eslabones consecutivos del robot, y, la matriz

fT. que es un producto de matrices i-1A., calcula las relaciones de
1 q p 1

desplazamiento y rotacion entre los eslabones f e i no consecutivos.

En el caso de un manipulador con 6 elementos o eslabones, 1 = 6, la matriz que

especifica la posicién y orientacion del punto final del manipulador con respecto

; 0 ;
al sistema de coordenadas de la base es T="T - Esta matriz se conoce en la

cinematica del brazo del robot, como la “matriz del brazo”. Entonces:
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n
n

a
[ Yoz Ps|_|°Re Cpg|_[n s @ pl_iny sy 3y py (3-7)
0O 0 0 1] 1o 1 0001nzszazpZ

~
-~

En general, para un manipulador con n eslabones, una vez calculada la matriz

T="11 , que describe la orientacién (a través de la submatriz de rotacién 3x3), y

la posicion (a través de la submatriz de traslacién 3x1) de un sistema de
coordenadas del extremo n del robot con respecto al sistema de coordenadas de
la base y en funcion de los parametros D-H, entonces el problema cinematico

directo queda resuelto.

SISTEMAS DE REFERENCIAS EXTERNOS

Si el manipulador de n eslabones se relaciona a un sistema de coordenadas de

. . .y ref . .
referencia externo, mediante la transformacion A, v tiene una herramienta

P 1. . ., . .7 n
en la ultima articulaciéon ubicada por la transformacién ~A,.. , entonces el
punto final de la herramienta se puede relacionar con el sistema de coordenadas

de referencia externo por la ecuacion:

f f 0
* Thcrr =" AO Tn nAhcr‘r (3'8)

REPRESENTACIONES PARA LA ORIENTACION Y POSICIONA-
MIENTO DEL MANIPULADOR

Se ha encontrado que la matriz de transformacion homogénea del brazo T= o1 N

resulta del producto de las matrices de transformaciéon homogénea -1 A .,

llamadas también matrices de transformacién D-H, y éstas a su vez son
obtenidas del producto de las matrices de rotacion o traslacion homogéneas

basicas
Asimismo, de las ecuaciones (2-21) y (2-26), se observa que la matriz del brazo

consta de cuatro secciones, de las cuales la submatriz 3x3 describe la

orientacién de la mano y la submatriz 3x1 la posicién de la mano.
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Rotacion  Traslacion 3x1
T= = (3-9)

Perspectiva  Escalado

]

De acuerdo con las diversas representaciones para la orientacién (rotacién) y
para el posicionamiento (traslacién) que hasta el momento se han estudiado, la
matriz del brazo puede representarse mediante otras especificaciones para

describir la ubicacién del efector final, y para lo cual se presenta un resumen.

REPRESENTACION PARA LA ORIENTACION

Las expresiones mas usadas para la submatriz de rotacion son las representadas

en coordenadas cartesianas y en términos de los dngulos de Euler.

a) En coordenadas cartesianas

Como se ha visto, la matriz de transformacién homogénea del brazo estd dada

por:
nX SX aX pX
n S da n s a
T=|™ Sy 3 Py P -(3-10)
n, s, a, p,{ (0 0 0 1
0 0 0 1

Ny S, a,
Ruz =|n, s, a,|=[ s a (3-11)
nz SZ az

b) Con angulos de Euler

En la seccidn 2.2.5 se sefialo, que usando los angulos de Euler, de acuerdo al
orden de rotaciones, se obtienen las correspondientes matrices de
transformacién. En el caso de la Representacion I, donde: ¢ gira con respectoAdel
eje OX3; O gira respecto del eje OX;” y y gira respecto del eje OX3’, la matriz de

transformacion Riys es:
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cosop —senp 01 O 0 cosy —seny 0O
R(pelp =RX3=¢RXS,9RX,3’W: senp cosp OO0 cos® —send||seny cosy O
0 0 10 se® cosO 0 0 1

cos@cosy —senpcosfseny —cospseny —senpcosBcosy  senpsend
Rooy, =| SEIXpcosy +cospcosOseny —senpseny +cospeosBcosy  —coseserd

serfseny serdcosy v cosf

0Oy
(3-12)

¢) Con los angulos de giro, elevacién y desviaciéon (RPY)

Asimismo, para el caso de la representacion I (giro, elevacion y desviacion) de
los angulos de Euler, donde: ¢ gira con respecto del eje OX, 6 gira con respecto
del eje OX;, y y gira con respecto del eje OX3, la matriz de rotacion para esta
representacion es:

cosp —senp Of cos® 0 se@!||1 O 0
RRPY:RX3,¢Rx2,9Rx1,\u= seng cose¢ O O 1 0 |{0 cosy —seny
0 0 l]|—sem® 0 cosO||0 semy cosy

cos@cosB cospsenBseny —senpcosy  cos@send cosy + senpseny
Repy =| senpcos®  sengpsenBseny +cospcosy  senpsend cosy — cos pseny
—send cosOseny cosBcosy

(3-13)

REPRESENTACION PARA LA POSICION

a) En coordenadas cartesianas

Como se ha visto, en este caso la posicion p esta dada por:

Px
pXYZ = py
P

‘b) En coordenadas cilindricas

La posicién del extremo terminal, como se muestra en la figura 3-3 (a), resulta
de los siguientes movimientos: Traslacién de “p” unidades a lo largo del eje OX,
rotacién de un dngulo “¢” alrededor del eje OZ y una traslacion de “d” unidades

a lo largo del ¢je OZ.
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Seglin se observa en esta figura, la localizacion del extremo final estd dada por:

pPCcosQ
Ppod =| PSen® (3-14)
d
Z
to.
s _' S
P(x.y.z) Xy 2)
r
n 0 .
>V - v
X X
@ ®)

Figura 3.3. Localizacién de los extremos terminales de un manipulador en cooordcnadas (a)
cilindricas y (b) esféricas.

c) En coordenadas esféricas

La posicion del extremo terminal, como se muestra en la figura 3-3 (b), resulta
de los siguientes movimientos: Traslacion de “r” unidades a lo largo del eje OZ,
rotacién de un angulo “6 ” alrededor del eje OY y una rotaciéon de un angulo

“¢p”a lo largo del eje OZ.

Segln se observa en esta figura, la localizacion del extremo final esta dada por:

I cos (psend
Prop =| ISengsend (3-15)

rcos0

En resumen, estos métodos o sistemas de coordenadas se pueden utilizar para
describir la orientacion del extremo terminal o efector final o mano del
manipulador del brazo del robot, donde las transformadas de rotacién y posicion

son mostradas en Tabla 3.1.

61



Tabla 3.1. Representacién de la orientacién y posicion en diferentes coordenadas y sus
transformadas correspondientes.

ORIENTACION POSICION
Cartesiana: - {[m, s, a] Cartesiana: Px> Pys Pz
Angulos de Euler:- (9,6, v) Cih’ndrica; pcos®, psen®, d

rcos ¢ sen 9
RPY (¢, 6, v) Esférica rsen @ sen 6
r cos 0
0 1 00 p
5 R 0 010
Trotacion = [n > a] ? o0y 0 B Tpos}cion = 0 0 1 p2
P3
0 0 0 1 0 0 0 1
- Donde-finalmente:--
T= Tposicion X Trotacion

3.2 Cinematica Inversa del Robot

El problema cinemadtico inverso consiste en determinar la posicién y orientacion que
debe adoptar el manipulador, cuando son conocidas la posicién y orientacién del efector
final o mano. Esto implica que se debe encontrar los valores que deben adoptar las

coordenadas articulares q= (ql,qz,... ,qn) o angulos de articulacion 6 = (91,92,... ,Gn)

del robot en funcién de sus pardmetros de articulacién y elementos, a fin de que el
extremo o efector final se posicione y oriente segin una determinada localizacion

espacial.

A diferencia de la cinemadtica directa en que se resuelve el problema de una manera
sistematica usando las matrices de transformacion homogéneas y de manera
independiente de la configuracion del robot; en el problema cinemético inverso existe
una fuerte dependencia de la configuracion del robot para la solucién y obtencion de las

ecuaciones correspondientes.



A partir de las ecuaciones de la cinematica del robot y de los parametros DH, entre
otros, se han desarrollado algunos procedimientos genéricos susceptibles de ser
programados, para encontrar los valores articulares qx que posicionan y orientan sus
extremos. Para solucionar estos problemas se usard procedimientos con métodos
numeéricos iterativos, cuya velocidad de convergencia e incluso su convergencia
depende del método a usar.

Resolver el problema cinemético inverso es encontrar una solucién cerrada, es decir
encontrar una relacion matematica de la forma: q, =1f; (x,y,z,a,B, y), donde

k=12,---,n son los grados de libertad. Este tipo de solucion, entre otras, presenta las

siguientes ventajas:

1. Se resuelve en tiempo real, por ejemplo en el seguimiento de una trayectoria. Una
solucién de tipo iterativa no garantiza tener solucion en el momento adecuado.

2. La solucion del problema cinemético inverso no es Unica, existiendo diferentes
soluciones n-uplas (q1,gz,-.-qn) que posicionan y orientan el extremo del robot del
mismo modo. En estos casos se incluye determinadas reglas o restricciones para

. obtener una solucién mas adecuada.

En algunos casos, los robots poseen cinematicas relativamente simples por lo que se
facilita la resolucién del problema inverso. Por ejemplo, algunos tienen los tres primeros
grados de libertad en un plano; otros tienen los ultimos tres grados de libertad, que
generalmente corresponden a orientar el efector final, en sus ejes de giro que se cortan
en un punto. En estos y otros casos relacionados, permiten establecer pautas generales
que sirven para plantear y resolver el problema cinematico inverso de una manera

sistematica.
En otros robots, algunas variables articulares de posicionamiento pueden ser
determinadas por métodos geométricos, utilizandose relaciones geométricas y

trigonométricas sobre los elementos del robot. -

Para resolver el problema cinematico inverso, también se recurre a manipular las

ecuaciones correspondientes al problema cinemaético directo, a partir de la transformada
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T, se puedan despejar las “n” variables articulares “q;”’ en funcién de las componentes

de orientacion y posicionn, s, a y p.

Finalmente, otro método para resolver este problema, es el método de desacoplamiento,
el cual es 1til si se consideran robots con capacidad de posicionar y orientar su extremo
en el espacio, esto es, robots con 6 grados de libertad. En este caso se resuelve los
primeros grados de libertad, dedicados al posicionamiento, de manera independiente a

la resolucién de los ultimos grados de libertad, dedicados a la orientacion.

3.2.1. RESOLUCION DEL PROBLEMA CINEMATICO INVERSO POR
METODOS GEOMETRICOS
Este método es adecuado para robots con pocos grados de libertad o para el caso
de que se consideren sélo los primeros grados de libertad dedicados a posicionar
el extremo. Este procedimiento se basa en encontrar suficiente numero de
relaciones geométricas en las que intervendran las coordenadas del extremo del

robot, sus coordenadas articulares y las dimensiones fisicas de sus eslabones.

Consideremo.s un robot articular con tres grados de libertad, como el mostrado
en la figura 3.4, donde son conocidas las coordenadas (pxpy,p,) de ubicacién del
extremo final del robot, medidas con respecto al sistema de referencia de la base.
En este caso, el robot posee una estructura planar, plano que queda definido por

el dngulo de la primera variable articular o dngulo q;.

o Ja
—

Figura 3.4. Robot articuiar planar con 3 grados de libertad
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De la figura 3.4 y su equivalente la figura 3.5, se obtienen las siguientes
relaciones:
p
q, = arctg—l (3-16)

X

2_ .2 2
" =px TPy

1+ . = 022 + 032 + 2(6,)(03)c05q;3
despejando g5 se tiene que:
p2 +p§ +pi =2 — L%
2(£7)(43)

Por motivos de ventajas computacionales, es preferible hallar g; usando la

cosq; =

tangente de qs (tg q3 = sen qs/cos q3) a partir del valor que se obtenga para cosqs,

O s¢a.

2 12
+(1—-cos™ q;
q; = arctg ( %) (3-17)
cosq;

de donde se observa que qs tiene dos valores, segun se tome el signo positivo o
negativo, los cuales corresponden a las configuraciones de codo arriba o codo

abajo, como se muestra en la figura 3.5.

Figura3.5. Eslabones 2 y 3 del robot de la figura 3.4 en un plano y en las configuraciones a)

codo abajo y b) codo arriba.

Asimismo para el calculo de g, se observa que:

@Q=p-a
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donde;

14
B= arctgp—Z = arctg—2—P—Z—2—l/—2 o= arctgﬂ
r +(py +Py) £y + 14508 g5
luego se tiene que:
£, sen
q2 =[3—a=arctg—2pz—2—]72—~arctg—3 q3 (3"18)
+(py +Dy) £y +L5c08 q;

3.2.2. RESOLUCION DEL PROBLEMA CINEMATICO INVERSO A PARTIR
DE LA MATRIZ DE TRANSFORMACION HOMOGENEA.
En el caso del problema cinemaético directo que se resuelve a través de las
transformadas homogénea T; para un robot de seis grados de libertad, se
obtienen 12 ecuaciones, y como so6lo se busca seis relaciones, una para cada
variable independiente que corresponde a cada grado de libertad, entonces
necesariamente habran dependencias entre las doce ecuaciones cuya eleccién
debe hacerse con sumo cuidado
Aplicaremos este procedimiento, para un robot con tres grados de libertad de
configuracion esférica, dos giros y un desplazamiento, como se muestra en la

figura 3.6.

q1
.Figura 3.6. Robot polar con tres grados de libertad.

El problema cinemético inverso se resuelve obteniendo la correspondiente
transformada a este robot, o sea obtener la matriz T que relaciona el sistema de

referencia asociado a la base con el sistema de referencia asociado a su extremo.
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La figura 3.7 muestra la asignacién de los sistema de referencia segin los

criterios de Denavit-Hartenberg, con el robot situado en su posicion de partida.

Y2

Figura 3.7. Robot polar con tres grados de libertad en posicién inicial asigndndoles lo ejes

coordenados de acuerdo con los criterios D-H.

En esta posicion, las coordenadas q; = q» = 0, y los valores de los pardmetros

D-H son mostradas en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2. Parametros DH de un robot polar con 3 grados de libertad

Articulacién 0 a a d
1 ai 90 0 ¢
2 Q2 -90 0 0
3 0 0 0 Qs

Con estos valores podemos determinar las matrices de transformacién

. i-1 .. . . .
homogénea A; que representan la posicién y orientacién relativa entre los

. . . : 0
sistemas asociados a dos eslabones consecutivos del robot y la matriz T = "A

que representa la posicidn y orientacién del eslaboén final considerando todos los
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grados de libertad. Estas matrices son obtenidas en funcion de las coordenadas
articulares qi, q, q3 v de las coordenadas conocidas de la localizacién de destino
del extremo del robot, definidas por n, s, a y p, y tratando de operar directamente
las 12 ecuaciones resultantes de T, poder despejar q, g2 y q3 en funcién de n, s,
a y p. Sin embargo este procedimiento es complicado, y se utilizard un

procedimiento alternativo.

Como:
T="A,A,’A,
entonces:
(OAI)“ T='A,%A, (3-19)
1, V1fo, Va1 2 R
(Az) (Al) T="A5 (3-20)

y de las ecuaciones (2-26) y (2-27) se tiene que:

nX SX aX '.px
r_|By Sy 8y Py _[n s a p}
n, n, a, p, 0 0 01
0 0 0 1
- T o
nx ny nz n p -np
T R T
-l _|5x Sy Sz SP|_ 33 ~sp
T ‘ T
a, ay, a, ap —ap
0O 0 o0 1 0o 0 0 1]
De la figura 3.7 se observa que:
1 0 0 O¢{lcosq; —senq; 0 0]|1 0 0 0
04 = 0 1 0 Offseng; cosq; 0 0f|0 cos90° —sen90° 0
o 01 £ 0 0 1 0/|0 sen90° co0s90° 0
0 00 1 0 0 0 1]/0 0 0 1

Aplicando el método de Gauss-Jordan %, se obtiene que la matriz inversa de

0
AI es:

@3 FRALEIGH, John B, BEAUREGARD, Raymond A., Algebra Lmeal Delaware, USA, Edit.
Addison-Wesley Iberoamericana S.A., 1989, pag. 41. :
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cosq,

(OAITI -

senq,
0

0
1
—cosq; O
0

senq,
0

1

0 1

: . 2 ,
En forma anédloga se encuentra que las matrices IA2 y ~ A estdn dadas por:

cosq, 0 -senq, O c'osq2 seng, 0 0O
se 0 0 1 0 0 -1 0
Ly, = 509 cosq, (IA7T _

- 0 -1 0 0 - —senq, cosq, O O
0 0 0 1 0 0 0 1

. 1 00 O

2 010 O

A3:
0 0 1 dy
000 1

Remplazando y operando en la ecuacién (3-19) donde (OAI)'1T = ]A22A3 , Se

tiene que:
cosq sengqg 0 O |n, s, a, py| |cosqy, O —sénq2 0j1 00
0 0 1 -£ ny Sy ay Py | _|seng 0 cosqg, 0j0 1 0
sengg —cosq; O O n, n, a, p, 0 -1 0 0]0 01 dy4
0 0 0 1)J0 O 1 0 0 0 1jJ0 00 1

Al operar y considerando de las 12 ecuaciones a obtener, s6lo aquellas que
expresan q; en funcidén de constantes, vemos del elemento (3,4) de ambos
miembros que cumplen esta condicidn:

senq; px — cosq; py =0

p
q; = arctg -
Px

Similarmente, de la ecuacién (3-20) donde (lAz)_] (OA1 )_1 T= 2A3 se tiene que:

(3-21)

cosq, seng O Ojpcosq, senqg O O §n, s, a,  p, 1000
0 0 -10) O 0 I —4n, s, a, p, _ 0100
—seng, cosq, O Ojsenq -—cosqy 0 O |n, n, a, p, 0 01 dy
0 0 0 1] O 0 0 10 O 1 000 1
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3.2.3.

En este caso, después de operar elegimos los elementos (1,4) y (3,4) de ambos

miembros, obteniendo que:

Px €0Sq2 €0sq; + Py COSqz seng; + p; senqs — ¢ sengz = 0

py €0sqy +p,senq,

q, = arctg (3-22)
fl -P;
-Px S€nqz €O0sqj — Py s€ng; sengn + Pz €O0Sq2 — 4 €0S8Q2 = (s
qs = (pz —,_fl)cosq2 —(px cosq, +pysenql)sepq2_ (3-23)

Los valores de q;, g2 y q3 dadas en las ecuaciones (3-21), (3-22) y (3-23)

determinan la solucién de problema cinemdtico inverso del robot polar con tres

grados de libertad mostradas en las figuras 3.6 y 3.7.

De igual manera que para el caso de este robot con 3 grados de libertad y 3
incognitas a determinar, se puede usar este método para robots con 6 grados de
libertad y con 6 incognitas, pero su solucién implica necesariamente una mayor

complejidad en el tratamiento matemético.

METODO DE DESACOPLO CINEMATICO

Para que un robot realice determinadas funciones, es necesario colocar con una
determinada orientacion y al final de su extremo, una herramienta, actuador,
efector final o mano, el cual consta de 3 grados de libertad coincidiendo los ejes
coordenados de estas nuevas articulaciones en un punto llamada muifieca. De
esta manera, el robot tendra entonces 3 grados de libertad adicionales, una nueva
posicion final de su extremo y la mano debe tener una determinada orientacion a

fin de poder realizar las funciones asignadas.
Este es el caso de brazos robéticos con 6 grados de libertad, en que los ejes de
las 3 ultimas articulaciones de la muileca, intersectan en un punto comun

llamado también centro de la muiieca.

El método de desacoplo cinematico se basa en tratar el problema de la posicion y

orientacion del robot por separado.
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PROBLEMA CINEMATICO INVERSO DE POSICION. Este caso consiste en
encontrar las variables de articulacion del brazo qi, q2 y g3, en funcién de la
posicién del centro de la mufieca.

PROBLEMA CINEMATICO INVERSO DE ORIENTACION. En este caso‘se
debe encontrar las variables de articulacion de la muiieca q4, qs ¥ g, en funcién

de la orientacién de la misma.

ROBOT ANGULAR CON 6 GRADOS DE LIBERTAD

Consideremos el robot articular de la Figura 3.8 cuyas coordenadas han sido

trazadas utilizando la representacion de Denavit-Hartenberg, donde sus

parametros estan sefialados en la Tabla 3.3.

Figura 3.8. Esquema de un robot angular con 6 grados de libenad.'
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En este caso el centro de la mufieca corresponde al sistema de origen Os y el
punto final del robot es el sistema de origen Og.
Sean:

Pm = Oy0O5 = vector cuyo origen estd en el sistema Oy (base del robot) hasta el

centro de la mufieca.

pr= O,O¢ = vector cuyo origen esté en el sistema Oy (base del robot) hasta el
fin del robot.

ds _='€4 = distancia entre Os y O¢ medida a lo largo de Zs.

Tabla N° 3.3. Parametros de Denavit-Hartenberg del robot angular de la Figura 3.8

Articulacion 6 d a a
1 a 0 0 90°
2 qQ2 0 (2 0
3 g3 0 0 90°
4 q4 3 0 -90°
5 as 0 0 " 90°
6 96 A 0 0

El eje Z¢ tiene como vector unitario uz, donde:

Pr = Pm T 03 Uy = szpr-f4 Uz6
Como p; sefiala el nuevo extremo final del robot, entonces:

Px
P, =|Dy
P,

Asimismo, ¢4 es un parametro asociado con el robot y las coordenadas del centro

de la mufieca son facilmente determinadas.

_ Pmy px_£4ax
pm = pmy = py—£4ay
pmz pz_e4az



Los valores de qi, q2 ¥ qs3, que determinan la posicién del robot en el punto
elegido pn, es posible ser determinado por el método geométrico, quedando
determinar los valores de qs, qs ¥ q¢, que precisan la orientacién deseada de la

herramienta.

Consideremos la submatriz de rotacion ‘'R ¢ de la transformada 0T6 , siendo:
0R6 = 0R3 3R6 =[n s a
En esta ecuacion el valor de OR6 es condcida por la orientacidn que deseamos
tenga el extremo del robot, y el valor de 'R 3 €s determinada por:
'R,="A,'A,%A,

y también a partir de los valores de qi, 42 ¥ gs.

Por lo tanto:
‘Re="R, ‘R, R =R, °R —(OR )T[ ]
6= Mg N5 Rg=\ R3] Rg=\ Rz/jn § a
3 ., . .
Donde "Ry corresponde a una submatriz 3x3 de rotacién de la matriz de
transformacion homogénea 3T6 que relaciona el sistema de origen O3 con el
. . i1 . . .
sistema de origen Og. R, es a su vez la submatriz de rotacion de la matriz de

Denavit-Hartenberg A

i*

A partir de la Figura 3-8 y usando las matrices de rotacion bésica, se obtiene que
el valorde °R 4 €S

cosq, —senq, O}1 0 0 cosq, —sengy O|1 0 O
3R4= senq, cosqy, O0}0 cos—90F —sen—9¢° |=|senq, cosq, 0|0 0 1
0 0 1[0 sen—9¢° cos—9( 0 0 1/]0 -1 0

|cosqy O -—senqg,
3R4 =isenqy 0 cosqy
0 -1 0

En forma similar se obtiene que:



cosqs 0 senqs cosqg —sengg 0
4R5 =|senqs 0 —cosqs; 5R6 =|senq, cosqg O
0 1 0 0 0 1

Como ° Ry =3 R, ! R; ) R , y remplazando se obtiene finalmente:

C0Sq4 COSQs5 COSQg —SENQ,Senq, —COSqy COSqsSeN]g —SeNq, CO0Sqg  COSq4Senqs

3 .
R =|senqg, cosqs cosqg +Ccosq,senqy —senq, cosqsSengq +C0Sq, C0Sqg —Senqy Cosqs

—S5¢nq; Cosqg sengssendg €0sq4

De estas relaciones, tomemos Rys, Ry3, R3s, R31-y Raz, entonces se tiene que:

R; =cosq,senq, R,3 = —senq, cosq; R;3 =co0sq;

R;, =—senq;cosqg R, = senqssengg

y finalmente de estas ecuaciones se obtiene que las variables articulares estan

dadas por:

, R .
q4 = arcsen =23 qs =arccos(R33) q¢ = arctg _ 132
| Rss) _ Rji

Otra forma de expresar estos resultados es desarrollando la ecuacién

I T .
3R6=3R44R55R6 =(0R3)7 0R6 =(OR3) [n s a], usando los valores de
di,, 92 ¥ 93.

Entonces al remplazar y operar tenemos finalmente que:
< 2 1 1 T T
'RR, =(’RJ (ORJ °R6=(3R4) (OR3) [ s a

a, cosq; —a,senq

, (3-24)
cos(q, + q3)(aX cosq; +ay$enq1)+ a,sen(q, +q3)

q4 = arctg

SRQ;PRJAPRJJPRJJOkézeRJJGRJ%%%Yh‘Sa]

a0 = arctoax<cq]c<q2 +43)Cqy —Sq,Sq4)+ ay(Sq]C(q2 +q3)Cq, +qusq4)—azS(Q2 +q3)Cqy
> z a,Cq;8(q; +q3) +a,Sq;5(q, +q5) +2,C(q; +q53)

(3-25)

74



—nx(Cq1C(q2 +43)Sq, +Sq1Cq4)+ny(Cq,Cq4 -8q,C(q, +q3)Sq4)+nZS(q2 +95)8q,
-5,(Cq,C(q, +95)8q, +Sq1Cq4)+sy(Cq1Cq4 -5q,C(q, +43)59 4 )+5,8(d, +43)8q,
(3-26)

qe = arctg

Estas expresiones constituyen la solucién completa del problema cinematico

inverso del robot articular.

3.3 Matriz Jacobiana

Segun se ha estudiado, la cinematica de un robot relaciona las variables articulares g;
con la posicion y orientacién del extremo del robot. En estas relaciones no se consideran
las fuerzas o pares que actian sobre el robot, como los actuadores, cargas, fricciones,
etc. y que pueden originar el movimiento del mismo. Por tal razén se hace necesario
conocer que velocidades se debe imprimir a cada articulacién a través de sus respectivos
actuadores, para conseguir que el extremo desarrolle una trayectoria temporal concreta,

por ejemplo, una linea recta a velocidad constante.

La relacion entre las velocidades de las coordenadas articulares con las de posicion y
orientacién del extremo del robot, se obtiene a través de la matriz Jacobiana; que
permite conocer las velocidades del extremo del robot, a partir de los valores de las
velocidades de cada articulacidon. De igual manera a lo ya estudiado, la Jacobiana
inversa permitira conocer las velocidades de Ias. articulaciones, conociendo las del

extremo del robot.

3.3.1 RELACIONES DIFERENCIALES
El método directo para obtener la relacion entre las velocidades articulares y del
extremo del robot, consiste en diferenciar las ecuaciones correspondientes al

modelo cinematico directo.

3.3.2 JACOBIANA DIRECTA

Conociendo las velocidades de las articulaciones ¢, debemos determinar las
velocidades del extremo del robot, x; y a,. O sea determinar las ecuaciones:

x; =14(a;) y a; =" (q;)
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Consideremos que la posicion final del extremo del robot esté ubicado en el
punto (X, y, z) y con una orientacion dada por los dngulos o, B y v, que dependen

- de las variables articulares segun las siguientes funciones:

X=fx(q15q23"‘->qn) y:fy(qlan:""aqn) szl(qlaqu--"sqn)

a=1fqr, g2, . ..., qn)  B=1p(q1, 92, - .-, qn) y=1(a5 9 -5 )

Aplicando una propiedad de las derivadas parciales tenemos que:

n of naf- e & Bf,
Zl: a q; % 21: 6 qi 4 °T le aqi 4
. n a . .’ n af . . n af .
B=) 4 Y=, 54
; 5q; 21: 0q; ; 0q;
Escrito matricialmente se tiene que:
MBS of, 1M+ [ ]
)'( X . . . X q q
y aql aqn : 1
Zl= - : =T (3-27)
a : . . - : : '
Bl |er, o, || |
y] Léq, oq, |19 ] [ 4a
donde a J se le denomina la matriz Jacobiana, y esta dada por:
[ of, of, |
0q, oq,
J= (3-28)
of, . of,
aq, aq,, |

Como los elementos de la Jacobiana depende de los valores instantaneos de las
coordenadas articulares g;, entonces el valor de la Jacobiana varia para cada uno

de los puntos del espacio articular.
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3.3.3 JACOBIANA INVERSA
Es aquella matriz que nos permite determinar las velocidades de las
articulaciones, conociendo las velocidades del extremo del robot. Esto es,
determinar las ecuaciones:
4 =60y, 2,0.8,7)
Para la obtencién de la Jacobiana inversa, consideremos conocida la relacion
directa dada por la matriz Jacobiana, entonces se puede obtener la relacion

inversa invirtiendo simbdlicamente la matriz. Esto es:

4,

(3-29)

_(@)°

“@uQ.No%ox.

L9 L7
Este procedimiento simple de determinar la Jacobiana inversa, en la practica no
lo es, por que suponiendo que la matriz J sea cuadrada, la inversion simbdlica de
una matriz 6x6, cuyos elementos son funciones trigonométricas, es de gran
complejidad, siendo este procedimiento inviable. |

Otra alternativa es la evaluacion numérica de la matriz J para una configuracion
concreta del robot, e invirtiendo numéricamente esta matriz, se encuentra la
relacion inversa valida para esta configuracion. En este caso, hay que considerar
que el valor numérico de la Jacobiana va cambiando a medida que el robot se
mueve, y la Jacobiana inversa ha de ser calculada constantemente. Ademas
pueden existir n-uplas (qi, . . ., qn) para las cuales la matriz Jacobiana J no sea
invertible por ser su determinante, denominado Jacobiano, nulo. Esta

configuracion del robot se denomina configuraciones singulares.

Otras dificultades que pueden surgir con este y otros procedimientos de éémputo
de la matriz Jacobiana inversa, es que la matriz no sea cuadrada. Esto ocurre
cuando el ntimero de grados de libertad del robot no coincide con la dimensién
del espacio de la tarea, que normalmente son de seis. En caso, de que el nimero
de grados de libertad sea inferior, la matriz Jacobiana tendra mas filas que
columnas, esto es, estd sometido a restricciones, por ejemplo no puede alcanzar

clertas orientaciones.

77



3.34

En general, en el caso de que la Jacobiana no sea cuadrada, podra ser usado
algin tipo de matriz pseudo inversa. Otra alternativa para obtener la matriz
Jacobiana inversa es repetir el procedimiento seguido por la obtencién de la
Jacobiana directa, pero partiendo del modelo cinemadtico inverso. Esto es,
conocidas la relaciones q, = f,(x,y,z a, B, y) » la matriz Jacobiana inversa se
obtendra por diferenciacion con respecto del tiempo de ambos miembros de la

igualdad, obteniéndose que:

o A
ox oy
@"'=] - : : (3-30)
afn . . . afn
| o oy |

que es parecido al primer caso, y también este método puede ser

algebraicamente complicado.

En resumen, para determinar la matriz Jacobiana inversa, se presenta una gran
complejidad especialmente en las matrices 6x6, debido a que sus elementos
estan conformados por funciones trigonométricas. Para la evaluacién e inversion
numeérica de la matriz Jacobiana, se necesita de un recalculo continuo, asimismo
en algunos casos esta matriz no es cuadrada, y se usa una matriz pseudo inversa,
y en otros casos el determinante de la matriz es nulo, presentandose

configuraciones singulares.

CONFIGURACIONES SINGULARES

Como se ha mencionado, cuando el determinante de la matriz Jacobiana,
llamado también Jacobiano, se anula, entonces estamos ante una configuracién
singular, y en estos casos no existe matriz Jacobiana inversa. Una conﬁguraciéﬁ
singular produce alteraciones en el robot, asi tenemos, que una pequefia
variacion de las coordenadas cartesianas, origina un gran incremento de las

variables articulares, produciendo grandes variaciones de su velocidad.
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En una configuracidon singular se produce pérdida de algun grado de libertad del
robot, produciendo alteraciones en el movimiento del extremo del robot, siendo

imposible se mueva en una determinada direccidn cartesiana.

Las configuraciones singulares del robot se clasifican de dos tipos:

a. Singularidades en los limites del espacio de trabajo del robot. Se produce
cuando el extremo del robot estd en'algun punto del limite de trabajo interior
o exterior, no pudiéndose desplazar en las direcciones que lo alejan del
espacio de trabajo. |

b. Singularidades en el interior del espacio de trabajo del robot. Se produce
dentro de la zona de trabajo y se produce generalmente por el alineamiento

de dos o maés ejes de las articulaciones del robot.

Las configuraciones singulares deben ser localizadas para un buen control del
robot, a fin de evitar cambios bruscos o grandes velocidades en los mismos.
Asimismo, requieren su estudio y eliminacién, evitindose desde su disefio
mecanico, imponiendo restricciones al movimiento del robot o utilizando robots
redundantes. El sistema de control debe detectar y tratar estas configuraciones
evitando pasar por éllas.

Para evitar singularidades interiores al espacio de trabajo, en donde se pierde
algin grado de libertad, se debe identificar la articulacién correspondiente al
grado de libertad perdido y causante que el determinante se anule, luego
eliminar la fila de la Jacobiana correspondiente a este grado de libertad y la
columna correspondiente a la articulacion causante. Con esta nueva Jacobiana
reducida a rango n-1, se debe obtener las velocidades de todas las articulaciones

(excepto el de la eliminada) a fin de alcanzar la velocidad cartesiana deseada. La

" velocidad de la articulacion eliminada se considera como cero.
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_CAPITULO IV)
ESTUDIO DINAMICO DEL ROBOT

La dindmica es el campo de la Fisica dedicado al estudio del movimiento de una
particula o cuerpo originado por las fuerzas y torques o pares de fuerzas que actian
sobre ellos. Tiene por objeto obtener un modelo que relacione matemdaticamente el

movimiento y las fuerzas aplicadas a los mismos.

La solucién de problemas de control para sistemas mecénicos, se basan en el control de
la posicién para ubicar una masa o una serie de masas con dindmicas acopladas, usando
fuerzas o torques como variable de entrada, para que siga una trayectoria definida. El
caso tipico es un brazo de robot o robot manipulador con # uniones conectadas para »

articulaciones con accionadores que generan fuerzas y torques.

En el campo de la robdtica, la dindmica ) estudia el movimiento acelerado y retardado
de un manipulador desde la posicién de reposo, mantener una velocidad constante del
efector final hasta que finalmente se detenga; a través de los actuadores articulares,
como son los motores eléctricos, actuadores hidraulicos y neumaticos, quiénes originan
y aplican un complejo sistema de fuerzas y torques a los elementos y articulaciones del
manipulador. Estos torques dépenden, entre otras, de las caracteristicas espaciales y
temporales del camino, de las masas de los cuerpos rigidos y de las fricciones entre

articulaciones.

La dindmica robética, utiliza un modelb que relaciona la localizacion del robot definida
por sus variables articulares, por las coordenadas de localizacion de su extremo, por su
velocidad y por su aceleracion; relaciona ademas, las fuerzas y torques aplicados en las
articulaciones y en el extremo, los parametros dimensionales del robot, como
longimdés, masas‘,' momentos de inercia; asimismo, sirve para controlar al manipulador
a fin de que siga un camino determinado, y con la formulaciéon matematica
éorrespondiente, estudia y calcula este sistema de fuerzas o torques a través de las

ecuaciones dindmicas del manipulador.

) Idem (12).
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Asimismo, es necesario sefialar, que el manipulador precisa de un control en cada una
de las articulaciones, el cual a su vez se logra con un conocimiento de las fuerzas que
actian y de las inercias que se reflejan en sus masas y enlaces, siendo su determinacién
mas dificil cuando aumenta la complejidad del manipulador. La calidad del control

dindmico del robot depende de la precision y velocidad de sus movimientos.

Los torques que se requieren para impulsar el brazo de un robot no se determina sélo
por las fuerzas estaticas y dindmicas, sino también influyen los torques de las otras
articulaciones; por tal razon, el mcdelo dindmico completo de un robot debe incluir no
sélo la dindmica de sus elementos, sino también la propia de sus sistemas de trasmision,
de los actuadores y sus equipos electrénicos de mando, las cuales se deben incluir en el

estudio de estas ecuaciones.

Estos elementos incorporan al modelo dindmico nuevas inercias, rozamientos,
saturaciones de circuitos electrénicos, etc., aumentando atn més su complejidad.
Ademas, si el sistema es rotante o el brazo se mueve a velocidades mayores, los efectos
-de fuerzas centrifugas y de Coriolis deben ser considerados. En la mayoria de los casos,
las cargas e inercias usadas no producen deformaciones en los eslabones, pero‘ en
algunos casos se debe considerar al robot como un conjunto de eslabones no rigidos,

como ocurre en la robdtica espacial o en robots de grandes dimensiones.

De otro lado, estas ecuaciones dindmicas se usan en un ordenador para la simulacién del
movimiento del manipulador, calculando la aceleracién como una funcién del par
actuador, para obtener como un manipulador se moveria bajo la aplicacién de un
conjunto de pares del actuador. Estas ecuaciones también se usan para el disefio y
evaluacion de las ecuaciones del control dinamico, para el dimensionamiento de los
actuadores y para el disefio y evaluacion de la estructura cinematica y mecénica del

robot.

Para el caso de mecanismos con 1 6 2 grados de libertad, la obtencién del modelo
dindmico no es complejo, pero cuando aumenta el mimero de grados de libertad del
robot, la dindmica robodtica se vuelve compleja y se complica demasiado, entre otros
aspectos, por la interaccion entre movimientos, su obtencién no es siempre en forma

cerrada, utiliza procedimientos numéricos iterativos y la inclusién de actuadores. En
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estos casos, es posible obtener un modelo dindmico expresado de una forma cerrada
mediante una serie de ecuaciones diferenciales de segundo orden, cuya solucién nos
permite determinar las fuerzas aplicadas o qué fuerzas hay que aplicar para obtener un
movimiento determinado. Por tales razones, encontrar el modelo dindmico de un robot

es uno de los aspectos mas complejos de la robética.

El modelo dindmico de un brazo robdtico, se obtiene de leyes fisicas conocidas dadas en
la mecénica clasica, como son las leyes de Newton y las ecuaciones de Lagrange; las
cuales conducen al desarrollo de las ecuaciones dindmicas de movimiento para las
distintas articulaciones del manipulador en funcién de los pardmetros o coeficientes

cinematicos y dindmicos de los elementos o eslabones.

Para resolver la dinamica de un manipulador robético, se pueden usar sistematicamente
enfoques convencionales como son las formulaciones de Lagrange-Euler y de Newton-
Euler, asi como las ecuaciones generalizadas de D’Alembert, de acuerdo con los

objetivos deseados. -

4.1 Modelo dinamico de la estructura mecanica de un robot
rigido

El modelo dindmico del movimiento de traslacién de un manipulador, se basa en la
segunda ley de Newton, y, para su movimiento de rotacién, en la ley de Euler,

representadas por las ecuaciones:

- dv
F=m— 4-1
m— (4-1)

- dL d,.
=—=—(I 42
Gl dt(c») (4-2)

Para el caso del robot de 1 grado de libertad mostrado en la Figura 4-1, considerando
que la masa del eslabén se encuentra concentrada en su centro de masa, no posee
ninguna carga adicional y que no existe rozamiento, aplicando el procedimiento del

equilibrio dindmico, el torque total esta dado por la ecuacion:
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2
% + MgL coso (4-3)

- _d% )
T= Id—,)—'f‘MgLCOSG =ML~
t_

Figura 4.1.Robot con 1 grado de libertad con masa del eslabén concentrada en su centro de masa

Conocidos el torque producido por el motor, la masa y la longitud del eslabén,

resolviendo la ecuacién diferencial (4-3), se determinan los valores de 6, 0, 8, que
corresponden a la variable angular del robot, asi como su velocidad y aceleracion
angular. De igual manera, si se desea que estas cantidades tomen determinados valores,
entonces con la ecuacién (4-3) se calcula el torque que es necesario aplicar a la
articulacion. Lo mismo, si deseamos que este brazo manipule una carga en su extremo
final o realice un prbceso sobre alguna pieza, entonces esta fuerza debe ser considerada

en la ecuacion (4-3) y proceder a resolverla.

Como resultado de aplicar el equilibrio dindmico a un elemento del robot, usando las
fuerzas y torques que actiian sobre él, se obtienen el modelo dindmico directo, si se
expresan las variables angular, velocidad y aceleracién en funcién de las fuerzas y
torques que intervienen; y el modelo dindmico inverso, cuando se expresan las fuerzas

torques que actuan en funcion de las coordenadas angulares.

Es necesario precisar, ‘que este procedimiento de equilibrio dindmico se complica
cuando se aplica a robots de 5 6 6 grados de libertad, debido, como ya se menciond, a la
aparicién de fuerzas de Coriolis pi'oduc_:idas por el movimiento relativo existente entre
los diversos elementos, asi como de fuerzas centripetas que dependen de rla
configuraciéon instantdnea del manipulador. En estos casos, se deben usar las

formulaciones matematicas de la mecénica clésica.
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4.2 Obtencion del modelo dindmico de un robot mediante la
formulacion de Lagrange-Euler

La elaboracion de un modelo dinamico consistente a fin de determinar las ecuaciones de
mdvimiento del manipulador con n grados de libertad, resulta de aplicar a las
coordenadas de los eslabones, la representacion de Denavit-Hartenberg, y Ia
formulacién dindmica de Lagrange. Por consiguiente, la elaboracién de este modelo
dindmico, sera a través de un algoritmo matricial, cuyas ecuaciones, adecuadamente

manejadas, nos permitiran resolver el problema dindmico de un robot.

La ecuacion de Lagrange-Euler est4 dada por: **

dfob) oL _o i=1,2,.....n (4-4)
dtidq; ) &q; !

donde:
L = lagrangiana L=K-P
K = energia cinética total del brazo
P = energia potencial total del brazo

q; = coordenada generalizada del brazo
q; = primera derivada respecto al tiempo de la coordenada generalizada q;.

T; = torque generalizado aplicado al sistema en la articulaciéon 1 para mover el

elemento 1.

Para encontrar las ecuaciones de movimiento a partir de la ecuacion de Lagrange-Euler,
es necesario que el sistema esté completamente descrito mediante las coordenadas

generalizadas q; del brazo, que determinan la posicién y orientacién de los elementos
con respecto a un sistema de coordenadas de referencia. Estas ecuaciones se basan en
las matrices de transformacién homogéneas 4x4, dada por la matriz 1‘lAi , que

representa la transformacién espacial del sistema de coordenadas (i-1)-ésimo con

respecto al sistema de coordenadas i-ésimo.

a3 HAUSER, Walter, Introduccién a los Principios de Mecénica, México, Edit. UTEHA, 1969, pag.
162.
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4.2.1. VELOCIDADES DE LAS ARTICULACIONES DE UN ROBOT
Para manipular la ecuacién de Lagrange-Euler, es necesario conocer la energia
cinética y potencial del sistema, donde la energia cinética depende de la
velocidad del elemento i-ésimo, tanto en su movimiento de rotacién como de

traslacion.

A efectos de relacionar la velocidad del eslabon i-ésimo con el sistema de

referencia de la base, consideremos el robot de la figura 4.2, donde un punto fijo
P y en reposo en el elemento i, es determinado por el vector iri, el cual es

expresado en coordenadas homogéneas con respecto al sistema (xi, ¥i, Zi)-

Figura4.2. Un punto fijo P en el eslabodn i representado por los vectores iry Ori a partir de

los sistemas de referencia i y de la base respectivamente.

En la figura 4.2, el vector iri estd dado por:

-
X

. Yi
= (4-5)

Ry
De acuerdo a lo estudiado:
'r="A;'r (4-6)

OAi=0A1’A22A3 coa. d-TA L

1

(4-7)

Si la articulacion i es de rotacion, de la ecuacion (3-2) se tiene que:
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cos 0, —coso;senf; sena;senf;  a;cos0;
ST senB; cosa;cosB; —seno;cosb; a;send; (4-8)
' 0 seno.; oS O - d;
0 0 0 - 1
y si la articulacién es prismatica, se demuestra que:
[cos O, —cos a,sen®;  sena;sen 0, 0]
, sen @, . cos a;cos ®; -—sena;cosB; O
i—1 Ai — (4-9)
0 sen a.; Cos 0 d;
0 0 0 1 ]

Como se realizé en casos anteriores, las variables articulares de rotacién (6;) y

prismaticas (d;) pueden sustituirse por las coordenadas generalizadas g;.
Asimismo, 'r; es constante con respecto a su propio sistema de referencia, por

lo tanto la velocidad del punto en el eslabdn 1 con respecto al sistema de la base

€s:

d | d i dOAi | i a.OAi -Ii‘ A
Vimvi=o ()= (CA) == =LZI % qui}

=(°A,1A22A3 SN +°A,]A22A? i,".,i_]AjL e +OATAA, HA\') i

(4-10)
De las ecuaciones (4-8) y (4-9), se demuestra facilmente que:
o i-1 A. )
i_Q, A, (4-11)
0q;

Obteniéndose que la derivada de la matriz i“lAi es otra matriz que no tiene la

estructura de una matriz de transformacién homogénea. Asimismo, los valores

de Q; son:

0 -1 00
1 0 00
Q; = (para una articulacion de rotacidn) (4-12)
0 0 00
10 0 0 0
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4.2.2.

000 0]

0 00O ‘
Q= (para una articulacién prismatica) (4-13)
0001 '

000 0

Remplazando las derivadas parciales de las matrices en la ecuacion (4-10),
usando la ecuacion (4-11), se tiene que:

QA 5°A. . T PO
- & qj:°A11A22A3_--- HAj oA =0A A A erfquj e AL
J

entonces:

0 0a 14 2 O A L TA f e
) Aiz{o ACACA Q) TA, A, para _]_1; (4-14)

oq; para j>i
Esta ecuacion representa el efecto que produce el movimiento de la articulacion
j sobre todos los puntos en el elemento i.

Sea:

U, = (4-15)

Y

0'A, _| "ALQ;7'A;  para jsi]
aq; 0 para j>i

Remplazando (4-15) en (4-10) tenemos que la velocidad del punto fijo P es:

vy =v =3 LA o g, 4-16
Vi—Vi—Z q;j ri_z ijdj T ( )
9 =
Asimismo, si derivamos Uy , tenemos que: -
oU .. OAj—in j_]Ak—le k._]Ai iZij ]
. P =3 "A,,Q, TAQ; A, i>j>k b (4-17)
k 0 i<joi<k

ENERGIA CINETICA DE UN MANIPULADOR

Consideremos el eslabén 1 de un manipulador y que su energia cinética K es

“medida desde el sistema del coordenadas de la base del robot. Si tomamos un

elemento de masa dm del eslabon, su energia cinética es:

dK | = %(xl2 + y? +Zi2}im = Y traza (Vi'ViT}lm = %Tr(viviT }im
donde:
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Tr(viviT) = operador traza, que sustituye al producto escalar de vectores. '

Con este reemplazo se logra formar el tensor para obtener la matriz de inercia J

o matriz de pseudo inercia. Remplazando la ecuacién (4-16) en (4-18), tenemos:

- T
dKi =%TI‘ (Z ip qp ][Z Ulr qr i} dm

p=I1
i

dK; = 4 Tr| >’ ZUip P Uﬁqpqr}im
p=l r=l

0K, = YTe| S iuip (ir,inT dm)uTq, q} (4-18)
r=1

p=l

Como la matriz U; sélo depende del vector 'r; cuando g; cambia e

independiente de la masa, asi también los valores de q; son independientes de la

masa del elemento i, integrando tenemos:
' i
K, = [dK; = 411 3 S0, ([ 'xT dm)UTq,q, ] . (4-19)
p=l r=l )
El término de la integral de la ecuacion (4-19) es la inercia de todos los puntos
del eslabén 1, y representdndolo en forma matricial luego de operar el producto

de matrices, tenemos que:

[x{dm [x;ydm [x;zdm [x,dm
[x;y{dm [yldm [yzdm [y,dm
[xzdm [yzdm [zdm [zdm
[x}dm [y, dm  [zdm  [dm

J = jfn*rf dm = (4-20)

El tensor de inercia se define por:'’

I = J[Sijzkxlz‘]_xixj dm (4-21)

16 FRALEIGH, John B, BEAUREGARD, Raymond A, Algebra Lineal, Delaware, USA, Edit.
Addison-Wesley Iberoamericana S.A., 1989, pag. 337.

7 HAUSER, Walter, Introduccion a los Principios de Mecanica, México, Edit. UTEHA, 1969, pag.
321.
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donde los indices i, j, k indican los ejes principales del sistema de coordenadas i-

ésimo y §; es el delta de Kronecker, entonces J; se expresa como el tensor de

inercia, dado por:

I +1 +1 i
(“—2”'_22 \y IXZ —-miil
I -1 +1I
XX vy 2z —
J = e 2 e T (4-22)
I +1 -1
I e Y
Xz yz 2 11
L m;X; m;y, m;z, m; |

o utilizando el radio de giro del cuerpo rigido m; en el sistema de coordenadas i,

se puede expresar J; como:

[ 4,2 2 2 .
km +.ki22 +ki33 ki2]2 ki213 ii
2
2 2 2
2 km _kszz +ki33 2 =
Ji = . 1%]2 2 ki23 yl | (4_23)
, 2 ki, -k, '
k3 ki_73 ktll 122 133 Zi
B 2
L X Y; 7 1]

donde, por ejemplo, kips es el radio de giro del eslabén i respecto al eje yz,
siendo (X,,¥;,7) las coordenadas de su centro de masa medido desde el sistema
~se coordenadas del eslabon i-ésimo. Asimismo, el tensor de inercia depende de

la distribucién de masa en el eslabén y no depende de su posicién u orientacion

ni de su velocidad, y es calculado con respecto al sistema de coordenadas i-

ésimo.

Luego, de las ecuaciones (4-18) y (4-19), se tiene que la energia cinética total K

del brazo de un robot, es:

n . n. i i .
KzZKi =%ZT{ ZUiin qupqr]
i=1

i=1 p=l r=l

2. Tr(UiinUﬁ)clpqr (4-24)

1 p=1 r=1

K=Y}y

n i i
i=
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4.2.3.

4.2.4.

ENERGIA POTENCIAL DE UN MANIPULADOR

La energia potencial del eslabon 1 viene dada por la ecuacion:
P,=-mg E =-mg(°A, T) i=1,2,3,....,n (4-25)
donde 'T es el vector centro de masa del elemento i desde el sistema de

coordenadas del elemento i-ésimo, y la energia potencial total del brazo es:

P= ZP Z 2(°A'T) (4-26)

i=]
donde g = [0, 0, -g, 0] es la gravedad expresado como el vector fila en el

sistema de coordenadas de la base.

ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE UN MANIPULADOR
Remplazando las ecuaciones (4-24) y (4-26) en la ecuacién (4-4), tenemos que
la funcién lagrangiana es:

L:K‘—Pzziiiﬁ(u J. U} )a,4, +im g(°A, %) (4-27)

i=l p=l r=l

y de la ecuacion del Lagrange-Euler dada por df —iz’c., se tiene
| dt\dq, ) og;

finalmente que:
nJ SN I R T) - S i
=22 Tr (0330 i+ 203 Tr{U 0 3, UF i — Y om 60, 5, (428)
j=i k=1 j=i k=1m=1 j=i

A fin de simplificar esta expresion matemadtica, podemos usar la notacidén

matricial siguiente:

Z qu+ZZh”\mqkqm+c i=1,2, ...,n (4-29)
k=1 k=l m=1

k=]

'y expresado en matrices tenemos:

7(t) = D(q(0)d(t)+ h(a(®).4(0)+ cla(t)) (4-30)
donde 7(t), son vectores nxl que representan las fuerzas y/o torques o pares

motores efectivos aplicados sobre cada coordenada ¢; y a las articulaciones

1=1,2, ....n; q(t), q(t) y q(t) representan las variables de rotacion, velocidad y

aceleracion de las articulaciones del brazo, respectivamente, y se expresan por

las matrices:
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[T [q,(0) ] Fql(FY [4,()]
T, () q. (1) q, (1) q, (1)
: : . : N : (4-31)
TM=] q)=| M= q(t) =
[T (D] L4 (D] L4a (D] 4. (0]

Asimismo, D{(q), h(q,q) y c(q) son las matrices simétricas inerciales
relacionadas con la acéleracién nxn, el vector fuerza de Coriolis y centrifuga no
lineal nx1, y el vector fuerza de la carga gravitatoria nx1 respectivamente, y se

€xpresan por:

-n
Dy = Y (U 5;UT) k=12, ..n (4-32)
J=max(i.k)
’.-l - n
y by = D T 3, UT) (4-33)
2 j=max(i.k,m)
h(q,Q)= n n o
h; = Zhikmqkqm (4-34)
k=l m=l .
h, | : :
‘ i, k,km=1,2,3, ...,n
o]
02 .
. C. =— m. U JF 4_”5
_ 1i=1,2,3, ...,n
[Cn ]

Los coeficientes Dj, hixm v ¢i, son funciones de las variables de articulacién y
~de los pardmetros inerciales del manipulador; por tal razén, se les denomina

coeficientes dindmicos del manipulador, cuyos significados fisicos son:

Dj: Esta relacionado con la aceleracién de la variable de articulacion. Si i=k
esta relacionado con el torque (par motor) que actiia sobre el elemento 1, y
si i#k estd relacionado con el torque o fuerza de reaccién inducido por la

aceleracién del articulacién k y actuando en i o viceversa.
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hixm: Est4 relacionado con la velocidad de las variables de articulacion. Los
indices km estan relacionados con las velocidades de las articulaciones K y
m que inducen un torque o fuerza de reaccion en la articulacion 1. Si k=m,
hjw estd relacionado con la fuerza centrifuga generada por la velocidad
angular de la articulacion k y trasmitida a la articulacion 1. Si k#m, hixm
esta relacionado con la fuerza de Coriolis generada por las velocidades de

las articulaciones k y m y trasmitida a la articulacioén i.
ci  Representa los términos de la carga gravitatoria debido a los eslabones.

Las ecuaciones de movimiento de un manipulador, representadas desde la
“ecuacion (4-30) a (4-35), son ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden no lineales acopladas, donde se incluyen los efectos inerciales,

centrifugos, de Coriolis y gravitacionales de los elementos.

Para un conjunto de torques (t;) aplicados como una funcion del tiempo, la
ecuacion (4-30) debe ser integrada simultaneamente para obtener un movimiento
real del manipulador en términos de la historia temporal de las variables de
articulacién g(t). Luego, esta historia temporal se puede transformar para obtener
la correspondiente del movimiento o trayectoria de la mano, utilizando las

matrices de transformacién homogénea apropiadas

Caso inverso, si se conoce la historia temporal de las variables de articulacidn,
velocidades y aceleraciones, a partir de un programa de planificaciéon de
trayectoria, entonces se pueden usar estas ecuaciones para calcular los torques T;
aplicados como funcién del tiempo que son necesarios para producir el
movimiento del manipulador particular planificado. Esto se conoce como
control en lazo abierto, el cual es el més deseable para un-sistema robotico

autébnomo.
A causa de su estructura matricial, las ecuaciones de Lagrange-Euler son

interesantes desde el punto de vista de control en lazo cerrado, por que dan un

conjunto de ecuaciones de estado como en la ecuacién (4-30). Esta forma
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4.2.5.

permite el disefio de una ley de control que compensa facilmente todos los
efectos no lineales. En el disefio de un controlador por realimentacion para un
manipulador se utilizan los coeficientes dindmicos para minimizar los efectos no

lineales de las fuerzas de reaccién.

OBTENCION DEL MODELO DINAMICO MEDIANTE LAGRANGE-
EULER.

Para obtener las ecuaciones de movimiento del manipulador de un robot, se

procede de acuerdo al siguiente procedimiento:

1° Asignar un sistema de referencia para cada eslabon de acuerdo con los

criterios de Denavit-Hartenberg.

2° Calcular las matrices de transformacién homogéneds. %A;, gy irj para

cada eslabon i. El vector gravedad expresada en una matriz fila

homogénea [gx g, g, 0]. El vector irj expresado en coordenadas

homogéneas, es el vector del centro de masas del eslabén j expresado en

el sistema de referencia del eslabon i.

'3°  Determinar las matrices Uj; de acuerdo con la ecuacién (4-15).

4° Obtener las matrices de pseudo inercias J; para cada eslabén, a partir de
las ecuaciones (4-20), (4-21) y (4-22), donde las integrales son
calculadas a todo el eslabén 1 y (xi, yi, zi) son las coordenadas de dm
respecto al sistema de coordenadas del elemento.

- Si se usara la ecuacion general de movimiento dada por la ecuacion (4-30):

5° Determinar las matrices Uiy de acuerdo con la ecuacion (4-17).

6° Obtener los coeficientes dindmicos Dik, hikm, hi y ci para hallar las
matrices de inercias Dik; las matrices columnas fuerzas de Coriolis y
centripeta y la matriz fuerza de gravedad a partir de la ecuaciones (4-32)
a (4-35).

7° Remplazar las matrices obténidas en la ecuacién general de movimiento
(4-30), para obtener las ecuaciones de movimiento correspondientes.

- Si se usara la ecuacion (4-27) para determinar la funcién Lagrangiana
y luego aplicar la ecuacién de Lagrange-Euler:

5° Remplazar las matrices obtenidas en los pasos 2°, 3° y 4° en la funcién

Lagrangiana L dada por la ecuacion (4-27).
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6° Realizar las siguientes derivaciones: 01,/8q;, d/dt(dL/aq;)y &L/dq; .
7° Remplazar las derivadas obtenidas d/dt(dL/2q;)y 6L/8q; en la

ecuacion de Lagrange-Euler 4 _6°£ —ﬂz’c. para obtener las
dt\2q, ) oq;

ecuaciones de movimiento correspondientes.

4.3 Planificacion de trayectorias de un manipulador

Para controlar un manipulador a fin de que siga una trayectoria determinada, se tiene
que conocer si existen ligaduras de obstdculos y ligaduras de camino, debiéndose
realizar una planificacion del movimiento o trayectoria y un control del movimiento. El
movimiento del manipulador se puede tratar como una secuencia de puntos en el
espacio correspondiente a su posicion y orientacién a través de los cuales debe pasar el
manipulador, y la curva en el espacio o camino que recorre desde la posicién inicial

hasta la posicién final.

La planificaciéon de una trayectoria consiste en interpolar o aproximar el camino
deseado médiante unas funciones poliriomiales generando una secuencia de puntos de
control en funcién del tiempo, a fin de controlar el manipulador desde su posicion
inicial hasta la final. Estas posiciones extremas se pueden especificar en coordenadas

cartesianas o en coordenadas de articulacidn.

El recorrido del manipulador se puede realizar a través de una trayectoria rectilinea que
conecte los puntos extremos, o a lo largo de una trayectoria polinomial uniforme que
cumpla con las ligaduras de posicion y de orientacion en los puntos extremos llamada

también trayectoria de articulacion interpolada.

Para planificar una trayectoria, se utilizan dos métodos: Uno en el cual se debe
especificar un conjuntos de ligaduras en -coordenadas de articulacion, es decir
continuidad y regularidad en la posicién, velocidad y aceleracién de las coordenadas
generalizadas del manipulador en determinadas posiciones Ilamadas puntos nudos o
puntos de interpolacién a lo largo de la trayectoria. En este caso, se selecciona una

trayectoria parametrizada mediante una funcién polinomial de grado n en el intervalo de
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tiempo (to, tr) que interpola y satisface las ligaduras en los puntos de interpolacion. El
otro método es cuando se especifica el camino que el manipulador debe realizar
mediante una funcién matemadtica o analitica, como un camino en linea recta en
coordenadas cartesianas o bien en coordenadas de articulacién o cartesianas que
aproxima el éamino. En este caso, las ligaduras de camino se especifican en
coordenadas cartesianas y los actuadores en coordenadas de articulacion, por lo que se
deben convertir las ligaduras de camino cartesiano a ligaduras del camino de las
articulaciones mediante aproximaciones funcionales y luego encontrar la trayectoria

parametrizada que satisfaga las ligaduras del camino de articulacion.

En general, la planificacion de una trayectoria se puede realizar en el espacio de las
variables de articulacion o en el espacio cartesiano. En el primer caso, se planifica la
historia temporal de todas las variables de articulacién, sus velocidades y aceleraciones
para describir el movimiento deseado del manipulador. Para la planificacién en el
espacio cartesiano se define la historia temporal de la posicion de la mano del
manipulador, su velocidad y aceleracién, y se deduce las posiciones, velocidades y
aceleraciones de la articulacién a partir de la informacién de la mano. La planificacién
en el espacio de las variables de articulacién tiene las ventajas de que se planifica en
términos de las variables controladas durante el movimiento, se realiza casi en tiempo
real y son mas faciles de planificar. La desventaja es-la dificultad de determinar las
posiciones de los diversos eslabones y de la mano durante el movimiento, que se

necesita para evitar los obstaculos a lo largo de la trayectoria.

Para planificar una trayectoria en el espacio de las variables de articulacién o encontrar
la trayectoria de la articulacidn, se debe hallar una funcién de trayectoria h(t) que
determine la posicién de la articulacién y que sea diferente para cada intervalo de
control. Las ligaduras que se deben considerar en este caso son: Los puntos de
trayectoria se deben calcular rapidamente y no en forma iterativa; se deben determinar y
espeéiﬁcér posiciones intermedias; se deben determinar y especificar posiciones
intermedias; se debe garantizar la continuidad de la posicién de la articulacion y de sus
dos primeras derivadas con respecto al tiempo; y se debe minimizar movimientos
extrafios. Estas ligaduras se satisfacen si la historia temporal de las variables de
articulacién se pueden especificar mediante secuencias polinomiales. En general, se

deben especificar dos posiciones intermedias, una cerca de la posicién inicial de salida y
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otra cerca de la posicién final de llegada. Para estos casos se necesita un polinomio de
sétimo grado o si la trayectoria se subdivide en tres o cinco segmentos, entonces se usan
tres o cinco polinomios de potencias cubicas, cudrticas o quinticas de acuerdo con las

representaciones (4,3,4), (3,5,3) 0 (3,3,3,3,3).

Para planificar una trayectoria en el espacio cartesiano o para el control del camino
cartesiano, se debe encontrar una funcion matricial H(t) en cada intervalo de control,
que determine dénde debe estar la mano del manipulador en el instante t. Ademas se
debe encontrar la funcion métricial Q[H(t)] para que convierta las posiciones
cartesianas en sus correspondientes soluciones de articulacion. La planificacion del
camino cartesiano se obtiene mediante la generacién o selecciéon de un conjunto de
puntos nudos o puntos de interpolacién en coordenadas cartesianas; y luego, mediante la
especificacion de una clase de funciones se enlazan estos puntos nudos o aproximan
estos segmentos de caminos de acuerdo con algun criterio. Uno de ellos es el método
orientado al espacio cartesiano, donde el célculo y optimizacién se realiza en
coordenadas cartesianas, y los puntos de control se selecciona sobre el camino en linea
recta para enlazar los puntos nudos cartesianos adyacentes en un'intervalo fijo y se
convierten en sus correspondientes soluciones de articulacion en tiempo real. El otro
método orientado al espacio de la articulacion, se usa una funcion polinomial de bajo
orden en el espacio de las variables de articulacion para aproximar el segmento de
camino acotado por dos puntos nudos adyacentes sobre el camino en linea recta, y el
control resultante se efectia a nivel de la articulacién. El camino cartesiano resultante es
una linea recta sin tramos. La planificacion del camino en el espacio cartesiano tiene la
ventaja de ser un concepto directo y se asegura un cierto grado de precisién deseado a lo
largo del camino en linea recta. Por otro lado, requiere transformaciones entre las
coordenadas cartesianas y las de articulacion en tiempo real. Si se incluye la dindmica
del manipulador, se incluye las ligaduras del camino en coordenadas cartesianas,
mientras que las ligaduras fisicas, como limites de par y fuerza, velocidad y aceleracién
de cada uno de los motores de las articulaciones, estan sefialados en coordenadas de
articulacién; produciéndose un problema en la optimizacién al existir ligaduras mixtas

en dos sistemas de coordenadas diferentes.

En resumen, por lo sefialado, se utiliza ampliamente el método orientado al espacio de

la articulacién, que convierte los puntos nudos cartesianos en sus correspondientes
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coordenadas de articulacion y utiliza polinomios de bajo orden para interpolar estos
puntos. Este método computacionalmente es mas rapido y mds fécil tratar con las
ligaduras dinamicas del manipulador; pero asimismo, pierde precision a lo largo del

camino cartesiano cuando los puntos de muestreo caen sobre los polinomios ajustados.

4.3.1. TRAYECTORIAS DE ARTICULACION INTERPOLADAS
En la planificacién de una trayectoria de articulacién interpolada para un robot,
se consideran cuatro posiciones para cada movimiento del brazo, como se
muestra en la Figura 4.3.
Posicién inicial, donde la velocidad y la aceleracion son normalmente nulas.
Posicion de despegue, donde el movimiento es continuo a puntos intermedios.
Posicién de asentamiento, donde el movimiento es continuo a puntos
intermedios.
Posicion final, donde la velocidad y aceleracién son normalmente nulas.
Ademas de estas ligaduras, los extremos de las trayectorias de la articulacién

deben estar dentro de sus limites fisicos y geométricos.

Articulacion i

B8(ty) Final
ot
(&) ntamiento
a(t;) espegue
8(t5) Inic
B>
to t t tr A Tiempo

Figura 4.3. Ligaduras de posicién para una trayectoria de articulacion.

4.3.2. TRAYECTORIA DE ARTICULACION 4-3-4
En este caso la trayectoria se ha subdivido en tres segmentos, donde al primer
segmento se le asigna un polinomio de cuarto grado y corresponde desde la
posici6n inicial hasta la de despegue. Al segundo segmento o segmento medio se

le asigna un polinomio de tercer grado y corresponde desde la posicién de
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despegue a la de asentamiento. Al tercer segmento se le asigna un polinomio de

cuarto orden y corresponde desde la posicion de asentamiento hasta la posicion

final.

Sea: 1 =tiempo real instantaneo del recorrido del manipulador
1; = tiempo real al final del segmento de,la trayectoria i-ésima
tj=1; - ;.1 = tiempo real que demora en recorrer el segmento i-ésimo
t = variable de tiempo normalizado, te [0, 1]

T—1T;
_ i-1

t=—E refr,, 7]
Ti =T

Para una determinada trayectoria, cada articulaciéon posee una ecuacion
polinomial h(t) por cada segmento de la trayectoria. Si la trayectoria estd
subdividido en n segmentos, entonces cada articulacion tiene n ecuaciones
polinomiales, y si existen N articulaciones, entonces existirdn #xN ecuaciones
polinomiales en el sistema robdtico. Las ecuaciones de los polinomios para cada
variable de articulacién en cada segmento de la trayectoria 4-3-4 en funcién del

tiempo normalizado t son:

hy(t) = ajo + apt + apt’ + agt’ + apt’
hy(t) = azp + @zt + ant® + agt’

h3(t) =azp +azt+ a32t2 + 2133'[3 + a34t4 (4-36)

La ligadura de continuidad de la posicién, velocidad y aceleracién de la
articulacion para que la trayectoria planificada sea suave, implica que el valor de
estas cantidades deben ser las mismas al final de un segmento y al inicio del
segmento siguiente.

Estas ecuaciones se resuelven cuando sus coeficientes a;j se determinan en
funcion de las condiciones de frontera, esto es, en funcién de los valores de la
posicién, velocidad y aceleracién en las posiciones inicial, despegue,

asentamiento y final de la trayectoria del manipulador.

Representemos esquematicamente la trayectoria de esta interpolacion 4-3-4 en la

Figura 4.4, donde se consideran como datos los valores de las posiciones
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articulares 6, 91, 0, y 9s; las velocidades vo,vs, las aceleraciones ag, y az; y el

tiempo que demoran en desplazarse las articulaciones durante cada segmento t;,

L yts,

q(t)

el /—\ 62

Vi V3
8o J \’\—‘ 05
Vo € P Vs

2y fas

Bt
t t t3

Figura 4.4. Descomposicién o interpolacién de la trayectoria que une dos puntos en tres tramos
consecutivos.

Las condiciones de frontera de este sistema de polinomios son:

h,(0) =6, h,(0) = v, h,(0)=a,
() =h,(0) =6, m= 8, (0) =V, hlgl) = hZEO) =4,
Y t t t3
h,(1) = h;(0) =6, h, @ _ h3(0)'=V2 h22(1) _ h320) o,
t ts t5 t3
h;(1) =6, h3 D =vy hy(1) =a,

Resolviendo el sistema de las ecuaciones (4-36) considerando estas condiciones
de frontera, obtenemos finalmente que los coeficientes a;;, se calculan mediante

las ecuaciones siguientes:

CALCULO DE LAS CONSTANTES Y COEFICIENTES

ajo= 0o
an=vol
ajp = agt)*/2
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xa = 01-ajp-aji-a12

xb = -a;)/1;-2 a5/t

Xc=2 alz/tlz

a0 = 01

xd = 6;-ay

a3 =t

xXe = 85-a3g

xf=xb-3 xa/t;

Xg = xc+6 xalt,?

xh = xg+6 xf/t;

xi = xd+t; t; xh/6

Xj = -t; xh/6+(6 t2+1;) x1/((3 tott;) t2)

xk =3 xi/(t> (3 ta+t1))

x] = t3 (xk-3(2 t;+t1) xj/(t2 3 12 1))

xm = xe+tp (3 t2+2 t;) xV(3(2*t2+t1))

xn = (t (2 1143 216 t3)+3 1) t5)/(3 13(2 t2+t1))
x0 = v3 t31x1 15 (3 t+2 t1)/(3(2 tr+t)) »
xp=(t (2 t;+3 t,+12 t3)+6 t; t3)/(3 t3 (2 t2+t1))

as, = (a3 t3> +12 xm-6 x0)/(2(6 xn-3 xp+1))
as3 = azy (Xp-4 xn)-xo+4 xm

d34 = XmM-a33-X1 as;

a3 = (aza/ts-x1) t2 (3 t2+2 t1)/(3(2 t2+t1))

an = (a31/13-Xj) t2 (3 2+t1)/(3 1242 1y)

2y =3ty (xi-a3)/(3 ta+ty)

a1 =1; t, (2 axn/ty’xh)/6

ap =ty (xf+as/t)

;3 = Xa-a4

Con los valores obtenidos para los coeficientes aj; a partir de las condiciones de
frontera y de continuidad en los tres segmentos en que se ha subdividido la
trayectoria; la posicidn articular, la velocidad de la articulacién y la aceleracion

articular se obtienen a partir de las ecuaciones siguientes:
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hi(t)=ap+at+apt,+ast +agt

A
1 t ' t

Chy(t)  2a;,+6a5t+12a,,t7

5 ty

aj

ho(t) =ax +ay t+ant’ +ayt

S hy(t) ey +2apt+3an,t
t2 t2

V2

_hy(t) _ 2ay, +6ayt

t t

2

hy(t) = azo+ a3 t +az t* +agy £ + aze t*

v
’ ts ty

hy(t)  2ag, +6ast+12a,,t>
a3 =53 = 2
t3 13

(4-37)

(4-38)



CAPITULO V

MOVIMIENTO DE UN BRAZO ROBOTICO CON DOS
ARTICULACIONES

En este capitulo estudiaremos el caso del manipulador de un robot planar constituido

por dos elementos o eslabones con articulaciones rotacionales, como se-muestra en la

Figura 5.1. Sean las longitudes de los eslabones iguales a ¢, sus masas homogéneas m;

y my, y los dngulos formados son 6, y 0, respectivamente. El sistema de referencia de la
base estd representado por XoYoZo, €l cual se encuentra en la base del robot. Por
simetria, consideremos que el movimiento del robot esté en el plano XY, y aplicando la
convencién de Denavit-Hartenberg, se han trazados los ejes de coordenadas en las
articulaciones, donde los ejes Z; y Z; que se encuentran saliendo del plano,

corresponden a los ejes de las articulaciones 1 y 2 respectivamente.

Figura 5.1.Esquema de un robot planar con dos articulaciones rotacionales

En el extremo final, el manipulador tiene una herramienta para sujetar, cortar,
entornillar, o para desempefiar cualquier otra funcién. Determinaremos las ecuaciones
de movimiento de este robot para aue su extremo final se desplace del punto A al punto
B en el plano de su movimiento, utilizando las ecuaciones generalizadas para el
movimiento de un manipulador, y que fueron deducidas utilizando las ecuaciones de

Lagrange-Euler.



Todo manipulador es capaz de determinar sus propias coordenadas articulares, a través
de sensores internos localizados en las uniones 1 y 2, los cuales pueden medir
directamente los 4ngulos 0, y 6, y las posiciones A y B se deben expresar en términos

de estos angulos de articulacion.

5.1. Cinematica directa del robot con dos articulaciones

El problema de la cinemadtica directa de este robot, queda resuelto cuando se expresa la
posicidn, orientacién, velocidades y aceleraciones en funcién de las variables
articulares.

De la Figura 5.1 se obtiene directamente que la posicién del extremo final o mano es:

x=€[cose1 +cos(91 +92)] (5-1)

y= Z[sene1 + sen(@I +0, )] (5-2)
y usando la notacién matricial tenemos:

ol
r= 0= (5-3)
y 0,

La velocidad del extremo final del manipulador es:

v=4/%"+3? (5-4)

donde

>.<=—£[sen(91 -é1+sen(91 +92)'(é1+62):| (5-5)

y= E[cos 0, 01+ cos(6, +6,) -(éhgézﬂ (5-6)

Utilizando la ecuacién (3-27) tenemos que esta velocidad se puede expresar, usando la

matriz Jacobiana, por:

x| [-4£(send, +sen(®, +6,)) —~/sen(d, +6,) 0,
v=|  |= ) . (5_7)
y f(cose1 +cos(B, +62)) Lcos(0) +0,) |0,

v=J0 (5-8)
Las velocidades angulares de la articulaciones 8, y 9, se pueden determinar a partir de

las ecuaciones (5-7) y (5-8), considerando que:
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0=J"v (5-9)

6, 1 { {cos(®, +6,) fsen(0, +0,) }m (5-10)
—f(c

0, =£zsen92 0B, +cos(, +6,)) —£ (serb, +sen(0, +6,)) || v

Es necesario notar en esta ecuacion, que el determinante del Jacobiano es ¢ sen 6, y

cuando 6, =0, 7, ..., el manipulador esta en una configuracién singular, y los elementos

del manipulador no pueden moverse en la direccién paralela.

5.2. Cinematica inversa del robot con dos articulaciones

Para ordenar al robot desplazarse al punto B, se necesita conocer las variables de
articulacién 0; y 0, en términos de las coordenadas x y y del punto B. Este el caso que
corresponde a la cinematica inversa. Dada la no linealidad de las ecuaciones obtenidas
de la cinemdtica directa, no se encuentran ecuaciones \inicas para 8;.y 0, si usamos las

ecuaciones (5-1) y (5-2).

Considerando el caso estudiado en la seccion 3.2.1 de un manipulador articular planar
con tres grados de libertad, tomando las ecuaciones correspondientes a los dos tltimos
eslabones que son similares a este caso, y haciendo las conversiones correspondientes a

las ecuaciones (3-17) y (3-18), tenemos finalmente que:

+(1-cos?0,)!/?

8, = arct
2 ¢ cos0,
donde
2, .2 2 2, .2 2
X +y =24 X" +y -2/
cosf, = —"——— = 0, =arccos ————— 5-11
? 20 2 20 G-1D
De igual manera se obtiene que:
0
0, = arctgl—arctg ! (5-12)

1+cos 6,
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Se observa que 0, tiene dos valores, segin se tome el signo positivo o negativo, los
cuales corresponden a las configuraciones de codo arriba o codo abajo, como se muestra

en la figura 5.2, que es equivalente a la figura 3.5 ya estudiada.

Figura 5.2. Eslabones del robot de la figura 5.1 en un plano y en las configuraciones a) codo
abajo y b) codo arriba.

5.3. Calculo de la matriz de transformacion homogénea

De la Figura 5.1 se obtiene: los pardmetros de coordenadas de los eslabones y que se

encuentran representados en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1. Parametros de articulacion de un robot planar con dos articulaciones.

Articulacion 8; d; d; a;
1 0, 0 0 ¢
2 0, o 0 ¢

Aplicando las ecuaciones (2-23) y (2-24) o directamente la ecuacién (4-8) en la Figura

5.1, se tiene finalmente que:

[cos®; —senf; 0 fcosh ] [cos0, —senf, 0 ZfcosH, |
senf; cos6; 0 /send, send, | cos6, O /senb,
0A, = 1A, = (5-13)
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1| . 0 0 0 T

Asi, la matriz de transformacién homogénea de este manipulador es:
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cos(8, +6,) —sen(®;+6,) O Z(cos 0y +cos(0; + 62))
sen(9; +0,) cos(®;+6,) 0 £(send; +sen(8; +0,))
0 0 1 0
0 0 0 1

0A,=0A,1A, = (5-14)

En la matriz de la ecuacion (5-14) se puede obtener las coordenadas del extremo del
manipulador, con respecto al sistema de referencia de la base, siendo:

X = E(cos@l +cos(9; +62))

y = £(send, +sen(8; +6,))
y que corresponde a las ecuaciones (5-1) y (5-2). Asimismo, la matriz rotacional 3x3,

nos da la orientacidn del sistema de referencia X,Y»7Z, relativo al sistema de referencia

de la base.

5.4. Calculo de la ecuacién de movimiento

Para calcular la ecuaciéon de movimiento de un manipulador, se utiliza la ecuacion (4-
27):

L=Kk-P=y YU, 5,01k, q,+ng( AE)

i=]l p=I r=

para luego aplicar la ecuacion de Lagrange-Euler

afa) o
dt\éq; ) aq;

0 la ecuacidén (4-30) o su equivalente, la ecuacion (4-28)

T(t) = D(q(1))di(t) + h(q(t), 4(1)+c(q(1))
n _I T n J J T . n L
=ZZTT(UijjUJi)‘1 + 3 Y H{U I, U] )qkqm—ijngiJrj
=t

j=i k=1 j=i k=Im=1
donde (t), q(t), q(t) y q(t) son vectores nxl que representan la fuerza o torque

aplicado a las articulaciones i=1,2, ..,n; y las variables de rotacién, velocidad y

aceleracion de las articulaciones del brazo, respectivamente.
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En esta aplicacion utilizaremos la ecuacién (4-27) para luego aplicar la formulacién de

Lagrange-Euler, por lo que:

L=K-P =%iiiTr(Uip J, U,.Tr)qpq, +§:mig(°Aiiﬁ)
i=1

i=1 p=l r=l
L=K-P=K,+K,-(P,+P,)= %Tl'(UnJlU]Tl}'llfh + %[Tr(UzlJngl)fh% +
+ TI(U21J2U§2 h1q2 + Tr(UzszU%‘l hqu + Tr(Uzszng hzqz] +

+[m1g(°A11r1)+m2g(0A20r2)] (5-15)

Zy
Figura 5.3. Esquema del robot planar con las articulaciones rotacionales expresadas en coordenadas

generalizadas

En este caso, 6 =q, y de la ecuacion (4-15) y usando las matrices de las ecuaciones (4-

12), (5-13) y (5-14) tenemos:

0 -1 0 Of[cosd; —send; O Lcos9, |
1 0 O Of senB; cosB; O {send,
U11=0Ao Q OAI =Q, OAI =
0 0 0 0 0 1 0
6 0 00l 0 0 0 I
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B senf; —cos@; 0 ~—/send, ]
cosf; —send; 0 —{Lcosb,
0 0 0 0

0 0 0 0 |

0 0] cosg, +6,) —ser(6,+6,) 0 Acod, +cos@; +6,))

[0 -1
1 0 00
U, ="A,Q, %A =Q, °A, =
0 000 0
0 000 O
—-sen(0; +6,) —cos(0; +0,)
cos(8; +0,) —sen(0;+6,) O
Uy = .
0 0 0
0 0 0
[cosB; —serB; 0 fcosd, [0 -1
serf; cosB; O fseB; |1 O
Up="A,Q, 1Ay = : :
R T T B
|0 0O 0 1 Jo o
[—sen(0, +08,) —cos(®; +8,)
cos(0; +6,) —sen(0;+06,)
Uy = 0 0
| 0 0

ser(d, +6,) cosf,+6,) 0 fsetd, +ser(0; +6,))

0 1 0
0 0 1

0 —¢(senB, +sen(0; +0,))

£(cos 0, +cos(0; +6,))
0
0

0 0[cos®, —se, 0
0 O|lsed,  cosd, O
00| O 0 1
0 0] O 0 0

0. —{sen(0;+0,)
0 {fcos(B; +6,)
0o 0
0 0

De estas ecuaciones de Uj;, Uy;; v Ux se obtienen directamente sus

transpuestas U; IT, U21T y U22T.

(5-16)

(5-17)

4 cost
fserB),
0
1

(5-18)

matrices

De la ecuacion (4-20) o sus equivalentes las ecuaciones (4-21) y (4-22) tenemos que:

Lo = |(¥2 +x2Hm =0
| ‘ 3 2
Iyy = (x2 +22)dm=fx2dm =ps ijzdx :ps% - %
3 3 2
IZZ = (X2 + yzbn‘l :J'X2d1n =ps gxzdx — pS% - m’j
IX} =I}’Z:Ixz=0
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e 02 m{
xdm=mX=ps |-x dx=-ps—=——"—
-[ pf P 2 2

.[ydm = fzdm =0

donde: dm = psdx, p es la densidad del eslabén y s es la superficie transversal a su
longitud. Asimismo, los valores de y=z=0.

Remplazando estos valores en el tensor de pseudo inercia, tenemos:

Ympez 00 —Ym!t Ymy2 0 0 - }myl
0 0 0 0 ' 0 0 0 0
5, - - J, - (5-19)
0 0 0 0 0 00 0
-Ym¢ 0 0 m,; —%mzf 0 0 m,
Por otro Jado: _
—4/2 —£/2
0 0
e=b g 00 -l 0 =] o (520

1 1

Remplazando estos valores de Uy, Uy, Uxm, Uy', U, . Un', i, b, g
A, %A,, Ir; y %r, con q=0 en la ecuacion (5-14), y luego de operar €l producto de las
nﬁatrices correspondientes, tenemos finalmente que el Lagrangiano de nuestro sistema
robético es:

L =1/02)(m; +4m, +3m, c0s0,)02 + m, (2 +3¢0s0,)0,0, +m,02 |-
2 2 2)07 +my 2)919; +myY;5

(5-21)

gf[mlsenel +m,sen(6; +6,) +2m,send; ]

Considerando la ecuaciones (4-24), (4-26), (4-27) y (5-21) donde: L = K - P,
obtenemos que las energfas cinética y potencial del sistema del brazo robético con dos

articulaciones son:

K = 12%|(m, + 4m, +3m, c0s8,)07 +m, (2 + 3c056,)0,0, + m, 02| - 2'2)
P= %gf[mlsenel +m,sen(0, +6,) +2m,send, |

Para aplicar la ecuacion de Lagrange-Euler, —d— 2 - ﬂ =T. se necesita:
dt\ oq; oq; !
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£=lfz m, +4m, +3m, c0s0,)0, + 1+ m,£*(2+3c0s6,)6,
6. 3 ! 2 2 11%
1

é(%] =1 £2(m, +4m, +3m, c0s6,)8; +1m, (2(2+3c0s6, )8, —1 m, F*serd, (26, +6,)8,
1 |
8L

prate _%gf(ml cos0; +m, cos(6; +0,)+2m, cos6;)
1

ngz((z'i'SCosez)el + 292)

d( aL , ) .. .
—| — |=+m,£4|(2+3¢0s6, )6, —3serH,6,0, +20
dt(aez) ¢y [( 2)0 2010, 2]
oL

F —%mzfzsenez(él +ézb1 —tm,glcos(6; +6;)
; 2

y remplazando estos valores en la ecuacion de Lagrange-Euler se tiene finalmente que:

T :%EZ(YHI +4m2 +3rn2 Cosez)él +‘é‘m2€2(2+3cosez)éz —%ngzserﬂz(zél +62)62 +

+1 gf(m; cosB; +2m, cosd; +m, cos®, +6,))

Ty =1my02(2+3c0s0,)0; +1m,£2 0, +1m,¢2send, 67 + Im,glcos(6; +6,)
(5-23)
Estas ecuaciones representan las ecuaciones de movimiento de nuestro brazo robdtico
con dos articulaciones cuando se le aplica en los actuadores dos pares de fuerza, uno en
cada brazo, a fin de que se produzca un movimiento real y el elemento terminal se

desplace de un punto a otro, para cumplir una orden.

APLICACION

Consideremos como aplicacion para este sistema de ecuaciones, que el extremo final del

robot planar se desplace entre dos puntos arbitrarios Po(0.7, -1.5) y Pd(1.4, 1.3), a través
de una linea recta, en un tiempo de 3 segundos. Utilizaremos las ecuaciones de
movimiento, calculando las constantes, coeficientes y torques a aplicar por los

actuadores que permitan al robot realizar este movimiento.
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5.5. Imtegracion numérica de las ecuaciones de movimiento
para pares de fuerzas nulas

En primer lugar, verificaremos que las ecuaciones (5-23) de nuestro modelo tedrico
estdn dadas correctamente, para lo cual se propone el programa computacional dado en
el Apéndice (Programa N° 1), que nos dara una soluciéon numérica cuando los pares de
fuerza aplicados sobre los eslabones son nulos (t; = 7, = 0). Es decir, la fuerza que actia
sobre los eslabones, sin considerar fuerzas de rozamiento, es solo la fuerza gravitatoria.

Esto implica que la energia total del sistema se conserva.

De las ecuaciones (5-23) se tiene que:

T =10 (m, +4m, +3m, €030,)6, +1m, 0% (2+3¢c0s6,)8, —Lm, 0 send, (26, +6,)6, +
+1 gl(m, cosb, +2m, cosd, +m, cos@®, +6,))

T, =1m,/2(2+3¢c0s0,)0, +1m,0? 0, + 1 m,¢%send, 67 +1m,glcos®, +6,)

Si usamos los cambios de variable siguientes:
=10*(m, +4m, +3m, cos6,)

A
B=1m,¢*(2+3c0s0,)

C=—1m,send, (20, +6,)0, +Lgl(m, cosd, +2m, cosB, +m, cos(6, +6,))
D

E

F

=B=1m,/*(2+3cos6,)

Remplazando estas variables en las ecuaciones de 1; y T, tenemos que:

DO, +E6, +F =1,

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales, obtenemos que el sistema de las

ecuaciones de movimiento de nuestro robot planar es:
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0 :B(F—Tz)—E(C—Tl) 0 :D(C_Tl)—A(F—Tz)

524
! AE-BD 2 AE-BD (5-24)

Para solucionar numéricamente estas ecuaciones, utilizaremos el método de Runge-
Kutta de cuarto orden. Integraremos numéricamente estas ecuaciones usando por

ejemplo como pardmetros del brazo los siguientes valores:
o

m1=m2=lKg
€1=E2=lm
T11=172=0

Consideraremos que el brazo robético de dos articulaciones se encuentra suspendido,
actuando solo la fuerza gravitatoria, formando los dngulos 6; = 15° y 6, = 15° (Ver
Figura 5-2-a), dejando al sistema oscilar libremente como un péndulo fisico acoplado.
En este caso estudiaremos el comportamiento de las energias cinética, potencial y total
de este sistema aislado, para lo cual haremos uso de las ecuaciones (5-22) para
determinar las energias y la ecuacién (5-24) para determinar los angulos, las cuales son
incorporadas en el programa (Apéndice: Programa 1). Asimismo, este programa ha sido
disefiado de tal manera, que con los valores numéricos de los édngulos 8, y 8, obtenidos
de la ecuacion (5-24) para cualquier instante del tiempo, el programa calcule

inmediatamente las energias: cinética, potencial y total del brazo robdtico.

Al ejecutar este programa se considerd como datos iniciales los siguientes:

h (paso de integracion) = 0.001 seg.

=0
to = 10 seg.
91 = 92= 15°=0.2618 rad.

é1=92:0

Como resultado de esta integraciéon se obtuvo las representaciones graficas de la

energias cinética, potencial y total en funcién del tiempo (Figura 5-4).
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Energia cinética vs tiempo

30 -
w 20 4 \
[+}]
3 \
=]
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10 Energia potencial vs tiempo
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0. Energia total
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2
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(seg.)
(©

Figura 5-4.Variaciones de las energias cinética (a), potencial (b) y total (c) del robot planar, en ausencia

de pares de fuerza aplicados por los actuadores.

Del anélisis de estos resultados, mostrados en la Figura 5.4, se observa que existe
relacién entre la variacidn de energia cinética y potencial, tal que mientras la cinética

aumenta la potencial disminuye y viceversa. Dichas variaciones dan como resultado que



el valor de la energia total es consfante en el tiempo, y esto es debido, a que sélo se ha

considerado la fuerza gravitatoria que es conservativa.

En resumen, estas tres energias se muestran en la Figura 5.5, donde se observa que la
suma de la energia cinética y potencial en cualquier instante de tiempo corresponde a la
energia total, la cual permanece siempre constante, como también se muestra en la

Tabla N° 1 del Apéndice, para los primeros 5 segundos.

Energias: Cinética, potencial y total

30 -

20 1

10 4

Energias

-10 A

-20 -

Figura 5.5. Energia cinética, potencial y total del brazo robético con dos articulaciones, cuando los

pares de fuerza aplicados son nulos.

De todo esto se concluye, que las ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas dadas
por la ecuacion (5-23) son las correctas para la solucién de este caso particular y de
cualquier otro. Asimismo, que nuestro método numérico es el apropiado para resolver

este tipo de ecuaciones.

Por otro lado, y a manera de ilustracién, encontramos que la trayectoria del extremo
final del manipulador en el plano XY para tiempos los totales de evaluacién: 3, 5y 10
seg., son representados en la Figura 5.6. Algunos valores de las coordenadas cartesianas

(xi,yi) de la grafica para te= 3 seg. estan registrados en la Tabla N° 2 del Apéndice.
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Trayectoria del extremo final (tf = 3 seg)

RS

SN
\

y (m)

@)

Trayectoria del extremo final (if =5 seg)
1 4

(b)

TR

Trayectoria del extremo final (tf = 10 seg)

Ry

oSty
x (m)

©
Figura 5.6. Trayectoria del extremo final del manipulador de un robot planar en ausencia de pares de

- fuerzas externas, para tiempos totales de evaluacion: (a) 3, (b) 5 y (c) 10 seg. de oscilacién
libre. '

Asimismo, la variacién de los angulos 6; y 6, en funcién del tiempo para los primeros 5

segundos, se muestra en la Tabla N° 3 (Apéndice), y cuya grafica se representa en la

Figura 5.7.
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THETA1 y THETA2 vs t

120 1

Tetal - Teta2 (°)

-90 4

-120

-180 -

-210 -
t (seg)

Figura 5.7. Representacion gréafica de la variacion de los dngulos . 8, y 8, en funcidén del tiempo, para
los primeros 5 segundos del movimiento libre que realiza el brazo robético con dos
articulaciones, en ausencia de torques o pares de fuerzas externos.

Del andlisis de estos resultados graficos, se deduce que las ecuaciones 5-23 y su

correspondiente programa computacional funciona correctamente.

5.6. Planificacién de una trayectoria rectilinea del extremo
final del brazo

Para que el extremo final del robot planar se desplace entre dos puntos arbitrarios, como
en nuestro caso, los puntos Po(0.7, -1.5) y P3(1.4, 1.3), a través de una linea recta en el
tiempo de 3 segundos, encontraremos en primer lugar las coordenadas de paso para que
el extremo final realice este movimiento, sin tener en cuenta los cambios de velocidad y
aceleraciéon que debe tener el extremo final del brazo del robot. Para el efecto,
dividiremos la trayectoria en tres segmentos iguales, como se muestra en la Figura 5.8, a
fin de encontrar las posiciones articulares 8; y 6, en funcidn del tiempo, o sea, calcular
h(t), una para cada segmento y para cada posicién articular 8 correspondiente a los
eslabones 1 y 2 del cual estd constituido. Usaremos las ecuaciones polinomiales

resultantes para la trayectoria de articulacion 4-3-4, obtenidas en el apartado 4.3.1. Estos
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segmentos en coordenadas cartesianas son equivalentes a los mostrados en la Figura 4.4

que representa las coordenadas generalizadas en funcién del tiempo.

La Tabla 5.2 nos muestra las coordenadas cartesianas de los puntos 0, 1, 2 y 3, que
divide en tres segmentos iguales la trayectoria rectilinea de la Figura 5.8. El célculo de
estos valores se ha obtenido usando el programa principal (Ver Apéndice: Programa N°
2). En esteiprograma se utiliza la ecuacion de la recta y= mx+b, para generar los puntos
intermedios. Nuestro objetivo es que el extremo final del robot planar realice este

desplazamiento, debiendo pasar por estos puntos de la trayectoria.

Tabla 5.2, Valores de los puntos interpolados que dividen la trayectoria deseada en tres segmentos
iguales, expresados en coordenadas cartesianas.

X (m) y (m)
Xo 07 Yo —15
X 0.933 v, -0.567
X3 1.4 Y3 1.3

TRAYECTORIA PLANIFICADA DEL ROBOT PLANAR
(En coordenadas rectangulares)

1.1 1.3

X (m)

Figura 5.8. Trayectoria deseada a través de la cual debe desplazarse el extremo final del robot planar, la
cual se ha dividido en tres segmentos de estudio.
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Con el programa principal y para los 04 valores de (x,y), se calcula también las
correspondientes posiciones angulares 8; y 9, de los eslabones del brazo robético, a fin
de que el extremo final del manipulador pase por estos puntos seleccionados. Para
determinar estas coordenadas articulares, se usan las ecuaciones de la cinemética

inversa dada por las ecuaciones (5-11) y (5-12) y a partir de estas ecuaciones,

_ 0,
y—arctg sen 6,

2, .2
X“+y —26)
2.7 et 0, = arctg = —_—

d 1 gx 14+cos 6,

0, = arccos
? ( 242

/
se obtienen los valores de los dngulos que se expresan en la Tabla 5.3. Asimismo a
partir de estos valores de 0; y 08, se obtienen nuevamente los valores de X € y; ,

comprobandose que nos genera los mismos puntos (x;, y;) planificados.

Tabla 5.3. Valores de los puntos interpolados que dividen la trayectoria deseada en tres segmentos
iguales, expresados en coordenadas angulares.

6 0y XX yy
010 -99.125 620 68.284 0.7 -15
05 -88.174 01 113.821 0.933 I-0.567-
012 -34.857 622 104.609 1.167 O.367A
813 25.673 623 34411 1.4 1.3

- Donde: xx e yy son valores obtenidos a partir de las ecuaciones (5-1) y (5-2) usando los

valores de 0;; y 0, verificdindose que son los mismos valores dados iniciales.

SUBDIVISION DE LA TRAYECTORIA PLANIFICADA EN 60 SEGMENTOS Y
CALCULO DE LAS COORDENADAS CARTESIANAS PARA EL EXTREMO DEL
BRAZO DEL ROBOT Y SUS CORRESPONDIENTES COORDENADAS
ANGULARES DE LOS ELEMENTOS DEL BRAZO.

Para una mejor precision de nuestros resultados, a efectos de que el extremo del brazo
del robot se desplace a través de la trayectoria réctilinea, entre los puntos arbitrarios de
coordenadas (0.7, -1.5) y (1.4, 1.3), calcularemos nuevamente las coordenadas
cartesianas y articulares correspondientes entre dichos puntos de manera teérica,
subdividiendo esta trayectoria en 60 segmentos, de tal manera que considerando. los
puntos extremos tendremos un total de 61 puntos, correspondiendo un tiempo de paso

de un punto a otro de 0.05 seg., haciendo un tiempo total de 3 segundos. Para realizar
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este célculo, utilizamos el programa principal (Apéndice: Programa N° 2), el cual
incorpora nuevamente la ecuacién de la recta y= mx+b, para generar los puntos
intermedios, asi como también se incorporan las ecuaciones (5-11) y (5-12) para
calcular las correspondientes posiciones angulares 6; y 6, de los eslabones del brazo

robético.

Al ejecutar el programa se obtienen los 61 valores (xi,yi), incluidos los valores iniciales
dados, y las correspondientes posiciones angulares thetal y theta2 de los eslabones del
brazo robdtico que estan registrados en la Tabla N° 4 y Tabla N° 5 (Ver Apéndice). |
Asimismo, ejecutando el programa, a partir de estos valores de 0; y 0, se obtuvieron
nuevamente los valores de x; e y; , comprobandose que nos genera los mismos puntos

(Xi, yi) planificados.

De las Tablas N% 4 y 5 se obtienen cuatro (04) graficas las cuales son mostradas en la
Figura 5.9, la primera corresponde a la trayectoria rectilinea planificada, la segunda y
tercera a la variacion de los angulos 6; y 6, en funcién del tiempo, y la cuarta, la-

relacion entre las coordenadas angulares 6, vs 6,.

TRAYECTORIA PLANIFICADA DEL ROBOT PLANAR
(En coordenadas rectangulares)

1.5 i»f’f)}

X (m)

(a)
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TRAYECTORIA PLANIFICADA DEL ROBOT PLANAR

07 (THETA 1) %
0 . — — — /((f
i 10 20 30 40 {({,{?X 60
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TRAYECTORIA PLANIFICADA DEL ROBOT PLANAR
(THETA1 vs THETA2)
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Figura 5.9. Trayectoria deseada a través de la cual debe desplazarse el extremo final del robot planar,
considerando 61 puntos de estudio, incluido los valores iniciales.

5.7. Calculo de las trayectorias de articulacion 4-3-4.

En el movimiento del extremo final del brazo robdtico, se hace necesario considerar el
cambio de velocidad y la aceleracion en los puntos arbitrarios, asi como, las condiciones
de continuidad de la primera y segunda derivada en los puntos de interpolacién o
intermedios que limitan los segmentos. Para la aplicacion del método de interpolacion
que tenga en cuenta las consideraciones anteriormente sefialadas, aplicaremos el
Método de Interpolacion 4-3-4, para que el extremo final reproduzca la trayectoria |

planificada.

El célculo de la trayectoria de articulacién 4-3-4, descrita en la seccion 4.3.1, ha sido
obtenido con el programa que se presenta en el Apéndice (Programa N° 2), para lo cual
se han usado las condiciones de frontera sefialados en la tabla 5.3. Asimismo, los

valores de las velocidades y aceleraciones en el punto inicial y final de la trayectoria son
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nulos, y se considera que el extremo final del brazo recorrera cada trayectoria en un

segundo y el paso de integracion es de 0.05 segundos.

Las ecuaciones polinomiales, que representan las variaciones angulares 0; y 0,, y que

gobiernan los tres segmentos de la trayectoria son:

h(1,k)=alO+al1*t+al2*t*t+al 3*¥t*¥t*¥t+ald *t*t*t*t
h(2,k)=a20+a21*t+a22*t*t+a23*t*t*t
h(3,k)=a30+a3 I #t+a32 t*t+a33 ¥ t+a34*t ¥t

donde, t representa el tiempo normalizado, y k es el parametro que cambia para cada

uno de los angulos, thetal y theta2.

Al ejecutar el programa computacional, y usando las condiciones de frontera (valores
iniciales predeterminados y puntos intermedios establecidos), se obtiene que los
coeficientes de interpolacién a;; para nuestro caso especial, son los que se muestran en la

Tabla N° 6 del Apéndice.

Asimismo, los valores de la funcién de trayectoria o planificacion de trayectoria h(t),
que representan las posiciones angulares 6; y 0, de cada eslabén en el tiempo total de 3
segundos que dura el desplazamiento del brazo roboético, desde el punto inicial (0.7, -

1.5) al punto final (1.4, 1.3), se muestran en las Tablas N° 7 y 8 del Apéndice. En estas
mismas tablas se han registrado los valores de 6 y 6 que corresponden a las velocidades

y aceleraciones angulares para los tiempos sefialados.

Asi, al usar como planificacién la trayectoria de articulacidon interpolada 4-3-4 y
graficando los datos de la Tabla N° 7, se observa en la figura 5.10, que la grafica (a)
obtenida, nos muestra el comportamiento de la variable articular 6; en funcion del

tiempo t, la cual se asemeja a la trayectoria planificada representada en la figura 5.9 (b).
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ACELERACION ANGULAR DE LA ARTICULACION T
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Figura 5.10- Graficas representativas de las variaciones (a) del angulo™8;, y sus (b) velocidades y (c)
aceleraciones angulares, para una trayectoria de articulacion interpolada 434.

Las graficas de la figura 5.10 (b) y (c) representan las variaciones de la velocidad y
aceleracion angular, donde se observan las variaciones cubicas y cuadraticas de la
velocidad, y variaciones cuadréticas y lineales de la aceleracion en los segmentos

correspondientes, de acuerdo con las ecuaciones (4—37)', (4-38) y (4-39).

De manera andloga, al graficar los datos de la Tabla N° 8, se obtiene las graficas (a), (b)
y (c) de la figura 5.11, donde la primera representa la variable articular 8, en funcién del

tiempo t, la cual es similar a la trayectoria planiﬁcada representada en la figura 5.9 (c).
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VELOCIDAD ANGULAR DE LA ARTICULACION 2
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Figura 5.11-  Gréficas representativas de las variaciones (a) del angulo 6,, y sus (b) velocidades y (c)
aceleraciones angulares, para una trayectoria de articulacién interpolada 4-3-4.
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Asimismo, las graficas (b) y (c) representan las variaciones de la velocidad y
aceleracion angular para la articulacién 2, donde también se observan las variaciones
cibicas y cuadréticas de la velocidad, y variaciones cuadraticas y lineales de la

. aceleracion en los segmentos correspondientes.

Al graficar 6; vs 6, usando los valores de las Tablas N°s 7 y 8 del Apéndice, se obtiene
la figura 5.12, que corresponde a la trayectoria obtenida en coordenadas angulares, y

que es similar a la trayectoria planificada dada en la figura 5.9 (d).

TRAYECTORIA OBTENIDA DEL ROBOT PLANAR
(THETA 1 vs THETA 2)

Teta 2 (°)

-110

Teta1 (9)

Figura 5.12-  Grafica de la variacion del angulo 6, vs 8, para la trayectoria de articulacion interpolada
434 propuesta.

El programa principal del Apéndice (Programa N° 2), también ha sido elaborado para
obtener la trayectoria generada por el extremo del brazo robético en coordenadas
cartesianas, cuyos valores se representan en la Tabla N° 9 del Apéndice. Estos valores
han sido representados en la gréfica de la figura 5.13, observdndose que el brazo
robdtico genera una trayectoria curva alineada con aproximacién a la trayectoria
rectilinea planificada que también se representa en esta figura. Esta curvatura es debido
a que la relacion entre el polinomio para cada variable de articulacién h(t) = 6(t) en cada
segmento de trayectoria es de tercer y cuarto grado. Se puede lograr un mejor
afinamiento con un buen grado de aproximaciéon y regularidad, cuando se usen

polinomios ciibicos (p.e. 5 cubicas), por ser una funcién polinomial de menor grado que



permite continuidad en velocidad y aceleracion, asimismo los polinomios de bajo grado

reducen la cantidad de calculos necesarios y las posibilidades de inestabilidades

numeéricas.
TRAYECTORAPLANIHCADAY CBTENDA DA ROBOT PLANAR
1 4

05

0 — .
é 9 05 2
>
05

A
_15 J

Figura 5.13-  Gréfica de la trayectoria generada por el extremo del brazo rob6tico en coordenadas
cartesianas. Asimismo se representa la trayectoria rectilinea planificada.

127



5.8. Determinacion de los pares de fuerzas aplicados por los
actuadores para la obtencion de la trayectoria
aproximada.

En el apartado anterior, se ha encontrado la trayectoria aproximada del extremo final del
brazo robético para desplazarse desde el punto Po(0.7, -1.5) al punto P3(1.4, 1.3), desde
el punto de vista cinemdtico, por que no se han considerado las fuerzas o torques
externos que hay que aplicar a los eslabones a efecto de que se desplace por esta

trayectoria aproximada.

Para encontrar qué pares de fuerza o torques debemos aplicar para nuestro caso especial,
debemos considerar las ecuaciones (5-23) para calcular los valores de 1) y 72 que son
necesarios aplicar, a efectos de que estos torques generen los mismos valores de 0; y 6,

en funcién del tiempo para que el extremo final siga la misma trayectoria.

Para el efecto, en el programa principal del Apéndice (Programa N° 2), se usa la salida

de los valores h(t) =6(t) y sus primeras y segundas derivas angulares como valores de

entrada de las ecuaciones (5-23.), obteniéndose los valores de 1; y 72 en funcidn del

tiempo como se muestra en la Tabla N°'10 del Apéndice.

Estos valores estan representados en las graficas de la figura 5-14, donde se determina
los torques o pares de fuerza en funcion del tiempo, uno para cada posicion articular 6,
que se debe aplicar a los eslabones 1 y 2 del cual estd constituido el brazo robético, a
efectos de que su ext1'emo final reproduzca la trayectoria aproximada encontrada por

métodos cinematicos.

De esta manera, se ha encontrado los torques necesarios para que el extremo del robot
se desplace de un puntd a otro. Si queremos que se desplace entre otros dos puntos
cualesquiera, sélo se requiere cambiar en el programa principal los nuevos puntos por
los cuales se requiere que se desplace el extremo final del brazo robético. Corresponde a
partir de estos valores obtenidos, que la ingenieria disefie los actuadores para estos

valores de 0,y 6, en funcién de los tiempos dados.
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TORQUE APLICADO A LA ARTICULACION 1
DEL BRAZO ROBOTICO

Tau 1 (Nxm)

(a)

TORQUE APLICADO A LA ARTICULACION 2
DEL BRAZO ROBOTICO

Tau 2 (Nxm)

1.5
t (seq)
(b

Figura 5.14- Gréfica de los torques o pares de fuerza aplicados: (a) en la articulacién 1 y (b) en la
articulacién 2, del brazo robotico
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CONCLUSIONES

Del desarrollo del presente trabajo de investigacién, se obtienen las siguientes

conclusiones:

1. Una aplicacién directa de la formulacién de Lagrange-Euler, que se estudia en la
asignatura de Mecanica Clésica de la especialidad de Fisica y de ingenierfas

afines, es calcular la dindmica que opera en el movimiento de un brazo robético.

2. El desarrollo tedrico descrito en el presente trabajo, permite que su aplicacion se

oriente hasta para robots industriales de 05 o 06 grados de libertad.

3. Las ecuaciones (5-23) deducidas a partir de las ecuaciones de Lagrange-Euler,
representan las ecuaciones de movimiento de un brazo robdtico con dos
articulaciones cuando se le aplica en los actuadores dos pares de fuerza, uno en
cada brazo, a fin de que se produzca un movimiento real y el elemento terminal

. se desplace de un punto a otro, para cumplir una orden.

4. De acuerdo con los resultados obtenidos en las figuras 5.4 y 5.5, donde se
observa que la energia total del sistema se conserva o permanece constante, se
deduce que las ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas dadas por la
ecuacién (5-23) son las correctas para la solucion, en nuestro caso, de un robot
planar. Asimismo, que nuestro método numérico propuesto en el programa
computacional, permite validar las soluciones de las ecuaciones de Lagrange-

Euler.

5. Se ha obtenido un programa informatico que nos permite calcular las variables
angulares y cartesianas, y los torques necesarios para trasladar el extremo final
de un brazo robotico planar desde un punto inicial hasta un punto final

cualesquiera, sélo con cambiar los valores iniciales en el programa.

6. Al ejecutar el programa informatico propuesto; el cual utiliza como resolucién

del problema la cinemadtica inversa del robot y como planificacién de



10.

trayectorias del manipulador, las trayectorias de articulacion interpoladas 4-3-4;
se obtiene (en variables angulares y cartesianas) una trayectoria aproximada del
recorrido del robot, concordante con la trayectoria planificada propuesta, como

se observan en las grificas de las figuras (5-9), (5-10), (5-11), (5-12) y (5.13).

En las gréficas (a), (b) y especialmente en (c) de las figuras 5-10 y 5-11 que
representan las variaciones de los dngulos 0; y 6, asi'como las velocidades y
aceleraciones en funcién del tiempo, de los eslabones que conforman el brazo
robotico, se observa que se verifica para cada segmento de trayectoria las
relaciones cudrtica, cubica y cuartica de que estd conformada la trayectoria

planificada 4-3-4.

Los valores de los torques hallados que se encuentran registrados en la Tabla N°
10 del Apéndice y al ser graficados en la figura 5.14, vemos que son los
necesarios para que nuestro robot planar describa la trayectoria obtenida por

medios cinematicos, para dos puntos arbitrarios cualesquiera.

El disefio de los elementos motrices o actuadores para que produzca los
movimientos de las articulaciones para nuestro robot planar, es parte de la
ingenieria, para lo cual debe tomar como datos los registrados en la Tabla N° 10,
u otros valores que arroje nuestro programa, dependiendo de las condiciones de

frontera dadas.

Se ha contrastado la hipétesis, comprobandose que mediante la teorfa de la
dinamica de Lagrange, se determina tedricamente las ecuaciones de movimiento
de un brazo robédtico con dos articulaciones, asimismo, se ha encontrado
experimentalmente mediante una simulacidn, los pares de fuerza que se deben

aplicar a los actuadores para que el extremo del robot siga una trayectoria

' determinada.
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RECOMENDACIONES

- Como resultado del presente trabajo de investigacion, se pueden deducir las siguientes

recomendaciones:

1.

Para que el extremo del robot describa o se desplace a través de una mejor
trayectoria aproximada, se hace necesario utilizar como planificacion de
trayectorias del manipulador, dividir la trayectoria total en 03, 04 & 05
segmentos de trayectorias de articulacién interpoladas, las que pueden ser

ctibicas, cuérticas o quinticas.

En base a la formulacion matematica descrita en el presente trabajo, se puede
realizar trabajos similares para su aplicacion en robots industriales de 05 6 06

grados de libertad.

Implementar una asignatura de Roboética en los curriculos de las Escuelas
Profesionales de Fisica, Ingenierias Eléctrica, Electronica y Mecénica, a fin de
que los egresados de estas especialidades cuenten con una base y un perfil sobre
esta especialidad, para aplicarlo cuando laboren utilizando equipos de

informatica, automatizacion y robotica.

Debido al avance vertiginoso de la ciencia y la tecnologia, a la globalizacién y a
la rotura de fronteras, entre otros, en los aspectos académicos; se hace necesario
que nuestra Universidad esté a la vanguardia de estos acontecimientos;
debiéndose formar un grupo de investigacion en la especialidad de robética, con
la participaciéon de especialistas de las édreas de fisiba, matematica, eléctrica,

electrénica, mecanica, mecatronica, entre otros.
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SOLUCION DE LA ECUACION

APENDICE

PROGRAMA N° 1

DE MOVIMIENTO DE UN BRAZO

ROBOTICO CON DOS ARTICULACIONES CUANDO LOS PARES DE
FUERZAS APLICADOS SON NULOS, CALCULANDO LOS ANGULOS
0,,0,,6,6,, 8 yd,, EN FUNCION DEL TIEMPO, Y CON ESTOS VALORES

SE DETERMINA LA ENERGIA CINETICA, POTENCIAL Y TOTAL DEL
SISTEMA

C

11

XROBOTDOS.FOR

PROGRAM xRobotDos

implicit none

DRIVER FOR ROUTINE ROBOTDOS

INTEGER NSTEP,NVAR

PARAMETER(NVAR=4)

INTEGER i,j

REAL x(100000),x1,x2,y(50,100000),vstartNVAR),h,E(100000)

REAL m1,m2,!,g Ek(100000),Ep(100000)

COMMON /path/ x,y

EXTERNAL derivs

OPEN(S,FILE='C:\MIS DOCUMENTOS\PABLO\ROBOT\DosArtic- -05"
OPEN(10,FILE='C:\MIS DOCUMENTOS\PABLO\ROBOT\DosArtic-10")
WRITE(*,*)VALORES INCIALES htitf,tetal dtetal ,teta2,dteta2’
READ(*,*)h,x1,x2,vstart(1),vstart(2),vstart(3),vstart(4)
NSTEP=(x2-x1)/h

call RobotDos(vstart, NVAR,x1,x2,NSTEP,derivs)

do 11 i=1,NSTEP
j=i
g=9.8
I=1
ml=1
m2=1

Ek(J) = I*I*(m1+4*m2+3*m2*cos(y(3,)))) *y(2,)*y(2,))+(2*m2+3*m21 *cos
YEIDN*y(2,j)*y(43)rm2*y(4,))*y(4,)))/6

Ep()=m1*g*I*sin(y(1,)))/2+m2*g**sin(y(1,j)+y(3.)))/2+m2*g*1*sin(y(1,j))

- EQ)y=Ek(J)*+Ep() :

WRITE(S,*) x(5),y(1,j),y(3,))

WRITE(10,*) x(3),Ek(),.Ep().E()

continue

END

SUBROUTINE derivs(x,y,dydx)



REAL x,y(*),dydx(*),g,l,m1,m2,A,B,C,E,F
X=X
g=9.8
=1
ml=1
m2=1

A=1*¥2*(m1+4*m2+3*m2*cos(y(3)))/3.
B=m2*1**2*(2+3*cos(y(3)))/6.
C=m2*1**2*sin(y(3))*y(4)* (y(4)+2*y(2))/2 +g*1*(m1 *cos(y(1))+m2*
cos(y(1)+y(3)+2*m2*cos(y(1)))/2.
- E=m2*1¥%2/3. :
F=m2*1**2*sin(y(3))*y(2)**2/2.+m2*g*1*cos(y(1)+y(3))/2.

dydx(1)=y(2)
dydx(2)=(B*F-C*E)/(A*E-B**2)
dydx(3)=y(4)
dydx(4)=(B*C-A*F)/(A*E-B#+2)

RETURN
END

ROBOTDOS.FOR

- SUBROUTINE RobotDos(vstart,nvar,x1,x2,nstep,derivs)
INTEGER nstep,nvar, NMAX NSTPMX
PARAMETER (NMAX=50,NSTPMX=100000)
REAL x1,x2,vstart(nvar),xx(NSTPMX),y(NMAX ,NSTPMX)
EXTERNAL derivs
COMMON /path/ xx,y
CU  USES rk4
INTEGER i,k
REAL h,x,dv(NMAX),v(NMAX)
do 11 i=1,nvar
v(i)=vstart(i)
y(i,1)=v(i)
11 CONTINUE
xx(1)=x1
x=x1
h=(x2-x1)/nstep
do 13 k=1,nstep
call derivs(x,v,dv)
call rk4(v,dv,nvar,x,h,v.derivs)
if(x+h.eq.x)pause 'stepsize not significant in RobotDos'
x=x+h
xx(k+1)=x
do 12 i=1,nvar
y(i,k+1)=v(i)
12 CONTINUE



13 CONTINUE
RETURN
END

rk4.for

SUBROUTINE rk4(y,dydx,n,x,h,yout,derivs)
INTEGER n,NMAX
REAL h,x,dydx(n),y(n),yout(n)
EXTERNAL derivs
PARAMETER (NMAX=50)
INTEGER 1 _
REAL 1i6,hh,xh,dym(NMAX),dyt(NMAX),yt(NMAX)
hh=h*0.5
h6=h/6.
xh=x+hh
dolli=1ln
yt(i)=y(i)+hh*dydx(i)
11 CONTINUE
call derivs(xh,yt,dyt)
do 12i=1,n
yt()=y())y+hh*dyt(i)
12 CONTINUE
call derivs(xh,yt,dym)
do13i=1n
yt()=y(i)+h*dym(i)
dym(i)=dyt(i)+dym(i)
13 CONTINUE
call derivs(x+h,yt,dyt)
do 14i=1,n
yout(i)=y(1)+h6*(dydx(i)+dyt(i)+2.*dym(i))

14 CONTINUE
RETURN
END



TABLA N° 1

ENERGIA CINETICA, ENERGIA POTENCIAL Y ENERGIA TOTAL EN
FUNCION DEL TIEMPO, DE UN BRAZO ROBOTICO CON DOS
ARTICULACIONES, CUANDO LOS PARES DE FUERZA APLICADOS SON

NULGS

TIEMPO ENERGIA ENERGIA ENERGIA
(seq) CINETICA POTENCIAL TOTAL
(joules) (joules) (joules)
0.0 0.0000 6.2547 6.2547
0.1 0.7894 5.4652 6.2547
0.2 3.2073 3.0473 6.2547
0.3 7.2027 -0.9481 6.2547
0.4 12.4077 -6.1530 6.2547
0.5 18.1237 -11.8690 6.2547
0.6 23.2440 -16.9894 6.2547
0.7 24.8486 -18.5939 6.2547
0.8 24.0117 -17.7570 6.2547
0.9 20.9263 -14.6717 6.2547
1.0 14.6956 -8.4409 6.2547
1.1 8.7686 2.5139 6.2547
1.2 4.5324 1.7223 6.2547
1.3 1.9797 4.2750 6.2547
1.4 1.0471 5.2075 6.2547
1.5 1.8624 4.3923 6.2547
1.6 4.3583 1.8964 6.2547
1.7 8.2656 -2.0109 6.2547
1.8 13.1635 -6.9088 6.2547
1.9 18.1203 -11.8656 6.2547
2.0 22.6340 -16.3793 6.2547
2.1 25.8188 -19.5641 6.2547
2.2 21.9086 -15.6539 6.2547
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17.1506

2.3 -10.8959 6.2547
2.4 12.0239 -5.7692 6.2547
2.5 7.1732 -0.9185 6.2547
2.6 3.4693 2.7854 6.2547
2.7 1.2596 4.9951 6.2547
2.8 0.6674 5.5873 6.2547
2.9 1.7188 4.5359 6.2547
3.0 4.4094 1.8453 6.2547
3.1 8.7843 25296 6.2547
3.2 14.5057 -8.2509 6.2547
3.3 20.2668 -14.0121 6.2547
3.4 245386 -18.2839 6.2547
3.5 25.7630 -19.5083 6.2547
3.6 23.4841 -17.2294 6.2547
3.7 18.5356 -12.2809 6.2547
3.8 12.5277 62730 6.2547
3.9 7.3090 -1.0543 6.2547
4.0 3.7183 2.5364 6.2547
4.1 1.8283 4.4264 6.2547
4.2 1.5797 4.6750 6.2547
4.3 2.9027 3.3519 6.2547
4.4 5.7437 0.5110 6.2547
4.5 9.9204 -3.6747 6.2547
4.6 14.5729 -8.3183 6.2547
4.7 17.8439 -11.5893 6.2547
4.8 20.2808 -14.0262 6.2547
4.9 23.6360 -17.3813 6.2547
5.0 21.1766 -14.9220 6.2546
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TABLA N°2

VALORES DE LAS COORDENADAS CARTESIANAS EN FUNCION DEL
TIEMPO (h = 0.1 seg) DE LA TRAYECTORIA QUE DESCRIBE EL EXTREMO
FINAL DEL BRAZO ROBOTICO CON DOS ARTICULACIONES, CUANDO
LOS PARES DE FUERZA APLICADOS SON NULGS

tseg) | x(m) | y(m) tm | x(m) | y(m)
0.0 1.83 0.76 1.6 -1.65 0.63
0.1 1.83 0.72 1.7 1.41 0.44
0.2 1.82 0.59 1.8 1.24 0.07
0.3 1.78 0.32 19 | 114 -0.49
0.4 1.73 -0.13 2.0 -0.84 -1.35
0.5 1.59 -0.81 1 21 0.13 -1.99
0.6 1.09 165 22 | 097 -1.19
0.7 0.01 -1.90 2.3 1.16 -0.35
0.8 0.85 -1.63 2.4 1.21 0.19
0.9 -1.40 1.41 25 134 0.55
1.0 1,58 1,09 26 1.53 0.75
1.1 .71 -0.64 2.7 1.72 0.80
1.2 -1.83 -0.21 28 1.86 0.68
1.3 -1.91 0.16 2.9 1.95 | 045
14 1.94 0.45 3.0 1.99 0.13
15 -1.85 0.64
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TABLA N°3

VALORES DE LAS COORDENADAS ANGULARES EN FUNCION DEL
TIEMPO (h = 0.1 seg) DE LA TRAYECTORIA QUE DESCRIBE EL EXTREMO
FINAL DEL BRAZO ROBOTICO CON DOS ARTICULACIONES, CUANDQ
LOS TORQUES O PARES DE FUERZA APLICADOS SON NULOS

t (seg) 0, O, t (seq) ©, _ 0,
0.0 15.00 15.00 2.6 -5.26 62.74
0.1 11.38 20.16 2.7 6.41 36.77
0.2 0.97 33.87 2.8 13.21 13.82
0.3 -14.68 49.88 2.9 13.75 -1.49
0.4 -34.27 59.98 3.0 7.25 -7.38
05 -53.77 53.63 3.1 -6.77 -2.60
0.6 -65.09 16.82 3.2 -27.93 11.76
0.7 -71.44 -36.63 3.3 -52.08 22.55
0.8 -94.43 -46.31 3.4 -73.22 14.00
0.9 -127.69 -13.99 35 90.18 | -10.92
1.0 -161.57 32.30 3.6 -112.19 -20.22
1.1 -183.71 48.71 37 | -139.21 -6.83
1.2 -196.42 46.17 3.8 -163.54 9.01
1.3 -200.96 32.56 3.9 -179.54 10.57
1.4 -197.86 9.64 4.0 -187.13 -1.24
1.5 -187.50 -22.81 4.1 -187.75 -22.18
1.6 -172.93 -56.22 4.2 -183.37 -47.69
1.7 -154.93 ° -84.47 4.3 -175.12 -74.79
1.8 -131.98 -103.11 4.4 -162.72 -101.90
1.9 -105.11 -103.23 45 -144.32 -126.16
2.0 -84.93 -74.31 4.6 -116.96 -140.54
2.1 -89.66 6.57 4.7 -82.69 -134.93
2.2 -90.95 79.70 4.8 -57.03 -102.75
2.3 -69.54 105.49 4.9 -58.12 -33.42
2.4 -43.20 104.42 5.0 -79.11 73.41
2.5 -21.48 87.12
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PROGRAMA N° 2

PROGRAMA PRINCIPAL QUE CALCULA LOS VALORES TEORICOS DE
LAS COORDENADAS CARTESIANAS Y ANGULARES DE LA
TRAYECTORIA PLANIFICADA, ASI COMO LAS COORDENADAS
CARTESIANAS Y ANGULARES DE LA TRAYECTORIA OBTENIDA Y LOS
VALORES DE LOS TORQUES O PARES DE FUERZA QUE SE REQUIERE
PARA QUE EL BRAZO ROBOTICO CON DOS ARTICULACIONES SE
DESPLACE POR LA TRAYECTORIA OBTENIDA. ‘

Program Tau434

Implicit none

Real x(0:3),y(0:3),tt(1:2,0:60),xx,yy,m,bb,hh,ttw(1:2,0:60),xxw,yyw

Real t1,12,t3,teta0,tetal teta2 teta3

Real a0,v0,a3,v3,ml,m2,g

Real A,B,C,D,EF

Real h(1:4,1:21,1:2),dh(1:4,1:21,1:2),ddh(1:4,1:21,1:2)

Real t,1ttl1g,tt2g, GR,ti

Real a10,al1,al12,a13,a14,a20,a21,a22,a23,a30,a31,a32,a33,a34

Real xa,xb,xc,xd,xe,xf,xg,xh,xi,xj,xk,xl,xm,xn,x0,xp

Real xw(0:100),yw(0:100),mw,bw,hw '

Real taul,tau2,ts,xxx,yyy

Integer j,ns,nsw,k,i,NN,q

OPEN(05,FILE="FU434-tau05.DAT")
OPEN(10,FILE=FU434-taul0.DAT")

OPEN(15,FILE=FU434-taul 5.DAT")
OPEN(20,FILE=FU434-tau20.DAT")
OPEN(25,FILE="FU434-tau25.DAT")
OPEN(30,FILE='"FU434-tau30.DAT")
“mﬁeCi*y********************************************************
write(¥,*)UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO'

Write(*,*)'MAESTRIA EN INVESTIGACION Y DOCENCIA UNIVERSITARIA'
write(*,*) TESIS: DINAMICA DE UN BRAZO ROBOTICO CON DOS ARTICULACIONES'
write(*,*)AUTOR: Lic. PABLO ARELLANO UBILLUZ'

write(*,*)YCALLAO 2005'

write(*,*)PROGRAMA COMPUTACIONAL QUE CALCULA LOS TORQUES O PARES DE FUERZA'
write(*,*)PARA EL DESPLAZAMIENTO DE UN BRAZO ROBOTICO CON DOS ARTICULACIONES'
write(*,* YDESDE UNA POSICION INICIAL HASTA OTRA POSICION FINAL. LA VELOCIDAD'

write(*,*)'Y ACELERACION INICIAL Y FINAL SON NULAS'
“mheﬁz*y********************************************************

ICALCULO DE LOS VALORES TEORICOS DE LAS COORDENADAS
CARTESIANAS Y SUS CORRESPONDIENTES ANGULARES DE LOS 4 PUNTOS
QUE SUBDIVIDE LA TRAYECTORIA PLANIFICADA EN TRES SEGMENTOS, Y
CON LOS VALORES ANGULARES SE VERIFICA AL OBTENER LAS MISMAS
COORDENADAS CARTESIANAS.

x(0)=0.7

y(0)=-1.5

x(3)=1.4
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y(3)=1.3

I=1

ml=1

m2=1

ns=3
m=(y(3)-y(0))/(x(3)-x(0))
bb=y(0)-m*x(0)
hh=(x(3)-x(0))/3

do k=1,ns-1
x(k)y=x(0)+k*hh
y(k)=bb+m*x(k)
end do

do j=0,ns
tt(2.j)=acos((x()*x()+y()*y()-2*1*D/(2*1*1))
tt(1,j)=atan(y(j)/x(j))-atan(sin(tt(2,j))/(1+cos(tt(2,)))))
xx=1*(cos(tt(1,j))+cos(tt(1,j)+tt(2,})))
yy=T*(sin(t(1,)ysint(1)+t(2,)))
tt1g=180%*tt(1,j)/3.1416
tt2g=180%*t1(2,j)/3.1416
10 Format(F9.3,4x,F9.3,4x,F9.3,4x,F9.3,4x,F9.3,4x,F9.3,4x)
15 Format(F9.6,4x,F9.6,4x,F9.6,4x,F9.6,4x,F9.6,4x%,F9.6,4x)
write(5,10) x(§).y(j).tt1 g,tt2g,xx,yy
end do '
| _
ICALCULO DE LAS COORDENADAS CARTESIANAS Y ANGULARES DE 61
PUNTOS DE LA TRAYECTORIA PLANIFICADA INCLUIDOS LOS PUNTOS
EXTREMOS, Y CON LOS VALORES ANGULARES SE VERIFICA
OBTENIENDOSE LAS MISMAS COORDENADAS CARTESIANAS.

xw(0)=0.7

yw(0)=-1.5

xw(60)=1.4

yw(60)=1.3

nsw=60

do j=0,nsw
mw=(yw(60)-yw(0))/(xw(60)-xw(0))
bw=yw(0)-mw*xw(0)
hw=(xw(60)-xw(0))/60

do k=1,nsw-1
xw(k)=xw(0)+k*hw
yw(k)=bw+mw*xw(k)
end do

end do

do j=0,nsw
ttw(2,j)=acos((xw()*xw(j)+yw()*yw(j)-2*1*1)/(2*1*1))
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ttw(1,j)=atan(yw(j)/xw(j))- atan(sm(ttw(Z,J))/(l+cos(ttw(2,1))))
xxw=1*(cos(ttw(1,j))+cos(ttw(1,j)+ttw(2,})))

yyw=L*(sin(ttw(1,j))+sin(ttw(1,j)+ttw(2,))))
tt1g=180*ttw(1,))/3.1416
tt2g=180%ttw(2,))/3.1416

11 Format(F9.3,4x,F9.3,4x,F9.3,4x,F9.3,4x,F9.3,4x%,F9.3,4x)
write(10,11) xw(j),yw(j),tt1 2, t12g,xxw,yyw
end do

!

ICALCULO DE LAS COORDENADAS ANGULARES THETA-1 Y THETA-2 EN
FUNCION DEL TIEMPO, DE LOS PUNTOS QUE CONFORMAN LA
TRAYECTORIA OBTENIDA, REPRESENTADOS A TRAVES DE LOS
ARREGLOS hl, h2 y h3.

do k=12
'VALORES INICIALES

tetaO=tt(k,0)

v0=0.

a0=0. -

tetal=tt(k,1)
teta2=tt(k,2)
teta3=tt(k,3)

a3=0.
!
ICALCULO DE LAS CONSTANTES Y COEFICIENTES

alO=tetal

all=v0*tl

al2=a0*t1*t1/2

xa=tetal-al0-all-al2

xb=-all/t1-2*al2/t1

xc=2*al2/(t1*t1)

a20=tetal

xd=teta2-a20

a30=teta2

xe=teta3-a30

xf=xb-3*xa/tl

xg=xct+6*xa/(t1*t1)

xh=xg+6*xf/t1

xi=xd+t1*t2*xh/6

Xj=-t1*xh/6-+(6*t2-+t1 ) *xi/((3*t2+t1)*12)

xk=3*xi/(t2*(3*t2+t1))

XI=t3*(xk-3* (2% 12+t 1 )*xj/(12*(3*t2+2%t1)))
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Xm=xe-+H2*(35t2+2*%t1)*x1/(3*(2*12+t1))
XN=(12F(2H1+3#2+6 13 3 ¥ 1 #3)/(3*13* (2*12+t1))
X0=V3*E3+xIH2¥(3*12+2%t1)/(3*(2*12+11))

Xp=(12* (2*1 4302+ 12*3)+6* 11 513)/(3*13*(2#12:+1))

a32=(a3*t3*3+12*xm-6*x0)/(2*(6*xn-3*xp+1))
a33=a32*(xp-4*xn)-xo+4*xm
a34=xm-a33-xn*a32
a31=(a32/t3-x1)*t2*(3*12+2*t1)/(3*(2*t2+t1))
a23=(a31/t3-xj)*12*(3*12+t1)/(3*t2+2*t1)
a22=3*t2*(xi-a23)/(3*t2+t1)
a21=t1*t2*(2*a22/(t2*t2)-xh)/6
al4=t1*(xf+a21/t2)

al3=xa-al4

Write(15,15)al0,a11,a12,a13,al4
write(15,15)a20,a21,a22,a23
write(15,15)a30,a31,a32,a33,a34

GR=180/3.1416

ts=0.05

NN=20

do j=1,NN

t=(j-1)*ts

h(1.j,k)=alO+al 1*t+a12*t*t+al3*t*t*t+a14*t*t*t*t
dh(1,j,k)=(al 1+2*al2*t+3*al13*t*t+4*al4*t*t*t)/t]
ddh(1,j,k)=(2*al2+6%al3*t+12*al4*t*t)/t1 *t1
Write(20,%)t,h(1,j,k)*GR,Dh(1,j,k)*GR,DDh(1,j,k)*GR
end do

do j=1,NN

t=(j-1)*ts

h(2,j,k)=a20+a21*t+a22*t*t+a23 *t*t*t
dh(2,j,k)=(a21+2*a22*t+3*a23*t*t)/t2
ddh(2,j,k)=(2*a22+6*a23*t)/(12*t2)
Write(20,*)t+ts*NN,h(2,j,k)*GR,Dh(2,j,k)*GR,DDh(2,j,k)*GR
end do '

do j=1,NN+1

t=(-1)*ts _
h(3,j.k)=a30+a31*t+a32*t*t+a33*t*t¥t+al34* ettt
dh(3,j.k)=(a31+2*a32*t+3*a33*t*t+4*a34*t*t*1)/t3
ddh(3,5,k)=(2*a32+6*a33*t+]12*a34*t*t)/(t3*t3)
Write(20,*)t+2*ts*NN,h(3,j, k)*GR Dh(3,j,k)*GR,DDh(3,j,k)*GR
end do

end do

ICALCULO DE LAS COORDENADAS CARTESIANAS (x,y) DE LOS PUNTOS
QUE CONFORMAN LA TRAYECTORIA OBTENIDA.
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do i=1,3
IF(i.eq.3)then
=1

else

q=0.

endif

do j=1,20+q
xxx=1*(cos(h(i,j,1))+cos(h(ij,1)+h(i.j,2)))
yyy=1*(sin(h(i,j,1))+sin(h(i,j,1)+h(,j,2)))
write(25,%)xxx,yyy
end do
end do
!
ICALCULO DE LOS TORQUES O PARES DE FUERZA EN FUNCION DEL

TIEMPO, QUE SE REQUIERE PARA QUE EL BRAZO ROBOTICO CON DOS
ARTICULACIONES SE DESPLACE POR LA TRAYECTORIA OBTENIDA.

g=9.8
ti=0
do 1=1,3

IF(i.eq.3)then
Q=1

else

q=0. .

endif

do j=1,20+q

A=#*2*%(m1+4*m2+3*m2*cos(h(i,j,2)))/3.

B=m2*1**2*(2+3*cos(h(i,j,2)))/6.

C=-m2*]**2*sin(h(i,j,2))*dh(i,j,2)*(dh(i,j,2)+2*dh(i,j,1))/2.+g**(m1*
cos(h(i,j,1))+m2*cos(h(i,j,1)+h(i,j,2))+2*m2*cos(h(i,j,1)))/2.

D=B

E=m2*]*%2/3.

F=m2*1**2*sin(h(i,j,2))*(dh(i,j,1))**2/2.+m2*g*1*cos(h(i,j,1)+h(i,j,2))/2.

taul=A*ddh(ij,1+B*ddh(j,2)+C
tau2=D*ddh(i,j,1 +E*ddh(ij,2)+F

write(30,10) ti,taul tau2
ti=ti+0.05

end do

end do

end
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TABLA N° 4

VALORES DE LOS 61 PUNTOS QUE CONFORMAN LA TRAYECTORIA
RECTILINEA PLANIFICADA, EXPRESADOS EN COORDENADAS

CARTESIANAS

N° x (m) y (m) N° x (m) y (m)
1 0.700 -1.500 31 1.050 -0.100
2 0.712 -1.453 32 1.062 -0.053
3 0.723 -1.407 33 1.073 -0.007
4 0.735 -1.360 34 | 1085 0.040
5 0.747 1.313 35 1.007 0.087
6 0.758 -1.267 36 1.108 0.133
7 0.770 -1.220 37 1.120 0.180
8 0.782 1173 38 1.132 0.227
9 0.793 1127 39 1.143 0.273
10 0.805 -1.080 40 1.155 0.320
11 0.817 -1.033 41 1.167 0.367
12 0.828 -0.987 42 1.178 0.413
13 £ 0.840 -0.940 43 1.190 0.460
14 0.852 -0.893 | 44 1.202 0.507
15 0.863 -0.847 45 1213 0.553
16 0.875 -0.800 46 1.225 0.600
17+ 0.887 -0.753 47 1.237 0.647
18 0.898 -0.707 48 1.248 0.693
19 0.910 -0.660 49 1.260 0.740
20 0.922 -0.613 50 1.272 0.787
21 0.933 -0.567 51 1.283 0.833
22 0.945 -0.520 52 1.295 0.880
23 0.957 -0.473 53 1.307 0.927
24 0.968 -0.427 54 1.318 0.973
25 0.980 -0.380 | 55 1.330 1.020
26 0.992 -0.333 56 1.342 1.067
27 1.003 -0.287 57 1.353 1.113
28 1.015 -0.240 58 1.365 1.160
29 1.027 -0.193 59 1.377 1.207
30 1.038 -0.147 60 1.388 1.253

61 1.400 1.300
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TABLAN°S

VALORES DE LOS 61 PUNTOS QUE CONFORMAN LA TRAYECTORIA
RECTILINEA PLANIFICADA, EXPRESADCOS EN COCORDENADAS

ANGULARES

N° ©:() 9 () N° ©4(°) 0 (°)
1 -99.125 68.284 31 -63.612 116.343
2 -99.901 71.981 32 -60.769 115.786
3 -100.520 75.465 33 -57.898 115.084
4 ~-100.991 78.760 ' 34 -55.009 114.241
5 -101.322 81.884 35 -52.111 113.260
6 -101.517 84.850 36 -49.211 112.142
7 -101.577 87.670 37 -46.315 110.891
8 -101.504 90.352 38 -43.429 109.510
9 -101.300 92.901 39 -40.555 108.001
10 -100.962 95.324 40 -37.698 106.367
11 -100.491 97.622 | 41 -34.857 104.609
12 -99.884 99.798 42 -32.035 102.729
13 -99.142 101.853 43 -29.230 100.728
14 -98.261 103.787 44 -26.441 98.606
15 -97.241 105.599 45 -23.666 96.362
16 -96.080 107.288 46 -20.903 93.996
17 -94.779 108.854 47 -18.146 | 91.503
18 -93.336 110.292 48 -15.393 88.881
19 -91.783 111.601 49 -12.636 86.124
20 -90.031 112.779 50 -9.871 83.224
21 -88.174 113.821 51 '+ -7.088 80.172
22 -86.186 114.726 52 -4.280 76.955
23 -84.070 115.491 53 -1.435 73.558
24 -81.836 116.113 54 1.469 69.959
25 -79.489 116.590 55 4.420 66.131
26 -77.039 116.920 56 - 7.468 62.035
27 -74.496 117.101 | 57 10.632 57.621
28 -71.871 117.135 58 13.952 52.813
29 -69.174 117.019 59 17.486 | 47.497
30 -66.417 116.755 60 21.333 - 41.483
61 25.673 34.411
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TABLA N° 6

VALORES DE LOS COEF ICIENTES DE LAS TRAYECTORIAS DE
AR’FICULACI()N INTERPOLADA 434, PARA NUESTRO PROBLEMA

COEFICIENTES DE INTERPOLACION 434

al0=-1.730063

al1=0

al12=0

a13=0.324435 1114=-0. 133308

. [a20=-1.538935

a21=0.440075

222=0.17346

a23=0.317025

. 1a30=-0.608376

a31=1.738069

a32=1.124534

a33=-3.237447

a34=1.431301

' [a10=1.191787

al11=0

a12=0

a13=1.959724

ald=-1.164952

a20=1.98656

a21=1.219367

a22=-1.1105637

a23=-0.269618

|a30=1.825773

a31=-1.81056

Ja32=-1 91939

a33=4.369747

a34—-1.864975
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VALORES DE LOS h(t)=0; PARA LOS 61 PUNTOS QUE CONFORMAN LAS

TABLA N° 7

TRAYECTORIAS OBTENIDAS DE ARTICULACION INTERPOLADAS,
PARA EL DESPLAZAMIENTO DEL EXTREMO FINAL DEL ROBOT

PLANAR DE NUESTRO PROBLEMA

ANGULO 6, PRIMERA DERIVADA DE 0, Y SEGUNDA DERIVADA DE 0;

“UNOT| “t(seg) || h()=0;(°) | h(t)=6; (Iseg) | h(t)=6; (Iseg?) |
1 0.00 | -99.12507 0.00000 0.00000
2 0.05 -89.12280 0.13560 5.34748
3 0.10 -99.10724 0.52711 10.23669
4 0.15 -99.06620 1.15163 14.66762
5 0.20 -98.98858 1.98623 . 18.64027
6 0.25 -08.86446 3.00802 22.15464
7 0.30 -98.68504 4.19406 25.21074
8 0.35 -98.44270 5.52145 27.80856
9 0.40 -98.13092 6.96728 29.94810
10 0.45 -97.74438 8.50862 31.62936
11‘ 0.50 -97.27885 10.12258 32.85235
12 0.55 -96.73129 11.78622 33.61706
13 0.60 -96.09978 13.47665 33.92349
14 0.65 -95.38356 15.17093 33.77165
15 0.70 -94.58301 16.84617 33.16153
16 0.75 -93.69965 18.47945 32.00313
17 0.80 -92.73614 20.04785 30.56645
18 0.85 -91.69632 21.52846 28.58150
19 0.90 -90.58514 22.89836 26.13826

20 0.95 -89.40871 24.13464 23.23676
21 1.00 -88.17429 25.21439 19.87697
22 1.05 -86.88645 26.34447 25.32621
23 1.10 -85.53530 27.74701 30.77545
24 1.15 -84.10721 29.42202 36.22469
25 1.20 -82.58855 31.36948 4167393
26 -1.25 -80.96572 33.58941 47.12317
27 1.30 -79.22507 36.08180 52.57241
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28 1.35 -77.35300 38.84665 58.02164
29 1.40 -75.33587 41.88396 63.47089
30 1.45 -73.16006 45.19374 68.92013
31 1.50 -70.81195 48.77597 74.36936
32 1.55 -68.27792 52.63068 79.81861

33 1.60 -65.54434 56.75784 85.26785
34 1.65 -62.59760 61.15746 90.71709
35 1.70 -59.42406 65.82954 96.16633
36 1.75 -56.01010 70.77409 101.61560
37 1.80 -52.34211 75.99110 107.06480
38 1.85 -48.40645 81.48058 112.51410
39 1.90 -44.18951 87.24252 117.96330
40 1.95 -39.67766 93.27690 123.41250
41 2.00 -34.85728 99.58376 128.86180
42 2.05 -29.73969 104.67670 75.67450
43 2.10 -24.43188 107.23320 27.40768
44 215 -19.05453 107.49940 - -15.93871

45 2.20 -13.71601 106.72140 -54.364_65
46 2.25 -8.51237 102.14500 -87.87016
47 2.30 -3.52738 97.01635 -116.45520
48 2.35 1.16749 90.58147 -140.11990
49 2.40 5.51309 83.08636 -158.86400
50 2.45 9.46256 7477707 -172.68780
51 2.50 12.98133 65.89960 -181.59110
52 2.55 16.04715 56.69997 -185.57400
53 2.60 18.65006 47.42421 -184.63640
54 2.65 20.79240 38.31833 -178.77840
55 2.70 22.48882 29.62838 -168.00000
56 2.75 23.76627 21.60035 -152.30110
57 2.80 24.66399 . 14.48027 -131.68170
58 2.85 25.23353 8.51418 -106.14200
59 2.90 2553874 3.94808 -75.68178
60 2.95 25.65578 1.02801 -40.30117
61 3.00 2567308 -0.00003 -0.00008
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VALORES DE LOS h(t)=0, PARA LOS 61 PUNTOS QUE CONFORMAN LAS

TABLA N° 8

TRAYECTORIAS OBTENIDAS DE ARTICULACION INTERPOLADAS,
PARA EL DESPLAZAMIENTO DEL EXTREMO FINAL DEL ROBOT

PLANAR DE NUESTRO PROBLEMA

ANGULO 6, PRIMERA DERIVADA DE 6, Y SEGUNDA DERIVADA DE 6,

N° | t(seg) | h(t)=6, (° | h(t)=8, (Yseg) | h(t) =6, (Useg?
1 0.00 68.28423 0.00000 0.00000
2 0.05 68.29784 0.80875 31.68270
3 0.10 68.38984 3.10152 59.36061
4 0.15 68.62939 6.67807 83.03371
5 0.20 69.07570 11.33815 102.70200
6 0.25 69.77793 16.88152 118.36550
7 0.30 70.77524 23.10796 130.02420
8 0.35 '72.09678 29.81720 137.67810
9 0.40 73.76167 36.80902 141.32720
10 0.45 75.77905 43.88318 . 140.97150
11 0.50 78.14803 50.83943 136.61110

12- 0.55 80.85769 . 57.47754 128.24580
13 0.60 83.88714 63.59726 115.87570

14 0.65 87.20544 68.99836 99.50076

15 0.70 90.77166 | 73.48059 79.12109
16 0.75 94.53484 76.84372 54.73660
17 0.80 98.43404 78.88750 26.34730
18 0.85 102:.39830 79.41170 -6.04680
19 0.90 106'.34650 78.21608 -42.44570

20 0.95 110._18790 75.10040 -82.84935

21 1.00 113.82120 69.86440 -127.25780

22 1.05 117.15350 63.38565 -131.89220

23 1.10 120.15590_ 56.67518 -136.52660

24 1.15 122.81710 4973299 -141.16090

25 1.20 125.12540 42.55909 -145.79530

26 1.25 127.06920 35.15346 -150.42970

27 1.30 128.63690 27.51611 -155.06410
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28 1.356 129.81690 19.64705 -159.69850
29 1.40 130.59770 11.54627 -164.33280
30 1.45 130.96770 3.21376 -168.96720
31 1.50 130.91520 -5.35046 -173.60160
32 1.565 130.42880 ~14.14640 -178.23600
33 1.60 129.49670 -23.17406 -182.87040
34 1.65 128.10750 -32.43344 -187.50470
35 1.70 126.24950 -41.92453 -192.13910
36 1.75 123.91120 | -51.64734 -196.77350
37 1.80 121.08090 -61.60188 -201.40790
38 1.85 117.74710 -71.78813 -206.04230
39 1.90 113.89820 -82.20611 -210.67660
40 1.95 109.52270 -92.85579 -215.31100
41 2.00 104.60880 -103.73720 -219.94540
42 2.05 99.17766 -112.91010 -148.04080
43 2.10 93.37505 -118.64810 -82.54749
44 2.15 87.36475 -121.27180 ~ -23.46549
45 2.20 81.29444 -121.10150 29.20520
46 2.25 75.29581 -118.45810 75.46461
47 2.30 69.48450 -113.66190 115.31270
48 2.35 63.96016 -107.03370 148.74950
49 2.40 58.80634 -98.89384 175.77500
50 2.45 54.09062 -89.56301 196.38930
51 2.50 49.86454 -79.36176 210.58220
52 2.55 46.16361 -68.61065 218.38380
53 2.60 43.00730 -57.63024 219.76410
54 2.65 40.39906 -46.74109 214.73310
55 2.70 38.32632 -36.26378 203.28090
56 2.75 - 36.76048 -26.51886 185.43730 .
57 2.80 35.65689 -17.82690 161.17240
58 2.85 34.95490 -10.50847 130.49630
59 2.90 34.57781 -4.88413 93.40880
60 2.95 34.43290 -1.27445 49.91009
61 3.00 34.41145 0.00002 6.00003
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TABLAN°9

VALORES (x,y) DE LOS 61 PUNTOS QUE CONFORMAN LA TRAYECTORIA
RECTILINEA PLANIFICADA, ASf COMO LOS VALORES DE LA
TRAYECTORIA OBTENIDA DEL DESPLAZAMIENTO DEL EXTREMO

FINAL DEL ROBOT PLANAR
o TRAYECTORIA PLANIFICADA TRAYECTORIA OBTENIDA
x (m) y (m) X (m) y (m)
1 0.700 -1.500 _ 0.700 -1.500
2 0.712 -1.453 0.700 -1.500
3 0.723 -1.407 0.701 -1.498
4 0.735 -1,360 0.705 -1.494
5 0.747 -1.313 0.711 -1.486
6 0.758 -1.267 0.720 . 1.474
7 0.770 -1.220 0.733 -1.457
8 0.782 -1.173 0.749 -1.433
9  0.793 1127 0.769 -1.403
10 0.805 -1.080 0.793 -1.365
11 | 0.817 -1.033 0.818 -1.320
12 0.828 0,987 0.845 -1.267
13 0.840 -0.940 0.871 -1.206
14 0.852 -0.893 0.896 -1.138
15 0.863 -0.847 0.918 -1.063
16 0.875 -0.800 0.935 -0.983
17 0.887 -0.753 0.947 -0.900
18 0.898 -0.707 0.953 -0.814
19 0.910 -0.660 0.952 -0.728
20 0.922 -0.613 0.945 -0.645
21 0.933 -0.567 0.933 -0.567
22 0.045 -0.520 0.918 -0.494
23 0.957 -0.473 0.901 -0.429
24 0.968 -0.427 0.883 -0.369
25 0.980 -0.380 0.866 -0.316 |
26 0.992 -0.333 0.850 -0.267
27 1.003 -0.287 0.838 . -0.223
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28 1.015 -0.240 0.828 -0.183
29 1.027 -0.193 0.823 -0.146
30 1.038 -0.147 0.822 -0.111
31 1.050 -0.100 0.827 -0.078
32 1.062 -0.053 0.837 -0.045
33 1.073 -0.007 0.853 -0.012
34 1.085 0.040 0.875 0.022
35 1.007 0.087 . 0.902 0.058
36 1.108 0.133 0.935 0.097
37 1.120 0.180 0.974 0.140
38 1.132 0.227 1.017 0.188
39 1.143 0.273 1.064 0.241
40 1.155 0.320 1.114 0.300
41 1.167 0.367 1.167 0.367
42 1.178 0.413 1.220 0.440
43 1.190 0.460 1.270 0.520
44 1.202 0.507 1.315 0.603
45 . 1.213 0.553 1.353 0.687
46 1225 0.600 1.383 0.771
47 1237 0.647 1.406 0.852
48 1.248 0.693 1.420 0.928
49 1.260 0.740 1.429 0.997
50 1.272 0.787 1.432 1.060
51 1.283 0.833 1.431 1.114
52 . 1.295 0.880 1.427 1.161
53 1.307 0.927 1.422 1.200
54 1.318 0.973 1.417 1.231
55 1.330 1.020 1.412 1.256
56 1.342 1.067 1.407 1.274
57 1.353 1.113 1404 1.286
58 1.365 1.160 1.402 1.294
59 1.377 1.207 1.401 1.298
60 1.388 1.253 1.400 1.300
61 1.400 1.300 1.400 1.300
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TABLA N° 10

VALORES DE LOS TORQUES O PARES DE FUERZA Ty 7, QUE DEBEN
APLICARSE A CADA ARTICULACION DEL BRAZO ROBOTICO, PARA
QUE EL EXTREMO FINAL DEL ROBOT PLANAR DESCRIBA LA
TRAYECTORIA OBTENIDA POR METODOS CINEMATICOS

N° t (seg) T; (Nxm) T2 (Nxm)
1 0.00 1.876 4207
2 0.05 2354 4.440
3 010 2.784 4.650
4 0.15 3.167 ' 4.840
5 0.20 3.502 5.012
6 0.25 3.785 _ 5.168
7 0.30 4.014 5.308
8 0.35 4.185 5.433
9 0.40 4.296 5.540
10 0.45 4.347 ' 5.627
11 0.50 4341 . 5689
12 0.55 4.285 5.722
13 0.60 4.187 5.720
14 0.65 4.061 5.675
15 0.70 3.923 5.582
16 0.75 | 3.793 5.434
17 0.80 3.690 5.228
18 0.85 3.633 4.961
19 0.90 3.637 4.633
20 0.95 3.712 4.248
21 1.00 3.861 3.811
22 1.05 4.306 3.605
23 1.10 4.769 3.384
24 1.15 5.199 3.153
25 1.20 5.626 2.918
26 1.25 6.060 2.686
27 1.30 6.509 2.460
28 1.35 6.983 2.246
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29 1.40 7.489 2,048
30 145 8.034 1.869
31 1.50 8.626 1.714
32 1.55 9.269 1.586
33 1,60 9.968 1.489
34 1,65 10.727 1.428
35 1.70 11.547 1.406
36 1.75 12.428 1428
a7 1.80 13.369 1.499
38 185 14.367 1.622
39 1.90 15.413 1.803
40 1.95 16.497 2.043
41 2.00 17.603 2.344
42 2.05 17.458 2.842
43 2.10 17.204 3,174
44 215 16.813 3.334
45 2.20 ' 16.280 13.334
46 225 15.628 3.202
47 2.30 14.895 2,976
48 2.35 14.129 2 697
49 2.40 13.382 2.403
50 2.45 12.702 2.126
51 2.50 12.130 1.889
52 255 11.608 1707
53 2.60 11.431 1.586
54 2,65 11.341 1,527
55 2.70 11.437 1,527
56 2.75 11.720 1,581
57 2.80 12.185 1,683
58 2.85 12.826 1.825
59 2.90 13.632 2,002
50 2.95 14.591 2.209
61 3.00 15.693 2.444
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