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RESUMEN
El objetivo de esta investigacion fue mostrar los modos de pensamiento que
aplican los estudiantes en el desarrollo de un sistema de ecuaciones lineales en
la asignatura de matematica basica ofrecida en la Universidad Nacional del
Callao.
La investigacion fue desarrollada con estudiantes de primer semestre de
ingenieria quimica de la institucibn mencionada anteriormente, y se muestran
los elementos matematicos articuladores en los modos de pensar. Estos modos
se han sustentado en el pensamiento practico y tedrico de Sierpinska.
Nuestra problemética se sitlo en la enseflanza-aprendizaje de los sistemas de
ecuaciones lineales.
Como resultado de investigacion, se obtuvo la informacion y datos significativos
obtenidos en estudiantes de nivel universitario, que nos permiten dar cuenta de
los modos de pensar el concepto, en la perspectiva de que el estudiante que
logra transitar entre estos tres modos obtiene una comprension plena los

sistemas de ecuaciones.

PALABRAS CLAVE: modos de pensamiento, enseflanza-aprendizaje, sistema

de ecuaciones lineales




ABSTRACT

The objective of this research was to show the ways of thinking that students
apply in the development of a system of linear equations in the subject of basic
mathematics offered at the National University of Callao.

The research was developed with first semester students of chemical
engineering from the institution mentioned above, and the articulating
mathematical elements in the ways of thinking are shown. These modes have
been supported by Sierpinska's practical and theoretical thought.

Our problem was located in the teaching-learning of systems of linear equations.
As a result of research, the information and significant data obtained in
university-level students were obtained, which allow us to account for the ways
of thinking about the concept, from the perspective that the student who
manages to move between these three modes obtains a full understanding

systems of equations.

KEY WORDS: modes of thought, teaching-learning, system of linear equations.



INTRODUCCION

La relacion entre el desarrollo de las matematicas pensamiento y creatividad
con planteamiento y resolucion de problemas matematicos; la creatividad y las

matematicas son disciplinas que no suelen aparecer juntos.

Los fendmenos de interés en la ensefianza estan relacionados con el acto de
ensefar, el contexto, y sobre todo con el aprendizaje; todos ellos intimamente
orientados hacia la evaluacion. Las actuales investigaciones en el campo de la
ensefianza aprendizaje de las ciencias se orientan y fundamentan en las teorias

cognitivas.

Lo mas importante para lograr el aprendizaje significativo es el conocimiento
previo, la experiencia previa, o la percepcion previa, donde el aprendiz debe
manifestar una predisposicion para relacionar de manera no-arbitraria y no

literal el nuevo conocimiento con el adquirido previamente.

La educaciéon matemética como campo de investigacidon es aun joven; sin
embargo, es fuente de muchos estudios con métodos y paradigmas variados;
este aspecto es consecuencia de que recibe aportaciones de diversas areas
como la psicologia, pedagogia, filosofia, matematicas e historia de las ciencias,

entre otras.

Tal variedad de contribuciones hace que  afloren distintas facetas y
consideraciones dinamicas entre la teoria y la practica en educacion

matematica (Torralbo et al., 2001); asi mismo hay enriquecimiento con las




interacciones que se establecen en los procesos de ensefanza-aprendizaje de
las matematicas como consecuencia de esta multiple conexion de la educacién

matematica.

El presente trabajo de investigacién se desarrollara en tres etapas: la primera,
donde se recogen los sustentos tedricos que nos permitan elaborar una
propuesta de ensefianza de los sistemas de ecuaciones con respecto a los
modos de pensamiento de los alumnos del | ciclo. Una segunda etapa, donde
se pone en funcionamiento la propuesta en un experimento piloto y una etapa

final, donde se aplica en forma definitiva la propuesta de estudio.




1.1.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
Descripcién de larealidad problemética

En la Facultad de Ingenieria Quimica, como docente en el area de
matematica, en particular en los primeros ciclos, nos hemos dado cuenta que
la mayoria de los estudiantes presentan dificultad en el modo de pensamiento
sintético-geométrico y ademas no muestran un vinculo adecuado entre los
modos sintético y analitico, en particular en lo referente a los sistemas de

ecuaciones lineales.

Es claro que el Algebra Lineal es un area de las matematicas que tiene
aplicabilidad en muchas otras, por ejemplo, en andlisis funcional, ecuaciones
diferenciales, investigacion de operaciones, gréficas por computadora, entre
otras. Uno de los conceptos que mas aplicaciones tiene dentro del Algebra

Lineal y fuera de ella son los sistemas de ecuaciones lineales.

En nuestro sistema educativo este tema es abordado a partir en la educacion
secundaria y en general en los ciclos basicos de los programas universitarios
se estudian temas relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales
donde se busca desarrollar una teoria mas formal sobre los mismos. El
énfasis en la secundaria se centra en los métodos de solucién de un sistema:
reduccion, eliminacion y sustitucion; de tal manera que al ingresar a la
universidad los estudiantes conciben que al tener un sistema de ecuaciones

basta con aplicar algun método de solucién.




1.2.

1.2.1.

1.2.2.

a)

b)

Esto ha minimizado la importancia de este concepto para resolver problemas
y ha hecho de este un proceso mecéanico que no le permite al estudiante

comprender el significado de la solucion a un sistema de Ecuaciones lineal.

Formulacién del problema

Problema General

¢, Cuales son los modos de pensamiento que tienen los estudiantes en
interpretacion geométrico y analitico de los sistemas de ecuaciones lineales,
en estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del

Callao, 20207

Problemas especificos

¢, Como se identifican los modos de pensamiento que tienen los estudiantes
en la interpretacion geométrico y analitico de los sistemas de ecuaciones
lineales, en estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad

Nacional del Callao, 20207

¢, Como analizar los modos de pensamiento que tienen los estudiantes en la
interpretaciéon geométrico y analitico de los sistemas de ecuaciones lineales,
en estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del

Callao, 20207

10




1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General
Determinar los modos de pensamiento que tienen los estudiantes en la
interpretacién geométrico y analitico de los sistemas de ecuaciones
lineales, en estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad
Nacional del Callao, 2020.

1.3.2. Objetivos Especificos

a) Identificar diversos modos de pensamiento que tienen los estudiantes en la
interpretacién geométrico y analitico de los sistemas de ecuaciones lineales,
en estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del

Callao, 2020.

b)  Analizar diversos modos de pensamiento que tienen los estudiantes en la
interpretaciéon geométrico y analitico de los sistemas de ecuaciones lineales,
en estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del

Callao, 2020.
1.4. Limitantes de la Investigacion
Las condiciones limitantes que afectan a la investigacion son:
1.4.1. Limitante tedrica.

La investigacion a la variable modos del pensamiento solo se estudiara la

dimensidn sintético-geométrico y no los vinculos adecuado entre los modos

11




sintético y analitico, sino seria muy extenso para el tiempo asignado para

este trabajo.

1.4.2 Limitante temporal.

Los datos a utilizar corresponden a los estudiantes del | ciclo de Ingenieria

Quimica del afio 2020.

1.4.3 Limitante Espacial.

Se trabajo con estudiantes solo que llevan cursos de Mateméatica Basica,
ademas, se llevaron a cabo las sesiones en forma virtual con los estudiantes

del | ciclo de Ingenieria Quimica del afio 2020.

12




Il. MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes
2.1.1 Antecedentes Internacionales

Castilla. (2004) en su trabajo de investigacion titulado: “Andlisis de los modos de
pensamiento en la interpretacion geométrica del concepto
dependencia/independencia lineal en R? ”, analizaron los diversos modos de
pensamiento que un grupo de estudiantes de nivel superior utilizaron para resolver
problemas que involucraron el concepto dependencia/independencia en Algebra
Lineal, y se traté de descubrir si lograron conectar los modos de pensamiento
sintético-geométrico y analitico-aritmético al resolver los problemas relacionados
con dicho concepto. Para ello se aplicaron dos pruebas: la primera (fase
exploratoria) consistié en 9 reactivos y tuvo como objetivo conocer los niveles de
conocimiento que los estudiantes tenian sobre el concepto; con base en los
resultados obtenidos, en la segunda prueba (fase final) se disefié una situacién de
aprendizaje con 5 reactivos que indujeran el uso de distintas representaciones del
concepto dependencia/independencia lineal provocando la conexién entre los
modos de pensamiento analitico y sintético, provocando el uso de las graficas
(pensamiento sintético-geométrico) sobre los procedimientos algebraicos o
aritméticos (pensamiento analitico-aritmético). Todo lo anterior con el fin de que el
estudiante actue, reflexione, evolucione su propio conocimiento y lo conduzca a
construir dicho concepto. Se identificaron las dificultades que los estudiantes
presentaron para la comprension del concepto dependencia/independencia. Se
mostré que el valor del debate, el uso de distintos modos de pensamiento y la

incorporacion de graficas como parte de una actividad matematica, favorecen

13




notablemente el proceso de aprendizaje y comprension del concepto de

dependencia/independencia en Algebra Lineal.

Parraguez. (2013), en su trabajo de investigacion titulado “los modos de pensar el
algebra lineal y ejemplos AD HOC en problemas especificos de su ensefanza y
aprendizaje “ presenta un analisis de distintos hechos didacticos especificos en el
algebra lineal, a través de dos ejemplos. El primero se aborda, bajo el enfoque de la
teoria de los modos de pensar el algebra lineal de Anna Sierpinska (sintético-
geométrico, analitico-aritmético y analitico-estructural) para indagar como
estudiantes universitarios se enfrentan a los conceptos dependencia e
independencia lineal de vectores y de solucién de un sistema de ecuaciones lineales
en R? y R® . El segundo ejemplo se sitla en las construcciones mentales que
permiten, en estudiantes universitarios, la construccion del teorema cambio base
para vectores bajo un enfoque cognitivo, donde se utiliza la teoria APOE (Acciones,

Procesos, Objetos y Esquemas) como marco tedrico y metodoldgico.

Bonilla. (2013) en su trabajo de investigacion titulado “las conicas: una propuesta
didactica desde la teoria de los modos de pensamiento” se sustenta una propuesta
didactica para la comprension de las conicas en estudiantes del6 al8 afios de
edad, a partir de una investigacion con enfoque cognitivo, desde la teoria los modos
de pensamiento de Anna Sierpinska, donde se distinguen tres modos de pensar un
concepto: sintético-geométrico (SG), analiticoaritmético (AA) y analitico-estructural
(AE). Nuestra probleméatica se sitia en la ensefianza-aprendizaje de las cénicas

cuando el discurso matematico escolar da prioridad a las ecuaciones cartesianas

14




gue las describen. Consideramos que el énfasis en esas ecuaciones, promueve la

pérdida de su estructura como lugar geométrico.

Como resultado de investigacion, se disefia una propuesta didactica exploratoria en
la geometria del taxi, con la conviccion de que el aprendiz entiende las coénicas
cuando transita entre los distintos modos de comprenderlas: SG (como figuras que
las representan), AA (como pares ordenados que satisfacen una ecuacion) y AE

(como lugar geométrico).

2.1.2 Antecedentes Nacionales

Macedo. (2018) en la investigacion titulada “pensamiento critico y rendimiento
académico en los ingresantes del curso de estadistica i en la facultad de ingenieria
econdmica, estadistica y ciencias sociales. Universidad Nacional de Ingenieria -
20177, tesis para optar el grado de maestro en educacion con mencidon en docencia
e investigacion en educacion superior, tuvo como objetivo determinar la relacion
entre el pensamiento critico y el rendimiento académico en los ingresantes del
Curso de Estadistica | en la Facultad de Ingenieria EconOmica, Estadistica y
Ciencias Sociales de la Universidad Nacional de Ingenieria - 2017. La investigacion
es de tipo descriptivo correlacional con disefio no experimental transversal. La
metodologia tiene un enfoque cuantitativo; se aplicd el instrumento de Watson-

Glaser (1980, 2008) para evaluar el pensamiento critico a un total de 91 estudiantes.

15




2.2 Bases Tebéricas

Modos de pensamiento

En el desarrollo del pensamiento algebraico, los modos de pensar planteados por
Sierpinska (2000) no tienen un orden secuencial que permita priorizar un modo de
otro, es importante considerar que los modos de pensar se deben utilizar de
acuerdo al contexto matematico. Sin embargo, la interaccién entre los tres modos de
pensamiento proporciona una mayor comprension del objeto matematico. Asimismo,
la teoria proporciona una comprension desde distintas perspectivas del objeto,
considerando el pensamiento practico desde su representacion grafica, y el

pensamiento tedrico como el algebra y las propiedades que describen el objeto.

A continuacion, se esquematizan los modos de pensar:

Figura 1

Representacion de los modos de pensamiento

Pensamiento Practico

.

Pensamiento Tedrico

Fuente: Anna Sierpinska (2000)

Los modos de pensamiento es un marco teérico de la didactica de la matematica

formulado por Anna Sierpinska (2000) , la cual sostiene que el desarrollo del algebra

16




lineal se inici6 como un proceso de pensar analiticamente acerca del espacio
geométrico, considerando que desde una perspectiva muy general, se podrian
distinguir, dos grandes pasos referidos a dos procesos: el primero la aritmetizacion
del espacio, que tuvo lugar al pasar de la geometria sintética a la geometria
analitica en R3 y el segundo la desaritmetizacion del espacio a su estructuracion,
con la que los vectores abandonan las coordenadas que los ataban a los nUmeros y
se convierten en elementos abstractos cuyo comportamiento esta definido por un

sistema de axiomas.

De esta forma Sierpinska (2000) define tres modos de pensamiento: el sintético-
geomeétrico, el analitico-aritmético y el analitico-estructural, que pueden verse como
el resultado de una superacion de dos obstaculos: uno que rechaza los nimeros
dentro de la geometria y el otro, que rechaza que la “intuicibn geométrica” pueda ser

llevada a un dominio puramente aritmeético.

Cada uno de los tres modos de pensamiento en algebra lineal utiliza un sistema

especifico de representaciones.

e ElI modo de pensamiento sintético-geométrico utiliza el lenguaje de las figuras
geomeétricas, planos y lineas, intersecciones, asi como sus representaciones
graficas convencionales.

e En el modo analitico-aritmético las figuras geométricas son entendidas como
conjuntos de “n-uplas” de numeros que satisfacen ciertas condiciones que
son escritas, por ejemplo, en la forma de sistemas de ecuaciones. En el
modo analitico-aritmético, las componentes numeéricas de los objetos
geomeétricos, como puntos o0 vectores son importantes. Asi, por ejemplo: una

recta vectorial sera reconocida por sus generadores, es decir

17




o ‘gflf = ((x11x21x3r---!xn)> ’ donde v = (xlrx21x3r---lx1’l)'
El pensamiento analitico-estructural va mas alla de este tipo de analisis y
sintetiza los elementos algebraicos de las representaciones analiticas dentro

de conjuntos estructurales. Por ejemplo, reconoceremos que un estudiante

posee este modo de pensar, si a través del concepto de dimension logra

establecer que dos subespacios vectoriales son isomorfos.

Astorga (2015) define los modos de pensar como:

Sintético — Geométrico (SG): Modo desde el pensamiento practico, el cual
describe el objeto en su forma, desde la representacién gréfica
convencional, utilizando elementos de la geometria como puntos, lineas,
curvas, planos, por mencionar algunos.

Analitico — Aritmético (AA): Modo adscrito al pensamiento teorico, utiliza el
algebra para describir el objeto, a través de férmulas, relaciones numéricas
0 ecuaciones.

Analitico — Estructural (AE): Modo de pensamiento teérico, que utiliza la

axioméatica, propiedades o invariantes para describir el objeto.

Allison Green (2019) : Expresa los tres modos de pensar:

Es esencial para la naturaleza humana poder pensar de manera critica y

creativa. Nuestra capacidad y tendencia a pensar de manera critica y

cuidadosa tiene prioridad sobre el conocimiento del contenido, no solo en el

aula sino en el mundo mas amplio que nos rodea. Se cree que hay tres

modos diferentes de pensamiento: pensamiento lateral, divergente vy

convergente.
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Figura 2

Modos de pensamiento.

ﬂNMo des of Thinkiné/B

)} vargcn{: Thinki.ng Co:wcrge.nh Th'u\k'tng

Using ima_gina‘l’ion@ Using logic &ﬁ
D
? @

~
é--:i G —

Also called:
Creative/ horizontal

Also called:
Critical/Nectical

lut: x
us;nﬁ‘bofh An?:;:;:‘lgl.mear

Lateral -nn'nkinﬂ: Thinking "Outside the box"$

Fuente: Allison Green-Boston Tutoring Services (2019)

Pensamiento convergente (usando l6gica). Este tipo de pensamiento también
se denomina pensamiento critico, vertical, analitico o lineal. Generalmente se
refiere a la capacidad de dar la respuesta "correcta” a preguntas estandar que
no requieren una creatividad significativa. Esto incluye la mayoria de las tareas
en la escuela y en las pruebas estandarizadas. El pensamiento convergente es
el tipo de pensamiento que se enfoca en dar una respuesta Unica y bien
establecida a un problema. Cuando un individuo usa el pensamiento
convergente para resolver un problema, conscientemente usa estandares o

probabilidades para emitir juicios.

Pensamiento divergente (usando la imaginacién). Este tipo de pensamiento
también se llama pensamiento creativo u horizontal. Es un proceso de
pensamiento 0 método utilizado para generar ideas creativas mediante la
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exploracion de muchas soluciones posibles. Cuando un estudiante usa el
pensamiento divergente, los pensamientos generalmente ocurren de manera
espontanea y fluida. Se exploran muchas soluciones posibles en un corto
periodo de tiempo y las conexiones inesperadas se establecen mas facilmente.
Una vez completado el proceso de pensamiento divergente, las ideas y la

informacion se organizan y estructuran utilizando el pensamiento convergente.

Pensamiento lateral (utilizando tanto la légica como la imaginacion). Este
tipo de pensamiento se conoce comunmente como "pensar fuera de la caja".
Implica resolver problemas a través de un enfoque indirecto y creativo,
utilizando un razonamiento que no es inmediatamente obvio e involucrando
ideas que pueden no ser obtenibles usando solo la légica tradicional paso a
paso. Para comprender el pensamiento lateral, es necesario comparar el
pensamiento convergente y divergente y construir una relacién de trabajo entre

los dos tipos.
La ensefianza del algebra lineal

La literatura en el ambito de la ensefianza y el aprendizaje del Algebra lineal es,
comparativamente, menor que en otras areas de la Matemaética, y es inevitable
coincidir con Asiala, Dubinsky, Mathews, Morics, y Okta¢ (1997): hay trabajos
relacionados ya sea con la comprension de diversos aspectos de esa materia o
bien propuestas para su ensefianza, pero son muy escasos los dedicados a esa

ensefanza explicitamente vinculados con la investigacion.
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Los estudios del grupo RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics
Education Community) acerca del algebra lineal son una excepcién. Maracci
(2008) indica que no ha habido muchas investigaciones en que las dificultades
hayan sido objeto de un proyecto de investigacion. Incluso, Dorier y Sierpinska
(2001) expresa que es ésta un area relativamente nueva en la Didactica de
Matematicas avanzadas. Los estudios de Dubinsky (1997), Harel (1989) y
Sierpinska, Dreyufus y Hillel (1999) confirman que, a veces, esta materia
produce una detencién en el aprendizaje. La dificultad parece estar en la
naturaleza abstracta de los objetos involucrados, Harel (1990) advierte que la
representacién visual de caracter geométrico de los conceptos que el instructor

tiende a utilizar no ayuda como este supone.

Cuando un alumno tiene que plantear un problema, tiene que pensar, analizar la
formulacién criticamente, examinar los datos de dicha formulacién y manejar
tales estrategias de resolucibn que permitan obtener la solucion a dicho

problema, todo esto también se practica resolviendo problemas.

La resolucién y el planteamiento de los problemas ayudan a fortalecer lo que se
estd aprendiendo; por tanto, Noda (2000) dice que ambas actividades son
importantes para la construccion de conocimientos matematicos, que es una
accion cognitiva basica esencial para la teoria de la educacion y practica; por
esa razén, el concepto de numero y la resolucién de problemas y las poses se
consideran la columna vertebral del conocimiento matematico escolar. (Ayllén,

2012).

La resolucion de problemas es un componente basico para el aprendizaje, asi

como para la adquisicion de conocimientos. Garcia (1998) considera que el
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planteamiento de problemas es una prioridad para consolidar y mejorar el
conocimiento, también advierte que los investigadores pueden alcanzar logros a
través de sus teorias cientificas cuando formular, descubrir o afrontar nuevos

campos problematicos.

Cuando un estudiante tiene que resolver un problema, a priori, piensa que no es
una tarea muy facil, que es un desafio para desarrollar su creatividad y

habilidades matematicas.

Estas circunstancias también se dan en el planteamiento del problema;
posicionar el problema permite obtener un aprendizaje significativo e investiga
las habilidades de la persona, al establecer relaciones entre los diferentes
conceptos matematicos, asi como estructuras numeéricas. Para plantear
problemas es necesario tener un alto nivel de abstraccion y exige reflexion, que
permite llegar a una fase de razonamiento que facilita la matematica

construccion de conocimiento.

La persona que plantea un problema matematico se basa en sus propias ideas,
siguiendo un proceso creativo, por tanto, un problema que plantea constituye el
planteamiento propio del individuo y no una reformulacién de un problema ya

planteado.

Desde el nacimiento, la gente busca explicaciones para todo lo que rodea,
poniendo su creatividad a trabajar. la creatividad debe desarrollarse, estimulado
y animado, por ello, es necesario educarlo e incluirlo en las escuelas. Barbaran
y Huguet (2013) consideran que una corriente en el sistema educativo no

fomenta la creatividad, también dicen que la dificulta en algunos casos.
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Varios investigadores relacionan el problema planteado con el conocimiento
matematico y desarrollo de la creatividad; autores como Krutetskii (1969) vy
Ellertoh (1986) indican la existencia de una relacion implicita entre la capacidad
requerida plantear un problema y el nivel de creatividad, asi como la
competencia matematica. También existe una relacibn evidente entre
creatividad y resolucion de problemas (Callejo, 2003) desde cuando cada
persona tiene que resolver un problema, la creatividad se activa al realizar ese
encargo. Ayllén y Gémez (2014) dicen que las asignaciones de planteamiento
de problemas desarrollan la creatividad en escolares y mejorar la adquisicion de

conceptos matematicos.

La importancia depende de dos razones fundamentales (Harel 1989; Kolman y

Hill 2008):

e Primero, el algebra lineal tiene una amplia gama de aplicaciones en
diferentes campos como ecuaciones diferenciales, analisis y probabilidad.
Los campos de estudio de la fisica, la quimica, también se pueden agregar a
la lista biologia, economia, finanzas e ingenieria. Google y el sistema de
posicionamiento global (GPS) son ejemplos de aplicaciones modernas de
algebra lineal (Kolman y Hill 2008).

e Segundo: La razén fundamental es que brinda a los estudiantes la
oportunidad de aprender a realizar abstracciones matematicas.

Refiriendose a estos problemas persistentes sobre la ensefianza y el
aprendizaje del algebra lineal, Sierpinska (2000, p. 211) afirmé que
“‘entendimos que a pesar de todas las innovaciones que hicimos al presentar
la teoria a los estudiantes, aun queriamos que entendieran o mismo teoria: la

teoria estructural del algebra lineal, pero los estudiantes de nuestros
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experimentos no pudieron comprender la teoria porque parecian querer
comprenderla con una mente 'practica’ en lugar de ‘'tedrica’ ".

Sierpinska (2000) expres6 que a pesar de las implementaciones enfocadas
en mejorar la ensefianza, los estudiantes continuaron teniendo dificultades
para comprender conceptos en algebra lineal, afirmd que la inconsistencia
entre la naturaleza del algebra lineal y los modos de pensamiento de los
estudiantes causé este resultado. Desde este punto de vista, este estudio
tiene como objetivo explorar las formas de pensar de los estudiantes de
pregrado mientras resuelven problemas en el modo de descripcion y
representacion abstracta en algebra lineal, especificamente en conceptos de
independencia / dependencia lineal.

Hillel (2000) revelé tres modos de descripcién y el problema de la
representacion en el algebra lineal y uno de ellos es el modo abstracto. Ser
consciente de los modos de pensamiento de los estudiantes asociados con
las definiciones de los conceptos fundamentales del algebra lineal podria ser
util para fines pedagogicos. De esta manera, los profesores no solo serian
conscientes de cémo piensan los estudiantes de pregrado sobre los
conceptos fundamentales del algebra lineal, como la independencia /
dependencia lineal, sino que también pueden utilizar esta informaciéon como

base para un entorno de ensefanza significativo.
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Ensefianza de Sistema de ecuaciones lineales
Figura 3

Mapa conceptual de Sistema de Ecuaciones

Ecuaciones

Tabla de valores

Grafica

Graficamente
Tabla de valores
Métodos
Algebraicos
—sustitucion
—eliminacion
-comparacion

Context

Representacion
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Contexto

Sistema de
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Posibilidades de solucién/

Conceptualizaciéon numerico/analitico

Graficamente

Algebraicamente (indefinido

Dominios de solucién/
Restricciones/Contexto
dependiente

Qué es un sistema?

L, Interpretacion
—Combinacion de constantes

—Satisfacer ambas ecuaciones Continuos/discretos
Qué representan una situacén Mas ecuaciones que

i aa incognitas/ Mas incognitas
Al Actiarinneg

Fuente: Ana Reyna Segura (2017)

Modos de resolver un sistema de ecuaciones

Una meta de la ensefianza de sistemas de ecuaciones en matematicas en la
escuela secundaria es proporcionar a los estudiantes una herramienta
matematica para resolver una clase particular de problemas. Debido al dominio
del algebra en matematicas, la mayoria de los métodos de resolucion de
problemas son algebraicos (se considera que los métodos algebraicos son
MAs rigurosos que otros). Pero el deseo de rigor puede conducir a una
comprension incompleta e inadecuada comprension del concepto de sistema

de ecuaciones, como ilustra la investigacion de Sfard y Linchevski (1994). Por
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lo tanto, ademas de los métodos algebraicos (de sustitucién, eliminacién y
comparacion), las tablas de valores y los gréficos también son medios
importantes para comprender y resolver sistemas. Amplian la concepcion del

estudiante de un sistema de ecuaciones.

Los estudiantes deben poder explorar la variedad de métodos para resolver
sistemas a fin de comprender las fortalezas y debilidades de cada método;
luego, cuando los estudiantes trabajan con sistemas de ecuaciones, pueden
tomar decisiones criticas en su modelado mateméatico. Ademas, cada método
requiere el uso de matematicas dificiles y ricas y habilidades matematicas. Por
ejemplo, ser capaz de interpretar visualmente variaciones en el grafico es
matematicamente significativo para comprender la situacion graficamente, una
perspectiva Unica que no se puede evaluar con métodos algebraicos. Sin
embargo, los valores numéricos precisos a menudo estan fuera de su alcance

cuando se utilizan métodos gréficos.

Alternativamente, el uso de una tabla de valores permite un tipo particular de
atencion a los pares ordenados que otros métodos no permiten. En este
sentido, una integracion de los diversos métodos para modelar y resolver
problemas parece importante para una comprension amplia y profunda de los
sistemas de ecuaciones. Este argumento incorpora mas que la nocion comun
de ofrecer multiples estrategias para que los estudiantes puedan elegir un
método para resolver un sistema. Como argumentd Janvier (por ejemplo,
1987), una comprension soélida del tema requiere comprender la transicion de

un método a otro y comprender la interaccion entre cada representacion. Por

26




esta razén, deberiamos ser aun mas explicitos sobre el uso de

representaciones multiples en nuestra ensefianza.

Una funcion es lineal si y solo si puede escribirse de la forma en donde a, b
son constantes, y. (Haussler, 2003, p.139). Igualmente, una funcion lineal se
puede considerar como: “Una funcion de proporcionalidad directa los valores
gue toman las variables y son en general nimeros reales, que corresponden a
las medidas de magnitudes que intervienen en las diversas situaciones”
(Godino & Font, 2003, pag. 803). Esta tiene como dominio y condominio todos
lo reales (trabajando en ese conjunto), y como se mostré anteriormente su
expresion analitica es una ecuacion de primer grado o lineal la cual es aquella

gue responde a la forma.

Existen dos tipos de ecuaciones lineales:

¢ Sila ecuacion se denomina homogénea

e Sila ecuacion se denomina no homogénea o completa.

Cuando existe un conjunto de ecuaciones lineales donde se quiere que y
tomen el mismo valor se llama sistema de ecuaciones lineales. En este caso
se especificara el estudio de sistemas de ecuaciones lineales, es decir, de dos
ecuaciones, con dos incognitas. Y se deben encontrar el valor de las incognitas
y tales que las dos ecuaciones sean verdaderas. (Kolman, 2006, p.62),
generalmente en situaciones reales se hace necesario utilizar ecuaciones
lineales de primer grado (dos variables) y en otras se requieren dos o mas
ecuaciones lineales a la vez lo que se denomina sistema de ecuaciones

lineales. Las ecuaciones con una incégnita, llamadas de primer grado reciben
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este nombre porque el maximo exponente de la variable independiente es 1.

En un sistema de ecuacion lineal se pueden evidenciar tres casos:

e el sistema tiene una unica solucion,

e el sistema no tiene solucion y

e ¢l sistema tiene mas de una solucion (infinidad de soluciones), en este
caso solo se trabajara el primero. Solucionar un sistema de ecuaciones
lineales significa encontrar los valores solucion, que son comunes a todas

las ecuaciones del sistema.

Existen muchos métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales,
pero en este caso solo trabajaremos cuatro los cuales son método grafico,
método de igualacion, método de sustitucion y el método de eliminacién o

reduccion, expuestos por Gallego & Fornés (2009).

El Grupo Azarquiel, (1993) evidencia que los estudiantes tienen dificultades a

la hora de resolver un sistema de ecuaciones lineales:

Asi en el método de igualacidén, se manifiesta que el estudiante deja de por
medio la ecuacion inicial y la igualdad existente entre las dos ecuaciones, lo
cual se debe a un aprendizaje muy pobre y dificil de resolver; asi como
también los estudiantes preparan correctamente las ecuaciones para
reducirlas, y encuentra correctamente un valor el cual luego lo deja de lado,
terminado. luego contradiciéndose en sus resultados. Igualmente, algunos de

los estudiantes solo tienen en cuenta una ecuacion y dejan de lado la otra.
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2.3 Conceptual

Los educadores y estudiantes, aunque la importancia es clara, perciben que

ensefar y aprender algebra lineal es una experiencia dificil (Hillel 2000).

Ensefianza y aprendizaje del algebra lineal: Durante la década de 1990,
muchos investigadores realizaron estudios sobre el aprendizaje y la ensefianza
del &lgebra lineal (Carlson 1993; Dorier et al. 2000; Dubinsky 1997; Harel 1989;

Nardi 1997).

Para los estudiantes que intentan aprender muchos nuevos conceptos y
teoremas junto con nuevas notaciones, el formalismo que utiliza la l6gica y el
lenguaje de conjuntos y la teoria de numeros son obstaculos que deben
superar. Los investigadores afirmaron que la falta de conocimientos

matematicos especificos.

El conocimiento y las habilidades son otras razones por las que los estudiantes
experimentan obstaculos en el aprendizaje del &lgebra lineal (Britton y
Henderson 2009; Dorier y col. 2000). Entonces, los arreglos pedagdgicos
deben ser hecho para facilitar el proceso de conceptualizacién. Desde este
punto de vista, se puede concluir que los estudios describir la comprension de
los estudiantes de pregrado de los conceptos fundamentales (subespacio,
lineal independencia / dependencia, base, etc.) y centrarse en los procesos de
pensamiento son importantes en términos de desarrollo préactica sobre el

aprendizaje y la ensefianza del algebra lineal.

Por estas razones, en los ultimos afios, se han realizado varios estudios sobre

conceptos de algebra lineal (Bogomolny 2006; Britton y Henderson 2009;
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Ertekin, Solak y Yazici 2010; Hristovitch 2001; Konyalioglu, ipek e Isik 2003;
Nardi 1997; Stewart y Thomas 2009; Stewart y Thomas 2010; Wawro,
Sweeney y Rabin 2011) entre estos el objetivo del estudio de Bogomolny
(2006) fue identificar algunas de las dificultades que tienen los estudiantes al
aprender conceptos clave en algebra lineal (vectores y espacios vectoriales,
dependencia e independencia lineal, transformaciones lineales y base) y definir

las fuentes de estas dificultades.
2.4 Definicién de términos basicos
Rendimiento

La idea rendimiento refiere a la proporcion que surge entre los medios
empleados para obtener algo y el resultado que se consigue. El beneficio o el

provecho que brinda algo o alguien también se conoce como rendimiento.
Desempefio

Desempefio es el acto y la consecuencia de desempefiar. cumplir una
obligacion, realizar una actividad, dedicarse a una tarea. Esta accion también

puede vincularse a la representacién de un papel.
Comprension

La comprension, bajo el enfoque educativo, es la capacidad que desarrollan los
estudiantes para hacer uso productivo de conceptos, teorias, narraciones y

procedimientos disponibles en las asignaturas.
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Ensefianza parala comprension

La ensefianza para la Comprension (EpC) corresponde a un marco
metodolégico de ensefianza que recoge los principios de una ensefianza
basada en el constructivismo, enfoque adoptado en el disefio educativo de
nuestra universidad. La metodologia se presenta como una oportunidad para
gue los docentes disefien y organicen actividades de aprendizaje con un claro
itinerario que permita a los estudiantes realizar tareas significativas de manera

individual y colectiva.

Construccion de un concepto matematico

Capacidad de usar mas registros de representaciones de un concepto
matematico para representarlo, haciendo tratamientos de esa representacion en
un mismo registro y convertir tales representaciones en otro registro de

representacion. D’Amore (2017).
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ll. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipotesis

3.1.1. Hipotesis General

Los modos de pensamiento desarrollan una adecuada interpretacion
geométrica y analitica de los sistemas de ecuaciones lineales en los

estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del Callao.

3.1.2. Hipotesis Especificas

a)

b)

Los estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del
Callao identifican adecuadamente los modos de pensamiento en la
interpretacion geomeétrico y analitico de los sistemas de ecuaciones lineales, en
estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del Callao.

Los estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del
Callao analizan adecuadamente los modos de pensamiento en la

interpretacion geométrico y analitico de los sistemas de ecuaciones lineales.

3.2. Definicion conceptual de variables.

Variable Independiente.

Variable X: Modos de pensamiento en la interpretacion geométrica y analitica

del sistema de ecuaciones lineales.

La investigacion que se va desarrollar se caracteriza por ser, descriptivo,
utilizando un disefio transversal ya que se puede observar una sola vez la

variable a lo largo del tiempo establecido.

Por su naturaleza, la variable identificada es del tipo cualitativo.
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3.2.1 Operacionalizaciéon de la variable.

Tabla 1

Operacionalizacion de la variable

VARIABLE ESCALAS INDICADOR TECNICAS METODO
ESTADISTI
CAS
X = Modos de Escala Eleccibn del modo de Descriptiva Listade
pensamiento nominal pensamiento Cotejos

Sintético-Geométrico
Analitico-Aritmético
Analitico-Estructural

Fuente: Ana Maria Reyna Segura (2020)
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4.1.

4.2.

IV. DISENO METODOLOGICO

Tipo y disefio de la investigacion.

El disefio de la investigacion a realizarse es no experimental, con la finalidad de
conocer la relacion entre las variables planteadas; esta es de corte transversal

ya que los datos se observan en un solo momento de tiempo.

Método de investigacion.

El enfoque metodologico empleado en este estudio consistio en un analisis
multinivel, conocido también como analisis lineal jerarquizado (Bickel, 2007,
Murillo, 2008) con dos niveles: los estudiantes (que corresponden al nivel 1) y el
aula (que corresponde al nivel 2). Estos modelos permiten estudiar el efecto de
variables independientes en una variable dependiente, en donde las primeras
pueden corresponder al nivel 1 (por ejemplo, sexo) o al nivel 2 (caracteristicas

del aula).

Segun Murillo (2008), los modelos multinivel son la metodologia de analisis mas
adecuada para trabajar con datos jerarquizados o anidados (por ejemplo,
estudiantes en aulas), esto los convierte en una estrategia adecuada para la
investigacion educativa de caracter cuantitativo, en los casos donde se requiere
conocer cOmo se relacionan las caracteristicas del curso asociadas al profesor,
0 a una seccion con una variable dependiente. Esto posibilita realizar analisis
tales como estimar cuanta varianza de los datos explica cada nivel de analisis
en la variable dependiente (efecto del aula) o la influencia de variables

independientes de distintos niveles.
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Para este estudio, los modos de pensamiento de los estudiantes seran
explicada a partir de las caracteristicas de los entornos didacticos, incorporando
variables de control. La variable dependiente, los modos de pensamiento de los
estudiantes, se ve influenciada por el aula segun la literatura, por lo que es
necesario considerar su variacion a nivel del estudiante y del aula. De este
modo, el modelo multinivel representa un modo de analisis adecuado para el

objetivo de esta investigacion.

Desde los objetivos de investigacion, ha sido pertinente utilizar un disefio
metodolégico de estudio de caso, en la medida que son particularmente
apropiados para estudiar una situacién en intensidad, en un periodo de tiempo,
facilitando la identificacion de los distintos procesos interactivos que conforman

una realidad (Arnal, Del Rincon y Latorre, 1992).

Se refiere a “caso” en la medida que: analiza en concreto realidades especificas
y singulares, que adquieren su valor como indagaciones intensivas, y con
profundidad en casos patrticulares; contrasta realidades especificas de las que
pueden extraerse problemas comunes y matizaciones singulares, pero de
ninguna manera explicaciones genéricas y definitivas sobre la realidad
estudiada. De esta estrategia metodoldgica se deriva, un tipo de conocimiento
conceptual, que sirve para comprender realidades concretas, dentro de un
contexto global. Permite aproximarse a la complejidad de los mdltiples y
diferentes procesos que se desencadenan en el transcurso de una situacion
particular en estudio. Enfatiza tanto en aquellos elementos comunes de los
casos, como en aquellos elementos diferenciadores que complejizan,

diversifican y especifican cada una de las diferentes experiencias estudiadas.
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“...Los estudios de casos son adecuados para un analisis intensivo y profundo
de uno o pocos ejemplos de ciertos fendmenos;...” (Goetz y LeCompte, 1988, p.
69). Segun Elliot (1994), las relaciones se iluminan mediante la descripcién
concreta de realidades sociales y personales, a través de leyes causales y de
correlaciones estadisticas. Los estudios de casos proporcionan una teoria
naturalista de la situacion, que en esta investigacion pretende aportar a nuestra
comunidad en un tema tan relevante como lo es, conexiones entre los
conceptos dependencia e independencia lineal de vectores y el de solucién de

sistemas de ecuaciones lineales.

Con el proposito de indagar en los modos de pensar, SG, AA y AE, la
comprension y conexion de los conceptos en estudio, que muestran estudiantes
universitarios, se disefian instrumentos —cuestionarios— para que den luces de lo
gue podria estar sucediendo con la coordinacién y transito entre estos tres

modos.

A continuacion detallamos algunos de los aspectos mas importantes de la

metodologia y fase de experimentacién de esta investigacion.

» Implementacién de la situacion

La situacibn que se implementé en la investigacion corresponde a la
aplicacién de un cuestionario a estudiantes de la Universidad Nacional el
Callao. A continuacion, algunos de los detalles mas importantes de los
informantes a los que se aplicaron las 8 preguntas que conformaban el

cuestionario.
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» Justificacion de la poblacion objetivo

Los criterios de seleccion de estas unidades de estudios trabajadas como

“casos”, se vinculan con las siguientes categorias e indicadores:

v Estudiantes de educacion superior: Los conceptos sistema de
ecuaciones lineales y solucién de un sistema de ecuaciones lineales
son vistos en conjunto en este nivel.

v' Estudiantes exitosos: Esto permite apreciar la relacion entre el éxito
gue tienen los estudiantes en la asignatura Matematica Basica y el
nivel de logro en el aprendizaje de cada uno de los conceptos
matematicos en juego. Ademas, consideramos que estudiantes con
estas caracteristicas pueden establecer mejores conexiones entre los
conceptos involucrados.

v' Estudiantes que aprobaron Matematica Basica: Debido a que
aprobaron este curso el semestre anterior al que se encuentran
actualmente, por lo que tienen mayores posibilidades de acceder a
todos los conceptos principales del Algebra Lineal que llevaran en sus
préximos cursos.

v Estudiantes de Ingenieria Quimica: Porque es una carrera puramente
cientifica, por lo que se espera un nivel mas completo y acabado de
los conceptos que en otras carreras. Con esto también buscamos que
el contenido matematico no sea el principal obstaculo al momento de
enfrentarse los estudiantes al cuestionario.

v' Accesibilidad: Los investigadores tienen la posibilidad de

acceder a estudiantes de esta Institucién de Educacién Superior.
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4.3 Poblacion y muestra

Poblacion muestral

La poblacién objetivo corresponde a 85 estudiantes de la asignatura de
Matematica Basica de la Universidad nacional del Callao, de los semestres

académico 2020-A y 2020-B .

4.4 Lugar de estudio

El presente trabajo de Investigacion se desarrollé en la Facultad de Ingenieria
Quimica de la Universidad Nacional del Callao en un periodo de 12 meses

calendarios.

4.5 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion

La recoleccion de datos fue a través de la técnica de la observacion para conocer
la manera como se desenvolvieron sobre los modos de aprendizaje de los

Estudiantes y cuales fueron sus resultados.

Para la observacion, se elabor6 la lista de cotejos, en la cual se registro las

criterios que se utilizan para identificar y analizar los modos de pensamiento.

Las categorias de respuesta para los items pueden variar en su numero y valor
asignado. Por lo general, se usan cinco expresiones fijas para cada item
Hernandez, Fernandez y Baptista (2007); Namakforoosh (2000); Méndez (2007)
aungue pueden usarse entre dos y siete alternativas de respuesta. Cuando las
opciones de respuestas se presentan en nimero impar se debe repartir la carga
positiva y negativa de manera equilibrada por lo cual es necesaria una categoria

neutra. En una escala con un nimero par de alternativas se elimina la opcién o
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categoria neutral o intermedia, para comprometer al sujeto o forzarlo a que se
pronuncie de manera favorable o desfavorable Hernandez, Fernandez y Baptista

(2007); a esta escala se le conoce también como escala de opcion forzada.

Noda (2000) utiliz6 los datos cuantitativos y cualitativos, combinando un
cuestionario de tipo Likert con entrevistas semi- estructuradas, donde se
solicitaron descripciones de los modos del aprendizaje eficaz mediante dos
preguntas abiertas. Posteriormente se administré un cuestionario Likert

elaborado, con una escala de cuatro puntos (escala forzada).

4.6 Andlisis y procesamiento de datos

Para el procesamiento estadistico, se usO softwares estadisticos especializados
tales como: SPSS version 25 con el cual se generaron las Tablas y gréaficos, asi
como la contrastacion de hipoétesis, para la interpretacion de datos se ha sumado
porcentajes con el fin de ver de manera mas marcada un cambio en las

preguntas realizadas.

> Tomade datos

Para recoger y registrar la informacion, propia del estudio de caso multiple, y
acceder a la comprension que tenian los estudiantes sobre la tematica en
cuestion, es decir el concepto de dimensidn de un espacio vectorial real,
optamos por la técnica de las entrevistas en profundidad, para el primer
momento y para el segundo momento aplicamos un cuestionario, en forma
individual, realizado a la luz del marco teérico con el propésito de generar
antecedentes en los dos casos del primer momento de la investigacion antes

mencionados. Por otra parte hemos realizado entrevistas en profundidad. Con
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respecto al tipo de entrevista utilizado, optamos por una entrevista estructurada,
gue parte de un guidn- cuestionario el cual se aplicé en el estudio exploratorio
(primer momento), de preguntas abiertas que se han delimitado en funcién del

marco teorico los modos de pensamiento.

La toma de datos consistié en la aplicacion del cuestionario a fines de Julio y de
diciembre del afio 2020, el cual respondié cada uno de los estudiantes que
conforman los casos de estudio de manera individual, en 120 minutos
aproximadamente. Ademas, para optimizar el espacio y concentracién de los

estudiantes, asi como la observacion del investigador.

> Instrumento

El instrumento que se aplicé corresponde a una lista de cotejos y que constituye

de 09 criterios

Preguntas del cuestionario

Las cuatro primeras preguntas del cuestionario (Anexo) cada una de ellas son
parte a) y b) relacionan los conceptos de sistema de ecuaciones lineales y
solucién de un sistema de ecuaciones lineales en R? con operaciones usuales,

enfocadas desde los distintos modos de pensamiento.

Las siguientes tres preguntas del cuestionario, cada una de ellas con partes (a)

y (b), relacionan los conceptos dependencia e independencia lineal y solucion
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de un sistema de ecuaciones lineales en R3 con operaciones usuales,

enfocadas desde los distintos modos de pensamiento.

La ultima pregunta del cuestionario, con partes (a) y (b), relaciona los conceptos
dependencia e independencia lineal y solucion de un sistema de ecuaciones

lineales en R? con operaciones no usuales.
Objetivos generales de las preguntas

e |dentificar el (los) modo(s) de pensamiento que predomina(n) en el
(los) estudiante(s).

e Promover en el estudiante el transito entre los distintos modos de
pensamiento

e Indagar algunas conexiones entre los  conceptos involucrados
(cada pregunta establece conexiones entre los conceptos dependencia e

independencia lineal y el de solucién de un sistema de ecuaciones).
Validacion del instrumento

El instrumento aplicado a los estudiantes fue sometido a diversas instancias de
coevaluaciéon por un grupo de didactas con investigaciones relacionadas y no
relacionadas con la investigacion. Ademas, la version final del cuestionario es
fruto de una reestructuracion y reformulacion de disefio de preguntas que
buscaban rescatar desde los estudiantes las conexiones que éstos logran
establecer entre los conceptos solucion de un sistema de ecuaciones lineales en

R2 y R* con los de dependencia e independencia lineal de vectores.
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Andlisis a priori de las preguntas

A continuacion, se presenta el andlisis a priori de dos de las preguntas del
cuestionario (pregunta 1 y 5) aplicadas a los estudiantes, a través de las cuales
se obtuvo informacién importante, la cual serd confrontada posteriormente a

través del andlisis a posteriori.

Pregunta 1: A continuacion, se presenta la solucion grafica de un sistema de 3

ecuaciones lineales con 2 incognitas:

Figura 4

Solucién gréfica de un sistema de 3 ecuaciones lineales con 2 incégnitas:

/
N

Fuente: Geogebra

a.- En R?, con las operaciones suma y ponderaciones usuales, ¢los vectores
generadores de cada una de las rectas del sistema (vistas como
subespacios de R?) forman un conjunto linealmente independiente?

Justifiqgue su respuesta.

b.- ¢ Tiene solucion el sistema? ¢ Cuantas? Justifique su respuesta.
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Pregunta 5: Sean v, = (12,-6,2), v, = (4,-2,2),v; = (—4,2,—8) tres
vectores en R3, con las operaciones suma y ponderaciones usuales. Para

cualquier combinacion lineal de la forma:

x.(6,-31)+ vy(2,-1,1)+ z(—2,1,—4) = (0,0,0)
(x,y,z €ER)

Si se iguala coordenada a coordenada se obtiene un sistema lineal
homogéneo de 3 ecuaciones con 3 incognitas, cuya solucion grafica, vista

desde distintas posiciones, es la siguiente:

Figura s

Solucién gréfica de sistema homogéneo de 3 ecuaciones con 3

incégnitas

Fuente: Ana Reyna Segura (2020)

A partir de lo anterior se pregunta:

a. ¢Cual es el conjunto solucién del sistema? Justifigue su respuesta
b. ¢El conjunto {v;, v,,v;} de vectores es linealmente independiente?

Justifiqgue su respuesta
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Respuesta experta pregunta 1

a. Como el sistema consta de tres rectas, el conjunto formado por los
vectores generadores de cada una de ellas tiene tres vectores.
Como en R? el nimero maximo de vectores linealmente
independiente es 2, este conjunto es linealmente dependiente.

b. Graficamente se puede ver que las tres rectas del sistema pasan por
el origen de coordenadas, que es el Unico punto comun entre ellas.
Por lo tanto, el sistema tiene solucion unica, el (0,0).

Respuesta experta pregunta 5

a. Se puede ver que la solucion gréafica del sistema corresponde a
tres planos que se intersecan en una recta. Por lo tanto, el sistema
tiene una recta solucion, es decir, infinitas soluciones.

b. EIl sistema resuelto en la primera parte de la preguntaproviene

de la combinacion lineal

Como el sistema tiene infinitas soluciones, existen infinitas tripletas
(x,y,2), distintas de la trivial (0,0,0), que satisfacen la combinacion
lineal descrita anteriormente, por lo que el conjunto es linealmente

dependiente.

Andlisis a priori de la pregunta 1 de las posibles respuestas de los
estudiantes desde los modos de pensamiento

Si el estudiante relaciona la independencia lineal de vectores con
vectores no colineales, puede interpretar la situacion mostrada en la
grafica como vectores no colineales y por tanto vectores linealmente

independientes (figura 6). Este argumento sitia al estudiante en un
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modo de pensar SG, pues es su representacion geométrica del
concepto independencia lineal de vectores la que lo llevaria a concluir
de esa manera. A partir de este argumento pueda darse que el
estudiante relacione independencia lineal con solucién Gnica del
sistema, estableciendo una conexion, errbnea en este caso pues el
conjunto es linealmente dependiente, entre los conceptos de

independencia lineal y sistema de ecuaciones.

Figura 6

Rectas del sistema de la pregunta 3 y sus vectores generadores

Fuente. Geogebra

Aquel estudiante que argumenta a partir de la grafica que el sistema
esta formado por 3 vectores en R? y por tanto es linealmente
dependiente podria estar situando su pensamiento en el modo AE, ya
que, si bien la grafica es lo que le permite observar 3 vectores en R?

es su estructura como espacio vectorial la que le permite concluir.

Se espera que algunos estudiantes continten situandose en el modo

AA para responder las preguntas. En este caso, una respuesta que
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reflejaria tal hecho seria el determinar las coordenadas de cada uno
de los vectores generadores de las rectas y a través de ellas concluir

gue el conjunto de vectores es linealmente independiente o0 no.

Para responder la segunda parte de la pregunta, el estudiante puede
observar que la Unica interseccion comun de las rectas es el (0,0) y
concluir que la solucion es Unica. En este caso, el estudiante estaria
situado en el modo de pensamiento SG, pues la solucién gréafica del

sistema le es suficiente para resolverlo.

Es posible que algunos estudiantes determinen las ecuaciones de
cada una de las rectas y a partir de ellas resuelvan el sistema
mediante algun método algebraico. En este caso, el estudiante no
lograria interpretar la grafica en términos de la solucion del sistema y

se situaria en el modo de pensamiento AA.

En esta pregunta el estudiante podria incurrir en los siguientes

errores:

e Interpretar la no colinealidad de vectores como independencia

lineal del conjunto formado por ellos.

e Concluir o reafirmar que, dado que el sistema de ecuaciones
tiene solucién Unica, el conjunto de vectores es linealmente
independiente debido a que solucibn Unica implica

independencia lineal de vectores.

46



Andlisis a priori de la pregunta 5 de las posibles respuestas de

los estudiantes desde los modos de pensamiento.

Para poder identificar la recta interseccion de los planos como la
solucion del sistema de ecuaciones planteado, el estudiante requiere
tener una concepcidén geométrica del concepto solucion de un sistema
de ecuaciones lineales en R3 . Asi, el estudiante que responde que el
sistema tiene infinitas soluciones debido a que los tres planos se
intersecan en una recta evidencia un modo de pensamiento SG, pues
las graficas presentadas en la pregunta son las que le permiten

concluir.

Es posible que algun estudiante no logre situarse en un modo de
pensamiento SG para resolver el problema, frente a lo cual prefiera
obtener las ecuaciones del sistema a partir de la combinacion lineal y
luego resolver el sistema. En este caso, las ecuaciones del sistema

son:

6x+2y—2z=0
—3x—y+z=0
x+y—4z=0
Aqui el estudiante no utilizaria toda la informacién presentada en el
problema y solo recurriria a aquellos aspectos de la pregunta que le
favorecen un modo de pensamiento AA, ya que al no poder interpretar
la interseccion de planos como la solucion del sistema preferiria recurrir

a sus ecuaciones y mediante algun método algebraico resolverlo y

obtener el conjunto solucién.
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Si el estudiante logra conectar los conceptos solucion de un sistema de
ecuaciones lineales homogéneo y el de dependencia lineal de
vectores, podra concluir que el conjunto de vectores es linealmente
dependiente debido a que el sistema de ecuaciones proveniente de la
combinacion lineal formada e igualada al vector nulo tiene infinitas
soluciones. Si no logra establecer conexiones, es probable que el

estudiante resuelva dos veces el mismo sistema, sin advertirlo.

Si el estudiante concibe la dependencia lineal como vectores
colineales, es probable que concluya que el conjunto es linealmente
independiente, ya que ninguno es un ponderado del otro. En este
caso, si el argumento proviene de las coordenadas de los vectores,
diremos que el estudiante muestra un modo de pensamiento AA,
mientras que si el argumento es en base a una representaciéon
geométrica de los vectores en tres direcciones diferentes diremos que

muestra un modo de pensamiento SG.

Es posible que algln estudiante extienda la idea en R? de relacionar
vectores linealmente independientes con vectores no colineales a R3?
relacionando planos no coincidentes con la de un conjunto de vectores
linealmente independientes, pudiendo concluir que el conjunto de
vectores es linealmente independiente. Este razonamiento proviene de
la interpretacion geométrica que se le puede dar a la dependencia e
independencia lineal de vectores en R3 , por lo que un argumento asi
evidenciaria que el estudiante est4d situado en un modo de

pensamiento SG.
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Es posible que algun estudiante se base en vectores normales de cada
uno de los planos que conforma el sistema. Asi, puede concluir que las
normales de cada uno de los planos no son colineales y por tanto el
conjunto de vectores es linealmente independiente, lo que responderia
nuevamente a una extension errénea de la representacion geométrica
de dos vectores linealmente independientes en R? a tres vectores
linealmente independientes en R3 . En este caso, el argumento se
basa en la representacién geométrica de vectores en R3 , por lo que el
modo de pensamiento en el que estaria situado un estudiante bajo esta

respuesta es el SG.
indice de validez

Los productos de la validez incluyen el indice de validez y las
observaciones mas importantes realizadas por los jueces. Ambos
deben incluirse en el apartado Validez y Confiabilidad e indicar que
"el indice de validez se calcula contando los acuerdos y dividiendo
este valor entre el total de item. El indice obtenido debe ser mayor
a 0.70, en el caso de instrumentos que miden eventos de las

ciencias sociales" Hurtado (2012).
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V. RESULTADOS

5.1. Resultados descriptivos

Mostraremos los métodos estadisticos que describen los datos

registrados en esta investigacion.

Se tomaron como referencia a los estudiantes de matematica basica
del I Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del Callao,

2020

Tabla 2

Modos de pensamiento en la interpretacion geométrico y analitico de los

sistemas de ecuaciones lineales.

Modos de pensamiento No %
Analitico Aritmético 46 52.3
Analitico Estructural 3 3.4
Sintético Geométrico 39 44.3

Total 88 100.0

Fuente: Informacién obtenida de los examenes
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Figura 7

Modos de pensamiento en la interpretacion geométrico y analitico de los sistemas
de ecuaciones lineales
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10.0

0.0

523

Analitico Aritmético

44.3
3.4
Analitico Estructural Sintético Geométrico

Modos de pensamiento

Fuente: Informacion obtenida de los examenes

Interpretacién:

El 52.3% de estudiantes su modo de pensamiento es analitico aritmético, el 3.4%

de estudiantes su modo de pensamiento es analitico estructural, y el 44.3% de

estudiantes su modo de pensamiento es sintético geomeétrico
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Tabla 3

Identificacion de los modos de pensamiento en la interpretacion geométrico y

analitico de los sistemas de ecuaciones lineales.

%

Identificacion de los modos de pensamiento No
Utiliza formulas relacionadas al SEL 17 37.0
Analitico Representacién algebraica de SEL 24 52.2
Arietico AA Relacién numérica en el SEL 5 10.9
Total 46 100.0
Utiliza propiedades para SEL 2 66.7
Analitico Utiliza estructuras algebraicas para 1 333
Estructural SEL
AE Utiliza teoria de SEL 0 0.0
Total 3 100.0
Representa graficamente el SEL 13 33.3
Sintético Utiliza elementos basicos para el o5 64.1
Geométrico SEL
SG Utiliza lenguaje técnico para SEL 1 2.6
Total 39 100.0

Fuente: Informacién obtenida de los exdmenes
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Figura 8

Identificacion de los modos de pensamiento en la interpretacion geométrico y

analitico de los sistemas de ecuaciones lineales.
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SG

Utiliza lenguaje técnico para SEL l 2.6

Sintético Geométrico

Fuente: Informacion obtenida de los examenes

Interpretacién:

En el modo de pensamiento analitico aritmético, el 37.0% de estudiantes utilizan
formulas relacionadas al SEL, el 52.2% de estudiantes representan
algebraicamente el SEL, y el 10.9% de estudiantes relacionan numéricamente el
SEL. En el analitico estructural el 66.7% de estudiantes utilizan propiedades para
el SEL, el 33.3% de estudiantes utiliza estructuras algebraicas para el SEL, y
ningun estudiante utiliza teorias del SEL, Y en el sintético geométrico el 33.3% de
estudiantes representan graficamente el SEL, el 64.1% de estudiantes utilizan
elementos basicos para el SEL, y el 2.6% de estudiantes utilizan lenguaje técnico

para el SEL.

53



Tabla 4

Andlisis de los modos de pensamiento en la interpretacion geomeétrico y analitico

de los sistemas de ecuaciones lineales

Analisis de los modos de pensamiento No %
Relaciona formulas algebraicas SEL 14 30.4
Analitico Utiliza la represggtfcmn algebraica 29 63.0
Arietico AA Opera algebraicamente en SEL 3 6.5
Total 46 100.0
. Comprende un SEL 3 100.0
Analitico Articula teorias un SEL 0 0.0
Estructural .
AE Caracteriza un SEL 0 0.0
Total 3 100.0
Relaciona graficas del SEL 10 25.6
Sintético Comparay clasgléi las graficas del 27 69.2
Geométrico . . -
Describe atributos geométricos de
SG 2 5.1
SEL
Total 39 100.0

Fuente: Informacién obtenida de los examenes
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Figura 9

Andlisis de los modos de pensamiento en la interpretacion geométrico y analitico

de los sistemas de ecuaciones lineales
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Fuente: Informacién obtenida de los examenes

Interpretacion:

En el modo de pensamiento analitico aritmético, el 30.4% de estudiantes
relacionan formulas algebraicas del SEL, el 63.0% de estudiantes utilizan la
representacion algebraica del SEL, y el 6.5% de estudiantes operan
algebraicamente el SEL. En el analitico estructural el 100.0% de estudiantes
comprende un SEL, y ningun estudiante articula teorias y caracteriza el SEL, Y en

el sintético geométrico el 25.6% de estudiantes relaciona graficamente el SEL, el
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69.2% de estudiantes compara y clasifica las gréficas del SEL, y el 5.1% de

estudiantes describe atributos geométricos del SEL

Tabla 5

Resolucion de las ecuaciones lineales en los estudiantes en la interpretacion

analitico aritmético de los sistemas de ecuaciones lineales.

Resolucion de las 0
. . No )
ecuaciones lineales
Deficiente 39 44.3
Aceptable 49 55.7
Total 88 100.0

Fuente: Informacién obtenida de los examenes
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Figura 10

Resolucion de las ecuaciones lineales en los estudiantes en la interpretacion

analitico aritmético de los sistemas de ecuaciones lineales.
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Fuente: Informacioén obtenida de los examenes

Interpretacion:
El 44.3% de estudiantes su resolucion de las ecuaciones lineales es deficiente, y

el 44.3% de estudiantes su resolucion de las ecuaciones lineales es aceptable

Tabla 6

Modos de pensamiento en la interpretacion analitico aritmético de los sistemas de

ecuaciones lineales.

Modos de pensamiento No %
Analitico Aritmético 17 47.2
Analitico Estructural 4 11.1
Sintético Geométrico 15 41.7

Total 36 100.0

Fuente: Informacioén obtenida de los examenes
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Figura 11

Modos de pensamiento en la interpretacion analitico aritmético de los sistemas de

ecuaciones lineales.
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Fuente: Informacioén obtenida de los examenes

Interpretacion:

El 47.2% de estudiantes su modo de pensamiento es analitico aritmético, el

11.1% de estudiantes su modo de pensamiento es analitico estructural, y el

41.7% de estudiantes su modo de pensamiento es sintético geométrico.
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Tabla 7

Identificacion de los modos de pensamiento en la interpretacion analitico

estructural de los sistemas de ecuaciones lineales.

Identificacion de los modos de pensamiento No %
Utiliza formulas relacionadas al
SEL 5 29.4
Representacion algebraica de
Analitico P e 10 58.8
Arietico AA ) ]
Relacién numérica en el SEL 2 11.8
Total 17 100.0
Utiliza propiedades para SEL 2 50.0
Analitico Utiliza estructuras algebraicas 1 250
Estructural para SEL
AE Utiliza teoria de SEL 1 25.0
Total 4 100.0
Representa graficamente el SEL 5 33.3
Sintético Utiliza elementgéfasmos para el 8 533
Geomeétrico . o,
Utiliza lenguaje técnico para
SG 2 13.3
SEL
Total 15 100.0

Fuente: Informacién obtenida de los examenes

59




Figura 12

Identificacion de los modos de pensamiento en la interpretacion analitico

estructural de los sistemas de ecuaciones lineales.
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Fuente: Informacidn obtenida de los examenes

Interpretacion:

En el modo de pensamiento analitico aritmético, el 29.4% de estudiantes utilizan
formulas relacionadas al SEL, el 588% de estudiantes representan
algebraicamente el SEL, y el 11.8% de estudiantes relacionan numéricamente el
SEL. En el analitico estructural el 50.0% de estudiantes utilizan propiedades para
el SEL, el 25.0% de estudiantes utiliza estructuras algebraicas para el SEL, y el

25.0% de estudiantes utiliza teorias del SEL, Y en el sintético geométrico el
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33.3% de estudiantes representan graficamente el SEL, el 53.3% de estudiantes

utilizan elementos basicos para el SEL, y el 13.3% de estudiantes utilizan

lenguaje técnico para el SEL.

Tabla 8

Andlisis de los modos de pensamiento que tienen los estudiantes en la sobre los

sistemas de ecuaciones lineales

Analisis de los modos de pensamiento No %
Relaciona formulas algebraicas
SEL 4 23.5
Analitico Utiliza la representacion 10 58.8
Arietico AA algebraica SEL '
Opera algebraicamente en SEL 3 17.6
Total 17 100.0
. Comprende un SEL 3 75.0
Analitico Articula teorfas un SEL 1 25.0
Estructural ,
AE Caracteriza un SEL 0 0.0
Total 4 100.0
Relaciona graficas del SEL 6 40.0
Sintético Compara y clasifica las graficas 8 533
P del SEL
Geométrico . . "
sSG Describe atributos geométricos 1 6.7
de SEL :
Total 15 100.0

Fuente: Informacion obtenida de los examenes
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Figura 13
Andlisis de los modos de pensamiento que tienen los estudiantes en la sobre los

sistemas de ecuaciones lineales
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Caracteriza un SEL 0.0

Analisis de los modos de pensamiento
Analitico Estructural
AE

Relaciona graficas del SEL | N RN 0.0
Compara y clasifica las graficas del SEL | N N NN :::

Sintético
Geométrico SG

Describe atributos geométricos de SEL - 6.7

Fuente: Informacidn obtenida de los examenes

Interpretacion:

En el modo de pensamiento analitico aritmético, el 23.5% de estudiantes
relacionan formulas algebraicas del SEL, el 58.8% de estudiantes utilizan la
representacion algebraica del SEL, y el 17.6% de estudiantes operan
algebraicamente el SEL. En el analitico estructural el 75.0% de estudiantes
comprende un SEL, el 25.0% de estudiantes articula teorias del SEL, y ningun
estudiante caracteriza el SEL, Y en el sintético geométrico el 40.0% de
estudiantes relaciona graficamente el SEL, el 53.3% de estudiantes compara y
clasifica las graficas del SEL, y el 6.7% de estudiantes describe atributos

geométricos del SEL.
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Tabla 9

Resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales con los modos de

pensamiento

Resolucion de las

. . No %
ecuaciones lineales
Deficiente 15 41.7
Aceptable 21 58.3
Total 36 100.0

Fuente: Informacidn obtenida de los examenes

Figura 14

Resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales con los modos de

pensamiento

70.0

58.3

60.0

50.0

40.0

Porcentajes

30.0
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10.0

0.0
Deficiente Aceptable

Resolucion de las ecuaciones lineales

Fuente: Informacion obtenida de los examenes
Interpretacion:

El 41.7% de estudiantes su resolucion de las ecuaciones lineales es deficiente, y

el 58.3% de estudiantes su resolucion de las ecuaciones lineales es aceptable
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5.2 Resultados inferenciales

Con estos resultados se deducen y sacan conclusiones acerca de situaciones

presentados por los estudiantes en la interpretacion geométrico y analitico de los

sistemas de ecuaciones lineales, en estudiantes del | y Il Ciclo de Ingenieria

Quimica Universidad Nacional del Callao, 2020.

Tabla 10

Comparacién de muestras independientes sobre el puntaje de resolucion de las

ecuaciones lineales segun los modos de pensamiento

Ciclo
Estadisticas
A B
Muestra 88 36
Puntaje Minimo 1 2
Puntaje Maximo 15 16
Promedio 9 10
Desviacion estandar 3.4 3.8
U de Mann-Whitney 1506.0
W de Wilcoxon 5422.0
z -0.435
Probabilidad p 0.664
Significancia No significativo. Acepta la Ho

Nota. Informacién obtenida de los examenes

Si p > 0.05 (5%) no significativa. Acepta Ho: No hay diferencias significativas

(son iguales)
Si p <= 0.05 (5%) significativa. Rechaza Ho ===> Acepta Ha: Hay diferencias
significativas

Si p <=0.01 (1%) altamente significativa. Rechaza Ho ===> Acepta Ha: Hay
diferencias altamente significativas

Interpretacién:

Del I A ciclo se observa que el puntaje promedio resolucién de las ecuaciones

lineales en los estudiantes es de 9 puntos con desviacion estandar de 3.4 puntos,




y para el I-B ciclo se observa que el puntaje promedio resolucion de las
ecuaciones lineales en los estudiantes es de 10 puntos con desviacion estandar
de 3.8 puntos. Ademas, observa los que segun la prueba de U de Mann Whitney
con valor Z de -0.435 y probabilidad 0.664 siendo mayor que 0.05 (5%), entonces
se acepta la hipétesis nula donde no hay diferencias significativas en el puntaje
de resolucion de ecuaciones lineales en estudiantes del | ciclo

Los estudiantes del | ciclo se basan en la gréfica para sefialar que cada una de
las rectas tiene un vector generador diferente, a partir de ello, concluyen que el
conjunto formado por estos es linealmente independiente, ya que ninguno es
combinacion lineal del otro. Esto refleja lo que sefialamos en el andlisis a priori
respecto a la interpretacion de vectores no colineales como vectores
linealmente independientes. El argumento utilizado por estos dos estudiantes se
basa en la interpretacion de la grafica presentada en la pregunta, lo que de
acuerdo con lo sefialado en el andlisis a priori sitia sus pensamientos en el

modo SG.

Los estudiantes también concluyen que el conjunto de vectores es linealmente
independiente. Para ello obtienen las coordenadas de cada uno de los vectores

generadores de las rectas y responden que ninguno pertenece a la misma recta

En este argumento podemos apreciar una conexion entre los modos AA y SG,
ya que primero determinan las coordenadas de los vectores generadores y
luego los asocian a una de las tres rectas, es decir, desde lo aritmético
(coordenadas) se situan en la gréafica que presenta el problema (un vector para
cada recta), concluyendo finalmente que son linealmente independientes por no

colinealidad de las rectas. Asi, el argumento dado por esto estudiantes los situa
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5.3

en un transito desde el modo SG al AA, ya que a partir de la grafica obtienen las
coordenadas de cada vector generador, para luego volver a realizar un transito
desde el modo AA al SG, identificando cada vector como el generador de una
recta diferente a la generada por otro. De esta forma, los seis estudiantes que
hemos analizado en esta parte de la pregunta 4 evidencian una concepcion de
independencia lineal de vectores en R? restringida a la no colinealidad de los
vectores.

Otro tipo de Resultados Estadisticos.

En el presente trabajo de investigacion no aplica otro tipo de resultados

estadisticos.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostraciéon de la hipétesis con los resultados

Se ha podido constatar a través de las preguntas del cuestionario
propuesto, que en general, el modo de pensamiento que prevalece en los
estudiantes del semestre 2020-A y del semestre 2020-B de acuerdo a lo
supuesto en el trabajo de investigacion es el AA.

Asi mismo de acuerdo con la hipétesis se ve en el estudio que el modo
SG aparece sélo en las preguntas que presentan grafica —a excepcion de
un estudiante del semestre 2020-B que logra transitar entre los modos
AAYy SG.

También vemos que en las preguntas que presentan grafica los
estudiantes de ambos casos estuvieron distribuidos equitativamente en la
forma de abordar el problema, ya que a algunos les basté la grafica para
responder, pero otros prefirieron obtener las coordenadas de los vectores
generadores para determinar dependencia e independencia lineal o
determinar las ecuaciones de las rectas para resolver un sistema de
ecuaciones lineales. Esto muestra que los estudiantes tienen una fuerte
tendencia al modo AA para enfrentar los problemas relacionados con
sistemas de ecuaciones lineales y los problemas relacionados con
dependencia e independencia lineal de vectores.

En general los estudiantes logran transitar desde el modo SG al modo
AA. Consideramos que esto se debe a la necesidad de establecer su

pensamiento en el modo AA por parte de los estudiantes, ya que en
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general el transito se da frente a la no posibilidad de interpretar la
solucion grafica de un sistema de ecuaciones.

La mayoria de los estudiantes presenta grandes dificultades para pensar
los sistemas de ecuaciones lineales en el modo SG; algunos estudiantes
que habian pensado los sistemas de ecuaciones en R? en el modo SG
cambiaron al modo AA en los sistemas de R3.

La mayoria de los estudiantes de ambos casos no logra situar su
pensamiento en el modo AE. Cuando la estructura del espacio vectorial
es modificada los estudiantes en su mayoria se sitian en el modo AA, lo
gue los lleva a no cuestionarse sobre el concepto del cero vector de un
espacio vectorial, asociandolo al par (0,0) o trio (0,0,0) —2-upla nula o 3-
upla nula, respectivamente—, independiente de la estructura del espacio.
Solo aquellos estudiantes que acceden al modo AE logran identificar el
cero vector de acuerdo a la estructura del espacio.

Cada vez que los estudiantes lograron transitar entre distintos modos de
pensamiento el argumento que se puede observar tenia que ver con la
definicion formal del concepto, tanto de dependencia e independencia
lineal de vectores como de solucion de un sistema de ecuaciones
lineales. Esto trae como consecuencia que el transito entre los distintos
modos de pensar los conceptos solucién de un sistema de ecuaciones
lineales y dependencia e independencia lineal de vectores en R? y R3 por
parte de los estudiantes, tendria su origen en las definiciones formales de

estos conceptos.
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6.2Contrastacion de los resultados con otros estudios similares

Respecto a los antecedentes de la investigacion tanto internacionales
como nacionales se muestra que con respecto al estudio d ellos
modos de pensamiento en la solucion de un sistemas de ecuaciones,
podemos dar evidencias que no todos los estudiantes tienen un
concepto geométrico de la solucidbn de un sistema de ecuaciones
lineales, porque la mayoria de las veces se sitlan desde el algebra para
abordar y resolver los problemas, lo que limita no sélo su
desenvolvimiento en la disciplina del algebra lineal, sino que también,
su concepcién de los objetos matematicos presentados. Consideramos
gue esto es consecuencia de la forma en la que se abordan usualmente
los sistemas de ecuaciones lineales (con énfasis en lo algebraico en
desmedro de lo geométrico) y la importancia que se le dan a los
meétodos de resolucion algebraica. Cabe destacar ademas que el
resolver un sistema por alguno de los métodos algebraicos
convencionales no necesariamente constituye un aprendizaje logrado
puesto que el estudiante puede estar respondiendo solamente a un
algoritmo. Es por esto que consideramos fundamental ser enfatico en la
solucién grafica e interpretacion geométrica de éstos al momento de
ensefar los sistemas de ecuaciones, que por lo general es la menos
considerada y profundizada de los métodos de resolucion. A su vez, los
otros conceptos del algebra lineal que aparecieron en los cuestionarios,
tanto en las preguntas propuestas a los estudiantes como en las
respuestas de los mismos, son principalmente trabajados desde el

algebra por parte de los estudiantes, en cualquier curso inicial de
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algebra lineal. Consideramos que esto también es consecuencia de la
ensefianza que han recibido los estudiantes, ya que en general recurren
a los mismos argumentos —algebraicos en su mayoria—. En general
recurren a la interpretacion geométrica del concepto, como un ultimo
recurso de argumento, y cuando no son capaces de dar una
interpretaciéon algebraica de lo que estdn haciendo. Por tanto,
consideramos fundamental el presentar en la ensefianza del &lgebra
lineal constantemente la interpretacién algebraica en armonia con la
geométrica de los conceptos, de manera que el estudiante logre
transitar entre los modos AA y SG sin mayor problema.

Uno de los factores importantes y que se identificaron como clave para
que el estudiante logre transitar entre los diferentes modos de
pensamiento es la forma en que se aproxima a la definicion formal de
los conceptos.

Consideramos que ésta es la que permite al estudiante discernir si lo
que piensa es adecuado o no. En este sentido, diferentes
aproximaciones a la definicion formal del concepto matematico es uno
de los principales puentes que permite al estudiante transitar
correctamente entre los tres modos de pensamiento. No obstante, para
poder lograr esta conexion debe aprender previamente a situarse desde
distintas posturas que estan presentes en el algebra lineal: lo
geomeétrico, lo analitico y lo estructural, lo que se logra situando al
estudiante frente al concepto en diferentes contextos. Por tanto,

consideramos que la definicion formal de los conceptos es fundamental
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y necesaria para poder transitar entre los tres modos de pensamiento,
pero en absoluto suficiente.

Una de las representaciones mas usuales de vectores linealmente
dependientes en el plano son los vectores colineales, lo que se
acomoda muy bien al uso comun de la palabra dependiente, ya que al
ser los vectores colineales dependiente del mismo vector generador.
Sin embargo, esta representacion, geométrica en el caso de vectores
colineales y algebraica en el caso de un vector escrito como un
ponderado del otro, lleva muchas veces al estudiante a construir un
incorrecto concepto de dependencia e independencia lineal al
establecer una equivalencia con el ser colineales o no colineales, en
dimensiones mas grandes que dos. Por esta razén parece fundamental
presentar a los estudiantes distintos modelos de representacion
geométrica de vectores linealmente dependientes en R?, que
consideren mas de dos vectores. En particular, presentar a los
estudiantes mas de dos vectores en R?, todos no colineales, puede
contribuir a una restructuracion de su concepto de dependencia e
independencia lineal de vectores.

Un concepto que debe ser trabajado con mas detalles es el del cero
vector de un espacio vectorial. Puede ser que el llamarle cero vector
incida en que el estudiante lo asocie necesariamente con el (0,0), pero
parece que la principal razon es que por lo general los ejercicios a los
que se someten los estudiantes trabajan con las operaciones usuales
en R? y R3, lo que dificulta que el estudiante recurra en alguna ocasion

a las propiedades que debe cumplir el cero vector en su estructura
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algebraica de grupo abeliano. Por tanto, consideramos que el incluir
entre los ejemplos y la ejercitacibn espacios vectoriales con
operaciones no usuales contribuye a una mejor y mas adecuada
construccion del concepto cero vector.

Un factor importante que consideramos tiene que ver con la poca
conexion que los estudiantes realizan entre los conceptos soluciéon de
un sistema de ecuaciones lineales y dependencia e independencia
lineal tiene que ver con la forma en la que son ensefiados ambos
conceptos a la vez.

Por una parte, por lo general se presenta el decidir la dependencia e
independencia lineal de vectores como el resolver un sistema de
ecuaciones lineales homogéneo. En este sentido, los sistemas de
ecuaciones pasan a ser una herramienta para resolver el problema de
la dependencia lineal. En cambio, para resolver los sistemas de
ecuaciones lineales una de las estrategias mas usadas por los
estudiantes en el cuestionario aplicado, fue el llevarlo a su forma
matricial y escalonar la matriz, lo que da cuenta de la relacién del tipo
de solucidén de un sistema con la dependencia o independencia lineal de
los vectores involucrados. No obstante, consideramos que en general
esta estrategia fue utilizada s6lo como un algoritmo de resolucién y que
los estudiantes no logran establecer conexiones. Para contribuir a la
conexion entre ambos conceptos consideramos fundamental el situar al
estudiante no solo en el modo AA para resolver los problemas de
dependencia lineal y sistemas de ecuaciones, ya que esto puede

limitarlo a aplicar un algoritmo y no mirar con profundidad el tema.
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6.3 Responsabilidad ética
El autor de la investigacién se responsabiliza por la informaciéon emitida
en presente informe final de investigacion, de acuerdo al Reglamento del
Cédigo de Etica de la Investigacion de la UNAC, Resolucién de
Consejo Universitario N° 260-2019-CU., donde se sefala los principios
éticos como norma de comportamiento conductual, asi como también el
autor estd de acuerdo con el reglamento en donde reconoce que la
investigacién es una funcién esencial y obligatoria en la UNAC, por ello
el investigador es responsable de los procesos y procedimientos de
disefio, desarrollo y evaluacion de su investigacion para lo cual se
actualiza permanentemente sus conocimientos y dedica el tiempo

suficiente para desarrollar sus proyectos de investigacion.
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CONCLUSIONES

1.- Con este trabajo de investigacion podemos dar evidencias a través de
identificar los modos de pensamiento, que no todos los estudiantes tienen un
concepto geométrico de la solucion de un sistema de ecuaciones lineales,
porque la mayoria de las veces se sitian desde el algebra para abordar y
resolver los problemas, lo que limita no s6lo su desenvolvimiento en la
disciplina del algebra lineal, sino que también, su concepcion de los objetos
matematicos presentados, en estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica

Universidad Nacional del Callao, 2020.

2.-Al analizar los diversos modos de pensamiento consideramos fundamental ser
enfatico en la solucién gréafica e interpretacion geométrica de éstos al momento
de ensefiar los sistemas de ecuaciones, que por lo general es la menos
considerada y profundizada de los métodos de resolucion, en estudiantes del |

Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del Callao, 2020.

3.-Para contribuir a la conexion entre los modos de pensamiento consideramos que
uno de los factores importantes y que se identificaron como clave para que el
estudiante logre transitar entre los diferentes modos de pensamiento es la forma
en que se aproxima a la definicion formal de los conceptos. Asi, diferentes
aproximaciones a la definicion formal del concepto mateméatico es uno de los
principales puentes que permite al estudiante transitar correctamente entre los

tres modos de pensamiento.
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RECOMENDACIONES

1.- Reforzar en nuestros alumnos a situarse desde distintas posturas que estan
presentes en el algebra lineal: lo geométrico, lo analitico y lo estructural, lo que
se logra situando al estudiante frente al concepto en diferentes contextos.

2.- En la ensefianza del algebra lineal se debe trabajar constantemente en la
interpretacion algebraica en armonia con la geométrica de los conceptos, de
manera que el estudiante logre transitar entre los modos AA y SG sin mayor
problema.

3.- Trabajar en nuestros alumnos los conceptos del algebra lineal usando los

modos de pensamiento.
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ANEXOS
MATRIZ DE CONSISTENCIA

MODOS DE PENSAMIENTO EN LA INTERPRETACION GEOMETRICO Y ANALITICO DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES

LINEALES EN LOS ESTUDIANTES DEL | CICLO DE INGENIERIA QUIMICA DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO,

2020

PROBLEMA OBIJETIVOS HIPOTESIS VARIABLES INDICADORES METODO
General General General Dependiente
éSe puede identificar y analizar las dificultades de los Determinar los modos de pensamiento que tienen los Se puede determinar de los modos de pensamiento de los Y =Determinar Coeficiente de Encuesta
diversos modos de pensamiento que tienen los estudiantes estudiantes en la interpretacion geométrico y analitico de estudiantes en la interpretacion geométrico y analitico de  modos de Fiabilidad Cuestionario
en los cor'!celptos dle élgebra.llneél, en estu-cilantes del I Ciclo los sistemas de ecuaciones lineales, en estudiantes del | Io.s sistemas de-ec’uacmrfes- I|nea|<=js, eh estudlar}tes del I  pensamiento Llsta. de
de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del Callao, .. L . . . . Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del cotejos
Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del
2020? Callao, 2020.
Callao, 2020.
Especifico Especifico Especifico Independiente
a)éSe puede identificar diversos modos de pensamiento que a) Identificar diversos modos de pensamiento que tienen a) Identifica los diversos modos de pensamiento los X = Modos de Coeficiente de Encuesta
tienen los estudiantes en la interpretacion geométrico y los estudiantes en la interpretacion geométrico y analitico estudiantes en la interpretacion geométrico y analitico de pensamiento Fiabilidad Cuestionario
analitico de los sistemas de ecuaciones lineales, en de los sistemas de ecuaciones lineales, en estudiantes del | los sistemas de ecuaciones lineales, en estudiantes del | Lista de
estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del cotejos

Nacional del Callao, 20207?

b) ¢Se puede analizar los diversos modos de pensamiento
que tienen los estudiantes en la interpretacidon geométrico y
analitico de los sistemas de ecuaciones lineales, en
estudiantes del | Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad
Nacional del Callao, 20207?

Callao, 2020.

b) Analizar diversos modos de pensamiento que tienen los
estudiantes en la interpretacion geométrico y analitico de
los sistemas de ecuaciones lineales, en estudiantes del |
Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del
Callao, 2020.

Callao, 2020.

b) Analiza los diversos modos de pensamiento los
estudiantes en la interpretacion geométrico y analitico de
los sistemas de ecuaciones lineales, en estudiantes del |
Ciclo de Ingenieria Quimica Universidad Nacional del
Callao, 2020.

Fuente: Elaboracion propia
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RESULTADOS PRUEBA DE KOLMOGOROV SMIRNOV
Tabla 11

Normalidad de los datos - Prueba de kolmogorov smirnov del puntaje de resolucion
de las ecuaciones lineales en los estudiantes en la interpretacion geométrico y

analitico de los sistemas de ecuaciones lineales.

Prueba de

Grupos kolmogorov Probabilidad Significancia
smirnov P
Altamente significativo
| ciclo 0.241 0.000 - Los datos no son
normales
Altamente significativo
Il ciclo 0.219 0.000 - Los datos no son

normales

Nota. Informacion obtenida de los examenes

Si p > 0.05 (5%) no significativa. Acepta Ho: Los datos son normales
Si p <=0.05 (5%) significativa. Rechaza Ho ===> Acepta Ha: Los datos no son normales

Si p <=0.01 (1%) altamente significativa. Rechaza Ho ===> Acepta Ha: Los datos no son normales

Interpretacion:

Como los valores de las probabilidades 0.000 para el | ciclo y Il ciclo en el puntaje
de resolucién de ecuaciones lineales son menores o iguales a 0.01 (1%) se acepta
la Hipétesis Alternativa, donde Is datos no son normales, por lo tanto, para hacer la
comparacion entre el | ciclo y el Il ciclo se hara uso de la prueba de U de Mann-

Whitney
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CUESTIONARIO COMPLETO

Pregunta 1. A continuacion se presenta la solucion grafica de un sistema de 3

ecuaciones con 2 incognitas:

a. En R?, con las operaciones suma y ponderacién usuales, ¢los vectores
generadores de cada una de las rectas del sistema (vistas como subespacios
deR2) forman un conjunto linealmente independiente? Justifique su
respuesta.

b. ¢Tiene solucion el sistema? ¢ Cuantas? Justifique su respuesta.

Pregunta 2

Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

x—3y=0
5 +2y=0

a. ¢Tiene solucion el sistema? ¢ Cuantas?
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b. Considere las rectas del sistema como subespacios de R2, con las
operaciones suma Yy ponderaciones usuales. ¢El conjunto formado por los
vectores generadores de cada uno de estos subespacios son linealmente

independientes? Justifique su respuesta.

Pregunta 3. Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

X+3y=0
4x —5y =0
—-3x+7y=0

a. Considere las rectas del sistema como subespacios de R?, con las
operaciones suma y ponderaciones usuales. ¢El conjunto formado por los
vectores generadores de cada uno de estos subespacios son linealmente
independientes? Justifique su respuesta.

b. ¢Tiene solucion el sistema? ¢ Cuantas?

Pregunta 4.

Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

X+3y+5z=0
4x —5y—2z=0
—3x+7y—z=0
a. Considere las rectas del sistema como subespacios de R3, con las
operaciones suma Yy ponderaciones usuales. ¢El conjunto formado por los
vectores generadores de cada uno de estos subespacios son linealmente
independientes? Justifiqgue su respuesta.

b. ¢Tiene solucion el sistema? ¢ Cuantas?

Pregunta 5: Sean v, = (12,-6,2), v, = (4,-2,2),v; = (—4,2,—8) tres
vectores en R3, con las operaciones suma y ponderaciones usuales. Para
cualquier combinacion lineal de la forma:
x.(6,-31)+y(2,-1,1)+ z(—2,1,—4) = (0,0,0)
(x,y,z €R)
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e igualar coordenada a coordenada se obtiene un sistema lineal homogéneo de 3
ecuaciones con 3 incognitas, cuya solucion gréfica, vista desde distintas posiciones,

es: la siguiente:

a. ¢ Cudl es el conjunto solucion del sistema? Justifique su respuesta.
b. ¢(El conjunto v; = (12,-6,2), v, = (4,—-2,2),v3 = (—4,2,—8) es linealmente

independiente? Justifique su respuesta.
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EXAMENES REALIZADOS ESTUDIANTES DEL Il CICLO DE INGENIERIA

QUIMICA DE LA UNIVERSIDAD NADIONAL DEL CALLAO, 2020

SISTEMA DE ECUACIONES

Sefor siumno tiene una relacion Ce ejercicios, por favor Cesarrosar ce acuerdo 8 su concimiento
Prequnta N°1

N+2y+(m+3)r= 3
Comsidern ef sigmiente sistema de ccunciones X4 y4zmim
2xtdy+ M m+l)z= §

3) Discitcdo segin los valores ded pardmetro m,
b) Resucive ¢ sistoma pars m=<2,

Pregunta N2

+y+m: =1
Considera ol siguiente sistema de ccuaciones lincales { ypmy +7 =1 .
xdlysdzom
i) Discate of sistema en funcion del parametro m,

b) SEes posibile, resuelve el sistemn pirm mw 1.
Pregunta N° 3

200 X
Considera las matrices: 4={1 2 | vV X=|y
103
#) Discute of sistema dade por A = mX scgin los valores del parhmetee ay,
b) Da ke sobucion del sisteman en Jos casox en gor ox compatible determinndo,
c) Parn a3 resmelve of sistema y halla, si es posible, una solucidn en lngoe v+ y+z =3,

-
-

Pregunta N* 4
X=z =m
Comniders of sigulcate sistema de ecuaciones mwyeSe =1
dxty~mrm=$

o) Discitcde segoim los yulores del parimetre w,
B Parw o b resiehve of shatem ¥ encuentra, shes posiibe, wom seluclon pars e que sed « = ¢

Pregunta N* 3

Xeyemimm’
Considers of sigadente sistema de couachones lineales [
Xemy+z=m
u) Discote ef sistema segin Jus valores ded parimetro .
b) Resuélvelo pars sy = 1. Para dicho valor de m, caleuls, sl es pasible, van seluciin en la que

.;-2.

94









<l

M L

L‘eH/J t 3+3m “'l
amz-12 =5 -am
= S

“:i}t‘l

97



G
+
4
3

= i , =| S -8m
N SR
-2 |=ls

LAY It
A
—

- ;
=% -
"

-

98


















Pregunta N°1

X+2y+(m+3)z= 3
Considera el siguiente sistema de ecuaciones X+y+z=3m
2x+4y+3m+1)z= 8

a) Discitelo segin los valores del pardmetro m.
b) Resuelve el sistema para m=-2.




Pregunta N°2
xX+y+mz =1

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales { x4+ my+z =1 .
X+2y+dz=m

a) Discute el sistema en funcion del pardametro m.
b) Si es posible, resuelve el sistema para m=1.




Pregunta N*3

200 x
Considera las matrices: 4=|1 2 1 Y Xu=|y
I 03 2

a) Discate ¢l sistema dado por AX =mX segin los valores del pardmetro m.
b) Da la solucion del sistema en los casos en que es compatible determinado.
¢) Para m =3 resuclve ol sistema y halla, si ¢s posible, una solacion en la que x+ y+:=3,

(NO PUDE RESOLUVERLO, NO DOMINO EL TEMA)

Pregunta N° 4
X=z =m
Considera el siguiente sistema de ecuaciones my+3z =1
dx+y—mz=5

a) Disciitelo segiin los valores del pardmetro m.
b) Para m=1 resuelve el sistema y encuentra, si es posible, una solucion para la que sea x=:

Pregunta N* 5
x4y+rmi=m’
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales y=iwmm
X+my+r=m

u) Discute el sistema segan los valores del pardmetro m.
b) Resuélvelo para m=1. Para dicho valor de m, calcula, si os posible, uny solucion en la que

=2,

(NO PUDE RESOLVERLO, NO DOMINO EL TEMA)
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SISTEMA DE ECUACIONES

Pregunta N°1
X+2y+(m+3)z= 3
Considera ¢l siguiente sistema de ecuaciones X+y+z=3m
2x+4y+3m+1)z= 8
a) Discatelo segan los valores del parametro m.
b) Resuelve el sistema para m=-2,

™
'
|
=
\-.
L

{x:-lﬁ‘;\’;q
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Pregunta N°2

x+y+mz =1

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales { v+ my+z =1.

x+2y+dz=m
a) Discute el sistema en funcién del parimetro m.
b) Si es posible, resuelve el sistema para m=1.
- -{ ¥ 3 " t Y + 4§27 L
< 4 y } =1
P { ‘
- b y 4+ 7 1 h X ’ Y %
) Y ' | |
£ & . ! Xal1:- Y20 Z= G
| .
- & \ M) 1
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Pregunio N*2

200
' 11

- =

Comvidera ks matrices: (= » A=

1 &3
a) Discute ol sistema dade por 4\ = mX segin bos valores ded pardmetro m,
B) Da la wdecion del sistema en los caves e8 qae o compatible determinado.
€) Pura gy » 3 resuclve el sistema v halla, sl es posible, wns seluciin en lagque s ¢ y o 2w 3.

- No domino aste tema.

Progumta N* A
A=l =-m
Conniders el shgmente stemn tle eeuncmnem mréds =\
Acdy=mrms

#) Discutchs segun bos valores del parkmetrs w,
b) Para aym | resuelve ol sisteses y encacstes, o o posibile, sna soluciin pars s que sen yw s

‘l" m o
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Alumno: REATEGUI MALQUE GABRILA & LEXANDM

Problema n1
selyeimadie )
Convidera ol viguiente vaiema de ccuscines X4 pezmde
LxsdysNmelizm &
#) Discttelo segén bos valores del -
) Resuelve of sistema pars s w2,
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Pregunta N*1

Considera el siguiente sistema de ecunciones X+ y+imim
IxedysXm4lz= 8

u) Discatelo segun los valores del pardmetro m,

b) Resuelve of sistema para w=-~2,

x+2y+m4d)z= 3 }




Mregnts N2

rdydme =l
Comsilers of siguivatc sivtema de ccumiones Sncsbes { o mysz =i -
irlywdimm
) Dhscute of shtema en fuschia del pardmetro o,
B Si o8 posible, resnelve ol sistoma para ws 1.
Freganm v° 3
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Pregusto N* 4
F=7 mm

Canviders of sipalente sstemn e connciumes {  wy 43z wi
dxsyumims
a) Discurteb segin bos vdares del parkmeteon s
B Farn | veswelve el sistomm ¥ enenentra, ol o pasible, waa saluckin pars 1 que ses y =2

114



Pregucte N° 5
Ntrowimw’
Considors of siguionse sistema de connclonm ook Jetmm

P et el

a) Disewte ef shtema segin los valores ded pardmetrs
) Besudlvelo pars ww 1. Para diche valar de w. calouba, ol on ponible, una sadaciin o la que
twl.
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