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Il. PROLOGO

La matemdtica a través de sus diversas disciplinas, ha logrado resolver algunos de los
grandes problemas que padece la humanidad. Uno de esos problemas es el estudio de las

funciones de variable discreta y sus aplicaciones.

Relativo a las funciones de variable discreta es lo referente a las ecuaciones en

diferencias y el sistema de ecuaciones lineales en tiempo discreto.

Las ecuaciones en diferencias en tiempo discreto han sido muy utiles para construir
modelos econémicos que relacionan el ingreso con el consumo, el ahorro con fa inversidn y

otros modelos, aun mas complicados.

El modelo de la Telarafia, que expresa las relaciones de la oferta y ia demanda para
productos perecederos es un ejemplo muy ilustrativo de la aplicacién de las ecuaciones en

diferencias de orden uno.

El modelo de inventarios es otro ejemplo de aplicacidn de las ecuaciones en diferencias.

Cada modelo es una buena aproximacién del mundo real de la economia moderna.



iIl. INTRODUCCION

En el primer capitulo, presentamos los conceptos basicos, tales como funciones con

variable discreta, el operador nabla y la diferencia finita.

En el segundo capitulo, se hace ia definicién de una ecuacidn en diferencias, la forma
de resolver una ecuacién en diferencia de primer orden y sobre todo el andlisis cualitativo de

la solucion.

El modelo de la telarafa, es una interesante aplicaciéon a la economia. También, se

expone el andlisis cualitativo de la trayectoria soluciéon mediante el diagrama de fase.

En el tercer capitulo se expone las ecuaciones en diferencias de segundo orden, sus
diversas soluciones, ademas analizamos la convergencia de la trayectoria de tiempo. Algunos

modelos econdmicos son interesantes por su interelacion con las variables econdmicas.

En el cuarto capitulo se trata con claridad, las ecuaciones en diferencias lineales de
orden superior y agregamos el teorema de Schur para analizar la convergencia de la

trayectoria de tiempo.

En el quinto capitulo, se exponen interesantes modelos econémicos que tienen que ver
el mercado de inventarios, el modelo de interaccion de multiplicador con acelerador de

Samuelson, la interaccién de la inflacidn y el desempleo.



IV. CUERPO DEL TEXTO

CAPITULO 1
CONCEPTOS BASICOS

1.1. CONJUNTO DE PARTIDA Y CONJUNTO DE LEGADA DE UNA FUNCION

Decimos que f es una funcién 6 aplicacion de A en B y se denota por f: A — B, cuando

para cada elemento x e A corresponde un Unico elemento f(x)e B.

El conjunto A (dominio de f), es el conjunto de partida.
El conjunto B, es el conjunto de llegada.

También decimos que f es una funcién definida en A con valores en B.

Ejemplo 01.
Dados los conjuntos: A={1,2,3,4} y B={2,4,6,8,10,12}

definimos la funcién f: A —» B, del siguiente modo f{(x)=2x.

Con esto querremos decir que:
f=21)=2

f2)=2(2)=4
f(3)=2(3)=6
f(4)=2(4)=8

El conjunto de partida viene a ser el dominio de la funcién f es: Dom(f)=A

El conjunto de las imagenes de cada elemento de A, viene a ser el rango de la funcién f,
esto es:

Rang(f)={2,4,6,8}

La grafica de f son el conjunto de parejas ordenadas:
Gr(f)={(1,2),(2,4),(3,6),(4,8)}

El gréfico de las parejas ordenadas de la Gr(f) en el plano son cuatro puntos que estan
alineados sobre una recta.



1.2. FUNCIONES DE VARIABLE CONTINUA.

Si f es una funcion que estd definida en un intervalo I (cerrado, abierto, semiabierto,
etc.); diremos que f es una funcién de variable continua.

Ejemplo 02.
Dado el intervalo I =11,4[ ysea f: I - IR ; definido por: f(x) =%x—%—

En este caso, se tiene que f es una funcién de variable continua, definida en el intervalo
I con valores.

Su gréfica es:

._.
S
=Y

1.2.1. IDEA DE CONTINUIDAD

Intuitivamente, una funcién f es continua en un intervalo I, cuando el TRAZO de la cur-
va 6 linea que representa a f se hace sin levantar el lapiz. Es el caso del ejemplo 2.

1.3. FUNCIONES DE VARIABLE DISCRETA

Ejemplo 03.

Si la funcién f(x):%x—% se define en el conjunto IN ={0,1,2,3,4,...}, diremos que f es
una funcién de variable discreta.

Su gréfica es: y

Si compramos el ejemplo 2 con el gjemplo 3, notaremos que la funcién del ejemplo 2 es
de traza continua (variable continua); mientras que la funcién del ejemplo 3 son sélo pun-
tos que correspondan a los imdgenes de cada nimero natural (variable discreta).



1.4. EL OPERADOR A (OPERADOR DIFERENCIA FINITA PROGRESIVA)

Sea f(x) una funcién de variable discreta definida en un conjunto A.

Definimos: Af(x)=f(x+h)-f(x) , xeA

Se lee “el incremento de fen x, es igual a la diferencia de fen (x+hk) menos fen x”.

Donde: h=x,-—xi_1 s i=1,2,3,...

xi =x,-_1 +h

1.4.1. TABLAS DE DIFERENCIAS FINITAS

x f(x)  Af A%f Af A*f
X0 fo .
T Afg e 2
X1 =Xp +h fl ‘---‘_ fo __,-:"' A fO e 3
AR e A o
Xo = Xq +2h fz P oo A fl S 3 e A fo
L Afy " s Afy
x3 =%y +3h 1l Af e Afy
X4 =Xg+4h fa é cuartas
é .- diferencias
son las diferencias

son las
: . segundas
Valores de x valores de la primeras diferencias

funcién en cada x diferenclas

Donde:
Af(x) AZf(x) = AAf (x)) A3f(x)= A(A%f(x))
Afo=Fi-fo A2fy =Afy -Af, Afy =A%f - Afy
Af1=f2—fl Azf]_:AfZ_Afl Asfl =A2f2'_A2fl

Af2=f3_f2 A_2f2=Af3—Af2

AF) = flx+h) - fx) | ASFx)=AFf(x+h)-Af(x) [ APF(x)=A%f (x+h) - A%f ()

h=x-x5g —— x;=xy+h
2h =3y — %) —> Xy =xy +2h
3h=x3-xy—> %3 =%y +3h

4h:x4—x0——") x4=x0+4h



h h h h
e e Vet Vo N

X0 X\ X3 X3 X4 X5 X6 X7 Xg

h=x1 "‘xo =Xg —xl =X3—Xg =...=X; —xi_l
En el grafico es facil notar que:
X1 =Xg +h
Xo =Xy +2h

x3 = x +3h

X, =%y +nh

Ejemplo 4.
Sea la funcion f: A—» B, A={0,1,2,3,4} definida del siguiente modo:

x j0[1(2]3]4
fix)|0|1]4|9(16

Hallar las diferencias finitas, usando la TABLA de diferencias finitas.

Solucion:

x f(x) Af A%f Abr
0 0 e )

-------- 1 e
1 1 W - .
2 -l = e i :
3 9 . -
4 16 )

En este ejemplo h=1=1—0:2—1=3—2=4-3

NOTACION:

1. Si h=1, tendremos Af(x)=f(x+1)-f(x)
A%f(x)=Af(x+1)-Af(x)
APf(x)=A’f(x+1) - A%f(x)

2.8i h=1 y f(x) es denotado por y,, tendremos:
AYy =¥gs1= Y
A%y =AMy, - Ay,

3 2 2
Ay =AYy, A"y,



CAPITULO 2

ECUACIONES EN DIFERENCIAS

2. DEFINICION DE LAS ECUACIONES EN DIFERENCIAS

2.1. Si y=f(x) es una funcién definida en IN =1,2,3,..., definimos la PRIMERA DIFEREN-
ClA de y,, a la siguiente diferencia:

AYy =Yys1=¥x

Ay,: Selee “delta ye sub equis”

Donde A (delta) es el OPERADOR DIFERENCIA FINITA PROGRESIVA y act@ia restando sobre
funcién y, (y, eslo mismo que f(x))

Yerl

Va1 ~ Ve =AY,

[
,V; ----------------------- @rocsnsncnsnsnansnnal

En la forma recursiva, definimos:

La primera diferencia de v, , es:

La segunda diferencia de y, es:

AYy =Yei1— Vs

AQJ’x ZA(Ayx)
=AYp41 —AY;
=(Yer2 = Yes1) ~Wes1 — )
= Yxr2 = 2Yxr1+ Vs



La tercera diferencia de y, es: AP Y = A(Azyx)
= A(yx+2 _zyx+1 +yx)

=AY.0 "2Ayx+1 +Ay,
= (yx+3 _yx+2)_2(yx+2 _yx+1)+(yx+1 —yx)
=VYz+3 _3yx+2 +3yx+1 —Yx

n
La n-ésima diferencia de y, es: | A"y, =A(A" 1y,)= Y (Z)(—l)ky”n_k (2+)
k=0

2.1.1. ANALOGIA IMPORTANTE

Si y =f(x) denota una funcién en el que “y” es la variable dependiente (depende de los

“, n

valores de x) y “x” es la variable independiente, se define:

1) La derivada de f en x, como en el limite: y'= % = L% lin}) Miﬂ-ﬂ , h20
xX—>

Si denotamos: h por Ax=x-x,

y Ay=fx+h)-f(x)

Tendremos:

Esta definicién tiene sentido cuando f(x) es una funcién variable continua.

2) Si f(x)} es una funcién de variable discreta definida en IN =0,1,2,3,..., entonces se
tendra.

b) Av=f(x+1)-f(x)

o) ﬁ_i=Lli*f“‘_)=f(x+1)-f(x)=Ay

3) Por las definiciones dadas en (1) y (2) podemos decir que:

La primera diferencia Ay, funciona parecido a la primera derivada y' = %.

dzy

La segunda diferencia A? Yy funciona parecido a la segunda derivada y" = —=

3
La tercera diferencia A%y, funciona parecido a la segunda derivada y'® = d—az

dx
etc.

La diferencia entre y' y Ay es una constante.

— )
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4) La NOTACION: y, nos indica que “y” es funcién de “x” y lo usamos cuando “y” es una
funcién de variable discreta, para diferenciar de la notacién y = f(x) que se usa gene-

ralmente cuando f es una funcién de variable continua, aunque esto no es una regla
rigida.

Ejemplo 01.
Sea y=x>+3x. Hallar: a) ¥ b) Azyx
Solucion:
a) De: y=x%+3x
AYy =Yrs1~Vx
=[(x+1)% +3(x + D]~ [x® + 3x]

Ayx=,r{+2x+1+,3f+3—x{—,3f

Ay, =2x+4
b) De: Ay,=2x+4 Comparemos:
A%y, =A(Ay,) De: y=x%+3x
=AY, - Ay, y'=2x+3
=[2(x+1)+4]-2x-4 y'=2
=25 +2+ A -25 -4
=2
Ejemplo 02.

Dado y=3x? -2, hallar A%y.

Solucién:
A’y =Ay,.1 Ay,
={¥z42 = Y241} ~{V2s1-9:}
={[3(x+2)% - 21-[3(x + 1)% - 2]} - {[3(x + 1)? - 2] -[32% - 21}
= B(x+2)° 2] -2[3(x+ 1 2] + [32° -2

Yx42 Yx+l Yx

=6

2.2. ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIA
Introdueccion:

En toda ecuacién que aparezca 10s términos: ¥,,1, Yrsz» Yeiss - sAYz, A2y, A%y, ... nos
sugiere una ecuacion lineal en diferencia.

S |y (R



Son ecuaciones lineales en diferencia:
D) Y23 2002 +3Yri —2y, =2
2) 5Yy45—2Yy42=0
3) Ay, =0
4) Azyx -2Ay, +3y,=x
5) A%y, +4%, ~2Ay, -y, =0
6) 2%y,,3 5" Yerg +87 ¥ri1 +2y, =2
7 bF,-dP,_;=c-a

La denominacion LINEAL, es porque la variable dependiente y aparece s6lo en expresiones
de primer grado.

Los coeficientes de los términos y,.,, n=0,1,2,3,...,k pueden ser constantes o funciones
de x.

El segundo miembro puede ser cero ¢ diferente de cero. Si es diferente de cero, puede ser
una constante 6 una funcién de x.

E1 ORDEN de una ecuacién lineal, se identifica por el niimero de periodos 6 saltos que ha
dado la variable independiente.

Por ejemplo:
a) De ¥,,9 @ ¥,.5, la variable x ha dado (x+5)—-(x+2)=3 saltos

. V.Y el

x+2 x+3 x+4 x+5

b) De y, a ¥,.9, la variable x ha dado “2” saltos.

N N

x x+1 x+2

¢) Si “¢” es la variable independiente tiempo, entonces si tenemos la variacion de y, de
Y45 & Yei12, diremos que el tiempo ha variado 12-5="7 periodos.

N NN NN N

1+ 146 147 1+8 1+9 1+10 1+11 T

Estos 7 periodos pueden ser 7 semanas, 7 meses 6 7 afios. Esto dependera con que datos
estamos trabajando.

A continuacion formalicemos estos ejemplos e ideas que nos hemos dado acerca de las
ecuaciones lineales en diferencias.

— 12 —



2.3. DEFINICION

Una ecuacion en diferencia, se dice que es LINEAL, cuando es de la forma:

L aO(x)yx+n +a1(x)yx+n—1 +a2(x)yx+n~2 +.. '+an—1(x)yx+1 t0pYy = b(x)

Donde: ay,a;,05,...,a,_1,a, y b son funciones de x definidas para x=0,1,2,3,...

CASO1 Si el miembro b(x)# 0, diremos que (I) es una ecuacién lineal en diferencia no
homogénea.

CASO2 Si b(x)=0, diremos que (I) es una ecuacién lineal en diferencias homogéneas.

CASO3 Si b(x)#0 A agy,ay,a9,...,a, son constantes, diremos que (I), es una ecuacién
lineal en diferencias no homogénea con coeficientes constantes.

CAS04 Si b(x)=0 A los coeficientes ay,a;,a,,...,a, son constantes diremos que (I) es
una ecuacién lineal en diferencias homogénea con coeficientes constantes.

2.3.1. ORDEN DE UNA ECUACION LINEAL EN DIFERENCIAS

Si en la ecuacién (I) @y #0 A a, #0, diremos que “n” es el orden de la ecuacién 6 que la
ecuacion (I) es la orden “n”.

Si a, =0, entonces el orden de la ecuacién se halla restando los subindices:

(x+n)-(x+k)=n-k

Ejemplos:

Cada una de las siguientes ecuaciones en diferencias es lineal y del orden indicado:

Ye+3 +2Ypi2 — Yyi1 —2¥ =22 orden 3
5¥;.3-2¥;,1=0 orden 2, pues (¢+3)-(t+1)=2
bP,-dP,_y=c-a orden 1, pues t-{(t-1)=1
2% y,.,0-8,y, =% orden 2.
Observacion:

Como la ecuacidn lineal en diferencias de orden “n” es de la forma:

D ag®)yzin +0 (&) Ypin 1+ + 1 (B)Y g + 5, =b(2)
depende de Yiin s Yxin-13--sYes1s Yz, S€ puede expresar implicitamente de la si-
guiente forma:

ID fl¥insYein1s--Ye1=0,lo cual indica que hay n+1 valores dey.
La ecuacién (II), también puede expresarse en términos de sus “n” diferencias: -

I flAY?,AyE Y, Ay, ,y,]1=0

—13—



2.4. SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES EN DIFERENCIAS
a) Solucion de una ecuacion en diferencia.

Diremos que la funcién ¢, es solucion fl¥,,, s Yeen1s-->Vxi1,V1=0

Si flrins--sPei1,9:.1=0. Es decir, ¢, es solucién de (I), si ¢, es una funcién definida
en todo IN y satisface a la ecuacién (I).

b) Solucién general.
¢, es solucién general de una ecuacién lineal en diferencias de orden “n”, si ¢, satisface
a la ecuacion (I) y tiene “n” constantes. La solucién ¢, es tinica.

¢) Condiciones iniciales.

Supongamos que ¢, es la solucién general de la ecuacién (I) y las “n” constantes que
tiene la solucién general son: C;,C,,...,C,, . '

Si ¢, se define en x=0,1,2,...,n-1 y para cada x existe sus respectivos imagenes
koskys.okyy tal que: dy=ky, d=k, th=hky..6p 1=k, 1; las parejas (0,¢y),
(1L,¢),...,(n—1,4,_;) pertenecientes al grafo de ¢,, se llaman CONDICIONES DE FRON-
TERA (6 condiciones iniciales).

d) Solucion particular.

Para cada conjunto {(0,¢),(1,4),....(n-1,4,_;)} de condiciones de frontera se hallan

valores particulares para las constantes C;,Cs,...C,. En este caso diremos que ¢, es
una solucién particular de la ecuacién (I)

Ejemplo 01.
a) Demostrar que la funcién y, =C; +Cy2* +C33” es solucién de
Yers 63542 +11y,,y -6y, =0
b) Obtenga una solucién particular, dado las condiciones de frontera:
=1, n=1, y=-1
Solucion:
a) De y, =C; +Cy2% +C33" hallaremos Y,,1 , Y42 , Yx43 ¥ sustituir en:

‘yx+3 _6yx+2 +11yx+1 —ny.

FLoxe s Yei1 s Yel

Si fly¥x13:Yx+1,Yx] se convierte en cero, afirmamos que y, = ¢, es solucién de la ecua-
cién f[yx+3:yx+1 ’yx] =0 -

Veamosde: y, =C; +Cy2* +C33" obtenemos:

— 14 —



Yx41 = Cl +022x+1 +033x+1
Yx+2 -""vCl +022x+2+c331+2

yx+3 = C]. +022x+3 +Ca3x+3

Sustituir en: fl¥,,.3,Yx1Yx]
[, 30,04 0 950 =Bl 415, 27 4 G5 9™ 214 1MIC,; + G 2"+ G5 Y

BI04+ €y 2" +C,8%]=(C, —60; +11C; =8C)+C,(2"*3 —625*2 4+11.2%*1 —6.2%)
0
$C5(07H —6.8%% 411,91 _g5.9%)

=0+Cz(2x+3 _3’21+3 +11.2x+1_3.2x+1)+03(3x+3 _2.3x+3+11'3x+1_2_3x+1)
= (222 +82*1) & Cy(-8*'+93**Y)

=02 (_21'-'}4 +2x+4) + C3 (_31+3 +3x+3)
0 0

=1

b) En y,=C;+Cy2" +C33* tenemos:

=01 +C5-2°+C5.8° =1
y]_:Cl‘f'Cz '2+Ca'3ﬂ1
y2=Cy+Cy-2%+C3.8%=-1

" Obteniéndose el sistema:

Cl+02+03=1 ..................... (1)
Cy+2Cy+3Cs =1 oo @)
C,+4Cy+9Cs =1 oo 3)

Resolvamos el sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas:

(2)-): {02+203=0 —por— 3: | =3€5 -6C3=0

(8)-(1): | 8C; +8C50-2......... 4) | 307 +8Cy=-2
2C3=—2
Cs =—1

Sustituir en (3): Cy +2(-1)=0

Cz =2

Sustituiren (1): C;+2-1=1
Cl = 0

|



Por tanto, la solucién particular sera:

¢, =0+2.2% -3x

¢ - 2x+1 _ 3:!:
X
Ejemplo 02.
1 Yz .. .
Demostrar que y, = ﬁ es solucién de y,.; =715 =y obtener una solucién particular da-

da la condicién inicial y, =-4.

Solucion:
a) De:  y, =7 obtenemos:
__C
Yetl=1r7n

Sustituir y, y ¥..1 enlaecuacién en diferencia:

[ s 1l+ex
l1+c{x+1) 1+.1._¢_

+ CX

— C
ltex+e

=———c __ ,locual es una identidad, esto prueba que:
1+c(x+1)

P 16
Yz =7 es solucién de (a).

b) Sien y, =1 hacemos y, =—4, obtenemos:

1+
e s
N=Trm- 4
c=—4 |
., . <. _ ._4 _ 4
Luego, la solucién particular serd: y, = T T v

2.5. ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS DE PRIMER ORDEN

Una ecuacién lineal en diferencias de primer orden, es de forma:

G o (R =B8] 5 BSU1.2.8, cviiniisssammmmemamiessssisasssasissstinnmmsns (*)
(x) b
Yaul =~phs % ........................................................................ (+%)

donde los coeficientes ay(x), a,(x) son funciones de x diferentes de cero y el segundo
miembro b(x) también es funcién de x. '
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Casos:

CASO1: Si b(x)#0, diremos que (*) es no homogénea.
CASG2: Si b(x)=0, diremos que (*) es homogénea.

CAS03: Silos coeficientes ay(x) y a,(x) son constantes, diremos que (*) es una ecuacién
de coeficientes constantes.

CAS04: Si gy(x) al, a;(x) y b(x) son constantes, entonces la ecuacién (**) se convierte
en: y,.1=Ay,+8,con A=0.

2.5.1. SOLUCION DE LA ECUACION: y, . ,=Ay, +B , A#0.

La solucién de | y,.;=Ay,+B | x=0,1,2,... | se halla por INDUCCION (forma recursiva)

Veamos:
Six=0 = y =Ay,+B
Sl x=1 = y2=Ay1+B
= A(Ay, +B)+B
= A%y, + Ab+B
Si x=2 = y3=Ay,+B
= A(A%y, +AB+B)+B
=A%y, +A’B+ AB+B

Si x=3 = y,=Ay;+B
| =A(A®+y,+A’B+ AB+B)+B
=A%y, +A’B+A?B+AB+B
=A'y, +B(A®+ A2+ A+1)
=A4y0+B(1+A+A2+A3)

Ye =A%y +BA+A+ A%+ + A™ ) (4%)

1- A%
1-x

v =A%y +BEA | 2=0,1,2,3,..

Regla de correspondencia

i Dominio
de la solucién

qop T i



Si en (4*) se tiene A =1, entonces:

Yy =1%-y5+B1+1+1+...+1)

v
X veces uno

¥y =Y +Bx

— Conclusién: La solucién de la ecuacién y, ., =Ay,+B ,es:

¥o + Bx

Yx = _ A%
==] 4% 430+ BEAS

Si A=1, £x=0,1,2,3,...
Si Az1, x=0,1,2,3,...

Ejemplos:

Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:

1) 3yy41 =2y, +3 5) 3¥2.1-2y,-3=0, =5
2) ¥341+3y,=0 8) ¥p1=3y.-1, yo=%

3) yx+1"'yx-10:0 3 y():2 7) 2yx+1‘_yx=2 ) y0:4

4) 8yx+1+4yx—3:0 ’ yoz'% 8) 7yx+1+2yx "7=0,y0=1
Solucion:

.1) 3Yys1 =2Yy +3
A=
B=

=t oo

= Yer1 =32, +1, tenemos {

[ [§)

Como A#1,lasolucibnes: y, =(

)2 Yo +1{1;E%%),}

2o =(8) s+ 810 ]

¥, =(§)" (90-3)+3 | x=0,1,2,...

2) yx+1 +3yI =0

‘ A=-3
= ¥Yy41=-3Y, , tenemos B0

) .. . _ ¥ 1-(-3)
Como A#1,lasoluciones: y,=(-3) +O[ 1-(-3) ]

¥, =(=8yy | 2=0,1,2,5,...

s R



3) yx'+1._10:0_3'x » Yo=2

A=1
B=10
Como A =1, entonces la solucién es: y, =y, +10x, x=0,1,2,3

= Y41 =Y, +10, donde {

Como y, =2, entonces: |y, =2+10x | x=0,1,2,3,...

Como A #1, entonces la solucién es:

L e

2

5) 3Ye:1-2y,-3=0, y,=56

= 3Yy1=2y,+3

A
¥x+1=3Y; +1, donde {

Como A #1, la solucion es:

Yy :2(%)3; +31x=0,1,2,3,... | (Elgrafico: ver anexo)

— 19—



A=3

6) ¥:.1=8y,-1 , ¥y =3, setiene {B:—l

Como A #1, entonces la solucién es:
1-3*
¥: =38y -[—1_—3]-601110 Yo=7%
: _nx l l _nx
= ¥.=3 -2+2[1 3*1

¥e=33%)+1-2(8%)

2=0,1,2,.:.

1
2

Yx

il

‘— Es constante

2.5.2. CASOS ESPECIALES DE LA ECUACION: y,. = Ay +B

Dado la funcién y: IN — IR, hemos definido la PRIMERA.
X —> Y ’

diferencia de la funcién y,, como: | Ay, = y,.1 — Vs

Teniendo en cuenta esta definicién, se presentan tres casos especiales de ecuaciones en di-
ferencia de primer orden, estos casos son:

1) La diferencia de primer orden es una constante
\ ~ LS 7

g I

Yir1— Vx = B

La solucién de: y,, ,-y,=B

y.+l=y.,+B,donde A=1es: |y, =y +B|x=012,..

2) La diferencia de primer orden es proporcional a la variable y, 4

N e

Yx+1 ™ Vx =0Yx.1  al periodo anterior

Lasolucién de y,,1 =¥y =¥z » @ %0
Ye+l ~%Yx41 = Vs

(1~ a)y:c-i-l =Yy

yx+1:1_}2yx , donde {B .

es: yx=(m—)xy0 x=0,1,2,...

-



def perfodo anterior
A

r N

3) La diferencia de primer orden es funcién lineal de la variable y, ¢

"

Va4l = Ve TOYx1 +p
Y+l =Y =OY¥x41 +p

Y41 ~EYVx41 = Vx +p

La solucidn de:

(@-@)ypry =Dt

Aery
yx+1=(ﬁ)yx+(fa) , donde 5
| B=gt=
« et ]
yx_(ﬁ)"ﬁg[(l__%)"aq x=0,1,2,...

2.5.3. COMPORTAMIENTO DE LA SOLUCION DE LA ECUACION y, ., = Ay, p

En 4.1.1, obtuvimos que la solucién de la ecuacién y,., =Ay,+B, es una de los si-

guientes formas:

a) Si A=1, la solucién es

Yy =y0+Bx

x=0,1,2,...

b) Si A =1, la solucién es

1- A%
Yo =A%+ B

=012,

Las soluciones obtenidas en a) y en b) son sucesiones de nimeros reales, es decir son

funciones de IN en IR.

En la solucién a) | y, =y, + Bx

x=0,1,2,...

La correspondencia es:

Six=0 = Yo =XYo
Six=1= y=y,+B
Six=2 = yy=y,+2B
Six=3 = y3:y0+3.B
x=n = y,=yp+nB
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Los puntos: (0,y), (1,y,+B), (2,y,+2B), ... pertenecen al conjunto
{(x,,)/ ¥, =y +B,} que es el GRAFO de la funcién y, =y, + Bx.

Visto en el plano cartesiano los puntos de la grafico de la funcién y, =y, + Bx estdn en
una linea recta pendiente B y con intercepto “ y, ” en el eje de las ordenadas.

Vs

Y3
s
" N H '
B : g

i b 0 1 2 3 4 x

Es el caso: B> 0 (pendiente positiva) Es el caso: B <0 (pendiente negativa)

La funcién y, =y + Bx es creciente, La funcién y, = yq + Bx es decreciente.

Enla funciénb) | y, = A%y, + BXA- | 2=0,1,2,3,...

La correspondiente es:

Six=0 = y0=A°+Bl'A0

1-A

=¥ + 1_-37( <— Eselintercepto con ef eje de los ordenadas.

Si x=1 = y=Ay+B4

1-42
o

Si x=2 = y,=A%+B

-
.

=A%y, + B(1+A)

: ) 1A
Siz=n = y,=A"y+BT

1- A"
1-A°7

qué casos es: convergente, divergente u oscilante. Es decir, nos interesa estudiar el
comportamiento de la sucesién (y,) que es solucién de la ecuacién y,,;=Ay,+B
cuando A#1.

Como y,=A"y,+B es una sucesién de ntimeros reales, nos interesa saber en

1-4A"

T~ dependera del término A™.

La convergencia de la sucesion: y, = A"y, +B
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Casos:

1) Si 0<A<1, entonces lim A" =0

n--»m®

En este caso decimos que la sucesién (A") es monétona convergente.

2) Si -1<A <0, entonces lim A" =0

n—ow

En este caso decimos que la sucesion (A) es oscilante - convergente.
3) Si |A|>1, entonces lim A" =+
n—w

En este caso decimos que la sucesién (A") es divergente.

4) Si A=-1, entonces la sucesiéon (A")=(1,-1,1,-1,...) es finitamente oscilante - diver-
gente.

5) Si A <-1, entonces la sucesién (A") es infinitamente oscilante - divergente.

De todos estos casos, las més importantes son las convergentes.

2.5.3.1.. COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION y, = A%y, +B%

Que es la solucién de la ecuacién y,,; =Ay, +B cuando A=1.

Casos:

CASOL: SiO<A<l = 1im[A"y0+B%}=0-yo+B{-}%

x>

Lo cual indica que la funcién y, = A%y, +B-1-1_T‘§:— , A#1 converge al nimero real

y*=18:,81 0<A<l,

Teniendo en cuenta la convergencia de la funcién y, y su monotonia (creciente o
decreciente) podemos representar en un grafico el comportamiento de y, que es

la soluciénde y,,; =Ay,+B.

Ast tendremos:
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CASO 2:

a) Si y, =A%y, +B1A A1

1- 4 '
B
-4 7
es creciente, entonces el grafico de
Yy €8

Converge al nimero real y*=

Vx

Si y, es creciente se cumple:
Y. <y* , VxelIN
Es decir: yg<y; <yg <...<y*

En la grafica apreciamos que los
puntos y, cuando n —+w, se acer-
can a la recta horizontal y = y*.

Si: -1<A<0 = Ilim

X—»0

Lo cual indica, que la funcién y, =

numero real y*=—£- si -1<A<0.

Yx

v
T LT TS
’,

b) Si y, =

1- A* -
|:Axy0 +Bﬁ]=0-yo +B%= B

Axyo + B

A¥yy+Bi2 Azl

lA’

B

Converge al nimero real y*=3"y

es decreciente, entonces el grafico de
Yy €8

Yx

Si y, es decreciente se cumple:
y*<y, ; VxeIN
Esdecir: y*<...y, <¥n_1<--21 <X

En la grafica apreciamos que los pun-
tos y, cuando n -+, se acercan a la
recta horizontal y = y*.

1-A

= A , converge OSCILANDO hacia el

s
5
r A
wn
-
-3

24—
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CASO 3:

CAS0 4:

En la grafica podemos apreciar que los puntos y, OSCILAN (suben y bajan) alre-
dedor de la recta horizontal y = y*.

Cuando n —» +w, los puntos y, convergen al niimero y*.

. . - 1- A% .
Si A=-1 = lafunci6n solucién y, = A*y, +Bﬁ se convierte en:

1-(-1Y
Yz =(‘1)x.}’0 +B 1-A

Yo, Sl x es par

yI:: 2B . .
—Yo +52°» Sl x es impar

En este caso la funcién y, divergey oscila finitamente.

¥

yx

Yo

En la grafica podemos apreciar que los puntos de la sucesién y, estdn a la misma

altura tanto para la “x” pares e impares.

Se dice que diverge porque los puntos y, no se acercan a ningin nimero real
cuando x — +w,

Se dice que la funcién y, oscila finitamente porque la distancia entre los y,,
V¥ x e IN es una constante.

Si|A|>1 <= A<-1 v A>1,entonces y, =A%y, +B%§- es divergente.
Subcasos:

a) Si A>1 A y, esmonétona creciente, entonces y, diverge en +« . Ver fig. 1
b)Si A>1 A y, esmondtona decreciente, entonces y, diverge en -« . Ver fig. 2.

c) St A<-1 A yp#y*, entonces y, DIVERGE OSCILANDO INFINITAMENTE. Ver
fig. 3.
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Yo
}" y*..
y‘ - yo

2.5.3.2. TEOREMA
La ecuacién en diferencias lineal y de primer orden de la forma:

Yyi1=Ay,+B, x=0,1,2,... tienen como solucién:

a) |y, =yo+Bx|x=0,12,..|, si A=1

b) |y, =A™ (yp—y*)+y* | x=0,1,2,...| , si A=zl

Donde: y*=1fA,si Al <1

2.5.4. EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD

a) VALOR DE EQUILIBRIO O VALOR ESTACIONARIO de Yies

Si una ecuacién lineal en diferencia de primer orden tiene como solucién una funcién
constante y, =y*, y* es constante; diremos que el valor y* se llama VALOR DE EQUI-
LIBRIO 6 VALOR ESTACIONARIO de ¥, .

b) Si la solucién de una ecuacién en diferencia de primer orden converge al nimero y*
cuando x — +o, diremos que el valor de equilibrio y* es estable 6 que existe ESTABI-
LIDAD PERFECTA DE PRIMERA CLASE. |
Salvo que existan condiciones iniciales que hagan desplazar al valor de equilibrio y*,
podriamos decir que NO existe estabilidad perfecta.

2.5.4.1. TEOREMA

Para la ecuacién en diferer.cias lineal de primer orden: y,.; =Ay, + B, un valor de

equilibrio de la funcién solucién y, esta dado por y*=ﬁ, si A#1 y el valor y* es

ESTABLE sélo cuando |A| <1
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Ejemplos:

Resolver las siguientes ecuaciones en diferencias, determinar el comportamiento de la so-
lucién y calcule los primeros valores de la sucesién solucion.

1) 8y,,1+4y,-8=0, y=3
2) 3yx41—2y,-3=0, y5=4
3) 2¥e1-¥x=2, Y =4

4) 3Y,,1-2y,-6=0, y,=4

Solucion de 1:
La solucion de 8y,,;+4y,—-3=0
A=1
yx+1=—%yx+% , donde B3
~8
x 1= {-i}*
Es: yI:(—%) Yo +%[ 1_( 21) :|
(3)
X X ’ .
Vs —(—%) Yo +%[1—(—%) ] Si yp =1 se tiene:

Ve I:i—(—-é—)x +1 1 x=0,1,2,...| (ver gréfico en apéndice)

I— es una funcién oscilante

Si x — 4w, entonces y, converge al ndmero real y*=1(0)+1

® _ 1
Y =7

Porque la solucién y, es oscilante y convergente decimos que es OSCILARIA AMORTIGUA-
DA.

X
yxzi(—%) +4 , entonces:
0
_1i 4.1 1
y9_4( 2) t3i%2
1
(Y .1_1
y1—4( 2) tETs
2
=1(_1 1_
v2=1(-3) +i=1%
3
=1(_1 1A,
15=3(-3) +i-%
=l{_$r-kl=ll
Ya=g\72) Ty 76
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Solucion de 2:
La solucionde 3y,,;—2y,-3=0 , =5

R €
Es: ¥ =(§) Yor——% " a donde YYo=

ve=2(2) +3,2=0,1,23,..

Es una funcién decreciente, porque y*<y, , Vxe IN .

Cuando x tiende a +«, entonces y, tiende a: 2(0)+3.

Es decir: lim [2(%)" B 3] =2(0)+3=3

X —r0
Este resultado nos indica que la funcién y, converge al punto y*=3.

Solucion de 3:

La solucion de: 2y,,1-¥,=2, yo =4

=41
1 A=3
¥z+1=3Yx+1 , donde &
x 1=y
Es: yx=(—%) Yo + 1E2J-) , donde y, =4
2
x X
2w =4{3)" +2(2-(

v =2(1) +2, 2=0,1,2,3,..

Es una funcién monétona decreciente, porque y*<y, , Vxe IN

Hallemos el limite: lim y, =2(0)+2

xX-—ra

=2

Este caso nos indica que la funcién y, converge al ntimero y*=2.

T



Solucién de 4:
Lasolucibnde 3y,,;—-2y,-6=0 , y;,=4
A=2

3
Ye+1=2y,+2 , donde {B=2

—(2y
Es: Ve =(%)Jc Yo +go ®) , donde y, =4

Vi = —-2(§)x +6,x=0,1,2,...| Esuna funcion monétona creciente.

Hallemos el limite: lim y, =-2(0)+6

=6

Este resultado nos indica que la funcién solucién y, converge al nimero y*=6.

Algunos valores de la funcién:

yx=_2(%.)x+6 , x=0,1,2,3,...

Sii x=0 —> yo=—2(—'§1)0+6

Si =1 —> y=-2(2) +6
Si: x=2 —» y2:-—2(%) +6
Si: x=3 — ¥, =—2(%)h +6

x—>+0 = y, —6
qu tanto, el GRAFO de y, es: Gr(yx)={(0,4),(1 14),(2,%—6),(3 Hﬁ),...}

”3 97

* Ver en tablas de contenido, el comportamiento de las soluciones (pag. 82)
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2.6 EL MODELO DE LA TELARANA
Si consideramos la cantidad ofertada @; del periodo ¢ como funcién que depende del
precio del periodo anterior @, =-c+dF, ; y la cantidad demandada €;, como funcién

del precio en el mismo periodo @;, =a—-bF;, entonces el modelo de la telarafa esta dado

por:
Qg =@y
Qst =“'C+dP¢_1 (c,d >0)
Este modelo se adecua para productos perecederos, tales como el tomate o la papa,

puesto que estos productos no se pueden almacenar, porque se malogran

Es por eso que los agricultores estan atentos del precio del producto del periodo ante-
rior: si el precio es bueno, entonces para el siguiente periodo deben aumentar la produc-
cién o al revés si el precio en este periodo es bajo, entonces no conviene aumentar la pro-

duccién.
equilibrio o puede alejarse del precio de equilibrio.

2.6.1. SOLUCION DEL MODELO DE LA TELARANA
Q,; (cantidad demandada en el periodo ¢ es igual a

En este contexto, a medida que aumenta el periodo se puede aproximar al precio de

Por la condicién de equilibrio @,
la cantidad ofertada en el periodos ¢), se obtiene la ecuacion en diferencias

bP, +dP,_y=a+c

ordenando:
Vamos a analizar esta ecuacién y desplazar el periodo “t” a “£+1”
Asi: bP, y+dP,=a+c , b#0
Pords P+ S P =200 sinms tiniessesss i aisasinies ifiasmntesssanisos 6 issasn (1)
La solucién de (II) es
d t ﬂ;(—'
'Pt = A(—E) ¥ 1+%

_ d\t, a+c

Pt = A( ?) +m ............................................................... (2)
- - P,

Para hallar A, consideremos la condicién inicial P,
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Al sustituir en (2):

a+c
Bo=A+33g

A=P0—g:; ...................................................
Sustituir (3) en (2):
_ a+c pAE  a+e
Pf_[PU*b-r_d}(_E) *5vd | b20
b+d+#0
t=0,1,2,3,...

La ecuacién particular es B, =3, b+d #0.

a+c _
b+d

Si hacemos P, entonces la solucién es:

P,=[P-PI(-4)' +P | t=0,1,2,..

Merece analizar tres aspectos:

En primer lugar, considerar a P como el precio de equilibrio intertemporal del modelo.

En segundo lugar, el coeficiente (F, -P) puede ser positivo o negativo.

Si By-P es positivo, P est4 debajo de P, .

Si Py - P es negativo, P est4 encima de F.

En tercer lugar el comportamiento de la trayectoria depende de valor del término —%:

Si % >1, la oscilacién de la trayectoria es explosiva.

Si 1;— =1, la oscilacién en uniforme.

Si £ <1, la oscilacién es amortiguada.

o



'2.6.2. GRAFICO DE LA TELARANA

El grafico de la telarana para d > b y para d <b son, respectivamente:

0 /S Q
S
o)X S
[0 SN—
S
0 A
T T o NI
P PP RP Fy P P PBRPPP P P
d>b d<b '
(S es mas empinada que D) ' (S es menos empinada que D)

* En el grafico a) los precios F,, i=1,2,3,... se alejan del precio de equilibrio P.

'~ Eneste caso: lim P, =+w
t—>+40

* En el gréfico b) los precios B, i=1,2,3,... se acercan al precio de equilibrio P.

En este caso: lim P, =P
t—=+w

2.7. UN MODELO DE MERCADO CON INVENTARIO
En el modelo de la telaraie, los productos perecederos no se pueden almacenar, o en su
defecto si se almacenan no se llevan ningin inventario porque el premo se establece tal

que el inventario se vacia en cada periodo.

Ahora, vamos a construir un modelo en el cual los vendedores llevan un inventario del
articulo.

Planteamiento del modelo:
Hagamos tres supuestos:

1. La cantidad demandada Q. en el periodo “¢” y la cantidad producida @, en el periddo
“t” son, ambas, funciones del precio P, en el mismo perfodo “t”. Esto es:

Qs =a-bF, (a,b>0)

Q,, =-c+dP, (c.d>0)
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El inventario es la diferencia (@, ~Q ;).

Si @ —Q; >0 hay stock, perosi @, -Qy, <0, hay escasez.

. Kl ajuste de precios depende del mercado para cada periodo y su variacién dependera

del inventario.

Al inicio de cada periodo, los vendedores establecen un precio para ese periodo des-
pués de considerar la situacién del inventario.

Si el inventario es positivo, el precio del periodo presente se establece a un nivel mas
bajo que antes, con objeto de que las mercancias se vendan; pero si el inventario es ne-
gativo, el precio presente se fija mas alto que antes.

El ajuste de precios (entre F, ; y F,) que se hace de periodo en periodo es inversamen-

te proporcional al cambio observado en el inventario (existencias), esto es:
P -F=-AQ;-Qy) , 2>0

Si Q@ —Qy; >0 (hay stock), entonces P, ;- P, <0, esto es P, ; <P, el precio poste-
rior “F,,;” debe ser menor que el precio anterior “ P, ”. Esto ocurre para que el produc-
to almacenado se pueda vender. ‘

Si @ —Qy; <0 (escasez), entonces P, | > B, (el precio para el periodo posterior de-
be subir).

Como los tres supuestos, el modo es:

th=a'bpt (a,b>0)
@, =—c+dP, (¢,d >0)
R!+1=P19""/1(Qst_th) , A>0

donde A denota el coeficiente de precios inducido pos las existencias (stock).

2.7.1. SOLUCION DEL MODELO

Si las dos primeras ecuaciones se sustituyen en la tercera ecuacién, se obtiene:

P, =P -Al-c+dP,—a+bP,]

‘que reduce a: B —(1-Ab+d))E, =Aa+e) | ccovviiiiiiiiirinciina, (1)

La solucién de (1) es:

~ : Ma+e)
B =AQ-20+d) + oy oavar

P =AQ-aM+d) +315 e SR ——— @)
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La constante A se obtiene la condicién inicial P, = F,

En(@: Py=A+22

A= Py-1g
haciendo % = P, tendremos: A=F, - P

Entonces, la solucién se puede expresar como:

P=(P-P1-Ab+d) +P | t=0,1,2,8,......

La estabilidad dindmica del modelo depender4 de la expresion [1-A(b+d)]
CASOS:

t—+o

CASO1. Si 0<1-A(b+d)<1, P, esestabley lim P, =P

CASO2. Si -1<1-A(b+d)<0 , P, esoscilante-establey lim P, =0

f—>+o

CASO3. Si 1-A(b+d)>1, P, es explosiva.
CASO4. Si 1-A(b+d)<-1, B, es oscilante explosiva.
CASO05. Si 1-A(b+d)=1, P, es uniforme.

CASO6. Si 1-A(b+d)=-1, P, es oscilante uniforme.

Ejemplo 01.

Dadas la oferta y la demanda para el modelo de la telarafia que sigue, encuentre el precio
de equilibrio intertemporal, y si el equilibrio es estable:

Qq; =22-3F,
Qst =-2+ Pt—l
Solucion:
Para la condicién de equilibrio:
th = Qst
22-3P,=-2+P,_,
3P, +P,_;=29
P +}F ;=8
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La solucion es:

Analizando la solucién:
a) Porque -1< ~-:1§ <0, P, es oscilante-estable..

b) lim P, =6

t— 4+
c) Para P, =8, P, =2(—%)t +6, t=0,1,2,... (ver grafico en apéndice)

d) Graficar la telarana (ver apéndice)

Ejemplo 02.
Resolver: @, =19-6P, ; Q,=6PFP_;-5

Solucion:
Por la condicion de equilibrio: Qs =Q,
19-6F, =6F,_; -5
6F, +6F, ;=24
F+F_ =4
La sqluéién es: P, = A(-1* +1i_1

P=A-1¥+2 , t=0,1,2,8,.....

Analisis de la solucién:

a) Porque b =-1, F, es oscilante uniforme.
b) P=2. (Precio de equilibrio).
¢) Para Py=4, P, =2(-1)'+2, ¢t=0,1,2,3,...

2.8. ECUACIONES DE DIFERENCIAS NO LINEALES
Método Grafico Cualitativo.
Las ecuaciones en diferencias de orden uno que no son lineales, tales como:
a) Y,,1-\¥, =2
b) Y1 -yY, -3=3

merecen ser analizadas cualitativamente. Para ello, recurrimos al método grafico para po-
der confirmar si la solucién es estable o no.

— 35—



2.8.1. DIAGRAMA DE FASE

Las ecuaciones dadas, lineas arriba, pueden representarse mediante la ecuacién
Yt+1 = . t)

Asi tendremos: a) Vi1 =AY +2

b) ¥ =¥ -3+3

‘donde f puede ser una funcién cualquiera que depende de y,.

El diagrama de fase es la representacién grafica de: dos lineas, el punto de equilibrio E
y un conjunto de flechas verticales y horizontales que se acercan al punto E o se alejan de
ella. '

La primera linea es la grafica de y,,; =f(y,), la segunda linea es la funcién identidad |

Y =%

El punto de equilibrio E, es la interseccion de la gréfica de la funcién identidad con la
gréfica de la funcién y,.; =f(y,).

La funcién f(y,) puede tener pendiente positiva o pendiente negativa.

Cuando f(y,) tiene pendiente negativa se produce la telarana.

Presentaremos cuatro gréaficas y en cada una de ellas se observaran si las flechas se
acercan o se alejan del punto de equilibrio.

Ve+1 Yi+1

)

e

Yoproorene /
- o
| L Ly’
G} S S S AR
Yo N yio oy Ve ¥ % Vi
a) Las flechas se acercan al b) Las flechas se alejan del
punto E. La solucién con- punto E. La solucién es di-
verge al valor y. La solu- vergente. La solucién no es
cién es estable. estable.

o M
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i ; 45° i
Nr¥2y n 7 hy Vi

¢) El modelo es estable. d) No es estable.

Ejemplo 01.
Hacer el diagrama de fase correspondiente a la ecuacién en diferencia y,,; =+/y; +2.

Solucion:

PASO1.  Graficar fiy,)=./y,+2 en el plano cartesiano, considerando y, como el eje
horizontal y;.; como el eje vertical.

Yis1

A5

4
E

[}

=
L

N

Ak &

~

PASO 2. Graficar la funcién identidad.

PAS03.  Graficar las flechas.
; La primera flecha es vertical, que se traza de y; hasta un punto de f(y,), lue-

go una flecha horizontal desde f(y,) a la funcién identidad, luego subir otra
flecha hacia arriba hasta f(y,,;) y asi sucesivamente..., se notara que las fle-

chas se van acercando al punto de equilibrio E, lo cual implica que la funcién
solucién y; es estable. '
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CAPITULO 3

ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES
CONSTANTES Y TERMINO CONSTANTE

3.1. DEFINICION

Una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden .con coeficientes constantes y
término constante tiene la forma:

yt+2+a1yt+1+a2y¢=c ............................................................ (1)

a,, ay son los coeficientes y ¢ es el término constante.

3.2. Solucion de la ecuacion (1)

La ecuacién (1) tiene dos soluciones: la solucién complementaria (y,) y la solucién par-
ticular ) -

La solucién general es: y, =y, +y,

a) LA SOLUCION COMPLEMENTARIA.
La solucién complemenzaria, es la solucién de la ecuacién reducida:

yt+2+a1y£+1+a2yt=0 ............................................. (2)

Suponer que la funcién exponencial y, =Ar’ es solucién de (2), entonces

Yi+1 =Artt! Y Yiso =Ar'*?,

El objetivo es hallar “r”.

Al sustituir y;, ¥;,1 ¥ ¥.2 €n (2) se obtiene:
Artt? 1 g Arttl i, Art =0

Art[r2+a1r+a2]=0 , Arf 20

Esta igualdad implica que: | 7% + AT+ =0 [, (3)

La ecuacién (3) es una ecuaciéon cuadratica en “b” y se llama “LA ECUACION CARAC-
TERISTICA” de (2) o de (1).
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Las dos raices de la ecuacion (3) son:

-aj t 1{012 -4ay

r= 3

siendo el discriminante A = a3 —4a, .

Habran tres casos en la sclucién de (2):

CASO 1:

CASO 2:

CASO 3:

Raices reales diferentes.

Si A> 0, habran dos raices reales diferentes, digamos ry, rp.

En este caso las soluciones basicas son {rt,rpt} y la solucién complementaria
tiene la forma:

¥ = Alr‘ + Ayt

Raices reales repetidas.

Si A =0, las raices reales son iguales, digamos r=r =r.

En este caso las soluciones basicas son {r!,tr’} y la solucién complementaria es:

y, =A" +A2tr‘.

Raices complejas
Si A <0, las raices son complejas conjugadas, de la forma:
n=a+iff ; n=a-ip

donde « eslacomponente realy

f es la componente imaginaria.
La forma polar del nimero complejo a +if tiene dos componentes: el médulo y el
argumento.
i

n=atip El médulo es R =4/a® + 2

El argumento 0 = Arctg(g) tal que 0<0<2x

a IR

Entonces la forma polar de a+if es:

a+1f = R(cosf +isenf)

Por el teorema de Moivre: (at iﬂ)t = R'(cos(t8) +isen(td))

Entonces las soluciones béasicas son:

{R'icos(t0) +isen(td), R’ (cos(t0) —isen(t6)}
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La solucién complementaria es:

Yo = A [R (cos(t®) +isen(td))]+ Ay [ R (cos(td) — isen(td))]
=R'[(A; + Ay)cos(td) + (A — Ay)isen(t6)]
¥ = R'[kycos(t@)+ kysen(6t)]

donde Al +A2 = kl 5 (‘41 ""A2)i = k2

b) LA SOLUCION PARTICULAR

Porque en (1) el segurdo miembro de la ecuacién es la constante ¢, suponer que la
solucién particular es la funcién constante y, =k, queasuvez y,,; =k, y;,,0=k.

Al sustituir en (1) se oktiene:
k+ajk+ask=c

k(l+ay+ag)=c

entonces k= 1+, +ay #0.

<
l+a +ap’
Por tanto, la solucién particular es:

—_ c
Yp =17a 7, » P 1+a, +ay20.

Ejemplo 01.

Dada ecuacién diferencial de segundo orden: 6 Yes2 —1¥:1+ 2y, =12, hallar:

a) La solucién complementaria.
b) La solucién particular.

¢) La solucién general,

d) lim y,.

t—r+o0

Solucion:

a) Multiplicar por % la ecuacidn dada, para obtener la forma reducida:

7 2 -
Yer2 —gVes1F gV T 2

* La solucién complementaria se obtiene al resolver la ecuacién reducida:

Yerz ~§¥ra1+55, =0

La ecuaci6n caracteristica es:

- TR
r 6r+6--0

6ri_Tr+2=0
2r-1(3r-2)=0



Lasraicesson: ;=

N =

:r2 %

: t ront
Las soluciones bésicas son [(%) ,(%) } y la solucién complementaria es:

re=m(3) + Aad)

b) Hallar la solucién particular:

Por el segundo miembro de la forma reducida es la constante ¢ =2, y los coeficientes
@, =-I, ay =2, entonces la solucién particular es:

et ¢
Ip= 1+a +ay

=12

¥, =—i—
o1

¢) La solucién general es:
t t
ye=Ai(L) +45(3) +12 , £=0,1,2,..

d) lim =12

t—+o
e) Hallar las constantes A;, A, dado las condiciones iniciales y, =0, y; =0.

Veamos:
{yo =A1 +A2 +12

=34 +24;+12

Igualando a cero:
Al +A2 +12=0
1A,+24;,+12=0

34, +4A, =-T2

Por determinantes:
’ 11

=-36

LA
3 4 3

‘=1 .

-12 1
72 4

~1 -12
3 -T2

Entonces A;=24-24 ; A,==36--36

Ahora la solucién es: y,=24(%)t—36(%)t+12 , t=0,1,2,...
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Ejemplo 02.
Resolver y,.0—4y;,.1+4y, =17

Solucion:
a) Hallar la solucién complementaria.

la ecuacién caracteristica es:
rl-4r+4=0

Al resolver: (r—2)% =0 , se obtiene: ri=ro=r=2
Porque existe una nica solucién real r =2, las soluciones basicas son: {2¢ 12"},

La solucién complementaria es: y, = A, 2" + A,t2" -
b) Hallar la solucién particular:

Se tienen: ¢=7 , a; =-4 , ay =4 ; entonces la solucién particular es:

1
Yp =14z =1

¢) La solucién general es:
v=A 2 +A512+7 , £=0,1,2,...

Ejemplo 03.

Resolver:
Yi+2 = 2Y41+2y, =1  (yp=3; 30 =4)

Solucion:
a) Hallar la solucién complementaria

La ecuacién caracteristica es:

r2-2r+2=0
_2: A-4D@)
- 2(1)
r:u;/-_n; =2¢22i “14i

basta elegir el niimero complejo: r=1+i, donde la componente real es @ =1 y la com-
ponente imaginariaes f=1.

¢ Elméduloes R=v12+1% =2

. El argumento es & = Arctg(%)

o=%
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La solucién complementaria es:

Ye =(/2)? [ ky cos(ft)+ ky sen(%tﬂ

b) Hallar la solucién particular:

En la ecuacién dada se tienen: ¢=1 , a;=-2 , ag =2 ; entonces la solucién particu—
lar es:

= c = 1 e
Yo =Tretem ~1-278 1

¢) La solucién general es:
Y = (\/E)t[klcos(ft)+kzsen(i—t)]+1 , t=0,1,2,...
Imponer las condiciones iniciales:
Yo =ky

oy = J2 [kl cos(%)+ ko sen(-ﬁ-)]q-l

Yo =k

yl :\[5|:k1 o%‘f‘kz . V'E]'*'l

k1=3
kl +k2 +1=4

k1=3
k2=0

Ahora, la solucién es: ¥ = 3(/2)! cos(%t) +1

t=0,1,2,...
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3.3. LA CONVERGENCIA DE LA TRAYECTORIA DE TIEMPO

La convergencia o divergencia de la trayectoria de la solucién dependeran exclusiva-
mente de las raices de la ecuacion caracteristicas.

CASO1.-  Silas raices de la ecuacién caracteristicas son dos niimeros reales: r; y ry pue-
den ocurrir:

a) Si || <1 y |ry] <1, la trayectoria es convergente, porque tlim rf=0y
-+

lim =0,
t—>+o

b) Si |ry| <1 y |rg|>1, la trayectoria es divergente.
¢) Si|r|>1 y |rg|>1,latrayectoria es divergente.
CASO 2.- Silas raices son reales e iguales: r =r; =ry, puede ocurrir:
a) Si |r| <1, la trayectoria es convergente.

b) Si |r| > 1, la trayectoria es divergente.

CAS0 3.- Silas raices son dos niimeros complejos conjugados: r=a +if puede ocurrir:

a)Si R= \]az + 2% <1, entonces la trayectoria es convergente.

b) Si R>1, entonces la trayectoria es divergente.

3.4. MODELO DE INTERACCION DE MULTIPLICADOR CON ACELERADOR DE SAMUELSON

Haciendo tres supuestos macroeconémicos se construye el modelo:

Supongamos que el ingreso nacional en el periodo ¢. (y,) sea funcién de (C;, I,, Gy),
expresado por la ecuacién: y; =C; + I, + Gy .

Donde C, es el consumo en el periodo £, I, es la inversién en el periodo ¢ y la compo-
nente G,, se considera como exégena y vamos a suponer constante y la denotamos por Gj.

El consumo en el periodo ¢ (C,) es proporcional del ingreso respecto al periodo anterior.
Ci=yy_q.o-- (0<y<1) ; y:eslapropensiéon marginal al consumo.
La inversién en el periodo ¢ es proporcional a la diferencia C, - C,_;, esto es:

L =a(C,-C,_y)...... (@ >0) ; a:representa el coeficiente de aceleracién.



El modelo es:

Ci=ry:1 ,  O<y<1
IL=a(C,-C,_y) , a>0

Resolver el modelo:

Hallar y,

Sustituir C, y I, en la primera ecuacion:

¥, =y ¥ q YOG ~Cp 1 V¥ly  civosinniiaseisaim siteenssssssvesivine (1)
De Ct =J,yt—1 ........................................................................ (2)
Seobtiene Cy_{ =¥t g wcooviermriiiiriiiiii s (3)

Sustituir (2) y (3) en (1):
Ye=yYe1talyye1-rye21+ Gy
Ordenar: y,—-y(l+a)y,_1+ayy,_s =Gy

Al desplazar los subindices dos periodos hacia adelante

Yero—vA+a)y, 1 +ayy, =Gy | (D

La solucién particular de (I) es:

- Go _Go
Yp 1 ra)ray 1-7

Si oy, es la solucién y ltlim Yy = 1—%"; afirmaremos que la trayectoria es estable.
—»+0

3.5. LA INFLACION Y EL DESEMPLEO EN TIEMPO DISCRETO
Formulacién del modelo:
Hacer tres supuestos:
Primer supuesto:

P=a-T-pU,+gaz, ...... (a,B>0;0<g<1)
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P, : eslatasa de crecimiento del nivel de precios P en el periodo ¢.

U, : tasa de desempleo en el perfodo ¢.
7; : tasa esperada de inflacién en el periodo .

T : incremento de la productividad laboral.

Segundo supuesto:
1 —7 =Jj(F,-m) ,donde Am, =7, -m,

donde:
7; : eslatasa esperada de inflacién en el periodo .

Tercer supuesto:

Ut+1—Ut=—k(m—B+1) ...... s (k)O), AUtzUt+1wUt

donde:

m : tasa de crecimiento del balance nominal del dinero.

Modelo de inflacién-desempleo

Resolver el modelo:

By == BU ¥ By corsvosmrssssns (1)
Te1=T =J( B =7) ciiveirnnnnnnn. (2)
Ua-U=-k(m-PF,;)............ 3)
Hallar P;
En (1) avanzar un periodo:
S UOR e Lk R RN O — 4)
Restar (4) - (1):
By —B=-PWU; 10U+ 81 =7) oo, (5)
Sustituir (2) y (3) en (5):
By =B ==pl-kim-F, )1+ glj(F, - m,)]
Ba=B=Pkm=PB 3+ 8J B —Ry) wivivssivisisoriasiinmmnnannns (6)

T



De(1): gm =P, —(@-T)+BU; ccccoriiiriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e v
En la ecuacién (6) multiplicar g por z,:

Poi-P=Bhn-P, )+ JGP =8, woreeerveseirenerssssinsrsssssssenss ®)
Sustituir (7) en (8):

Booy-B=pkm-F, )+ jlgF -F +(a-T)-4U,]
Ordenar:

(1+BRP, —-[1-jA-gNP +jBU, =Bkm+ j@-T) v 9

Avanzar un periodo:

(1+BR)P, o —[1-jA-gNP +jBU .1 =Bkm+ jl@-T) ....c............. (10)

Restar (10) - (9) :
(1+pR)P,, o +{jA-g)-1-1-Bk}P, +(1-jA- P, + jpU,;.,-U,)=0
+ jA(-km + kP, 1)
+ jBkm+ jBRP, 4
(1+BR)P, o +[j- jg—1-1- pk+ jBRIF,,  +[1- jA- 2P, = jBkm

1+ BR)P, .o -[jg +1+ (- j)(1+ BRI P, 1 +[1- jA - g)]P, = jfkm

La forma reducida es:

jg+1+(1- j)(1+ k) 1-j(1-g) p _ jBkm
Pt+2_ Pt+1+ P

1+ 8k 1+ "t 1+p8k
Donde:
_ Jg+1+(1- )1+ k) " _1-j1-92) _1Bkm
= 1+ pk » =71 0 CT1vpE
Asf tendremos:

Fg+a B +aph =c.
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3.6. ECUACIONES EN DIFERENCIAS CON TERMINOS VARIABLES

En esta seccién estudiaremos el procedimiento de obtener la solucién particular cuando
el segundo miembro es una funcién con términos variables.

CASOS:
CASO 1. Si se tiene =a’, la solucién particular tendra la forma Ba’.

CASO 2: Si se tiene | |=2¢, 1a solucién particular tendré la forma At +B.

CASO 3: Si se tiene =3¢2, la solucién particular tendra la forma At? + Bt +C

El problema consiste en hallar los coeficiente: B; Ay B; A, B y C; respectivamente.

Ejemplo 01.

Dado la ecuacién en diferencias y,,, + 2y, =7, hallar la solucién particular.

Solucion: _
Suponer que la solucién particular tenga la forma: y, = A7°, donde y, 1= At

Al sustituir en la ecuacién dada, se obtiene: AT 2AT =T
7 (TA+24)="T
TA+2A=1
A=1

La solucién particulares: y, = —:;7‘

Ejemplo 02.

Dado la ecuacién en diferencias: y,,, +5y,_; + 2y, =18+6¢ + 8¢

Solucion:
En este caso la solucién tiene la forma: y, = At> + Bt+C, donde

Y1 =A(t+1)* + B(t+1)+C
Yis9 =A(t+2)2+B(t+2)+C

Sustituir en la ecuacién dada:

A +2)2B(t+2)+C+5 A +1)2? + Bt +1)+C |+ 2(As% + Bt + C) = 18 + 6t + 8£3

Ordenando e igualando los coeficientes de los polinomios se obtienen: A=1; B=-1;
C=2.

Entonces la solucién particular es: Yp= ¥ —5+2
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CAPITULO 4

ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES
DE ORDEN SUPERIOR

4.1. DEFINICION
Una ecuacion en diferencias lineal de orden n (con coeficientes constantes y términos
constantes) puede escribirse como:

Yisn T UYtin-1 +@2Ytin-2 ot Up 1Yy +@ 3 =C

Ejemplos:
Yira —OVe2 +4y, =0
yy+5 “Yi+a ~ 15yt+3 - 25yt+2 * 14yt+1 +24yt =10

4.2. METODO PARA RESOLVER

En esta seccién sélo nos acabaremos a resolver ecuaciones en diferencias cuyo polinomio
caracteristico tenga raices racionales que facilmente pueden obtenerse mediante la facto-
rizacién por el método de Ruffini.

La solucién general tendra dos componentes: una solucién complementaria y otra solucién
particular, para el caso de ecuaciones en diferencias no homogénea.

Esto es:
Y =DYe * yp
¥, : Solucién complementaria
¥p : Solucién particular
Ejemplo 01.

Resolver: y,,4 —5y;.9 +4y; =0

Solucion:

Por tratarse de una ecuacién en diferencias de orden 4 homogénea; la solucién depende de
la raices del poli del polinomio caracteristico.

El polinomio caracteristico es: p(1)= BBt

La ecuacién caracteristica es: A* -512+4=0
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Las raices de esta ecuacién la obtenemos mediante el método de Ruffini
Los‘d_ivisbres ded4son: +1+2+4

Ahora hacer la division sintética:

1 1 0 -5 0
1 1 -4 -4
-1 1 1 -4 -4
-1 0 4
2 1 0 -4 0
2 4
-2 1 2 0
-2
1 0
Lasraicesson: 4 =2, =-1,43=2,,=-2
Lasolucién es: y, = A (1) + Ay (-1)" + 43(2)" + 4, (-2)
=128
Ejemplo 02.
1 1 1 1
Resolver:  y,,3- PR EC AT kT
Solucion:
Solucién Complementaria
Resolver: I -];/12 —ll + 1 =0
3 4 12
1243 -442-31+1=0
Hallar las raices por el método de Ruffini:
Probables raices: + 1 + 2 . - -] - 2 = 2 1
2 3 4 6 12
1 12 -4 -3 1
6 1 -1
Yo 12 2 -2 0
-6 2
1/3 12 -4 0
4
12 0

— 50 —



Las raices son:

1 1
)‘1=§ ’ 222__ ) ’1‘-3::5

La solucién complementaria es:
t t ¢
1 1 1
re=u(3) +au-3) +4d3)

Soluciéon Particular

Porque el segundo miembro de la ecuacién en diferencias es la constante 1/12, vamos a su-
poner que la solucién particular es otra constante, digamos:

¥ , donde

k
Yes1 k
Yz = k
Yz = k

Al sustituir en la ecuacién dada, se obtiene:

p-lp lp,lp.t
3T R T

12k-4k-3k+k=1
6k=1
1

P
6

Entonces la solucién particular es: y, = ~6]l

La solucién general es: Ye=YctY¥p
1Y 1Y 1Y 1
n=(3) ral-3) +as(3) %
t=0,1,23,....

Si hallar el limite de y, cuando ¢ — +, se obtiene:

lim y, :0+0+0+%

t—o0
limy, = l
t_bwyt B 6

Este resultado nos indica que la solucién obtenida representa una trayectoria de tiempo
que converge al equilibrio estacionario.



Ejemplo 03.

Encuentre la solucién general de la ecuacién en diferencias:

32y;,3 —28y;.0 +4¥,1 +y, =288

Solucion:
La forma canénica de la ecuacién en diferencias se obtiene multiplicando toda la ecuacién
1
or —;
PO 32
7 1
Y3 g Iz tg et oo = 9
a) Hallar la Solucién Complementaria y,
: . o g T.o 1 1
El polinomio caracteristicoes: ~ P(1)=A"-—A“+=1+=
8 8 32
. - 3 7,9 1 1
Ahora, resolver la ecuacién caracteristica: A° — gl + g,% + 32 =0

3213 -2822 +44+1=0
Los divisoresde 1 :+ 1

Losdivisoresde 32: + 1 + 2 + 4+ 8 + 16 + 32

Probables raices racionales: + 1 * L + 1 + 2
2 4 8 16
Hallar las raices por el método de Ruffini:
I 32 -28 4 1
16 -6 -1
1 32 -12 -2 0
3 _
16 2
1 32 4 0
8
-4
32 0

Las raices son: Al=% , Az:% , Ag=——

A :—;— es raiz repetida
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‘ 1Y (1Y ( 1Y
Las soluciones bésicas son: —) , H=1, -—]
2 2 8

La solucién complementaria es la combinacién lineal de las soluciones bésicas, esto es:
t t ¢
1 1 1
=A| = | +Agt| = | +A3|—
=) ~ag) 45 5)

Porque el segundo miembro es la constante “9” suponemos que la solucién particular
es una constante k, esto es: y;, =&,

b) Solucién Particular Yp.

Donde Yis1 =k y Y4 = k ’ yt+3 =k

Sustituir en la ecuacién en diferencias dada

32k -28k + 4k + k=288
9k =288
k=32

Entonces la solucién particular es y, =32.

¢) LaSolucién Generales:  y, =y, +¥,
1 t 1 t 1 t
Y= A]. (EJ + Azt (E) + A3 (—EJ +32

d) Hallar el lim y,: tlim ¥ =0+0+0+32

t—o® —poc
lim y, =32
t—x
Este resultado indica que la trayectoria de tiempo converge al equilibrio estacionario en
nivel 32.

OBSERVACION:

t—o

o\t
El lim lit[%) }oo.o es indeterminado

La indeterminacion se evita mediante el método de L'Hopital, que consiste en derivar el .
numerador y el denominador de la siguiente funcién:
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1

Al derivar:
2'1n(2)
.t . 1
Entonces: lim —= lim =0
ts+09f  toi0Qf In(2)
Ejemplo 04.

Dado la ecuacion en diferencias: 8y;,3 —4¥;,0 +2¥1 — ¥ =10

Se pide:
1.- Hallar la solucién general

2.- Pruebe la convergencia de las soluciones

Solucién de 1.

Hallar la Solucién Complementaria y,
El polinomio caracteristicoes: ~ P(1)= P |

Resolver la ecuacién caracteristica: 843 -4124+21-1=0

Pof Ruffini:
1 8 4 2 -1
2
4 0 1
| 8 0 2 0

Queda por resolver: 84%2+24=0

Bt
4

A= j:%i (raices complejas)

a

. 1
Elegir: A=0+=i
egir 0+2£ 5

o= @

Necesitamos el médulo de A y su respectivo argumento

’ 2
El médulode A es R= 02+(%J =%

1
El argumento de A es # = Arctg {éJ ; O0=—
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. g . 1Y
En consecuencia, la solucién complejaes:  y, = 3

t t
La solucién complementaria es: y, = 4 [%J + [%)

Solucién Particular yp

Por ser el segundo miembro la constante 10, suponer que la solucién sea la constante k,

estoes y, =k, donde:

Yis1 =
Yisrg =k
Yi+3 =k

A, cos[

Ay cos(

Constituir en la ecuacién en diferencias que se planted:

8k -4k +2k-k=10
5k=10
k=2

La solucién particular es yp =2

La Solucién Generales:  y; =y, +y,

o |

(GRS

t] + Ag sen(

tJ +A; sen(

82|y

o | N

]

1Y (1Y V4 V4
ye=4 [E] + (E) [Az coS (Etj + Agsen [—2—1‘)} +2

La convergencia de la solucién se halla cuando ¢ — +

La solucion obtenida representa una trayectoria de tiempo que converge al equilibrio esta-

cionario en nivel 2.

OBSERVACIONES

t
lim (-1—] =0
t—4o\ 2

¢
El lim l) A, cos i'r-t]+A33€n Ztl|=0
n—>+o\ 2 2 2
Porque las funciones cos(%t] <1 , sen[%tj <1
— 55—
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4.3. LA CONVERGENCIA Y EL TEOREMA DE SCHUR

Cuando no es posible resolver facilmente una ecuacién en diferencias y a su vez queremos
determinar la convergencia de la trayectoria de tiempo relevante en forma cualitativa sin
necesidad de calcular las raices del polinomio caracteristico, se aplica el teorema de Schur.

TEOREMA DE SCHUR

Las raices de la ecuacién polinomial de grado n :

aoﬂ.n + allln_l I RO & anﬁlﬂ. + GO = 0

Seran todos menor que la unidad en valor absoluto si y sélo si los siguientes n determinan-

tes

Qy 0 ap Qp

aGy ap o @ 0 e,
Ay = , Ag=
a, Qg an 0 Qy @&
a,; a, 0 ag
%) 0 0 a, a1 ay
51 ) 0 0 a, ag
A Cy.1 Qg ' ad 0 0 Ay
= 0 0
an QG a Qp-1
apq ap - 0 0 ag a, g
aq a2 a,,, 0 0 ag

Son todos positivos

Caso particular para n =2
ag Yie2 +Q1 Yp1 +0o ¥, =k , k: constante

En este caso

y
Ay Qg 41

= » Az =
az Qg Qg
a

Si A >0 y A, >0, entonces la trayectoria de tiempo es convergente.

0 ay
a 0
0 a4
as 0

a;
Qg

25



Ejemplo.

Prueba la convergencia de la trayectoria de y,,s " | Yei1 B

Schur.

Solucion:

Los coeficientes son:

— 1 a, = l a _l
aO ’ 1 6 ? 2 6
Los determinantes son:
1
1 =
Ay=| . Bl=lameno
1 36
= 7
6
1 0 L1
7 6 6
| " 1
gl 6| 46634
L= oy TOIRKE
1 0 . 1 46656
Tt . B
.o T |
6 6

6

6

¥; =6 mediante el teorema de

Los resultados obtenidos satisface con la condicién necesaria y suficiente (si y sélo si) para

la convergencia.
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CAPITULO 5

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES
EN DIFERENCIAS

5.1. UN MODELO DE MERCADO CON INVENTARIO

Supuestos en el modelo:

La cantidad demandada @, en el periodo t y la cantidad producida @,, en el periodot, .
son funciones lineales sin retraso del precio P, .

El ajuste de precio no depende del mercado en cada periodo, sino depende de la fijacién de
precios por los vendedores.

Al inicio de cada perfodo, los vendedores establecen un precio para ese periodo después de
considerar la situacién del inventario.

El inventario estd dado por la diferencia @, - @

Si el inventario se acumuld, por efecto del precio anterior, entonces el precio del periodo
presente serda mds bajo que el del perfodo anterior con el objeto de “mover” la mercancia y
puede disminuir el inventario.

Si por el contrario, el inventario disminuyd, el precio presente sera
més alto que el periodo anterior.

El ajuste de precios que se hace de periodo en periodo es inversamente proporcional al
cambio observado en el inventario (existencias)

Con estos tres supuestos, formulamos el siguiente modelo de inventario
(3 ecuaciones):

Qg =a - pF, (a,8>0)
Qst=_y+5ﬂ (7’§>0)
P1=PF-0(Qy-Qu) (o>0)

Donde o denota al coeficiente de ajuste de precios inducidos por las existencias.

SOLUCION DEL MODELO:

Hallar P,

Sustituir €y y @ en laterceraecuacién: P, =F,-o[-y+6P, -a+pPF]
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Asociando términos comunes y ordenando obtenemos:
B, —[1-c(8+6)|P =c(a+y)

Por tratarse de una ecuacién en diferencias de orden uno con coeficientes constantes, la
solucion es:

P, =(P0—-;:ZJ[1~O'(/B+5)]-£+;TZ

pall i
+0

=P, la solucién es:

Si hacemos %
B =(By-P)[1-8(p+6)] +P

Analicemos la trayectoria:

La estabilidad dinamica del modelo dependera de la expresién
b=1-c(B+7)
Si |b] < 1, la trayectoria converge al valor P.

Los tipos de trayectoria de tiempo, lo podemos observar en el siguiente cuadro:

Region Valor de Valor de ¢ Naturaleza de la trayectoria
b=1-o(p+5) de tiempo P,
1 . .
111 0<b<1 O<o< Y No oscilatorio y convergente
v b=0 o= L Permanece en equilibrio
= B+6 4
\' -1<b<0 1 <o< . Con oscilacién amortiguada
, p+é p+6
VI b=-1 o= & Con oscilacién uniforme
pg+d
VI b<-1 o> 2 Con oscilacién explosiva
p+é
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Se puede observar que la naturaleza de la trayectoria de tiempo depende de la funcién ex-
ponencial &' . |

Si 0<b<1,setiene lim (b?)=0

t—+o

Si -1<b<0, se tiene lim (b*)=0
t—>+o0
Porque b es negativo, entonces b° serd unas veces positivo y otras veces negativo, lo cual

implica que la trayectoria sera oscilante, pero convergente.

ax+y

Si b=0,latrayectoriaes F, = .
p+é

Por ser una constante, existe permanente equilibrio
Si b=-1, la trayectoria oscila de manera uniforme.
Si b<-1, la trayectoria oscila explosivamente.

El grafico de los resultados de la tabla, es el siguiente:

g
REGION Vil
REGION VI
o= 2
P Lo p+5
B+8 REGION V
REGION IV
REGION HI
0 i 2 3 B+6

— 60 —



5.1.1. EJEMPLOS

Ejemplo 1.

Si el modelo de mercado con inventarios:
Qy =21-2F,
Q5t =-3+ 6.Pt
P1=F-03(Qy —Qa)

Encuentre la trayectoria de tiempo F, y determine si es convergente

Solucion:

PASO0I. Sustituir @, y Q,; de las dos primeras ecuaciones en la tercera ecuacién

P,,1=P,-0.3(-3+6P,—21+2P,)
P.;=P,+09-18P,+6.3-06
P.,+08P, =66

PASDODZ.  La solucidn es:
B, = A(-0.8) +-28

1+0.8

P, = A(-0.8) +%

PAS003. Sila condicién inicial, parat =0, es

Se obtiene:
B=Ayid
3

A:P0“1_31

PAS004: Ahora, la solucién la presentamos del siguiente modo:

N
P =(PO-% (-0.8)t+1—;-
7

La convergencia se tiene calculando el lim P,
t—>+o0

Comob = -0.8, estoes -1 < b < 0, se cumple que tlim (-0.8)' =0
—>+®

Por lo tanto: lim P, = E
t—>+x 3

Este resultado indica que la trayectoria es convergente
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Ejemplo 2.

Discutir el modelo cuando €, = K
Solucion:
El modelo es:

Qu =a-pF;
Q=K
Py =P -0(Qy —Qur)

Al resolver el modelo, se tiene:

P, =P,-o(K-a+pF)
P, =F, -oK + oK -0fF,
P,.=(-0B)P,+o(a-K)
Py =(1-0f)P, =c(a-K)

La solucién es:

o(a-K)

B =A(aﬁ-1)‘+m

a-K
B

P=A(cB-1) +

Analizar la convergencia de la trayectoria

Si gf-1<1 & of <2, la trayectoria no oscila y converge al valor
a-K
B

a-K

Si ogf-1=0«> gf =1, el equilibrio es
Si ~1<of-1<0< 0<0f <1, el precio en cada perfodo oscila y es
convergente (amortiguado)

Siof-1=-108=060c=0v f=0 necesariamente f#0,
para que la oscilacién de P, sea uniforme.

Si gf-1<-1<08<0e(c<0A B>0)v(c>0np<0)
este caso no ocurre, porque en el supuesto del modelo se exige que o>0A >0
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5.2. MODELO DE INTERACCION DE MULTIPLICADOR CON
ACELERADOR DE SAMUELSON

Es un modelo macroeconémico representado por tres ecuaciones:

La primera ecuacién expresa la relacién del ingreso nacional Y,, en el periodo t, con el
consumo (C, ), la inversién (I,) y el gasto del gobierno (G,). Vamos a considerar G, co-
mo variable exégena. Asi la primera ecuacion es:

La segunda ecuacién expresa el costo C, (en el periodo t) es proporcional al ingreso nacio-
nal Y, ; en el periodo retrasado en un perfodo, esto es,

Donde “ a ” representa la propensién marginal al consumo

La tercera ecuacién expresa la relacién entre inversién I, (en el periodo t) y el incremento
del consumo AC, ; =C,-C,_; estoes, I, =a(C,-C,_;), >0, donde a representa el ace-

lerador (coeficiente de aceleracién).
El modelo con las tres ecuaciones es:

By X, 4 (0<y<1)
I,=a(C,-C,;) (a>0)

Resolver el modelo:

Paso 1:

La tercera ecuacién se puede expresar en términos del ingreso nacional

L =alyY,-rY; 2]
It = a?’[Yt-l _Yt—Z]

Paso 2:

Sustituir en la primera ecuacién

Y, = ?’Yt—l +ay[¥,1-Y, 5]+ Gy
Y, -y(1+a)Y, +ayYr_o =Gy

Si desplazamos los subindices hacia adelante por dos periodos, obtenemos su equivalente.

Yin ~ YL+ Wy #0¥Y; =0 seuscmn (1)

)i



La ecuacién en (1), es una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con coeficiente
constante y término constante.

Paso 3:
Resolver (1)

Solucién Complementario

La ecuacién caracteristica es: r ;r(l + a)r +ay=0

1+a)tyr2(1+a) -4
r=y( +a) Jyz( +a) oy

La solucién complementaria dependerd de la discusién del discriminante
2 2
r (1 + a) -4ay

Caso 1:

Cuando r? —-y(1+a)2 ~4ay >0, donde y >0, implica y(1+2)* >4a osea y> (14a )2
' +a
Caso 2:
4
Cuando y= 5
(1+a)
Caso 3:
4e
Cuando y< =
(1+a)

b) Solucién Particular
Porque el segundo miembro es la constante (G, se supone que la solucién particular es
también una constante, digamos

Y, =K, donde:
Yt-&»lzK
Yt+2 =K

Al sustituir en la ecuaciéon en diferencias obtenemos:

K-y(1+a)K +ayK =G,
K(l-y-ya+ay]l=G,

Kl[1-a]=G,
B 00
l-«



Entonces la ecuacion particular es:

Y =—— , con a>0

CONVERGENCIA DE LA TRAYECTORIA

Anilisis:

Vamos a relacionar las raices del polinomio:
r?—y(l+a)r+ay=0

Con los coeficiéntes del polinomio

Si r; y rp son las raices, la relacién es:

r1+r2 :}’+(1+a) ........................ (1)

Desarrollar el siguiente producto:

(I-n)(1-rp)=1-rp-n+nn
31—(?'1 +r2)+r1r2
=1-y(l+a)+ay

=l-y-ya+ay
=1—y

Pero 0<y<le0>-y>-1

" Sumar 1: 0<1l-y<1

Estoes: 0<(1-nXl-n)<l .......... 3
Donde: -0<;r<1

-Analicemqs laé raices:

Caso 1:

Cuando las raices son ntimeros reales diferentes. Porque >0, 7 >0, entonces en (1) se
cumple ryr >0, lo cual implica que ambas raices tienen el mismo signo algebraico.

Ademds, ya que 7(1+a)>0, indica que (2) que ry y r, deben ser positivos.
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En este caso, la trayectoria Yt no puede tener oscilaciones

De la desigualdad (3) se obtienen cinco combinaciones:

O<rp<n<l = 0<y<l ; ay<l
O<n<n=1= y=1
O<rp<l<d = y>1
1¥r2<r1 = y=1

l<np<n = 0<y<l ; oy>1

Si jn| <1y il <1, latrayectoria Y, = A, (r;)" + A, (r2)t + IGO
at( 4

Converge al valor Go
l-a

Caso 2:

Cuando las raices son niimeros reales repetidas

_ y(1+a)

Lasraicesson: r 5 s

r>0 , a>0

Hay tres posibilidades:

0<b<l = y<1 ; ar<l
h=1 =5 9=l
b>1 = y<l ; ai>1

En la posibilidad (vi), la trayectoria es convergente

En la pésibilidad (vi), la trayectoria es convergente

La posibilidad (vi) viola la condicién (3), por lo tanto, debe descartarse

La posibilidad (viii), en caso que sea 1<b <2, entonces la trayectoria diverge.
Caso 3:

Cuando las raices son complejas se analiza el signode R = \/J

Si R<l = ay<l1
SiR=1 = ayr=l
SiR>1 = ay>1

Solo en el caso (ix), la trayectoria es convergente.
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Casos y sub casos 1 del modelo de Samuelson:

Caso Sub caso Valores de o y y | Trayectoria Y,
1.- Raices reales diferentes | 1C: 0<rp <y <1 | ay <1 No oscilatoria
Y 4o ' 1D: 1<mp<n ay >1 yno ﬂuctuante
(1 + a)
2.- Raices reales repetidas | 2C: 0<r<1 ay <1 No oscilatoria
i 4a 2D: r>1 ay>1 y no fluctuante
(1+a)’
3.- Raices complejas 3C: R<«1 ay <1 | Con fluctuacién
4o 3D: R>1 ar=>1 escalonada
7 < 3
(1+a)

Resumen gréafico respecto a la pareja a (acelerador) y y (propensién marginal al consu-
mo), -

e e e ——



5.2.1. EJEMPLOS

Encuentre los sub casos a los que pertenecen los siguientes conjuntos de valoresde ay 3, ¥

describa en forma cualitativa la trayectoria de tiempo de iteracién.

a=35; y=08
' da
Comparar el valor de y con el valor de =
(1+a)

4a 4(35) 14

_ - —0.69
(1+e) (1+35)° 2025

Se cumple:

0.8 > 0.69, lo cual implica que las raices son reales diferentes comparar el
producto ay con 1:

ay=(3.5)(0.8)=2.8>1

Conclusion:

La trayectoria de tiempo Y, es no oscilatoria y no fluctuante
a=2 ; y=0.7

da 4(2) 14

- =—"_=2768
(1+a)® (1+0.7) 289

Se cumple:

¥ <2.768 , lo cual implica que las raices son complejas.
Comparar aycon 1:
ay = (2)([).'?) =14>1
Conclusién:
La trayectoria de tiempo Y; es con fluctuacién escalonada
a=02 ; y=09

40 4(02) 08 _
(1+a) (1+02)° 144

0.55

Se cumple: y>0.55
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Ademas: ay= (0.2)(0.9) =0.8<1

En este caso, las raices son reales y diferentes. La trayectoria de tiempo Y, es no oscilato-
ria y no fluctuante.

a=15 ; y=06
40 4(15) 6

= =2.34
(1+a)* (1+0.6)° 256

Ademas:

ay =(1.5)(0.6)=0.9
Se cumple:

y<234 y ay<l
Estamos en el caso 3:

La trayectoria de tiempo Y, es con fluctuacién escalonada.

5.3. LA INTERACCION DE LA INFLACION Y EL DESEMPLEO

Introduceién:
En esta seccién vamos a plantear un modelo macroeconémico en tiempo continuo, que re-

laciona las tres siguientes variables.

p : tasade crecimiento del nivel de presién
z . tasa esperada de inflacién

U : tasade desempleo

Enunciado:

La relacién entre las variables macroeconémicas p,7,U estd dada por tres ecuaciones dife-
renciales

p=a-T-pU+gn (Relacién de Phillips con Expectativas)

dr

- m i(p-n) (Expectativa Adaptativas)
% =k ( m- p) (Politica Monetaria)

A continuacién vamos a deducir el modelo.
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En el mercado de trabajo se presentan dos variables:

W : salario monetario

U : tasade desempleo
Siw =% es la tasa relativa de crecimiento del salario monetario, queda definido la fun-
cién.

W = f(U) para indicar que “la tasa relativa de crecimiento del salario monetario es fun-
ci6én de la tasa de desempleo. ' :

5.3.1. LA INFLACION Y EL DESEMPLEO EN TIEMPO CONTINUO

La Interaccién de Phillips
El modelo que relaciona la inflacién y el desempleo se plantea a partir de la relacién de

Phillips.

Sea:
Wi(t) : El salario monetario como funcién del tiempo y

w= Tasa relativa de crecimiento del salario monetario W

sl =-

U : Tasa de desempleo
W es funcion de U, esto es:
W=FfU),donde f/lU)<O coririiniiiiiiiiieereeeeeeaeieeeaenns (1)

La tasa de crecimiento del salario en dinero depende (es funcién) de la tasa de desem-

pleo

Si denotamos por:
p Precios
% =p: Tasa relativa de crecimiento del nivel de precios
Donde: I.’ = (fl_l:

T : Incremento de la productividad

La relacién entre p, w y T esta dado por la ecuacién:

La tasa de crecimiento del nivel del precio es igual a la tasa de crecimiento del salario
monetario menos el incremento de la productividad.

»



Si f(U)=a-8U p baesl) Bl coonsnocamsvur (3)

La ecuacion en (2) se convierte en
p=a—-PBU-T 4)

La relacién de PHILLIP aumentada con expectativas. Si consideramos que 7 es la tasa

esperada de inflacién, entonces

Al sumar g7z (0 < g <1) al segundo miembro de la ecuacién dada en (1) obtendremos:

w=f(U)+gr 5 (0<g<1) i, (5)

Esta ecuacién expresa la tasa de crecimiento del salario monetario aumentada con ex-

pectativa. De esta manera podemos enlazar la tasa de inflacién con la tasa de desempleo,

porque el costo creciente del salario (f (U) >O), necesariamente conlleva implicaciones

inflacionarias.

Si reemplazamos (5) en (2) obtenemos:
p=f(U)+g7r-T ............................... (6)
Como f(U)=a - pU, entonces
p=a-pU+grn-T

P e e T K O L | AR ——— (N

(O<gsl)

La hipétesis de las expectativas adaptivas:

seap : La tasa real de inflacién, y
7 . La tasa esperada

Entonces el ajuste entre Py 7 estd dado por:

dr

() BT (B F £ VS — 8)

La retroalimentacién de la inflacién hacia el desempleo: si M denota el balance del di-

neroy m =% es su tasa de crecimiento, la diferencia (m — P) representa la tasa de

crecimiento del dinero real.
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Entonces la variacion de la tasa de desempleo estéd dada por:

du _

E_—k(m—p) M 5 ) [ ——— 9

Las ecuaciones (7), (8) y (9) completan el modelo econémico, que nos permite hallar la

trayectoria de tiempo de 7.

Resolver el modelo:

S T Y O — (1)
dr .
—= =) errrreieerireneirieaenaaen. 2
} S=i(p-7) 2)
dU
il =) e
w7 (m-p) 3)
g s dr .
Sustituir (1) en (2): - (a-T-pU + g:r)—;r]
dr
EJ(&—T—ﬂU)—j(l—g)?F
Derivar respectoat:
d’r odi dr
—=—jf—-j(l-g)— A R R 4
dt? Jﬂdt i g)dt 2
Sustituir (2) en (4):
d’r . : dn
o = Ipl-km-p)]-i(-e) 5
LT~ ko - T L 5)
dt? dt
De (2) despejar p: p=7z+l,d—7r ...................... e (6)
' J dt

, d’z . . ldr
(6) en (5): EtT—— Jﬁkm—_]ﬂklijr-l-g-a—:l

2
Ordenar la ecuacién diferencial: i +[ R+ j(1-g)1] g + jPhr=18km
s dtz Y, T dE S— i

al 112 b
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Asi obtenemos la ecuacién diferencial de orden 2: Z—g +a; i—’; +agr=b
t

Porque el segundo miembro es una constante, la solucién seré otra constante, digamos

2

:r(t):A. Como %=0 y -‘fl—;’:o entonces la ecuacién diferencial se reduce en:
. t

0+0+jBRA=jpkm.

= A=m
Por tanto, la solucién particular es z(¢t)=m

Ejemplo.

Suponer que el modelo tiene la siguiente forma:

p:é—3U+;r
dr 3
—&?_4(10 ﬂ")
dUu 1
=—5(m-p)

a2
Hallar la trayectoria de =

Solucion:

Los valores de los parametros son:

Al sustituir estos valores en la ecuacion diferencial del modelo, se obtiene:

%{(3)(%}%(1—1):2—’:{%}(3)&}” ;%(3)[%}(;%)

dr? 2dt 8 8
. . . 2 3_ 9
El polinomio caracteristico es: r +-2-r+§=0
2 3 9 9 9
P P
2 16 8§ 16



y 3 3.
El ] =——t—
egir r 4+4z

La solucién complementaria es:

3 .
z(t)=e & [Cl cos(g-tj +iCy sen(gtﬂ

Hallar la solucién particular:

Suponer que la solucién particular sea z(¢)= A
Del cual se obtiene: z'(t)=0, z"(0).
Al sustituir en la ecuacién diferencial se obtiene:
- 9 9
0+0+—x(t)=—m
57 ()=%
= #(t)=m

Por lo tanto, la solucién general para la tasa esperada de inflacién es:

3

z(t)=e ¢ (C‘l cos(%t}ﬂ?:, sen[%t)]ﬂn t>0

Se observa que:

lim z(t)=m, que es el valor de equilibrio
t+oo

?T(t) describe una trayectoria de tiempo con fluctuaciones alrededor de m.

47 (1)
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Hallar P:

De la ecuacién: C;—: = %( p-r) seobtiene

3dn
p=——+7x

4 dt

Sélo derivamos 7 para obtener:

3 3
4( 3 - 3 3 24 3 3, 3 3
p=§{—-ze 4 [Clcoszt+czsenzt}+e ¢ [—chsenzuzcgcosztﬂ
3
+e 4 (Clcos§t+Czsen§tJ+m
4 4
3 3 3, 3

-Z, -2 - -2y
p=-Cie ¢ cosZt—Cze 4 senZt-—Cle 4 sen§t+Cze 4 cos%t

3 _3,

+ C'IeiI coszt+Cze 4 sen%t+m

- 3 3
p=e ¢ Cgcaszt—clsen:l—t +m

Sicumple: lim p=m

t—a+w

La trayectoria de p es fluctuante y converge hacia el valor de equilibrio m.

Hallar U:

De la primera ecuacién del problema:

p=%—3U+:r

Despejamos U y se obtiene: U = %(n'— p) & %

-3

Donde: #7-p=e 4 [(Cl —Cg)cos%t+(02 —Cl)sengt]

Por lo taﬁto:

3

U(t)= %e_? [(Cl —Cz)cos%t +(Cy —Cl)sen%t] +%
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La trayectoria de esta curva es fluctuante amortiguada y converge al valor de equilibrio

% , lo cual es dindmicamente estable.

Al valor 1_18 se le llama la tasa natural de desempleo.

5.3.2. LA INFLACION Y EL DESEMPLEO EN TIEMPO DISCRETO

Vamos a plantear el modelo anterior en tiempo discreto.

El modelo:
B =PSB 4fm. (a0 0&8€1) covomemmwmmmmosn (1)
Tp1 — 7 =j(P't-7r,) (0 <j£1) S S— o (@2
Ut+1_Ut:_k(m—Pt+1) (k>0) .............................. (3)

Resolver el modelo:
En primer lugar, definimos el incremento de P:

AR, =P,1-P, e, @)

En segundo lugar, desplazamos un periodo la ecuacién (1)

.P,:+1:a—T—BUt+1+gﬂt+1 .............................. (5)

En tercer lugar, restar (5) con (1)

RH_I—P}=—ﬁ(Ut+1—Ut)+g(R}+1—7rt) ------------------------------ (6)

Sustituir (3) y (2) en (6)

Py —P=ph(m-Poy)+&(B=7) e, 7

De (1) despejar gr,;:

gﬂ’t=Pt—(a-T)+ﬁUt ------------------------------ (8)

—— 70 —



Sustituir (8) en (7)

Pt+1_Pt =ﬁk(m_ﬂ+1)+giPt _J[Pt _(a_T)""ﬂUt “”t]

P, — P, = pkm - kP, + giP, - jP; +j(a—T)—jﬂUt + jmy

(1+Bk) Py — P, - gjP, + jP, + jBU, = pkm + j(a - T)

(14 Bk) P,y -[1- j(1- &) | P + 18U, = Bhm + j(a:—T) .............................. 9

El término Ut se elimina desplazando un periodo toda la ecuacién (9)
(14 Bk)Pp—[1-j(1-8) [Py 18U,y = Bhm+ j(@=T) ovoviieiriicinn, (10)

Ahora, restar (10) menos (9):
(1+BR)Byo —[1- j(1-g)+1+ gk ] P,y +[1- j(1-8)|B + jB(Uss -U,) =0 ...... (D)

Sustituir (3) en (11):

(L+pk)Pp ~[1-j(1-g)+1+ fk]P.y +[1-j(1-8)|P + B[ -k(m~F.y)]=0

(1+5R) P —[1+jg+(1-J)(1+ BE) | By +[1-j(1-8) | P, _ jpkm

Es la ecuacion en diferencias de orden dos, que en su forma estdndar es:

P o+a Py +ag B =C

L _legi+(1-)(1+pR)
L= 1+ pk
1-ji(1-
Donde 4a2=%(1ﬂ—k;g)
o= JOkm
1+ gk

Si la trayectoria P, es convergente cuando ¢ — «, el valor de equilibrio temporal de P es:

Er 18km
P -
lta +ag 186

Este resultado indica que la tasa de inflacién de equilibrio es exactamente igual a la tasa
de expansién monetaria.

El andlisis de U (tasa de desempleo)
Vamos a deducir la ecuacién en diferencias de orden dos para la funcién U,

Partimos de la ecuacién en (3):

Ut'l'l —Ut =—k(m_.ﬂ+1) ......................................................... (3)

P



Sustituyendo (5) en (3):

Ut'l'l_Ut =_km+k[a_T—ﬂUt+1 +gﬂt+1] .......................................... (9)

(1+EkBYU U =k(a@ =T -m)+ kg iy cevevevneneeieneenenienee s et
En (10) desplazar un periodo:

(L1+kB) Vo —Upy =R(@—T —m)+RE Bpyp covrerreonssensssarsrasensessssassassnns (11)
Restar (11) menos (10):

(+2B)VU, o —(2+2B)U,a + U, = RG(Hpua — Fps1)  oveveresrscnsnnciinnnoncnne (12)
Si desplazamos un periodo en (2) se obtiene:

Bg ~Tpad TI(Boed = Tpa1)  cveervessersnssnrastissnesnssssrsnsassssossessassastosanas (13)
Sustituye (13) en (12): |

(L+EB)U, iz - (2+kB)U sy +U; =kgi(Poyy =) coovvrnvesnrncnnninsnniinnnnns (14)
De (3) despejar P, ,:

kP =Us1 -U; FRIM o e (15)
Multiplicar por gj :

P o =B ~ U AR cosnansesinssiins snsisis énsiissaniss GG aERmiAsiws RIS &2 (16}
En (8) se tiene:

gn, =P, —(a-T)+ pU,
Multiplicar por -kj:

~hignyg ==RiPi i Fh{la~T)-RPlg oo e s (17

Sustituir (15) en (17):

—kignyy = —j[Upy - Uy +km]+kj(@=T)=kiBUpq oo, (18)
Sumar (14) con (18):
kgi(Pyy ~7p41) =[gi - J - kiBlU . +[-&1 + J|U, + kmgj - jkm + kj(a +T) ...... (19)
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Sustituir (19) en (14)
(1+kB)U,,g +[—(2+kB) - g + j+ kiB |Upy +[1+ & - j]U, = kmgj - jmk + kj(a-T)

Factorizando los parametros y expresando la ecuacién en diferencias de orden dos en su

forma estandar, obtenemos:

Lrgi+(1-J)(1+pk),  1-i(l-g), _kila-T-(1-g)m]
1+ pk &3 1+pk ¢ 1+ Pk

Ut+2 -
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TABLAS DE CONTENIDO: Figuras y Graficos

1. Comportamiento de la soluciéon de una ecuacién en diferencias de orden
uno.

Si x : es la variable tiempo, la solucién de la ecuacién y,,; =Ay,+B, x=0,1,2,3,... es

la sucesidn:

yx=Axy0+B(111§) , A=#1, x=0,12,..
Yy =Y +Bx , A=1, x=0,12,..

Los términos de la sucesién son: y,,y,,¥s,¥s ... ; cada término se halla a partir de la

ecuacion en diferencias.

El comportamiento de la sucesién, que es una solucién particular de una ecuacién en

diferencias, depende de su convergencia o divergencia.

Un esquema de cada tipo de comportamiento se da en las siguientes figuras.

Yz Ye Yz

PO

D1 2 3 4567 8.% 0120945067 8.% niiéNs.?é...x

(a) (b) (c)



Yx

D1 234567 8..7%
(d)

Yx

01 23 45€6 7 8...%
(g

Yx

y*

Yy Ve
y*—
01 23 45¢67 8..% 012346586797 8.%
(e) ®
Yy Y
y*- y*-—o——o-—o—o—c

012345

(h)

78.% 01234567 8.F%

(i)

Ye

y*
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2. Tabla de comportamiento de la
secuencia solucién de y,,1 =Ay,+B

Comportamiento de la

Casg A B 0 A ?‘ - % 1’2’.' secuencia solucién
(a) A=zl Yo =¥* ¥y, =y*  Constante: y, = y*
(b) A>1 Yo > ¥* ¥ >y Diverge en +o
' (mondétona creciente)
(¢) A>1 Yo <y* ¥, <y* Diverge en -
‘ (monétona decreciente)
(d) 0<A<l1 Yo > ¥* ¥ >y* Converge en y*
(monétona decreciente)
(e) 0<A<l Yo <¥* Y+<Y*  Convergeen y*~
(mondétona creciente)
 -1<A<0 Yo =¥ Converge en y*
(oscilatoria amortiguada)
() A=-1 Yo 2 ¥* Diverge
(oscila finitamente)
(h) A<-1 Yo 2 ¥* Diverge
(oscila infinitamente)
@ A=1 B=0 ¥ =0 Constante y, =y,
()] A=1 B>0 ¥: >y,  Divergeen +w
(k) A=1 B<0 ¥x<Yo Diverge en —w

(monétona decreciente)
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V1. APENDICES

BREVE REPASO SOBRE
SUCESIONES DE NUMEROS REALES

INTRODUCCION

Antes de definir una sucesién de nGmeros reales debemos recordar las siguientes defi-

niciones:

1. El conjunto de los nimeros naturales es:

IN={0,1,2,8,..}

2. El conjunto de los nameros naturales positivos es:

IN'={1,2,3,...}

3. Dados dos conjuntos A y B diremos que f es una aplicacién de A en B (Denotamos por

f:A — B), si para cada elemento x ¢ A corresponde un sélo elemento y € B tal que
y=f(x).

Ejemplo: Sean los conjuntos A= {a,b,¢,d} y B={m,n,p,q,r,s}.

Una aplicacién f: A—— B es:

fla) =m

N 1)

ﬁ fle)
f(d)

il 1l
I =

Il
3
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4. Dadala aplicaciéon f:A-—> B

Diremos:
i) fesinyectiva, Sii f(a) =f(b) implica a=b ; YVa,bec A

ii) fesinyectiva, Sii ¢ # b implica f(a) #f(b) ; acA,becA
iii) fessuryectiva, Sii Vye B, 3x € A tal que y=f(x)
iv) fessuryectiva, Sii f(A) =B

v) fesbiyectiva, Sii f es inyectiva y suryectiva.

SUCESION DE NUMEROS REALES

Definicién. Una sucesion de nlimeros reales es una aplicacién x de IN” en IR.

denotadopor x:IN*—— IR , tal que, acadanimeron € IN* co-
n — x,

rresponde un s6lo niimero real x,.

También podemos decir que una sucesién de nimeros reales es una aplicacién
x:IN" —— IR, definida en el conjunto IN* ={1, 2,3, ... } y toma valores en el conjunto

de los numeros reales IR.

En la aplicacién x:IN'— IR
n —> x(n)

el valor x(n) sera representado porx,, V n € IN' y la llamaremos el “n-ésimo término de

la sucesién”.
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NOTACION: (x,),.; denota la sucesién x:IN* —> IR que al expresar por

“extension” es:
(xn)HZI =(x1 1 X9, X3 ,.0.,%, ,...)

n-ésimo término

X,,%X3,%X3, ..., Sonlostérminos de la sucesién

Ejemplos:

Son sucesiones de niimeros reales:

1. (2n),.; que al expresarse por extensién es:

(2n)=(2,4,6,...,2n,...)

n-ésimo término
(2n-1),5; que al expresarse por extension es:

Br—=1=f1,3,0, @M =Ly.u)

L n-ésimo término

[— n-ésimo término

(8),21=(3,3,3,..., 3,...) eslasucesién constante.

oy n1
(xn)hzl ’ donde xn_(—l) %

que al expresar por extensién es (—1,%,—%,%,...(—1)”;,...) es una sucesion alter-

nante.

SUCESION ACOTADA

Sea la sucesién (x,),.,. Diremos que (x,),;, es acotada, si existen dos nimeros reales a

ybtalesque a<x,<b,VnelN".
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Como a<x,<b entonces |x,| <c, c=max{|a|,[b]} V nelIN"

Podemos hacer la siguiente definicién:

(x,),>; esACOTADA,sii 3¢>0 talque |x,| <c ; VnelIN*

Ejemplo.

La sucesién (%)nn es acotado, porque 0<2<1 ,Vn e IN".

SUCESION ACOTADA SUPERIORMENTE E INFERIORMENTE

a) (x,),; es ACOTADA SUPERIORMENTE, si 3b ¢ IR tal que x,<b,VneIN*.

En este caso los términos de la sucesién: x, € (o, b].

b) (x,),>; es ACOTADA INFERIORMENTE, si3 a € IR, talquea<x,,Vn e IN".

En este caso los términos de la sucesion: x, € [a, +0) .

¢) Una sucesién (x,),,; es acotada si y solamente s es acotada superior e inferiormente.

Ejemplos:

1. La sucesién (2n),,, =(2,4,6,...) es acotada inferiormente. Pues existe 2 € IR tal que

2<2n ,VnelN*.

2. La sucesién (1-2n),,; es acotada superiormente. Pues existe -1 € IR, tal que

1-2n<-1, VnelIN*.
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SUCESION CRECIENTE, NO DECRECIENTE, DECRECIENTE, NO CRECIENTE Y MONOTONA.

1. Una sucesién (x,) llamase CRECIENTE cuando x,<x,.; , VneIN".
2. Una sug:esién (x,) es NO DECRECIENTE, si x,<x,., , VnelIN*.

3. Una sucesion (x,) es DECRECIENTE, st x, >x,., , VneIN*.

4. Una sucesién (x,) es NO CRECIENTE, si x,2x,,, , VaeIN".

5. Las sucesiones crecientes, no decrecientes, decrecientes y no crecientes se llaman suce-
siones MONOTONAS.

Ejemplos:

1. La sucesién (%) es decreciente, porque: n <n + 1 implica: 1>-1-;vn>1

nz

2. Lasucesi6n (2n),,, es creciente, porque: 7 <n + 1 implica: 2n < 2(n +1);Vn =1

LIMITE DE UNA SUCESION
Partamos de un ejemplo particular, para luego hacer la definicién.

s 2n+1
Sea (x,),>; una sucesién tal que x, = ";

Nuestro interés es estudiar si los términos x, se aproximan a un nimero real “a”

cuando n es cada vez mas grande.

2n +1
Veamos: x, =-"—=2+1
n n
Si n:]. 3 x1:2+1
5 1
Sin=2 y Xg=2+y5

Si n=1000 , x1000=2+ﬁ

sesaneee

Si

|

x,—> 2 , porque % se acerca a cero (% -0 )

cuando n es muy grande (n —> ) .
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Lo que ha ocurrido es la siguiente implicacién:

cuando n—> « entonces x,—> 2

“n tiende a ©” /I L“xn converge a 2"

Queremos que la diferencia (x, — 2) sea muy pequeiia, tan pequefia que casi es cero, es de-
cir |x,—2| <g, Ve>0, esto es posible si existe un nimero natural n, que depende de &

tal que V n > n, los términos x, se acercan a 2.

Ilustracion grdfica: Cuando n es suficientemente grande, los nimeros reales x, =2 + %

se acerca a la recta y=2.

Esto se escribird:  lim (2+-};) =2
n-»w

Porque n >n, = ladiferencia entre x, y 2 es casi cero.

|, - 2| <€
x’l
I
) -
T [y
Lo
T
€ isares: i, OO ry =2
R I - TR T (. B
NN TN S e M SN S e e S
ot 110 110 |
[ T . T (- & K Nt
1 2 3 4 5 6 7 8 o n
AN S
=~y
n>n,
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Como vemos: Para cada nimero real ¢>0 dado arbitrariamente es posible obtener un

nimero natural n.(e) tal que |x,-2| <€ siempreque n>n,.

Segtin esta definicién nuestro problema es hallar n, en términos de &, siendo ¢ cualquier

numero real positivo (muy pequefio). -

—— l
Veamos: |xn—2| = |2 + % - 2|=|-;1:-|=

3

hacer: n, =21

Como deseamos que n, sea un niimero natural, hacemos n = [[ -:- ]l +1

Definicion:

lim x,=a sss. (Ve>0) BnoeIN* ; n>ny, = |x,-a| <¢
n =»o

Donde: V significa “para todo” o “cualquiera que sea”
3 significa “existe”
; significa “tal que”

= significa “implica”

Ejemplo 1.

Probar que lim (12'-)” =0

n—w©

Demostracién:

n—->w

lim (é—)":o 588 (Ve>0) 3nyelIN) ; n>ny, = |(%)n-0|<£

—90 —



Busqueda de n, en términos de ¢

Se parte de: I( %)n —Ol y luego se simplifica aplicando propiedades de valor absoluto.

Ln(2")<Lne
-nln2<Lne

nln2>-lne¢

-Lne
Ln2 :
[
g

n> si O0<ege<l = Lne< 0

Hacer: n, :ﬂ%]l-i_l

Ejemplo 2.

Sea la sucesién (f, ) ,»; donde f,(z)===

z-n"

Probar que lim f,(z)=-1,Vz talque|z| <1 ; zeC.
n—>w

Prueba:

Por definicién:

(Ve>0 @noeIN) : n>ny = |ful2) - (1) <e

}Blisqueda de n, en términos de e|

Z+n+z-n
z—-n

De:

fal2)-(-1)| =

Z+n
+1|=
Z—n

o Y s



A continuacién, acotemos:

a) z] <1 = 2|z] <2
b) |nl-lz| < |n-~2|
n-|z| < |n-2|
n-1l<n-|z| < |n-2z| , Pues lz] <1
-lz] > -1
n-1c< |n-z| n-|z| >n-1
;%T>|niz| , VYV n=2

Multiplicar las desigualdades (a) A (¢): l%l—%lﬁ < ;27{

Por la propiedad Arquimediana: Ve¢>0, 3n € IN' tal que:

2
n-1

<&

n-1>2
&

n>1+2
£

[S——
g

Hacer: n, :1+|[%]I

Nota: En este problema afirmamos que la sucesién (f, ),,; converge a

-lenelconjuntoA={zeC/|z| <1}

Ejemplo 3.

Probar que la sucesién (f, (x)),., , donde:

fn(x)=%t-1—) converge a “0” VixelIR.
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Demostracion:

lim f,;{'a:) =0 888 (Ve>0) (3ng () tal que:

n—w

senn(x+1)_0

si n>n, A x € IR entonces =

< &

Bﬁsqué'da de n, entérminos de ¢

senn{x+1)| |senn{z+1)|
Se cgmple = = ]
Pero : |sen(n(x+1))|<1 ,VxelR y VnelN"”
Por 1 MSL
n n n
Pero : %<£ , Ve>0 (principio Arquimediano)
= n>1
£

hacer ng = I[ % ]] +1 Hemos probado que existe n, en términos de ¢.

Teorema | (Unicidad del limite)

Si el limite de una sucesién (x,) existe, es (inica.

Demostracion:

El teorema de unicidad se puede enunciar, también del siguiente modo.

Sf lim x,=a¢ A lim x,=b , entonces a=b
n—rw n—>w

La demostracion es por el absurdo.

1. Supongamosque a#b.....(~q)

2. Si a#b,entonces |a -b| >0.
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3. Pero: |a-b]l=la-x, +x,-b|=|-(x,-a)+(x, -b)|

< |z, —a)| + |x, - b|

. |xn_a’l + |xn _bl

4. Por hipétesis se tiene:

a) lim x, =a , entonces:
n—w
(parae>0) 3n,eIN) tq. n>ny=|x,-al<$
b) lim x, =b , entonces:
n—0 ’

(parae>0)3n" e IN) tq. n>nj = |x,-b| <%

5. Por 4y 3 obtenemos:
la—b| < |x, -al + |x, b
<

+£=¢ , sl n>ng=max{ny,n}}

(S0
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6. Como las desigualdades, [z, -a| <% A |x, -b| <% se cumplen Ve>0, en particular

la—5|

debe cumplirse para ¢="——, siempre que n >ng =max{ny ,ny}
 Asi tendremos: la-b] < ¢
le -8
la-b] < =~

2<1 es una contradiccion

7. La contradiccién se presento por haber supuestoquea #5 .

Debe ser entonces que a=54.

Nota:
Hemos aplicado la tautologia

[(Pl A P2 A P3)Z>q] E[(Pl A P2 A ---q).._) ~P3]

Donde: _
- Py blim (x,)=a , P;: lim (x,)=b , P3:1<2 , ~q:a=#b

n—w n—w
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VIl. ANEXOS

En 2.5.1. Grafico de y, :2(%)x+3 : 2=0,1,2,...

Hacer la siguiente tabla:
x 0 1 2 3 4 5 6 7 X—>+o0
3. 5 43 | 38 [ 35 | 33 | 32 |3.17|3.11 3

Graficar las parejas ordenadas (puntos del plano).

Yx

Se observa que lim y, =3
X —»+00

Este resultado indica que la funcién solucién es asintéticamente estable.
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En pag. 25. El gréficode y, = -41-(—

Hacer la siguiente tabla:

2

1) +1,2=0,1,2,..

x 0 1 2 3 4 5 6 X—>+®
y" 1/2 1/8 | 5/16 | 7/32 |17/64|31/128|65/256 1/4
yx
0.50 ¢
0.25
e
0.25 ’ £
0.25¢ .
0.5
9 3 4 5 6 x
: 1 1Y .1 (_1
Jim | 4(-3) +4]=4

Este resultado indica que la solucién es asintéticamente estable.




En pag. 33. El grafico de P, =2(_§)’ +6,1=0,1,2,...

Hacer la siguiente tabla:

t 0 1 2 3 4 5 | | eeees t—>+w
P, 8 | 16/3 | 56/9 |160/27|488/81|1456/243| | ----- 6
P,
0.50.
8,.
6 [ ] : [ ] -
X

En este caso se tiene lim P, =6
R

El comportamiento de la solucién es alternante y asintéticamente estable.

e G —




Pag. 22  El grafico de la telaraha conformada por las ecuaciones:
Qu =22-3F; ’ Q =—2+P,_,
Hacer dos ecuaciones equivalentes a las dos anteriores:

Demanda: @=22-3P
Oferta : Q=-2+P

Tabular con dos puntos cada una de las ecuaciones:

Demanda Oferta
P Q P - Q
0 22 . 0 -2

22/3 0 2 0

El punto de equilibrio es: (ﬁ,é) =(6,4)

Q

221

2071

10 +
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