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RESUMEN

LOS NUMEROS IRRACIONALES COMO ESPACIO TOPOLOGICO
CARLOS MIGUEL QUISPE ROSAS
Diciembre — 2018

Asesora: Mg. Ruth Medina Aparcana

Titulo obtenido: Magister en Matematica Aplicada

El presente trabajo de investigacion tiene como objeto de estudio al conjunto de los nimeros
irracionales.

El objetivo de la tesis es estudiar al conjunto de los nimeros irracionales desde un punto de
vista topologico e indicar algunos invariantes topologicos.

Palabras Claves: Numeros Irracionales; Fracciones Continuas; Espacios Métricos; Espacios

Topoldgicos; Espacios Separables, Homeomorfismos, Espacios de Dimension Cero.



ABSTRACT

IRRATIONAL NUMBERS AS TOPOLOGICAL SPACE
CARLOS MIGUEL QUISPE ROSAS
Diciembre — 2018

Advises: Mg. Ruth Medina Aparcana

Degree obtained: Magister en Matematica Aplicada

The present research work has as its object of study the set of irrational numbers.
The objective of the thesis is to study the set of irrational numbers from a topological point

of view and indicate some topological invariants.

Keywords: Irrational numbers; Continuous Fractions; Metric Spaces; Topological Spaces;

Separable Spaces, Homeomorphisms, Zero Dimension Spaces.



INTRODUCCION

El conjunto de los numeros irracionales es un conjunto de niUmeros muy peculiar, ya que
esta relacionado con procesos infinitos. Su descubrimiento esta relacionado con técnicas que
usaban los antiguos griegos para medir longitudes de segmentos, lo que conllevo a que
Pitagoras descubra la inconmensurabilidad de la diagonal de un cuadrado.

En nuestra experiencia académica de pregrado, los nimeros irracionales son prioritariamente
tratados bajo los enfoques axiomaticos y conjuntistas, debido a lo misterioso y el escaso
estudio de este conjunto raramente estudiado bajo un enfoque topoldgico, la presente
investigacion tiene como objetivo realizar un estudio detallado del conjunto de los nimeros
irracionales bajo un enfoque topologico. Para lograr dicho objetivo en esta investigacion
usaremos el método deductivo — demostrativo, la cual esta estructurada en tres partes:

En la primerta parte caracterizaremos a los numeros irracionales a través de las fracciones
continuas. Demostraremos que la fraccién continua de un ndmero irracional es infinita
mientas de un namero racional es finita.

En la segunda parte estudiaremos los espacios métricos mostrando dos nociones de espacios
de dimensidn cero que son equivalentes en espacios separables

Finalmente, estableceremos homeomorfismos entre los espacios de Baire y los nimeros
irracionales donde se construira una ultramétrica que induzca la topologia usual e
indicaremos algunas propiedades invariantes topoldgicos como la: Separabilidad y segundo

numerable.



SIMBOLOGIAS

En el desarrollo de esta investigacion adoptaremos la siguiente simbologias:

N: Denota el conjunto de los Nimeros Naturales.

Z.: Denota el conjunto de los Nameros Enteros.

Q: Denota el conjunto de los Nimeros Racionales.

I: Denota el conjunto de los Nameros Irracionales.

R: Denota el conjunto de los Nimeros Reales.

IL: Denota el conjunto de los Numeros Naturales incluyendo el cero.



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.  Descripcién de la realidad problematica

El descubrimiento de los numeros irracionales se inicié en Grecia; Pitagoras de Samos (580-
500 a.C.), con el descubrimiento de la inconmensurabilidad posteriormente matematicos
provenientes de la Edad de Oro Islamica (Al- Khwarizmi) fueron los primeros en tratar los
nameros Irracionales algebraicamente. Hasta que finalmente surge el analisis matematico y
el calculo infinitesimal lo que llevo a la aparicion de la Topologia a finales del siglo XIX'y

principios del XX

Es asi, que los numeros irracionales se pueden tratar algebraicamente y topoldgicamente,
debido a las escasas investigaciones que se realizan sobre este conjunto bajo un enfoque
topoldgico relacionando con la parte algebraica. Como se puede constatar en la formacion de
pregrado en la carrera de Matematica de la Universidad Nacional del Callao y otras
universidades coma la San Marcos, UNI'y Universidad catélica del Perd no se estudian a los
nameros irracionales bajo un enfoque topoldgico, como se pueden evidenciar en su plan de

estudios de dichas universidades.
1.2. Formulacion del problema

Los numeros irracionales son poco estudiados, pues no es un cuerpo como lo es Q. Sin
embargo posee algunas propiedades que desde un punto de vista topolégico son similares al

conjunto de los nimeros reales.

Frente al dificultad planteada, el Problema general de la investigacion esta dado por la

siguiente interrogante
1.2.1. Problema General

¢Es posible caracterizar el conjunto de los niumeros irracionales como espacio topologico?

Para resolver el problema general propuesto, se deben lograr los siguientes



1.2.2. Problemas Especificos:

¢Es posible caracterizar al conjunto de los ndmeros irracionales a traves de Fracciones

Continuas?

¢Existiran espacios topoldgicos homeoformos al conjunto de los nimeros irracionales?

1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo General

Establecer las condiciones por las cuales podemos analizar las propiedades topoldgicas de

los nimeros irracionales.
1.3.2. Objetivos Especificos

Los objetivos especificos son:

Objetivo Especifico 1: Determinar la caracterizacion de los nimeros irracionales a través de

Fracciones Continuas

Objetivo Especifico 2:Determinar espacios topolégicos que son homeomorfismo al

conjunto de los nimeros irracionales.
1.4. Limitantes de la investigacion

Una de las principales limitaciones de este trabajo de investigacion es que no se encontrd
mucha bibliografia del estudio de los nimeros irracionales bajo un enfoque topologico, pero
sin embargo encontramos bibliografia de los temas que estan relacionados indirectamente la
cual la tomamos como base para lograr el objetivo general de esta investigacion, siendo
nuestra principal motivacion relacionar y profundizar los conocimientos adquiridos en la

formacion de Pregrado.



CAPITULO II
MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes del estudio

En la época de los griegos los nimeros eran tratados geométricamente, ya que pensaban que
las longitudes de los segmentos de recta solo pueden producir un namero fraccionario. Hasta
que Pitagoras de Samos (580-500 a.C.) descubre segmentos que no podian ser representados
a través de un namero racional (inconmensurabilidad) es alli donde surge la necesidad de

asignar un nuevo tipo de magnitud “los nlimeros irracionales”.

Este hecho ocasiono una convulsion en el mundo cientifico antiguo provocando una ruptura
entre la geometriay la aritmética, ya que esta se sustentaba en la teoria de la proporcionalidad,
posteriormente matematicos provenientes de la edad de oro islamica (Al- Khwarizmi) fueron

los primeros en tratar los nimeros irracionales algebraicamente.

Ante la aparicion de los nimeros irracionales (inconmensurabilidad de los pitagoricos) e
incapacidad de la geometria y aritmética para abordarlos, surge la primera idea topolégica
relacionados al concepto de limites, que afloran en el método de exhaucion de Arquimedes,
posteriormente surge el analisis matematico y el calculo infinitesimal para formalizar
conceptos como la continuidad y la variedad en la geométrica lo que llevo a la aparicion de
la topologia a finales del siglo XIX 'y principios del XX. Es por eso que en esta investigacion
enlazamos estos conocimientos para estudiar el conjunto de los nimeros irracionales bajo un
enfoque topologico, debido a la complejidad del tema de investigacion revisamos algunas

tesis y articulos que se mencionan a continuacion.

Campos, E. (2013) en su tesis “Una Caracterizacion topoldgica de los irracionales”, tiene
como objetivo general estudiar las propiedades topoldgicamente invariantes en el conjunto

de los irracionales. Planteandose objetivos especificos como el estudio de los numeros



irracionales a través de las fracciones continuas e identificar propiedades métricas para luego
establecer homeomorfismos con algunos espacios topoldgicos y concluye mostrando algunas
propiedades invariantes como la separabilidad. Consideramos esta investigacion porque en
ella se realiza un estudio detallado de los nameros irracionales mencionando algunas
propiedades que se cumplen bajo la norma usual, que serén de gran utilidad en los capitulos

posteriores para compararlo con otros espacios topologicos.

Cornelio. L y Lorena. V (2013) en el articulo “Las fracciones en el desarrollo historico de
los nimeros irracionales” se tiene como objetivo general analizar y mostrar algunos aspectos
historicos de como se abordaban la construccion de los nimeros reales. Teniendo como
objetivos especificos analizar las diferentes perspectivas propuestas, como por ejemplo la
algebraica por Cantor, la del célculo por Dedekind y la moderna por Euler, bajo este Gltimo
enfoque se concluye la formalizacion de la construccion de los nimeros reales haciendo uso
de las fracciones continGias, que sirven para caracterizar a los nameros irracionales y
racionales. Esta investigacion se relaciona indirectamente con nuestro tema de estudio ya que
en ella se realiza un estudio minucioso de las fracciones continuas, siendo esta una de los

objetivos especificos

Murillo, T. (2014) en el articulo “Sobre las fracciones continuas: aplicaciones y curiosidades”
tiene como objetivo mostrar algunas de las aplicaciones de las fracciones continuas, por
ejemplo para resolver ecuaciones diofanticas, para obtener algunos criterios de divisibilidad
y como se usaron a la hora de corregir el calendario para conseguir el calendario gregoriano.
Consideramos esta investigacion en nuestro trabajo porque realiza un estudio detallado de
los diferentes tipos de fracciones continuas, facilitindonos su comprension para luego usarlas

en los capitulos posteriores

Salgado, M. (2016) en la tesis “Aplicaciones del Teorema de Categoria de Baire” tiene como
objetivo principal presentar la importancia que posee uno de los resultados mas significativos
estudiados por R. Baire, asi como la importancia que pueden llegar a tener las numerosas
aplicaciones de sus propiedades en distintas areas de la matematica. Consideramos esta tesis

doctoral porque realiza un estudio detallado del espacio de Baire (mostrandonos sus



diferentes versiones), facilitando su comprension para finalmente lograr caracterizar

topoldgicamente a los irracionales.

Macho, M. (2002).En el articulo “ ;Qué es la topologia ? tiene como objetivo describir el
desarrollo histérico de la topologia desde sus inicios, mostrando sus aplicaciones en las
diversas ciencias como la ingenieria, fisica, quimica o la biologia molecular, la medicina y

la matematicas. Mostrando algunos definiciones y ejemplos en superficies compactas.

2.2. Marco

En esta seccion, se presenta el marco tedrico de nuestro objeto matematico “Los Numeros
Irracionales” y esta situado dentro de la linea de tipo Basica, Pura o fundamental.

Es asi, que se desarrolla algunas definiciones, proposiciones y representaciones que seran la
base de nuestra investigacion.

2.2.1. Tedrico

En esta seccidn presentaremos el problema general de la presente investigacion, caracterizar
al conjunto de los nimeros irracionales como espacio topologico, para ello mostramos la
caracterizacion de los irracionales a través de las fracciones continuas seguidamente
mostramos algunas propiedades que son comunes al conjunto de los nimeros reales pero
desde un punto de vista topologico para finalmente establecer homeomorfismos con los
espacios G, y G,

2.3. Definicion de terminos basicos

en el desarrollo de esta investigacion consideraremos los siguientes puntos:

¢ la definicion de topologicamente equivalentes que usaremos en este trabjo es la
siguiente,Si X es un conjunto ¢ y ¥ son métricas en X, decimos que ¢ y y son
topolégicamente equivalentes si 7, =ty , en otras palabras, si la funcion identidad
en X, idy : (X, ¢) — (X, ¥) es un homeomorfismo.

e A lo largo de este trabajo no hacemos distinction entre vecindad y entorno, ambas

palabras aparecen de manera indistinta y son usadas como sinonimos



e Enel desarrollo de este trabajo se menciona el termino familia y coleccion de manera
indistinta, asignandole a estos dos términos el mismo significado, el cual hace

referencia a un conjunto infinito de elementos no necesariamente ordenados.
Ademas consideraremos algunas definiciones en las siguientes tesis y libros:

[1] Macho, M. (2009) . Topologia de Espacios Métricos y [9] Gustavo.N,0.(2002).

Topologia General

Consideramos estos libros en la presente investigacion porque en él se realiza un estudio
minucioso de los espacios métricos, en donde hacen mencion de algunos conceptos que son

de suma importancia, como se muestra a continuacion:
Definicion 2.3.1. Espacio métrico

Un conjunto X esta dotado de una distancia 0 métrica d, si d es una funcién sobre X x X que

toma valores en los nimeros reales positivos y satisface: para x, y, ze X tenemos:

(i) positividad: paracada x,y € X, esd(x,y) = 0.

(i) propiedad idéntica: dados x,y € X, d(x,y) = 0 si y solo si x=y.

(ili)  simetria: paracada x,y € X, d(x,y) = d(y, x)

(iv)  desigualdad triangular: para cada x, y, ze X, d(x,z) < d(x,y) + d(y, z)

la expresion d(x,y) se lee como distnacia de x a 'y, y el par (X,d) se denomina espacio

métrico.
Definicién 2.3.2. Topologia inducida

El conjunto 7 4 := T(x,d) := {U < X : U es abierto} se llama topologia de (X,d), o

topologia en X inducida por la mérica d.

Definicidn 2.3.3 Base de una topologia

10



Sea (X, d) un espacio métrico. Una familia c t, se llama base para la topolog'ia T 4, Si

todo elemento de T 4 es uni“on de elementos de B.
Definicion 2.3.4. Isometrias

Sean (X, d) e (Y, p) espacios metricos. Una isometria entre (X, d) e (Y, p) es una aplicacion

biyectiva f : (X,d) — (Y, p) que preserva la distancia, es decir, para cada a, b € X, se
tieneque: d(a,b) = p(f(a), f(D)).

Definicion 2.3.5. Homeomorfismos: Una funcion h: X — Y se llama homeomorfismo

(entre dos espacios métricos ((X,d) (Y, p)) si cumple:

Q) h es biyeccion
(i) hescontinua

(iii) A~ escontinua
Definicion 2.3.6. Didmetro

Sea (X,d) y A c X.El diametro de A es : diam(A) =sup{ d(X,y) : X, y € A} si este supremo

existe y es infinito.
Definicion 2.3.7. Conjunto denso

Un conjunto D < X se llama denso en X si todo conjunto abierto no vacio de X contiene

un elemento de D, es decir D = X
Definicidn 2.3.8. Conjunto separable:
Sea (X, d) un espacio métrico.X es separable si contiene un subconjunto denso y numerable.

[2] Macho, M. (2002). Topologia General. Y [4] Martinez, J. (2011). Producto de espacios
de lindelof.Consideramos este libro y tesis para el desarrollo de la investigacién ya que en

11



ello realiza un estudio exhaustivo de los espacios topoldgicos y espacios de Lindelof, en él
se trabajan algunas definiciones basicas que pueden ser:

Definicion 2.3.9. Conjunto segundo numerable
Sea (X, d) un espacio métrico. X es segundo numerable si tiene una base numerable.
Definicion 2.3.10. Conjunto Lindelof:

Sea (X, d) un espacio métrico. X es de Lindelof si toda cubierta abierta de X tiene una

subcubierta numerable
Definicion 2.3.11. Conjuntos cerrabiertos

Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto Ac X es CA O cerrabierto si es

cerrado y abierto
Definicion 2.3.12. Cero dimensional:

Dado un espacio métrico (X, d). Diremos que (X, d) es cero dimensional si paracadax € X

y cadar > 0, existe un conjunto CA,U,talquex € U < B(x,r).
Definicion 2.3.13. Dimensién de cubierta cero:

Dado un espacio métrico (X, d). Diremos que (X, d): Tiene dimension de cubierta cero si
para cada cubierta abierta U de X, existe una cubierta abierta, ajena dos a dos, I/, de X tal que

Vrefinaa U
Definicién 2.3.14. Dimension. Ultramétricas

Una métrica ¢ en un conjunto X se llama una ultramétrica (o0 una métrica no Arquimediana)

en X, si ¢ satisface:

e ¢(x,z) < max{¢p (x,y),¢ (y,2)}; paratodox,y,z € X

12



[3] Salgado, E. (2016). Aplicaciones del Teorema de Categoria de Baire

Consideramos esta tesis en el trabajo de investigacion ya que en el se desarrolla un estudio

detallado del espacio de Baire en sus diferentes versiones
Definicion 2.3.15. Espacios de Baire

Un espacio topoldégico es llamado unespacio de Bairesi launion numerable de

cualquier coleccién de conjuntos cerrados con interior vacio tiene un interior vacio.
Caracterizaciones:

« Toda interseccion de conjuntos abiertos densos es densa.
o Elinterior de cada unién de un namero enumerable de conjuntos esparcidos es vacia.
o Siempre que la unién de un nimero enumerable de conjuntos cerrados de X tiene un

punto interior, uno de los subconjuntos cerrados debe tener un punto interior.
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CAPITULO Il

HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipotesis

3.1.1. Hipdtesis general:

Si es posible caracterizar el conjunto de los numeros irracionales como espacio topoldgico.

3.3.2. Hipotesis Especificas:

- Si es posible caracterizar al conjunto de los numeros irracionales a través de fracciones

continuas.

- Si existen espacios topoldgicos homeoformos al conjunto de los nimeros irracionales.

3.2. Operacionalizacion de las variables

VARIABLES

DIMENSIONES

INDICADORES

Los irracionales como

espacios topologicos

El conjunto de los

ndmeros irracionales

- Caracterizacion a través de

fracciones continuas

- Algunas propiedades de los

numeros irracionales

Espacios topoldgicos

- caracterizacion de los espacios

ultrametricos.

- Algunas propiedades
topoldgicas del espacio de

Baire
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CAPITULO IV
METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

4.1. Tipo y disefio de la Investigacion

Segun Valderrama (2013), la presente investigacién es de tipo Basica, Pura o fundamental
porque esta destinada a aportar un cuerpo organizado de conocimientos cientificos a la linea
de Analisis Funcional y la Teoria de NUmeros; y no produce necesariamente resultados de
utilidad practica inmediata.La presente investigacion estd enmarcada en el &mbito de las
ciencias formales por lo que segin Klimovsky (2001), se utilizard el método deductivo-
analitico que permitira estudiar los nameros irracionales bajo un enfoque topolégico de
manera clara y precisa. Asi mismo posee un disefio no experimental, pues es complicado
manipular las variables que presenta, como lo sefiala Merterns (2005). Segun la clasificacion
de Eli de Gortari se utilizaran demostraciones directas e indirecta o por reduccidn al absurdo,
pues el partir de axiomas y definiciones nos permitird establecer la la caracterizacion del
conjunto de los nimeros irracionales de una manera clara y precisa, para gque sirva de

motivacion en la investigacion de la linea de Anélisis Funcional y la Teoria de NUmeros .

En el presente trabajo de investigacion esta estructurado de la siguiente forma: en el primer
lugar ,se caracterizara los nUmeros irracionales a través de fracciones continuas: Cualquier
namero irracional puede representarse como una fraccion continua infinita. Precisamente por

medio de las fracciones continuas se obtienen

aproximaciones muy buenas a cualquier numero irracional y a lo largo de la historia de la

matematica se han usado en topologia para estudiar los nimeros irracionales.

En el segundo lugar se estudia algunas propiedades de los nimeros irracionales como la

separabilidad, segundo numerable y Lindelof.
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Finalmente definimos ultrametricas mostrando algunos ejemplos que inducen la topologia
usual, espacios de Baire y establecemos homeomorfos a él, que nos servira para demostrar
que el espacio de Baire es homeomorfo al conjunto de los nimeros irracionales, donde se

determina una ultramétrica que induce la topologia usual de los irracionales.
4.2. Poblacion y muestra

La abstraccién del trabajo nos indica que no existe poblacion que estudiar, sin embargo,
nuestro estudio se desarrolla en caracterizar el conjunto de los nimeros irracionales como

espacio topoldgico.

4.3. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion
documental

Para la realizacion de la tesis se utilizo la técnica documental a través de la revision de
bibliografia especializada y bases de datos bibliograficas obtenida en el repositorio las
siguientes universidades: Universidad Auténoma de Puebla (México), Universidad de

Murcia (Espafa) y Universidad del Pais Vasco.

4.4. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion de

campo

Debido a la abstraccion de la tesis, no se necesitd mas procedimientos de recoleccion de datos
que la revision de bibliografia en libros y articulos,utilizando la técnica de lectura analitica,
que consiste en leer el texto en forma pausada, reflexiva y minuciosa, con el propdsito de

comprender e interpretar los resultados encontrados.
4.4. Analisis y procesamiento de datos

Por la caracteristica del trabajo no se realizo ningun analisis estadistico.
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CAPITULO V
RESULTADOS

5.1. Resultados de Fracciones Continuas

Las fracciones continuas es uno de los temas mas antiguos e interesantes de la Teoria de
Numeros su origen se remonta a la antigua Grecia.Especialmente tiene sus primeros
antecedentes en los trabajps de Euclides, que estudio por primera vez este tipo particular de
fracciones en sus libros VI1'y VIII de los Elementos.

El algoritmo de Euclides,Desarrollado en los Elementos, para hallar el maximo comun
divisor entre dos nimeros enteros, es un método que permite encontrar la fraccion continua
de un numero racional. Este algoritmo se presenta en el libro VII de los elementos a través

de algunas proposiciones.ver [1] y [2]
Los procesos que aparecen en esas proposiciones se interpretan de la siguiente manera:
Dados dos numeros cualesquiera a,b positivos:
cona> b existe p, € Z* y r, < b, entero no negativo, tales que:
a=pob+r

De igual forma existe un entero positivo p; y un entero no negativo r; con r; < r, tales

que:
b=pr,+r;
Repitiendo el proceso se tiene:
Tne1 = Pn1ln + Ther cONa =1,y b =1 hastar, =0conn = 1,23, ..

De esta forma el racional ~se puede escribir como una fraccion continua finita de la siguiente

forma:
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Cabe resaltar que este proceso no se presenta de manera explicita en el trabajo de Euclides
sin embargo, constituye el principio rector utilizado a posteriori para establecer la

representacion en fracciones continuas para numeros irracionales.

En la edad moderna los algebraicos italianos, aceptaban como solucién a sus ecuaciones los
irracionales cuadraticos, los cuales se aproximaban a racionales utilizando la representacion
decimal. Estas aproximaciones que en un principio se se calculaban sin reglas generales
tuvieron un gran refinamiento a través de la representacion en fracciones continuas. Los
primeros en implementralos fueron los italianos Pietro Cataldi (1548-1626) y Rafael

Bombelli.

Bombelli acepta las soluciones negativas de ecuaciones y proporciona un algoritmo para
extraer raices cuadradas, el cual es equivalente a su expansion en fracciones continuas; sus
desarrollos se presentan en L’Algebra parte maggiore dell’ aritmetica in tre libri (1572) y en la
segunda edicion denominada L’ Algebra Opera (1579). En particular, Bombelli extrae la raiz cuadrada

de 13, equivalente a la siguiente representacion en fraccion continua:

V13 =3+ 7
6+ ——
6+ -

que en términos modernos se puede obtener de la siguiente manera

r=A-a?>=WA+a)(VA-a)

T
Luego \/Z—a+m—a+ﬁ

El método seguido por Bombelli, para la extraccion de la raiz cuadrada de un nimero A es

el siguiente VA=vVal+r=a+x
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Luego r = 2ax + x?,

rXx

Si se omite x2 se tiene x = — , asi VA = a + —dado que x = — o x% =
2a 2a 2a 2a

r
2a+—

Entonces r=2ax + = (2a +5)x, es decir: x =
2a

Ahora se tiene la siguiente aproximacion

r
Tr
2a+z

\/Z=a+

Si se continda procediendo de la misma manera se obtiene la fraccion continua infinita

\/Z—a+ L
2a+;r
2a+W

Posteriormente la mayor contribucion a las fracciones continuas hasta el siglo XVI1I se debe
a Leonhard Euler. En sus obras, Introduccion al Analisis del Infinito y Sobre Fracciones

Continuas, realiza una sistematizacion de la teoria de las fracciones continuas.
Concretamente Euler establece tres resultados:

1. Cada numero racional se puede representar como una fraccion continua finita.

2. Todo numero irracional se puede representar como una fraccién continua infinita.
3. Una fraccion continua periddica es el cero de una ecuacion cuadratica

Dado que Euler encuentra que cada nimero se puede representar como una fraccion continua,
entonces se tiene que cada numero irracional se puede expresar como el limite de una
sucesion de racionales. Ademas, esta representacion como fraccion continua no solo ofrece

una aproximacion a traves de racionales, sino que ofrece la mejor aproximacion.

La organizcion de estos resultados desde una perspectiva moderna nos permite visualizar una

construccion implicita de R.
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Cabe resaltar que Euler demuestra que las fracciones continuas finitas representan nimeros
racionales y que los nimeros racionales se escriben como fraccionescontinuas finitas, ademas
muestra que los irracionales se presentan como fracciones continuas infinitas. Pero no prueba
que una fraccion continua infinita representa un namero irracional, es decir no prueba la
convergencia de la fraccion continua. Sin embargo se tiene los elementos bésicos para

establecer este resultado.

Finalmente fue el célebre matematico francés Joseph Louis Lagrange quien en 1768
formaliz6 esta teoria en su libro solution d” un probléme d’ arithmétique. Lagrange resolvio

completamente la famosa ecuacion de Fernat.
x? —dy?*=1
para lo cual usé de manera esencial las fracciones continuas.

Definicidn 5.1.1. Una fraccion continua generalizada es una expresion de la forma:

by
a; + b,
daz + as -
.+ bnl;z
an—-1 + 21_11

donde los a; y b;, parai = 1,2, ..., n, son nimeros reales o complejos

Ejemplo 5.1.2. Son fracciones continuas generalizadas las expresiones

W =

Definicién 5.1.3. En el caso particular de las fracciones continuas en donde cada b; = 1, todos
los a; son nimeros enteros y para i > 2 los a; son positivos (a; puede ser negativo o cero)

entonces la fraccion se llamaré fraccion continua simple y se denotara por:
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[ai;az,a3, ...,a,] =a; + I
ay +

Los valores a; se conocen como los términos de la fraccion continua, ademas se dice que la
fraccion continua es finita si la cantidad de términos es finita, en caso contrario, se dice que
la fraccidn continua es infinita y de la misma forma, una fraccion continua simple infinita

se denotara por

1
[al; dp,ds, ..., Ay, ] = a + 1

a3 +-.-

an-1 + an+-

En los siguientes ejemplos, se encuentran las fracciones continuas simples asociadas con los
nameros racionales y el proceso inverso, es decir, dada la fraccion continua se encuentra el

racional gque esta presenta.

Ejemplo 5.1.4. Para encontrar la fraccion racional asociada a la fraccion continua simple
[2;5,2,3].

Basta calcular [2;5,2,3] = 2 + 11 =2+ %
5+E 5+7
3 3

Por lo tanto [2; 5,2,3] = %

- 26 ., f .
Ejemplo 5.1.5. Para expresar -, Como fraccion continua simple.

Se procede de la siguiente forma -g =—-14+—-1+ 2% por lo tanto -g =[-1;2,4,5]

+4+l
5

Teorema 5.1.6. Si x es un nimero racional, x se puede representar como una Unica fraccién

continua simple finita.
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Demostracion. Sea x = Ee Q,q > 0, por el algoritmo de la division existen a,, r; tales que:

p ry
a=a1q+r1=a1+a,dondeO<r1<q

1 .
g = a, + —, de nuevo existen a,, r, tal que :

r1

Iz
r—=a2r1+r2 =a2+r—,d0nde 0<r,<ng
1 1

Sucesivamente se tiene

= a; + L 0<nr<qy0<r,<r

Kol kel

Observamos que se tiene una sucesion de residuos r; decreciente. Luego, por el principio de

buen orden se concluye que este proceso es finito. Por lo tanto:

p
- =a; + T = [ay; 2, a3, ..., Ay
q T

An—-1 + —
Por lo tanto se demostro g = [ay; 2y, a3, ..., Ay

Corolario 5.1.7. Toda fraccién continua simple infinita representa a un numero

irracional.

Demostracion. Dada una fraccién continua simple infinita cualquiera, esta debe
representar a algun namero real x, por el teorema anterior, x no puede ser racional,

por lo que x debe ser un nimero irracional.
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Definicion 5.1.8.

Un numero irracional cuadratico es un numero real que tiene la siguiente forma:
r+svk donderys € Q,s # 0y k € Z*, pero no es un cuadrado perfecto. Es decir
un irracional cuadrético es un nimero irracional que es la solucion de una ecuacion

cuadratica ax?+bx+c=odondea€ Z—{0}, byc € Z

Definicion 5.1.9. Fracciones continuas periddicas

Una fraccion continua periédica es una fraccion continua simple de la forma:
[a;; a2, a3, ..., Ay M]

Donde n y m son enteros conn > 0y m > 1. E periodo es la sucesion de términos
by, b,, ...,b, que se repiten y la longitud del periodo es m. Si n = 0 se dice que la

que la fraccion continua [by, b,, ..., by, ] €s periddica pura.
Nota 5.1.10.

e Las fracciones continuas periodicas difieren de otras fracciones continuas en

que ellas representan irracionales cuadraticos, asi por ejemplo

a) 1+;/1_0 =[1,2,3] b) — 14+v5 _ [4,1] ) V23 = [4,1,3,1,8]

2

e Mostraremos algunas fracciones continuas que se pueden obtener mediante

procesos de algebra elemental
a) Obtener la fraccién continua de V5

Seax=Vb=xrxl=55=xl-4=1x+2)x-2)=1

1
Sx=24+—
2+x
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Sustituyendo la x de la derecha por el valor de x a la izquierda

1 1 . .
Sx=2+——TSx=2+_ ", repitiendo el proceso sucesivamente

2+x 2+x

Setiene V5 =2+ ————
4+

4+
T
4+ =

V5 + 1
3

b) Obtener la fraccidn continua de (seccidn aurea)

Sea xzﬁ;1<:>\/§2=(2x—1)2<:>5= 4x% —4x — 4

(:)xz—x—1=0<:>x(x—1)=1(:>x=1+%
Sustituyendo la x de la derecha por el valor de x a la izquierda

1 .- .
x=1+ 1 repitiendo el proceso sucesivamente
X

p=x=1+ 1+—1=[1,1,...,1,...]=[1_]
1
1+

1+ 2
Teorema 5.1.11.
Toda fraccion continua periddica representa un nimero irracional cuadratico.

Demostracion. Véase [8], pagina 197.

Teorema 5.1.12.

Todo numero irracional cuadratico se puede representar como una fraccién

continua simple infinita peridédica.Demostracion. Véase [8]
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Nota 5.1.13. Note que este teorema es el reciproco del teorema 5.5.11. y ambos resultados
nos permite concluir que los irracionales cuadraticos son los Unicos reales que poseen

representacion en forma de fraccion continua periddica.

Recordemos que los los a;, en la descomposicion de una fraccion continua simple son
ndmeros enteros positivos. ¢ Entoces podremos representar una fraccion continua infinita,
como el limite de una fraccion continua finita.?

Esto es [ag;ay, ..., Ay, ... ] = lim[ag;ay, ..., a,]
n—-o0o

Este resultado no es imnediato por eso definiremos las n-ésimas convergentes de una

fraccion continua simple y algunas proposiciones que se muestran a continuacion.

Definicién 5.1.14. Convergentes n-ésimas. Para cada n, el nimero racional generado por

la expansion de [aq; ay, ..., a,]. Asi pues tenemos

v |
[a;]=a; = 1

1 azapaitasz+a;
aq;a,, az| =aq + =
[ 1,92 3] 1 32+% aza;+1
En general se tiene [a;ay, ..., ay] = Z—" =c,, Vn €N, conp, yq, € Z/mcd(p,, q,) =1
n

Entonces p,, Y g,, se llaman las convergentes n-ésimas de la fraccion continua dada. Es
claro que tanto p,, como g,, son polinomios que dependen de a;; a,, ..., a,. Tenemos

entonces las siguientes expresiones para estos polinomios

p1=a;, pz=aza;+1, p3=azaa; +az+ay,

q1 = 1, q; = a3, (3 = asa; + 1,
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17 70

Ejemplo 5.1.15.
Calcular las cuatro primeras corvengentes de la fraccion continua infinita [ 43,2 ].
r _ 30

4, c;=[43]=4+;, cz=[432]=4

Por definicién ¢; =[4]
1

ca=[4323]=4+
2

=

+
W]k

Por udltimo

Pn "es el n-ésimo convergente de la fraccién continua
n

Proposicién 5.1.16. Sic,
,Qp, .- ]. YN = 3 se cumple:
()

simple [ay; ay, ..
pn = anpn—l + pn_z T
IR ()

qTL = anqn_1 + qn_z TTRITRILE]

Demostracion. Usaremos inducion sobre n.
Para n = 3 es valido, pues de la misma deficion c5 verifica las ecuaciones a y

[}
Supongamos que las ecuaciones a y 6 son validas para n

Se debe probar que las ecuaciones a y 6 son vélidas para n + 1, entonces
w
An+1

°
Cn+1 = [al; Az, ., Ay, an+1] = [al; Ay, ..., Ap—1,0p +

-1+ -
) Pn-1¥Pn-2  q, 1appp_1+Pn-1+ Gni1 Pn—2
an+1Anqn + qn-1+ Ant+1qn—2

an +
PorH.I  cpyq =2 = ( S
an ( n m) qn-1t qn-2
Por H.I Cpa1 = Dn — An+1(Pn— Pn-2)+ Pn-1 + An+1 Pn—2 — an+1Pnt Pn-1
dn an+1(@n—9qn-2) + dn-1+ An+1qn-2 An+1q9nt dn-1
. Por lo tanto las formulas « y 6 son validas vn > 3.

An+1Pnt Pn-1

Entonces c41 = An+1qn+ dn-1
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Proposiciéon 5.1.17. Sic, = Z—", es el n-ésimo convergente de la fraccién continua
n

simple [ay;ay, ..., Ay, ... ]. YN =1 se cumple:
Pn Qno1— Pno1qn = (D™ (8)
Demostracion. Por el método de induccion:

e Paran =2 esvalido, pues de la definicién de fracciones continuas cumple la

desigualdad.
e Supongamos que la proposicion es valida para n
e Ahora veamos si la proposicion se verifica para n+1; asi:
Pn+1 Gn — Pndn+1 = (An+1Pn + Pr-1) Gn = Pn(@n+1qn + qn-1), pOrs.1.16

= Ap4+1Pn9n + Pn-19n — Pn+19n — Pn9n-1

H.I
= —(Pn Gn-1 — Pn-1qn) = (=)™, por lo tanto el resultado es valido Vn > 2

Si en la ecuacion (&), dividimos ambos miembros entre gq,, q,,—, obtenemos.
Proposicién 5.1.18. Paratodon > 1 se tiene

Pn _ Pnoa _ (DT

dn dn-1 dndn-1

Proposicion 5.1.19. Paratodon > 1 se tiene
Pnln-2 — Pn—2qn = (—D"a,
Demostracién. Por proposicion 5.1.16 se tiene:

Pndn-2 — Pn-29n = (anpn—l + pn—Z)Qn—Z - pn—z(anQn—l + Qn—z)
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por (&)
= an(pn—l%l—z - pn—zqn—l) = (_1)71 an

Corolario5.1.20. La subsucesion de los convergentes de indice par de toda fraccion
continua simple infinita es decreciente, mientras que la subsucesion de los
convergentes de indice impar es creciente. Ademas, todo convergente impar es

menor que todo convergente par.

Demostracion. Dado que a,, g, Y gn—» SON positivos, de la proposicion 5.1.19. se

tiene que 22 — P22 < 0 sines pary Z—" — % > 0 sin esimpar. Por otro lado, para
n 2

dn Adn-2

sy t nUmeros enteros positivos cualesquiera:

e Sis < t,setiene que c,s > ¢, pues es decreciente para los pares. Ademas,
se sabe que ¢, > C¢—1, COn lo cual ¢y > cypq

e Sis>t, setiene que c,5_1 > Cy:—q, PUES €S creciente para los impares.
Ademas, se sabe que c,g > c,_1, con lo cual ¢4 > cyp_q

e Sis = t,esclaroque cy,g > ¢y

con lo que c,5 > c,;—;€n cualquier caso y con ello todo convergente impar es menor que

todo convergente par.
Teorema 5.1.20. Toda fraccidn continua simple es convergente a un niamero real.

Demostracion.

Seax = [ay;ay,..]yparan = 1sea x, = [a;ay, ...a,] = Z—", por definicion 5.1.14

Probaremos que la sucesion x, converge a un limite [
De la proposicion 5.1.19. se obtiene:

Pn _ Pn-2 _ (_1)nan

dn dn-2
De donde;  sin es par = Py Pz vy §inesimpar = P Prz
dn dn-2 Adn Adn-2
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Por lo tanto la subsucesion { x,, } es creciente y la subsucesion { x,,,_, } s

decreciente.
Por la proposicion 5.1.18. se deduce x,, — X1 <0 © x5, < Xon_q
Como { x,, } es creciente y { x,,,_1 } €S decreciente se obtiene
Xy < Xop < Xopo1 < X1,.Vn =1
Por lo tanto { x,,, } €s mon6toma creciente y acotada, luego es convergente

Digamos lim x,, =

n—-oo

Anélogamnete { x,,_, } €s momotoma decreciente acotada y por lo tanto

convergente es decir lim x,,_; = [,
n—-o0o

para demostrar que la sucesion { x, } es convergente solo basta ver que sea de Cauchy.

por 5.1.18. ) )
Nos planteamos | x, — Xp_q | = | Z—"—M | = <1
n

dn-1 dndn-1 n?

Por lo tanto la sucesion { x, } es de Cauchy entonces la sucesion es convergente a un

limite [, y toda subsucesion converge al mismo limite.

Esdecir: I, =1,=101=lim x, =1.
n—->oo
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5.2.Resultados de espacios topologicos inducidos por una métrica.

En esta seccion describiremos algunas nociones elementales de espacios topoldgicos
inducidos por una métrica. Estudiando algunas propiedades que tiene en comun el conjunto
de los nimeros irracionales con el conjunto de los numeros reales, desde un punto de vista
topoldgico. Finalmente mostraremos que los espacios cero dimensionales y de dimension de

cubiera cero son equivalenetes en espacios métricos separables.

Definicion 5.2.1. Espacios Métricos

Los espacios métricos son conjuntos particulares de los espacios topoldgicos. Estos espacios
fueron introducidos por M. Fréchet en 1906, constituyendo uno de los pasos desicivos en la
creacion de la topologia general. Se trataba de definir el concepto de distancia de la manera
mas general posible para objetos matematicos de naturaleza no especifica (puntos en curvas
o funciones) con tan pocas condiciones. Fréchet pudo introducir de nuevo todas las nociones
topoldgicas introducidas hasta ese entonces, es decir, limites,continuidad, vecindades para

un punto, conjuntos abiertos, compacidad, conexidad, etc.

Un conjunto X # @, donde se define la funcion d: X x X - R,y que verifican las

siguientes propiedades:

(i) Positividad: d(x,y) =0,Vx,y €X

(if) Propiedad idéntica: d(x,y) =0 siysolossi x =y, Vx,y €X
(iii) Simetria: d(x,y) =d(x,y), Vx,y € X

(iv) Desigualdad Triangular: d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), Vx,y,z € X
Entoces el par (X, d) se llama Espacio Métrico.

Sobre un mismo conjunto pueden definirse distintas métricas, que dan lugar a diferentes

espacios métricos, como se muestra en los siguientes ejemplos.
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Ejemplos 5.2.2. A continuacion damos una breve lista de espacios métricos

e El par (R,d,) donde d, es la funcion distancia usual, definida por d, = |x — y|.
Este es el ejemplo méas importante de espacio métrico y, salvo indicacién en contrario,

consideraremos a IR provisto de esta estructura de espacio métrico.

e Elpar (X,dg) donde dg;s €S la métrica discreta sobre X definida por:

0 si x=
=1 § 52

1 si x+y

e Si X es un espacio métrico, entonces tambien lo es cada subconjunto Y de X, con la
métrica inducida. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio métrico de X.

Por ejemplo, (1,d,,) / d,:Ix 1 — R, es un subespacio de (R, d,,)
Definicidon 5.2.3. Sea (X, d) un espacio métrico entonces:
a) Se llama vecindad basica o bola abierta centradaen x e X y radio r > 0 al conjunto
B(x,r) ={yeX:d(x,y) <r}

b) Un conjunto U c X se llama abierto si U es union de vecindades basicas, es decir

VxeU, 3r=r(x) >0 tal que B(x,r) c U
c) Unconjunto H c X, se llama cerrado en X, si X/H es abierto en X

d) Decimos que un conjunto B c X es cerrabierto si es cerrado y abierto en X, y lo

denotaremos por CA.

e) Elconjunto ty; ={U c X : U es abierto} se llama topologia de (X, d) o topologia en

X inducida por la métrica d.

f) Una familia g c 7, se llama base para la topologia 4, si todo elemento de 7, es la union
de elementos de B. Es decir para todo x € X y para toda vecindad U de X existe B € B tal que
xeB cU.
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Proposicion 5.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico entonces el conjunto:
B ={B(x,r):x€eX,r > 0} es base para una topologia en X.

Demostracion. Sean B(x,8)y B(y,@) dos vecindades cualesquiera, encontremos una

vecindad que esta en la intersecion. Sea p € X tomando un k < m, donde
m =min{§ —d(p,y), ¢ —d(p,x)}.
Por lo tanto B(p, k) € B(x,6) N B(y, p).

Mostraremos algunos ejemplos de conjuntos abiertos, cerrados, cerrabiertos y bases como

se muestra a continuacion
Ejemplos 5.2.5.

e En R, larecta real, la vecindad bésica B(x, ) es el intervalo abierto |x — r,x + r|[.
un conjunto cerradoen Res: [x —r,x +r] porque ] — o, x —r[ U | x + 1, +oof

es abiertoen R
e En (X,d), los Unicos conjuntos abiertos y cerrados (CA) son: @y X
e Sea (X,dgis), todo B © X es CAy una base para latopologiat,; es B = {{x}:x € X}

e En R con latopologia inducida por la métrica usual, una base para este conjunto esta
dado por p={labl:a<babeR}

Sin embargo no es base el siguiente conjunto 8 ={]—a,a[:a > 0} ya que el
intervalo ]0,1[ es un abierto y no puede ser escrito como union de intervalos de tipo

l-aal

Proposicion 5.2.6. Sea (X,d) un espacio métrico. Si E ¢ X y D < X son dos conjuntos
abierto y cerrado en X respectivamente, entonces E/D y D/E son conjuntos abierto y cerrado

respectivamente en X.
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Demostracién. Hipotesis el conjunto E es abierto y el conjunto D es cerrado. Veamos que
E \ D es un conjunto abierto. Notemos que E \ D = E n X\ D por hipétesis D es es cerrado
= X \ D es abierto, luego E \ D = E n X\ D es abierto por ser intersecion de conjuntos
abiertos por lo tanto E \ D es abierto en X. Analogamente se prueba que D \ E es un conjunto

cerrado en X.

Definicién 5.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Si E < X se puede definir la misma métrica
restrinigida en ExE que lo denotamos por (E, d|g ) que esun espacio métricoy se llama

subespacio métrico de (X, d).
Observacion 5.2.8.

e SiE c Xelconjunto Bg(e,r),tal que e € E y r > 0 denota una vecindad basica en
el espacio (E, d|gxg) Y Bx(e,r) denota la vecindad béasica en X. Entonces
Bg(e,v) = Bx(e,r)NE. Por lo tanto un conjunto A c E es abierto en
(E, d|gxg) © 3U c X tal que A= UnE. Analogamente se cumple para un

conunto cerrado en E.

e Si B es una base para la topologia 7, de X, entonces B |r ={BNE:Bef }esuna

base para la topologia 7 4,

En el espacio métrico (R,d,) se pueden definir los siguientes subespacios métricos
(Q dyloxg)y (I,dylrx1), €n ambos conjuntos existen muchos conjuntos cerrados

(abiertos) en Q o I sin ser cerrados (abiertos)en R, como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.29.Sia,beQcona<b = D = (a,b) N T es CAen I pero no es ni abierto

ni cerrado en R.

Veamos que D es CA en 1. Notemos que los conjuntos (a,b) y [a,b] son abiertos y cerrados
enR. =D =(a,b)Nn I=[ab]n I esabiertoy cerrado en en I, ya que I es abierto y

cerrado por lo tanto la interseccidon de dos abiertos (cerrados) es un abierto (cerrado).

veamos que D no es abierto en R. Fijemos x € D; supongamos que D fuera abierto en R,
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=3I(y—-ry+r)/xe(y—r,y+r)cDperodalmenosungeQ/q e(y—r,y+r)

= (y—r,y+ 1) & D por lo tanto D no es abierto en R.

veamos que D no es cerrado en R. Supongamos que D es cerrado en R.

= R\D = R\[(a,b) n I] = [R\(a,b)] U Q, es abierto en R

Fijemos r > 0/(a—r1,a+ 1) c[R\(a,b)]UQ y (a,a+ 1)  (a,b).

Sixelconxe(a,a+r) = xe[R\(a,b)]UQ yxe(ab)n Ilocual esimposible por

lo tanto D no es cerrado en R.

Definicién 5.2.10. Sea (W, d) un espacio métrico entonces:

Un conjunto F c W se llama denso en W si F = W. Observemos que, utilizando
la caracterizacion de la cerradura en términos de abiertos, se tiene que F es

denso si, y solo si, todo abierto no vacio de W intersecta a F.
W es separable (6 de Fréchet) si W tiene un conjunto denso numerable.
W es segundo numerable si tiene alguna base de abiertos numerable.

W es de Lindelof si toda cubierta abierta de W tiene una subcubierta numerable.

Ejemplos 5.2.11.

El conjunto de los numeros Q y I son subconjuntos densos en R ya que para

todo abieto H c R setiene QN R=@ yINn R# 0

El conjunto de los numeros reales R con la topologia usual es separable ya que tiene
como conjuntos densos a los nimeros Q y 1.

En (R, d,) la base formada por todos los intervalos abiertos no es enumerable, pero de ella
podemos extraer la subfamilia enumerable g ={(a,b): a,be Q} que es una base

numerable ya que su cardinal es el mismo de Q x @, por lo tanto R es segundo numerable.
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e Porobservacion5.2.8. lafamilia g ={(a,b)N1: a,b e Q a < b}esunabase numerable
para la la topologia inducida por el espacio métrico (I, d,|; 1), por lo tanto I es segundo
numerable.

Veamos que es una base, dadoun x el y B(x,y) c 1
= B = B(x,y) N1, esun conjunto abierto ya que B(x,y) y I son abiertos .
=>B=B(x,y)nl=(y—r.y+r)nI, pordensidad de Q, en R, existen p y q tal que
Sy—r<p<x<q<y+r,
= H = (p,q) N Iporejemplo 5.2.9.es CA vy esta conbtenido en B
Por lo tanto hemos demostrado que existe un conjunto H (CA) contenido en un abierto B
cualesquiera

Veamos que B ={(a,b)NI: a,beQa < b}esnumerable, paraie Q

Spi={@hnl:beq i<n}=p=|](piie@)

por lo que 5 es unién de conjuntos numerables. Por lo tanto hemos demostrado que 8 es una base

numerable la topologia inducida por el espacio métrico (I, dy |y x1)-

Lema 5.2.12. Sea (X, d) un espacio métricoy H < X un conjunto denso numerable,
=B ={B (p, %) : p e H,neN}esunabase numerable para la topologia 7.

Demostracion. Primero demostraremos que S es una base , es decir, para todo abierto A de

X existe BepB tal quee B c A. Sea A un conjunto abierto en X y xed =

Ir > 0/B(x,r) < A. Tomemosunn e N /% < g Como B (x, %) es un conjunto abierto y

como xe H=3peHnN B(x, ) = d(x,p) <% por lo que x e B (p%) Por otro lado

1
n
1 . 1
p € H de donde B(x,;)eﬁ. Solo faltaria demostrar que B(x,;) c A. Veamos, sea
z€eB (x, %) = d(z,p) < % por desigualdad triangular d(z,x) < d(z,p) + d(p,x) < % +
% < £+£=> d(z,x) <r = zeB(x,7) C A. Por lo tanto se deduce que z ¢ B (x%) c

B(x,r) c A. Esto demuestra que § es una base para la topologia 7, en X. Ahora

35



demostremos que S es numerable. Veamos, paracadaie H = f; = {B (i, i) :meN } =

B =U{B;:ieH} porlo que B es union de conjuntos numerables. Por lo tanto hemos

demostrado que S es una base numerable para 7.
Proposicion 5.2.13. Un espacio métrico es separable si y solo si es segundo numerable

Demostracién. Por lema Lema 5.2.12. se cumple que si un espacio métrico es separable
entonces es segundo numerable. Faltaria demostrar la suficiencia, tenemos que (X, d) es
segundo numerable entonces tiene una base numerable 8 = { B; : i € N} para la topologia
74. Fijemos x,, € 3, paracadan € N consideremos el conjunto numerable D = { x,, : n € N}.
Veamos que D es denso. Sean xeXy A un conjunto abierto para el cual
x€eAIxeN/xe B,c A= 3Ix, € B, A, como x, eD = DnNA=+@. Por lo tanto

hemos demostrado X es separable.m

Observacion 5.2.14. Por la proposicién 5.2.12 se concluye que I es separable y segundo
numerable, estas propiedades son comunes al conjunto de los numeros reales. El estudio de
los nimeros irracionales implica la consideracion de espacios que son idénticos en el sentido
topoldgico al espacio de los nimeros irracionales. Para ello Recordamos el concepto basico

de homeomorfismo, que es la nocion precisa de idéntico en el sentido topologico.

Definicién 5.2.15. Dados dos espacios métricos (M,d) y (N,¢) decimos que M es
homeomorfo a N 0 que M es topoldgicamente equivalente a N si existe una funcion f de

M en N que cumple:

e fesuna biyeccion.
e f escontinua

e Lainversade fes continua

Ejemplo 5.2.16. El tamafio es subjetivo no interesa en topologia, por ejemplo el intervalo

(—1,1) y R, cada uno con la topologia usual, son homeomorfos mediante f : R - (—1,1)
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x
1+ x|’

definida como f(x) = la cual es un homeomorfismo. Donde f~1:(—1, 1) — R definida

x
1-|x|°

como f71(x) =

El homeomorfismo f no es tan solo una relacion biunivoca entre los elementos de los
espacios, sino que tambien lo es entre los elementos abiertos de las topologias respectivas.
Por tanto, cualquier propiedad sobre un espacio que se exprese solo en términos de conjuntos
abiertos, junto con las relaciones y operaciones entre estos, es cierta para (M, d) si y solo si
lo es para (N,¢). Dichas propiedads se Ilaman invariantes bajo homeomorfismos o
invariantes topoldgicos. Hablando intuitivamente, una propiedad que puede establecerse en
términos de conjuntos abiertos, sin mencionar la métrica, es un invariante topoldgico. Dos
invariantes topoldgicos son: la separabilidad, numerabilidad y la compacidad. Un ejemplo de
una propiedad que no es un invariante topologico es la acotacion, pues (—1,1) y R son

homeomorfos, pero sélo uno es acotado.

Definicidn 5.2.17. Se dice que una coleccion de subconjuntos A de un conjunto X es un
recubrimiento, cubrimiento o cubierta de X, si y solo si: la union de los elementos de la
coleccién de A es igual a X. El calificativo del recubrimiento hereda en general los
calificativos topologicos o métricos que se asumen para los elementos de la coleccion que
constituyen el recubrimiento. Asi por ejemplo: un recubrimiento abierto esta formado por
una coleccion de conjuntos abiertos. Un recubrimiento cerrado esta formado por una
coleccién de conjuntos cerrados; y de forma andloga para otras propiedades como:

compacto, convexo, conexo, etc.
Definicion 5.2.18. Sean (X, d) un espacio métricoy U,V dos familias de subconjuntos de X.

e Decimos que V refinaa U (o que V es un refinamiento de U) si para cada Ve V existe

Ue U tal que V< U y cubre el mismo conjunto que U, es decir, U V= U U

e Decimos que V es un refinamiento abierto de U si V es refinamiento de U y para cada

VV enV, V es un conjunto abierto de X.
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e Una familia U se llama ajena dos a dos, si paracada Uy U'e U, con U # U’', se
tiecneUnU" = ¢4

Ejemplos 5.2.19. La familia U = {(n,n+ 1) n [: nes entero} es un ejemplo de una

cubierta de conjuntos CA, ajena dos a dos, de los nimeros irracionales.

En efecto, por el ejemplo 5.2.9. (a,b) n I tal que a,b e Q es un conjunto CA en I puesto
que Z c Q esclaro que (n,n+ 1) n I es CA para toda n € Z. Ademas dichos conjuntos son

disjuntos dos a dos por la misma construcién .Veamos que U U = .
[2] Fijemos ¢ U U ,existeneZ, talquexe (n,n+1) n = xel.

[2] Seaxelytomemosn = sup{meZ :m<x} = max{meZ: m <x}.m

La familia v :{(g,”T“) n I :nesun entero } es un ejemplo de una cubierta de conjuntos

CA ajena dos a dos tal que V refinaa U.

Definicion 5.2.20. Dado un espacio métrico (X, d). Diremos que (X, d):

e Es cero dimensional si y solo si su topologia, tiene una base formada por conjuntos
CA, esdecirV x e X, 3r > 0, existe un conjunto U (CA) tal que x e U cB(x, ).
e Tiene dimension de cubierta cero si para cada cubierta abierta U de X, existe una

cubierta, ajena dos a dos, V, de X tal que V refinaa U.

Proposicion 5.2.21. Todo espacio métrico (X,d) con dimension de cubierta cero es cero

dimensional.

Demostracion: Fijemos x,eX yr > 0. Consideremos la cubierta abierta U =

{B(x, g): x € X } de X; por hipotesis existe una cubierta abierta V de X, ajena dos a dos, que

refinaaU. Como X = |J V existe Voe V tal que x, € 1/,

VeV
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Ademaés existe x; e X para el cual x5 e Vy < B(xl,g), puesto que V refina a U. Como x; €

r : :
B(xl,g), entonces d(xg,x;) < > Afirmamos que B(xl,g), < B(x,,r); en efecto, si ye

rr
B(xl,g) entonces d(xq,y) <d(xg,x1) + d(xg,y) < §+E=r,de donde y € B(x,,r); por
consiguiente B(xl,g), ) < B(x,,6); Por lo que x, € Vy < B(x, 7).

Solo falta ver que Vo es cerrado. Notemos X\ V, = |J V es un abierto en X entonces V, es

Vev\{b}
cerrado. Hemos demostrado que todo espacio con dimension de cubierta cero es cero

dimensional.
Observacion 5.2.22.

Por el ultimo inciso del ejemplo 5.2.11. los nimeros irracionales y racionales con su métrica
usual, son ceros adimensionales. Ya que B; ={(a,b)NI: a,beQ,a < b} es una base
numerable paraly B, = {(a,b) N Q : a,b e 1 a < b} es una base numerable para Q. Por lo tanto se
concluye que los Ty @ son cero dimensionales, Segundo numerable y separable por proposicion

5.2.13.

Proposicion 5.2.23. Sean (X,d) un espacio métrico, Y € X. Si X es separable = Y es

separable.

Demostracion: Si X es separable, por proposicién 5.2.13, es segundo numerable. Sean B
={B,: n e N} base numerable para la topologia r,. Afirmamos que la familiag’ ={B, NY :
B, € B } es base numerable para una topologiaen Y. Fijemos yeY y A = U n'Y un conjunto
abiertoen Y conyeA, como U es un conjunto abierto en X, existe un B,, € B tal quey e Bn
U, porloquey e B, NY < A. Esto demuestra que 5’ es una base numerable para Y, asi Y es

segundo numerable por proposicién 5.2.13 Y es separable.m
Proposicion 5.2.24. Si un espacio topoldgico X es segundo numerable < X es Lindelof.

Demostracion. ver [6]
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Proposicion 5.2.25. Si (X, d) es segundo numerable, entonces toda base para la 7, del espacio

X. contiene un subconjunto numerable que tambien es base para ;.

Demostracion. Sea g ={B; : i € L } una base numerable para la z,. Parai  IL definimos g, =
{Uep:Uc B;}Como B es una base, tenemos que U; .. B; = B;. Como X es segundo
numerable, por proposicion 5.2.13 y 5.2.23, cada subespacio B; es segundo numerable; por
proposicion 5.2.24, X es Lindelof. Entonces la cubierta abierta 8, de B; contiene una
subcubierta numerable g . Afirmacion la familia g, = U;er Bos: €s numerable y es una
base para 7, de X . En efecto fijemos x € X y A un abierto en X con x € A; entonces existe
iel tal que xe B; < A. Luego existe By; €By; / xX€By SB SCA=
BoieB,y xeBy; €A Porloque S, es una base para 7, de X y es numerable por ser

unién numerable de conjuntos numerables. m

Lema 5.2.26. Todo espacio métrico (X, d) cero dimensional y separable tiene una base de
conjuntos CA para la topologia z; de X. En particular I tiene tal base donde la base se muestra

en el ultimo inciso del ejemplo 5.2.11.

Demostracién. Como la topologia 7, de (X, d) tiene una base g formada por conjuntos

CA entonces existe 5’ < g numerable tal que ' también es base para z,; de (X, d).

Teorema 5.2.27. Si (X,d) es un espacio métrico separable, entonces (X,d) es cero
dimensional < (X, d) tiene dimension de cubierta cero. En particular I tiene dimension de

cubierta cero.

Demostracion: Por la proposicion 5.2.21. so6lo resta demostrar que si (X,d) es cero
dimensional y separable, entonces tiene dimension de cubierta cero. Por lema 5.2.26. X tiene

una base numerable B de conjuntos CA. Sean U una cubierta abierta de X y
W ={Bep: BcUparaunUeU}

Puesto que W es numerable ya que W = { B, : ne L} = W es un refinamiento abierto de
‘U, pero no es necesariamente ajena dos a dos. Definimos una sucesion de conjuntos abiertos

por induccion. Fijemos V, = By, y paran >1V,=B,\ ,_ ZBL- AfirmamosqueV = {I}, : ne L}
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es una familia, ajena dos a dos, de conjuntos abiertos (y cerrados), cada uno de los cuales
esta contenido en algun elemento de U. Para completar la demostracion necesitamos ver que
PV cubre a X, en efecto para cada x € X existe un miinimo ne L tal que x € B, Esto implica
x e V,. Por lo tanto hemos demostrado que U tiene un refinamiento abierto, ajeno dos a dos
y por lo tanto tiene dimensidn de cubierta cero.

Nota 5.2.28. Por observacion 5.2.22 y teorema 5.2.27 concluimos que el conjunto de los
numeros irracionales y el conjunto de los nimeros racionales son cero dimensionales, dimension

de cubierta cero, Segundo numerable, separable y Lindelof.

5.3 RESULTADOS DE ESPACIOS DE BAIRE Y SUCESIONES DE CUBIERTAS
ABIERTAS

Recordemos que las sucesiones estan dadas por : S : N — R/ S(n)=S,.
Sea A#¢ ynelL donde: L=N U{0}, definimos:
At ={S e A"/S = (Swy-»Stn-1)) = Sor++»Sn-1),Sm) €A }

Es decir, el conjunto A" estd formado por todas las sucesiones finitas de A y longitud
n(long(s) =n).
Consideremos algunas notaciones que desarrollaremos en esta seccion.

e Si SeA"yms<n, entonces denotamos S|m= (S, ..., S, )

e Si Syt son sucesiones finitas de A, entonces decimos que S es un segmento inicial

de t'y t es una extensién de S. Si S=t|m para algdn m<long(t)y la denotaremos

por Sct.

e Dos sucesiones finitas son compatibles si una es un segmento inicial de la otra e
incompatible de otro modo y usamos S Lt para indicar que SYt son incompatibles.

e EIl conjunto de todas las sucesiones finitas de A esta denotado por:

A<L — UAn

nelL
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o L- :{f [fiLoLaf=(f, .. f ,..)},esdecir, podemos considerar un punto

n

f € L como una sucesion de enteros no negativos.
Definicion 5.3.1. Sea L- el conjunto de todas las funciones f:L — L, para cada
f ygel-con f =g, K (f,g)=min{neL:f =g,} definimos la siguiente funcioén:

1

¢1(f'g): Kl(f’g)
0 : f=g

Proposicion 5.3.2. La funcién @, es una métrica en L"

Demostracion. Sean f y ge L-
e La positividad y la propiedad idéntica se verifican por definiciobn ya que
¢.(f,9)20y ¢ (f,g)=0,siysélosi, f=g.

1 1

e Simetria, por definicién ¢, (f,g) = =
K (f.9)+1 K9, f

)+1 =a(9.1)
e Desigualdad triangular, para ello demostraremos que:
o (f.0)< max{gol( f,g),(ol(g,h)}
Fijando f y geL".si f=h,f=g 6 g=h, Iadesigualdad se verifica. Supongamos que
fxhy K (f,g)=n, f=2gy K, (f,g)=m, ademasg=hy K,(f,g)=q. Es suficiente

1 1 , 1 1 ) .
demostrar que: — < ——, 60 —— < —— lo que es equivalentementea M <N 0 q<n,
n+1 m+1 n+l1 qg+1

Supongamos que M >n entonces f, =g,, como K, (f,g)=n, setiene que h,=f #0,.Lo

que dirfaque K,(f,g)<n,yaquenesel minimoen L que hace h,#0,. Por lo tanto g<n

Definicion 5.3.3. El espacio métrico G, :(LL : (Pl) se llama espacio de Baire.

Observacion 5.3.4.
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e Paracada ne L, L" denota el conjunto de todas las funcionesde nen L, L"= U L

nelL
representa el conjunto de todas las sucesiones finitas de L .

e Paracada f eL"y meL , usamos lanotacion [ f |m] ={gel": f |mcg}

Lema5.3.5.Sea f Ly r>0.Sir>1, entoncesen G,,B(f,r)=L"
Demostracion. Fijemos f €L" por hipétesis r >1. Veamos que B( f,r)=L"

e B(f,r)cL" inmediato puesto quesi heB( f,r) por definicion se tiene que hel"

e L-cB(f,r),si hel" por definicion @ (f,h)<l<r, entonces heB(f,r). Porlo

tanto, hemos demostrado que si I'>1, entonces B( f,r)=L".

Definicion 5.3.6. Sea G, :(Zx N = {(Z,h)ZZEZ,hE NN}) , donde N" denota al conjunto

de todas las funciones f:N — N . Un punto cualesquiera peG, puede considerarse como

una sucesion (py, ..., Py, ...) / Po€ZLY P, €N para n 1.

Definicion 5.3.7. Sean pyqeG,. Si p#q y si p=(py,--., Pps---) Y
q=(G,...,q,,...), entonces K,(p,q)=min{nelL:p, #q,}. En G, definimos la

siguiente funcion:

1

(/’2(p’q): KZ(D,Q)+1
0 : p=q

, P+#q

Proposicion 5.3.8. La funcion ¢, es una métricaen G,

Demostracion. La demostracion es analoga a la que se realizo en la Proposicion 5.3.2.

Proposicién 5.3.9. Si f :(x,d,)— (y,d,) es una isometria, entonces:
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a) f esinyectiva.
b) f es continua.
c) Sif essobreyectiva, entonces la inversa de f es una isometria.

Demostracion. Ver [2]

Observacion 5.3.10. La proposicion anterior demuestra que toda isometria sobreyectiva es

un homeomorfismo, pero no todo homeomorfismo es una isometria. Por ejemplo, sea

dl(a,b):\/(al—b1)2+(a2—b2)2 y d,(a,b)=|a —b]|+|a,—b,| dos métricas en R? Ia
funcién identidad f:(R®,d,) —(R®,d,) es una isometria, sin embargo, no es una

homeomorfismo.

Teorema 5.3.11. Los espacios G,y G, Son homeomorfos.
Demostracion. Sean f:L—>Zy g:L—>N funciones biyectivas, definimos
y.C, -»C,

h —w(h)=(f(h).a(h).....g(h)....)

Por la proposicion anterior, basta demostrar que y es una isometria sobreyectiva.
Veamos que ¥ es una isometria, fijemos ry lel- conr=1y p =y (r), g=y(I) entonces
v (n)=(f(r).9(r).....9(r,)....)
v ()=(f(1,).9(L).--..9(l,).--)

Si K,=(r,1) =n, tenemos que:
a) Si ny=0— r,=l, seinfiere que f(r,)=f(l,), luegoel K,(p,q)=0.
b) Si m#0—r =l y r,=1,vneN/n<n,, luego f(r,)=f(l)yvneN
tenemos que g(r,)=g(l,) yademas g(r, )=g(l, )

Se infiere que K, (p,g)=n,.
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Por lo tanto, si K, = (r,1) =n, entonces K, (p,q)=K,(w (r).w(I))=n,

Con esto

¢2(p,Q)=(02(l//(r),lﬂ(|))= = =(p1(l‘,|)

Esto demuestra que y es una isometria.

Demostraremos que  es sobreyectiva, es decir, y (G,) = G,
[c] ¥ (G,)=G,, inmediato por definicion.
[2] G, cw(G,). Sea peC, > p=(Py,..., P,,...), donde PyeZy p,eN, VieN,

observemos que f™*(p,)eL y g*(p)eL,VieN.
Sea 17 =(F(py) g (R)revr 07 (P)e- ),

:>z//(f*)=(f(f‘l(p0)), g(g™(p)). - g(g™*(h)). - .)=(po, Prvey Poy--)

Es decir, G, cy (G, ), hemos demostrado que y es sobreyectiva.

Por lo tanto  es un homeomorfismo entre G, y G, .

Definicién 5.3.12. Una métrica  es un conjunto M se llama una ultramétrica (o métrica

no Arquimediana) en M si i satisface:
v (x,z) <max{y (x,y).w(y.2)},¥VX,y,z3M
Por lo tanto (M, ) se llama espacio ultramétrico (o espacio no Arquimediano) si ¥ es

una ultramétrica en M.

Observacion 5.3.13. La demostracion de 5.3.2 (y por analogia, la de 5.3.8) muestra que la

métrica ¢, definida en G, y la métrica @, definida en G, son ultramétricas, por lo tanto

G, Yy G, son espacios ultramétricos.

Teorema 5.3.14. Sea (X ,¢) un espacio ultramétrico. Entonces se cumple lo siguiente:
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() Para cada XeX ,y cada r>0, B(x,r) es un conjunto CA, es decir todas las

vecindades de radio estrictamente positivo son a la vez conjuntos abiertos y
cerrados.

(i) Si B(x,r)NB(y,s)#¢yr<s—>B(xr)cB(y,s),esdecir las vecindades que se
intersectan estan contenidas unas en otras.
(iii) Si B(x,r)NB(y,r)=¢ —B(x,r)=B(y,r),es decir si dos vecindades con el

mismo radio se intersectan, entonces las vecindades son iguales

(iv) Si yeB(x,r)— B(y,r)=B(xr),es decir cualquier punto de una vecindad es

centro de la misma

Demostracion

(i)  Sabemos que B(x,r) es un conjunto abierto. Para ver que B(x,r) es cerrado,
demostraremos que X \B(x,r) es abierto. Fijemos yeX \B(x,r); entonces
@(x y)=r.Afirmamos que B(x,r) N B(y,r)=¢. Siesto no es cierto, entonces
existe un zeB(x,r)NB(y,r); por lo que ¢(z,x)<r y¢(z,y)<r. Por la
desigualdad fuerte del triangulo tenemos:
r<o(xy)<max{p(xz).0(z,y)}<r
Pero esto es una contradiccion. Por consiguiente B(x,r)NB(y,r)=¢ y con ello

B(y,r) =X \B(x,r) . Se hademostrado entonces que B(x,r) es cerrado.

(i)  Supongamos que pe B(x,r)NB(y,s) yr<s. Fijemos zeB(x,r); entonces
d(x,z)<r. Notemos que d(y,p)<syd(z,p)<r puesto que

d(z, p) <max{d(z,x).d(x,p)}<r.
Luego d(z,y)<max{d(z,p),d(p.y)}<s, esto implicaque zeB(y,s), con lo que hemos

demostrado que B(x,r) =B(y,s).
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(iii) 'y (iv) Se sigue inmediatamente del inciso (ii) (Como r <r se sigue que

B(x,r) =B(y.,r)y B(y,r) =B(xr).

Definicion 5.3.15. Si X #¢, @Yy son métricas en X, decimos que ¢ Yy son
topoldgicamente equivalentes si 7, =7, , es decir, los espacios (X '%) y(x ,r,/,) son
iguales. En otras palabras, la funcion identidad en X,idx:(X,rq,)—>(X,rW) es un

homeomorfismo.

Teorema 5.3.16. (caracterizacidn de los espacios ultrametrizables)

Sea (X, ) un espacio métrico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) existe una ultramétrica p que es topolégicamente equivalente a ¢ .

b) (X,p) tiene dimension de cubierta cero.
c) Existeunasucesion {u;:ieL} decubiertas abiertas de X, que satisfacen las siguientes

tres propiedades:

1) VielL, u, esuna coleccion de conjuntos abiertos ajenos dos a dos.
2) VieL,siUe u,,entonces diam(U) < 270,

3) VielL, u,, refinaa u;.

Demostracion.

[a=b]. Sea p una ultramétrica en X tal que py¢ son topolégicamente equivalentes.
Fijemos una cubierta U en X (puesto que oY@ son topolégicamente equivalentes, el
término “abierto” no es ambiguo), es decir, los espacios (X ,z'p) y (X ,r(p) son iguales. Si x
esta en X y r>0 denotaremos por B,(x,r) a la vecindad basica B(x,r)en (X,p).

Necesitamos encontrar una cubierta abierta v ajena dos a dos tal que v refina a u. Para cada
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: : 1
xeX sea A = {IGN existeU e u talque Bp(X,}j QU}. Notemos que A, #¢ pues,
como u es cubierta abierta de X, existe U en u tal que xeU y por lo tanto, existe i en N tal

1 . . .
que Bp(x,?j cU ;estaieselementode A . Paracada x en X seai(x)=minA,.

1 . . .
Pongamos Vv = {Bp (xﬂJ Xe X} . Claramente v es una cubierta abierta de X que refina
i(x

a u, por lo que necesitamos Unicamente mostrar que v es ajena dos a dos. Sean

B x,_i y B y,_i elementos distintos de v y supongamos que no son ajenos.
L)) T UY)

Entonces existe z Bp[x 1 )J N Bp[y,%}. Por el Teorema 5.3.14 (ii) una de estas
Iy

e

vecindades basicas esta contenida en la otra, digamos Bp[x,%) c Bp[y,%) Por
i(x i(y

definicionde i(y) existe U € U tal que B ( -

}cu Yaque xeB (y, ! J,puede

i(y) i(y)

ser el centro de la bola, es decir, B ( J { ( J Asi tenemos:

o[ v == )=

Por definicion de i(x), tenemos i(x) <i(y), por lo que:
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i i(y)

Por tanto, Bp[ L)J =B, (yij lo que contradice nuestra suposicion que estos dos
elementos de v son distintos.

[b =c] Construiremos la sucesion {u; :ieL} inductivamente. Por hipétesis, (X ,¢) tiene
dimensién de cubierta cero. Sea U, un refinamiento abierto ajeno dos a dos de

1 ) .
{B(X,Z}XGX}. Notemos que para cada Ueuo,dlam(U)S%. En efecto, si

1
Ueu, y xeX es  tal que Uc B(X,Z) , entonces, para  cada

1

20+1 )

y,zeU, o(y,2) <o(y,X) + ¢(x 2) <% - %:% Por lo tanto diam (U ) <

Supongamos que hemos definido una cubierta ajena dos a dos de X digamos, U,
para cada i <n tal que las propiedades 1), 2) y 3) en c) se cumplen para toda i <n.

Construimos U,,; de la siguiente manera:

V:{B(X,Z_(”+3)) X eX} yW :{BﬂU:BeV y Ueun}

Entonces W es una cubierta de X , asi que, por hipdtesis, existe un refinamiento
abierto, ajeno dos a dos, de W, digamos U,.;. Veamos que la sucesion {u;:ieL} satisface los
requisitos de (c).

Demostraremos por induccion matematica que, para cada i€L y para cada

Ueu,diam(U) < % (1) Si =0, entonces para cada UeU,, existe xeX tal que
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Demostraremos que para cada U eu,,, diam(U) < 5

n+1

existen V eu yxeX, tales que U gB(x,Z‘(”+S)) nv . Para  cada

1 1

1
y,ZEU ¢(y;z) < @(y,X) < 2n+3 + 2n+3 =

2n+2 )

1 :
ez por lo tanto diam (U) <
Ahora demostraremos U,,; refina a U,. Pero por construccion para cada U € U, existen

Veu, yxeX talesque U — B(x, 2‘(”3))ﬂv cV.

[c=a] Sea {u, :ieL} unasucesion de cubiertas abiertas de X cada una ajenos dos a dos,

que satisfacen las propiedades 1), 2) y 3) de (c). Para cada X,ye X, Si X#Y , entonces

1 . .
< @(x,y). Como U; es cubierta abierta de X,

2i+1

@(x,y) >0, asi que existe icL tal que

existen UyV eu; tales que xeU e Y€V . Puesto que diam(U) < 2n1+1 <o(xy),yno

pertenece a V, asi, U=V. Entonces:

Ay = {ie L: x e y se encuentran en distintos elementos de u;}#¢. Por lo tanto, existe
minA, . Si D= {(x,y) eX xX:x=y}, entonces la funcion k:Xx X\D—w tal que
para (X, y) e XxX\D,k(x,y)=min Ay estd  bien definida, ya que si
(x,¥)=(x"y")eXx X\D ysin;=k(x,y), entonces existen UyVeu, tales que
U=V,xeU eyeV. Pero entonces XxeUey'eV 6 asi que N, esta en

A(xLy )y k(xhy')<n, =k(xy).
Similarmente, k(x,y) < k(x'y").Porloque k(x'y")=k(xy).

Para cualesquiera X,ye X definimos:
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1

p(xy)= k(x,y)+1
0 si X=Y

si X#Y

Tenemos que verificar primero que o es una ultramétrica y la Unica parte de la definicién

que no es evidente es la forma mas fuerte de la desigualdad del triangulo.

Sean X,Y,ze€ X . Demostraremos que:

p(x.y) < max {p(x2) ., p(2.Y)} %

Si Xx=Yy la demostracion es trivial, por lo que suponemos que x=Yy. Sean
n=k(x,y),U yU'eu, talesque U=U", xeU y yeU" Si z ¢U , entonces z y X estan
en elementos distintos de U, lo que implica que k(z,x)<n; por eso

,O(Z,X) Znil = ,o(x, y) y ladesigualdad (*) se cumple. Siznoestden U ', entonces z y Yy
+

estan en elementos distintos de U,, asi la desigualdad (*) se cumple. La Unica posibilidad
restante es que zeU (U, pero esto es imposible porque U, es una familia ajena dos a dos.
Para finalizar la prueba tenemos que demostrar que o es topoldgicamente equivalente a la

métrica original ¢ en X |

Obsérvese que cualquier sucesion de cubiertas de (X ,¢) que satisfacen 1) es una base para

(X, ), conmas precision: Si {u; ; ie L} esunasucesion de cubierta de X, cada una formada

por conjuntos ajenos dos a dos y que satisfacen las condiciones 1) y 2) y 3) en (c), entonces

[J u, U {X} es base para la topologia z, de (X ,¢). En efecto si A es un conjunto abierto

nelL
en (X,p)y xeA, existe r>0 tal que B(x,r) cA; pero existe i>0 tal que%< ry,

1
2i+1

como U; es cubierta abiertade (X ,¢), existe Uen U; tal que X €U , como diam (U ) <
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,paracadayen U o(xy) < !

o <r;entoncesy estden B(x,y) cA.Porloque xeU c A

. Por definicion de la topologia métrica, {Bp(x,r): xe X,y r>0} es una base para la

topologia 7, de (X, p) ; asi que para ver 7(X,p) =7(X,p) basta demostrar que:

{Bp(x,r):XGX ,yr>0}= Ju, U{X} (@)

nelL

Para este fin, sea B =B (x,r). Si r>1, entonces B = X . Si r <1, existe n>1 tal que

1 1 . .
1 <r <=. Puesto que U, cubre a X, existe UeuU,, tal que xeU . Afirmamos que
n+ n

U=B. Si YeU, entonces xyy estan en el mismo elemento de U, y por lo tanto
k(x,y)=n. Por consiguiente p(x, y) Sil <r, luego Y€ B. Inversamente Yye B,y
n+

y#X, entonces sea MelL tal que k(x,y)=m. Puesto que Y€ B, tenemos que

1
m+1

1
<rs<-—
n

p(xy)< , luego N <m+1, entonces n—1< k(x,y). Asi xe y estan en el

mismo miembro de U,_;; por lo que Y €U .

Para completar la demostracion de la igualdad (o), sean neL y U € u,. Afirmamos que

1 . . .
U= Bp( X’n_+1) para cualquier X €U ; sea X en U; sl yeu,, entonces X y Yy estan en el

. . _— 1 1 .
mismo elemento de U,; asi k(X,y) > n+1. Por consiguiente p(X, y) < —— < ——; asf
n+2 n+1

1 . 1
y € Bp(x,n—ﬂj. Siye B'”(X'n_Jrl) entonces p(X,Y) <ni+1; luego k(x,y) = n. Por

consiguiente X y y estan en el mismo elemento de U,, lo que implica que y € U . Esto

completa la demostracion del Teorema 3.5.16.
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Como | tiene dimension de cubierta cero (es cero dimensional y separable) el Teorema
3.5.16 implica que existe una ultramétrica p que induce la topologia usual de | y que hay
una sucesion de cubiertas de | que satisfacen las propiedades del inciso (c) del Teorema
3.5.16.

Finalmente haremos una construccion explicita de tal sucesion de cubiertas en los | a través
de fracciones continuas porque sera Util para demostrar que | es homeomorfismo al espacio

de Baire G, y por el Teorema 5.3.11 sera homeomorfoa G, .

Estas cubiertas abiertas estan compuestas por una cantidad numerable de intervalos abiertos,
ajenos dos a dos y con extremos racionales. A continuacion pasaremos a definir sucesiones

de cubiertas abiertas y sus propiedades.

Definicién 5.3.17. Una sucesion {u ‘n< L} de familias de intervalos abiertos con puntos

n
finales racionales la definimos de la siguiente forma:

u, ={(a,, 3,+1):a, € Z}

Observemos que U, es una cubiertade | en R formada por intervalos abiertos en R, ajenos
dos a dos y que la longitud de cada uno de ellos es 1.

Tomemos un elemento de Uy, digamos J = (a, , a,+1), con a;eZ.

Definamos:

,(3) = {([a k+1], [, K]) : keN]

Por la Proposicion 5.1.22, la sucesion {[a0 : k]}keN es decreciente y por la proposicion 5.1.23

converge a [a,]; entonces su primer elemento [a,,1] = [a,+1] es su maximo y &, es su

infimo, asi que cada intervalo en u,(J) est4 contenido en J. Mas ain, la cerradura de
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cualquier intervalo de u, (J), a excepcion del intervalo (ao +§ y +1j estd contenida en J.

pero la cerradura de cualquier elemento de u, (J) esta contenida en (a, , a +1]. En efecto,

Si X € [[a0 k+1][a0,k]], entonces a, < [a,,k +1] < x <[a,,k] <[a,,1].
Ademas si k,k'eN yk<k' entonces k+1<k' lo que implica kigkil y por
+

consiguiente a, + 1 <a, + 1 . Por lo tanto:
k' k+1

( +i +ijﬂ( +i +£]—¢
AT R T o )T

Asi, los elementos de u, (J) son ajenos entre si, pero todo irracional X en J esta en algin

<k+1

,entonces k <

elementode u, ( j), puessi kes igual a la parte entera de
(i).p g p Ny a

0

=

por lo que < X—3, < y puesto que X &Q  tenemos que

;\_
|

+1
x & ([ag.k+1].[a, .k

—_

)-u;(J) es entonces una cubierta de (a,,a, +1) N1 .
: . 1 .
Por otro lado, la longitud de cada elemento de u, (J) es menor o igual a > que es la longitud

del “mas largo” de ellos, es decir ([a0 ,2],[a0 ,1]) (ver Proposicion 5.1.2.4).

Si lo que hemos hecho para J lo hacemos para cada elemento de U, , obtenemos una cubierta

de I,

u=Ju)

Jeuy

Formada por intervalos abiertos en R, ajenos dos a dos y la longitud de cada uno de ellos es

. 1 , . . .
menor o igual a =. Ademas U, refinaa U, puessi | €Uy, existe J €U, tal que | eul(J).
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Pero todos los elementos de u, (J) estan contenidos en J, como ya se ha visto. Por lo tanto,

l cJ.

Antes de continuar con la construccion de las siguientes cubiertas, sera atil recordar la

siguiente definicion.

Definicion 5.3.18 Sea (X ,¢) un espacio métrico. Entonces:
a) Si U cX eldiametro de U es: diam(U )= sup {o(x,y):x,yeU}

b) Si u es una familia no vacia de subconjunto de X la malla de u es:

malla(u) = sup {diam(U )eu}

Tenemos entonces que malla(u,) <1y malla(u,) <

N~

Ahora sea | un elemento cualquiera de U;; | es de la forma ([a0 a+1], [a, ai]) para algan

8, €Z yalgin & eN,

Definimos: u, (1) ::{([a0 a,,k], [a ,al,k+1]):keN}

Por la Proposicion 5.1.22 ahora la sucesion {[a0 ,al,k]} es creciente y por la Proposicion
5.1.23 converge a [a,,a . Entonces su minimo es su primer elemento, es decir,
[a,,8,,1]=[a,,8,+1] y su supremo es [a,,a,]. Asi que cada intervalo de u,(1), a
excepcion del intervalo ([a0 .a,,1]. [ ,a1,2]) esta contenido en |. sin embargo la cerradura

de cualquier elemento de u, (1) esta contenido en ([a,,3,,1].[a,.a]).

En efecto, sean ([a,.8,.k], [a,.8,,k+1]) eu, (1) y xe[[a,,2,.k].[a, .3, k+1]].
Entonces:

[ay.8,, k] < x<[ay,8,,k+1]
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Pero

[a.a,.1] <[a,.a, K]

(3.0, k+1] <[y, a]

Por consiguiente:

X e[[ao,a111] ' [ao’ai]]

Sin embargo, la cerradura de cada elemento de u, (1) esta contenido en algin elemento de
Uy (J). Yaquesi

([20-a.1]  [3.a]) e w(3) y xef 2., k] [, 2, k+1]]
Entonces:

a, <[ay,a,,1]<[a,,a,k] < x<[a,,a,k+1] <[a,,a]<a,+1

Es decir:
[[a0. 2. k] [3,a k+1]]<[[ay, 2.1, [a. & ]] <[ [, 2. 1] [a .2, ] | <[4 & +1]

Por lo tanto x € [a,,a, +1]

Ahora demostraremos que los elementos de u, (1) son ajenos entre si. Sean k,k'eN con

k<k', entonces k+1< k"', lo que implica ki < kil y por la Proposicion 5.1.22
+

(3.2, k+1] <[a;.a, k']

Por consiguiente:

([0 2y k][22, k+1]) (30 8y k] [3g & K +1]) = ¢

Ahora bien, todo irracional x de | esta en algin elemento de u,(1). En efecto, si Xel y

también xel=([a,,a +1], [a,.3,]) . Entonces por la Proposicién 5.1.25, existe ke N tal que
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[a,.a,,k] <x[a,,a, k+1], es decir x &([a,,a,,k], [a,,8,k+1]) que es un elemento de

u, (1) . Por consiguiente u, (1) cubrea I (1.

La longitud de cada elemento de u, (1) es menor o igual que % . En efecto, como k < k+1

por la Proposicién 5.1.22 tenemos que:

k+1-k 1
—<_
k(k+1)+1 3

[a,.a,, k+1] - [ay.8, k] <
Si lo que hemos hecho para | lo hacemos para cada elemento de U,, obtenemos una cubierta

de |

uzzzlLEJu u, (1)

Formada por intervalos abiertos en R, ajenos dos a dos y la longitud de cada uno de ellos es

. 1 , . . .
menor o igual a 3 Ademas U, refinaa U; puessi H €U,, existe | €y, tal que H eu (1).

Pero todos los elementos de u, (1) estan contenidos en I, como ya hemos visto. Po lo tanto

Wl

Hc | . Notemos que la malla(u, )<

Sea h €L y supongamos que hemos construido una sucesiéon Uy, Uy, - .., U, de familias de

subconjuntos de R tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1) Paracada je{0,1,...,n},V eu,siysolosiV esun intervalo abierto en R de una

de las siguientes formas:

a. Si j es par, entonces V:([ao,al,...,aj_l,aj],[ao,ai,...,aj_l,aj+1])

donde a,eZy & ,a,, ..., @ son naturales.
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b. Si j es impar, entonces Vz([a0 a,...,a.,,3+1],[a, ,...,aj_l,aj])
donde %S4 Y 21,8 -+ 8} on naturales.

2) Paracada j €{0,1,...,n}, losintervalos de u; son ajenos dos a dos.

3) Paracada je{0,1,...,n-1},u,, refinaa y,

j+1

4) Paracada je{0,1,...,n}.Sijesimpary
([ao &y-ee 85,8, +1] [ao a, . j1,61])eu entonces

([ao Ao g, 11] [ao a, . 12,<':1]l+1])

Paracada je{0,1,...,n}.Sinespary
Y =([a0, a,...,8.,,8|,[8,a,...,8,.a +1])euj,entonces

8, 8,0 08+, 8, B B,y
ve( 1.{ )

5) Si para cada familia u de subconjuntos de R,U denota el conjunto {C Ik (U):U eu}

, entonces para cada j € {0,1,...,n—2},0T,,, refinaa u;.

1Y j+2

6) Paracada je{0,1,...,n},u; esunacubierta abiertade I.

7) Paracada j<€{0,1,...,n}, malla(u ‘)<Ji+1

Construiremos U,,; de tal forma que la nueva sucesion de familias: U, U, ..., U,,U.,; siga

cumpliendo las propiedades del 1) al 7).

Haremos una construccion para el caso en que n es impar. El otro caso sera completamente

similar. Sea V un elemento cualquiera de U, , entonces es de la forma:

([, 8, --.v a8, +1][8. &, ..., 8., a,])

58



Paraalgin 8, €Zya,,a,,...,a, €N

Definamos a:

um(v):{([ao, a,...,a,k] [a, ai,...,an,k+1]):keN}

Por la Proposicion 5.1.22, {[a0 A, ..., an,k]}keN es creciente y por la Proposicion 5.1.23,

converge a [a,,a,,...,a,]. Por lo tanto [a,, a,, ..., a,l]= [a.a,..., a,+1] essu
minimo.

Asi cada intervalo en u,, (V') esta contenido en:

(2. a,.... 8, a+1m[a,, a,...,a,.a,]) =V

Mas aln, la cerradura de cualquier intervalo de u,,, (V) con excepcion del intervalo
([ao, a,...,a,.a+1].[a, 8, ..., an_l,an+2]) esta contenido en V. Sin embargo, la

cerradura de cualquier elemento de u,, (V) est contenido en:

W= [[ao, a,....a.a,+1], [a,a,..., 8.3, ]]

En  efecto, i xel[a, a, ..., a,.k].[a,a,..., a,k+1]],  entonces:

[ag, @, ..., &, k]<x<[a,,a,..., a,,k+1], pero
[y, 8, ..., &, k+1]<[ay, a,..., &, ]

[ag, @, ..., a,. 1] <[a, a,..., a, k]

Por consiguiente:

[0, 8,,..., &, 1]<x<[a, &, ..., a]
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Por lo que X eW . Si U eu,,, (V), entonces existe KeN tal que:

U=(a.a,..., a,.k].[3.85,..., &, k+1])

Por lo tanto U =W . Pero U =W W =V . Por consiguiente:

U=Vc(ag. a, .. a,58,] [8,a, ..., a,,38,+1])

Por (4), si x €U tenemos que:

pero
ENEN a3, <[a.a,. .., a,,.a,+1<[a, a,..., a, k]
y
[y, a,,..., &, k+1]<[a,, a,..., a,5.8,]<[3, &, ..., & ;8. +1]
De modo que:
ENEN a8, <x<[a,a,..., a,, a,, +1]
Por lo tanto:

S (CRENTE YA N CHETRE N S

Entonces la cerradura de cualquier elemento de u,,, (V) esta contenido en

(B v s @[ @y B pia, +1])eu, 4 (V)

Ahora demostraremos que los elementos de u,,,(V) son ajenos dos a dos entre si. Sean
k yk'eN con k <k', entonces k+1<k'; luego:

[, a,..., &, k+1] <[a,,a,..., a,,k']

Por consiguiente:
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([, a0 &, k] [ag, a0 & k+1])N([8g, &y, -0 8,k ] 8y, &y, -0 @, k'+1])=4
Ahora bien, todo irracional X €V esta en algdn elemento de u,,, (V).
En efecto, como

[ay, 8, ..., a8, +l]<x<[a,a,...,38..4a,]
Por 5.1.25 existe keN tal que:

([, ..., a,.k]<x<[a, a,..., a,,k+1])

Por lo tanto u,,, (V) cubrea V1 I.

. . 1
La longitud de cada elemento de u,,, (V) es menor o igual a 2 Puesto que 1<k <k+1
+

. Por la proposicion 5.1.24, tenemos que:

k-1+k 1 _ 1
k(k+1)+n k*+k+n n+2

[ag, &, ..., &, k+1]-[a,, a,..., &,,k]|<

Esta Gltima desigualdad se sigue de 2+n < k*+k+n.
Si lo que hemos hecho para V lo hacemos para cada elemento de U, , obtenemos una cubierta
de I.

un+l = U un+l(v)

Veu,

Formada por intervalos abiertos en R, ajenos dos a dos y la longitud de cada uno de ellos es

1 L. 1 , . _ .
menor a 2 y por consiguiente malla (Un+1)< 3 .Ademas U, , refinaa U, y U, refina
n+ n+

au .

En resumen, hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 5.3.19. La sucesion de familias {u,:n L} de subconjuntos de R satisface las

siguientes propiedades.
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(1) Para cada neL,V eu, siy solo si si V es un intervalo abierto en R de una de las
siguientes formas:

a. Sinespar,entoncesV =([a,,8,,...,28,,,8,].[a,a,..., 8,8, +1]), donde

a,eZya,a,,...,a, son naturales.
b. Si n es impar, entonces V=([a,, 4, ...,38,,a,+1] [3,a,...,8,..3])
donde a,€Z Yy a,,4a,,...,a, son naturales.

(2) Para cada neL, los intervalos de U, son ajenos dos a dos.
(3) Paracada neL, u,, refinaa u,.
(4) Paracada neL, u,,, refinaa U, .

(5) Paracada neL, U, esuna cubierta abiertade I .

(6) Para cada neL,malla(u, ) < 1 .
n+1

Proposicion 5.3.20. Para cada x nimero irracional, hay una sucesion
{ai: ey a eN,VjeN}ieL
Tal que:

(1) x es el Gnico punto en:

M3 & B @] [Ber & B0 +1]))
(2) x es el Gnico punto en:
N3 a0 B +1] [0 &y B0 850a]))

Demostracioén:

Supongamos que U, es la sucesion de cubiertas de | del teorema anterior. Sea x un nimero
irracional. Puesto que para cada NeL, U, es cubierta abiertade |, paracada neL existe un

inico U, € U, tal que xeU,.
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(1) n Uz < m U, n Uzpo = n U, MU, gm Uz,

m2>1 m2>1 m =1 m2>1 m =1

Por consiguiente () U,, = [] U,, . Como paracada m € L, tenemos que U,, cU,, ,,

melL melL

entonces:

lim diam(U,,, ) < lim diam(U,,,,) < lim =0

m— o m— o m—-wo2n—=1 N

Por lo tanto (UZm)m | esunasucesion de intervalos cerrados encajados cuyo diametro tiende
€

a cero, y por consiguiente su interseccion es un solo punto, el cual es x.

(2) n Uy © n sz+1 = ﬂ Uypa= n Usma Y, S n Uy

melL melL melL melL melL

Por lo tanto: () U,y =[] Uzna. Tenemos que U,,, cU,,, y por lo tanto

melL melL

lim diam(UZm+1)=0; entonces (U es una sucesion de intervalos cerrados

M — o0 2m+1)m€|_

encajados cuyo diametro tiende a cero. Su interseccion es un solo punto, a saber X.

Proposicion 5.3.21. Six es irracional y {ai ra,eZya; eN, VjeN} es la sucesion de la

Proposicion 5.3.19, entonces: X = nIim {[a0 v A an]}

new’

Denotaremos este limite por [a, , &, ,..., a&,,...].

n

Demostracion

Paracada NeLl:[a,,a ,..., 8, 8, <X<[a8,8 ..., 8, a,+1]ytomando el

limite obtenemos: [a, , @, , ..., a,,...].

Definicion 5.3.22. Sea ¢:(G,,p,) — | la funcion tal que si {a},_, ,¢({ai}i€L) es (inico
irracional en

ﬂ{([ao131’---,%”_1,&2“],[6\0,al,...,azn_l,a2n+1]):neL}
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Teorema 5.3.23. ¢ es un homeomorfismo de G, en |

Demostracion

¢ es inyectiva. En efecto si {a,} #{b;}, entonces existe el minimo neL tal que a,#b, . Si

n=0, entonces & = by, y los intervalos (a, , a,+1) y (b,,b, +1) son ajenos dos a dos, por

lo que ¢({a ({b,}) En caso de que n>0, N=2my me L tenemos:
( )E([aov yre 2m1’a2m]’[aO’al""’aZm—l’a2m+1])
( ) (bO’ ' 2m—l’ m]’ [bO’bl 2m1'b2m+1])

Puesto que a&,,#b,, estos intervalos son elementos distintos de U,,. Se deduce que

#((a}) = 4({b})
El caso para n = 2m+1 es similar.

¢ es sobreyectiva. Si X € |, entonces por la Proposicion 5.3.20 existe una sucesion {a} tal

que X es el unico punto en

N[ 2] (&, a,+1])]  =g({a))

Es decir, ¢({ai}) = x . Esto demuestra que ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto ¢ es biyectiva.

Resta ver que ¢ es homeomorfismo. Para esto es suficiente demostrar que existe una base
B para el espacio de Baire G,, y una base u para los nimeros irracionales tales que ¢

manda a cada Be B en algin U eu y cada U €U es la imagen de algin Be B,
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Consideremos a B como la base usual para la topologia inducida por la métricaen G, , es

decir:
N = B({ai},

Para los nimeros irracionales consideremos u = U u; , donde {ui<L} es la sucesion de
i<L

%): neLy{a}eG,

cubierta de I construidas en 5.3.19. como u satisface ¢(1) de 5.3.16 es una base de I .

Notamos que:

d,({a} {b,})<%,siysolosi a #b parai<n

Ahora basta demostrar que para cada {a}eG, y para cada B:B({ai},lj:
{{b}€G,:b = a;i<n}, tenemos:
(I) ¢(B) ([aO’ai e nl’ n] [aO ai e nl’ n+1])

(ii) ¢(B) = ([3-0! Ay Ay, Ay, +1] 1 [ao’ Ay aZn—l’aZn])
Demostracion de (i). Para n para y por la definicion de ¢ y la propiedad de los intervalos

encajados, se deduce que xe ¢(B) si y solo si existe {b}eG,, tal que 8, #b para
i<ny ¢({bi})=x , s y solo s:

ﬂ{([ao,al,...,aifl,ai] EYE a2,+1]) iespargn}
si y solo si:

(... e a] (a8, ... 8, 8, +1])

La demostracion de (ii) es analoga que para (i).
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion de hipotesis con los resultados

De acuerdo con los resultados de fracciones continuas, propiedades de los
irracionles, espacios ultrametricos y espacios de Baire, verificamos, gracias a los

teoremas probados, que las hipotesis especificas planteadas son verdaderas

6.2. Contrastacion de resultados con otros estudios similares

En Campos, M. (2013) observamos que el autor establece el homeomorfismos de
los irracionales con el espacio de Baire no tan detallada, no estan bien
determinadas las simbologias, en cambio en nuestro trabajo, se realiz6 una
demostracion mas dellada con fines didéacticos.

En Salgado, E. (2016) observamos gue el autor muestra las difentes definiciones
y caracterizaciones del espacio de Baire, pero en nuestro trabajo mostramos
detalladamente una definicion en base a una familia de suceciones que sera de
suma importancia par establecer el homeomorfismo con el conjunto de los
nameros irracionales

6.3. Responsabilidad ética.

En nuestra investigacion tiene como responsabilidad ética fomentar el estudio, lo
cual brinda un gran aporte a nuestra sociedad que puede ser utilizado para futuras
investigaciones. Asimismo, se manifiesta que el presente trabajo es auténtico,
usando como antecedentes los textos mencionados en las referencias

bibliograficas.
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CONCLUSIONES

e Los numeros irracionales, que sirven para definir a los nimeros reales, se

pueden caracterizar a través de las fraciones continuas infinitas.

e Los numeros irracionales, con la métrica usual de los reales, contiene

conjuntos no triviales cerrados y abiertos a la ves (cerrabiertos)

e Los numeros irracionales tiene algunas propiedades en comin con el
conjunto de los nimeros reales como la separabilidad, lindelof y segundo

numerable.
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RECOMENDACIONES

Siendo nuestro objetivo general establecer homeomorfismos entre los espacios de Baire y
los niumeros irracionales indicando algunas propiedades topoldgicas invariantes. Debido a
que el espacio de Baire se puede interpretar de diferentes convenciones entonces surge de
manera natural la siguiente pregunta ¢se puede estudiar los irracionales bajo las diferentes
concepciones de los espacios de Baire? Es asi que esta investigacion sirve como base para

futuras investigaciones ya que se puede generalizar a principios mas amplios.
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