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CAPÍTULO VIII:RECOMENDACIONES 59

BIBLIOGRAFÍA 60
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RESUMEN

CONVERGENCIA DE LA SOLUCIÓN DE NAVIER-STOKES A LA SOLUCIÓN DE
EULER

Joel José Córdova Fuentes

Diciembre - 2019

Asesor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega

T́ıtulo Obtenido: Licenciado en Matemática

Sea vν una solución de la ecuación de Navier-Stokes con viscosidad ν en un dominio
abierto Ω en Rd, d ≥ 2, y considere v0 la solución de la ecuación de Euler en Ω. En 1983
Tosio Kato probó que para soluciones regulares, vν → v0 en L∞([0, T ];L2(Ω)) cuando
ν → 0 si y solamente si ν‖∇vν‖2

X → 0, cuando ν → 0, donde X = L2([0, T ]×Γcν), siendo
Γcν una capa de espesor, cν, cerca de la frontera. Mostraremos que las condiciones de
Kato es equivalente a ν‖w(vν)‖2

X → 0 cuando ν → 0, donde w(vν) es la vorticidad de vν ,
y también equivalente a ν−1‖vν‖2

X → 0 cuando ν → 0.

Para ello, primero deduciremos ambas ecuaciones, luego garantizaremos la existencia y
unicidad de dichas soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes y de Euler. Finalmente,
al demostrar dichas equivalencias estaŕıamos analizando la convergencia de la solución de
la ecuación de Navier-Stokes hacia la solución de la ecuación de Euler.

Palabras Claves: Ecuación de Navier-Stokes y ecuación de Euler.
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ABSTRACT

CONVERGENCE OF THE NAVIER-STOKES SOLUTION’S TO THE EULER
SOLUTION’S

Joel José Córdova Fuentes

December - 2019

Adviser: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega

Degree obtained: Licentiate in Mathematics

Let vν be a solution to the Navier-Stokes equations with viscosity ν in a bounded domain
Ω in Rd, d ≥ 2, and let v0 be the solution to the Euler equations in Ω. In 1983 Tosio Kato
showed that for sufficiently regular solutions, vν → v0 in L∞([0, T ];L2(Ω)) as ν → 0 if and
only if ν‖∇vν‖2

X → 0 as ν → 0, where X = L2([0, T ]×Γcν), Γcν being a layer of thickness
cν near the boundary. We show that Kato’s condition is equivalent to ν‖w(vν)‖2

X → 0 as
ν → 0, where w(vν) is the vorticity (curl) of vν , and is also equivalent to ν−1‖vν‖2

X → 0
as ν → 0.

For this, first we will deduce both equations, then we will guarantee the existence and
uniqueness of these solutions of the Navier-Stokes and Euler equation’s. Finally, by de-
monstrating these equivalences we would be analyzing the convergence of the solution of
the Navier-Stokes equation’s to the solution of the Euler equation’s.

Key Words: Navier-Stokes equation’s and Euler equation’s.
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INTRODUCCIÓN

La pregunta acerca de: si las solución de la ecuación de Navier-Stokes converge a la so-
lución de la ecuación de Euler cuando la viscosidad tiende a cero, llamado desvanecimiento
de la viscosidad, sobre un dominio con frontera es un problema abierto en la mecánica
de fluidos en las matemáticas. Las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de sus limites está dado por Tosio Kato en [8], con condiciones de extensión dado por
Temam y Wang en [17] y Wang en [18], probablemente representan lo más cercano que
alguien ha llegado a resolver esta interrogante.

La condición clave de Kato requiere que la norma L2 del gradiente de la velocidad en una
capa limite de ancho proporcional a la viscosidad, no explote demasiado rápido a medida
que la viscosidad desaparezca (condición (iii) en el teorema 8). Temam y Wang en [17] y
[18] muestran que, incrementando ligeramente el tamaño de la capa limite, solo se necesita
considerar las derivadas tangenciales de las componentes tangenciales de la velocidad o
las derivadas tangenciales de los componentes normales de la velocidad.

Dejamos el tamaño de la capa limite de Kato sin cambios y mostramos que el gradiente de
la velocidad puede ser reemplazado por la vorticidad en la condición de Kato. También
establecemos otra condición necesaria y suficiente para que la energia promedio en la
capa limite desaparezca con la viscosidad. Ambas condiciones tienen un significado f́ısico
inmediato que las de Kato, aunque es posible que no sean fáciles de verificar o refutar.

La necesidad de nuestras condiciones se desprende fácilmente de las condiciones de Kato;
es la suficiencia de las condiciones lo que requiere una modificación del argumento de
Kato.
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CAPÍTULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripción de la realidad problemática

En este trabajo consideraremos las siguientes Ecuaciones Diferenciales Parciales, que mo-
delan el comportamiento de los fluidos.

Ecuación de Euler:

∂tv + v · ∇v +∇p̄ = f̄ , para fluidos no viscosos.

Ecuación de Navier-Stokes:

∂tv + v · ∇v +∇p = ν∆v + f, para fluidos viscosos.

Sea vν la solución de la ecuación de Navier-Stokes con viscosidad ν en un dominio abierto
Ω en Rd, d ≥ 2, y consideremos v0 la solución de la ecuación de Euler en Ω. En 1983,
Tosio Kato mostró que para soluciones regulares, vν → v0 en L2 ([0, T ];L2(Ω)) cuando
ν → 0 si y solo si ν‖∇vν‖2

X → 0, cuando ν → 0, donde X = L2 ([0, T ]× Γcν), siendo Γcν
una capa de espesor, cν, cerca de la frontera. Mostraremos que las condiciones de Kato
es equivalente a ν‖w(vν)‖2

X → 0, cuando ν → 0, y también equivalente a ν−1‖vν‖2
X → 0,

cuando ν → 0.

1.2 Formulación del problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

Problema general

¿Cuáles son las condiciones que se debeŕıa tener para que la solución de la ecuación de
Navier-Stokes converja a la solución de la ecuación de Euler?
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Problemas espećıficos

1. ¿De donde provienen dichas ecuaciones?

2. ¿Será posible la existencia y unicidad de ambas ecuaciones?

1.3 Objetivos de la investigación

1.3.1 Objetivo General

Estudiar la convergencia de la solución de Navier-Stokes a la solución de Euler.

1.3.2 Objetivos Espećıficos

1. Deducir las ecuaciones de Navier-Stokes y Euler.

2. Garantizar la existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones de Navier-
Stokes y Euler.

1.4 Justificación

Según lo observado en la descripción del problema, las ecuaciones de Euler y Navier-
Stokes se diferencian por la inclusión del término de viscosidad “ν”, siendo nulo en el caso
de Euler y diferente de cero en Navier-Stokes. La investigación está desarrollada en un
espacio el cual se garanticen la existencia de soluciones de cada ecuación y posteriormente
verifique su convergencia. Para esto es necesario, que cada solución de dichas ecuaciones
estén en sus espacios respectivos. Este trabajo sirve como motivación para que se siga
investigando en el área de matemática y quizás estar cada vez más cerca del “problema
abierto” acerca de la mecánica de fluidos.

1.5 Limitantes de la investigación

En este trabajo se desarrolla bajo las siguientes condiciones: la solución de la ecuación
de Euler v0 ∈ C1

(
[0, T ];Cd+ε(Ω)

)
, 2 ≤ d, mientras que la solución de la ecuación de

Navier-Stokes, vν ∈ L2 ([0, T ];Hm(Ω)), con estos supuestos se logra obtener el resultado
deseado, caso contrario, no se logra la convergencia.
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CAPÍTULO II

MARCO TEÓRICO

2.1 Antecedentes

La finalidad de esta tesis, es estudiar lo que sucede con las soluciones de Navier-Stokes
cuando la viscosidad tiende a cero. En resumen, queremos saber si las soluciones de
Navier-Stokes converge a la soluciones de Euler en algún sentido apropiado. El primer
resultado en esta dirección fue obtenido por Kato en [8], con un criterio sobre la norma del
gradiente de la velocidad en una región próxima a la frontera. Después, Teman y Wang [16,
17], sustituyeron la norma de la derivada por una condición de integrabilidad de la presión
cerca de la frontera y Wang, [18], obtiene un criterio sobre las derivadas tangenciales, en
una región mayor del que fue usado por Kato. Una discusión más detallada de ese asunto
puede ser encontrada en [12].

2.2 Definición de Términos Básicos

A continuación daremos algunas definiciones y notaciones, que nos ayudará en la investi-
gación.

Definición 1. Espacios Lp. Se define Lp(Ω) como el espacio de las funciones vectoriales
f : Ω→ R medibles y tales que |f |p es integrable. Si f ∈ L2(Ω), se define:

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f |pdx
)p

En particular:

(u, v) =

∫
Ω

u · vdx

Definición 2. El espacio de Sobolev Hm(RN), m ∈ Z+ ∪ {0}

Hm(RN) = {v ∈ L2(RN) tal que existe Dαv en el sentido debil y pertenece a L2(RN), 0 ≤ |α| ≤ m}
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Notaciones.

Usaremos las siguientes notaciones para abreviar algunas expresiones:

1. div v =
∑N

j=1

∂vj

∂xj
es el campo de divergencia de v.

2. ∇ =

(
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, ...,
∂

∂xN

)t
es el operador gradiente.

3. ∆ =
∑N

j=1
∂2

∂x2
j

es el operador de Laplace.

4.
D

Dt
=

∂

∂t
+
∑N

j=1 v
j ∂
∂xj

representa la Derivada Material.

5. ‖.‖0 denota la norma en L2.

6. |.|∞ denota la norma en L∞.

7. ‖.‖m denota la norma de Sobolev.

8. C∞0 es el espacio de las funciones infinitamente cont́ınuas con soporte compacto.

9. Cuando m = 0, tenemos H0 = L2.

10. Lip([0, T ], X) es el espacio de las funciones de Lipschitz que toma valores en X.

11. ‖.‖Cγ denota la norma de Hölder, para 0 < γ < 1.

2.3 Bases Teóricas

Vamos a introducir las definiciones, lemas, teoremas usados en este trabajo.

Proposición 1 (Desigualdad de Hölder). Suponga que 1 ≤ p, q ≤ ∞,
1

p
+

1

q
= 1.

Entonces, si u ∈ Lp(U), v ∈ Lq(U). Tenemos∫
U

|u.v|dx ≤ ‖u‖Lp(U)‖v‖Lq(U) (2.1)

Demostración. Ver [2].
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Lema 1 (Desigualdad de Grönwall).

(i) Sea η una función absolutamente cont́ınua no negativa en [0, T ],

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t) (2.2)

donde, φ(t) y ψ(t) son funciones no negativas en [0, T ]. Entonces

η(t) ≤ exp

(∫ t

0

φ(s)ds

)[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

]
(2.3)

para todo 0 ≤ t ≤ T .

(ii) En particular, si

η′(t) ≤ φ(t)η(t) en [0, T ] y η(0) = 0,

Entonces

η ≡ 0, en [0, T ]

Demostración. Ver [2].

Definición 3. El espacio de Sobolev Hm(RN), m ∈ Z+ ∪ {0}

Hm(RN) = {v ∈ L2(RN) tal que existe Dαv en el sentido debil y pertenece a L2(RN), 0 ≤ |α| ≤ m}

donde Dα es la derivada distribucional Dα = ∂α1
1 .∂α2

2 ...∂αnn . La norma de Hm, denotada
como ‖.‖m es

‖v‖m =

 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαv‖2
0

1/2

El espacio de Sobolev Hm es generalizada para el caso m = s ∈ R, considerando el
funcional

‖.‖s : S(RN) −→ R+ ∪ {0}
definido por:

‖v‖s =

[∫
RN

(
1 + |ξ|2

)s |v̂(ξ)|2dξ
]1/2

(2.4)
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donde, S(RN) es el espacio de Schwarz de funciones suaves C∞ con decaimento al infinito.
S(RN) = {f ∈ C∞(RN) : ‖f‖α,β <∞ ,∀α, β}, con ‖f‖α,β = supx∈RN |xαDβf(x)|.
Aqui v̂ denota la transformada de Fourier de v.

Lema 2 (Desigualdad de Sobolev). El espacio Hs+k(RN), s > N/2, k ∈ Z+ ∪ {0}
esta inmerso continuamente en el espacio Ck(RN). Es decir, existe c > 0 tal que

|v|Ck ≤ c‖v‖s+k, ∀v ∈ Hs+k(RN) (2.5)

Demostración. Ver [3].

Lema 3.

(i) Para todo m ∈ Z+ ∪ {0}, existe c > 0 tal que para todo u, v ∈ L∞(RN) ∩Hm(RN),

‖u.v‖m ≤ c{|u|∞‖Dmv‖0 + ‖Dmu‖0|v|∞} (2.6)

∑
0≤|α|≤m

‖Dα(u.v)− u.Dαv‖0 ≤ c{|∇u|∞‖Dm−1v‖0 + ‖Dmu‖0|v|∞} (2.7)

(ii) Para todo s > N/2, Hs(RN) es un algebra de Banach. Es decir, existe c > 0 tal que
para todo u, v ∈ Hs(RN),

‖u.v‖s ≤ c‖u‖s‖v‖s (2.8)

Definición 4. Dada Cualquier función radial

ρ(|x|) ∈ C∞0 (RN), ρ ≥ 0,

∫
RN
ρdx = 1 (2.9)

Define el ”Modificador”Jεv de funciones v ∈ Lp(RN), 1 ≤ p <∞, por:

(Jεv) (x) = ε−N
∫
RN
ρ

(
x− y
ε

)
v(y)dy, ε > 0 (2.10)

Lema 4. Sea Jε definido en la ecuación (2.10), entonces Jε es una función C∞ y

(i) Para cada v ∈ C0(RN), Jεv −→ v uniformemente en cualquier conjunto compacto
Ω en RN y

|Jεv|∞ ≤ |v|∞. (2.11)

(ii) Conmuta con la derivada distribucional

DαJε(v) = Jε(Dαv), ∀|α| ≤ m, v ∈ Hm(RN). (2.12)
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(iii) Para todo u ∈ Lp(RN), v ∈ Lq(RN),
1

p
+

1

q
= 1, tenemos

∫
RN

(Jεu) vdx =

∫
RN
u (Jεv) dx. (2.13)

(iv) Para todo v ∈ Hs(RN), Jεv converge a v en Hs y la taza de convergencia en la
norma Hs−1 es lineal en ε:

lim
ε↘0
‖Jεv − v‖s = 0, (2.14)

‖Jεv − v‖s−1 ≤ cε‖v‖s. (2.15)

(v) Para todo v ∈ Hm(RN), k ∈ Z+ ∪ {0} y ε > 0, tenemos,

‖Jεv‖m+k ≤
Cmk
εk
‖v‖m, (2.16)

|JεDkv|∞ ≤
Ck

εN/2+k
‖v‖0. (2.17)

Demostración. Ver [13].

Teorema 1 (Teorema de Picard en espacios de Banach). Sea O ⊆ B un subconjunto
abierto de un espacio de Banach B y considere F : O −→ B que satisface

(i) F mapea O para B.

(ii) F es localmente Lipschitz, es decir, para cualquier X ∈ O existe L > 0 y una
vecindad abierta UX ⊂ O de X tal que

‖F (X1)− F (X2)‖B ≤ L‖X1 −X2‖B, ∀X1, X2 ∈ UX

Entonces para cualquier X0 ∈ O, existe un tiempo T tal que la EDO

dX

dt
= F (X)

Xt=0 = X0 ∈ O (2.18)

tiene una única solución local X ∈ C1 ((−T, T );O).

Demostración. Ver [5].
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Teorema 2 (Continuación de una EDO autónoma en un espacio de Banach).
Sea O ⊂ B un subconjunto abierto de un espacio de Banach B, y sea F : O −→ B es
um operador localmente Lipschitz. Entonces la única solución X ∈ C1 ([0, T );O) para la
EDO autónoma

dX

dt
= F (X)

X|t=0 = X0 ∈ O

existe globalmente en el tiempo, o T < ∞ y X(t) sale del conjunto abierto O cuando
t↗ T .

Demostración. Ver [5].

Lema 5 (Interpolación en el espacio de Sobolev). Dado s > 0, existe una constante
cs tal que para todo v ∈ Hs(RN) e 0 < s′ < s,

‖v‖s′ ≤ cs‖v‖1−s′/s
0 ‖v‖s′/ss . (2.19)

Demostración. Ver [1].

Definición 5. Dado B un espacio de Banach y una sucesión de funciones fε en B, di-
remos que fε converge fuertemente en B, si existe f ∈ B tal que ‖fε − f‖B → 0 cuando
ε→ 0. Usamos la notación fε → f para denotar convergencia fuerte.

Dado un espacio de Hilbert H con producto interno (u, v)H , la sucesión de uε se dice que
converge debilmente para u ∈ H si para todo v ∈ H tenemos, (uε, v) → (u, v) cuando
ε→ 0. Denotamos por uε ⇀ u la convergencia debil.

Teorema 3 (teorema de Banach-Alaoglu). Sea uε una sucesión limitada en Hm(RN),
entonces tiene una subsucesión que converge debilmente para algún u ∈ Hm(RN), es decir,
uε ⇀ u.

Demostración. Ver [14].

Lema 6. Sea w un campo de vectores suave con divergencia nula en RN y considere q un
escalar suave tal que

|w(x)||q(x)| = O(|x|1−N) , cuando |x| ↗ ∞. (2.20)

Entonces w y ∇q son ortogonales, esto es,∫
RN
w.∇q dx = 0. (2.21)
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Proposición 2 (Descomposición de Hodge). Sea w ∈ L2(R3) un campo de vectores
suaves, que decrece rápidamente |x| ↗ ∞. Entonces

(i) La ecuación:

rot v = w

div v = 0

tiene una solución suave v tal que |v| → 0 cuando |x| ↗ ∞ si, y solamente, si

div w = 0. (2.22)

(ii) Si div w = 0, entonces la solución v es determinada de forma constructiva por

v = −rot ψ, (2.23)

donde la función de corte ψ satisface la ecuación de Poisson

∆ψ = w (2.24)

La forma expĺıcita para v es

v(x) =

∫
R3

K3(x− y).w(y)dy (2.25)

donde el núcleo matricial K3 es dado por

K3(x)h =
1

4π

x× h
|x|3

, h ∈ R3 (2.26)

Nos referimos a las ecuaciones (2.25) y (2.26) como la Ley de Biot-Savart en 3D.

Proposición 3 (Descomposición de Hodge en RN). Para cada vector v ∈ L2(RN) ∩
C∞(RN) tiene uma única descomposición ortogonal

v = w +∇q , div w = 0 (2.27)

con las siguientes propiedades

(i) w, ∇q ∈ L2(RN) ∩ C∞(RN).

(ii) w⊥∇q en L2(RN), esto es, (w,∇q) = 0.

(iii) Para cualquier multi-́ındice β de la derivada Dβ, |β| ≥ 0.

‖Dβv‖2
0 = ‖Dβw‖2

0 + ‖∇Dβq‖2
0

Demostración. Ver [13].
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Proposición 4 (Estimativa de Teoria Potencial).

Sea v un campo de velocidad suave con divergencia nula, v ∈ L2(RN)∩L∞(RN) y considere
w = rot v. Entonces:

|∇v|∞ ≤ c
(
1 + ln+ ‖v‖3 + ln+ ‖w‖0

)
(1 + |w|∞) (2.28)

donde

ln+ x =

{
lnx, se x > 1,

0, caso contrario.

Para probar la proposición, necesitamos de lo siguiente

Estimativa de la Teoŕıa Potencial en el Espacio de Hölder

Sea KN el operador integral definido por:

KNf(x) =

∫
RN
KN(x− y)f(y)dy (2.29)

donde el núcleo KN es suave en el exterior de x = 0 y homogéneo de grado 1−N

KN(λx) = λ1−NKN(x), ∀λ > 0, x 6= 0 (2.30)

El núcleo PN = ∇KN es homogéneo de grado −N :

PN(λx) = λ−NPN(x), ∀λ > 0, x 6= 0 (2.31)

PN tiene la siguiente propiedad: ∫
|x|=1

PNds = 0 (2.32)

y define el Operador integral Singular con valor principal:

PNf(x) = PV

∫
RN
PN(x− y)f(y)dy (2.33)

Lema 7. Sea f ∈ Cγ(RN ;RN), 0 < γ < 1 con soporte compacto, definimos mf =
m(sup(f)) < ∞; m representa la medida de Lebesgue. Define la escala de comprimiento
R, por RN = mf . Considere el operador integral singular PN , que satisface las ecuaciones
(2.29)-(2.33). Entonces existe una constante c independiente de R y f tal que

|PNf |∞ ≤ c{‖f‖Cγεγ + max

(
1, ln

R

ε

)
|f |∞}, ∀ε > 0 (2.34)
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Prueba de la proposición 4. Recordar que la vorticidad w determina la velocidad v de la
ecuación de vorticidad, por medio del operador no local

v(x, t) =

∫
RN
KN(x− y).w(y, t)dt, x ∈ RN (2.35)

Donde KN satisface (2.30). Además, ∇v puede también ser calculado a partir de w

∇v(x) = cw(x) + P3w(x) (2.36)

Donde P3w es el operador integral singular definido por la integral de Cauchy con valor
principal

P3w(x) = PV

∫
R3

∇K3(x− y)w(y)dy

Considere una función de corte ρ ∈ C∞ tal que ρ(r) = 0 para r > 2R0, ρ(r) = 1 para
r < R0 y ρ ≥ 0. Descomponer P3w(x) en dos partes:

P3w(x) = PV

∫
R3

∇K3(x− y)ρ(|x− y|)w(y)dy + PV

∫
R3

∇K3(x− y) [1− ρ(|x− y|)]w(y)dy

:= (∇v)1(x) + (∇v)2(x)

Ahora usamos el lema anterior.
Si w tiene soporte en el interior de una esfera de radio R, entonces: aplicando la relación
(2.34) a (∇v)1, tenemos que para cualquier ε > 0

|(∇v)1|∞ ≤ c{‖w‖Cγεγ + max

(
1, ln

R0

ε

)
|w|∞}

Por la desigualdad de Sobolev (2.5) implica que ‖w‖Cγ ≤ c‖w‖2, ∀w ∈ H2(R3), luego

|(∇v)1|∞ ≤ c{‖w‖2ε
γ + max

(
1, ln

R0

ε

)
|w|∞}

≤ c{‖v‖3ε
γ + max

(
1, ln

R0

ε

)
|w|∞}

Además, por la desigualdad de Schwarz, tenemos

|(∇v)2|∞ ≤ cR
−N/2
0 ‖w‖0

Luego,

|∇v|∞ ≤ c|w|∞ + |P3w|∞
≤ c|w|∞ + |(∇v)1|∞ + |(∇v)2|∞

≤ c|w|∞ + c{‖v‖3ε
γ + max

(
1, ln

R0

ε

)
|w|∞}+ cR

−N/2
0 ‖w‖0
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Tomando 0 < ε < R0, cuando ε = 1 si ‖v‖3 ≤ 1 e ε = ‖v‖−γ3 si ‖v‖3 ≥ 1 e R
N/2
0 = ‖w‖0,

finalmente, tenemos

|∇v|∞ ≤ c
(
1 + ln+ ‖v‖3 + ln+ ‖w‖0

)
(1 + |w|∞) .

Definición 6. El espacio Cw([0, T ];Hs(R3)) denota las funciones continuas en el inter-
valo [0, T ] con valores en Hs(R3) con la topoloǵıa debil, esto es, para cualquier ϕ ∈ Hs(R3)
fijo, [ϕ, u(t)]s, es una función escalar cont́ınua sobre [0, T ], donde:

(u, v)s =
∑
α≤s

∫
R3

DαuDαvdx.

Formulación y Proyección de Leray

De la ecuación de Euler o Navier Stokes de flujos incompresibles, considerando V = (vixj)
y P = (pxixj) la matriz hesiana, tenemos:

DV

Dt
+ V 2 = −P + ν∆V

Como trV = div v, tomando el trazo en la ecuación arriba, obtenemos:

D

Dt
(div v) + trV 2 = −∆p+ ν∆(div v)

y div v = 0 para flujos incompresibles, obtenemos

−∆p = tr(∇v)2 (2.37)

cuya solución es

p(x, t) =

∫
RN
M(x− y)tr(∇v(y, t))2dy (2.38)

donde la solución fundamental M es

M(x) =


1

2π
ln |x|, se N = 2,

1

(2−N)wN
|x|2−N , se N ≥ 3.

(2.39)

y wN es el área de la superficie de una esfera unitaria en RN .

Entonces, si tenemos la velocidad, tenemos la presión.
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Por otro lado, diferenciando sobre la integral para calcular ∇p, obtenemos

∇p(x, t) = CN

∫
RN

x− y
|x− y|N

tr(∇v(y, t))2dy (2.40)

Sustituyendo en la ecuación de Navier-Stokes

Dv

Dt
= −CN

∫
RN

x− y
|x− y|N

tr(∇v(y, t))2dy + ν∆v (2.41)

Recordemos que en el lema (6) probamos que un campo con divergencia nula v y la
gradiente de p, tanto con v y p decrecen rápidamente cuando |x| ↗ ∞, son ortogonales,

(v,∇p) =

∫
RN
v.∇p dx = 0

Aśı denotando el operador de proyección sobre el campo de divergencia nula por P , esto
es Pv = w y divw = 0; Pv = v si, y solamente, si div v = 0. Podemos denotar la forma
equivalente a la ecuación (2.41) como:

vt = P(−v.∇v) + ν∆v (2.42)

Lema 8 (Descomposición de Hodge en Hm). Cada campo de vector v ∈ Hm(RN),
m ∈ Z+ ∪{0}, tiene una única descomposición ortogonal v = w+∇φ, tal que el operador
de Leray Pv = w que proyecta sobre las funciones con divergencia nula, satisface:

(i) Pv,∇φ ∈ Hm(RN),
∫
RN Pv.∇φdx = 0, div Pv = 0 y

‖Pv‖2
m + ‖∇φ‖2

m = ‖v‖2
m (2.43)

(ii) P conmuta con la derivada distribucional,

PDαv = DαPv, ∀v ∈ Hm, |α| ≤ m (2.44)

(iii) P conmuta con los modificadores Jε,

P (Jεv) = Jε (Pv) , ∀v ∈ Hm, ε > 0 (2.45)

(iv) P es simétrico,

(Pu, v)m = (u,Pv)m .

Demostración. Ver [13].
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Lema 9. Sea ψ ∈ H1,p(Ω) para p ∈ [1,∞] con ψ = 0 en Γ. Existe una constante C
independiente de p tal que para δ suficientemente pequeño

‖ψ‖Lp(Γδ) ≤ Cδ‖∇ψ‖Lp(Γδ)

Definiremos el vórtice w(v) como una matriz antisimétrica d× d, tal que:

w(v) =
1

2
[∇v − (∇v)T ]. (2.46)

Lo cual nos brinda la siguiente identidad,

2w(u) · w(v) =
1

2
(∇u− (∇u)T ) · (∇v − (∇v)T )

= ∇u · ∇v −∇u · (∇v)T . (2.47)

Lema 10. Para todo u, v ∈ H1(Ω) con div v = 0, tal que (u ·∇v) ·n = 0 sobre Γ, entonces∫
Ω

∇u · ∇v = 2

∫
Ω

w(u) · w(v).

Demostración. Como div v = 0, tenemos: ∇u · (∇v)T = ∂ju
i∂iv

j = ∂j(u
i∂iv

j) =
div(u · ∇v). Luego, si u, v ∈ C∞(Ω), entonces:

2

∫
Ω

w(u) · w(v) =

∫
Ω

∇u · ∇v −∇u · (∇v)T

=

∫
Ω

∇u · ∇v −
∫

Ω

div(u · ∇v)

=

∫
Ω

∇u · ∇v −
∫

Γ

(u · ∇v) · n

=

∫
Ω

∇u · ∇v.

Finalmente, el resultado se obtiene por la densidad de C∞(Ω) en H1(Ω).

Lema 11. Para todo u ∈ V , v ∈ C1(Ω), tenemos

(u, u · ∇v) = −(v, u · ∇u).

Demostración. Observemos que ambos lados de la igualdad tienen sentido por la
regularidad de u y v. Luego,

(u, u · ∇v) =

∫
Ω

uiuj∂jv
i =

∫
Ω

uj∂j(v
iui)−

∫
Ω

ujvi∂ju
i

=

∫
Ω

u · ∇(u · v)−
∫

Ω

(u · ∇u) · v

= −
∫

Ω

(div u)u · v +

∫
Γ

(u · n)u · v −
∫

Ω

(u · ∇u) · v

= −
∫

Ω

(u · ∇u) · v.
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Al aplicar el teorema de Green en la igualdad anterior, requerimos que u, div u ∈ L2(Ω)
y u · v ∈ H1(Ω) (ver, por ejemplo, teorema I.1.2 de [15]).

Lema 12. Para todo u ∈ H1(Ω), v ∈ C1(Ω) con div v = 0 sobre Ω, tal que (v · n)u = 0
sobre Γ, entonces:

(v, u · ∇u) = 2(v, u · w(u)).

Demostración. Supongamos que u ∈ C∞(Ω). Entonces,∫
Ω

(u · w(u)) · v =
1

2

∫
Ω

(u · ∇u) · v − 1

2

∫
Ω

(u · (∇u)T ) · v.

Por otro lado,

(u · (∇u)T ) · v = ui∂ju
ivj

=
1

2
∂j(u

iui)vj

=
1

2
v · ∇|u|2

Por lo tanto de la primera expresión, tenemos∫
Ω

(u · (∇u)T ) · v = −1

2

∫
Ω

div v|u|2 +
1

2

∫
Γ

(v · n)|u|2 = 0,

Por la densidad de C∞(Ω) en H1(Ω), nos brinda el resultado.

Estimaciones A priori

Sea vν la solución de la ecuación de Navier-Stokes,

vνt (x, t) + vν(x, t) · ∇vν(x, t) = −∇p(x, t) + ν∆vν(x, t) + f(x, t)

Multiplicando por v(x, t), tenemos:

vνt (x, t) · vν(x, t) + vν(x, t) · ∇vν(x, t) · vν(x, t) = −∇p(x, t) · vν(x, t)
+ν∆vν(x, t) · vν(x, t) + f(x, t) · vν(x, t)

Luego integramos sobre Ω,∫
Ω

vνt (x, t) · vν(x, t) +

∫
Ω

vν(x, t) · ∇vν(x, t) · vν(x, t) = −
∫

Ω

∇p(x, t) · vν(x, t)

+ν

∫
Ω

∆vν(x, t) · vν(x, t) +

∫
Ω

f(x, t) · vν(x, t)
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Por otro lado,∫
Ω

vν(x, t) · ∇vν(x, t) · vν(x, t) =
1

2

∫
Ω

vν · ∇(vν(x, t))2 = −1

2

∫
Ω

divvν · (vν(x, t))2 = 0

∫
Ω

∇p(x, t) · vν(x, t) =

∫
∂Ω

p(x, t) · vν(x, t)−
∫

Ω

p(x, t) · div(vν(x, t)) = 0

ν

∫
Ω

∆v(x, t)ν · vν(x, t) = ν[

∫
∂Ω

∇vν(x, t) · vν(x, t)−
∫

Ω

∇vν(x, t) · ∇vν(x, t)]

= −ν
∫

Ω

|∇vν(x, t)|2

∫
Ω

vνt (x, t) · vν(x, t) =
1

2

d

dt

∫
Ω

|vν(x, t)|2 =
1

2

d

dt
‖vν(x, t)‖2

Reemplazando en la primera expresión, tenemos:

1

2

d

dt
‖vν(t)‖2

L2(Ω) + ν‖∇vν(t)‖2
L2(Ω) = (f, vν)

Integrando de 0 a t,

1

2
‖vν(t)‖2

L2(Ω) −
1

2
‖vν(0)‖2

L2(Ω) + ν

∫ t

0

‖∇vν(t)‖2
L2(Ω) =

∫ t

0

(f, vν)dt

‖vν(t)‖2
L2(Ω) + 2ν

∫ t

0

‖∇vν(t)‖2
L2(Ω) = ‖vν(0)‖2

L2(Ω) + 2

∫ t

0

(f, vν)dt (2.48)

Ahora consideremos v0 solución de la ecuación de Euler, de manera análoga, tendremos:

‖v0(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖v0(0)‖2

L2(Ω) + 2

∫ t

0

(f̄ , v0)dt (2.49)

A partir de estos supuestos y nuestras hipótesis de f y f̄ se deduce:

‖vν‖L∞([0,T ];L2(Ω)) ≤ C (2.50)

Luego de (2.48), tenemos:

2ν‖∇vν‖2
L2([0,T ];L2(Ω)) ≤ ‖vν(0)‖2

L2(Ω) + 2‖vν‖L∞([0,T ];L2(Ω)) · ‖f‖L1([0,T ];L2(Ω))

De (2.50) y como por hipótesis f ∈ L1([0, T ];L2(Ω))

ν‖∇vν‖2
L2([0,T ];L2(Ω)) ≤ C (2.51)

Por otro lado,

ν1/2‖∇vν‖L1([0,T ];L2(Ω)) = ν

∫ T

0

1 · ‖∇vν‖L2(Ω)

≤ ν1/2‖1‖L2[0,T ] · ‖∇vν‖L2([0,T ];L2(Ω)) (2.52)

≤ C

La penúltima desigualdad resulta de Holder.
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Capa Ĺımite

En [8], Kato construye una capa ĺımite de velocidad: Un campo de velocidad variable con
el tiempo que es distinto de cero solamente de una distancia δ > 0 de Γ y que es igual a
v̄ en Γ . Primero demuestra que existe una función matricial cerca de la frontera que es
cero en Γ y tal que:

v̄ = divā = ∂kājk en Γ

La construcción de Kato hacia ā muestra, sin perdida de generalidad, una regularidad
sobre v̄. A continuación, se define una función z ∈ C∞(Ω) cuyo soporte se encuentra en
Γδ, definido por:

z(x) = ζ(ρ(x)/δ),

donde, ζ : [0,∞)→ [0, 1] función de corte suave, con ζ(0) = 1 y ζ(r) = 0 para r ≥ 1 y ρ
es la distancia de x a Γ.

Finalmente consideremos,

u = div(zā) = zdivā+ ā · ∇z.

Dada la suavidad de ā heredada de v̄ se sigue que u ∈ C1([0, T ];Ck−1(Ω)), donde k = 1
para 2 dimensiones y k = 2 para dimensiones superiores a 2. En dimensiones mayores a
3, u ∈ C1([0, T ] × Ω), el cual es suficiente para que las derivadas sean limitadas (ver la
ecuación (4.6) de [8]), con ayuda del Lema 9,

‖u‖L∞([0,T ];L2(Ω)) ≤ Cδ1/2 ‖∂tu‖L1([0,T ];L2(Ω)) ≤ Cδ1/2

‖∇u‖L∞([0,T ];L2(Ω)) ≤ Cδ−1/2 ‖u‖L∞([0,T ]×Ω) ≤ C, (2.53)

‖∇u‖L∞([0,T ]×Ω) ≤ Cδ−1.

De manera similar, cuando supongamos que v̄ ∈ C1([0, T ];C2(Ω)), tenemos:

‖∆u‖L∞([0,T ];L2(Ω)) ≤ Cδ−3/2. (2.54)

En dimensión 2, debemos construir u de manera diferente para no perder regularidad
sobre v̄. Empleando la función corriente para v̄; esto es, una función ψ tal que v̄ =
∇⊥ψ = (−∂2ψ, ∂1ψ). Dado ψ, construimos una nueva función corriente ψ0 definido sobre
Γδ al restarle de ψ su valor constante en la componente mas cercana de Γ, entonces ψ0 = 0
sobre Γ y v̄ = ∇⊥ψ0 sobre Γδ. Finalmente, definimos la velocidad de capa ĺımite de u
por:

u = ∇⊥(zψ0) = z∇⊥ψ0 + ψ0∇⊥z.

Como ψ0 gana regularidad sobre v̄ de una derivada, u ∈ C1([0, T ]× Ω) y las estimativas
de (2.48) se sigue de manera similar.
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2.3.1 Deducción de las Ecuaciones en R3

Consideremos una porción de fluido (ĺıquido o gás), que en el instante t = 0, ocupa una
región del espacio Ω ⊆ R3. Una manera de describir su movimiento es dar una función
flujo φ(α, t) tal que, para cada α ∈ Ω, la curva t → φ(α, t) describe la trayectoria de la
part́ıcula que ocupa la posición α en el instante t = 0.

Podemos tambien dar la velocidad v(x, t) de la part́ıcula que, en el instante t, ocupa la
posición x. La relación

v(φ(α, t), t) =
∂

∂t
φ(α, t), α ∈ Ω, (2.55)

sigue inmediatamente de las definiciones. Aśı, conociendo φ y sabiendo invertir la función
φt, definida por

φt(x) = φ(x, t),

se obtiene v(x, t) por la fórmula

v(x, t) =
∂

∂t
[φ(φ−1

t (x), t)].

Reciprocamente, si el campo de velocidades v(x, t) fuera conocido, se obtiene φ(α, t)
resolviendo, para cada α ∈ Ω, la ecuación diferencial ordinária con condición inicial:

d

dt
X(α, t) = v(X(α, t), t)

X(α, 0) = α (2.56)

(conocido como la ecuación de la trayectoria), y definiendo φ(α, t) como siendo igual al
valor de la solución de (2.56) en el instante de tiempo t. Vamos admitir que la función
flujo φt existe y tiene todas las propiedades de diferenciabilidad e invertibilidad que fueran
necesarias.(sea diferenciable con inversa diferenciable)

Teorema de Transporte y la Derivada Material

Dada una función f(x, t) en el dominio de X(Ω, t), x ∈ Ω, y una trayectoria X(α, t),
calculemos la derivada en relación al tiempo de la función compuesta.

fX(t) = f(X(t), t).

Usando la regla de la cadena, llamamos el resultado f
′
X(t) de derivada de f a lo largo de

X. Obtenemos,

f
′

X(t) = ∇f(X(t), t).
dX

dt
(t) +

∂f

∂t
(X(t), t)

=

(
v.∇f +

∂f

∂t

)
(X(t), t)
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Definamos la derivada material de f por la fórmula:

Df

Dt
= v.∇f +

∂f

∂t
. (2.57)

Teorema 4 (Teorema de Transporte). Sea Ω ⊂ R3 un dominio abierto, acotado con
frontera suave, y sea X una trayectoria de part́ıculas. Entonces para cualquier función
suave f(x, t) se cumple

d

dt

∫
X(Ω,t)

f(x, t)dx =

∫
X(Ω,t)

[
Df

Dt
+ fdiv v

]
(x, t)dx (2.58)

Demostración.

Haciendo en la integral del lado izquierdo de (2.58) el cambio de variable x = φt(y),
obtenemos: ∫

Ω

f(φt(y), t)J(y, t)dy (2.59)

donde J denota el determinante jacobiano:

J(y, t) = det

((
∂φi
∂yj

))
1≤i,j≤3

.

Como, por hipótesis, φt es siempre inversible, J(x, t) nunca se anula. Y, como el jacobiano
es cont́ınuo y J(y, 0) es igual a 1 para todo y ∈ Ω, entonces el determinante arriba es si-
empre positivo, teniendo haber sido innecesario tomar el valor absoluto de J en (2.59). La
integral que resultó del cambio de variable tiene domı́nio de integración independente del
tiempo. Podemos por lo tanto cambiar el orden de derivación e integración. Obtenemos:

d

dt

∫
X(Ω,t)

f(x, t)dx =

∫
Ω

∂

∂t
[f(φ(y, t), t)] J(y, t)dy

+

∫
Ω

f(φ(y, t), t)
∂J

∂t
(y, t)dy (2.60)

Luego de la primera integral que aparece del lado derecho de la igualdad arriba. La
derivada en el integrando es la derivada de f calculada a lo largo de una trayectoria.
Aparece entonces la derivada material que acabamos de definir. Obtenemos aśı que esta
primera integral es igual a: ∫

Ω

Df

Dt
(φ(y, t), t)J(y, t)dy,

la cual, a través del cambio de variable x = φt(y), vemos que es igual a∫
X(Ω,t)

Df

Dt
(x, t)dx.
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Vamos ahora calcular la última integral en (2.60). Debemos calcular la derivada del
jacobiano,

∂J

∂t
=

∂

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ1

∂y1

∂φ1

∂y2

∂φ1

∂y3
∂φ2

∂y1

∂φ2

∂y2

∂φ2

∂y3
∂φ3

∂y1

∂φ3

∂y2

∂φ3

∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

en el punto (y, t). Conmutando las derivadas, usando (2.55) y la regla de la cadena,
obtenemos:

∂

∂t

∂φi
∂yj

(y, t) =
∂

∂yj
[vi(φ(y, t), t)] =

3∑
k=1

∂vi
∂xk

(φ(y, t), t)
∂φk
∂yj

(y, t).

Aplicando las propiedades usuales de los determinantes y omitiendo, por el momento, los
puntos donde las derivadas son calculadas, vemos:

∂J

∂t
=

3∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂v1

∂xk

∂φk
∂y1

∂v1

∂xk

∂φk
∂y2

∂v1

∂xk

∂φk
∂y3

∂φ2

∂y1

∂φ2

∂y2

∂φ2

∂y3
∂φ3

∂y1

∂φ3

∂y2

∂φ3

∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

3∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ1

∂y1

∂φ1

∂y2

∂φ1

∂y3
∂v2

∂xk

∂φk
∂y1

∂v2

∂xk

∂φk
∂y2

∂v2

∂xk

∂φk
∂y3

∂φ3

∂y1

∂φ3

∂y2

∂φ3

∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

3∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ1

∂y1

∂φ1

∂y2

∂φ1

∂y3
∂φ2

∂y1

∂φ2

∂y2

∂φ2

∂y3
∂v3

∂xk

∂φk
∂y1

∂v3

∂xk

∂φk
∂y2

∂v3

∂xk

∂φk
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
El primero de estas tres sumatorias de determinantes es igual al producto (∂v1/∂x1)J ,
pues los términos correspondientes a k = 2 e k = 3 son iguales a (∂v1/∂xk) veces un
determinante con lineas repetidas. Afirmación análoga vale para las otras dos sumatorias.
Obtenemos, entonces:

∂J

∂t
= J div v

donde el jacobiano y su derivada son calculados en el punto (y, t) y la divergente div v es
calculado en el punto (φ(y, t), t). De ah́ı, vemos:∫

Ω

f(φ(y, t)), t)
∂J

∂t
(y, t)dy =

∫
Ω

f(φ(y, t), t) [(div v)(φ(y, t), t)] J(y, t)dy,
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que es igual, via el cambio x = φt(y), a∫
X(Ω,t)

f(x, t)div v(x, t)dx,

lo que demuestra (2.58).

Incompresibilidad y Conservación de Masa

Denotaremos por ρ(x, t), o simplemente ρ, la densidad de masa del fluido. Por definición,
ρ es una función tal que la masa de la porción de fluido que ocupa una región Ω en el
instante t es dado por ∫

Ω

ρ(x, t)dx.

La hipótesis de que la masa se conserva se traduce en la ecuación∫
Ω

ρ(x, 0)dx =

∫
X(Ω,t)

ρ(x, t)dx,

válida para todo t ≥ 0, donde Ω es arbitrário. Asumiendo como hipótesis que ρ tiene
derivadas cont́ınuas, y aplicando entonces el teorema de Transporte, tenemos:

0 =
d

dt

∫
X(Ω,t)

ρ(x, t)dx =

∫
X(Ω,t)

(
Dρ

Dt
+ ρ div v

)
(x, t)dx.

Como Ω es un abierto cualquiera, ocupado por el fluido en el instante t, entonces esta
función es identicamente nula. Aśı obtenemos la ecuación de la conservación de masa

Dρ

Dt
+ ρ div v = 0 (2.61)

Usando la definición de derivada material (2.57) y la identidad

div(fu) = ∇f.u+ fdiv u,

la ecuación en (2.61) puede ser reescrita como

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0

La condición de que el volumen de cualquier porción de fluido puede ser preservado por
el flujo es descrita por la ecuación

d

dt

∫
X(Ω,t)

dx = 0 (2.62)
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Si esta condición fuera satisfecha, el teorema de transporte aplicado a la función constante
f ≡ 1, implica ∫

Ω

div v dx = 0

que es válida para todo abierto Ω. De ah́ı se concluye que el divergente de la velocidad
es nulo

div v = 0 (2.63)

La rećıproca tambien es verdadera, o sea, las ecuaciones en (2.63) y (2.62) son equivalentes.

LLamaremos al fluido de incompresible si el fluido satisface (2.63). Por otro lado, note
que ρ es constante a lo largo de las trayectorias de las part́ıculas. En nuestro caso,
consideraremos ρ = 1.

Conservación de Momento

El momento (lineal) de una porción de fluido que ocupa, en el instante t, la región X(Ω, t)
es dado por la integral ∫

X(Ω,t)

ρ(x, t)v(x, t)dx.

Por la segunda ley de Newton, la derivada en relación al tiempo de esta cantidad es igual
a la fuerza total actuando en X(Ω, t). Esta es igual a la suma de las fuerzas externas que
actuan en el fluido (peso, fuerza de Coriolis, mismo fuerzas electro-magnéticas) y de las
fuerzas internas, ejercidas sobre X(Ω, t) por el restante del fluido. Denotaremos la fuerza
total externa por f(x, t). Esto es, la fuerza externa total actuando en la porción de fluido
que, en el instante t, ocupa la región X(Ω, t), es dado por∫

X(Ω,t)

ρ(x, t)f(x, t)dx

En cuanto a las fuerzas internas, supongamos sean ellas fuerzas de contacto o tensiones.
Despreciamos entonces acciones a distancia entre las part́ıculas del fluido y supongamos
que exista un campo de tensiones τ(x, t, n) que de la fuerza de contacto por unidad de
área actuando en una superf́ıcie perpendicular a n en el punto x, en el instante t. Mas
precisamente, la fuerza ejercida por el resto del fluido en la porción de fluido que, en el
instante t, ocupa la región cerrada X(Ω, t), delimitada por la superf́ıcie ∂X(Ω, t), es dada
por: ∫

∂X(Ω,t)

τ(x, t, n)dSx,

donde n denota el vector uńıtario normal a ∂X(Ω, t), apuntando para fuera. El teorema
de Cauchy (ver [6], párrafo 7) garantiza que, si el fluido satisfice la segunda ley de Newton,
entonces τ depende linealmente de n, o sea, existe una función matricial S(x, t) tal que

τ(x, t, n) = S(x, t)n.
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En particular, τ(x, t,−n) = −τ(x, t, n), lo que es consecuencia de la tercera ley de Newton.

La segunda ley de Newton entonces queda expresada por la siguiente integral,

d

dt

∫
X(Ω,t)

ρvdx =

∫
X(Ω,t)

ρfdx+

∫
∂X(Ω,t)

SndSx.

Podemos calcular la derivada del lado izquierdo de esta ecuación, aplicando el Teorema
de Transporte a cada componente. Usando el Teorema de la Divergencia, obtenemos:∫

X(Ω,t)

[
D

Dt
(ρv) + ρv div v − ρf − divS

]
dx = 0 (2.64)

donde divS denota el vector que tiene la i-ésima componente igual al divergente del i-ésimo
vector-lineal de S. Usando (2.61), tenemos:

D

Dt
(ρv) + ρv div v = ρ

Dv

Dt
,

y usando la ecuación en (2.64), resulta la ecuación de la Conservación de Momento:

ρ
Dv

Dt
= ρf + div S. (2.65)

Fluidos no viscosos. Ecuación de Euler

Las ecuaciones de la Conservación de la Masa (2.61) y de Momento (2.65) son insuficien-
tes para describir el fluido: para completar la descripción necesitamos relacionar S con
las otras variables. Si supusieramos que las fuerzas internas actuan apenas perpendicu-
larmente a la superf́ıcie X(Ω, t) (ausencia de atrito o viscosidad), Sn debe ser siempre
paralelo a n o, equivalentemente, existe una función p(x, t) tal que

S(x, t) = −p(x, t)Id,

donde Id denota la matriz identidad. La función p es llamada presión y

div S = −∇p.

Estas hipótesis todavia son insuficientes: (2.61) y (2.65) consisten ahora de cuatro ecua-
ciones escalares para cinco incógnitas v1, v2, v3, ρ y p. Una salida es suponer que el fluido
es incompresible. Lo que es una buena aproximación para el caso de los ĺıquidos. Usando
(2.61) y (2.57), obtenemos entonces la ecuación de Euler para un fluido no viscoso e
incompresible, denotando tambien por ρ = 1 el valor constante de la densidad de masa:

∂v

∂t
+ v.∇v = −∇p+ f

div v = 0 (2.66)
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Ecuación de Navier-Stokes

Al intentar obtener formas para la matriz S que incluyan fuerzas de viscosidad, argumen-
tos f́ısicos y matemáticos (ver [11], [4] e [6, párrafo 16]), nos permiten concluir que, en
primera aproximación, S debe ser dada por

S = −p Id+ ν ′(div v)Id+ ν(G+Gt), (2.67)

donde, ν y ν ′ son constantes, Gt denota la transpuesta de G, que denota la matriz ∇v:

G = ∇v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂v1

∂x1

∂v2

∂x2

∂v3

∂x3
∂v1

∂x1

∂v2

∂x2

∂v3

∂x3
∂v1

∂x1

∂v2

∂x2

∂v3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.68)

para completar el sistema formado por las ecuaciones en (2.61), (2.65), (2.67) y conside-
rando el fluido incompresible, div v = 0, luego

div(G+Gt) = ∆v.

La ecuación de conservación de momento (2.65) se escribe entonces,

Dv

Dt
= f −∇p+ ν∆v (2.69)

conocida como la ecuación de Navier-Stokes.

La constante ν ≥ 0 es llamado el coeficiente de viscosidad.

Un flúıdo viscoso e incompresible es descrito entonces por las ecuaciones en (2.69) y (2.63).
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2.3.2 Existencia y Unicidad de soluciones para las ecuaciones de
Navier Stokes y Euler

Primero estudiaremos la existencia local y Unicidad. Despues, probaremos el criterio de
Beale-Kato-Majda para garantizar la existencia global.

Unicidad de la Solución de la ecuación de Euler o Navier-Stokes

Proposición 5. Sean v1 y v2 dos soluciones suaves para las ecuaciones de Euler o Navier-
Stokes con respectivas fuerzas externas F1, F2 y la misma viscosidad (ν ≥ 0). Supongamos
que esas soluciones existen en un intervalo de tiempo común [0, T ], T fijo, vi decrece
rápidamente en el infinito, donde vi(., t) ∈ H1(R3) y Fi ∈ L1([0, T ];L2(R3)). Entonces

sup
0≤t≤T

‖v1 − v2‖0 ≤
[
‖(v1 − v2)|t=0‖0 +

∫ T

0

‖F1 − F2‖0 dt

]
exp

(∫ T

0

|∇v2|∞ dt
)

(2.70)

Demostración. Sean v1 y v2 dos soluciones suaves para las ecuaciones de Euler o
Navier-Stokes con respectivas fuerzas externas F1 y F2.

Dvi
Dt

= −∇pi + ν∆vi + Fi

div vi = 0 (2.71)

vi|t=0 = v0i

Además supongamos que estas soluciones existen en un intervalo de tiempo común [0, T ]
y que decrece rápidamente cuando |x| ↗ ∞, de modo que vi ∈ H1(R3).

Denota ṽ = v1 − v2, p̃ = p1 − p2 y F̃ = F1 − F2 y tomemos la diferencia de las ecuaciones
(2.71) para obtener:

ṽt + v1.∇ṽ + ṽ.∇v2 = −∇p̃+ ν∆ṽ + F̃

Multiplicando la igualdad anterior por ṽ, integrando sobre R3, y denotando por (.,.) las
integrales correspondientes, obtenemos:

(ṽt, ṽ) + (v1.∇ṽ, ṽ) + (ṽ.∇v2, ṽ) = − (∇p̃, ṽ) + ν (∆ṽ, ṽ) +
(
F̃ , ṽ

)
Por otro lado, integrando por partes y usando el teorema de la divergencia, obtenemos∫

R3

(∆ṽ) ṽ =

∫
R3

(∇.∇ṽ) ṽ = −
∫
R3

|∇ṽ|2

Donde los términos de frontera se anulan porque asumimos que v decrece rápidamente en
el infinito. También,∫

R3

(v1.∇ṽ) ṽ =

∫
R3

v1.∇
(

1

2
ṽ2

)
=

∫
R3

1

2
div (v1) .ṽ2 = 0
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En el término de la presión, podemos integrar por partes, para obtener

− (∇p̃, ṽ) = (p̃, div ṽ) = 0

pues ṽ es de divergencia nula. Por lo tanto

(ṽt, ṽ) + ν (∇ṽ,∇ṽ) = − (ṽ.∇v2, ṽ) +
(
F̃ , ṽ

)
y usando la desigualdad de Schwarz, tenemos

1

2

d

dt
‖ṽ(., t)‖2

0 + ν ‖∇ṽ(., t)‖2
0 ≤ |∇v2(., t)|∞ ‖ṽ(., t)‖2

0 +
∥∥∥F̃ (., t)

∥∥∥
0
‖ṽ(., t)‖0 (2.72)

y aplicando el Lema de Grönwall, tenemos:

‖v1 − v2‖0 ≤
[
‖(v1 − v2)|t=0‖0 +

∫ T

0

‖F1 − F2‖0 dt

]
exp

(∫ T

0

|∇v2|∞ dt
)

Corolário 1 (Unicidad de Soluciones). Consideremos v1 y v2 dos soluciones suaves de las
ecuaciones (2.71) sobre [0, T ] con misma condición inicial y fuerza F ∈ L1([0, T ];L2(R3)),
donde vi(., t) ∈ L2(R3) . Entonces v1 = v2

Demostración. Usando la proposición anterior, para cada t ∈ [0, T ], tenemos

‖v1 − v2‖0 ≤
[
‖(v1 − v2)|t=0‖0 +

∫ T

0

‖F1 − F2‖0 dt

]
exp

(∫ T

0

|∇v2|∞ dt
)

y como v1|t=0 = v2|t=0 = v0 , F1 = F2 = F , obtenemos

v1 = v2
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Existencia Global de Soluciones para el problema regularizado

Dada la ecuación

vt + v.∇v = −∇p+ ν∆v

div v = 0 (2.73)

v|t=0 = v0

Nosotros usamos una ecuación aproximada para la ecuación de Euler o Navier-Stokes que
satisface la condición del teorema de Picard, regularizando las ecuaciones, y usando el
operador Jε, tenemos:

vεt + Jε [(Jεvε) .∇ (Jεvε)] = −∇pε + νJε (Jε∆vε) (2.74)

div vε = 0

vε|t=0 = v0

Aplicando la Proyección de Leray, eliminamos pε y la condición de incompresibilidad
div vε = 0, proyectando estas ecuaciones para el espacio de funciones con divergencia
nula.

V s =
{
v ∈ Hs(RN) : div v = 0

}
(2.75)

Como el operador proyección de Leray P conmuta con las derivadas, modificadores y
Pvε = vε, tenemos

vεt + PJε [(Jεvε) .∇ (Jεvε)] = νJ 2
ε ∆vε (2.76)

De las ecuaciones regularizadas de Euler o Navier-Stokes en la ecuación (2.74), obtenemos
una EDO en el espacio de Banach V s

dvε

dt
= Fε(v

ε) (2.77)

vε|t=0 = v0

Donde

Fε(v
ε) = νJ 2

ε ∆vε − PJε [(Jεvε) .∇ (Jεvε)]
= F 1

ε (vε)− F 2
ε (vε) (2.78)

Definición 7 (Definición de solución suave para el problema regularizado). Una
solución suave para el problema regularizado es una función vε(x, t) que satisface (2.77),
donde vε ∈ C1([0,∞);V m) con vε|t=0 = v0, m ∈ Z+ ∪ {0}.
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Teorema 5 (Existencia Global de Soluciones para el problema regularizado). Dada
una condición inicial v0 ∈ V m, m ∈ Z+∪{0}, para cualquier ε > 0 existe para todo tiempo
una única solución vε ∈ C1([0,∞);V m) para la ecuación regularizada (2.77).

Proposición 6 (Existencia de soluciones Locales para el problema regularizado).
Considere una condición inicial v0 ∈ V m, m ∈ Z+ ∪ {0}. Entonces:

(i) Para cualquier ε > 0, existe una única solución vε ∈ C1([0, Tε);V
m) para la EDO

(2.77), donde Tε = T (‖v0‖m , ε).

(ii) En cualquier intervalo de tiempo [0, T ], donde la solución vε ∈ C1([0, T ];V 0), tene-
mos:

sup
0≤t≤T

‖vε‖0 ≤ ‖v0‖0 (2.79)

Demostración.

Primero vamos a probar la existencia de soluciones regularizadas vε localmente en el
tiempo. Mostraremos que la función Fε en la ecuación (2.78) mapea V m para V m es
localmente Lipschitz.

Note que Fε : V m −→ V m, pues divvε = 0, P mapea en campos de vectores con divergencia
nula y Jε conmuta con las derivadas.

La definición de espacio de Sobolev y la estimativa (2.16) para modificadores, obtenemos∥∥F 1
ε (v1)− F 1

ε (v2)
∥∥
m

= ν
∥∥J 2

ε ∆
(
v1 − v2

)∥∥
m

≤ ν
∥∥J 2

ε

(
v1 − v2

)∥∥
m+2

≤ cν

ε2
∥∥v1 − v2

∥∥
m

(2.80)

Por otro lado, de la desigualdad (2.6) y de la propiedad conmutativa (2.45) de P y Jε,
tenemos:

‖F 2
ε (v1)− F 2

ε (v2)‖m ≤ ‖PJε{(Jεv1).∇
[
Jε(v1 − v2)

]
}‖m + ‖PJε{

[
Jε(v1 − v2)

]
.∇(Jεv2)‖m

≤ c{|Jεv1|∞‖DmJε∇(v1 − v2)‖0 + ‖DmJεv1‖0|Jε∇(v1 − v2)|∞
+|Jε(v1 − v2)|∞‖DmJε∇v2‖0 + ‖DmJε(v1 − v2)‖0|Jε∇v2|∞}

de las propiedades de los modificadores (2.16) y (2.17), tenemos:

‖F 2
ε (v1)− F 2

ε (v2)‖m ≤
c

ε3/2+1+m

(
‖v1‖0 + ‖v2‖0

)
‖v1 − v2‖m (2.81)

Luego, combinando (2.80) y (2.81) tenemos,

‖Fε(v1)− Fε(v2)‖m ≤ c(‖v1‖0, ‖v2‖0, ε)‖v1 − v2‖m (2.82)
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Por lo tanto, Fε es localmente Lipschitz en cualquier conjunto abierto:

OM = {v ∈ V m/‖v‖m < M}

por el teorema de Picard, entonces dada cualquier condición inicial v0 ∈ V m, existe una
única solución vε ∈ C1([0, Tε);V

m ∩OM), m ∈ Z+ ∪ {0}, para algún Tε > 0.

Para la prueba de (ii), considere vε ∈ C1([0, T );V 0).

De la ecuación (2.77), multiplicamos por vε y luego integrando sobre R3, obtenemos

1

2

d

dt

∫
R3

(vε)2dx = ν

∫
R3

vεJ 2
ε ∆vεdx−

∫
R3

vεPJε [(Jεvε).∇(Jεvε)] dx

usando las propiedades de los modificadores y el operador P , tenemos:

1

2

d

dt

∫
R3

(vε)2dx = ν

∫
R3

(Jεvε)(Jε∆vε)dx−
∫
R3

(Jεvε).(Jεvε).∇(Jεvε)dx

= ν

∫
R3

(Jεvε)∆(Jεvε)dx−
1

2

∫
R3

(Jεvε)∇
(
(Jεvε)2

)
dx

= −ν
∫
R3

(∇Jεvε)2 dx+
1

2

∫
R3

(div Jεvε) (Jεvε)2 dx

Como div vε = 0 entonces div Jεvε = 0.

Luego.
d

dt
‖vε‖2

0 + 2ν‖∇Jεvε‖2
0 = 0

y desde que ν ≥ 0, obtenemos
d

dt
‖vε‖2

0 ≤ 0

Como la función t 7−→ ‖vε(t)‖2
0 es decreciente

‖vε‖0 ≤ ‖vε0‖0, ∀t ≥ 0

Por lo tanto,
sup

0≤t≤T
‖vε‖0 ≤ ‖v0‖0.

Observación 1 (Solución Global). Usando el Teorema de Continuación de una EDO
autónoma en un espacio de Banach, la solución puede ser continuada en todo tiempo,
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pues si Tε <∞ entonces limt→Tε ‖vε(., t)‖m =∞. Por otro lado, en la relación (2.82) con
v2(x, t) = 0, tenemos

d

dt
‖vε(., t)‖m ≤ c(‖vε‖0, ε)‖vε‖m

y por (2.79), tenemos
d

dt
‖vε(., t)‖m ≤ c(‖v0‖0, ε)‖vε‖m

usando el lema de Grönwall, obtenemos

‖vε(., t)‖m ≤ exp (cTε)

contradiciendo lo supuesto. Por lo tanto Tε =∞.

Existencia de Soluciones Suaves para las ecuaciones de Euler o Navier-Stokes

En la subsección anterior, probamos la existencia global y unicidad de soluciones para
el problema regularizado. Esto es, para cualquier viscosidad fija, ν ≥ 0, y cualquier
parámetro de regularización ε > 0, existe una única solución vε ∈ C1([0,∞);V m), m ∈
Z+ ∪ {0} para la ecuación regularizada (2.77)

dvε

dt
= νJ 2

ε ∆vε − PJε [(Jεvε) .∇ (Jεvε)]

vε|t=0 = v0

Mostramos ahora, desde que m > 3, que existe un intervalo de tiempo [0, T ] y una
subsucesión (vε) convergente para una función v ∈ C([0, T ];C2(R3)) ∩ C1([0, T ];C(R3)).

Definición 8 (Definición de Solución Suave para las ecuaciones de Euler o
Navier-Stokes). Una solución suave para las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes es
una función v en el sentido clásico tal que cumpla (2.42), donde v ∈ C([0, T ];C2(R3)) ∩
C1([0, T ];C(R3)) con v|t=0 = v0.

Teorema 6 (Existencia de Soluciones locales para las ecuaciones).

Dada una condición inicial v0 ∈ V m, m ≥ 3, entonces

(i) Existe un tiempo T y cm > 0, con

T ≤ 1

cm‖v0‖m
(2.83)

tal que para cualquier viscosidad, 0 ≤ ν <∞, existe una única solución
vν ∈ C([0, T ];C2(R3)) ∩ C1([0, T ];C(R3)), para las ecuaciones de Euler o Navier-
Stokes. La solución vν es el ĺımite de una subsucesión de soluciones aproximadas,
vε, en las ecuaciones (2.77) y (2.78).
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(ii) Las soluciones aproximadas vε y el ĺımite vν satisface las siguientes estimativas
de enerǵıa:

sup
0≤t≤T

‖vε‖m ≤ ‖v0‖m
1− cmT‖v0‖m

(2.84)

sup
0≤t≤T

‖vν‖m ≤ ‖v0‖m
1− cmT‖v0‖m

(iii) Las soluciones aproximadas y el ĺımite vν son uniformemente limitados en el
espacio L∞([0, T ];Hm(R3)), Lip([0, T ];Hm−2(R3)) y Cw([0, T ];Hm(R3)).

Para demostrar el teorema anterior, necesitamos de la siguiente proposición.

Proposición 7 (Estimativa de Enerǵıa Hm).
Sea v0 ∈ V m. Entonces la única solución regularizada vε ∈ C1([0,∞);V m) para la

ecuación (2.77) satisface

d

dt

1

2
‖vε‖2

m + ν‖Jε∇vε‖2
m ≤ cm|∇Jεvε|∞‖vε‖2

m (2.85)

Demostración. Sea vε es una solución suave para la ecuación (2.77)

vεt = νJ 2
ε ∆vε − PJε[(Jεvε).∇(Jεvε)]

Tomando la derivada Dα, |α| ≤ m, y luego multiplicando por Dαvε e integrando sobre
R3, tenemos:

(Dαvεt , D
αvε) = (νDαJ 2

ε ∆vε, Dαvε)− (DαPJε[(Jεvε).∇(Jεvε)], Dαvε)

= −ν(J 2
ε D

α∆vε, Dαvε)− (PJε[(Jεvε).∇(DαJεvε)], Dαvε)

− (DαPJε[(Jεvε).∇(Jεvε)]− PJε[(Jεvε).∇(DαJεvε)], Dαvε)

= −ν‖JεDα∇vε‖2
0 − (PJε[(Jεvε).∇(DαJεvε)], Dαvε)

− (DαPJε[(Jεvε).∇(Jεvε)]− PJε[(Jεvε).∇(DαJεvε)], Dαvε)

luego, usando los lemas (4), (8) y el teorema de Divergencia, tenemos:

(PJε[(Jεvε).∇(DαJεvε)], Dαvε) = (Jε[(Jεvε).∇(DαJεvε)],PDαvε)

= ((Jεvε).∇(DαJεvε),JεDαvε)

=
1

2
(Jεvε,∇ (JεDαvε)2)

= −1

2

(
div Jεvε, (JεDαvε)2

)
= 0.
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Sumando sobre |α| ≤ m, tenemos:

1

2

d

dt
‖vε‖2

m + ν‖Jε∇vε‖2
m ≤ ‖vε‖m

∑
|α≤m

‖Dα[(Jεvε).∇(Jεvε)]− [(Jεvε).∇(DαJεvε)]‖0

≤ cm‖vε‖m
(
|∇Jεvε|∞‖Dm−1∇Jεvε‖0 + ‖DmJεvε‖0|∇Jεvε|ε

)
≤ cm|Jε∇vε|∞‖vε‖2

m

Por lo tanto,
1

2

d

dt
‖vε‖2

m + ν‖Jε∇vε‖2
m ≤ cm|∇Jεvε|∞‖vε‖2

m.

Demostración. [Prueba del Teorema 6] Primero vamos a mostrar que la familia (vε) de
soluciones regularizadas es uniformemente limitada en Hm. De la estimativa (2.85) y la
desigualdad de Sobolev (2.5), desde que m > N/2 + 1,

d

dt
‖vε‖2

m ≤ cm|Jε∇vε|∞‖vε‖2
m

≤ cm‖vε‖3
m (2.86)

y por lo tanto, para todo ε,

sup
0≤t≤T

‖vε‖m ≤
‖v0‖m

1− cmT‖v0‖m
= ‖v0‖m +

‖v0‖2
mcmT

1− cmT‖v0‖m
(2.87)

Aśı la familia (vε) es uniformemente limitada en C([0, T ];Hm), m > 3/2, desde que
T < (cm‖v0‖m)−1.

Además, la familia (dvε/dt) es uniformemente limitado en Hm−2. La ecuación (2.77)
implica que, para m ≥ 3,∥∥∥∥dvεdt

∥∥∥∥
m−2

≤ ν‖J 2
ε ∆vε‖m−2 + ‖PJε[(Jεvε).∇(Jεvε)]‖m−2

= A1 + A2

• Estimativa para A1.

A1 ≤ cν‖J 2
ε v

ε‖m
= cν‖Jε(Jεvε)‖m ≤ cν‖Jεvε‖m ≤ cν‖vε‖m

• Estimativa para A2.

A2 ≤ c‖(Jεvε).∇(Jεvε)‖m−2

≤ c
[
|Jεvε|∞‖Dm−2∇(Jεvε)‖0 + ‖Dm−2(Jεvε)‖0|∇Jεvε|∞

]
.
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Por otro lado,
‖Dm−2∇Jεvε‖0 ≤ c‖Jεvε‖m ≤ c‖vε‖m

esta última estimativa por (2.16).

‖Dm−2(Jεvε)‖0 ≤ c ‖Jεvε‖m−2 ≤ ‖vε‖m
|Jεvε|∞ ≤ |vε|∞ ≤ c ‖vε‖m

esto último por la inmersión continua en el espacio Ck.

|∇Jεvε|∞ = |Jε∇vε|∞ ≤ |∇vε|∞ ≤ c‖∇vε‖m−2.

Aśı,
A2 ≤ c‖vε‖2

m

Por lo tanto, ∥∥∥∥dvεdt
∥∥∥∥
m−2

≤ cν‖vε‖m + c‖vε‖2
m

y como ‖vε‖m es uniformemente limitado, dado 0 ≤ ν <∞ la familia (dvε/dt) es unifor-
memente limitada en Hm−2.

Lema 13. La familia (vε) es una subsucesión de Cauchy en C([0, T ];L2(R3)). En parti-
cular, existe una constante c = c(‖v0‖m, T ) tal que para todo ε y ε′, tenemos:

sup
0≤t≤T

‖vε − vε′‖0 ≤ c max(ε, ε′)

Demostración. Usando la ecuación (2.77), haciendo algunos cálculos similares como
antes, tenemos:

d

dt

1

2
‖vε − vε′‖2

0 = ν
(
J 2
ε ∆vε − J 2

ε′∆v
ε′ , vε − vε′

)
−
(
PJε[(Jεvε).∇(Jεvε)]− PJε′ [(Jε′vε

′
).∇(Jε′vε

′
)], vε − vε′

)
= T1 + T2

• Estimativa para T1.

(J 2
ε ∆vε − J 2

ε′∆v
ε′ , vε − vε′) = ((J 2

ε − J 2
ε′)∆v

ε, vε − vε′)− ‖Jε′∇(vε − vε′)‖2
0

≤ ((J 2
ε − J 2

ε′)∆v
ε, vε − vε′)

≤ ‖(J 2
ε − J 2

ε′)∆v
ε‖0‖vε − vε

′‖0

≤
(
‖(J 2

ε − Id)∆vε‖0 + ‖(J 2
ε′ − Id)∆vε‖0

)
‖vε − vε′‖0

≤ [cε‖(Jε + Id)∆vε‖1 + cε′‖(Jε′ + Id)∆vε‖1] ‖vε − vε′‖0

≤ [cε (‖Jε∆vε‖1 + ‖∆vε‖1) + cε′ (‖Jε′∆vε‖1 + ‖∆vε‖1)]

.‖vε − vε′‖0

≤
[
cε
(c
ε
‖vε‖3 + ‖vε‖3

)
+ cε′

( c
ε′
‖vε‖3 + ‖vε‖3

)]
‖vε − vε′‖0

≤ cmax(ε, ε′)‖vε‖3‖vε − vε
′‖0
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• Estimativa para T2, utilizando también las mismas herramientas y el hecho que vε

es de divergencia nula.

(PJε[(Jεvε).∇(Jεvε)]− PJε′ [(Jε′vε
′
).∇(Jε′vε

′
)], vε − vε′) =

((Jε − Jε′)[(Jεvε).∇(Jεvε)], vε − vε
′
)

+(Jε′ [(Jε − Jε′)vε.∇(Jεvε)], vε − vε
′
)

+(Jε′ [Jε′(vε − vε
′
).∇(Jεvε)], vε − vε

′
)

+(Jε′((Jε′vε
′
).∇[(Jε − Jε′)vε]), vε − vε

′
)

+(Jε′((Jε′vε
′
).∇(Jε′(vε − vε

′
)), vε − vε′)

= R1 +R2 +R3 +R4 +R5.

Usando las desigualdades (2.6) y (2.5), obtenemos:

|R1| ≤ ‖(Jε − Jε′)[(Jεvε).∇(Jεvε)]‖0‖vε − vε
′‖0

≤ {‖(Jε − Id)[(Jεvε).∇(Jεvε)]‖0 + ‖(Jε′ − Id)[(Jεvε).∇(Jεvε)]‖0} ‖vε − vε
′‖0

≤ [cε‖(Jεvε).∇(Jεvε)‖1 + cε′‖(Jεvε).∇(Jεvε)‖1] ‖vε − vε′‖0

≤ cmax(ε, ε′)‖(Jεvε).∇(Jεvε)‖1‖vε − vε
′‖0

≤ cmax(ε, ε′)‖vε‖2
m‖vε − vε

′‖0.

Para la siguiente estimativa usamos (2.16), (2.15):

|R2| ≤ ‖(Jε − Jε′)vε.∇(Jεvε)‖0‖Jε′(vε − vε
′
)‖0

≤ c [‖(Jε − Id)vε.∇(Jεvε)‖0 + ‖(Jε′ − Id)vε.∇(Jεvε)‖0] ‖vε − vε′‖0

≤ c{cε‖vε.∇(Jεvε)‖1 + cε′‖vε.∇(Jεvε)‖1}‖vε − vε
′‖0

≤ cmax(ε, ε′)‖vε.∇(Jεvε)‖1‖vε − vε
′‖0

≤ cmax(ε, ε′)‖vε‖2
m‖vε − vε

′‖0.

Análogamente para el resto,

|R4| ≤ c‖(Jε′vε
′
).∇[(Jε − J ′ε )vε]‖0‖vε − vε

′‖0

≤ c{|Jε′vε
′ |∞‖(Jε − Jε′)∇vε‖0 + ‖vε′‖0|∇(Jε − Jε′vε)|∞}‖vε − vε

′‖0

≤ cmax(ε, ε′)‖vε‖m‖vε
′‖m‖vε − vε

′‖0.

|R3| ≤ c‖Jε′(vε − vε
′
).∇(Jεvε)‖0‖vε − vε

′‖0

≤ c
[
|Jε′(vε − vε

′
)|∞‖∇(Jεvε)‖0 + ‖Jε′(vε − vε

′
)‖0|∇(Jεvε)|∞

]
‖vε − vε′‖0

≤ c‖vε − vε′‖2
0‖vε‖m.
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R5 = (Jε′vε
′
.∇[Jε′(vε − vε

′
)],Jε′(vε − vε

′
))

=

∫
R3

Jε′vε
′
.∇[Jε′(vε − vε

′
)].Jε′(vε − vε

′
)dx

=
1

2

∫
R3

Jε′vε
′
.∇[(Jε′(vε − vε

′
))2]dx

=
1

2

∫
R3

(div Jε′vε
′
)[Jε′(vε − vε

′
)]dx = 0.

Luego, combinando los resultados y de la desigualdad (2.84), llamandoM = M(‖v0‖0, T ),
tenemos:

d

dt
‖vε − vε′‖0 ≤ c(M)[max(ε, ε′) + ‖vε − vε′‖0]

‖vε − vε′‖0 ≤ exp (c(M).T ) [

∫ T

0

exp (−c(M)s) c(M) max(ε, ε′)ds+ ‖vε0 − vε
′

0 ‖0]

≤ exp (c(M)T ) [max(ε, ε′) + ‖vε0 − vε
′

0 ‖0]−max(ε, ε′)

sup
0≤t≤T

‖vε − vε′‖0 ≤ c(M,T ) max(ε, ε′) (2.88)

Esta ultima desigualdad la obtenemos, pues vε0 = vε
′

0 .

Aśı vε es una subsucesión de Cauchy en C([0, T ], L2(R3)) y como el espacio C([0, T ], L2(R3))
es completo, luego vε converge fuertemente en vν ∈ C([0, T ];L2(R3)).

Vamos ahora aplicar el lema (5) para la diferencia vε − vν . Tomando s = m, usando
(2.87) y de la convergencia de vε, obtenemos:

sup
0≤t≤T

‖vε − vν‖m′ ≤ c(‖v0‖m, T )ε1−m
′/m

de aqúı, para todo m′ < m tenemos convergencia fuerte en C([0, T ];Hm′(R3)).

Como 0 < 7/2 < m′ < m, eso implica convergencia fuerte en C([0, T ];C2(R3)), esto es
debido a que si s > N/2 + k y v ∈ Hs(RN), entonces v ∈ Ck(RN).

También de la ecuación,

vεt = νJ 2
ε ∆vε − PJε[(Jεvε).∇(Jεvε)]
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Por lo tanto,
vεt → ν∆vν − P(vν .∇vν) em C([0, T ], C(R3))

Por otro lado, vεt → vνt en el sentido distribucional, pues considere ϕ ∈ C∞0 , luego

〈vεt , ϕ〉 = −〈vε, ϕt〉

Tomando limite a ambos lados tenemos, y luego usando la definición de derivada distri-
bucional

−〈vε, ϕt〉 −→ −〈vν , ϕt〉 = 〈vνt , ϕ〉

Por lo tanto,
vνt = ν∆vν − P(vν .∇vν)

Por la equivalencia del problema, entonces vν satisface la ecuación de Euler o Navier-
Stokes.

Para probar el (iii) del teorema 6 usaremos las nociones de convergencia débil. Nosotros
tenemos que,

sup
0≤t≤T

‖vε‖m ≤M (2.89)

sup
0≤t≤T

∥∥∥∥dvεdt
∥∥∥∥
m−2

≤M1 (2.90)

de ah́ı vε es uniformemente limitado en el espacio de Hilbert L2([0, T ];Hm(R3)), por el
Teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesión que converge débilmente para

vν ∈ L2([0, T ];Hm(R3)) (2.91)

Luego, para cada t,

‖vν‖m ≤M

Esto, implica que vν ∈ L∞([0, T ], Hm(R3)).

Un argumento similar, aplicado a la estimativa (2.90) muestra que vν ∈ Lip([0, T ];Hm−2(R3)).

Además, v es continua en la topoloǵıa débil deHm(R3), para probar que v ∈ Cw([0, T ];Hm(R3)).

Como vε −→ vν em C([0, T ];Hm′). Se sigue que,

[ϕ, vε(., t)] −→ [ϕ, vν(., t)] uniformemente em [0, T ] para qualquer ϕ ∈ H−m′(R3).
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Usando el hecho que H−m
′
(R3) es denso en Hm(R3) para m′ < m, tenemos

[ϕ, vε(., t)] −→ [ϕ, vν(., t)] uniformemente en [0, T ], para cualquier ϕ ∈ H−m(R3).

Esto implica que vν ∈ Cw([0, T ];Hm(R3)).

Teorema 7 (Continuidad en la norma superior). Sea vν la solución descrita en el
teorema (6). Entonces

vν ∈ C([0, T );V m) ∩ C1([0, T );V m−2)

Demostración. En virtud de la ecuación de Navier-Stokes, es suficiente mostrar
vν ∈ C([0, T ];Hm(R3)).
Como vν ∈ Cw([0, T ];Hm(R3)), es suficiente mostrar que la norma ‖v(t)‖m es una función
continua en el tiempo, pues si tenemos lo anterior, considerando t0 ∈ [0, T ], luego

‖vν(., t)− vν(., t0)‖2
m = (vν(., t)− vν(., t0), vν(., t)− vν(., t0))

= (vν(., t), vν(., t))− 2 (vν(., t), vν(., t0)) + (vν(., t0), vν(., t0))

Como vν ∈ Cw([0, T ], Hm(R3)), y vν(., t0) ∈ Hm(R3), tenemos

vν(., t) −→ vν(., t0) fracamente.

Además por la continuidad de la ‖v(t)‖m, tenemos que ‖v(t)‖m → ‖v(t0)‖m . Sustituyendo
en la igualdad anterior, obtenemos que vν ∈ C([0, T ], Hm(R3)).

• Caso 1: ν = 0

Por la desigualdad (2.87) y usando el hecho que para t fijo,

lim sup
ε→0

‖vε‖m ≥ ‖v0‖m

obtenemos

sup
0≤t≤T

‖v0‖m ≤
‖v0‖m

1− cmT‖v0‖m
(2.92)

Del hecho que v0 ∈ Cw([0, T ];Hm(R3)), tenemos

lim inf
t→0+

‖v0(., t)‖m ≥ ‖v0‖m.

De la estimativa (2.92), tenemos

lim sup
t→0+

‖v0(., t)‖m ≤ ‖v0‖m.

Por lo tanto, limt→0+ ‖v0(., t)‖m = ‖v0‖m. Esto nos da la continuidad fuerte para
la derecha en t = 0. Como el análisis que hicimos para las ecuaciones de Euler
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es reversible en el tiempo, podemos igualmente mostrar continuidad fuerte para la
izquierda en t = 0.

Resta mostrar continuidad en la norma ‖.‖m de la solución para t 6= 0.
Considere un tiempo T0 ∈ [0, T ] y la solución v0(., T0). En este tiempo fijado,
v0(., T0) = vT0

0 ∈ Hm(R3) y a partir de la relación (2.87),

‖vT0
o ‖m ≤

‖v0‖m
1− cmT0‖v0‖m

(2.93)

Aśı, podemos tomar vT0
0 como dato inicial, construir en un intervalo de tiempo y

de manera similar resolver la ecuación regularizada (2.77). Obtenemos soluciones
aproximadas vεT0

(., t) que satisfacen la relación (2.86),

d

dt
‖vεT0
‖m ≤ cm|Jε∇vεT0

|∞‖vεT0
‖m ≤ cm‖vεT0

‖2
m

podemos pasar a un limite en vεT0
como antes y encontrar una solución v̂ para la

ecuación de Euler en un intervalo de tiempo [T0 − T ′, T0 + T ′] con dato inicial vT0 .
Siguiendo las mismas estimativas como arriba, obtenemos que el tiempo T ′ satisface
la restricción

0 < T ′ <
1

cm‖v0‖m
− T0

Además, esta solución v̂ debe concordar con v0 en [T0−T ′, T0 +T ′]∩ [0, T ] en virtud
de la unicidad de soluciones y del hecho que v0 y v̂ coincide en t = T0 ∈ [0, T ].
Siguiendo el argumento anterior usado para mostrar que ‖v0‖m es continua en t = 0,
concluimos que ‖v̂‖m es continua en T0. Luego ‖v0‖m es continua en T0.

Como T0 ∈ [0, T ] es arbitrario, tenemos apenas demostrado que ‖v0‖m es una función
continua en [0, T ] y por el hecho de que v0 ∈ Cw([0, T ];Hm(R3)), obtenemos,

v0 ∈ C([0, T ];Hm(R3)).

• Caso 2: ν > 0

Tras el inicio del argumento en el caso 1, se obtiene que v tiene continuidad fuerte
para la derecha en t=0, de manera análoga sucede aqúı. Note que la estimativa
de enerǵıa Hm implica una información adicional para el caso ν > 0. Esto es,
integrando respecto de 0 a T en la relación (2.85), tenemos

1

2
‖vε(., T )‖2

m −
1

2
‖v0‖2

m + ν

∫ T

0

‖Jε∇vε‖2
mdt ≤

∫ T

0

cm|∇Jεvε|∞‖vε‖2
mdt

ν

∫ T

0

‖Jε∇vε‖2
mdt ≤

1

2
‖v0‖2

m −
1

2
‖vε(., T )‖2

m + cm

∫ T

0

‖vε‖3
mdt
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y de la estimativa (2.84), tenemos

ν

∫ T

0

‖Jε∇vε‖2
mdt ≤M

donde M = M(‖v0‖m, T ).

Luego el limite vν ∈ L2([0, T ];Hm+1(R3)) (el limite dependerá de ν y no es verdad
para la ecuación de Euler).
Aśı, para casi todos los T0 ∈ [0, T ], v(., T0) ∈ Hm+1(R3). En particular, para cual-
quier δ > 0, existe T0 < δ con v(., T0) = vT0

0 ∈ Hm+1(R3).
Tomando vT0

0 como dato inicial y repitiendo la construcción de existencia anterior
con m + 1 en vez de m, tenemos una solución en C([T0, T

′];Hm̃(R3)), para todo
m̃ < m+ 1.

Es suficiente controlar ‖vεT0
‖m independiente de ε. Siguiendo las estimativas para

el intervalo de tiempo T ′ en términos de los datos iniciales, como antes, podemos

mostrar T ≤ T ′ ≤ 1

cm
‖v0‖m. Una vez mas, por unicidad de soluciones, esta solución

es idéntico a vν en su intervalo de existencia. Como δ > 0 fue arbitrario, esto implica
vν ∈ C((0, T ].Hm(R3)). Combinando, con la continuidad fuerte a derecha en t = 0,
resulta vν ∈ C([0, T ];Hm(R3)).

Observación 2. En la construcción anterior, los datos iniciales solo controla el tiempo
de existencia de la solución, desde que

T <
1

cm‖v0‖m
(2.94)

El hecho de que la solución v ∈ C([0, T ];Hm(R3)), implica que puede ser continuado en el
tiempo, desde que ‖v(., t)‖m permanece limitada. Esto es, la construcción de una solución
en un intervalo de tiempo [0, T ], donde T satisface la desigualdad (2.94). En el tiempo
T , se escoge v(x, T ) como datos iniciales para una nueva solución y repetir el proceso,
continuando la solución en un intervalo de tiempo [T, T1] para lo cual

T1 <
c

‖v(., T )‖m
Es evidente que el proceso puede ser continuado, para todo tiempo o hasta que ‖v(., t)‖m
se vuelva infinita.

Corolário 2. Dada una condición inicial v0 ∈ V m, m ≥ [N/2]+2, entonces para cualquier
viscosidad, ν ≥ 0, existe un tiempo máximo de existencia T ∗ (posiblemente infinito) y una
solución única vν ∈ C([0, T ∗);V m)∩C1([0, T ∗);V m−2) para la ecuación de Euler o Navier-
Stokes.
Además, si T ∗ <∞ entonces necesariamente limt→T ∗ ‖vν(., t)‖m =∞.

44



CAPÍTULO III

HIPÓTESIS Y VARIABLE

3.1 Hipótesis

3.1.1 Hipótesis general

Considerando las condiciones del teorema de Kato, mostraremos la convergencia de la
solución de Navier-Stokes a la solución de Euler.

3.1.2 Hipótesis espećıfico

1 Por el teorema de transporte, conservación de Momento y Masa, deduciremos las
ecuaciones de Navier-Stokes y Euler.

2 Para garantizar la existencia de la solución de Navier-Stokes ó Euler es necesario
usar la hipótesis de que encontrar la solución a dicha ecuación equivale a encontrar
un operador Fε para el problema regularizado y luego usar el teorema de Picard,
posteriormente v́ıa ĺımite se encontraŕıa para el problema original de Navier-Stokes
(Euler).

3.2 Variable de la investigación

En este trabajo, definiremos nuestra variable vν como el campo de velocidad del fluido
viscoso de la ecuación de Navier-Stokes, con vν ∈ L2 ([0, T ];Hm(Ω)).
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3.3 Operacionalización de variables

Variables Definición Definición Dimensiones Indicadores
Conceptual Operacional

La función vν es el vν → v0

campo de velocidad uniformemente Rd, v0 ∈ C1
(
[0, T ];Cd+ε(Ω)

)
vν del fluido viscoso, en L2 (Ω), 2 ≤ d vν ∈ L2 ([0, T ];Hm(Ω))

solución de la cuando
ecuación de ν → 0.

Navier-Stokes (convergencia
de soluciones)

Definición operacional de la variable

En el trabajo, nuestra definición operacional con relación a nuestra variable será la de
cómo vν , un fluido viscoso, se aproxima a v0 , un fluido no viscoso, a medida que ν se
vuelva cada vez más pequeño, ν → 0. Para ello emplearemos la estimación de vν en su
ecuación, posteriormente con resultados de los espacios de Sobolev demostraremos 4 lemas
que serán requeridos para la convergencia de la solución de la ecuación de Navier-Stokes
a la solución de la ecuación de Euler.
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CAPÍTULO IV

DISEÑO METODOLÓGICO

4.1 Tipo de diseño y diseño de la investigación

En este trabajo se muestra un tipo de investigación no experimental, cuyo diseño es
Longitudinal, ya que nos centramos en cómo cambia la solución de Navier-Stokes a la
solución de Euler, mediante la convergencia.

4.2 Método de la investigación

El estudio de la investigación es de carácter cient́ıfico-teórico y el método usado es del tipo
inductivo - deductivo tratando de ser lo más exhaustivo posible en cada demostración.

4.3 Población y Muestra

La población de nuestro trabajo está conformado por el conjunto de Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales y se tomó como muestra de estudio dos ecuaciones diferenciales parciales:
Navier-Stokes y Euler.

4.4 Lugar de estudio

El lugar de estudio es en la ĺınea de las Ecuaciones Diferenciales Parciales.

4.5 Técnicas e instrumentos para la recolección de la

información

Para la realización de nuestro trabajo de tesis se revisará bibliograf́ıa especializada y reco-
pilación de informaciones obtenidas v́ıa internet, proyectos (paper) y libros relacionados
al tema.
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4.6 Plan de Trabajo

Durante el desarrollo del proyecto, primero nos enfocamos en deducir las ecuaciones de
Navier-Stokes y Euler, para ello haremos uso de las EDO, el teorema de transporte y
la conservación de Momento y Masa, posteriormente garantizamos sus respectivas solu-
ciones de manera global, en esta parte definiremos el espacio apropiado para que ambas
soluciones de dichas ecuaciones existan y finalmente con otras condiciones demostraremos
el resultado de Kato y aśı demostrar la convergencia de las soluciones de Navier-Stokes a
las soluciones de Euler.

4.7 Análisis y procedimientos de datos

Por la caracteŕıstica del trabajo no se realiza ningún análisis estad́ıstico.
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CAPÍTULO V

RESULTADOS

5.1 Convergencia de la solución de Navier-Stokes a

la solución de Euler

Para lograr el objetivo de la Tesis, lo escribiremos en 2 teoremas que acontinuación se
presenta:

Teorema 8 (Kato). Supongamos que vν0 ∈ H, H es el espacio de la funciones de diver-
gencia libre v ∈ L2(Ω) con v · n = 0 en Γ en el sentido trazo, y v0

0 ∈ C1
(
[0, T ];Ck+ε(Ω)

)
.

Además, supongamos que:

(a) vν0 → v0
0 en L2(Ω), cuando ν → 0,

(b) f ∈ L1([0, T ];L2(Ω)),

(c) ‖f − f̄‖L1([0,T ];L2(Ω)) → 0, cuando ν → 0.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) vν(t)→ v0(t) en L2(Ω), cuando ν → 0 uniformemente sobre t ∈ [0, T ],

(ii) vν(t)→ v0(t) en L2(Ω), cuando ν → 0 débilmente para todo t ∈ [0, T ],

(iii) ν
∫ T

0
‖∇vν‖2

L2(Ω)dt→ 0, cuando ν → 0,

(iii’) ν
∫ T

0
‖∇vν‖2

L2(Γcν)dt→ 0, cuando ν → 0,

donde Γcν es la frontera de ancho cν con c > 0, fijo pero arbitrario.

Teorema 9. La siguiente condición es equivalente a las del Teorema 8,

(iii”) ν
∫ T

0
‖w(vν)‖2

L2(Γcν)dt→ 0, cuando ν → 0.
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Además, si la solución v0 ∈ C1([0, T ]×C2(Ω)), entonces la condición (iii’) y las condici-
ones del Teorema 8 son equivalentes a la siguiente condición:

(iii”’) ν−1
∫ T

0
‖vν‖2

L2(Γcν)dt→ 0, cuando ν → 0

Al demostrar la equivalencia de estos teoremas, damos a entender que con 2 nuevas condi-
ciones podemos obtener el resultado que Kato demostró, la cual consiste en la convergencia
de la solución de Navier-Stokes a la solución de Euler.

Mostraremos las equivalencias (iii′)→ (iii′′)→ (i), posteriormente (iii′)→ (iii′′′)→ (i).
Y con esto daremos culminación a este trabajo.

Afirmación 1: (iii′)→ (iii′′), es trivial, ya que, por el Lema (10), tenemos:

‖w‖2
L2(Γcν) =

1

2
‖∇v‖2

L2(Γcν).

integrando de 0 a T y multiplicando por ν, obtenemos:

ν

∫ T

0

‖w‖2
L2(Γcν)dt =

1

2
ν

∫ T

0

‖∇v‖2
L2(Γcν)dt.

Luego, cuando ν → 0, se tiene: ν
∫ T

0
‖w‖2

L2(Γcν)dt→ 0.

Afirmación 2: (iii”)→ (i).

Considerando δ = cν. Se sigue de (2.48) y (2.49) que para todo t ∈ [0, T ],

‖vν(t)− v0(t)‖2
L2(Ω) = ‖vν(t)‖2

L2(Ω) + ‖v0(t)‖2
L2(Ω) − 2(vν(t), v0(t))

≤ ‖vν(0)‖2
L2(Ω) + 2

∫ T

0

(f, vν(t))dt+ ‖v0(0)‖2
L2(Ω)

+2

∫ T

0

(f̄ , v0)dt− 2(vν , v0)

‖vν(t)− v0(t)‖2
L2(Ω) ≤ α1 − 2(vν , v0 − u) + 2‖v0(0)‖2

L2(Ω)

+2

∫ T

0

[
(f, vν) + (f̄ , v0)

]
dt, (5.1)

donde:

α1 = ‖vν(0)‖2
L2(Ω) − ‖v0(0)‖2

L2(Ω) − 2(vν , u)
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Por otro lado, observemos que: α1 → 0 uniformemente en [0, T ], cuando ν → 0, desde
que δ = cν. Debido a:

|α1| ≤
∣∣∣‖vν(0)‖2

L2(Ω) − ‖v0(0)‖2
L2(Ω)

∣∣∣+ 2 |(vν , u)|

≤ C
∣∣‖vν(0)‖L2(Ω) − ‖v0(0)‖L2(Ω)

∣∣+ 2‖vν‖L∞([0,T ];L2(Ω))‖u‖L∞([0,T ];L2(Ω))

≤ C‖vν(0)− v0(0)‖L2(Ω) + Cν1/2

Esta última desigualdad por (2.50), (2.53) y de la hipótesis del item (a).

Reescribiremos la expresión: 2‖v0(0)‖2
L2(Ω)−2(vν , v0−u), para ese propósito, consideremos

φ = v0 − u como una función de prueba,

(vν , v0 − u)− (vν(0), v0(0)− u(0)) =

∫ t

0

[
(vν , vν · ∇(v0 − u))− ν(∇vν ,∇(v0 − u))

+(f, v0 − u) + (vν , ∂t(v
0 − u))

]
dt

(vν , v0 − u) = (vν(0), v0(0)− u(0)) +

∫ t

0

[
(vν , vν · ∇(v0 − u))

−ν(∇vν ,∇(v0 − u)) + (f, v0 − u) + (vν , ∂t(v
0 − u))

]
dt,

Multiplicando por −2, tenemos:

−2(vν , v0 − u) = −2(vν(0), v0(0)− u(0))− 2

∫ t

0

[
(vν , vν · ∇(v0 − u))

−ν(∇vν ,∇(v0 − u)) + (f, v0 − u) + (vν , ∂t(v
0 − u))

]
dt

Sumando la expresión: 2‖vν(0)‖2
L2(Ω) a ambos lados y separando un término de la integral,

se tiene:

−2(vν , v0 − u) + 2‖vν(0)‖2
L2(Ω) = 2(vν(0), vν(0))− 2(vν(0), v0(0)) + 2(vν(0), u(0)

+2

∫ t

0

(f, u)dt+

∫ t

0

[
−2(vν , vν · ∇(v0 − u))

+2ν(∇vν ,∇(v0 − u))− 2(f, v0)− 2(vν , ∂t(v
0 − u))

]
dt

−2(vν , v0 − u) + 2‖vν(0)‖2
L2(Ω) = α2 +

∫ t

0

[
−2(vν , vν · ∇(v0 − u)) + 2ν(∇vν ,∇(v0 − u))

−2(f, v0)− 2(vν , ∂t(v
0 − u))

]
dt (5.2)

donde:

α2 = 2(vν(0), vν(0))− 2(vν(0), v0(0)) + 2(vν(0), u(0)) + 2

∫ t

0

(f, u)dt,
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para lo cual,

|α2| ≤ 2
∣∣(vν(0), vν(0)− v0(0))

∣∣+ 2 |(vν(0), u(0))|+ 2

∫ t

0

|(f, u)|dt

≤ 2‖vν(0)‖L2(Ω).‖vν(0)− v0(0)‖L2(Ω) + 2‖vν(0)‖L2(Ω).‖u(0)‖L2(Ω)

+2

∫ t

0

‖f‖L2(Ω).‖u‖L2(Ω)dt

≤ 2‖vν(0)‖L2(Ω).‖vν(0)− v0(0)‖L2(Ω) + 2‖vν(0)‖L2(Ω).‖u(0)‖L2(Ω)

+2‖u‖L∞([0,T ];L2(Ω)).‖f‖L1([0,T ];L2(Ω))

Por lo tanto: α2 → 0, cuando ν → 0 en [0, T ] por las hipótesis del item (a), (b) y (2.53).

Por otro lado, del último término de (5.2), es:∫ t

0

[
−2(vν , ∂t(v

0 − u))
]
dt = −2

∫ t

0

(vν , ∂tv
0)dt+ 2

∫ t

0

(vν , ∂tu)dt.

Como v0 es solución de la Ecuación de Euler, se tiene:∫ t

0

(vν , ∂tv
0)dt = −

∫ t

0

[
(vν , v0 · ∇v0) + (vν , f̄)

]
dt.

Además por (2.50) y (2.53),∣∣∣∣∫ t

0

(vν , ∂tu)

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

‖vν‖L2(Ω).‖∂tu‖L2(Ω)

≤ ‖vν‖L∞([0,T ];L2(Ω)).‖∂tu‖L1([0,T ];L2(Ω)) ≤ Cν1/2.

Luego de (5.1), podemos expresarlo de la siguiente manera:

‖vν(t)− v0(t)‖2
L2(Ω) ≤ α1 + α2 + 2

∫ t

0

(vν , ∂tu) + 2

∫ t

0

[
(f, vν) + (f̄ , v0)− (f, v0)− (vν , f̄)

−
(
vν , vν · ∇(v0 − u)

)
+ ν

(
∇vν ,∇(v0 − u)

)
+ (vν , v0 · ∇v0)

]
dt

‖vν(t)− v0(t)‖2
L2(Ω) ≤ α + 2

∫ t

0

[
(f − f̄ , vν − v0)−

(
vν , vν · ∇(v0 − u)

)
+ν
(
∇vν ,∇(v0 − u)

)
+ (vν , v0 · ∇v0)

]
dt,

donde: α = α1 + α2 + 2
∫ t

0
(vν , ∂tu) y α→ 0, cuando ν → 0. Pero,(

(vν − v0), (vν − v0) · ∇v0
)

= (vν , vν · ∇v0)− (vν , v0 · ∇v0)− (v0, vν · ∇v0) + (v0, v0 · ∇v0)

= (vν , vν · ∇v0)− (vν , v0 · ∇v0).
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Los términos anteriores se desvanecen por el Teorema de Green y la regularidad de v0.
Aśı tenemos:

‖vν(t)− v0(t)‖2
L2(Ω) ≤ α + 2

∫ t

0

[(
f − f̄ , vν − v0

)
−
(
(vν − v0), (vν − v0) · ∇v0

)
+(vν , vν · ∇u) + ν

(
∇vν ,∇(v0 − u)

)]
dt (5.3)

≤ α +R + 2

∫ t

0

∫
Ω

∣∣vν − v0
∣∣2 .|∇v0|dt,

donde:

R =

∫ t

0

[
2
(
f − f̄ , vν − v0

)
+ 2ν

(
∇vν ,∇(v0 − u)

)
+ 2(vν , vν · ∇u)

]
dt (5.4)

Acotaremos los 3 términos de R:

• Primer término,∫ t

0

∣∣(f − f̄ , vν − v0)
∣∣ dt ≤ ∫ t

0

‖f − f̄‖L2(Ω) · ‖vν − v0‖L2(Ω)dt

≤ ‖vν − v0‖L∞([0,T ];L2(Ω)) ·
∫ t

0

‖f − f̄‖L2(Ω)dt

= ‖vν − v0‖L∞([0,T ];L2(Ω)) · ‖f − f̄‖L1([0,T ];L2(Ω)).

Por la hipótesis del item (c), entonces:
∫ t

0

∣∣(f − f̄ , vν − v0)
∣∣ dt→ 0, cuando ν → 0.

• Segundo término,∣∣∣∣∫ t

0

(
∇vν ,∇(v0 − u)

)
dt

∣∣∣∣ ≤ ν

∣∣∣∣∫ t

0

(∇vν ,∇v0)dt

∣∣∣∣+ ν

∣∣∣∣∫ t

0

(∇vν ,∇u)dt

∣∣∣∣
= ν

∣∣∣∣∫ t

0

(∇vν ,∇v0)dt

∣∣∣∣+ 2ν

∣∣∣∣∫ t

0

(w(vν), w(u))dt

∣∣∣∣
≤ ν

∫ t

0

‖∇vν‖L2(Ω).‖∇v0‖L2(Ω)dt

+2ν

∫ t

0

‖w(vν)‖L2(Γδ).‖w(u)‖L2(Γδ)dt

≤ ν‖∇v0‖L∞([0,t];L2(Ω)).

∫ t

0

‖∇vν‖L2(Ω)dt

+Cν

∫ t

0

‖w(vν)‖L2(Γδ).‖∇u‖L2(Γδ)dt

≤ Cν‖∇vν‖L1([0,t];L2(Ω)) + Cνδ−1/2‖w(vν)‖L1([0,t];L2(Γδ)).
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Usando el Lema (10) y (2.53). Cuando ν → 0, la primera expresión tiende a 0 por
(2.52). Para la segunda expresión, desde que δ = cν,

νδ−1/2‖w(vν)‖L1([0;t];L2(Γδ)) = Cν1/2‖w(vν)‖L1([0;t];L2(Γcν))

≤ Cν1/2t1/2‖w(vν)‖L2([0;t];L2(Γcν))

= Ct1/2
(
ν

∫ t

0

‖w(vν)‖2
L2(Γcν)dt

)1/2

,

El cual, por la hipótesis (iii”) tiende a 0, cuando ν → 0.

• Tercer término, aplicamos los Lemas (11), (12), (9), además de (2.53) y (2.51),
para obtener:∣∣∣∣∫ t

0

(vν , vν · ∇u)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ t

0

(u, vν · ∇vν)dt
∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∫ t

0

(u, vν · w(vν))dt

∣∣∣∣
≤ 2‖u‖L∞([0,T ]×Ω)

∫ t

0

‖vν‖L2(Γδ).‖w(vν)‖L2(Γδ)dt

≤ Cδ

∫ t

0

‖∇vν‖L2(Γδ).‖w(vν)‖L2(Γδ)dt

≤ Cδ1/2‖∇vν‖L2([0,T ];L2(Γδ)).δ
1/2‖w(vν)‖L2([0,T ];L2(Γδ))

≤ C

(
δ

∫ t

0

‖w(vν)‖2
L2(Γδ)

)1/2

Debido a la hipótesis (iii”), tiende a 0, desde que δ = Cν.

De (5.3), tenemos:

‖vν(t)− v0(t)‖2
L2(Ω) ≤ α +R + 2

∫ t

0

∫
Ω

|vν(t)− v0(t)|2.|∇v0|dt

≤ α +R +

∫ t

0

‖vν(t)− v0(t)‖2
L2(Ω)‖∇v0‖L2(Ω)dt

Aplicando la Desigualdad Generalizada de Grönwall, se tiene:

‖vν − v0‖2
L2(Ω) ≤ (α +R) +

∫ t

0

‖∇v0‖L2(Ω).(α +R).
(
e
∫ z
0 ‖∇v

0‖L2(Ω)dz
)
ds

≤ (α +R)
(

1 + ‖∇v0‖L∞([0,T ];L2(Ω)).t.e
‖∇v0‖L1([0,T ];L2(Ω))

)
Aśı, cuando ν → 0, tenemos que: (α +R)→ 0 y la expresión siguiente es acotada.

Por lo tanto, vν(t)→ v0(t) en L2(Ω), cuando ν → 0, uniformemente sobre t ∈ [0, T ].
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Afirmación 3: (iii’)→ (iii”’), es trivial ya que por el Lema (9), tenemos:

ν−1

∫ T

0

‖vν‖2
L2(Γcν)dt ≤ ν−1

∫ T

0

Cν2‖∇vν‖2
L2(Γcν)dt

= Cν

∫ T

0

‖∇vν‖2
L2(Γcν)dt

Como la expresión derecha tiende a 0, cuando ν → 0. Por lo tanto, se obtiene el resultado.

Afirmación 4: (iii”’)→ (i)

Aśı como en la prueba del item (iii”)→ (i), el único cambio que hacemos es como acota-
mos el segundo y tercer término de R de (5.4).

Para acotar el segundo término en R, hacemos:∣∣∣∣ν ∫ t

0

(
∇vν ,∇(v0 − u)

)
dt

∣∣∣∣ ≤ ν

∣∣∣∣∫ t

0

(∇vν ,∇v0)dt

∣∣∣∣+ ν

∣∣∣∣∫ t

0

(∇vν ,∇u)dt

∣∣∣∣ .
En el término derecho aplicamos el teorema de Green para tener, (∇vν ,∇u) = −(vν ,∆u),
ya que u se desvanece en la frontera Γ. Luego usando (2.54)∣∣∣∣ν ∫ t

0

(
∇vν ,∇(v0 − u)

)
dt

∣∣∣∣ ≤ ν

∫ t

0

‖∇vν‖L2(Ω).‖∇v0‖L2(Ω)dt+ ν

∫ t

0

|(vν ,∆u)| dt

≤ ν

∫ t

0

‖∇vν‖L2(Ω).‖∇v0‖L2(Ω)dt+ ν

∫ t

0

‖vν‖L2(Γδ).‖∆u‖L2(Γδ)dt

≤ Cν‖∇vν‖L1([0,t];L2(Ω)) + Cν−1/2

∫ t

0

‖vν‖L2(Γδ)dt

≤ Cν‖∇vν‖L1([0,t];L2(Ω)) + Ct1/2
(
ν−1

∫ t

0

‖vν‖2
L2(Γδ)

)1/2

Cuando ν → 0, usando la hipotesis (iii”’), converge a 0.

Luego, para el tercer término de R, acotaremos de la siguiente manera:∣∣∣∣∫ t

0

(vν , vν · ∇u)dt

∣∣∣∣ ≤ ‖∇u‖L∞([0,T ]×Ω)

∫ t

0

‖vν‖2
L2(Γδ)

dt

≤ C

ν

∫ t

0

‖vν‖2
L2(Γcν)dt,

por la hipótesis (iii”’), converge a 0.
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Luego de (5.3) y aplicando la Desigualdad Generalizada de Grönwall, se tiene:

‖vν − v0‖2
L2(Ω) ≤ (α +R)

(
1 + ‖∇v0‖L∞([0,T ];L2(Ω)).t.e

‖∇v0‖L1([0,T ];L2(Ω))

)
Aśı, cuando ν → 0, α +R→ 0. Por lo tanto:

vν(t)→ v0(t) en L2(Ω), cuando ν → 0 uniformemente en [0, T ].
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CAPÍTULO VI

DISCUSIONES

1. Las ecuaciones de Navier-Stokes reciben su nombre de Claude-Louis Navier y George
Gabriel Stokes. Se trata de un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no
lineales que describen el movimiento de un fluido. Estas ecuaciones se obtienen
aplicando los principios de conservación de la mecánica y la termodinámica a un
volumen fluido.

2. En dinámica de fluidos, las ecuaciones de Euler son las que describen el movimiento
de un fluido compresible no viscoso. Estas ecuaciones se llaman aśı en honor de
Leonhard Euler quién las dedujo directamente de las leyes de Newton. Su expresión
corresponde a las ecuaciones de Navier-Stokes cuando la viscosidad es despreciable,
es decir, ν = 0.

3. En nuestro trabajo fueron usados algunos resultados de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, Ecuaciones Diferenciales Parciales y Análisis Funcional.

4. Uno de los problemas de este presente trabajo era la de garantizar la existencia
y unicidad de soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en R3, ya que por el
momento solo es posible en el sentido clásico, fuera de ello, no es posible la unicidad.

5. Acerca de la convergencia de la solución de Navier-Stokes a la solución Euler, todav́ıa
es un problema abierto en la mecánica de fluidos para las matemáticas.
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CAPÍTULO VII

CONCLUSIONES

1. Se probó la existencia y unicidad de soluciones de ambas ecuaciones, usando el
Teorema de Picard en espacios de Banach.

2. Luego, por el teorema de Continuación de una EDO autónoma en un espacio de Ba-
nach, llamada criterio de Beale-Kato-Majda, extendemos las soluciones de manera
global.

3. Hemos observado con ayuda del Teorema de Kato, como la solución de la ecuación
de Navier-Stokes converge a la solución de la ecuación de Euler, mediante la equi-
valencia de teoremas.
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CAPÍTULO VIII

RECOMENDACIONES

1. Este trabajo tiene la finalidad de brindar un apoyo al tema de mecánica de fluidos
formulados con las ecuaciones de Navier-Stokes y Euler. Recomendaŕıa que los
lectores interesados, primero se detengan en la deducción de estas ecuaciones, para
mayor detalle ver [6].

2. Para entender la metodoloǵıa realizada para garantizar la existencia y unicidad de
las soluciones de Navier-Stokes y Euler, se recomienda leer [13].

3. En la ultima parte del trabajo de tesis, acerca de la convergencia de las soluciones de
Navier-Stokes a las soluciones de Euler, pueden leer [8], luego [16, 17] y finalmente
[18], para un mejor entendimiento, ademas de, una secuencia lógica de como cada
vez se fue reemplazando los datos para llegar a un mismo resultado.

4. Para una mejor comprensión con respecto a las ecuaciones de Euler, leer [10], y para
las ecuaciones de Navier-Stokes, leer [15].
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ANEXO

ANEXO 1: Matriz de Consistencia

Problema Objetivos Hipótesis Metodoloǵıa Población

Determinación del Objetivo general Hipótesis general Tipo de La población

problema Estudiar, las ecuaciones Considerando las investigación en nuestro

Consideremos vν la solución de Navier-Stokes y Euler, condiciones del El estudio de la trabajo está

de la ecuación de Navier-Stokes asi como la convergencia teorema de Kato, investigacion es conformado

con viscosidad ν en un dominio de la solución de mostraremos la de carácter por el conjun-

Ω en Rd, d ≥ 2 y consideremos Navier-Stokes a la convergencia. cient́ıfico-teórico. to de las

v0 la solución de la ecuación solución de Euler. Hipótesis espećıfico Diseño de la Ecuaciones

de Euler. En 1983, Tosio Kato Objetivos espećıficos 1. Por el teorema investigación Diferenciales

mostró que para soluciones 1. Deducir las ecua- de transporte, conserva- Durante el desa- Parciales

regulares, vν → v0 en ciones de Navier-Stokes ción de Momento y Masa rrollo del proyecto, y se tomó

L2
(
[0, T ];L2(Ω)

)
cuando ν → 0 y Euler. deduciremos las primero deducimos como muestra

si y solo si ν‖∇vν‖2X → 0, 2. Garantizar la exis- ecuaciones. ambas ecuaciones, de estudio dos

cuando ν → 0, tencia y unicidad de las 2. Para garantizar la para ello, hacemos ecuaciones:

donde: X = L2 ([0, T ]× Γcν). soluciones de las ecua- existencia de la solución uso de las EDO, el Navier-Stokes

Mostraremos que las condiciones ciones de Navier-Stokes de Navier-Stokes (Euler) teorema de Trans- y Euler.

de Kato es equivalente a y Euler. es necesario usar la hipó- porte y la conser-

ν‖w(vν)‖2X → 0, cuando ν → 0, tesis de que encontrar vación de Momen-

además de ν−1‖vν‖2X → 0 la solución a dicha ecua- to y Masa, poste-

cuando ν → 0. ción equivale a encontrar riormente garan-

Formulación del un operador Fε para el tizamos sus solu-

problema problema regularizado y ciones de manera

Lo que se pretende analizar y luego usar el teorema global, definimos

responder es lo siguiente: de Picard, posteriormente el espacio apro-

Problema General :¿Cuáles son via limite se encontraŕıa piado para que

las condiciones para que la para el problema original ambas soluciones

solución de Navier-Stokes conver- de Navier-Stokes (Euler). existan y final-

ja a la solución de Euler? 3. Para los lemas y las mente con otras

Problemas Espećıficos estimativas, se requiere condiciones, demos-

1. ¿ De dónde provienen dichas de algunos resultados traremos el

ecuaciones? en espacios de Sobolev. resultado de Kato,

2. ¿ Será posible la aśı obtenemos

existencia y unicidad de ambas la convergencia

ecuaciones? de las soluciones.
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