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RESUMEN

En este trabajo de investigacion, estudiamos la energia del vacio cuantico, a
partir de la relacion que se obtiene del potencial efectivo a dos loops; y de la
energia de punto cero. Con el propdsito de encontrar las expresiones
correspondientes, y sobre la consideracibn de métodos funcionales en el
formalismo de integrales de trayectoria, se determiné el potencial efectivo a dos
loops. El estudio es desarrollado para una teoria Ag¢* de un campo escalar real

¢(x) en dimension (3+1).

Iniciamos el estudio, con la revision del modelo que permite obtener el
potencial efectivo para un loop. Seguidamente, presentamos el procedimiento
para obtener a dos loops. Sobre la aproximacion que el punto minimo del
potencial clasico ¢, coincide con el campo clasico ¢,., se obtiene el potencial
efectivo a dos loops, y cuando es comparado con la energia de punto cero se
observa una diferencia entre ellos, que proviene no solo del hecho de
considerar a dos loops, sino de la presencia de la constante de
autoacoplamiento 4. Un resultado de este tipo es conocido en la literatura como
Ambiguedad de punto cero. Asimismo, para el caso de un loop se muestra que

es nula, en las placas de Casimir.

Palabras claves: Potencial efectivo en loops, efecto Casimir, energia de punto

cero.



ABSTRACT

In this research work, we study the energy of the quantum vacuum, from the
relationship obtained from the effective potential at two loops; and zero-point
energy. In order to find the corresponding expressions, and on the
consideration of functional methods in the path integrals formalism, the effective
potential at two loops was determined. The study is developed for a theory

Ag* of areal scalar field ¢(x) in (3 + 1) dimension.

We begin the study, with the review of the model that allows to obtain the
effective potential for one loop. Next, we present the procedure to get two loops.
On the approximation that the minimum point of classical potential ¢, coincides
with the classical field ¢., the effective potential at two loops is obtained, and
when it is compared with the zero-point energy a difference is observed
between them, which comes not only from the fact of considering two loops, but
of the presence of the self-interacting constant 4 . Such a result is known in the
literature as Zero Point Ambiguity. In addition, for the case of a loop, it is shown
to be null, in the Casimir plates.

Key words: Effective potential in loops, Casimir effect, zero-point energy.



INTRODUCCION

En la teoria cuantica de campos el estado del vacio es usualmente definido
como el estado de minima energia del sistema en consideracion, o aun mas
como el estado que es aniquilado por los operadores de aniquilacion (Caminha,
2015). La identificacibn del vacio es un paso importante para realizar

predicciones fisicas de la teoria.

Un método conveniente para determinar el estado del vacio es calculando el
potencial efectivo, que es la funcional generadora de las funciones de Green
irreductibles de una particula cuyo momento externo se anula. El estado del
vacio de la teoria corresponde al minimo del potencial efectivo (Jackiw, 1974)
(Coleman & Weinberg, 1973).

El potencial efectivo es una herramienta importante para el estudio de la
quiebra espontanea de simetria, determinacién de la energia del vacio, en la
renormalizacion de la masa y de la constante de acoplamiento (Denimar &

Pereira & Nogueira, 2005). Por ejemplo, para un campo escalar ¢(x) el

potencial efectivo es dado en el primer orden en la expansion. Normalmente
son utilizados métodos funcionales (integrales de trayectoria) en el célculo del

estado del vacio y de las cantidades asociadas (energia, momento, etc...).

Por otro lado, el vacio puede ser visto formado por un conjunto de osciladores
armonicos desacoplados, cada uno con una frecuencia bien definida. Todo
oscilador cuantico tiene una energia de punto cero en el estado del vacio

debido a las fluctuaciones cuanticas.

En este trabajo de investigacién y, en la aproximacion a dos loops, se
determind la ambigiedad de punto cero para un campo escalar auto
interactuante en las placas de Casimir. Para esto, se encontro la equivalencia
entre la energia del vacio cuantico a dos loops con la energia de punto cero,
en la aproximacion que el punto minimo del potencial clasico coincide con el
campo clasico definido a partir del funcional generador de la funcién de Green

conexas.



CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcién de larealidad problematica

La energia del vacio determinada como el minimo del potencial efectivo puede
ser interpretada como la energia de punto cero excepto por un término extra.
Este término extra surge cuando un parametro de escala no es incluido en la
funcién zeta de Riemann generalizada asociada al operador Hamiltoniano para

la suma sobre la energia de punto cero. (Myers, 1987).

En el Efecto Casimir, para un campo escalar real de masa nula, el minimo del
Potencial Efectivo es idéntico a la suma de las energias del punto cero. Pero,
es sugerido que, en el caso de un campo escalar real masivo y/o sujeto a
interaccién, el minimo del Potencial Efectivo no es idéntico a la suma de las

energias de punto cero. (Blau & Visser, 1988).

En la aproximacién de un loop para un campo escalar real autointeractuante, la
ambigiedad de punto cero es nula, cuando es correctamente regularizada, lo
que implica que las dos definiciones llevan al mismo valor para la energia del
vacio. Sin embargo, dicho resultado reposa crucialmente en el hecho que, en la

aproximacion de un loop, el punto minimo ¢,, del potencial clasico coincide con

el campo clasico ¢, . (Nogueira & Maia, 1997).

En la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica se dicta la asignatura
Teoria Cuantica de Campos II, en la cual un tépico que se desarrolla es el
Potencial Efectivo. De esta manera, este trabajo de investigacion es

considerado como una aplicacion del referido tema.

1.2. Formulacién del problema

Por todo lo expuesto, se planteo e intento resolver las siguientes interrogantes:



Problema General
En un campo escalar real autointeractuante en las placas de Casimir, ¢ Como

se puede determinar la equivalencia entre la energia del vacio cuantico a dos

loops con la energia de punto cero?

Problemas Especificos

¢,De qué manera, el Potencial Efectivo a dos loops en un campo escalar real

autointeractuante permitira determinar la energia del vacio cuantico?

En la aproximacion a dos loops, ¢ Cual es la coincidencia del punto minimo del
potencial clasico con el campo clasico definido a partir del funcional generador
de la funcion de Green conexas?

1.3 Objetivos

Objetivo General

Determinar la equivalencia entre la energia del vacio cuantico a dos loops con
la energia de punto cero en un campo escalar real autointeractuante en las
placas de Casimir.

Objetivos Especificos

1. Determinar la energia del vacio cuantico a partir del Potencial Efectivo a

dos loops en un campo escalar real autointeractuante.

2. Definir la coincidencia del punto minimo del potencial clasico con el campo
clasico del funcional generador de la funcion de Green conexas en la

aproximacion a dos loops.



1.4 Limitantes de la Investigacion

Los métodos para determinar la energia del vacio son diversos y se usan para
estudiar la fuerza atractiva entre las placas de Casimir. Debido a las
fluctuaciones del vacio cuantico que se encuentran entre las placas de Casimir
existen los modos de vibracion estacionarios que es menor a los modos de
fluctuacién externo, causando un desbalance de modos vibracionales, tal que

la presion externa es mayor y lleva a que las placas se acercan.

En este sentido, la limitante tedrica de la investigacion se establece en el
ambito de la teoria cuantica de campos, especificamente en la energia del
vacio. Aun mas, nuestra referencia tedrica se limita, principalmente, a lo que
describe el potencial efectivo (Ryder, 1985), (Peskin & Schroeder, 1995), la
energia de Casimir (Plunien & Muller & Greiner, 1986), y en las publicaciones
(Myers, 1987), (Nogueira & Maia, 1997), que hacen referencia a la energia del

vacio como la suma de las energias del punto cero.

Por otro lado, debido al tiempo que llevara realizar las diversas etapas del
proyecto: revision e interpretacion de la informacion bibliografica y su
traduccion al castellano en la mayoria de los casos; la determinacion del
potencial efectivo a dos loops; el célculo de la energia del vacio en las placas
de Casimir y el analisis e interpretacion de los resultados obtenidos, se
establece el plazo de 12 meses como limite temporal para el desarrollo de todo

el proyecto.

La limitante espacial se encuentra dentro del enfoque tedérico de la cuantizacion
de campos escalares reales y la energia del vacio cuantico para campos

escalares reales.



CAPITULO Il: MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1. Antecedentes: Internacional

Myers (1987), “demostré que cuando la energia del vacio es obtenida a partir
de métodos funcionales como el potencial efectivo cuantico a un loop, puede
ser interpretado como la suma sobre las energias de punto cero de los modos
cuanticos del campo excepto que surge un término {(0), la dependencia de
escala de la variacion cuadrética de la accion desaparece. Esta dependencia
de escala es diferente de cero cuando los contratérminos de renormalizacion
son considerados en la accién por una transformacién de escala, caso en el
cual se debe adicionar a la suma sobre las energias de punto cero un término

proporcional a {(0) para obtener la energia del vacio correcto”.

La expresion que se obtuvo de la energia del vacio a partir del potencial
efectivo a dos loops, como resultado de esta investigacién, pudo ser

contrastado con el resultado que se presenta en este articulo para un loop.

Nogueira y Maia (1997), “Es este articulo los autores investigan una posible
diferencia entre el potencial efectivo y la energia de punto cero. Ellos definen la
ambigiedad de punto cero como la diferencia entre estas dos definiciones de la
energia del vacio. Considerando la técnica de la funcién zeta de Riemann
consiguen obtener cantidades renormalizadas, que les permite mostrar que la
ambigtedad de punto cero desaparece, lo cual implica que las dos definiciones
antes mencionadas para la energia del vacio coinciden para una clase de
geometrias y un potencial general. Asimismo, muestran explicitamente que el
término extra obtenido por Myers desaparece cuando un parametro de escala
es consistentemente introducido en las funciones zeta de tal manera que no
tengan dimensiones”.



A diferencia del trabajo citado, lo que se realizo fue calcular la ambigliedad de
punto cero en segundo orden, es decir, obtener el potencial efectivo en la

aproximacion de dos loops, entre dos placas de Casimir.

2.1.2. Antecedentes: Nacional
No se encontraron referencias bibliograficas relacionadas al proyecto en el

ambito nacional al formular el proyecto.

2.2. Marco

2.2.1. Tebrico
a. Energia de punto cero

La energia de punto cero, es la mas baja que un sistema cuantico puede tener
(es la energia del estado fundamental del sistema). Su origen radica en el
Principio de Incertidumbre de Heisenberg, es decir, una particula en
movimiento, Si se conoce exactamente su posicibn no asi su momento.

Asimismo, existe una incertidumbre entre las medidas del tiempo y la energia.

A partir del modelo del Oscilador Arménico se puede obtener la energia del
punto cero (Espichan, 2014). La ecuacion diferencial que define este modelo

es

y la ecuacion de Schrddinger independiente del tiempo es entonces:

n* d*y(x) 1 5 5
- +-—mo X y(x)=Ey(x),
om gl 2 0 X“y(x) = Ey(x)

diw(x) m’e’x? 2mE
L0 O 0+ 2Ry (0 -0

10



Esta ecuacion puede ser reducida, si definimos las siguientes magnitudes

2mE mo
o= 2
h fi

obtenemos la siguiente ecuacion:

%—ﬂzxzw(x) +ay(x)=0.
X

Haciendo el siguiente cambio de variable:

&= pVx,
a partir del cual es posible obtener:
d’yw(&) (a .. _
4z J{ﬂ g ]V/(é)—O,

la cual es conocida como la ecuacion de Hermite - Gauss, cuya solucién es

dada por:

w(E) = NH (e

donde N es la constante de normalizacién y H(&) son los polinomios de
Hermite. Ahora, de la primera y segunda derivada, tenemos

d°H(E) L. 9HE) (@ \bn .
i 2 i +(/3 1]H(§)_0

Ecuacion diferencial de Hermite. Una forma analitica para estos polinomios,

asumimos que pueden ser escritas como:

H(§)=§ai§‘
AHE) _ o s
e _iZ:o:Iaié:

dzdl;lgf) :ii(i ~1)a, £ :ii(i ~1)a,; &2,

11



d°HE) <o i
dé:z _§(|+2)(|+1)ai+2§ '

de esta manera,

i=0 i=0

i(i+2)(i+1)ai+2§ 252@5—1{5—1)?@ =0,

i(i+2)(i+1)ai+2§ 2Z|a§ +(__ jia _

i=0

i((l +2)(i +Da,,, — 2ia, +(%_ JaiJé:i 0.

i=0
Los términos encerrados entre corchetes deben ser nulos, es decir
. a
i+2)i+Da,, —2ja + (E —1]ai =0

de aqui se obtiene la siguiente relacion de recurrencia para los coeficientes:

"2 i+ 2)(i +1)

donde i=0123,---. Asi, conocidos los coeficientes a, y a, del polinomio de

Hermite se pueden determinar todos los otros coeficientes utilizando la relacion

de recurrencia.

Por otro lado, en Mecanica Cuantica para que una funcion de onda sea
aceptable debe ser cuadraticamente integrable. Ademas, como el polinomio de
Hermite es un desarrollo con infinitos términos y crece exponencialmente, se
tiene que la funcion de onda es infinita cuando x o £ es mas infinito 0 menos
infinito. Para evitar esta dificultad, es necesario detener el polinomio para un

valor de i =k, es decir, a, sera el ultimo coeficiente no nulo del desarrollo. Asi,

ak+2 - k
(k +2)(k +1)

haciendo i =k

12



y como a, es el ultimo término no nulo, entonces, a,, =0 que implica

2mE
2k —| A _1]=0,
Mo
h
de donde
E =(k +ljha),
2

siendo o la frecuencia del oscilador y k es el nidmero cuéntico que toma

valores 0,1,2,3,---. El estado k=0 es el de menor energia, es decir, es el

estado fundamental o la energia de punto cero (Espichan, 2014).
b. Potencial Efectivo aun Loop

El potencial efectivo es definido como el valor esperado del operador
Hamiltoniano calculado en el estado que minimiza dicho valor esperado. De
acuerdo con esta definicion tiene la interpretacion de densidad de energia. En
una teoria cuantica de campos el potencial efectivo es una generalizacion
cuantica del potencial clasico, donde el vacio cuantico es obtenido del minimo

de potencial.

El potencial efectivo puede ser expresado como una expansion en loop (que
coincide con una expansion en potencias de k), de modo que es dado por una
suma del término clasico con correcciones que representan el efecto de

interaccion del campo con el vacio cuantico.

Para obtener el potencial efectivo consideramos los métodos funcionales en el

formalismo de las integrales de trayectorias (Ryder, 1985), (Jackiw, 1974).

El funcional generador de las funciones de Green conexas W[J] es dado por

Z[3]=e™",

13



y en el formalismo de las integrales de trayectoria, la expresion anterior es

representada por
01— N [@g(x)expl; [ {c+¢3)d*x)= N[ 0g(x)exp(; ST, I1).

El campo clasico es definido como el valor esperado del vacio en la presencia

de una fuente externa

OW[J]
g (X) =",
83 (x)
ademas, el vacio cuantico se puede obtener de la expresion anterior en el

limite J+—0,
El funcional generador de las funciones de Green (irreductibles de una

particula) es una funcional del campo clasico, y puede ser obtenido a partir de

una transformada funcional de Legendre como

Tlg, ]=W[31- [ d*xI ()4, (%),

> T(MQ...
rad=3 00 [a b, 09--4.09,
tal que
él—‘[¢c] :_J (X)
5.9

Cuando j+~— 0 el campo clasico es una constante, debido a la invariancia

traslacional del vacio.

=3

n=0

|~

IJ.d4Xl‘”d4an(n)(X "”’Xn)¢c¢c(xl)”'¢c(xn)’

>

donde

r(n)(xl,,__’xn)z §nr[¢c] ‘
5¢c (Xl) Tt 5¢c (Xn)

$.=0

14



En el caso del campo clasico constante, todos los términos en la expansion se
anulan, excepto el primero. La transformada de Fourier

d*k, 'Idk

(n) . 4 (Kyxq+--Kp Xy ) (n)
T (%, %,) = J(z) 2 (27)* 8 (k +-++k, )€ Ik, -k,

entonces

F[¢c] Z jd X e X”I(Z k1 J‘(d k”4(27z‘)4§4(k1+"'+k) i (kyx+-KoXy ) r(ﬂ)( . )¢c(xl) ¢C(Xn)'

_ o 1 4 4 d4k1 d4k 4 i (KK )X 41 (KX + oKX ) (n)
F[¢c]_éﬁj‘d Xl'“d an(z%)dj(zﬁ) jd Xe e r (kl"”’kn)¢c(xl)“'¢c(xn)1

y expandiendo r®(,,---,k,) alrededor de k =0

r™(k,---,k)=r(,--,0)+0°

= d4k d4k (K 4Ky )X 4 (K Xg K X n
F[¢C]=jd4x;;J.d“xl...d“xnj(zﬂ)ﬂ- j(zﬂ) [[d gl gl (T (0,---,0)+0% g, (x,)

FIA1= A3~ [d % d 8" (0 %) 840 )T (0. 0)+ O (%) -+ (x,)

wr(o

rlg,]= O g, (-, ()

n=1

Para ¢, =a,

Ia] = i r(,---,0)a" jd iy

n=1 n!

De manera analoga, se puede definir

Alg.)
2

rig]=| d“x(—u () + 20,404, +j

Sin embargo, al determinar U (¢,), debe mantener la ventaja principal, es decir

gue estén presentes todos los estados de vacios, para luego obtener el

verdadero estado fundamental. Para

15



U(a)=—iin,F<”’(0,---,0),

cada nivel de loop relaciona una suma infinita correspondiente a todas las

posibles lineas externas. De

"M =N [og(x) exp(,; [{c+g9 }d“x): N [ Dg(x)exp(i S[¢, 1)

tenemos

Ahora, vamos a considerar que S[g,J] sea estacionario en ¢,, es decir

(0,07 +m 0+ 54500 -3 =0

Expandiendo S[g,J] alrededor de 4,

S[g. 3]=8[. 3]+ [d*xd y(wwm(¢<x>—¢o)(¢(y>—¢o)+~--
Ademas,
16 31= Sl 31+ 4% (900~ )+ S [d*xdt*y— 05 (40~ () gy
() 2 SH()5H(Y)|
528 _ H " 4 _
SH5H(Y) ——(5;,5 +V (¢o))5 (x-y)

%o

Haciendo 7(x) = ¢(x) — ¢,

1
y luego reescalamos el campo ¢ — 7’¢ tenemos

GV _ e;,swo,uj@gjexp(_;jd *x17(x)(0 0" +V"(¢o))77(X))

Pasando al espacio Euclideano

e 1) [ () expl- & [dx7(0)@,0" +V (4 (x)

1

el"P = ! Nget(s, 04 +V"(4,) ) 2.

y como det A=e™"A

16



1

WD _ \aiSi ] {expTr In(@ﬁ“ +V”(¢o))}_§’

1

%W[J] :%S[%, 31+ InfexpTrin(a,0" +V"(4,))) 2,

i i 1 W
EW[J]:%S[%,J]—ETrIn(a#a V()
W[J]= S[¢0,J]+i§Tr (6,0 +V"(4,))

W[J]=S[g]+ [ d“xg,d (x) +i;Tr In(6,0" +V"(4,))
Ademas, de
g, ]=W[31- [ d*x3 ()¢, (%),
Tlg.] = S[gy]+ 5[ d“xg,d (x) +i§Tr In(0,0" +V"(g) ) [ d“x4, ()3 ().

Debemos tener S[g,] en funcién de S[g, ]. Para esto, de

_oW[]
¢.(x) = J(x) "

tenemos
¢, (X) = "y ().

entonces

Tl4.]=S[g]+7[d“xg,J (x)+i§Tr In(2,0" +V"(¢))~ 1 d*xg, ()3 (x).
MIA1=SIA+ 0 Trin(0,0" +V7(4)

Ahora ¢, =a, setiene Ta]=QU(a), y S[a]=-QV(a),
U(a)=V(a)- %Q*Tr In(6,0" +V"(a))

En el limite clasico, el potencial efectivo se comporta como el potencial clasico
(Ryder, 1985), (Jackiw, 1974).

17



2.2.2. Conceptual

El estudio de la equivalencia entre la energia del vacio a dos loops y la energia
de punto cero en un campo escalar real autointeractuante en las placas de
Casimir pueden ser realizados; por lo tanto, otras equivalencias para otros

campos pueden ser considerados.

2.3. Definicion de términos basicos

Efecto Casimir

Es la manifestacion de las fluctuaciones de energia que aparecen en el estado
del vacio de un sistema cuantico. Este efecto es una pequefa fuerza atractiva
gue surgen entre dos placas conductoras descargadas paralelas, debido a que
el espacio entre las placas es diferente del espacio externo, las fluctuaciones
cuanticas del vacio son también diferentes, resultando en una diferencia de

fuerzas dentro y fuera de las placas (Plunien & Muller & Greiner, 1986).

Potencial Efectivo en Loops

Es una funcion del valor esperado del campo o de los campos escalares de la
teoria y es una herramienta muy 0til para estudiar si una teoria presenta
quiebra espontanea de simetria. El potencial efectivo se puede expresar en una
expansiéon en potencias de #, cuyo resultado es una suma del término clasico
con correcciones que representan el efecto de interaccién del campo con el
vacio cuéntico. Es decir, se tiene la expansion en loops del potencial efectivo
(Ryder, 1985), (Jackiw, 1974).

Energia de punto cero
Es la energia menor que un sistema cuantico tiene. Ademas, dicha energia

esta asociada al estado fundamental del sistema (Espichan, 2014).

Renormalizacion
Es una teoria que permite aislar y remover términos divergentes en el limite de
altas energias, que surgen en la teoria cuantica de campos en el calculo de

correcciones radiativas (Caminha, 2015).
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CAPITULO IlI: HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipotesis

3.1.1. Hipotesis General

La energia del vacio cuantico a dos loops permitira determinar la equivalencia
con la energia de punto cero en un campo escalar real autointeractuante en las

placas de Casimir.

3.1.2. Hipotesis Especificas

1. ElI Potencial Efectivo a dos loops en un campo escalar real
autointeractuante permitira determinar la energia del vacio cuantico.

2. En la aproximacion a dos loops, el punto minimo del potencial clasico
estableceria una coincidencia con el campo clasico definido a partir del

funcional generador de la funcién de Green conexas.

3.2. Definicion conceptual de variables

Las variables identificadas en la hipotesis general se pueden definir

conceptualmente de la forma que se indica a continuacion:

Variable Independiente:

La energia de punto cero (EPC): Al cuantizar un campo escalar se obtiene un
conjunto infinito de osciladores, cada uno con una energia de punto cero.

Variable Dependiente:
La energia del vacio cuantico a dos loops (EVDL): Se obtiene del minimo del

potencial efectivo a dos loops.
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3.3 Operacionalizacion de variable

Variable Dimensiones | Indicadores indices Método Técnica
Independiente| Cuantizacion |Ambigiiedad de EPC Deductivo Analitica
Energia de del campo punto cero EVDL
punto cero escalar real
Dependiente Energia del Minimo del av 0 Deductivo Analitica
Energia del vacio para potencial dep
vacio cudnticoa|  campos efectivo a dos
dos loops ~ [escalares reales loops
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CAPITULO IV: DISENO METODOLOGICO

4.1. Tipo y disefio de investigacion

De acuerdo con el propdsito de la investigacion, el presente proyecto estuvo
enmarcado en el tipo de investigacion aplicada, cualitativa y transversal. A esta
investigacion le correspondio el codigo UNESCO 221212 y el codigo del Plan
Nacional CTI 04050203.

El disefio de la investigacién a desarrollar fue teorico y consistié en determinar
la expresion del potencial efectivo a dos loops y, a partir de ella, obtener la
energia del vacio cuantico con la finalidad de deducir la relacion de

equivalencia con la energia de punto cero.

4.2. Método de investigacion

El Método de la investigacién fue del tipo analitico deductivo. Tomando en
consideracion el procedimiento seguido para obtener el potencial efectivo a un
loop en las placas de Casimir (Nogueira & Maia, 1997) y realizando los
calculos adecuados se procedié a determinar primero el potencial efectivo en la
aproximacion de dos loops y, a continuacion, derivar la expresion de la energia

del vacio cuantico en las placas de Casimir.

A seguir, se determind la relacidén de la energia del vacio cuantico en las placas
de Casimir, obtenidas del potencial efectivo a dos loops y de la suma de la
energia de punto cero. Se encontré que la existe una diferencia entre esas dos

expresiones, dependientes de #* o de la constante de autoacoplamiento.

4.3. Poblacién y muestra

Dada la naturaleza de la investigacion no correspondio determinar poblacion y

muestra porque no se realizé un tratamiento estadistico de datos.
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4.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado

El proyecto se desarroll6 en la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de
la Universidad Nacional del Callo — Trabajo Remoto; y fue ejecutado en un
periodo de 12 (doce) meses, comprendidos del 01.01.2021 al 31.12.2021.

4.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de lainformacién

4.5.1 Técnica usada para la recoleccion de la Informacién

La técnica usada durante el proceso de la investigacion, con el proposito de
conseguir la informacion pertinente a los objetivos formulados y resolver las
preguntas planteadas en el proyecto, consistié principalmente en el analisis
documental, a las ya consideradas en el proyecto de investigacioén, de las
siguientes fuentes:

Libros:

» CAMINHA, M. (2015): En el capitulo 10, muestran como obtener el potencial
efectivo a primer orden para “D” dimensiones y usando el “Método del
campo de fondo” determinan el potencial efectivo a un loop para el caso de

un campo escalar real.

» PESKIN, M. & SCHROEDER, D. (1995): En el capitulo 11, en el Modelo de
Sigma Lineal determinan la Accién Efectiva, asi como el potencial efectivo,

considerando los contras términos en la densidad lagrangiana.
» ITZYKSON C. & ZUBER, J. B. (1985): En el capitulo 9, presenta como

determinar la accion efectiva y a través del método maxima pendiente el

potencial efectivo
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Articulos:

» lliopoulos, Itzykson y Martin (1975). En el marco de las integrales
funcionales en teoria de campos, los autores presentan un enfoque unificado
de la expansion de perturbacion de acuerdo con el numero de loop.
Determinan el potencial efectivo a dos loop para el caso de un campo

escalar autointeractuante.

» Nogueira y Maia (1995). En este articulo los autores muestran que la
Ambigiedad de punto cero, para una geometria en las placas de Casimir en
dimensién del espacio-tiempo N =m+ 1, para un campo escalar masivo
autointeractuante y considerando un potencial efectivo a un loop; la

Ambiguedad renormalizada, es nula.

» Barone, Cavalcanti y Farina (2004). En este trabajo los autores determinan
la primera correccion radiativa para la energia de Casimir de un campo
escalar con una autointeraccion ig* en la presencia de dos placas paralelas,
considerando tres condiciones de frontera: Dirichlet-Dirichlet; Neumann-
Neumann y Dirichlet-Neumann, usando regularizacion dimensional y

analitica.

4.5.2 Instrumentos usados para la recoleccion de la Informacion

El instrumento usado para la recoleccion de la informacion ha sido la ficha de
registro de datos, en la que se han considerado las citas, referencias y algunas
notas aclaratorias que han sido necesarias incluir en la investigacién para dar

cuenta de los aportes bibliograficos en los que la investigacion se apoya.
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4.6. Analisis y procesamiento de datos

Con el potencial efectivo en la aproximacion de dos loops, obtenido
tedricamente, se determind la energia del vacio cuantico en las placas de
Casimir. Luego, se consideré la energia del punto cero en las placas de
Casimir (Nogueira & Maia, 1995).

A continuacién, se compararon las expresiones obtenidas, del potencial
efectivo a dos loops y la energia de punto cero, para la energia del vacio en las
placas de Casimir, y se determind si existe una diferencia entre estas dos

definiciones.

Finalmente, la expresion tedrica obtenida se contrasto con el correspondiente

resultado aceptado, (Nogueira & Maia, 1995) y se discutié dichos resultados.
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CAPITULO V: RESULTADOS

5.1. Resultados descriptivos

Determinacion del potencial efectivo a dos loops

Usando el método de evaluar la funcional generadora, se expande la
accion hasta el cuarto orden, y se obtiene el potencial efectivo a dos
loops. A continuacion, considerando la funcibn Zeta generalizada, se
determind la energia del vacio en las placas de Casimir, a partir de la
energia de punto cero y potencial efectivo. A diferencia de (Nogueira &
Maia, 1995) quienes determinaron el potencial efectivo a un loop en las

placas de Casimir, aqui se tiene a dos loop.

Como se ha mencionado, el potencial efectivo puede ser obtenido por
métodos funcionales, considerando el formalismo de integrales de

trayectorias.

El Funcional Generador de las funciones de Green Irreductible de una
particula es una funcional de ¢_.(x) y no de J(x), y se puede obtener por

una transformada funcional de Legendre (Ryder, 1985):

g ]=WI31- [ d*x3 (), (%),

donde

e
& (x) = ':ﬂ |¢|0. .-'JT _ W]
¢ q_n+|n‘_j|j 8](x)

es el campo clasico, definido como el valor esperado del vacio en la
presencia de una fuente externa J(x); y W[J(x)]es el funcional generador

de las funciones de Green conexas.

Ademas, el vacio cuantico se obtiene en el limite J(x) —= 0

ld] _ 500,
5¢.(3)
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y en ese caso #.(x) €s una constante, debido a la invariancia traslacional

del vacio, dada por {¢}, tal que es una solucion de

8Tl —0

5¢ct)lig)

De aqui, se tiene que el vacio cuantico {¢} es un punto estacionario de
rl¢.], es decir, se comporta como una accion, de ahi que es conocido
como una accion efectiva. Mas aun, en el caso i — 0, la accién efectiva

se convierte en una accion clasica.

La idea es expandir la accion (Ryder, 1985), (Iltzykson & Zuber, 1985),
(lliopoulos & ltzykson & Martin, 1975):

S[eJ] = Sl T + f a (6(x) — 39) +

xé'qb[x]‘%

-

5°5
+ J- dixd*y

3 W (@(x) — ) (@(v) — ) +

#o

53s
dp(x)8p(v)d¢(z) "

+ f déxdtydz (6(x) — 60 (B(3) — 6) (B (2) — ) +

5%5
Sp(x)8p(y)dg(z)de(k) by

+ f d*xd*yd*zd*k (@(x) — ¢) (@) — Bp)

(p(z) — @) (@(k) — @) + -
donde

85
86l 5

= RJ (x);
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5°5
Sp(x)de(y)

- _ (aﬁa“ + v (%))5(3‘-’ —¥)
¢’D

535 e — v v —z
8¢ (x)66(v)3(2)| =—V" ()8 (x — y)d( )
545 e v r—z .
56()0e(8EDIS (M), (60)8(x = y)8(x —2)6(x — k)

Reemplazando en la expresion anterior, tenemos

Sa.J1 = S[eo.J1 + f d*xh] (x) (@(x) — ¢o)
= [[atxdty (8,00 + V" (99) 50r =) G0 - 8)(BO) - )
— [@txdtydtz v (805G =18 (=) (D)~ 36 () 8)(6() — )
- [ @txdtyatzatkv ™ (@0 - 1ot = 30— ) B0 = 90)

($() — 60 ($(2) — by) ($(0) — ) + -~

Haciendo
P =¢— b0,

Se tiene

S[¢.J1 =S¢, J1 + f d*x](x) ¢'(x) - f d*xg’ (x) (8,04 + V" (95)) &' (x)

- f d*x ¢' (V" (¢)¢' (x)¢' (x) — f d*x¢' ()¢ ()" ()" (x)9' (x) +
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El siguiente paso, es sustituir en la siguiente expresion, ademas de

considerar ¢'(x) = ¢ (x)

LW f Dep Fe]

es decir,

exp( WU])—exp( [¢urf]) f quexp( - f d*xp(x)(,0* + V" (¢p) ) 6(x)

o | 4520V (@)8080) o1 [ dx(OV" (60600 + -

Es conocido, que para tener la expansion en loop, es decir en potencias

de h, se hace ¢ por hiqb, entonces

exp( WU])—exp( [%J]) f D¢ exp( f d*xp(x) (8,0" + V" (¢) ) b (x)

L
—ihz
2

ih
[ a0V @)eeI00) - [ d26(6V (60)6(I0G) +- )

Como el trabajo es encontrar una expresion para h*, es inmediato

observar del término donde aparece k= no llevara a este caso, razén por

la cual, no se considerara en los céalculos, asi se tiene

exp(ﬁwm) = exp( [qb[,,f])f@qb exp( . fd“xgb(x) (3,04 + V" (9)) 6 (x)

Ilh &2 e
-2 [ axe@eor @)emec + - )

7’
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exp (W) = exp [%ﬂ)f@qb{em( fd“xqb()[aa“w”(%))qbtx))

exp(—%fd‘;ﬂﬁ(x]fﬂﬂvw (‘ﬁujfﬂxj‘ﬁ’tx])l

La segunda exponencial, entre corchetes, del lado derecho se expande:

exp (1) = exp (; ST, ﬂ)j@qbexp[zfd“m( ) (8,04 + V" (60)) 6(x))
(1-3 [ @ omeov ecet + 6w}

exp(;w)) = exp ;5 [%ﬂ)Uquexp( fd“xqb(J(aa“w”(qbu]qb(x))

zﬁ

-5 ﬂgbexp( Jd‘}xqﬁ(x](ﬂ o* + v (qbﬁ]) [x])x

4 f d‘ixqﬁ(?{](ﬁ[xjvfru [¢D]¢(qu§(x] N ]

exp (;WU1) = exp (5.5160.11) [ D8 exp (S [ d*r0(a) (3,00 + 7" (80)) 6()

[1 LHI Dpexp(F ) d4x¢(x}(a 3+ + V" (¢0) ) ¢() ) [ d“xcpf(xw“”’(qbn}qbf(x}]

[Dpexp (5 [ a*xp(x) (8,04 + V" () $(x))

donde

S

J Deexp (—%J d*xe(x) (Bﬂa# +V" (%)] ¢(x)) = {det (%5“ 4P (%))}':

entonces
ﬁ .



exp (% WU]) = exp (%S[qbﬁ,j’]) {det (BH o* +v" ((ﬁujj}_% X

. %hfd*xmgaqﬂxw”” (t?ﬁg}exp(%ifd“xqb{x} (3,04 +V" (90)) ()

-1
2

{det (apa‘* +V' '[qbu})} ’

Ademas, de
detA = exp(TrLnA)

se tiene

1

exp (% WU]) = exp (%S[qbu,f]) {exp (TT‘LTE(B# a* + v [qbc,)))} ? %

1

ll ~ 2 [ d*x [ Do 6* (V" (d)exn(— d“xqa(xj_(a#aﬂ +V" () qﬁ(x])\

=

{der(a#a# +yr (ga[,j)}

Considerando logaritmos, en ambos miembros

II II 1 r
=W =+ S[¢o.J] —ETan[aHa“ +V (%)] +

In|1+

=

(-F)S a*x [ oo v (Bodexp (— 5[ a*xo(x) (.04 + V" (@0)) ‘?5":**3')‘
1

{det(g,04 + V" (90))}

i i 1 ,
=W = 5[¢o.J] 5 Trin(3,0* +V" (9)) +

30



L C3) Tt D00t ov (ae (-5 a9 (8,3* 77 (99) 99)

1

=

{det (9,04 + v~ [gﬁD])}

h
W[l =5[¢,.J]1+ %Tan[aﬁa# Ly (%)) —

i [ [ D ¢* (V" (go)exp (=3[ d*x(x) (3,0 + V" (40) ) ()

? {det(ﬁ‘“ﬁ“ + V" (cﬁl}])}_%

Es inmediato observar la contribuciéon de &*, en el tercer término. Es la

relacion que se buscaba.

Para continuar con este desarrollo, consideremos el potencial
1 A
¥ =—m’ep’ ——a*
(&) 5 ¢ a1 P

De este modo

d*v(¢) _

do* —4

entonces

if
WUl =5slgo.J1+ 5 Trin(8,8* + V" (95)) +

L intafatxf Dpd* (x)exp( 5[ d*xep(x)(0,04+V"" (¢9))p()) "
2 1

{aet(a, 0m+v"" (cpﬂj]}_i

El punto importante, con esta expresion es que existe una contribucion de

h*, el cual es un indicio que resultados encontrados en (Nogueira & Maia,

1995) existe una diferencia.
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Ahora, para encontrar el campo clasico, de la definicion (Ryder, 1985),

W [J(x)]
6] (x)
y como en la expresion (1), la dependencia en | se encuentra en el primer

¢ (x) =

término del lado derecho, entonces
¢ (x) = @p(x) + F(h)

Es decir, a orden cero de h el campo clasico ¢.(x) es igual al campo

$o ().
Para determinar el potencial efectivo, sustituimos (1) en
Tg, ]=W[31- [ d*x3I ()¢ (),

es decir

¥l
Plge] = Slgo. /1 +5 Trin (9,0 + V" (#)) +

22 ] d*x [ D ¢*(x)exp(—5 [ d*xe(x) (3,0 + V" (85)) () )
2 1

=

{der(aﬁaﬂ + V" (qaﬁ]]}
— [ a*x] (). (x) 2

Sin embargo, se debe tener S[¢.] en términos de S[¢,]; para eso, se

considera
Py = @, — gy
entonces

&
STey] = S[o.] - f d‘*xqbl(xjw‘; +8(R)
-
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STey] = S[é.] — f d*xp ()] (20 + ()

Sustituyendo en (2), se tiene

if
rle.] = Sl¢.] + ETan(a#a“ +V" (¢0)) +

LA dx D9 ¢*()exp(—5 [ d*xe(x) (8,8* + V" (35)) () )

? {det{ﬂﬁﬂ“ + V" (¢Dj}}_%

Para lo cual se ha considerado J — 0. Situacién que lleva a un campo
clasico constante, ¢. = a, y se obtiene el potencial efectivo. Ademas,

recordando, que (Ryder, 1985),

[al =-QV,;(a)

S[a]=-QV (a),

entonces

ik
V.r(a) =V(a) —ﬁTr’Ln (ﬂ“ﬁ“ +v" (a]) —

ii [d*x [ Do ¢* [xjexp(— %_]r d*xg(x) (3# ot +v" [aj}gb(x])
20 1

{det (BH ae + V" (a))}_:

"

De aqui los términos de interés son

2 ih rr
Virla) = —ﬁTan[a#aH +V [a])—

5 QA fd‘i‘xfﬂtir:i}‘i‘{:x}exp(—%f d4x¢{:x](ﬂ#a“+V” {:a})tﬁ{:x})
ﬁ 1

—h

(3)
{det (BH gu !t {:a])}_i
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donde el superindice en ij indica el orden del loop. Es decir, es el

potencial efectivo a dos loops.

Ademas, como

J.qugb (x)exp (—EJ. d*xp(x) (ﬂ a* +v" (aj)qb[x])

5

{det (éh o* + V" (a])} :
entonces

i1 | dix {det (8 a* + V" (a))}
o :

Vs::r' (a) = —%Tr’}_’.n(aﬂa“ +v" (aj)— 2 :
({47 @)

ih . L4 d*
Ver () = _T}Tan(a#a# +v" (“]}_ _;E{det (ﬂ af# +:;” (aJ)}:
T
f(ﬂ] —%Tr’Ln(ﬂ ar Ly (ﬂ)) I'.l 1

2far(ao @)

Esta expresion representa el potencial efectivo a dos loops.
Energia del punto cero en las placas de Casimir

La energia de punto cero, es la mas baja que un sistema cuantico puede
tener (es la energia del estado fundamental del sistema). Su origen radica
en el Principio de Incertidumbre de Heisenberg, es decir, una particula en
movimiento, Si se conoce exactamente su posicién no asi su momento.
Asimismo, existe una incertidumbre entre las medidas del tiempo y la

energia.

Del modelo Oscilador Armonico se puede obtener la energia del punto
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cero, a partir de

= [k + 1jha)
2

siendo @ la frecuencia del oscilador y k es el nUmero cuantico que toma

valores 01,23,---. El estado k=0 es el de menor energia, el estado

fundamental o la energia de punto cero.

La energia total de punto cero en las placas de Casimir, es

donde la suma es sobre todo los modos de vibraciéon, autovalores del
operador hamiltoniano.

| ¥ ¥
| 5 mw-n- . )
- a2 el
N

Como en estos casos, se considera, las direcciones perpendiculares al

eje de las placas; los momentos son continuos, asi

ZJ 3+H:”E+V”( )
T al’2 (2m)? ) w a2 a1 (Po

n=0 —oa

donde L* es el &rea de las placas, a es la distancia entre las placas y ¢,

es el minimo para el potencial clasico V (¢).

Como se va a comparar con el caso de potencial efectivo; consideramos

la funcidn Zeta asociado al operador hamiltoniano (Myers, 1987)

oa = 1y _
d*p [ ., m*n? W :
s =Yp=) J-(Erﬂ:lp_—i_ ”“]

n=0 —oo

De aqui, la energia de punto cero es dada por (Nogueira & Maia, 1997).
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R
E=17 Eligg[fgis o)

Asi, de

T2 (s—3/2)
L'(s)

Jdak[fiﬁ:-F}l:]_g — [ﬂfjﬂff—s

= ) ) 1 ]
Z[n‘ +Cc = —EC_‘” +

n=1

(=)

94
T

12 1 143

+t— (u, — —) + 4 nwC ) YK L (2nnC

202711 (u) [ Zl( : u-1/2(207C)
n=]

donde K, (x) son las funciones de Bessel modificadas de segunda

especie, se tiene

(H[s_lxz) — EHH:F(S—E) (V.'.')——s };3-'—3 1—'(5—2) (V”j - 4
(2m) 1"(5' — 2) ( ) ( 2)
4]‘1—3;: 1 Hyl—z N " ik " #
a (27)? 1"(5 _%) (V) ”Z;(Ilﬂ(V 1)z ) K._,(2na(V.)?)

En el limite s — 0, se tiene

3
]"E: 'l—= 3 3.'": —_
(= 1/5) = sy ( EJ(V”)“r L2y s

@r(-3)

4113“'

TG P

(rm(V”)) K_, (Ena(V”]]

n=1

De esta manera, la energia de punto cero, con las placas es
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w T(-3) 792 £(=2)

ﬂﬁ |'|l |'|l
=l (zn]fr(_z}[ O+ a Gmr (- 2)[ i)+
4?{3.’_ L L
(2 )3 vi)? ”El(rm[lf 1)z ) K_,(2na(V, ] ) o

Para el caso sin placas, en el mismo volumen, la suma de las

energias de punto cero es

L jf d jﬂ d : H
Tt (2]‘1':]
(1] —

y en este caso la funcibn Zeta generalizada asociada al operador

I A

)

L\-JI'.-?:"‘

hamiltoniano es

Siguiendo los pasos, del caso anterior, se tiene

732 I(s—2
(H(S l//z)_ (2 ja ( j ( .-.') 2-=

r(s-3)

Para limite s — 0, la energia sin placas es

7% r(-2) )2
EEE ©)

Por otro lado, es conocido, que diferencias de energias son las

0 _ g2

ﬁ
2

cantidades que se miden (Nogueira & Maia, 1995).

En este caso del Efecto Casimir, a partir del célculo de la densidad de

energia del vacio obtenida como diferencia de la densidad de energia con
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placas y sin placas en un volumen La . Esto es, debido a que las placas
introducen modificaciones en el espectro de energia de los modos

normales del vacio.

La densidad de energia del vacio, con placas y sin placas es

E—E°

£(a) =

Entonces, la densidad de energia en las placas de Casimir, para la

energia de punto cero, de (5) y (6), es:

o= r(=3)

=2 (1)

ﬁ 4]"[3"_

+2(2 ]3 (rm[V”) ) K_, [Erm(lf”) ]

’

oo R ~2 2
e(a) = - — (V) — = (W IR (m[ ) K_, (Ena[lfd)z). )
Energia del vacio cuantico a dos loops en las placas de
Casimir

Para asociar el potencial efectivo en las placas de Casimir, satisfaciendo

las condiciones de frontera tipo Dirichlet, separadas una distancia a, se

considera la funcién Zeta generalizada del operador (aﬂa# + v (a]).

Se tiene de (4)

. 1
2 {det (ﬁﬂa“ + v [a])}:

it
Vi(a) =~ Trin(3,0" + V" (@)~
(8)

y de la relacion (Nogueira & Maia, 1995).
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d{(s)
ds

Ln det(ﬂﬁﬂ“ +v" (a]} = -

— Ln(2mu*){(0)

2=0 ,

y considerando (8), en el espacio Euclideano, se tiene

Vir(a) =

d-,’( j‘ + Ln[Err_u:]f,’[D]l +
A 1

, - Ln(zmtfjf[ﬂj)}:

’

d 5 .
( )= 2[5 ) + Ln(zmc']((ﬂ]] +
A (d(s) o W)
+h > {exp (F . + Ln(2nu ]{(D])} |

Siguiendo el procedimiento anterior, la funcion Zeta generalizada del

operador 0 = (a#a** + v [a]}, en las placas de Casimir es

y de (Nogueira & Maia, 1995)

320 (s— 3/2)
'(s)

J-dak[k:-Fﬁl:]_s — (AZJE.-"Z—S

. z . 4] . .
entonces, y dejando de lado el término =, el cual consideramos al final de
a

los calculos:

(2m)® T(s) (2m)?

% _3 3 7 3-2= - = ”"3
(o = L EJtvs;):—HL(H & Z[M =



ademas, de (Nogueira & Maia, 1995)

[=a)

, , 1
Z[n‘ +C ™ = —EC_‘” +

n=1

1/2 i
T 1 u_l.ll'ﬂ
B e —— [1" (u, - E) + 42 (neC)* YK, _,,,(2nmC)

201 ()
n=1

donde K, (x) son las funciones de Bessel modificadas de segunda

especie, se tiene

SN Gl ) N S 0 o) P
TR s o TY2@2a)f r(s)
+a 2 - (VD2 B, (na(ViDY2) K, (2na(VDY2) - (9)

A eire) 1"{ )

Como es de interés {,(s = 0), entonces de

_ T(s—3/2)
lim———

=0
s=0  [(s)

y
liilé {CI (27)° T(s )( 1) SZ[TW(V”]LM o K. (2”93[1’;:{]“:]{:
i 1{ V) (na V) ﬂ(zm(v*n“ﬂ}
13—*[!' [2 ]31—'[ ] e “
asi, como de
li ! 0
312[1!'1_'(.5']
entonces
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2w

b o Gy V) 'SZ[MW”J 2Y K, (2na(V) ) =

De esta manera,

ql}(D]: 2(2 )3 2|[ ”]
Ahora, de (9) calculamos
3 oo
di(s)] o == 3y .2 n 2 O Koo (2na(V)Y?)
ds |_ ‘Eztznjﬂr(‘i) (Vei)? + 2075y (Ver) Z (na(V;) )2
|'|' V": _E
_ﬂztz ]52'( )* { (zm;—) z}_
Entonces
m + Ln(2ru*){(0) =
ds =0
3 oa
n n? 3y 2 i a0 K (2na(VIYH)
232Gt (03) VT 20 ) Z (na(V) V)2

.'.' Vf; 3 2 .'.'
0 O (g =3 # g (10)

Asi, el potencial efectivo es

2 h |0 H% T, rry 2
Vg}(ﬂ]=—ﬁ EWF( )(V ) H +2ﬂ(2 JE(VG:] X

K, (2na(V)Y?) o Vi3
Z_l (na(V)H2)2 _“z(z )ﬂzlt 1) { (En;t:)_i}
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+L1‘1(2]‘1’j{ ]HE(E :]EEI( H] :|

hZA el
+ T{exp ( fi[;]

+ Ln(2mu® ]((ﬂ])}

donde en el dltimo término, se reemplaza por (10). De esta manera, el

potencial efectivo a dos loops en las placas de Casimir es dado por
3

]"[_

) 2 2 3 3 T X K_,(2na(Vv/)Y?)
2 - _ 1"(__) 'z — R v -Z = —
7 (@) 2a2(2m)3 2 (Vei) (EHJEK ) = (na(V;)'2)? "

hr 1, v\ 3
2(2n )321[ 2 { (2 ;;—)_E}Jr

k%A el
+ S {exp ( fi[;]

-

+ Ln(2mu® ]{[Dj)}

=0

Calculo del potencial efectivo sin placas de Casimir

En este caso, se tiene

23s) = f an f G|+ e v

-5

Asi

[n*m?/a® +V”]

23(s) = f - I—3/2)

NESENG

T T(s—2)
2(2r)* TI(s)

a(s) =0 L

(3(s=0) =05 VAT
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d{(s)
ds

i v 3
FD:_HEEE jﬂzl[ ]{ (zmxf)_i}_

d{(s)
ds

Entonces

+ Ln(2ru*){(0) =

=0

o V. 3 s P
23 ){ (zrmf) }“”(2”“ 03 e 5 AT )

Asi, el Potencial efectivo, sin placas de Casimir

, vy 3
alC j_zz(z )ﬂzlw ) {L”(En;:f)_E}Jr

k%A el
+ S {exp ( fi[;]

+ Ln(2mu® ]{[Dj)}

=

donde en el dltimo término se debe reemplazar por (11). Asi, la densidad

de energia del vacio obtenida del potencial efectivo es dada por la

diferencia
Vep =V —Vif'
3 1
ho w2 3, .2 o — K, (Enﬂ(ﬂf{)f)
Ver = _ﬂztznjﬁr(_i)[vﬂj'_ (27 33( % Z nZ T
n=1 (rm[V”]f)
E ex L(Sj + Ln(2rp*)(0) : —
2 P ds =0 'I 0
? {exp (%ETSJ + Ln[thgjf[ﬂj)}_
=0 11 12)
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Los subindices “10” y “11” indican que se deben considerar las
expresiones (10) y (11), respectivamente.

Un calculo de las dos ultimas expresiones lleva a

R A di (s)
e (%

+ Ln(th:]{(ﬂj)} —

==0 10

+ LR(ZR’}I:j([:ﬂ:])} =

=0 11

R A -20 . Vi 3
—exp (V)| Ln | —= ] X
2 32w 7 2w~ 2

20 3 20w 200mied
exp{—w;{)H %o }—1]%

R A dZ (s)
e (52

12am 720a* 1440a*m*

h*A -20 Vi 3
exp - (V)| Ln — | —= i %
2 32m- ’ 2mp* 2
n 3 0rt Qe
GO R
6ar ~ ° 360a* 720a*m*) (13)

Ahora, parael caso ma « 1, se tiene

1 1
= K, (Zrm[l{:{]?) 1 w— K (Enﬂtvcf:r]?)
= a: L_rcrzrz (]‘1):

1% 2
n=1 (ng(]’,{:";)?) n=1

. A .
y como V. = m” +£gb5 , Se tiene
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B =

Al
2 i 2 K, Ermm(l—F— [f.)
w K, (E:rm(m +2:;b|}) ) . w2 2 m2

ra| =

1
a*v, Z (n)? - a? vy Z (n)?

n=1

n—

Ademas, de la relacién (Gradshteyn & Ryzhik, 1994)

k0 ~2(2) r

entonces
.. L
L K Ermm(l+%iﬁ3)- .
1 B 1 1
) T R e
@ Ve n=1 [11] 2a*m? (l + %iq-) V! a1 []‘1]
e e
m* 1
180a*m* V] (1 N %q{:ﬁi)
m*
Para A <« 1
m* 1 B mt Add A
180a*m? V:;(l + A &5 )  180a*m? V] 2m®  2m?
2m?
Asi
L
= K_, (Erm(L’;{)f) - 4 A

)3 "~ 180a*m? V]  360a*m* V'

1
n=1 ]',f"1" z
(rm( ) (14)

De esta manera, sustituyendo (13) y (14) en (12), se tiene

h 3 hm? hrllgd
av,, = ——(V)z- + %o
24 - ¢t 1440a% 2880a’m*

h*A -20 V. 3
exp ~(V.])*| Ln | —= ] %
2 32 7 2mu- 2
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5.2.

v 3 Ot Ol
(ch;j: + 3 - 3 D._]_
(=¥ 360a 720a*m _ (15)

Por otro lado, haciendo el mismo tratamiento en la expresion para la

energia de punto cero en (7) se tiene

hm? N R A,
1440a® 2880a’m* (16)

h i E
e(a) = = 5= (V)2 =

Resaltamos, que la expresion para la energia de punto cero en las placas
de Casimir, dado por (16), y la densidad de energia del vacio debido al
potencial efectivo a dos loops, dada por (15), tienen una diferencia, a
saber, el cuarto término de (15).

Por otro lado, para determinar la fuerza de Casimir, recordamos que se

obtiene a partir de

d(ea)
Flfrzs = da

es decir, de las expresiones (15) y (16), se tiene que el segundo y tercer
término contribuyen al célculo de la fuerza de Casimir. Asi como el cuarto

término de (15), toda vez que contienen la separacion a entre las placas.

Resultados Inferenciales

Puesto que no se ha realizado un tratamiento estadistico para los
resultados obtenidos, no se han analizados estos mas alld de los
resultados presentados en la seccion anterior con el fin de poder tomar

decisiones y realizar predicciones.

5.3. Otro tipo de resultados

A partir del conocimiento de la densidad de energia del vacio, via la
energia de punto cero o el potencial efectivo a dos loops, se puede

obtener la fuerza de Casimir entre las placas.
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CAPITULO VI: DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostracion de la hipotesis con los resultados

En el proyecto de investigacion se formul6 la Hipétesis General que establecia
que la energia del vacio cuantico a dos loops permite determinar la
equivalencia con la energia de punto cero en un campo escalar real
autointeractuante en las placas de Casimir; lo que permiti6 formular las

siguientes Hipotesis Especificas:

1. El Potencial Efectivo a dos loops en un campo escalar real autointeractuante

permitira determinar la energia del vacio cuantico.

2. En la aproximacion a dos loops, el punto minimo del potencial clasico
estableceria una coincidencia con el campo clasico definido a partir del

funcional generador de la funcién de Green conexas.

A partir de la accion, dependiente de la fuente 5[, ], se realiza la expansion
hasta cuarto orden, de acuerdo al método de punto silla; en la teoria de Ag*, y
se ha podido obtener la funcional generadora para diagramas conectados (w)
hasta orden de &%, y de la relaciéon del campo clasico con w, se determiné la
expresion para la accion efectiva; y sobre la consideracion de j — 0, situacion
que conduce a un campo clasico constante, es decir, ¢. = a ha obtenido el
potencial efectivo, y de ahi se tiene la energia del vacio cuéantico. Esto,

evidentemente, demuestra la primera hipotesis especifica.

Asimismo, la expresion del potencial efectivo a dos loops, es obtenida
considerando que el punto minimo del potencial clasico coincide con el campo
clasico definido a partir del funcional generador de la funcion de Green

conexas, lo que demuestra la segunda hipotesis especifica.
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Por otro lado, (Nogueira & Maia, 1995) habian demostrado que, en la
aproximacion a un loop, la energia del vacio cuantico coincide con la energia

de punto cero de un campo escalar en las placas de Casimir.

El resultado, ha mostrado que se tiene una relacién entre la energia del vacio
cuantico a dos loops y la energia de punto cero. Esto es, se puede determinar
la equivalencia entre la energia del vacio cuantico a dos loops con la energia
de punto cero en un campo escalar real autointeractuante en las placas de

Casimir, lo que demuestra la hipétesis general.

6.2. Contrastacion de los resultados con otros estudios similares

En la referencia (Plunien, Muller & Greiner, 1986), muestran para el caso de un

campo escalar no interactuante de masa m en una cavidad de volumen L%a, la

energia de Casimir por unidad de area, cuando am <« 1, es

5 el

£ casimir L0 1) _ T me

5 - + +
L- 1440a® 96a

Asimismo, en la referencia (Aguiar, Britto, Bunchaft, Pascoal & da Rosa, 2003)
muestran en el caso del efecto de Casimir para un campo escalar masivo sobre

condiciones de fronteras mixta, cuando am < 1, e€s

Ecnsimir(ﬂ!rnj "y _3 TE: _ ]‘?’1:
L? 8 1440a® 192a

El analisis del resultado de la expresion obtenida, muestra (a primera orden en
k) buena correspondencia con la referencia (Plunien, Muller & Greiner, 1986),
pero aproximada con la expresion de la referencia (Aguiar, Britto, Bunchaft,
Pascoal & da Rosa, 2003).
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6.3. Responsabilidad ética

En la ejecucion del proyecto se ha cumplido a cabalidad lo establecido en el
reglamento general de investigacion, el reglamento de propiedad intelectual y el
reglamento de participacion de los docentes en proyectos de investigacion
aprobados por la Universidad Nacional del Callao. No se han falsificado o
inventado resultados total o parcialmente, ni se han plagiado resultados de
otros autores o investigadores. Se ha cumplido con citar las referencias o
fuentes bibliograficas, datos, resultados e informacion general de otros autores
o investigadores, respetando sus derechos de autoria y de propiedad

intelectual.
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CONCLUSIONES

A partir del andlisis del resultado obtenido de la energia del vacio cuantico a

dos loops, se han podido establecer las siguientes conclusiones:

1. En este trabajo, se determiné la densidad de energia del vacio cuantico, a
partir del potencial efectivo a dos loops y como suma de las energias de
punto cero; para el caso de un campo escalar real con un término de

autointeraccion Ag*, en las placas de Casimir.

2. La expresion del potencial efectivo a dos loops (#°), depende de la
constante de autoacoplamiento (4), es decir, si 4 = 0, la contribucién para

esa orden no esta presente. Ademas, en el desarrollé se considero i << 1

3. Se demostrd, para orden h*, que existe diferencia para la densidad de
energia del vacio; que se obtiene del potencial efectivo a dos loops y la
suma de las energias de punto cero. Un resultado de este tipo es conocido
en la literatura como Ambigtedad de punto cero. Que para el caso de un

loop se muestra que es nula (Nogueira & Maia, 1995).

4. Los resultados obtenidos, son para condiciones de fronteras tipo Dirichlet;

que el punto minimo del potencial clasico ¢, coincide con el campo clasico

$., Yyma << 1.
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RECOMENDACIONES

En este trabajo, se determind la densidad de energia del vacio, como
minimo del potencial efectivo a dos loops y como suma de las energias de
punto cero; para un campo escalar real con un término de autointeraccion,
en el caso de las placas planas de Casimir, se recomienda realizar el
calculo para otras geometrias de las placas.

Puesto que el potencial efectivo a dos loops (#*), depende de la constante
de autoacoplamiento (4), entonces cuando A — 0 no existira contribucion
para esa orden, mas aun, se consideré el caso que i << 1, se recomienda

considerar para grandes valores de A.

La diferencia encontrada entre la densidad de energia del vacio a dos
loops y la suma de las energias de punto cero, implica una Ambigtedad de
punto cero, se recomienda estudiar si estos resultados dependen del
formalismo de renormalizacién usado para obtener la suma de las energias

de punto cero finita (Nogueira & Maia, 1995).

Las condiciones de fronteras consideradas son del tipo Dirichlet; se
recomienda considerar otras condiciones de fronteras (Barone & Cavalcanti

& Farina, 2004). Asimismo, que el punto minimo del potencial clasico ¢,
coincide con el campo clasico ¢,., se recomienda considerar que dicha
relacion se encuentre a primer orden en fi. Ademas, en el desarrollo de la

investigacion, se consider6 ma << 1 | se recomienda considerar el régimen

de ma = 1.
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Anexo: Matriz de Consistencia

VIIl. ANEXO
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Anexo: Matriz de Consistencia

Titulo del Proyecto de Investigacion: “ENERGIA DEL VACIO CUANTICO A DOS LOOPS: DETERMINACION DE SU EQUIVALENCIA
CON LA ENERGIA DE PUNTO CERO PARA UN CAMPO ESCALAR REAL AUTOINTERACTUANTE EN LAS PLACAS DE CASIMIR”

PROBLEMA

OBJETIVOS

HIPOTESIS

VARIABLES

METODOLOGIA

Problema General

En un campo escalar real
autointeractuante en las
placas de Casimir, ¢Como
se puede determinar la
equivalencia entre la
energia del vacio cuantico a
dos loops con la energia de
punto cero?

Problemas Especificos

cDe qué manera, el
Potencial Efectivo a dos
loops en un campo escalar
real autointeractuante
permitird  determinar la
energia del vacio cuantico?

En la aproximacién a dos
loops, ¢,Cual es la
coincidencia  del punto
minimo del potencial clasico
con el campo clasico
definido a partir del
funcional generador de la
funcién de Green conexas?

Objetivo General

Determinar la equivalencia
entre la energia del vacio
cuantico a dos loops con la
energia de punto cero en un
campo escalar real
autointeractuante en las
placas de Casimir.

Objetivos Especificos

Determinar la energia del
vacio cuantico a partir del
Potencial Efectivo a dos
loops en un campo escalar
real autointeractuante.

Definir la coincidencia del
punto minimo del potencial
clasico con el campo clasico
del funcional generador de
la funcibn de Green
conexas en la aproximacion
a dos loops.

Hipotesis General
La energia del vacio
cuantico a dos loops
permitird  determinar la
equivalencia con la energia
de punto cero en un campo
escalar real
autointeractuante en las
placas de Casimir.

Hipotesis Especificas

El Potencial Efectivo a dos
loops en un campo escalar
real autointeractuante
permitira  determinar la
energia del vacio cuéantico.

En la aproximacién a dos
loops, el punto minimo del
potencial clasico
estableceria una
coincidencia con el campo
clasico definido a partir del
funcional generador de la
funcion de Green conexas.

Variable Independiente

Energia de punto cero en
un campo escalar real
autointeractuante en las
placas de Casimir.

Variable Dependiente

Energia del vacio cuantico
a dos loops.

Nivel de Investigacién

Investigacion descriptiva y
explicativa.

Tipo de Investigacion

Investigacion aplicada,
cualitativa y transversal.

Disefio de la Investigacién

Tedrico. Consiste en
determinar la expresion del
potencial efectivo a dos
loops y, a partir de ella,
obtener la energia del vacio
cuantico con la finalidad de
deducir la relacion de
equivalencia con la energia
de punto cero.
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