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RESUMEN
UNA BARRERA AUTOCONCORDANTE PARA EL HIPERCUBO

NORMA FLOR, ACOSTA TAFUR

SETIEMBRE-2005

Asesor: Mg. Edinson Raul, Montoro Alegre,

Titulo obtenidoe: Licenciado en Matematica.

La mayoria de los articulos que tratan sobre métodos de punto interior para primal y
primal-dual usan la funcién Barrera Logaritmica para garantizar la polinomialidad de sus

algoritmos.

En este trabajo se propone una nueva funcion barrera 4n-Autoconcordante, definida como:

Z”j (2x, = DlInx, —~In(1 - x,)]

i=l
Y se presenta un Algoritmo siguiendo un camino de paso largo para resolver el problema
de programacion lineal:
Min ¢x
sa: Ax=5b
0<x,<1 , Vi=L2,...n
Presentamos una cota superior para el nimero total de iteraciones Newton necesarias para .

RH,

obtener una solucion ¢ -6ptima. Se obtiene la complejidad de O[n In( )] iteraciones

para este algoritmo.

PALABRAS CLAVES:
METODO DEL PUNTO INTERIOR
FUNCION AUTOCONCORDANTE
FUNCION BARRERA

METODO DE NEWTON
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ABSTRACT
A SELF-CONCORDANT BARRIER FOR THE HYPERCUBE

NORMA FLOR, ACOSTA TAFUR

SEPTEMBER-2005

Adviser: Mg. Edinson Raul, Montoro Alegre.
Obtained Title: Licenciate in Mathematic.

The majority of the articles that treat on Methods of Interior Point for primal and primal-
dual use the function Logarithmic Barrier to guarantee the polynomiality of their
algorithms.
In this work a new function proposes Barrier 4n-self-Concordante, defined like:
i @x, - D[Inx, —In(1-x,)]
P
And one presents an long step path following Algorithm to solve the linear programming
problem :
Min e'x
s.a: Ax=b
0<x <1 , Vi=l2,...n

We present a upper bound for the total number of Newton iterations necessary to obtain a

solution £ -optimal. The complexity of | O(nln(%)} iterations is obtained for this
&
algorithm.

KEY WORDS:

METHOD OF THE INTERIOR POINT
SELF-CONCORDANT FUNCTION
BARRIER FUNCTION

METHOD OF NEWTON
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Los métodos polinomiales, (es decir aquellos métodos cuyas operaciones aritméticas
requeridas para resolver el problema estd acotada superiormente por un polinomio en el
tamafio del problema ) para optimizacion Convexa han llegado a ser un tema central en
programacion matematica desde que Nesterov y Nemirovsky [10] probaron La
Polinomialidad para cierta clase de optimizacion convexa, introduciendo el concepto de
Barrera Autoconcordante . En este contexto la Barrera logaritmica propuesta por Frisch
[5] y otra desarrollada por Fiacco y McCormick [4], juega un rol fundamental, debido
a que, la mayoria de trabajos usa esta barrera para garantizar la polinomialidad de sus

algoritmos.

Otras barreras para métodos de punto interior fueron introducidas, pero
desafortunadamente ellas no probaron la polinomialidad, ver [2], [3], [13]. Asi la
pregunta natural surge si es posible probar la polinomialidad para otros métodos de

barrera.

El esbozo de este trabajo es como sigue: En éste capitulo se analiza la convergencia
para Barreras Generales. En el capitulo 2, se describe el problema a tratar y se define el
camino central asociado para resolver dicho problema de programacion lineal con
variables acotadas para luego introducir una nueva Barrera 4n-Autoconcordante
> (2x, -D[Inx, - In(1 - x,)] sobre el Hipercubo < 0,1 >" . En el capitulo 3 se estudia
i=1

algunas propiedades cercanas al camino central que son necesarias para analizar la
complejidad de nuestro algoritmo siguiendo el camino de paso largo, que es propuesto
en ¢l capitulo 4. En el capitulo 5, derivamos cotas superiores para obtener la

polinomialidad de este algoritmo, en ese sentido obtenemos la siguiente cota superior de




n - . - -
O(nln(—'gg J para el numero de iteraciones para encontrar una ¢ -solucion, finalmente
&

se presenta los resultados, discusién y conclusiones.

Los Apéndice contienen algunos Lemas generales que son usados en este trabajo.

CONCEPTOS PREVIOS

1.1 Condiciones necesarias de Primer orden

Un problema con restricciones es de la forma:

Min f(x)
sa gx)20 ,Fl,... 0 {1.1)
hj(x) =0 sj:i:‘-'aP
Donde f, g,.para i=1,...,m, h,, para j=1,...,p son funciones reales de variable

vectorial.
Vamos a convertirla en un problema sin restricciones y analizar su

convergencia a la solucion optima, para esto serd necesario lo siguiente:

Definicion 1.1.- Definimos la funcién Lagrangeana  L(x,u,w) asociada

con el problema (1.1) como:

L) = ()= 38,00+ 2w, ()

Donde x es un vector de dimension n, ¥ = (#,,....4,) ¥ wW=(W,,...w,).

b2




Sea x  un punto que satisface las restricciones del problema (1.1) y las funciones de
dicho problema diferenciables.

Denotemos a Vf(x') porVf vy similarmente para las otras funciones.

Definamos ahora los siguientes conjuntos:

Z ={zeR"/7'Vg (x)20 (Vie B );z'Vh (x)=0,j=1...py 2'V/ (x)20 }
Z,={zeR"/2'Vg (x)20 (Vie B )z VA, (x)=0,j=1...p y 2’V  (x)<0 }

Z.=4{zeR" /z'Vg (x)=0 (paraal menosun ie B');) 6 z'Vh (x)#0 (paraal
3 i J

menos un j) }

donde:
B'={i/g{x)=0}

TEOREMA 1.1: (Existencia de Multiplicadores de Lagrange

Generalizado)

Si:
a) x satisface las restricciones del problema (1.1) .
b) Las funciones f, {g,.},{hj} son diferenciables y
¢) Para x" el conjunto Z, es vacio.

. * *
Entonces existen vectores u = (u,,....%,) y w =(w....w,) tal que

(x",u",w") satisfacen lo siguiente:

g(x)=0 ,i=1,...m (1.2)
h(x)=0 I PR (1.3)
ug (x)=0 ,i=1,...,m (1.4
u 20 ,i=1,...,m (1.5)
VL(x ,u",w)=0 (1.6)




Definicion 1.2. - (Restricciones de Calificacion de Primer Orden)

Sea x” un punto que satisface las restricciones de (1.1) y asumimos que las funciones

son una vez diferenciables. Entonces, diremos que las Restricciones de Calificacion
de Primer Orden valen en x°, si para cualquier vector no nulo z , tal que
2'Vg, (x")>0 paratodo ie B® ={i/g,(x*) =0}
A Z'VR(x°)=0,j=1..,p;

implica que z es tangente a un arco una vez diferenciable ,que nace de x' yestd

contenido en la regién factible .

TEOREMA 1.2:(Teorema de Necesidad, Interioridad-Indepen_

dencia)

Si:
A By By 5l wooen h;, son funciones diferenciables en x.
b) En un punto viable x* existe un vector “s” tal que s'Vg >0,
Vie B';s'Vh, =0,j=1,..,p.
c) Vh ,Vh,..., Vh; son vectores linecalmente independientes.
Entonces una condicion necesaria paraque x  sea un minimo local
de (1.1) es que existan vectores (" ,w’) tal que (x",u ,w’) satisfagan

las restricciones (1.2-1.6).

COROLARIO 1.1: (Condicién Suficiente para la restriccion de

Calificacion de Primer orden)

Una condicién  suficiente para la restriccion de calificacion de primer orden es que
tenga un punto x’ que satisfaga las restricciones del problema (1.1) y que los

gradientes {Vg? }, Vie B® ;{Vhf },j=i,.._,p sean linealmente independientes.




COROLARIO 1.2: (Condicion Necesaria de primer orden para un

minimo sin restricciones)

Una condicién necesaria para que una funcion diferenciable tenga un minimo local sin

restricciones en un punto x  es que:
Vi(x')=0

1.2 Condiciones Suficientes de Segundo orden

TEOREMA 1.3: (Condiciones Suficientes de Segundo orden)

Las condiciones suficientes para que un punto x* sea un minimo local

restricto del problema (1.1) , donde f, {g,},{h j} son funciones dos veces
diferenciables es que existan vectores (4 ,w’) tales que (x,u ,w")
satisfagan (1.2-1.6) y para cada vector no nulo “y” satisfaciendo y'Vg =0
vieD ={i/u >0}, y'Vg 20,

ieB -D",y y'Vh =0, j=1,...,p seobtenga

y'[VzL(x,u,w)]y >0 (1.7)

Definicion 1.3.-Una matriz simétrica es semidefinida positiva  si para
cada vector “y” nonulo, y'Ay >0y definida positiva si y'4y>0.
Asi (1.7) es equivalente a decir que  V*L(x,u,w) es una matriz definida

positiva.




1.3 Derivacion del Algoritmo por Punto Interior desde las

Condiciones de Suficiencia para un problema con restricciones.

Tenemos el siguiente problema:

Min 7(x) ()

sa: g,(x)=20 sd=L1....m

Donde fy g, parai=12,..,m ; sonfunciones reales de variable vectorial.

Asumimos que cerca de una vecindad de un minimo local x” del problema(7) ,
las restricciones pueden ser estrictamente satisfechas ,es decir , existen puntos

x’ /g (x")>0,i=12,.,m. Asumimos también que la complementariedad

estricta se tiene, es decir u, >0 si g,(x )=0.
Consideremos una perturbacion de las condiciones

g >0 . i=1L2..m
wg(x)=0 , i=12,.,m
u =0 . T=12,...m
VLi(x,u)=0
= (ul,'uz,...,um)

. * = Y
suficientes para que x sea un minimo local .

Supongase que las siguientes condiciones se tienen en algin punto [x(r), u(r)]

& 07

% ® -
cercade (x ,u ) para “r” muy pequefio:

gi (x) > 0 3 i :1,2,...,1?1 (1.8)
wgx)=r>0 , i=12..m (1.9)
6




u, =0 , i=12_..m

i

Vi =Y Ve, (x) =0

i=1
y paratodo y tal que
y'Vg. [x(r)] =0 VieB = {i/u: > 9}
se cumpie

y‘{\?’zf - Zuivzg,}y >0

.
ieB

De(1.9) u, =—’;---5, i=12,...,m sustituyendo en (1.11) obtenemos
g.(x

i

b

Vf (x(r)) — Z?Tﬂ Vg [x(n]=0

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

La ecuacion (1.13) , dice que el gradiente de la funcién P(x,r) (llamada funcion

Logaritmica de Penalidad ) se anula , x(r), donde

P(r.r) = f(x) -y Ing,(x)

(1.14)

Es decir, la condicién necesaria de primer orden para que x(r) sea un minimo local sin

restricciones de P(x,r) es satisfecha .

La matriz de las segundas derivadas parciales de L es:

V() =V f -3 Vg +3 Vg L Vg,

=1 &; i=1 i

(1.15)



Asumimos que cuando 7 — 0,x(r) > x* . Entonces ambos — oA 5 F 50,
glx] g!lx]

Vi ¢ B es decir Vi , dondelim, , g, [x(r)] =g,(x)>0 .Ignorando estas restricciones

que no contribuyen en nada para la cantidad VL cuandor — 0 , la condicién de

segundo orden perturbada (1.12) aplicada a (1.15) nos da:

y'V2L[(x(),r[y>0 Vy vector no nulo

tal que y'Vg,|x(r)]=0 Vie B

(Notamos que esto también cubre la posibilidad de que B" sea vacio)

Desde que:

5 =+ pues g’[x(r]—>0 VieB .

Se concluye de (1.15) que si B™ es diferente del vacio, entonces y'VzL{x(r),rly >0
cuando 7 es suficientemente pequefio, V y/y'Vg, [x(r)]: 0 . Asi VZL[x(r),r] €s una

matriz definida positiva satisfaciendo la condicion de suficiencia de segundo orden, y

x(r) es un minimo local sin restricciones de P(x,r) .

Notamos que las condiciones de suficiencia de primer y segundo orden para que la
funcién Logaritmica de Penalidad P(x,7) tenga un minimo local sin restricciones en x(r)

estd implicado por una perturbacion de las condiciones de suficiencia de primer y

segundo orden que valen en x"; sin embargo En particular no hemos demostrado que
un x(r) existe satisfaciendo las condiciones perturbadas de suficiencia dadas por (1.8 —
1.11), pero bajo rigurosa afirmacién de este hecho bajo condiciones de continuidad y
compacidad que es dada en la seccién 1.5 , para una clase general de funciones sin

restricciones , veremos que existe tal punto.




1.4

Exposicién General del Algoritmo de Minimizacién por

punto interior:

Antes de presentar el procedimiento general necesitaremos las siguientes

funciones:

e Sea ]/ una funcién de valor real de x, es decir, /:R” - ®R . con las

siguientes dos propiedades :
Propiedad 1: Es que /(x) sea continua en la region

R’ ={x/g,(x)>0,i=123,.,m}

Propiedad 2: Establece que si {xk} es cualquier sucesion infinita de puntos en
R® que converge ax, tal queg,(x,)=0 para al menos un i tal que

lim,  I(x*)=+w.

e Sea S(r) una funcién de valor real de una sola variable “r” con las siguientes

propiedades:

Si r,>r, >0 entonces S(r)>S(r)>0.

Si {r,} es una sucesion infinita de puntos tal que
lim, . r, =0

entonces

lim, ,, S(r,)=0.




Procedimiento

1. Definimos la funciéon U(x,r,)= f(x)+S(r;)I(x) donde 7, es un nimero

positivo. Como un punto inicial determinamos unx’ € R°. Si tal punto no es
aceptable rapidamente, puede ser obtenido por aplicacién repetida del

método en si mismo.

2. Procedemos desdex’a un puntox(r;) que es un minimo local de U en la
region viable R={x/ g,(x)20,i=123,.,m} Probablemente x(r,) serd
irrestricto y se situard en R’ (pues se acercaria del interior a la frontera
g,(x)=0) ; en otro caso U =+ , contradiciendo la suposicion que x(r;)

fue un minimo local sin restricciones de Uen R .

3. Comenzando desde x(r,) encontramos un minimo local sin restricciones de

U(x,r,),donder, >r, >0 .

4. Continuando de esta manera, encontramos un minimo local para U(x,r,)
comenzando desde x(r,,) para una sucesion {r, } estrictamente monétona

decreciente.

La conjetura es que bajo apropiadas consideraciones la sucesion de minimo local sin

restricciones existe y tiene puntos limites que son soluciones locales del problema (7).

10




1.5 Pruebas de Convergencia para el algoritmo de Punto Interior:

Para probar la existencia de un minimo de la funcién U y que converge a un
P ¥ g

minimo local con restricciones del problema (/), necesitaremos las siguientes

Lemas v definiciones.

LEMA 1.1:

Si f'es una funcidn continua en x sobre un conjunto compacto no vacio V' entonces

existe un valor finito v/ y un punto x" € ¥ donde
f(x)=v =min, f(x)

Definicion 1.4.-

Un puntox € R es un minimo local finito del problema “(I) ~ si x esta en el

interior de un conjunto compacto V' para el cual
f(x)=v" =ming, f(x)

Definicion 1.5.-

Sea U(x,r) una funcién de minimizacion sin restricciones .Entonces un punto
x(r) es un minimo local finito de U(x,r) si alli existe un conjunto compacto ¥ tal
que:

Ulx(r),r]=min, . U(x,r)

y x(r) estd contenida en el interior de V.

Definicion 1.6.- Un conjunto no vacioM” < M es llamado un conjunto

aislado de M si alli existe un conjunto cerradoE/M c E’ y tal que

" sixeE-M =>xeM.

11




ii.
1ii.

iv.

Vi.

TEOREMA 1.4: (Existencia de Conjunto Compacto Perturbado)

Si un conjunto de minimo local 4" correspondiente para el valor minimo local v' del

problema “(I) ” es un conjunto compacto aislado diferente del vacio, alli existe un

conjunto compacto /A" < §° ,y para cualquier puntoy e RNS ,si y¢ 4  entonces

fn>v.

TEOREMA 1.5: Convergencia para conjuntos compactos de

minimo local por el algoritmo de puntos interiores.

Si:
a) Las funciones f,g,,8,,83.---.&, S0n continuas.
b) La funcion U = f(x)+ S(r){(x)es una funcién de minimizacién irrestricta.
¢) Un conjunto de puntos 4 que son minimos locales correspondiendo al valor
minimo local v" es un conjunto compacto aislado diferente del vacio.

d) Al menos un punto en A esta en la clausura de R°,y

e) {rk } es una sucesion estrictamente decreciente que converge a cero.
Entonces

Alli existe un conjunto compacto S dado como en el Teorema anterior/ 4 < S° y

para 7, pequefio, el minimo irrestricto de U en R° N S° existe y todo punto limite de
cualquier subsucesion {.x" } dela minimizacién de puntos estaen 4 .

lim, S ) |x(r)]=0.

lim, , flx(r)]=v".

lim,_ Ulx(r),n]=v".

{f]x(r,)]es una sucesion monéticamente decreciente y

{I[x(r, )] es una sucesién monéticamente creciente.

12




De aqui en adelante

s Ala funcion “/” llamaremos Funcion Barrera
® La funcion S se presenta como la funcion identidad, y
. La funcion U(x,r) = f(x)+ S(r)I(x) esla Barrera asociada a I(x).

La Funcién Barrera mds utilizada para resolver el problema (/) es la Funcién Barrera
Logaritmica :
B(x)=-)Ing,(x)

i=]

Ejemplo 1.1

Min x,
*1
sa: x, —sen(x;)— 20
2
Consideremos la funcién U asociada a la Funcién Barrera Logaritmica

= U =x-rin(xy - sen(x)~)

derivando respectoa x, y x, e igualando a cero respectivamente para obtener un

minimo
1
r|:cos(xl) + }
2
2 A SR . S,
x
[xz —sen(x,)— 2’]
y
- L =0

13
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Entonces hay dos conjuntos de posibles soluciones:

2
X (r) = rgiZnﬂ' n=0,12,...,
2T T
x,(r)=sen ?iZ?ﬁ{ +§rimr+r ,n=0,12,..,
y
xl(r)=%ri2mr ,n=0,1.2,...,

xz(r)=sen(4§£ d:Zm'r)-i- Z;-imﬁ-?' o () e R

La matriz de las segundas derivadas parciales de U(x,r) evaluadaen x,(r) y x,(r)

€8

— senfx, (r))
0

-

2 . . . n
Para x,(r)= ,;E +2n7 , la matriz no es semidefinida positiva.

L]

Para x{(r)= %ﬂ—i2mr Ja matriz es definida positiva y por lo tanto

satisface la condicion suficiente para que sea un minimo local.

Asi hay un ndmero infinito de funciones trayectorias U, uno para cada minimo local
del problema, es decir,que para cada r hay un x,(r) y x,(r) que minimiza a
U(x,r).

En este trabajo usaremos una Nueva Barrera que ademas cumple ciertas condiciones

para ser llamada Barrera Autoconcordante.

14
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CAPITULO 2

2.1

EL CAMINO CENTRAL

Descripcion del Problema:

Consideremos el problema de Programacién Lineal:

Min c'x
s.a: Ax=h (2.1}
0<x=<e

Donde A4 es una matriz de orden mxn, e es un vector de dimension “»” donde

(13 22 677

todos sus componentes son 1, b y ¢ son vectores de dimension “m” y “n
respectivamente, el vector x n-dimensional es la variable en la cual la

minimizacion es hecha. Y larelacion 0 < x < e es componente a componente.
Denotaremos por:

! = {x eR"/Ax=b0<x< e} al conjunto viable del problema (2.1) y por

P® = {x eR"/Ax=b0<x< e} a su interior relativo.

Observamos que todos los resultados obtenidos en este trabajo son facilmente

extendibles a Hipercubos generales, dados por @ <x</, para vectores
cualesquiera de dimension “n” « = (wwtt,) ¥ B=(B,.05,) . Para eso
definamos las siguientes funciones para cada x; ; i=1,....n :

X, —a,;
ﬂz’ - &

tenemos x, =, y solo tendriamos un problema de n-1 variables, al cual le

T, :[a, 1> [01)/T,(x;) = , Bee 3 para =l..n YH =@ ,

podemos aplicar las funciones 7] para las variables restantes.
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Entonces haciendo y, = XA [0.1] ,8 #a,; para i=1,...,n .Tenemos el
problema (2.1):
Min 'y
s.a: Ay =b

g y<e

Al resolver este sistema obtenemos las soluciones optimas (y, ,....,», ) Yy como
X — a; i * *
- para i=l,..., n Entonces x, =(f8, —«,)y, +«, para

ﬂi-aj
*

» r . *
i=1,...,n ; vy asi tenemos las soluciones (x, ,...,x, ).

cada v

Se asumen las siguientes consideraciones sobre el problema (2.1):

1) El conjunto viable tiene un interior relativo no vacio, es decir, el

conjunto P’ #¢.
2) Lamatriz 4 tiene rango completo, esto es, Rang(4)=m.

o Debemos indicar que la ultima consideracion puede ser descartada en
nuestro desarrollo. Sin embargo mantenemos ello debido a que

simplificara los argumentos considerablemente.

o Debido a que la funcién ¢'x es continua sobre €l conjunto compacto P,
esta funcién alcanza un punto minimo, porque el conjunto de la solucion

6ptima del problema (2.1) es diferente del vacio y acotado.

2.2 La formulacion dual de (2.1) es:

Max  d(y,s,w)=b'y—w'e
sa: Ay+s—-w=c
w,5 =0 (2.2)
yeR"”

Donde s y w son vectores de dimension “n”.
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Entonces haciendo y, =-'—"" €[0]l] ,p, # «;; para i=1,....n .Tenemos el

i i

problema (2.1):

Min c'y
s.a: Ay = b,
0<y<e

% . 5 . * *
Al resolver este sistema obtenemos las soluciones 6ptimas (y, ,....»y, ) ¥ como

* X =, . * #
cada v i 1 para i=l,..., n Entonces x, =(f —«,)y, +a, para

ﬁi—ai
*

- r 14 ¥
i=1,...,n ; yasi tenemos las soluciones (x, ,...,x, ).
Se asumen las siguientes consideraciones sobre el problema (2.1):

1) El conjunto viable tiene un interior relativo no vacio, es decir, el

conjunto P° #¢.
2) Lamatriz 4 tiene rango completo, esto es, Rang(4)=m.

o Debemos indicar que la Gltima consideracion puede ser descartada en
nuestro desarrollo. Sin embargo mantenemos ello debido a que

simplificara los argumentos considerablemente.

o Debido a que la funcién ¢'x es continua sobre el conjunto compacto P,

esta funcién alcanza un punto minimo, porque el conjunto de la solucion

optima del problema (2.1) es diferente del vacio y acotado.

2.2 La formulacion dual de (2.1) es:

Max  d(y,s,w)=b'y—-w'e
sa: Ay+s-w=c
w,s =0 2.2)

yeR”

Donde s yw son vectores de dimension “n”.
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Debido a que del problema primal tenemos:

Min c¢'x
sa: Ax=zb
—Ax 2 -b
x>0
-X2-e
Entonces su dual es:

b
t 1 t _b t I3 ! ! ' i
Max d(y'.1,s',w)=()',1,5",w) 8 =b'y-b't-we=b'(y-t)-we
—e
A
—A
sa: (.1ns,w) e
I
-1
= A y-A't+s'-w<c
A (y-t)+s'-w<e

y.ts',w=20

Sumando un s">0 a la pentltima desigualdad para llegar a la igualdad y
haciendo y = y'—t A s = s'+s" , vemos ademas que s,w= 0 , pero como y = y'~t

4+

no podemos afirmar que y = 0 con lo que obtenemos (2.2).

Definicion 2.1.- El Camino Central

Definimos el Camino Central Primal (Dual) como el conjunto de centros x (),

(v (), s (1), w (1)) donde u recorre desde “o0” a “0” (cero).

Desde que la funcién objetivo alcanza el valor 6ptimo en su dominio (para un
parametro “u” fijo de su respectiva funcion barrera) en un unico punto, este se

denota por ejemplo x (¥) y es llamado el u-centro.

17
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Definimos para nuestros problemas (2.1) y (2.2) su diferencia como:

Gape = c'x-(b'y—w'e)
=(A'y+s-w)x-b'y+we
ey i ¢ ! ! f
=y Ax+s'x—-wx-by+we
= yb+s'x-wx-b'y+we
=s'x—wx+we

= B e b EX, WK = Wl WX, W EWs bW,

e'Xs—e' Xw+e'w

Gape = ¢' (Xs+({ - X)w) (2.3)

Donde X =diag(x,,....x,) s I-X =diag(l—x;,..,1-x,) , I es la matriz
identidad .Se sigue que c¢'x>z 2d(y,s,w) ya que el Gape es positivo
(Gape=0=>c'x >b'y—w'e) , donde z' denota el valor objetivo 6ptimo en
(2.1) . Sabemos que si x es 6ptimo en (2.1) = 3In(y’,s’,w’) tal que

¢'x" =d(y’,s ,w)=z . (Estas soluciones estan caracterizadas por las

condiciones de Karush-Kunh-Tucker (KKT):

Ay +5 -w =c 2.4
Ax' = £2.5)
Xs=0 (2.6)
< (I-X)w=0 (2.7)
s, w20 (2.8)
0<x <e 2.9)

Pues de (2.1) vemos que para nuestro problema:
fx)=c'x

gx)=X20

g,x)=1-X20

h(x)=Ax-b

18
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Y hallando el Lagrangeano
L',y s wy=f(x)=-Y ug(xy+wh(x’) , donde u, eR"para i=1.2.

w, € R"™.
Y su respectivo gradiente

VL(x".y' s o w)=Vf(x")—u Vg, (x')-u,Ve, () +wVh(x")

Entonces ¢l gradiente del Lagrangeano debe ser cero
— oAl
Q=c—u +u, — 4w,
B — I - —
c=Aw +u, —u

= 3n u,u,,W

tomando del problema dual:

u, =520
u,=wz0
W=y

Tenemos dicha caracterizacion.

Ahora introducimos la funcién:
B(x) =Y. (x, - Dlinx, ~In(1-x,)]
i=}

Definicion 2.2.- Barrera c-Autoconcordanie
Sea E un espacio vectorial de dimension finita, O £ un subespacio abierto
convexo v B:0— R una funcion. B es llamado Barrera Autoconcordante

sobre () con parametro ¢>0 (Barrera c-Autoconcordante} si:

1) Be(®.
2} B esuna funcién Convexa sobre 0.
3) Paracualquier xeQ y he E :

v B[k b, ] < 26"V BeR)
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4) 3 ¢>0/B satisface:
VB[] < ¢ (h v Bok)
Donde:

8’ B(x)
VB A k=Y 5 |
(x;{ ] pit é: o ax’,axj axi, i

i

denota la tercera diferencial de Beax y .
Asimismo vemos que la tercera y cuarta condicién relacionan a la barrera en

si misma, de alli el nombre.

TEOREMA 2.1:

La funcion B(x) = Z (2x, - 1)[111 x,—In(l-x; )] es barrera

i=l

4n-Autoconcordante sobre <0,1>".
Prueba:
Primerc consideremos el término general:
b(z)=(2z _1)[1112 Thjﬂ - z)} ,donde O<z<i.

La primera, segunda y tercera derivada son respectivamente:

b'(z) = 2fInz —In(1 - 2)]+ 2z - 1)! ! ]

{ z(1—2)
1
bn z} = -
e z*(1-z)’
mny - X221
PE= Sy

20
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e Como0<z<l = 1-z>0 A z>0 ademas z(i-z)>0.
Podemos ver que b,5',5",b'"" son continuas sobre <0,1> y asise cumple

la primera condicion.

Como:

bz)=— ! >0 V ze<(i>

z22(1-2)*

Entonces la grafica de bz} es concava hacia arriba, es decir, es una

funcion convexa.

Por lo tanto b{z} es una funcién convexa sobre <01 >.
ibnt(z}i
2( H(Z})fﬂ 2

= 0<z<l

e  Ahora tenemos que =[2z-1 y ze<0]l>

= 0<2z<2
= -1<2z-1<1

= Pz-1<l

B i
de lo que llegamos a i (2)

— 1 <1 con lo que b(z) satisface la tercera
2{b| '(Z)}MZ

condicién (algunas veces llamada condicién 1-Autoconcordante).

e Para la tltima condicién debemos probar que c=4 satisface la

desigualdad.
1 1
?b'(z}j <cl(h)?
Ahora veamos:
| ] Y (7 /7
| (2z-1) /9
2Inz-2In(l—2)+———
RO A 7/
cif2(bu(z))i!2 0”2 1
zZ{1—2z)

21
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usando la desigualdad triangular podemos establecer:

b(z) 1 i
Y(z) < b {22(1 - z)|ln(lz) +2z- 1!} ,como [2z-1<1 =
Mz

{.‘”2 bu(z)}le i‘:,1/2

ademas se cumple que:

<1,para O0<z<l

1 ,
22(1— z)iin(i—zJ

b(2) I 2
Ty S fi+1= 5 =
= 2=c"?
= 4<c

La titima relacién nos dice que la cuarta condicién se cumple para cualquier

ntimero mayor o igual que 4, entonces tomando c=4 se cumple la dltima
condicién.

Con lo que se ha probado que b(z) es barrera 4-Autoconcortante sobre <0,1> .
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Debido a la propiedad de estabilidad con respecto a la suma, ver la proposicion A.1 del
apéndice A, se obtiene que la funcién B(x) es barrera 4n-Autoconcordante sobre

<0, >" y por lo tanto se comprueba el Teorema . []

e Ahora se considera la nueva funcién barrera asociada al problema primal (2.1)
f. -

by (e w)=—(c'X)+ Y. (2x, = D[Inx, —In(l—x,)] (2.10)
u i=1

donde u es un parametro positivo , las derivadas de primer y segundo orden son :

g=g(x,u)= .2 +[i Z[Inx,, —1n(1—x,)]+ (1-x)" m(x,.)”‘}
u i=1

= g +{2 3 [Illxj - ln(l "xi)]+ i(l - x;‘)fl —(x,-)‘l}

u =1 i=1

=X -l -X)e-Xle+(I-X)"e
U

g=gnu)=S+2nX -In(J-X)k-X"e+(I-X)"e (2.11)
u

H :H(x,u):Z[—l—+
X 1

! }e+X'2e+(1—X'2)e
X

e -
=t X T+ ([ -XT)
X(I-X)

f2xu-x)+-x)' + X7
B X2 -X)

H=Hxu=X>U-X)" (2.12)

donde In X =diag(lnx,,Inx,,Inx,,....Inx, ),y
In({ - X) = diag(In(1 - x,),......In(1-x,)) .
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Podemos demostrar que ¢@,(x,u)es una funcion Barrera asociada a B{x) como:

tf
bo(r)="2+B(x) , u>0
u

Para eso B(x) debe satisfacer:

B es continua sobre P°.

ii. lim__ . B(x) =* , es decir, cuando x tiende a su frontera desde la
derecha.
iii. lim__B(x)=", es decir, cuando x tiende a su frontera desde la
izquierda.
Veamos1i :

SixeP’ = O<x<e

= x,e<0l> i=12...n
= 1-x,>0 , 0<2x, <1+1

A x>0, -l<ix ~t=l

Porlogue B(x)= Z:(zxj - 1){1:13:1. —In(1-x, )} es continua sobre < 0,{>".

=1

Veamos it :

: -
lim . B(x)=lim_, > (@x ~Din| 2 )
=1

»

1—x,

[ 4

=lim__. Y (@x -1 In( —xf]
%= i=1 1 —X

i

24
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= lim . (2x, - 1)1nL1

X;

i TSR ¢

Il
-

1

_th (2%, -Din
i=] Jitd 7_1
X

i

S‘" 1

= ;i}n%¢{2x- —1)‘Hﬂ1‘ ‘N,Iﬁ -

= S
L /

e

= lim__ . B(x)= oo,

Veamos 1ii. :

Ii _B(x)=11 2x. =Dl
m__ (x) 1m Z( X )n\1 %

—
=

-

:g}imxﬁr (Zx,—l)f:}n . H

4 )

= Z lim, . (2x,~1)-lim__ [h{ | jx"ﬁ
(

= Ziimxﬂr 2x,~1.lim,__In
i=]

-1

e T PR

1
X;

= lim___ B(x)=wx".

. ¢,{x,u) es una funcién Barrera asociada a (2.1)
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También como #,(x,u)=—c'x + B(x)
U

g 1 .. . ;
i.  —¢'x es una funcitn continua pues ¥ >0 entonces en particular en <0,1>" y
u

como B(x) también lo es entonces ¢,(x,u) escontinuaen < 0,1 >"= P°.

c'x

i, him_ @, (x)=lim . —F B(x)=0+lim ., B(x)=o".

P

F
I . 3 €x ... €€ . N
ii. lim__¢,(x)=lim_ » +B(x) = _u +lim__ B(x)=x".

Desde que ¢,{x,u) es estrictamente convexo (pues H es definida positiva, ya que
V¢, =H>0 y [H=X7 (I-X)? =det(X?)-det(J - X)™ >0) sobre el interior
relativo del conjunto viable y toma valores infinitos sobre la frontera P, esta funcién

alcanza el valor minimo en su dominio ra un “z” fijo) en un Gnico punto gue ¢s
P

denotado por x(u)y al cual ya se habia definido como u-centro , las condiciones

necesarias y suficientes de primer orden de optimalidad (condiciones KKT) para x(u)

son :
4 A'y+s—w=c+2ufln X -In(l - X)} (2.13)
Ax=b . (2.14)
Xs =ue (2.15)
< (I-=Xyw=ue {2.16)
(s.w)=0 (2.17)
D<x<e) _ (2.18)

\a

La tnica solucién de este sistema es otra vez denotado por {x{(u}, y{(u), s{u), w(u}} -




El Gape de dualidad en esta solucion satisface:

Gape = ¢’ x(u) —d{(x{(u), y(u), s(u), w(u))
=(4A'y+s—-w-2ufin X —=In(I - X)) x(@)— (&' y—w'e)
—(4y' +5 —w' = 2ue'[ln X (@) - In(J = X(@)hx(u) =B 3(ue) — w' (w)e
= Ay’ x{u) + 8 x(@) —w' x (@) = 2ue' In X —In(J = X sh(u)-b'y—we
=y'b+e'ue—e Xw—2ue'[ln X -ln{ - X () -b' y+e'w
—c'ue+e' (I - Xyw—2ue'fIn X —In(7 - X)pe(u)
=ue'e+e (I - X)w-2ue'[ln X —In(J - X)le(u)
=ue'e +&'ue —2ue' [In X —n{Z - X)x()
=2nu - 2ue' [In X ~1n(7 - X)bx(u)

Gape = 2u(n—¢'[ln X - In(1 - ) k(@)

Debido a que ¢'x es una funcién convexa, el conjunto viable del problema (2.1) es
acotado (pero ¢l conjunto de puntos que resuelven el problema primal es compacto), el
interior relativo P° del conjunto viable es diferente del vacio, entonces se obtiene el

siguiente resultado probado anteriormente para Funciones Barrera en general:

o lim,,c'x(u)=lim, o (c'x()+ Y. (2x, ()~ Dfinx, () - In{i - x, )=z

e Sea u, una sucesion de valores positivos tales que #, — @ entonces todo

punto limite de {x(u, )} resuelve el problema lineal (2.1).

El siguiente Lema establece que el objetivo primal decrece por el camino primal y el
objetivo dual crece por el camino dual. En la prueba usaremos la funcién regularizacion

de barrera logaritmica primal-dual para (2.2):

o3 (x,y,w,8,u) = E(—y'b—i— w'e)— Zlns,- - 2ZIn(l —x,.)—z'hiw,\
u =l

i=1 i=l




-

y el problema dual:

Min @2(x,y,w,s,u) (2.19)
sa.: Ay+s—w=c+2ufln X -In(l- Xk

o o s .
Observamos que la regularizacidn de Barrera es convexa pucs —(-y'b+w'e)es
u

convexa y como —Ins, , —In(l—-x,) y —Inw, son funciones convexas, la suma de

ellas también sera una funcion convexa.

LEMA 2.1:

Si u decrece entonces el objetive c¢'x(u) del problema primal (2.1) es
mondéticamente decreciente y el objetive d(x(), y(u), s(u), w(n)) del problema dual

(2.2) es monéticamente creciente.
Prueba:

Para la primera parte consideremos # <u
Donde x(u)minimiza a @,(x,u) y x(#) minimiza a ¢,(x,%) (pedemos asegurar esto
ya que ¢,(x,u)es estrictamentc convexa entonces existe un x(u) que minimiza la
funcioén )

= Pa(x(@).u) < Pp (x(), 1)

= @, (x(@),7) < ¢y (x(w),u)

reemplazando sus equivalencias tenemos

“,i; ¢ x(u) + B(x(w)) < sc'x{u} + B(x(@)) ®

1

= ?’x(ﬁ') + B(x(w)) < éc‘x(u) + B(x(u)) (D)
28
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sumando (1) vy (i1} enemos :

1 H % l H A, 1 H = }' ¢
—c'x{u)y+—c'x@y<—c'x(@)+—c x(u)
u 7] u u

E i 1 i I ¥ T i i ==
—c'x(u)——c'x(w) < —c'x(m)——c'x(7)
u u u u

I] = i—i<0

ki
u u H o ou u U

el
e x(u)y—c'x(m)) <0, como L<

= &' x(u) = ¢ x(a)
. Cuando u decrece entonces ¢ x(u) es mondticamente decreciente. U

Para probar la segunda parte primero notamos que é2(x,y,w,s,u) es convexa. Las

condiciones KKT para un punto minimo son:

i A'y+s—w=c+2ulln X -In(Z - X)}e (2.20)
udS~e=»b (2.21)
(I-uSe=uWe 2.22)

2 -X)le=2ulX" +(I-Xs e (2.23)

Es facil ver que el punto (x(u), y(u), s(u), w(s)) minimiza a ¢} (x,y,w,s,u)(es decir

satisface las condiciones dadas).

Similarmente para la segunda parte.
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Consideremos:

7 <u , donde (x{(u), y{u),s(u), w{i)) minimiza a ;ég {x,¥,%,5,#)
g (x(a), p(@),s(@), w()) minimiza a ¢; (x,y,w.5,1)
= 2 (), yu), win), stu),u) < g (o), (i), wian), s(#), 4)

= g (@), y(@), wiB), s(0), 8) < g, (x(w), y (), win), su), 4)

reemplazando sus equivalencias fenemos

! (-y' @b +w (w)e)- > Ins, ()~ > Inw, ()~ Ei In(l - x, (u))
U

- _
’ &

< l(, y (@) +w' (w)e) — . Ins, (@) - Y Inw, @) - 22”] In(1 - x, (@)
H i=1

é(—y’ @)b+w @)e)— D Ins,(2)- D Inw, {ﬁ)—-Eiin(l—xi(ﬁ'))
i i=1

) (i)
< % (—y' ()b +w' ()e) — D Ins, (1) - S inw, () - 2> In(1—x, ()
H i=1
sumando (i) y (i)
1 § L 4 1 ;3 I S
» (=y" ()b +w (u)e)+ p (=y' )b +w (u)e)
< L (—y" (@)b+w' (w)e) + E (=) ()b +w' (w)e)
u %
11 TETY. 1 1, 4, b g
=Xy (b +w (we)+(——— Ny (@ Yo+w' (u)e) <0
U u u u
i 1 7 g i ~ = ¥
C =y @b+ w @)= (- @b+ @ Je)]< 0
) i 1 i 1
ycomo —<—=>———<0
u i U 7]




= =¥ b+ w (wye 2 -y ()b +w' (w)e

= v (b —w (wye < y' (@b —w'(w)e

cuando u decrece y'b—w'e es mondtona creciente . [

U

En el algoritmo de busqueda de linea aproximada a lo largo de direcciones
proyectadas de Newton se realiza la minimizacion de ¢, para un “u” fijo, es decir,
las direcciones corresponden a la minimizacion exacta de la aproximacién

cuadratica para ¢, sobre el espacio afin Ax=b (ver [14]), es decir:

Min ¢,(x,u)+ g'p+;p’Hp

sa: Ap=0
Esto hace que la direccién de Newton p = p(x,u) sca determinado resolviendo:

g+Hp=4A4
Ap=0

como un sistema lineal de ecuaciones en py A (este Gltimo se obtiene aplicando las

condiciones KKT al problema anterior )

Usaremos la medida . para medir la distancia entre puntos, la definicién de esta

medida es como sigue:

uqdhr = ,V‘qiﬂq Vq eR”

Porque H es definida posiiiva, ., define una norma.

Lad
[




Veamos:

iil,

Asi queda probado que . define una norma.

I‘fqu = \;!;—fi_;? >0 \v’q e g}iﬁ
Pues H es definida positiva = ¢'Hg>0 VgeR" #0.

g,=0 < g=0 puesHes definida positiva .

(Ag) H{ﬁ;)— Ag'Hg , AeR.

.\H -
=1 q¢'Hq
Ag, =Alg,-

P (R ]

: 2 b2 3 . i
|1q + wl'\i H = \'q H +r:\wii H +q HE’+{{}‘ HW}

=lal"n +[wl’n + 24" Ew *)
como g, weR" = wg=g'w
= gw =wg
= wq' =gw
= g Hwg' Hw=g Hgw' Hw
= (g'Hw)' = g w
= q ﬂ‘w gm |

En (*)
g+ws <lg’u +w’s +2"g‘wa‘Lz g s +wi’n +2§q‘11-":‘.’%
<igln+ Wy +2g w
iar 7 ¥ a.w
<(g,+w,)

grw < g+w.

I




CAPITULO 3

PROPIEDADES CERCANAS AL CAMINO
CENTRAL

En esta seccion se tratard algunos Lemas que son necesarios para obtener una cota
superior para el niimero total de iteraciones internas y externas del algoritmo. Los dos

Lemas son en esencia debido a Nesterov y Nemirovsky [10].

LEMA 3.1:
Sea xe<0,1>" y d e R" arbitrario.
Si ;jd{%mm <1 entonces x+d e<0,1>".

Prueba:

Desde que “w” es fijo, escribiremos H(x} en lugar de H{x,u) en ésta prucba por

brevedad.
Sea 0<i1<l/ x+tdeP’ y v€ R" arbitrario.

Primero mostraremos que la norma de v respecto a Hix) y H{x-+td)} son comparables, s
decir:

I N b 1 N
U—-dd Dy, <y P < i.._fHT -, (3.1;
lE

Para probar estas desigualdades, definimos p € [{),I]

vip)=ldl,,, ., =d'Hax+pd)d y

Alp)= %{"’;{;(npd) =v' H(x+pd)v
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Ahora queremos evaluar, como esias normas cambian st £ varia, para esto, calculemos

cotas para las derivadas de 7 A Arespectoa p:

]

1
£'x
—=+) (2%, - Djinx, —In(l—x,)] entoncesV’g, =V'B 'y como
u i=1

Donde ¢, =
v? B(x)lh, h k] < .7.()’1‘VZB(J‘:}}1)3f2 (condicion 1-autoconcordante ) y del Lema B.2 se

sigue que:

' (o) = [Vi#sx+ pd.wld,d,d]

2

<df, ..., = 2] (B2

N(p) = V(e + pd ). d]

2

»

e s l@lhcen ey = 2ADM (O] 33)

De (3.2) inmediatamente obtenemos una cota supernor para y{p}.

S O | . |

R L =R f S:l 3-4
! dp[W(P) 1 lzwtp) v'(p) (3.4)
Segiin el Teorema del valor medio allf existe un £ € {0, o) tal que:

! -1/2 — d = i ]
wip)y " =w ()" $+pd_ [W(S) 1

=&

usando }a cota superior obtenida en (3.4) conseguimos

w(p) ' =0y + %[W(S)_m]ﬂ

-
-3

1 1- pgédga

2y —p=——p=
I,

-
tard
4

N
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o equivalentemente

Sustituyendo esto en {3.3), se obtiene

g

AL A0 2‘% ﬁn .
A (P)| % 1_p%d§ﬁ A(p)

Ahora se sigue facilmente que:

A Ll P <
n = =
I A | 1= A,

Usando esto obtenemaos:

.

ii\'H

2

L 7 312 1
lnLé@J = InA® -In A

|
~ LA

) dpi

t }d o
<k L ’P:-Iﬂﬂ—ﬁﬁdm

1-pld|,,
)
)

““b i,

Consecuentemenie
%ﬁgygﬁ_w y i

M, 1=l




Analogamente

H
Lo que prueba (3.1). U

Desde que fd], <1 ., setiene de (3.1) que H{x+4d) s acotado para { do0<r<1,y
por lo tanto #,{x +1d,u} estd acotado.
De otro lado ¢, ., toma valores infinites en la frontera del conjunto viable

consecueniemente x+d € P =< 0,1 >" (haciendo =1).

LEMA 3.2:
Sea xeP' , p la direccibn proyectada de Newton ¥ Fesep 8
HP“H <1en£0ﬁf..es x+ = "r}{) ?_

1

PEI o = WPl S azlgy WPy e
iF

w5
2

Para H P, < esto implica que ;‘,p{_x" M) < p, ¥ deaguiiaconvergencia el
; . g 1
método de Newton. Para |p|, < = el Lema da:
9 2
| Z sl
p;ﬁ:*,ns = 4 Py

Prueha;

Desde gue “u” es fijo, escribiremos por brevedad g{(x), H{x) A p{x)en lugar de

g(x,u), H{x,u) A p(x,u)en ésta prueba.
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«do a que |pl <1, tenemos debido al Lema 3.1 que x+ipe P ¥ O<1<iy

—#2 Y <o < — iy
(1 1|\"‘Ilﬁ)h‘f\ly = Wik ety = l—l‘gidﬁg Vg

I, I12

i 2 —¥ 3 = s
= =¥ y WENEINE k.| ; S hacie ‘.
\:}!.H(,H-tp) = (1 _tnpl\ )2 , f1add ndo d §E
5

Ahora sumamos ﬂv][i a ambos lados

{ )

H i

| 2 | 2 | 2 n emizeitiio oo
MVHH i !iv”H(.r+uo) z |‘V!Hk1 - { —1”}?‘?;{- }2 J

4 p2 a2 % | j2 5 H
=My ~Myesmy? = WIH[O_TPIH)z -1 J

3 {

B 5 I ! j_:'-ez Lyl [ r;,z—
v[H®-Hx+ ip) = M~ Wl = M

(3.6)

Para un v € K" arbitrario. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz generalizada del

Lema B.1 tenemos:

g ip)v—p' H@w = p [0+ ip) - HON

<o p [H (x+ip)-H(x)|p. v {3‘:{ (x+ip)—-H {x)}?

kY

( i Lo
<| ——— 1M, Ipl (3.7)
{{i_t:pf{}z JVHPH

Donde 1a altima desigualdad se sigue de  {3.6).
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Notaxaes que ¢! lado izquierdo de (3.7) es el valor absoluto de la derivada@'(¢) donde:

p(t) =g (x+pyv—(1-Dg'xpw (3.8
Mediante integracién obtenemos una cota superior para |{r)|:

ypor(3.7)y (3.8)

"
lp(1)] = l!@(s)ds

7

<, el Lt h=p ol {’T“—\J‘—si%
a7, 7 |, s, )

H 1
=l In i i
JMH J|p”u WHPI‘EH {3 _ 't“f—?uy} “E?'_H

'_.....__..__I

1
| S——

= |iV”H “pLH

1 zlf IH ’_fjupiug —I-szﬂ]

[@(l)\ |g (x )"| \'v|Hw|p\|H -

U IL {1 ;Jl Il
L
1
14
=, Pl { o

; Fal }
. - .
=M 1Pl T 2

H I H 1 _ ﬂ[p‘H
Parar=1,x" =x+ p, implica:

1 (3.10)

| 1|)

Ahora eligiendov= p(x*) y como g+Hp= A2 condp=0=p=H '(4'A-g) ¥

&

asi v=H ' (x" Y4 A-g(x")) .




Finalmente obtenemos:

;p(x*)if;(f) = p' (" )HE")p(x") =H (AA-g"VHp = H" A AHp-H'g'Hp

1 . |
::%H—r/foig—}filngp; = ;g[H_al:
| |

| 0
=g (x")p(x")
PG, Al
it k. por
1- ”th
12638 TN/ i
I i I12 .‘[ H(x*)“ H
I A o . por
le )i!H(x+) (1 s p”H )2
Pues:
1 I |

M, £ ——— V|
e 1_t;id},H PlH (x4d)

In(x™))
‘!p(x )H{i(x.,.)

o [pe)], s )

Y finalmente

| . 1 § 2
"P(x )1 bl = E}: p|H32 1Py

Esto prueba la primera parte del Lema.

Para

-

2

(B-45 _-1++5
2 2

|2l <

1“‘“PHH >1-

—+/5
0ot > 252

1 2 1
A-1el,” “3-+5 7,

(3.10)

G3.1)
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Y como en la primera parte se demostrd que:

‘ i i +3/ 1 i i
PO ) =PI ) = Ty el
P,

entonces
PO, <P

y de aqui la convergencia de Newton.

Para

y de aqui

| + i i i 9 | 512 -
e g P <20 ©

El siguiente Lema da una cota superior para la diferencia en valor barrera asociada en

un punto casi centrado x y el centro x(u).
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LEMA 3.3:

Si la direccién proyectada de Newton “p” satisface .p. < -
p P Py 3

2

entonces ¢, (x,u) — g (x(w),u) < — p ' f;’_
g TR

Prueba:

f
., e'x .
Como la funcién B(x) es convexaenxy — €S8 lineal, entonces es convexa, luego la
u

H

cx
suma —— + B(x) es convexa de donde:
U

Sabemos que si una funcién fes convexa entonces

F(x)2 f(x)+(x, -x, ) Vf(x)
para todo x,,x, que pertenecen a S un conjunto convexo diferente del vacio,
entonces aplicando esto a &, para S =<0,1>" y como

Mirpe P = {xe R"/Ax=b0<x <e} tenemos:

$y (x+ p,u) 2, (x, 1) + (x + p~x) Vi, (x,u)
= @, (x,u) + p'V, (x, 1)
$y(x+pu)2 gy (xu)+p'g
P'g+¢,(x,u) <P, (x+p,u) | £3.11)

Ahora usando g = A'A— Hp A Ap =0 tenemos:

p'g=p'(4'A-Hp)=p'A'A-p'Hp
= (4p)' A-\p),

f g 42
P E=—Ply
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Sustituyendo en (3.11) obtenemos:
4, (i) - by (x+ ) <=p'g ='pl, (3.12)

Ahora sea x° =x , p° = p yseax',x’,x’,... , la sucesién de puntos obtenidos por pasos
consecutivos de Newton x* = x*' + p*”' , comenzando en x°, conk = 0,1,2,3...., por el

Lema 3.2 tenemos:

9,
<--p . ,entonces:
Hix* ) 4 H

PO
2t
9‘- 2 (9 TP
p(x )H(r ) 4 'p‘h'ix”.u) - [4 p(x ’u)'H(IQ,n}

. : 9, o 9V g
Ip(x?,u)| <Zin| <| = I 1 o
‘ip(x ’u)liH{xz,H) 47}7,‘”“1’“) (4 ( )H(x ) (4) “p:‘

<7 R |
| 9. 9 8 9 23
ln(x. )l Ziip” <t Z{ipl s |
;;p(x ’u)HH(r‘,y; 541;}7"}_[“:_,“) = 4 'ipi-H{x”,u‘, 4 rva(_x",a)

y asi sucesivamente llegamos a que :

Asi usando (3.12) podemos escribir

By i) =y (e(1)0) = 3 (B, () = 6, 2 0)
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Por lo tanto:

¢B (x> H) = ¢3 (x(u), 34) = —-lpH ot O

(3

El siguiente Lema da una cota superior para la diferencia en el valor de la funcién

objetivo en un punto casi centrado x y x(u) .

LEMA 34:

Si la direccién proyectada de Newton “p” satisface |p/ oS 3 entonces

jc;x i C?x(u)g s PSR SONEES SSESHEHISUGE.
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Prueba:

Debido a que

g="+VB(x)
u

tenemaos:

¢'(x+ p)—c'x =(ug ~uVBx))' p=u(g' p-V' B(x)p)

=u(=pl, - V'B(x)p)
Tomando el valor absoluto y usando la desigualdad triangular obtenemos:
fc’ (x+ p)- c'x% < u(#@p]j; + V'B(x)p) (3.13)
Usando la cuarta propiedad de la Barrera Autoconcordante B(x), que establece la

siguiente desigualdad
VB(x)h < 2 (h'VEB(x)h)'?

y como B es 4n-Autoconcordante entonces ¢ = 4n y para s = p tenemos:

VB(x)p <-/4n(p' V' B(x)p)'"”

ademas sabemos que H = V’B(x) ,entonces

VB(x)p <2np,
Obtenemos en (3.13)

:c' (x+p)-c'x < u('pi + 2«,-‘}';?;)3}! )

EL:

.




L 1 02
< 2uin(pl, +57=1Ply)

-

!

h < Zu'-‘_‘;(}épij 5 +f;pgi) , debido a que ——— <1

2y

=3

[ <2u ;2 PH (l * }\péuﬁ )

e (x+p)- c’xé <2u ~f}§‘_jp;§H (1+ jpi-H )

k

Nuevamente, sea x=x° , p=p° vy x',x",x,....x* la sucesién de puntos obtenidos

repitiendo los pasos de Newton, comenzando en x" , entonces se tendra:

oo
! i ‘ k k]
c(x+p)—c'x < E c'x -’ x|
‘ k=0

<oum3ipt A+l ) (3.14)
k=0

El siguiente resultado:
ik < 4 9 1 i 3 9 1l 4kt
P iy = '9 4?!p i = 44}7 b

puede ser probado usando el Lema 3.2 (paia la primera desigualdad) y para la segunda,

sera suficiente probar que:
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En efecto: Apliquemos induccion

Se cumple para #=1 pues

luego

(i) <3 L

f9 2.‘: i
< 4 Eipfi,t{

Con lo que se completa la segunda desigualdad.

Asi desde que

9 2
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Entonces

© i 4 & (9 )Zk
72 =
LN
1 9-: 1
T4 P2y

luego reemplazando en (3.14) se obtiene :

49, , )
. P ;<2 : 1 9 e - . 9 &pI'HJ
¢’ x(u)—c'x S2un +A—'“p:‘H Zap . 2unf1+—ip|, ; 7)'— -

_4jlplﬁ

(1']" p}i) n
S =R

-30)
Notemos que si p/, =0 ,segin el Lema (3.3) y (3.4) se tendra:

Py () =P(x(u)u) .y

¢ Kmd’ 511,
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CAPITULO 4

ALGORITMO SIGUIENDO EL CAMINO DE PASO
LARGO

Presentamos aqui el algoritmo siguiendo el camino de paso largo, el cual analizaremos

en la proxima seccion. Las cantidades escalares 7,& y € son parametros del algoritmo
: 1 . ;
que deben ser especificados. En este caso usaremos = 3 El algoritmo requiere de

x°, una solucion inicial interior de (2.1) y de u, un valor inicial del parametro barrera.

Ahora describimos el algoritmo para encontrar una solucién & -6ptima.

4.1 ALGORITMO

ENTRADA

£ es el parametro de precision;
1 : -
T= = es el parametro de proximidad;

g es el parametro de reduccion , 0 < <1,
u, eselvalorinicial de barrera;

x°  esun punto interior viable dado, tal que | p(x’,u, );H( o, ST
J Hax g )
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- £
mientras z> —— hacer
16n

| inicio ( Paso externo)
u={-0u;
mientras p| 27 hacer
inicio (Paso interno)

& =argmin__, {gzﬁB (x+op,u):x+ape PD}

x=x+ap

fin (Paso interno)

fin (Paso externo)

fin.
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4.2 DEFINICIONES.-

Llamamos al Algoritmo un:

e ALGORITMO DE PASO LARGO, si @  es una constante (0<é<1)

independiente dene Z" y ¢.

¢ ALGORITMO DE PASO MEDIO, si &= A donde >0 es una constante
~ 7

arbitraria, posiblemente grande, e independiente deny ¢.

e ALGORITMO DE PASO CORTO, si &= ‘i, y v es tan pequefio (por

iR
. 1 . ;
gjemplo 5) que después de una reduccion de # paso Newton es suficiente para

alcanzar la vecindad del nuevo u-centro.

La longitud de paso « usado en las iteraciones internas puede ser cualquier valor tal
que x+ap esuna solucion interior de (2.1), y el decrecimiento en ¢, (x,u) es al menos
garantizado por la longitud de paso @ en un préximo Lema (5.3). También asumimos
que los valores iniciales (x",u,) satisfacen el criterio de proximidad \p <7. Para
encontrar un punto inicial que satisface estas suposiciones del algoritmo podemos

revisar Renegar [13], Monteiro y Adler [8] y Giiler et al.[6].
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CAPITULO 5

ANALISIS DE COMPLEJIDAD

En este capitulo obtenemos una cota de complejidad para nuestro algorntmo siguiendo el
5 5 . i
camino de paso largo mencionado. En el nuevo algoritmo Barrera usaremos 7 = 3

Empezamos con una propiedad general de Barrera Autoconcordante.

LEMA 5.1:

Sea F(x) una Barrera v-Autoconcordante, entonces para cualquier
v, x€domF tenemos:

(y—x)YVF(x)<v

} Prueba:
. Ver Nesterov [9].

LEMA 5.2:

Para cualquier u > 0, nosotros establecemos:
¢xw)y—z <dnu

donde z' denotael valor 6ptimo,

Prueba:

Debido a que
g=glxu)="+VB(x)
U

entonces evaluando en x(u) obtenemos:

VB(x(w)) = g(x(u), u)—f
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y como x(u) minimiza ala funcién barrera asociada ¢, (x(u),u) , entonces el
g(x(w)uy=0

yde alli tenemos que

VB(x(u)u) = ©
i

ahora aplicando el Lema anterior a los puntos x"y x(u), donde

x~ es el punto Optimo.

V! B(x(u),u)(x" —x(u)) < 4n

i

¢ (x" = x(w)) < 4n
U

Con lo que llegamos a:

¢ (x(u)—z <4nu ,donde z" =c'x" [

El siguiente Teorema da una cota superior para el nimero de iteraciones externas.

TEOREMA 5.1:
| Después de a lo mas
1. 16nu
L kil
P = )
L iteraciones externas, el nuevo algoritmo barrera termina con una solucién primal
tal que
c'x-z <e¢.
Prueba:

El algoritmo termina cuando u, =(1-8)"u, < 1 2 _
H




tomando logaritmo tenemos:

klnﬁr—ﬁ)£in{44§——)=-—hﬂlénu@)
16nu, €
fuego _kin(l-6)>In( &™) *)
£
E 6* 0"
Como @<-In(l-6) , pues ¢ =1+8+?+..,+—!+.,,
4]

<1+6+6° -&...aﬂ?”-&-...:L
1-6

g <—In(1-6)

De aqui es facil notar que para € pequefio (& >>>1)
0 ~—In(1-0).

Finalmente reemplazando en (*)

16nu,

1
k2—1
911( )

Ahora probaremos que la diferencia enire ¢'x y z" es menor o igual que &.

Porel Lema3.4 vel Lema 5.2 setiene

e'x—2" <(c'x—c'x))+(c' x(u)—2")
4

c'x-z"<|—— (2“;': «,;{E? p - )+ 4nu, (5.1)




ademas

,9 T gall
9 <6
I—EHPM
120, 200,
con lo que —g*=l+g-49 <7
1_3});1;" lﬁzpag

Entonces reemplazando en (5.1)

72, --,-’n(é) +4my, = g (Qu,~/n)+4nu,

< z (4uk f;) N 43?21% = 43{& (z ;f; + ?’3}
3 ' o3
Con esto, se obtiene

c'x—z S4uk[—§'£+n)

ahora como
L)1 S—:>4uk_.£-
n 4n
entonces
cx—z £—{ _ntn
4n\ 3
— 7 10n
ycomo —/R+uHS_ntn=——
3 3
g 10n. 5S¢
13 ="

con lo que finalmente llegamos a que

c'x—z <g O

El siguiente Lema es necesario para derivar una cota superior para el nimero de

iteraciones internas en cada iteracion externa.



-

LEMA 5.3:

Sea @ =(1+p )" entonces:

Ay (@) =@, (x,u)—$,(x+ap,u)2 p, ~In(l+ p )>0
Prueba:

Sea

Ag, (o) =@, (x,u) — 9, (x +ap,u)
y la funcion dada en (3.8) con v=p

p)=g' (x+tp)p-(A-1)g' (x)-4'D)p
=g'(x+ip)p-(-1)g'(x)p- A Ap)
=g'(x+p)p-(1-1)g'(x)p)

Entonces:

;f): Apy(a) =—g' (x+ap,u)p=—p(a)-(1-a)g' (x)p

t b 12
y como g (x)p=-p

debido a (3.9), se tiene

5

d 2 v a’
. Ady(@)=—p(a)+(1-a)p =(1-a)p, ~Ip,,. : _ajp*H (5:2)

Por otro Iado
£, (@) = Ay (@) Ag, (0)
Apy(e) = ;]g.s_(%(s))ds
Por (5.2)

@

2
. o 3 &
A (@)= [l a=9)p), ~lpl o b
0 SiPly
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'T—_—

Ay @)= 1P,

si y solo si

\pi,ll-ap|, —a]=
luego

implicando

|

‘(1_--
o 1=

El lado derecho es méximo para « = 71 .

fla)y=ap’ +(n(1-

haciendo f'(@)=0 tenemos:

« L|1-s(p +1
Agy(@)= [ipl | — =" nt ld
hrle) 6.- - H[ 1-sip } y
s ¢y 1 o e it
B -:'*]ds = p; [s E e [m-a -sip, )-(-sip, )]
Si;ng L pH . 5

p =2 1 B 00

= pﬂ[owl?[1n(l—aplﬁ}—(l—a'pf{)+1
WPy

=alp’ +InQ-alpl,)-1+ap, +1

Ad (@)= p:'i, +In(l-ap Y+ap,

, pues tomando
I+ipj,

ol p-zi'))+ ap
2 ) .p LH

i
Iwa:jpjﬁ

0

Como |p  #0 ,vaque si no tendriamos que p=0 y no tendria sentido,
Eh q quep=uy

v N
Py —apy —1+l-ap

: Mo y esto sucede
1-aip,

0=l1-ap), —a=0

1-alpl, +11=0

1}

(5.3)
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Tomando fL"i =¢ ,tenemos un maximo para f(«) debido a que

f@y=-p’-ap,)” <0

Substituyendo & en (5.3), obtenemos:

I i B |
Ad, (@)= ﬁp Le +1n[1,_;fif_ ;_Hz,_.n}_‘_ . p L
I+ip, 1+ip;, 1+ Py

_pa e 1
1+iip}iy 1+f,p1:H

Entonces

Agy(@)2 p, ~In(+p,)>0
Enefecto |p, —In(l+{p,) es positivo

pues

e*>1+x, Vx#0=>x>In(l+x) y asi x—In(l+x)>0 ,y haciendo x=p, -

Con lo que se completa la prueba. T

El siguiente Teorema da una cota superior para el mimero total de iteraciones internas

en cada iteracion externa.

TEOREMA 5.2:

Cada iteracion externa requiere a lo mas

46 (7 — 22
*(;é;j”z" g”fn +2n |+ —

iteraciones internas.
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Prueba:
Denotando al valor del pardmetro barrera en una arbitraria iteracién externa por #,
mientras al valor del parametro en la previa iteracion externa es denotado por # . El

iterado en el comienzo de la iteracion externa es denotado por x. De aqui x es centrado

con respecto a x(#)y @ =(1—8)u . Por el Lema 5.3 durante cada iteracién interna el

decrecimiento en el valor de la Funcion Barrera es al menos:
Ag, (@)= p. —In(l+pl )> 1_ Ln(1+ 1) % 1
! S s 3 22

Sea N el nimero de iteraciones internas durante una iteracién externa ,como la

diferencia entre el valor de la Funcién Barrera en el iterado actual x y el centro

proximo x(if )esiguala @, (x, %) —¢,(x(#),1) entonces tenemos:
s (0, 0) ~ g (x",u) 2 A

b, (x', W)~ ¢, (x> u) =z A

Gy (")~ gy (x" 7)) 2 A
Por lo tanto:

S < NAS g (5,1) (), 1) wn

Por otro lado, sea la funcién

W (x, o) =@, (x,0) ~ P (x(it), @)
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Por el Teorema del valor medio, existe un # e (#,u) tal que:

Vi (68) =, (%, 8) = 5 vyu) (@1
174

lu=H
Recordando que:

c'x
¢,(x,u)=—+B(x) entonces
u

~c'x

d
El;*éa(x,u) = -

y denotando la derivada de x(u) respecto a u por x', es decir

+ VB(x(u))

de(u)
du
st it
Entonces i&% (x(u),u) = w
du 7
c'x' e'xu) ¥

u u’ u

_—c'x(u)

uZ

y COmo

Wy (xsu) = ¢B (JC, u) - ¢B (x(u):u)

entonces derivando, se obtiene

d d d
Mwb'(xau) = Eﬁg (x, “) - E;ﬁ’y(.x(y)s ii)

du
—c'x  c'x(u)
= +
u’ u’
luego

d c'x—c'x(u
——yy(xu)= —-"'*:”'L—)

du U

(5.5)
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Asi obtenemos

N (C’x —c’x(u)]
s u’

<cx cx(u)

S Ty
[ Uu

_g_‘/fg (x, 1)

w=a

(5.6)

donde la ultima desigualdad se sigue del hecho que # <7 = 51--— <= N y de que
i’

' x(@)<c' x(@).

Por lo tanto ~c'x(@) = ~c¢"x(ir)
Sumando a ambos lados ¢'x, tendriamos  ¢'x —c'x(u) 2 ¢'x ~ ¢'x(#)

cx cx(ff) cx cx(u)
o ST )
u u

luego

Sustituyendo (5.6) en (5.5) se tiene:

WB(xau)<WB(x U)'i' ’_'L_[_Z ('b{ u)

o'x=e'¥ W) | c'xu)-c'x(@) | ()

i u

<y () + 5.7)

Observamos que se puede sacar el valor absoluto a c'x(@)—c'x(w) pues

il <@ <uentonces ¢'x(#) <c'x(u).

Desde que : p(x,u );\ —— g ¢ para que se detenga el Paso Interno, tenemos debido al
Lema 3.3 que:
o | pl 1
Wy () = B (6, ) = B (K@) S —— 0 <

9 P2 3 ‘
L= (Z) \‘p';H
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Pues:
142 1
Py < 9
lo que implica
- ?_ 2.‘ :(2 >7k
1) P16
y asi
—1 - < —IE <3
1 V1,2 L
entonces
Py {1)-!
9 25‘ W2 9) 3
Ji= 4 WD)
luego

vlﬁ(xaﬁ) < ;

Ahora notamos que debido al Lema 3.4 yaque p|, < ;

By
| 1+ 2Pl
N W o (W i T N
o X x(u); =] - 2u-/nip,

1= 1Py

<7Q2yu-Inpl,
< 7( %]g n.
3

c'x@)-c'x(@) '

7 7] 0

La desigualdad del lado derecho se sigue del Lema 5.2 y la del lado izquierdo debido a

También tenemos:

que:

z' <c'x(u)
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lo que implica ~c'x(m) < -z

y asi

¢'x(@)~c'x(@) _c'x@)-z"

i 1]

Poniendo todas estas cotas superiores en (5.7) obtenemos:

v(xi)= . ¥ {2(7]1,; Jn + 4?1?2]( ﬂ—ﬁ]
3 3 i

Por lo tanto
AT 0
ny<i+ld LWnsan}—2—
Vabal)=y “3)7 "](zme)z

Sustituyendo esto en (5.4) tenemos:

N< 22[1 + (2( 7} In+ fm) - —-—-;,-}
3 3 (1-6)

446 (7 = } 22
e P CE N "__-‘ n+ 2” G
(1-6)*\3 3
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Es decir cada iteracion externa requiere a lo mas

444 (7 ) 22
=t n+2n i+ —
1-0)\3 3

iteraciones internas. [

Combinando los Teoremas 5.1 y 5.2, el nimero total de iteraciones Newton requeridas

por el algoritmo es dado por el siguiente Teorema.

Pero antes debemos conocer las siguientes notaciones:

LT

o v(n)=0(w(n)), quiere decir que existe una constante ¢>0 tal que, para un “n
suficientemente grande, v(n) < cw(n).
o v(n) = 3(w(n)), quiere decir que existen constantes ¢, >0 y ¢, >0 tales

que , para un “n” suficientemente grande , ¢, w(n) < v(n) <c,w(n).

TEOREMA 5.3:

Una cota superior para el nimero total de iteraciones Newton es dado por:

Prueba:

Como el algoritmo termina con una solucién & -Optima después de a lo mas

1 ( 16nu, \ . : T i "
9 Ln( “270 | jteraciones externas y cada iteracién externa requiere a lo mas
£

440 (7
(1-0y

22 . . .
: 5 n+2n i+ ‘; iteraciones internas.
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Entonces una Cota Superior para el nimero total de iteraciones Newton es dado por:

l. Ln(‘}'é?ﬂigj ni{‘?ﬁ?(z ; _frﬁ + 2’1) 5 2_2_
0 e Jla-6)7\3 3

(1-6)7%\3 30 &

Esto hace claro que para obtener una solucién g-Optima el algoritmo necesita

iteraciones Newton de 0{ nLn( n&D para la variante de Paso Largo (0< @ <1).
£

Para obtener una Solucién Optima tenemos que tomar £ =2"", donde L es el tamafio

del problema (es decir el nimero de bits necesarios para registrar la entrada del

problema), aproximadamente L = $(mn +,- logziPJ_b , donde P es el producto de todos

los coeficientes no nulos de A, b y ¢, ver Khachian [15]. Para este valor de £ los limites

de iteracion son de O(nL), asumiendo que #, <29%,

Esto es debido a que:

nLn( ;}f;‘i) = nLn(nug_Zz’f‘) , 1y <2 con K>0
< nLn(n2*.27")
= nLn(n) + nLn(2"**?)
= nLn(n)+nL(K +2)Ln(2)
= nLn(n)+ nL(K +2)Ln(2)
=nln(n) + nLK, con K, =(K+2)Ln(2)

Por lo tanto

" Ln(;’i‘i) = O(nl).
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RESULTADOS

Se obtuvo los siguientes resultados en la presente investigacion:

1. Introducimos una nueva funcién Barrera B(x) para nuestro problema lineal la
cual cumple las condiciones de Autoconcordancia , por las cuales se nos facilita

los calculos .

2. Probamos algunas propiedades importantes para la nueva funcion Barrera
asociada a B(x); es decir ¢,(x,u) , aplicada a programacion lineal usando la
convergencia cuadratica del proceso de Newton en una vecindad bien definida

del u-centro.

3. Obtenemos propiedades relacionadas al Camino Central asociado a nuestro

Problema de Programacién Lineal usando la norma [, -

4. Presentamos un algoritmo siguiendo el camino de paso largo para minimizar

@,(x+ap) , enel que analizamos su complejidad.

5. Finalmente se llego a obtener una complejidad de ()(n ln(%)) para obtener
£

una solucioén £ -6ptima.
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DISCUSION

1. La necesidad de desarrollar esta nueva funciéon Barmrera Autoconcordante vino
de la observacién de que la mayoria de los métodos de Punto Interior utilizan la

funcién Barrera logaritmica para garantizar la polinomialidad de sus algoritmos.

2. La mayoria de los trabajos sobre Métodos que siguen un camino son
concernientes con Métodos de paso corto. Sin embargo estos métodos son poco
atractivos en la practica desde que el punto fijo corto y las pequefias
actualizaciones en el parametro requieren muchas iteraciones. Por otro lado el
método siguiendo el camino de paso largo es mucho mas flexible, debido a que
permite hacer grandes actualizaciones en el pardmetro y se comporta mejor en la

practica.

3. Por otra parte esta funcion Barrera también puede ser usada para resolver

problemas de Programacion Cuadratica Convexa.
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CONCLUSIONES

Del trabajo realizado obtenemos las siguientes conclusiones:

i.

Este trabajo une el Problema Primal con el Dual y a ambos con las condiciones
Karush-Kunh-Tucker, para luego utilizar la nueva Funcién Barrera 4n-
Autoconcordante.

La nueva Funcién Barrera 4n-Autoconcordante B(x) para resolver el problema
de Programacion Lineal, por su estructura posee propiedades importantes para
los resultados.

Usando un algoritmo adecuado de paso largo y gracias al método de Newton que
posee la cualidad de tener convergencia cuadratica, se elige un paso Newton p,
luego analizando su complejidad llegamos a obtener la polinomialidad de este
algoritmo (lo cual siempre se garantizaba utilizando la Funcién Barrera

Logaritmica), en este sentido obtenemos la cota de O(n In( #o )) para encontrar
£

una solucién £ -Optima.
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i.

il.

APENDICE A

Estabilidad de Barreras Autoconcordantes

PROPOSICION A.1

Estabilidad con respecto a sustituciones afines del argumento

Sea F' una Barrera v-Autoconcordante para GcR" yseax=Ay +b la
funcién afin que vade ®* a R” con la imagen intersectando al int (G).

Entonces la imagen inversa de G, es decir, el conjunto
G* ={yeR*/dy+beG}
es un dominio convexo cerrado en  R*, y la funcién compuesta

F*(y)= F(4y +b):int(G*) > R

es una Barrera v-Autoconcordante para G”.

Estabilidad con respecto a la Sumay Maultiplicacién de reales
mayores o iguales que uno (= 1).

Sea F. Barreras v,-Autoconcordante para los dominios convexos cerrados
G,cR" y @ =1 reales, i=l,...,m. Asumimos queel G =[G, tiene

i=l

un interior no vacio. Entonces la funcion

F(x)=a,F(x)+...+a,F,(x):int(G) > R

mTm

m
es una Barrera ) a,v, -Autoconcordante para G.
i=t
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iii. [Estabilidad con respecto a la Suma Directa

Sea F, Barreras v,-Autoconcordante para los dominios convexos cerrados
G, cR" y .Entonces la funcion

F(xyX,) = F(x)+ ...+ F (x):int(G) > R
G =Gx.xG,,

m

es una Barrera Z v, ~Autoconcordante para G.

fe=i
Prueba:

Ver Nesterov, Y.E., Nemirovsky [10]
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APENDICE B
LEMAS GENERALES

LEMA B.1.-

Si G,,G,, son matrices simétricas con |h'G,h S h'G,h , Vhe R" entonces

¢ 2 2 ty I
(W G,k Y <HGhHGsh,
Y h,h,eR".

Prueba:

Ver Jarre [7].

LEMA B.2.-

Si FeR™" es una forma simétrica trilineal, v G € R™" una forma simétrica bilineal

y £>0 estal que Vae R |
Flh,n,h] < eGlh, b}
= F[hwhzah3}2 55G[huh1b[hzahzk;[h35h3] Vh by, by € R

Prueba:

Ver Nesterov y Nemirovsky [10].
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