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Resumen

En este trabajo de investigacidon se describe un Algoritmo Proyectivo que comparte
caracteristicas con el Algoritmo Proyectivo de Karmarkar, sus variantes y los métodos que
siguen trayectorias de Gonzaga, Kojima-Mizuno-Yoshise, Monteiro-Adler, Renegar, Vaidya
y Ye. El Algoritmo opera en el espacio primal-dual es decir, en las proximidades de la
trayectoria central y converge en O(v/nlL) iteraciones, muy semejante a los algoritmos
mencionados anteriormente. Aqui n es el nUmero de variables y L es el tamafio de la
entrada del problema. Se logra la reduccion en la funcion objetivo gracias a la funcion

potencial adecuada utilizada.
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Abstract

This research paper describes a Projective Algorithm that shares characteristics with the
Karmarkar Projective Algorithm, its variants and the methods that follow Gonzaga, Kojima-
Mizuno-Yoshise, Monteiro-Adler, Renegar, Vaidya and Ye trajectories. The Algorithm
operates in primal-dual space, that is, in the vicinity of the central trajectory and converges
in \mathcal{O}(\sqgrtnL) iterations, very similar to the algorithms mentioned above. Here n is
the number of variables and L is the size of the problem input. The reduction in the objective

function is achieved thanks to the appropriate potential function used.



INTRODUCCION

Los algoritmos para resolver Problemas de Programacion Lineal

Min gtx
s.a
x=b, x=0

Pueden ser agrupados en tres grupos:

)] Los que estan relacionados con el método del Elipsoide.

i) Los que estan relacionados con las funciones potenciales: el método de
Karmarkar [14] y sus variantes, asimismo los métodos Escalado-Afin y sus
variantes. Y por ultimo

iii) Los algoritmos que siguen a la Trayectoria Solucién, tales como Gonzaga [12],
Kojima, Mizuno y Yoshise [15],[16]. Monteiro y Adler [21], [22]. Renegar [23],
Vaidya [28] y Ye [30]

Cada uno de estos grupos de algoritmos compartes caracteristicas que los hace posible
agruparlos. Por ejemplo, si asumimos que los datos 4, b, g , son enteros y el tamafio de la
entrada es L,entonces el algoritmo de Kermarkar puede encontrar dentro de O(nlL)
iteraciones una apropiada solucién aproximada.

Con respecto a los algoritmos que usan funcion potencial en cada iteracion se logra una
reduccion en dicha funcién como se puede apreciar en Anstreicher [2] y McDiarmid [17].
Por otro lado, si consideramos la version infinitesimal de Karmarkar y sus variantes vemos
gue nos conducen al estudio de trayectorias y caminos en el interior de la regién factible.
Esas trayectorias han sido estudiadas por Bayer y Lagarias [5], Megido [18] y Megido y
Shub [19]. Estos trabajos estan muy relacionados al considerar a las trayectorias con el
clasico método de la funcion Barrera Logaritmica de Frisch [11] y Fiacco McCormick [10] y
tambien a la nocion de centro analitico dado por Sonnevend [24] y Renegar [23]. Todos
estos métodos operan en el espacio factible solamente.

Kojima, Mizuno y Yoshise [15] describen un algoritmo que sigue a la trayectoria dentro del
interior de la region factible Primal-Dual. Este método usa O(nlL) iteraciones. Monteiro y -
Adler [21] exponen un método Primal-Dual que requiere O(\/EL) iteraciones con una
complejidad de 0(n3L). Una complejidad similar fue establecida por Kojima [16] para un
meétodo siguiendo trayectoria para un problema de complemetariedad lineal que surge de
un Problema Cuadratico Convexo. Por ultimo, Ye [30] proporciona un algoritmo para

Programacion Cuadratica Convexa que utiliza también 0(vnL) iteraciones.
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I.LPLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 Descripcion de larealidad problematica

Como se ha mencionado en la introduccion existen tres grupos bien marcados de
algoritmos para resolver un Problema de Programacion Lineal.

i) Los que estan relacionados con el método del Elipsoide.

i) Los que estan relacionados con las funciones potenciales: el método de
Karmarkar [14] y sus variantes, asimismo los meétodos Escalado-Afin y sus
variantes. Y por ultimo

iii) Los algoritmos que siguen a la Trayectoria solucion, tales como Gonzaga [12],
Kojima, Mizuno y Yoshise [15],[16]. Monteiro y Adler [21], [22]. Renegar [23],
Vaidya [28] y Ye [30]

Y cada uno de estos grupos de algoritmos compartes caracteristicas comunes que los hace
posible agruparlos. Sin embargo, podriamos plantearnos la siguiente interrogante: ¢Se
podra disefiar un algoritmo que resuelva el Problema de Programacion Lineal y que reina
caracteristicas de los tres grupos? En el presente trabajo de investigacion se tendra como
objetivo plantear un algoritmo que relina caracteristicas comunes entre estos tres grupos
de algoritmos si es posible claro.

Para ello se planteara un algoritmo nuevo del tipo proyectivo y se realizara su analisis.

1.2 Formulacion del problema

Como se ha mencionado anteriormente, los tres grupos de algoritmos tienen caracteristicas
bien marcadas como, por ejemplo, los algoritmos que usan funcién potencial en cada
iteracion se logra una reducciéon en dicha funcibn como se puede apreciar en Anstreicher
[2] y McDiarmid [17].

Por otro lado, si consideramos la version infinitesimal de Karmarkar y sus variantes vemos
gue nos conducen al estudio de trayectorias y caminos en el interior de la regién factible.
Esas trayectorias han sido estudiadas por Bayer y Lagarias [5], Megido [18] y Megido y
Shub [19]. Estos trabajos estan muy relacionados al considerar a las trayectorias con el
clasico método de la funcion Barrera Logaritmica de Frisch [11] y Fiacco McCormick [10] y
tambien a la nocion de centro analitico dado por Sonnevend [24] y Renegar [23]. Todos

estos métodos operan en el espacio factible solamente.
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Kojima, Mizuno y Yoshise [15] describen un algoritmo que sigue a la trayectoria dentro del
interior de la regidén factible Primal-Dual. Este método usa O(nl) iteraciones. Monteiro y -
Adler [21] exponen un método Primal-Dual que requiere O(\/ZL) iteraciones con una
complejidad de 0(n3L). Una complejidad similar fue establecida por Kojima [16] para un
método siguiendo trayectoria para un problema de complemetariedad lineal que surge de
un Problema Cuadratico Convexo. Por ultimo, Ye [30] proporciona un algoritmo para
Programacion Cuadréatica Convexa que utiliza también 0(vnL) iteraciones.

En el presente trabajo de investigacion se tiene como objetivo plantear un algoritmo que
relina caracteristicas comunes entre estos tres grupos de algoritmos si es posible claro.
Para ello se planteard un algoritmo nuevo del tipo proyectivo y se realizara su analisis. En

tal sentido, podemos definir el siguiente Problema General:

1.2.1 Problema General
¢Se podra plantear un algoritmo nuevo que reldna caracteristicas de los tres grupos para

resolver un Problema de Programacién Lineal?

1.2.2 Problema Especifico:
;Se puede plantear un nuevo Algoritmo del tipo Proyectivo para el Problema de

Programacion Lineal?
1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Plantear un Algoritmo Nuevo para un Problema de Programacion Lineal.

1.3.2 Objetivo Especifico
Plantear un Algoritmo nuevo del tipo proyectivo para resolver un Problema

de Programacion Lineal.
1.4 Justificacién

La comprension, identificacion y solucion de problemas de Programacion Lineal
resultan ser muy importantes en las diferentes areas como: Analisis de riesgos,

administracion de empresas, planeacion urbana, contabilidad, ingenieria y banca.

w‘”}h )
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En ese sentido, el desarrollo y ampliacién de todo tipo de conocimiento nuevo en el
area de la Programacion Lineal repercutira en mejorar las técnicas de aplicacion en las
diferentes areas antes mencionadas. El presente trabajo de investigacion pretende

aportar y explorar nuevas ideas para obtener técnicas y/o métodos nuevos de solucion.

1.5 Limitantes de la Investigacidn
a. Limitante Teorico.

El trabajo de investigacion esta circunscrita en la teoria de Métodos de Punto
interior, es decir el limitante tedérico de nuestra investigacién esta dentro de las
fronteras de la aplicacion de los métodos de punto interior aplicados a
Programacion Lineal, funciones barreras y funciones convexas diferenciables.
Aun quedan buena parte de problemas que no son considerados como:
Programacion No Lineal no diferenciable y Programacion No Lineal Cuasi-
Convexa y que estan fuera de las fronteras antes mencionadas.

b. Limitante Temporal:
El tipo de investigacion es basica, también llamada investigacion Pura, tedrica o
dogmatica por tal motivo no esta sujeto al factor tiempo ni mucho menos pueda
éste interferir como variable a la hora de realizar la investigacion. El limitante
temporal no se aplica a este tipo de investigacion.

c. Limitante Espacial:
El tipo de investigacion es basica, también llamada investigacion Pura, tedrica o
dogmatica por tal motivo no esta sujeto al factor espacio o lugar ni mucho menos

pueda éste interferir como variable a la hora de realizar la investigacion. El

limitante espacial no se aplica a este tipo de investigacion

0
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II.EL MARCO TEORICO

Esta seccion esta dedicada a una revision de algunos conceptos matematicos en
Programacion Lineal, Programacién No -Lineal, Método de Funcién Barrera, Teoria
de la Dualidad.

2.1 Antecedentes

2.1.1 Internacionales

A nivel internacional tenemos los siguientes datos: Fiacco (1968) fue el primero en
derivar la teoria relacionada a los métodos de punto interior. Greenberg et al (1972)
trabajo las trayectorias solucion relacionadas a Problemas de Programacion No Lineal
y posteriormente Garcia et al (1981) analizaron las trayectorias solucién de
optimizacion relacionadas a ecuaciones de Punto Fijo y Problema de Equilibrio.
Después Nazareth (1986) interpreta el algoritmo de Karmarkar [12] como un método
de homotopia con reinicio, analogamente, Smale (1986) muestra que la trayectoria
generada por el algoritmo Simplex Auto-Dual [4] puede ser aproximado por el Método

de Newton-trayectoria resolviendo un cierto sistema de ecuaciones no lineales.

2.1.2 Nacionales

A nivel nacional tenemos los siguientes trabajos: Quijano (2019) presenta un método
que sigue la trayectoria central para resolver un problema de programacion lineal, el
método le permite deducir un algoritmo primal-dual de pasos cortos utilizando una
apropiada medida de proximidad. En cambio, Luna (2020) desarrolla y describe un
método de punto interior primal-dual para resolver el problema de programacion lineal

el cual utiliza una matriz de escalamiento para deducir dos direcciones de descenso.

2.2 Marco
2.2.1 Marco Teorico

Un modo de resolver problemas de optimizacién con restricciones en forma de desigualdad

( Min f(x)
s.a
g1(x) <0
(P)<g2(x)S0 lﬂl'}
: ] y DT
\gm(x) <0 A
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Es mediante la aproximacion a este problema a través de una familia de problemas de
minimizacion irrestricta Fiacco (1968)
(PHY{Min F(x)para x € R"
Donde la funcién objetivo F(x) del problema irrestricto es construido a partir de la funcién
objetivo f(x) y de las restricciones del problema restringido de tal modo que:
e F(x) incluye un término de penalidad el cual incrementa el valor de F(x) mientras
que la restriccion g;(x) < 0 es violada. Es decir, violaciones grandes resultan

en incrementos grandes.

e El minimo x; del problema (P") este proxima a la region factible y x; esta

proxima al minimo del problema (P).

Usando esta aproximacion, se espera que, como el tamafio del término penalidad en F(x)
aumenta, el minimo x; de F(x) se aproximara al minimo del problema (P).
Por otro lado, un Programa Convexo es un problema de optimizacion de la forma

(Min f(x)
s.a
g1(x) <0

(P9 g2(x) <0

\gi(x) <0

En la cual todas las funciones involucradas son funciones convexas y la clave para resolver
dicho problema es la aplicacion de las famosas condiciones o teorema de Karush-Khun-
Tucker (Gill). Este resultado asocia un programa convexo con un sistema de ecuaciones
algebraicas y desigualdades que con frecuencia pueden ser usadas para desarrollas
procedimientos efectivos para calcular minimos, y también pueden ser usados para obtener
informacioén adicional acerca de la sensibilidad del valor minimo del programa convexo a
cambios en las restricciones.

En nuestro caso, vamos a considerar el siguiente Problema de Programacién Lineal
en forma Estandar

maximizar ct x
S.a
(P) Ax = b
x =0
Donde A eR™" be R™ , c,x e R"
La funcion barrera logaritmica, generalmente usado en optimizacion con restricciones no
lineales, puede ser aplicada al problema de Programacién Lineal Estandar, dando lugar al

siguiente problema.
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maximizar ct x + u Z Inx;

(Pu) S.a
Ax = Db
x>0

Donde u > 0 suele ser pequefio. El enfoque de la funcion barrera es vélido si existe un x >

l

Osujetoa Ax= b

A partir de estos problemas y aplicando las condiciones de Karush-Khunn-Tucker se
pretende obtener un sistema de ecuaciones no lineales que permita caracterizar a las
trayectorias solucion. Asi mismo se deberd imponer ciertas condiciones o hipotesis
para asegurar la solucién del sistema obtenido.

Se debe entender que las trayectorias solucién son esenciales para el disefio y analisis
de algoritmos para optimizacion y describir trayectorias para problemas de
Programacion Lineal en forma Estandar nos permitird idear e imaginar nuevas formas

de solucion.

2.2.2 Marco Conceptual

Esperamos encontrar las condiciones necesarias para caracterizar a las trayectorias
solucién a través del sistema no lineal que surge al aplicar las condiciones de Karush-
Khunn-Tucker. Asimismo, esperamos deducir alguna técnica adecuada para resolver dicho

sistema no lineal.

2.3 Definicién de términos basicos

Comenzamos revisando las direcciones de busqueda de los tres importantes algoritmos
punto — interior. De acuerdo a Shanno y Bagchi [14], todos aquellos métodos pueden ser
clasificados como métodos de funcién barrera porque sus direcciones de busqueda pueden
ser obtenidas de una aproximacion Newton (linealizacion) de las condiciones Karush —
Kuhn — Tucken(K-K-T) de un problema de programacion lineal aumentado con un término

barrera logaritmica en la funcién objetivo.

Definicion 1. (Frish [7])

El problema primal aumentado es: QZ ﬂ"}. -
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[ n
min cfx — Z LnX;
i=1

(P“)< s.a Ak =b

\ k>0

y el problema dual aumentado es:

i=1

( n
max bty + 1 Y Ly(C; — A%y)
(Du)i 2,

s.a Aty <c

Es necesario revisar algunas teorias de optimizacién que nos seran de gran utilidad en el

desarrollo de la investigacion.
1. Método de Barrera (Gill [3])

Los métodos de barrera se pueden aplicar a problemas del tipo

min f(x)
{s.ag(x)so;xe D (1)

DondeD € R" fiR"- R,gR"->R™ g=(g;,8.. Em), & € C° (D)
Si hacemos

Q ={x €D /gkx <0} (2)

y asumimos que el interior del conjunto viable (que lo denotamos por Q°) es no vacio

es decir

Q0°={xeD /gkx) <0} = ¢ 3)
Asi mismo supongamos que:

inf f() = inf f(x) =v > — < 4)

xXeQ
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Con esta hip6tesis podemos eliminar ciertos casos patologicos, donde la solucién no puede

ser aproximada por puntos del interior del conjunto viable.

Supongamos que (1) tiene minimizador global, entonces podemos transformar (1) en un

problema irrestricto con funcién obijetivo f(x) + tB(x),t > 0 donde B es la funcion barrera.
Definicion 2. (Fiacco [6])

Una funcién B: Q° — R, es llamada Barrera para el problema (1) si satisface las siguientes

condiciones:
(i) B(x) esta definida y es continua para todo x € Q°
(i) B(x) =0 paratodoxe Q°
(i) Si{x}c Q%g(x) <0Vyy kl_irfm gi(xx) =0 paraalgun i € {1,...,m}
Entonces kETw B(xy) = +

Ejemplo:

m
B(x) = — Z log(—gi(x)) ; x € Q° (La barrera logaritmica) (5)

i=1

m

1
B(x) = — Z ;x € Q° (La barrera inversa)
£ 8i(%)

La funcion dada en (5) puede asumir valores negativos y por tanto no cumple la condicién
(ii). Pero para el caso en que Q sea limitado podremos que trabajar con otra funcidén que si

satisface (ii). En efecto:

Sea M € Rtal que B(x) > M paratodo x € Q° y consideremos

Beo = — ) log(—gi(9) - M

18



Esta funcidn satisface:
(i) Obvio
(i) Obvio

(iii) Seai € {1, ..., m} /kETw gi(xx) =0yjeE {1,..,m}— {i}con kEngj (xx) = b; <

0

= Bx) = —log(-g1(¥)) ... — log(—gi(x)) ... — M
kLierE(X) = —log(=by) ..+ .. —M = +

Ahora, el problema en barrera asociado a B sera

{min f(x) + tB (%) parat> 0

s.ax €Q°

gue coincide con

{min f(x) + tB(x) —tM

cax €0’ parat>0

y que es equivalente a

in f(x) + tB
{mm () O(X) parat>0
s.ax € Q
Asi la funcion logaritmica puede ser usada como barrera sin ningun prejuicio

ALGORITMO:

Escogert, > 0y tomark:= 0

1. Calcularxy = x(ty)solucion global de

{min f(x) + tx B(x)
s.ax € Q°

T 19
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2. Escogerty,talque0 < tp,; <ty tomark: = k + 1y volver al paso (1)

Definimos la siguiente funcionQ(x, t) = f(x) + tB(x) y vamos a probar las propiedades

fundamentales del algoritmo.

Los siguientes lemas y teoremas, pueden ser hallados en Megido [16]

Lemal

Sea{x, }una sucesion generada por el algoritmo entonces

@ QXk+1 tir1) = QX ti)

(b)  B(xx) < B(Xk41)

©) i) = f(xi0)

Demostracion

(@ QXk+1 tir1) = FKir1) + tiee1B Kie)
< f(xy) + tre1B(xk) Por defin. x4,
< f(xx) + txB(xx) por el paso (2) del algoritmo
= QX tw)

(0)  Q(xkt1, tk1) = F(Xp1) + tip1 Bi1) < f(xy) + tye1B(xx)

y por otro lado

Q(xp, tr) = fxp) + txB(xy) < f(xps1) + txB(Xp41)

Sumando ambas desigualdades

fOta1) + f () + b1 Bersr) + 6 B(xy)
< f(xksr) + f Qo)+t B(xg) + 6B (Xg41)
(tk+1 — o) B(tgs1) < (tks1 — o) B(xk)

20



Pero t,,,-ty < 0 , entonces
B(ti+1) = B(xx)

(©)  fQke) + tir1B(xps1) < fOxp) + tq1B(xy)
< f(xg) + txr1B(xx41) poOr (b)

f (Krern) = f ()
TEOREMA 2

Sean f:R" - Ry g: R" - R™ funciones continuas en R". Supongamos que el conjunto 2
definido en (2) satisface (3) y (4). Entonces, todo punto de acumulacién de la sucesion {x;}
generada por el algoritmo donde x; es una solucion global del problema (6) con t =t; y

ty = 0 (k = +), es una solucién global del problema (1).

Demostracion

Sea x un punto de acumulacion de la sucesion {x;} y sea {xk,} - X(j = +=).

Como{x;} c Q° es decir g(x;) <0V kygcontinua= g(x) <0luegox € Q

Ahora, debemos probar que

f(xX)=v; v=min{f(x)/x € 2}

Supongamos f(x) > v definimos § = (f(x) — v) / 2 > 0y por la definicion de infimun
3 x,, € Q°tal que f(xy,) <7+ &

la sucesion {f(x,)} es no-creciente por tanto, {f(xk].)} tambien es no-creciente y tenemos

que

f () 2 Lim f (x,) = f(®) =26+

J

f (o) = flae) 20 +26 = fxe) > 6 @)

Entonces tenemos que para j suficientemente grande (j >>>1)

21 T
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0=0Q (xk,-' tk,-) = Q(xppr tie;)
=f (xkj) +t,B (xkj) — f(xe) — t B(xy,)
y debido a (7)

> 6+ ti; (B (xi,) — B(xi)) > 6

>0 >0

> 6 pues B(xkj) = B(x,)
>6>0

esto conduce a una contradiccion, luego

como t — 0(k — +=) = t; = 0( = +=)

A f@® =7

22



. HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1. Hipotesis

3.1.1Hipotesis general
Dado el Problema de Programacion Lineal

maximizar ct x

s.a
(P) Ax = Db

x =0

Existe un algoritmo que lo resuelve y que posee caracteristicas de comunes

de los tres grupos.
3.1.2 Hipotesis especifica

Dado el Problema de Programacion Lineal (P),

maximizar ct x

s.a
P ) Ax =D

x>0
Existe un Algoritmo Proyectivo que resuelve el Problema de Programacion

Lineal con caracteristicas comunes de los tres grupos.

3.2. Definicion conceptual de las variables

Las variables identificadas en la hipétesis, se pueden definir como:
VARIABLE DEPENDIENTE: El Algoritmo Proyectivo de Programacion Lineal
VARIABLE INDEPENDIENTE: El Problema de Programacion Lineal

3.3 OPERACIONALIZACION DE LAS VARIABLES.

VARIABLE DIMENSIONES INDICADORES INDICE Métodosy | TECNICA
Técnicas
Variable Independiente: Comportamiento o variacién Funciéon Objetivo Andlisis Constructiva
El Problema de Espacio R de los pardmetros del
Programacién Lineal Problema de Programacién
Lineal

Variable Dependiente: Comportamiento o variacién Transformacion Andlisis Constructiva
El Algoritmo Proyectivo Espacio R™ de los parametros del Proyectiva

p Algoritmo Proyectivo.

(bl
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IV.DISENO METODOLOGICO

4.1. Tipo y disefio de la investigacion

La investigacion es del tipo basica, segun Alva Lucia Marin Villada (2008). “También
llamada investigacion pura, tedrica o dogmética. Se caracteriza porque parte de un marco
tedrico y permanece en él; la finalidad radica en formular nuevas teorias o modificar las
existentes, en incrementar los conocimientos cientificos o filosoficos, pero sin contrastarlos
con ningun aspecto practico”

Es un estudio basico porque se buscara aportar conocimientos que permitan mejorar

algunos detalles del marco tedrico. El disefio es no experimental.

4.2. Método de Investigacion

Los métodos utilizados en la investigacion seran de:

Analisis y sintesis, pues se analizaran los elementos del problema en estudio para
encontrar su relacién entre si. A su vez, la sintesis se producird sobre la base de los
resultados dados por el andlisis. En este contexto Analizamos el conjunto de ecuaciones
gue definen a la trayectoria solucién para establecer caracteristicas de la misma en el

espacio Rn.

Inductivo-Deductivo, pues utilizaremos la induccion como una forma de razonamiento por
medio de la cual se pasa del conocimiento de casos particulares a un conocimiento mas
general. Asimismo, usaremos la deduccién otra forma de razonamiento, mediante el cual
pasamos de un conocimiento general a otro de menor nivel o particular. En el trabajo de
investigacion estamos constantemente utilizando este método a la hora de plantear y

desarrollar los teoremas y lemas correspondientes.

4.3. Poblacién y muestra
Por el tipo de investigacion no utilizamos ninguna técnica de recoleccion de datos como la
observacion, experimentacion o encuesta. Por lo tanto, no recolectamos datos de una

muestra o poblacion.

Poblacién: No Aplica

Muestra: No Aplica
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4.4. Lugar de Estudio.
Los ambientes de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de la UNAC, precisando
gue gran parte del trabajo se desarrollara en el domicilio por la situacion sanitaria que

atraviesa el pais.

4.5. Técnicas e instrumentos de Recoleccion de la Informacion

Por el tipo de investigacion no utilizamos ninguna técnica de recoleccion de datos como la
observacion, experimentacién o encuesta.

Por ser un trabajo netamente “matematico” (Tedrico — abstracto); no se requiere
procedimientos especiales para la recoleccion de la informacion. Lo que se realiza es una
busqueda y revision bibliografica: (libros de especialidad, paginas web, articulos, revistas
especializadas, etc.), asimismo, a través de la utilizacién de técnicas de analisis — sintesis,
inductivo-deductivo nos conduciran progresivamente a la resolucién del problema

planteado.

4.6. Andlisis y procesamiento de datos.

Los analisis de la informacion sobre el problema de programacion lineal determinaran las
necesidades de conseguir informacion para su respectivo analisis y su incorporacion en el
estudio para la solucion del problema barrera a través de la aplicacion de la funcién barrera
apropiada. Asimismo, se podra resolver el sistema de ecuaciones no lineales asosiada al

problema en estudio.

Aspecto Etico de Investigacion

De a cuerdo al Cadigo de Etica de investigacion de la UNAC en esta investigacion se ha
cumplido con la normativa de la Universidad. Es decir no se ha falsificado o inventado datos
o resultados total o parcialmente, ni se ha plagiado datos, resultados , tablas cuadros de

otros autores o investigadores

A continuacion presentamos, observaciones, conceptos, proposiciones entre otros que nos

permitird establecer y obtener nuestros resultados QZ w‘h o
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2. UN ESQUEMA PROYECTIVO Y METODOS DE SEGUIMIENTOS DE CAMINOS
Nuestro problema es:
min gtx
(P) Ax=b
x=0

Donde A es m X n, b un n-vector, g € R* , x € R"
Supongamos que en todo
(A;) (Py) tiene solucion factible estrictamente positiva.
(A,) El conjunto de soluciones 6ptimas de (P,) es no vacio y acotado; y

(A3) Lamatriz A tiene rango completo fila m.

Para describir la variante de la forma estandar de Karmarkar’'s (algoritmo proyectivo),

hacemos una suposicién adicional.

(A,) Elvalor 6ptimo de (P;) es cero y su region factible contiene el vector estrictamente

positivo x° = e, donde e € R™ y es un vector de unos, con el valor objetivo gte > 0 .
Entonces se puede demostrar que (P;) es equivalente al problema homogéneo.

min gtx
(HP,) [4,-b][¢] =0
x=20, 20, (6 =#0

Puesto min gtx = min gtx + 0& y ademas la matriz [4,—b] tiene rango completo n,

obviamente 4,) , 4,) , A3) condiciona la equivalencia de (P;) a (HP,).

Para cualquier problema (P), denotamos como F(P) a la region factible de (P) y F,(P) el
conjunto de soluciones factibles estrictamente positivos. Podemos evaluar cualquier punto

(x,¢) € F.(HP,) a través de una funcion potencial de Karmarkar’s.

$1(x,§) = (n+1) Lng'x _ZLn xj—Lné
j

n
=nlng'x + Lng‘x —ZLnxj —Iné
J
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n
=Lng'x + -+ Lng*x + Lng*x — ZLn xj—Lné&

n-—veces ]

tx
= (-Lnx; + Lng'x) + (—Lnx, + Lng*x) + -+ (—Lnx, + Lngtx) + Ln (%)

n t
x
N Z(—Ln xj + Lng'x) + Ln <gT>
J

C g‘x g‘tx
= Z Ln <—> + Ln (—)
j g d
Claramente ¢, es homogénea de grado cero, pues:

n

t t
$:0k 35 = ) Ln (ij") tin (9 ﬁj‘)
- j

J

Pues Ax = (Axy ,Axy, ..., Axy)
¢

n t
= Z Ln <£> + ILn <ﬂ> = ¢1(x1€) =1x ¢1(x1§)
7 g J

$1(Ak , A8) = 220, (x,8)

Entonces se puede ver como se define en rayos positivos, es decir en ciertos puntos en el

espacio inyectivo.

El algoritmo de Karmarkar's genera una sucesion {(x*,&¥)} en F,(HP;) partiendo

de (x%,&°) = (e, 1) con

(2.2) Pr (XKL, EH) < p(xk,§F) — e

Para algunos ¢ fijos y positivos y para todo k, sin pérdida de generalidad, podemos
tomar £¥ = 1 y luego {x*} es una sucesién en F,(P;), entonces podemos deducir de (2.2)

que:

(2.3) ghixk < (etxk) exp (;—fi) gtx°
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Como ¢ (x*1, 1) < p(x*,§%) — ¢
entonces
G (L) < p(x,8F) —e < (P (X TLERTT) —e) -
P (x,§F) —e < P (X1 EFT) — 2e
G1(x*,§%) < Py (X7 §FTH) — ke
P (x*, ) <P (x%8%) —ke ....... (*)

De la conclusién de (*) podemos demostrar (2.3).

De (*)

P (xF, &%) <p,(x%E°) —ke como&F =1

Tenemos

p1(x*,1) < ¢pi(e,1) — ke

n n
(n+1)Lngtxk—ZLnx}‘ —In1< (n+1)Lngts—ZLnej —In1l—ke

J J

n
(n+1) Lngtx* < z Lnxf + (n+1) Lng‘e — ke
J

Y7 Ln xf ke
Lngtx* <=Z—2L + Ingte ————
W ETary Tt T v
Z]-Lnx;-c —ke

elnd™* < ¢Tmry  elng'e olurn
(*)

—ke
tok < gtxO E ( )
gx = g x-5xp n+1
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En (**)

k n+1
Xj Lnx; Lnxlf+Lnx12(+-~+Lnx4‘l_eLn /xlf xlzc....x,lg

e (n+1) =p¢ (n+1)

n+1 Xf + Xé‘ + -+ x,’§

_ k .k k
= Xy Xy ou X S

n+1

- X4+ xf 4+t xf efxt
— n -

£k

e‘x —ke
t..k t..0
x" < Ex ( ) X
g <n> pn+1 g

Si F(P,) es acotada, podemos facilmente ver que gtx* converge linealmente hasta el valor
optimo de cero. Por otro lado, utilizando (4,) se puede demostrar que también es valido si

F(P;) no esta acotado.

Si los datos A, B, y g son numeros enteros y el tamafio total de la entrada local es L,
entonces (2,3) puede ser utilizado para mostrar que O(nl) iteraciones son suficientes para
dar una solucion aproximada de la que una solucion exacta. Y estas soluciones
aproximadas se pueden obtener mediante la resolucién de un sistema de ecuaciones. En

general 0(nq) iteraciones reduce a la funcion objetivo por factor de 29 .

Ahora describamos como se logra la reduccion de la funcion potencial dada por (2.2).
Seax € F,(P,;) dado y sea

X : diag(®) la matriz diagonal cuyos elementos son los componentes de £

Sea g=Xg yA=AxX

y consideremos el problema reescalado

min gtx
i
x=20, &=20, (x&=+#0

en términos de variables reajustadas
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¥x=X"1x y &=¢& . Es facil ver que si (x,&) y (¥,&) corresponde como anteriormente,

entonces
¢1(x,§) — LndetX = ¢ (%, )
=(Mn+1)Lng'x—Y;Lnk;—Lné

y que (x,1) corresponde al vector transformado (e,1). Desde (2.4) es suficiente para

obtener una reduccion constante en ¢, de solucién (e, 1).

Logramos la reduccion haciendo un paso en la direccion negativa del gradiente proyectado
de ¢,.

Hallamos

n+1 _
(2.5) Vg, =Vie ) = [g_ 9~ e]
-1

(véase al final)

Si P,, denota la proyeccion en el espacio nulo de una matriz M, entonces nuestra

direccién es:

n+1 _

= —Pra-p Pletq) | gte g
n+1 q
A

Si pasamos de (e, 1) a (e, 1) + Bd/||d||, encontramos
(51(3; 1+ ,BCZ/”CZ” = <I§1(e' D+ ﬁdt V‘I-'_M/“d” + 0(.32)
= ¢1(e, 1) + B||d|| + 0(8*

Esta claro que se puede elegir un tamafio de paso constante g sin violar la positividad. Por
tanto, como los términos de mayor orden pueden ser controlados la reduccién en ¢, sera

de la misma orden como la norma Euclidiana de d. En la prueba de su lema 3.1Todd y
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Borrell [27] muestran que ||d|| > 1. Esto produce una disminucién constante en ¢; por

iteracion y por lo tanto la convergencia en O(n L) iteraciones.

Una mayor reduccion en ¢, y por tanto mas rapida convergencia se conseguira si ||d||

aumenta con n. volveremos a este asunto en la seccion 8 4.

Después de dar un paso en el espacio Proyectivo para obtener un nuevo (%,&) |,

normalizamos a (g, 1) ( Note que ¢, esta sin cambios), y luego reescalamos para obtener

nuestra nueva solucién factible X = para (P,). El algoritmo de Karmarkar itera con este

il &R

procedimiento.

Un método alternativo, el asi llamado variante-afin (primero propuesto por Dikin [6] en 1967,
Véase también Barnes [7], [3] y Tow, Meketon y Freedman [29]) trabaja directamente en el

espacio afin original. La variable reescalada x¥ = X~'x se mueve de e en la direccion:

(2.8) dy = —Pzg

Una vez mas, podemos utilizar un tamafio de paso constante S en la actualizacion
x—e+pdy/|d

siendo este punto quién produce una disminucién proporcional a ||d,|| en el valor de la

funcién objetivo.

Sin embargo, los limites no inferiores en ||d,|| se han establecido y la convergencia no se

ha demostrado para esta variante (y se cree poco probable; ver Meguido y Shub [19] )

Veremos en la ecuacion (3.8) que la situacién es mejorada con el tema Primal-Dual.

Antes de retornar a los métodos Siguiendo-Trayectorias, remarcamos en un inconveniente
de la funcién potencial ¢,. Supongamos que x esta convergiendo a la tnica solucion éptima
x* a (P,) y supongamos que esta ultima es una solucién factible basica no degenerada.
Entonces, Sea 8 (B) el conjunto de indices de las componentes basicas (No basicas) de

*

X .

Sea g los costos reducidos correspondientes a la base optima, entonces se cumple que g;

es positiva paraj & 8 , entonces
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$1(x,1) =(n+ DLn gtx — Z Inx;
J

=M+ 1)Lngtx+2Ln <g_> —ZLnxj
Xj

jep jeB

(existira m indices basicos), a medida que x — x* cada término
At
Ln ({C—?‘)angJ- (e B)

J
sera limitada inferiormente y cada término

Ln x; (Gep)
seré convergente a
Lnxj > —oo.
Por lo tanto, una deduccion constante en ¢, implica reduccion media asintética por un factor
(1 —y/m+ 1) para alguna constante y en la funcion objetivo.
Sin embargo, este resultado es muy dependiente de la no degeneraciéon Primal y Dual.

No estéa claro que el factor n + 1 multiplicando Ln gtx nos da el equilibrio éptimo en lo que
respecta a la complejidad entre reducir la funcidén objetiva y mantenerse alejado de la
restriccién de frontera y encontrar el equilibrio correcto podria requerir conocer el grado de
degeneracion primaria y dual en la solucién. Veremos que esta desventaja se desvanece para

nuestro método; el p en la ecuacion (4,2) controla con precision este equilibrio.

Pasamos ahora a una descripcion de métodos de métodos que siguen a las trayectorias.
Discutimos una simetria Primal - Dual de la variante [21]. Asociados a (P;) consideramos
a la funcion barrera para el parametro L.
min gtu — uz Ln x;
(BP,) j

Ax =b
x>0

Bajo nuestras suposiciones, eso tendria una unica solucion x(u) para cada u > 0 y x(u)
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converge para la soluciéon 6ptima (P;) como u — 0% las condiciones de 6ptimalidad para
(BP,) y multiplicadores de lagrange puede escribirse como
g—uxle—Aty =0

Ax =D
x>0

Donde x denota diag(x), S abajo denota igualmente diag(S).

S := ux~le podemos escribir estas condiciones como

(2.9a) XSe—ue=20
(2.9b) Ax =D
(2.9¢c) AIX+S=g
(2.9d) X>0,5>0
De este modo y con holgura asociado al vector S, es una solucién interior del problema
Dual
max bty
(D) AtX+S=g
$5=20

Y por otra parte la brecha de la dualidad es
gtx — bty = xt'S = e'xSe = nu
las ecuaciones de (2,9) , entonces demostramos las igualdades gtx — bty — xS
donde g'x es una funcién objetivo de miprimal y by funcién objetivo de midual.
Sea
Aty +S =g multiplicamos x X*
XAty +5) = Xty
XAty + XtSs=Xtg — X'S=e'XSe
XtS =Xtg — XtAty Trivial
XS =gtxX — (AX)'y Por (2.9b)
XtS = gtxX — bty

— efXSe=nu de (2.9a)
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— XSe —ue =0 multiplicamos X et
— el (XSe—ue) =0
etXSe —etue=0
etXSe—eteuy=0 (ete=n)
etXSe—nu=0

etXSe =nu

g—uxle—Aty =0
S:=pux"le
Reemplazando tenemos (2.9¢)
Las ecuaciones (2,9) son también las condiciones de optimizacion para el problema de la

funcién barrera

max bty+,uZLnSj
Aly+S=g
x>0

(BD1)

Con la solucion 6ptima Unica (y(o),S(O)) . Por tanto, la solucion de (2.9) para una secuencia

de parametros de”u” cercanos a cero produce puntos de la curva {x(o)} en espacio primario
y en la curva (y(o),S(O)) en el espacio Dual. Estas son las vias centrales Meguido [18] y las
trayectorias centrales de Bayer y Legarias [5]. Llamamos a (x,y,S) o (x,S) centrados si

”

(2,9) se cumple para un poco de” u

La ecuacion (2.9a) no es lineal, por lo que debemos concentrarnos con las soluciones

aproximadas.

3 PROBLEMAS SIMETRICOS: DUAL Y PRIMAL

En esta seccion reformularemos (P;) y (D;) en formas simétricas y definir una asimetria

combinada problema Dual y Primal

min gtx
(P) AX =D
X=0
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Satisfacer (4;) - (43) . Puesto que suponemos (P;) factible b se encuentra en el rango

de 4, de modo que podemos escribir:

(3.2) b = Ah
h adecuado, entonces podemos escribir el Dual
min htAt y

(D) Aly+S=g
S=0

Preferimos escribirlos en términos de S, asi sea B que una matriz cuyas filas abarcan el
espacio nulo de A por la eleccion de una base para este periodo podemos suponer que

B es P x n el rango de una fila completo P, con m + P = n entonces
Aly +S =g © BS =By

Tenemos que B matriz fila del espacio nulo de A

& A'y 4+ S = g multiplicamos x B

& B(Aly +S) = Bq

& BA'y + BS = Bq
0

< BS = Bq
N(A) ={x € R* / Ax = 0}
y ademas la funcion objetivo de (D;) puede escribirse en términos de S solo desde
htAty = g*h — h'S
veamos
ComoAly+S=g
Aty = g — S multiplicando At
h*A'y = h'(g = 9)
htAty = htg — h'S
htAty = gth — h'S

Por lo tanto, podemos escribir (P;) y (D;) como
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min gtx
(P) Ax = Ah
x=0

min htS
(D) Bs = B,
S=>0

donde las filas A y B abarcan subespacios ortogonales complementarios de R" que

denotamos como
AlB

(3.2) A1l B < AB* =0 Pues B es la matriz fila del espacio nulo de A.

La Relacion entre la dualidad (P) y (D) se deduce facilmente a partir del resultado

estandar soluciones factibles x y S tienen valores objetivos que cumplan

(3.2) gtx + ht'S — gth > x'S

Sea g'x > h'S

gtx = gth — htS por (P, y Primal)
= g'x > g*h—htS por (D; y Dual)
= g'x+h'S = gth

Y son 6ptimas si y solo si se tiene la igualdad.

De hecho, x — hy s — g en los espacios nulos de Ay B respectivamente y por lo tanto

son ortogonales, asi que
(3.4) gtx + htS — gth = xtS

Que es factible x, S 0 no negativo. Los problemas de programacion lineal de desigualdad
forma simétrica estandar son naturales, incluido en nuestro formato t anterior. Se escriben

como
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max Ctx , ¥x<b, x=0vy minby ; A'y>C
establecemos
A=(4;D B=(-A4Y
_(-C _ (0
(3.4) g—(o) y h=(3)

Podemos combinar (P) y (D) para resolver el problema primal Dual

min g*x + h'S — gth = x'S

Ax —Ah =0
(PD) Bs—B, =0
x>0 , S=20

El cual tiene un valor 6ptimo O cuando sea factible. Como se ha indicado, este problema
es separable, pero que puede reemplazar la funcién objetivo xS utilizando (3.4) de esta

forma, es evidente que (PD) no se ve afectada si reemplazamos g por gy h por h donde

AR =Ah 'y B; =B,

De hecho, tenemos el siguiente lema util.

LEMA 1:

Sea (P) y (D) denotan (P) y (D) define utilizando § y h en lugar de g y h donde (3.6) se
cumple entonces (P) y (D) son equivalentes a (P) y (D) en el sentido de que sus
regiones son factibles sin cambios y sus funciones objetivas son la misma salvo una

constante aditiva.
PRUEBA
Esta claro que las regiones factibles son invariantes.

Ahora (3.6) implica que § = g + A'u'y h = h + Bty para algin U, V. Por lo tanto, para

cualquier x factible
G'x = gtx + utAx = g*tx + U*Ah = g*x + (§*h — g*h)

gix = (g + A)ix



= (g* + (A'U)")x

= (gt +UA)x

=g'x + U'Ax

=g'x + U'Ah = g*x + (§*h — g'h)
Se diferencia por una constante a partir de gtx
De manera similar htS difiere por una constante de para S factibles.
Vamos a utilizar el Lema 1 uno de la siguiente manera:

Dado (x,35) € F(Pp), podemos suponer sin pérdida de generalidad que g =$ y h = X.

Observamos inmediatamente una consecuencia de esto.

Supongamos que x = S = e es factible (P,) . Esta solucion también esta centrada desde
(2.9a) sostiene con u = 1 entonces podemos tomar g = h = e también. Entonces en la

direccién elegida por el algoritmo afin. (Véase (2.8)).

_ dx _ PA 0 e _ —PAe
@) t=[z]=ls rlll=re
Por (2,3) sabemosque d = —p4q g=h=c¢e

Recordemos que la dificultad con la variante afin estaba por debajo de la norma de ||d,||

incluso si —§ es grande (por ejemplo § = e), su proyeccion (d), en el espacio nulo de A

podria ser pequefio.

Aqui este problema desaparece, desde que A L By d, + ds = —e , se puede concluir

que

(3.8) ldll = Vn

Tenga en cuenta que solo el centrado no es suficiente en este analisis, se necesita

también la formulacion Primal-Dual.

A nivel computacional, el d dada en (3,7), y la creciente dimension no implica ningan
aumento en el trabajo; En efecto, dada d,, = —P,e encontramos d¢ = —Pge = —e — d,, ya

que
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Tenemos que d, = —pye . dg = —pge ; d,+ds=—e

dx+d5=_PAe_PBe
~————

—e
= —pas€ — ppe
0=—pye—pge—e

0

= Py+Py=1

La importancia de centrar en la variante afin ha demostrado también en Barnes, Chopra y

Jensen [4] (Pp) tiene valor éptimo O, es natural considerar su homogenizacion.

min gtx + h*S — g*hJJ
Ax — AhJ =0
Bs—ByJ =0
x=0 , 520, g=0; (x,5J)#0

(HPD)

En cuanto a (HP1), podemos ver las soluciones factibles de (HPD) en forma de rayos, es
decir, como puntos en el espacio proyectivo. La relacién equivalente a (3.4) para
(x,S,J) € F(HPD) con J > 0 es

(3.10) g'S + htS — gthg = xtS/J

Para concluir esta seccion, observamos que nuestros supuestos (4;) y (4,) implican

facilmente (B,) y (B,) a continuacion, y (Bs) es igual que (43) sin pérdida de generalidad.

(B1) (D) Tiene una solucion factible estrictamente positivo,
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(B,) El conjunto de soluciones Optimas de (D) es no vacio y acotado y (B3) la matriz

B tiene rango completo fila P.

Por lo tanto (PD) tiene una solucion factible estrictamente positivo, es decir F.(PD) #0y
F.(HPD) # ¢.

Ahora trataremos las funciones potenciales y su reajuste.

4.- FUNCIONES POTENCIALES Y REAJUSTE
Nos asociamos con la funcion potencial de lo homogéneo primal Dual.
(41)  ¢x,S5,J)=¢,(x,5,J,9.h)
= (n+pLn(g'x + h'S— g*'hJ) =X Lnx; — X LnS; — (p —n)LnJ

Veamos, sabemos que
xts
gtx + h'S — g*thg = — . (Por 2.10)

Reemplazando en (4.1)
$,(x,5,J,9,h) = (n + p)Ln (’C‘% _ Z Ln x; — Z LnS; — (p —n)LngJ
— (n+p)(Lnx'S — Lng) — Z Ln x; — Z nS; — (p — nLng
= (n+ p)Ln(xtS) — (n+p)lnd — Z Lnx; — Z LnS; — (p - mLng
= (n + p)Ln(x'S) — nlnJ — pLnJ — Z Ln x; — Z Ln S; — pLnJ + nLng
= (n+ P)Ln(x'S) = ) Lnx;— ) LnS; = 2plng

= nln(xtS) + pLn( xtS) — Z Ln x;S; — pLn J?

= (pLn(xtS) — pLn J?) — <Z Ln x;S; — nLn( xt5)>
xtS X;S;
= an<?> —ZLn(#)
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Esto demuestra que para cualquier p > 0 es razonable y ofrece una interpretacion, incluido
t

el papel de la p , de hecho 3—25 es la funcién objetivo de la solucion sin escala (x/J , S/J)

en F,(PD).

Mientras que (ijj /xtS) es un vector positivo puesto en la unidad simplex. Por lo tanto, P

equilibra un término que mide la funcién objetivo con la funcion de barrera que busca
mantener (x/J , S/J) centrado en F,(PD).

Nuestro objetivo es asegurar una disminucién correspondiente en ¢ en cada iteracion. Para

ellos se trabajara con problemas reajustables.

Deja que ) sea una matriz n X n diagonal definida positiva X y § un escalar positivo. Definir
los datos a escala

=6BQ71

(43) = 6Q071h

Q| D>|
I
S O
0
Q DO
= ol

Entonces, en término de las variables reescaladas
(4.4) =607 , §=60S , J=J

Tenemos el problema equivalente

min gtx + h'S — gthJd
Ax — Ahg =0
Bs—B;J =0
x>0 ,S8S=20, J=0; (£,5J)#0

(HPD)

Dejamos (PD) que denotan el problema no homogéneo correspondiente, obtenido

mediante la sustitucion de J por L en (HPD) . De la definicion (4.3) se deduce que
(4.5) ALB

Para demostrar la ortogonalidad debemos probar que AB! = 0, pero sabemos por (3.2) y

reemplazando las variables reajustadas tenemos:
AB' = (§AQ)(6BQ~1)¢
= §%2(AQ)(BQ~ 1)t

= 52(AQ)(QV)'B!

41 75

<

£
&



= 52(40)(Q"1)Bt

= §2AIB*

= AB* =0
~ A L B pues Q es una matriz diagonal positiva

(Q—l)t — (Qt)—l , O = Qt

También la funcién objetivo de (HPD) es §% veces mayor que la de (HPD) para los puntos

correspondientes si establecemos

Osea HPD —8%HPD
Veamos

gtx + htS — gthg = 6%(gtx + htS — g*hJ)

xts

Como gtx + htS — gthg = —

, utilizando (4.4)

ig_52<ﬁ>
J J

#15 (807L0160S)  §2(xH)(QH)7(QS)

Por demostrar que:

d T d

_ 82(xt)(271Q)s
- J

-5+

(4.6) 6(x,8,J) = ¢,(%5,3,9.h)

Entonces nos encontramos con
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¢(%,S,J) = d(x,5,J) + p Ln 52

Veamos

- xS %;S;
¢(X,S, )=pLTl<7>—2LTL<%>
Tomando x; = §Q;x;

- ln <(6Q 1x)(805) ) Z in <(69;1xj)(59j5j)>
J

J (6Q-1x)t(5QS)
xtQ7108 8%x; (071 Q))S;
_pL"62< J ) ZL"<5 IR 19)5)

2)- S

=pLlné?+¢(x,S,J)

x
—an62+an<

Siempre que los argumentos corresponden como en (4.4). Por lo tanto, para reducir la
funcién potencial original, es suficiente para reducir ¢ suficientemente por algun problema

con escala apropiada.

Ahora describir un cambio de escala particularmente Util. Supongamos que tenemos

(#,$) € F,(PD) para que (%,5,1) € F,(HPD) con 2t$ valor objetivo de:

(4.7) &= xtS/n

De acuerdo al Lema 1, podemos tomar g = $ , h = % sin cambiar problemas.

También suponemos (9? S) aproximadamente centrada en su F,(PD) de manera que

(4.8) |2Se — ée|| < af
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Probado en (2.10) ¢ €< 0,1 >

4.9 §=§&12 y= ()? f"l)l/z

Luego, con g =S, h =% encontramos que g = h

Veamos:

_ -l a_1\1/24 ~ ~
g=060g=£E72(25"1)""S pues §=38e

1/2 4

E5(257) " So)

= £3(21/251/28e)

— A1 A
h=060"1h=E2(251)""%e pues = e

1

h=§72(28)"e

(4.10) f g=h=E3(25)"e=¢

Dado que ¢ esta de e, y nuestro actual punto (9? S, 1) ha sido reajustado a (é,e, 1), se ha
escalado al mismo tiempo los problemas Dual y Primal. Razonablemente bien al mismo
tiempo mediante el empleo de una escala simétrica para el Primal y Dual, garantizamos la

condicion (4.5) que como veremos mas adelante es crucial.

5.- LAS PROYECCIONES Y LA DIRECCION DE BUSQUEDA

Estaremos trabajando con el problema a escala (HPD) y la funcién potencial ¢
asociada. La escala va generalmente que al final de §4, de modo que g = h, pero primero

calculamos la direccion en general.

Suponiendo que solo
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(5.1) gth =n apartir de (4.11)

Por simplicidad de notacién, esto siempre se puede lograr mediante un pardmetro

escalar.

También suponemos que gy h se han ajustado si en necesario para que nuestra solucién

actual es:
h

(5.2) g solucion
1

Primero evaluamos el gradiente de la funcién potencial en el punto actual para un vector

u = (u;) € R es conveniente para denotar
(5.3) = (uit)
) g\ [n
De (5.2), (5.4) V¢ =V¢p(h,g,1) = %(E) —| g
0 2p
¢ =(n+p)lnxts — Z Ln x; — Z Ln S; — 2pLnJ
Aplicamos la gradiente, veamos

Matriz de proyeccion: se llama P; , Pj

b(x,S,J) =+ p)lnxtS — ) Lnx; — ) LnS; —2pLnJ + pLns?
) )

o5 (28,96 29
V"b(x's'g)_(af’as"aj)
ap S 1
%, Stx &
oip S, 1



S, 1
.S:fx X1
S, 1
R R
S, 1
§tx fn
(n+p)S , _
= Tsm )
(n+p)S  _
=i ¢7)
Similarmente obtenemos
¢ _(nt+px &1 A 9 _ 2
aS Stx aJ 4
m+p) . ]
sz S
n+p)x - _ = =
Q_S_l =v¢(xl 1(7)
Stx
2p
J
_ [ x 1
_m+p|[S] [s
T Stx ’5 _ZJ_P
- -1
. n+p) |9 }f
V¢(h,g, 1) = rl—|g?
L0 —2p
gh=n

La direccion de busqueda que vamos a emplear es, como en los métodos para
proyectivas (P;), la proyeccion de —V¢ para el espacio tangente de la region factible, por

tanto, con

o
Il

(5.5)
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buscamos

(5.6) d':= P:V¢

Una consecuencia importante de la creacion Primal - Dual es que con la ampliacion se

dan al final de §4 d’ (para i modificado por a)

Antes de calcular i’ remarcamos que si el punto actual g =h =¢ ,J = 1, entonces la
homogeneidad de ¢ implica (et, ef,1)V¢ = 0 . Por lo tanto, d’ es también la proyeccién de

—V¢ en el espacio nulo de

A 0 —Ah
0 B -Bg
et et 1

Y esta direccion también es adecuada si la restriccion simple etx + e!S+ J = 2n+ 1 se
afiade a (HPD) se obtiene un multiplo escalar de d’ si proyectamos el gradiente negativo
de la funcién objetivo en este mismo espacio nulo. Sin embargo, si trabajamos con V¢ la
fila adjunta extra no es necesario. La omision de la restriccion simple conserva la
homogeneidad de (HPD) y se ha propuesto fuertemente por Ghellinck y Vial [8] y [9]. En
Nuestro contexto, la adicion de una fila de los cambios de la direccion ya que la solucion

actualnosueleserx=S=e , J=1.
Ahora tenemos que calcular Pz un hecho importante que se desprende de (4.5) es que

(5.7) P;+Pg=1 (Demostrado en 3.9)

Usamos esto en varias ocasiones

_[a o _ [—E] ~_
T := of L ou=|""% , C=][T, T
Entonces

_[Pa O ] [P O
Pr=1o PE] P I=Pr=1g PA]

—Pgh

=|I—-P = _

v=II=Prlu=|_p o

. Ol Prscir&



Por lo tanto

(5.8) wi=1+yy) = (1+RPsh+ gtPzg) "

Ahora desde el 84.2 de [26] obtenemos el Lema 2

LEMA 2
P; 0 0] [Psh][Psh]"
Pe=|(0 Pz O|+ ng_] [ng_] (5.9
0 0 O 1 1

donde w esta dado por (5.8)

Para calcular d’ en (5.6) primero calculamos

Pgsh T h~1 _ g
PAQ_] g“ll =[Pgh Pzg 1] [h]
1 0 0
= g'Pgh + G'Pzh
=g*(Ps+Ps1)h=g"h=n por(4.11)
I
usando (5.7)
Pgh T h1 B B
Psig g__ll = h*Pgh + gPzg + 2p
1 0
(5.10) S=p+g'Psg+ htPszh—n

De 5.4 y el anterior, nos encontramos con

7 I i Pgh™1  |Pzh7" Psh
(5.10) d = =PV = — = Pgh| — wn |Pzg~" |+ |Pggt| + @ +p +6) [Psg
0 1 0 1
d = —pCV¢
A h h 7 -1
SO Pshl[Psh] n4p[d] [P
—|0 Pz O|+w|Pzg||Pag|+ nl-lg
De () y (6) como esta en el PPP
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. —n+p[Pag] [Pk Pgh
d = Pgh|+ |Psg~?! + wé |Pzg
0 0 1

La direccién d’ es apropiado para el espacio proyectivo, el dominio de la (HPD). Es
conveniente para transformar esta direccion de nuevo a una direccion apropiada para el

problema no homogéneo (PD). Si pasamos cuarto punto al actual g tamafio de paso en la

direccion d’ = (d',, d',,d’,) se llega

E+ﬁlcz’x }_l-f-ﬁcix
g+pds|=1+B'ds)|g+ pds
1+ p'dg 1

Donde B:=f'/(1+p'd'y) ydy=d'y—d'sh ,ds=d's—d 33

Dada la homogeneidad de ¢, por lo tanto, es equivalente a mover una 8 tamafio de paso

en la direccion

_ Cix -n+p PA«Q_ Pzh~? —Pzh
d=|ds|:= - Pgh|+|P5g 1|+ Wb |-P3g
1 0 0 0

Observamos ahora las simplificaciones que se producen cuando, como en (4.10) g = h =

e entonces a partir de (5.1), eté = n'y claramente é‘e = n . Por lo tanto, a partir de (5.8)

(5.12) w=((1+e'Pze+éePge)yt=>0+ete)yt=mn+1"1

Y a partir de (5.10)

§=p+eétPze+éetPge—n=pt+ete—-n=p

en donde
_ Pe Pgé_l
(5.13) d=—-1+y)|Pge|+|pze? , para
0 0
2n+1
(5.14) Y = Gt D
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De nuevo, si e esta cerca de e y se elige un valor adecuado de , nuestro medio Primal-
Dual nos asegura que d no puede ser demasiado pequefio. Ademas, no hay coste de

célculo de esta mayor dimensionalidad si

(5.15) fi=—1+y)e+et
entonces
(5.16) &x = Pif y &S =f- Jx

Para concluir esta seccion, relacionamos nuestra direccion d en (5.13) a los generados

por los métodos de seguimiento de camino.

Considere la ecuacion (2.11). Si la escala es al final de 84, podemos reescribir estas
ecuaciones en términos de d, = §Q7'd,. , ds = §Q7'ds la Ultima ecuacién de (2.11) es

equivalente a Bdg = 0 obtenemos asi

(28)*(dy + ds) = —6(2Se — pe)

|

x=0

oo]]

s=0
La primera ecuacion se puede escribir

dy +ds=—e+ (u/é)e?

Yy entonces
(5.17) d, = P;f’ , ds=Psf con
(5.18) fl=—e+(u/ée?

La similitud con (5.15), (5.16) que llama la atencién de hecho si se elige de manera que

Y ,1+ 1 = &/u entonces las dos direcciones coinciden. Si y = 5(1 — y/\/ﬁ) para alguna y

constante, sugiere esto ¥ = y'/+/n para alguna constante y’. Nuestra eleccion de 1 sera
a llegar esta forma, pero esta motivada por la obtencién de reducciones adecuadas en la

funcion potencial ¢.
6.- EL ALGORITMO

Ahora tenemos todos los ingredientes para nuestro algoritmo. &Z ,ﬂ"
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Paso 1: Suponemos que tenemos disponibles un punto (x°, y°) € F,(Pp) el cual

aproximadamente se centra, luego se cumple:

(6.1) |[x°S°e — &%|| < aé®

Donde ¢é° = etx°S°e/npara0 < a < 1

Esto ha sido bien discutido en [12], [15], [21]-[23], [28]

Paso 2: Luego, generamos una sucesion de la siguiente manera:

Dada (x*,5%), hacemos £ = x* , § = S y definimos los datos reajustados por (4.3) con §
y Q dada por (4.9).

Paso 3: A continuacion (x* , S¥) se transforma en (¢, &) y luego nosotros elegimos d por

ooz

Para g > 0 (de hecho, se analiza el caso g fijo.)

(5.13) y establecemos

o[-

fbl

Paso 4: Se emplea una busqueda lineal para minimizar aproximadamente la funcion
potencial ¢(x,s, 1) (Se podria ser utilizado siempre que se incluya “una salvaguarda” para
mantener las iteraciones aproximadamente centradas, sin embargo los Algoritmos de Ye €

[31] no requieren tal salvaguarda).

Paso 5: Si

k+1 1Qx
(6:32) (5] # 2]

Entonces, se retorna al Paso 3

Paso 6: Caso contrario

Este es el punto buscado.

k+1 1Qx
630 [f] =[5

Paso 6: Fin

Nuestro objetivo es demostrar
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[xk+1] B [ 5-10% ] B [6‘1(£§_1)1/28Q_1f
Sk+1 6—1Q—1§ 6_1(£.§_1)_1/26.QS

[t

TEOREMA 1

2n+2 2
Seap:;lﬂ\/H y lp:\/_ﬁ

Seaa =1/3 y B = 1/15 entonces si (x°, S°) satisface (6.1) el algoritmo anterior esta

bien definido y genera una sucesion de puntos que satisfacen
(6.4) llxkSke — kel < agk

donde &k = etx*Ske/n y

(6.5) P, Sk 1) < p(x¥,5%,1) — 1

Donden =1/9

La desigualdad dada en (6.5) implica la complejidad deseada para el algoritmo. En verdad
de (4.2)

¢ (x,s,1) = pLn(xts) — Z Ln(%)
j

Y de (6.1) se muestra que el Gltimo término esta acotado por (x°,s°) y por (6.4) para todo

(x¥,s¥). Por tanto, con p~+/n , (6.5) nos brinda

Corolario

En O0(v/n L) pasos, el algoritmo alcanza

(6.6) etXkSke < 27Letx050%

Este corolario nos indica que el modelo, con una eleccion apropiada de (x°,s°) se podra

alcanzar con O(+v/n L) pasos las soluciones y a partir de estas las soluciones optimales

para (P) y (D) pueden ser recuperadas con 0(n®) operaciones aritméticas.
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LEMA 3:

Seap,,a, B yn dados por el teorema y que se cumple que

(6.7) le? —e|l < a
Si
dy P,el [Pse?
(6.8) d= [dS] =—(1+y)|Pge|+ pBe——ll y
d; 0 0

[§1=[e]+ 82

Entonces
(6.9) |xSe — &ell < a&
Con ¢ =x's/n,y
(6.10) P, Sk 1) < p(xk, 5%, 1) — 7
Demostracion
Tomando el supuesto
||e? — e|| = ||ee — e]| utilizando la transformacion

= |lx*s* —el|

= ||x*S*e —e|| < a < a&¥
|lxkSke — Eke|| < ||x*Ske —e|| < a < a*
Luego

lxkSke — Eke|| = aé® pero por (6.3) se tiene

lIxSe — Sell = a

Demostracion (2.5)

Sea

gte I

n+1 _
Vo =Voq(e, 1) = B e]

-1

en efecto



Vo, =V|(n+ 1)Lnf_tx—ZLnfj —Iné&
j=1

1

(n+1) _ _ _

77 (gtx) — ZLn X;
j=1

| (Ln &)’ |

La notacion ()" implica la derivacion con respecto a x e y el segundo con respecto a é.

Luego:
(n+1) 17
gtx 1 X1
("+1)g2 1 [(n+1) 1]
= __
gx ' X2 _| gtx g xj|
g_tf n_z E
1
§
[(n+1)
Vei(e, )= | gte 97°
-1

Puesle ; parax;=1;1<j<n
J
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V. RESULTADOS

5.1 Resultados Descriptivos
Hemos arribado a los siguientes resultados:
1. Se presenta un Algoritmo Proyectivo para el Problema de Programacion Lineal
2. La complejidad del Algoritmo presentado es de O(v/n L) pasos.
3. Las soluciones éptimas para (P) y (D) pueden ser recuperadas con 0(n®) operaciones

aritméticas

5.2 Resultados Inferenciales
Hemos arribado a los siguientes resultados:
1. Con la apropiada eleccion del tamano de paso B se consigue un decrecimiento en la
funcion ¢, proporcional a d. Ver (2.7)
2. Claramente los algoritmos Proyectivos definen direcciones de busqueda que siempre

consiguen una reduccion constante en la funcién objetivo

Ny

I
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacion y demostracion de la Hipétesis con los resultados

En el proyecto de investigacion se formulo la hipotesis general de que, dado un Problema
de Programacion Lineal Estandar (P;) y una apropiada funcion barrera, entonces del
Problema Barrera (BP;) se puede deducir el sistema de ecuaciones no lineales (2.9) que
definen a las Trayectorias Solucion del problema. Asimismo, al trabajar con el problema
Dual (D,) y generar su respectivo problema barrera (BD,) se verifica que el sistema de
ecuaciones no lineales deducido anteriormente, también caracteriza a las soluciones
optimales del problema dual.

Por otro lado, con las hipotesis A1-A3 se pudo reformular los problemas (P;) y (D,)
generando los problemas (P )y (D ) respectivamente y a partir de estos se genero el
Problema Combinado Primal-Dual (PD). Luego a partir de (PD) se genera el llamado
Problema Homogenizado (HPD) al cual le asociamos una apropiada Funcion Potencial ¢ y
con esta funcién se discute el reescalado de las variables primal y dual. El reescalado
permite generar el problema (HPD) que es la versiébn homogenizada de (HPD).

Luego, al problema (HPD) se le asocia su Funcién Potencial ¢ la cual esta definida en
funcién de ¢, con la cual se podran calcular las matrices proyeccion necesarias y las
direcciones de busqueda en el espacio reescalado. Finalmente, todo esto permite plantear

el algoritmo.
6.2 Contrastacion de los resultados con otros estudios similares

Kojima, Mizuno y Yoshise [15] describen un algoritmo interior primal-dual que sigue la
trayectoria central en ambas regiones factibles primal y dual y alcanza O(nL) iteraciones.
Monteiro y Adler [21] proponen un método que requiere solamente O(v/nL) iteraciones y
tiene una complejidad de O(n3L). Una similar complejidad fue establecida por Kojima [16]
para un método siguiendo trayectoria y que resuelve un cierto problema de
complementaridad lineal. Monteiro y Adler también extienden su método para programacion

cuadratica convexa con una complejidad O(n3L) [22]. Finalmente, Ye [30] propone un

algoritmo primal para programacion cuadratica que requiere solamente 0(+/nL).

Ohi/ B
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6.2 Responsabilidad Etica

Conforme al codigo de ética de investigacion de la Universidad Nacional del Callao
aprobada por Consejo Universitario N| 210-2017-CU, en nuestra investigacion se verifico
su cumplimiento con la normativa institucional que regulan su proceso. Se procedi6 con el
rigor cientifico para su validacion, fiabilidad y credibilidad de los métodos y fuentes de

consulta utilizados con responsabilidad y transparencia en todo momento.

(&%
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CONCLUSIONES

A patrtir de los resultados obtenidos se ha podido establecer las siguientes conclusiones:

3. Con la apropiada eleccion del tamafio de paso B se consigue un decrecimiento en la
funcion ¢, proporcional a d. Ver (2.7)

4. Con las hipétesis B1 — B3 se garantiza que el problema (PD) posee solucién feasible
estrictamente positiva y también su problema homogenizado (HPD).

5. Se concluye que la funcion objetivo del problema (HPD) es 62 veces la funcién

objetivo del problema (HPD)
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RECOMENDACIONES

Se recomienda
1. Continuar con estas ideas para aplicarlas al Problema original, pero con otro tipo de
funcion potencial.

2. Continuar con estas ideas para aplicarlas al problema original, pero usando nuevas

formas de reescalamiento.

Ohi it
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Matriz de consistencia

ANEXOS

PROBLEMA

OBJETIVOS

HIPOTESIS

VARIABLES

METODOLOGIA

Problema General

¢Se podra plantear un algoritmo
nuevo que redna caracteristicas
de los tres grupos para resolver
un Problema de Programacion
Lineal?

Problema Especifico

¢Se puede plantear un nuevo
Algoritmo del tipo Proyectivo
para el Problema de
Programacion Lineal?

Objetivo general:

Plantear un Algoritmo Nuevo para un

Problema de Programacion Lineal.

Objetivo especifico:

Plantear un Algoritmo nuevo del tipo

proyectivo para resolver un Problema

de Programacion Lineal.

Hipdtesis general:

Dado el Problema de Programacion
Lineal

maximizar ct x
s.a

() Ax = b

x =20
Existe un algoritmo que lo resuelve

y que posee caracteristicas de

comunes de los tres grupos.

Hipdtesis especificas:
Dado el Problema de Programacion
Lineal (P),
maximizar ¢t x
S.a
(P s

x>0

b

Existe un Algoritmo Proyectivo que
de

con

resuelve el Problema

Programacion Lineal
caracteristicas comunes de los tres

grupos.

Variable Independiente:
El Problema de Programacioén Lineal

Variable Dependiente:

El Algoritmo Proyectivo

Nivel de Investigacién
Investigacion cientifica aplicada
Tipo de Investigacién:

Investigacion aplicada, cuantitativa
y transversal.

Disefio de la Investigacién:

El proyecto estd enmarcado en el
tipo de investigacion bésica. El
disefio de la investigacion a
desarrollar es tedrico y consiste en
obtener un esquema iterativo que
nos permita caracterizar a las
Trayectorias  Solucion de un
Problema de Programacién Lineal
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