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RESUMEN

En este trabajo se aplica los algoritmos con teoria de trenzas en el problema de plani-
ficacién de movimiento de un sistema mecanico multi-robot, es decir, para un sistema
mecanico conformado por una cantidad finita de robots méviles (por ejemplo veremos
para 3 robots) que navegan en cierto ambiente, dado un punto inicial y un punto final
para cada robot. Usamos trenzas para disefiar rutas de tal forma que los robots puedan
seguir simultaneamente de forma segura, sin colisionar, desde su punto inicial hasta su
posicion deseada.
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ABSTRACT

In this work we apply the algorithms together with the theory of braids in the motion
planning problem of a multi-robot mechanical system, that is, for a mechanical system
consisting of a finite number of mobile robots (for example we will see for 3 robots) that
navigate in a certain environment, given an initial and final position for each robot, we
use braids to design routes that the robots will follow simultaneously and safely, without
collisions, from their initial position to desired position.
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INTRODUCCION

El grupo de trenzas, fue introducido en 1947 por [Artin, 1947], donde hace rigurosa-
mente las primeras ideas intuitivas del tratamiento de las trenzas del plano, definido de
la siguiente manera:

vl v _ b
B, :={[Xi(2)]: Xi(Z) € B.} = Sisotopia
Siendo:

Bn =A{Xi(Z): Xi(Z) es una n-trenza}

De esta manera B,, junto con la operacién de concatenacién de trenzas, (B,, ), se le
conoce como el grupo de n-trenzas de Artin.

El grupo de trenzas de Artin fue objeto de estudio de varios trabajos relevantes en la To-
pologia Algebraica, por ejemplo: [Fadell and Van Buskirk, 1961], [Fox and Neuwirth, 1962],
[Van Buskirk, 1966], [Birman, 1969], [Birman, 1974].

En [Fox and Neuwirth, 1962], interpretan la definicién del grupo de trenzas de Artin
como el grupo fundamental del espacio de configuraciones no ordenado del plano Eucli-
diano R? y ademas extienden esto para definir el grupo de trenzas B,,(X) y el grupo de
trenzas puras P, (X) para cualquier espacio topolégico X:
F(X,n
B (X) :=m ((Tz))
P.(X) :=m(F(X,n))

Donde:
F(Xan) = {(l‘l,...,ﬂﬁn> e X" ‘ Li #xﬁ Vi ?éj}’

es el espacio de configuraciones ordenado de n puntos distintos en el espacio topolégico
X y X, es el n-ésimo grupo simétrico.

La definicién general que introduce Fox & Neuwirth, motivé a matematicos para ha-
cer un estudio de los espacios de configuraciones para variedades topoldgicas véase,
[Cohen, 2010], [Arnol'd, 1969], [Segal, 1973], [McDuff, 1975], y [Cohen and Taylor, 1978].

Recientemente, los espacios de configuraciones ordenados son usados en aplicaciones
en el area de la robdtica, mas precisamente, estos espacios son usados en el problema
de planificacién de movimiento para un sistema multi-robot sin colisiones de una cierta
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cantidad finita de robots que se mueven simultaneamente en un cierto espacio topo-
l6gico, véase los trabajos: [Farber, 2003], [Farber, 2004], [Farber, 2008], [Ghrist, 2001],
[Farber et al., 2007], [Farber and Grant, 2009], [Cohen and Farber, 2011],
[Gonzalez and Grant, 2015],  [Mas-Ku and Torres-Giese, 2015],  [Farber, 2018] e
[lpanaque Zapata and Gonzalez, 2020].

Es asi que, este trabajo consiste en usar trenzas para disefiar algoritmos 6ptimos, en
particular rutas de navegacién, para el problema de planificacién de movimiento para
un sistema mecanico multi-robot, o sea, para un sistema mecanico conformado por una
cantidad finita de robots méviles (por ejemplo veremos para 3 robots) que navegan en
cierto ambiente.
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|. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

En el estudio del problema de planificacién de movimiento de un sistema mecanico
multi-robot se construyen algoritmos que den rutas para que los robots puedan navegar
de forma segura, sin colisiones entre ellos, desde una posicién inicial hasta una posicién
final (deseada); sin embargo hasta la fecha no se tiene en cuenta en la literatura que
utilicen la teoria de trenzas para construir tales algoritmos.

Es asi que, este trabajo pretende usar la teoria de trenzas para disefiar nuevos algoritmos
en el problema de planificacién de movimiento para un sistema mecanico multi-robot,
0 sea, para un sistema mecanico conformado por una cantidad finita de robots méviles
que navegan en cierto ambiente.

1.2. Formulacién del Problema

1.2.1. Problema General

» ;De qué manera se puede aplicar los algoritmos con teoria de Trenzas en el Pro-
blema de Planificacién de Movimiento de un sistema mecanico multi-robot?

1.2.2. Problemas Especificos

= jDe qué manera se puede llegar a analizar el fundamento de la teoria de Trenzas y
el Problema de Planificaciéon de Movimiento de un sistema mecanico multi-robot?.

» jDe qué manera se puede llegar a identificar que una k-trenza se relaciona con una
ruta de navegacion en el Problema de Planificacion de Movimiento de un sistema
mecanico multi-robot conformado por k robots?.

= ;De qué manera se puede llegar a aplicar la teoria de Trenzas en el Problema de
Planificacién de Movimiento de un sistema mecanico multi-robot?.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

» Aplicar los algoritmos con teoria de Trenzas en el Problema de Planificacién de
Movimiento de un sistema mecanico multi-robot.



1.3.2. Objetivos Especificos

» Analizar el fundamento de la teoria de Trenzas y el Problema de Planificacién de
Movimiento de un sistema mecanico multi-robot.

= |dentificar que una k-trenza (en particular para k = 3) se relaciona con una ruta de
navegacion en el Problema de Planificacién de Movimiento de un sistema mecénico
multi-robot conformado por k robots.

= Aplicar la teoria de Trenzas en el Problema de Planificacién de Movimiento de un
sistema mecanico multi-robot.

1.4. Justificacion

Sea X el espacio de estados de un sistema mecanico, por ejemplo un robot que navega
en un ambiente (como en la Figura 1.1). En la robética, el problema de planificacion
de movimiento consiste en encontrar, disefiar un programa computacional (algoritmo
de planificacion de movimiento), el cual planifica el movimiento del robot, o sea, da
caminos especificos para que el robot automéaticamente pueda navegar desde un estado
inicial a cualquier estado deseado (vea Figura 1.1). Naturalmente, la planificacién de
movimiento depende del espacio topolégico X.

Figura 1.1: Planificacién de movimiento

Posicion g
final

Al

L
Posicidn
inicial

Fuente: Elaboracién del Autor

Especificamente, un algoritmo de planificacién de movimiento para X es una aplicacién
que atribuye a cada par de estados del sistema (estado inicial y estado deseado) un mo-
vimiento continuo del sistema empezando en el estado inicial y terminando en el estado
deseado. Una condicién extra en los algoritmos es que con una pequefia perturbacion en
el par de estados del sistema resulte en una pequefia perturbacién del movimiento del
sistema.

El problema de planificacion de movimiento tiene muchas aplicaciones industriales,
como lo muestra [Farber, 2008], [Desrochers, 2012], [lagnemma and Dubowsky, 2010],
[Ilvancevic and Ivancevic, 2005], [Latombe, 2012], en sus trabajos.
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Usando herramientas de Topologia Algebraica, Michael Farber en su articulo [Farber, 2003]
presenta un desenvolvimiento topolégico al problema de planificacion de movimiento.
Desde ese entonces, este problema de planificacion de movimiento se torna en una de
las areas mas activas de investigacion en topologia aplicada.

En ese sentido la presente investigacion se desarrolla dentro de la topologia algebraica,
quedando justificado, puesto que podemos observar que una ruta de navegacién para un
sistema multi-robot conformado por k robots méviles (por ejemplo veremos para k = 3)
que navegan en cierto ambiente puede ser visto en particular como una k-trenza del
espacio de estados X. Resaltamos que en los trabajos [Mas-Ku and Torres-Giese, 2015],
[Farber, 2018] y [Ipanaque Zapata and Gonzalez, 2020] los autores no usan la teoria de
trenzas para construir sus algoritmos. De manera que, nuestro trabajo consistirad en usar
trenzas para disefiar nuevos algoritmos 6ptimos, en particular nuevas rutas de navegacion,
para el problema de planificacion de movimiento para un sistema mecanico multi-robot.

1.5. Delimitantes de la Investigacion

1.5.1. Teobrica

Debido a la naturaleza del tema no se ha podido encontrar literatura publicada en este
enfoque.

1.5.2. Temporal

No hay limitacién temporal, porque la teoria permanece en el tiempo no se altera.

1.5.3. Espacial

No se presentan limitantes espaciales por ser una investigacién teérica.



1. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1. Internacionales

Usando herramientas de Topologia Algebraica Farber, M. (2003) [Farber, 2003] men-
ciona: La robdtica topoldgica es una nueva disciplina matematica que estudia problemas
topoldgicos inspirados en la robética y la ingenieria, asi como problemas de robética que
requieren herramientas topolégicas. Es parte de una area de investigacion mas amplia
de reciente creacion denominada “topologia computacional”. Este altimo estudia los pro-
blemas topoldgicos que aparecen en la informatica y los problemas algoritmicos en la
topologia.

Los autores Fox, R. and Neuwirth, L. (1962) [Fox and Neuwirth, 1962] interpretan
la definicion del grupo de trenzas de Artin como el grupo fundamental del espacio de
configuraciones no ordenado del plano Euclidiano R? y ademas extienden esto para definir
el grupo de trenzas y el grupo de trenzas puras para cualquier espacio topolégico X.

Los autores Zapata, C. and Gonzalez, J. (2020) [Ipanaque Zapata and Gonzalez, 2020]
construyen algoritmos para un sistema multi-robot, en particular, dan la ruta que los
robots siguen para navegar de forma segura, sin colisiones entre ellos, desde una posicién
inicial hasta la posicién final.

2.1.2. Nacionales

Cerin Soto (2013) [Cerin Soto, 2013]. En su tesis de licenciatura titulada: Representacién
finita del grupo trenzas puras; sefiala que el objetivo principal de ésta tesis es presentar
el subgrupo de trenzas puras P,, mediante un niamero finito de generadores, y asimismo
obtener el orden de éste subgrupo y presentar el centro como subgrupo ciclico infinito
para n > 3. En este caso, los grupos de homotopias de los espacios de configuraciones
constituyen una herramienta importante para el autor.

Bravo Quispe (2013) [Bravo Quispe, 2013].En su tesis de licenciatura titulada: Sobre el
grupo de trenza para RP?. Present6 un estudio basicamente sobre grupos de trenzas
de Artin B,,, ademas de introducir los espacios de configuraciones F,,(M) y F,.(M)/%,
para una variedad topolégica M. En particular para M = R? muestra que los grupos
fundamentales de los espacios F,,(R?) y F,(R?)/ > son isomorfos a los grupos de
trenzas puras P, y grupos de trenzas de Artin B,, respectivamente.



2.2. Bases tedricas

Con la finalidad de tener una bateria amplia de teorias para la resolucién de los objetivos
en el presente trabajo, se seguird los siguientes trabajos: [Artin, 1947],
[Fox and Neuwirth, 1962],  [Kosniowski, 2021],  [Farber, 2008],  [Farber, 2003],
[lpanaque Zapata and Gonzalez, 2020], [Zapata and Gonzalez, 2020] y
[Zapata and Pérez, 2021].

Definicién 2.2.1 (Homotopia entre aplicaciones). Sean f,g : X — Y aplicaciones
continuas. Se dice que f es homotdpica a g, denotado por f ~ g, si existe una
aplicacion continua F' : X x [0,1] — Y tal que F(x,0) = f(z) y F(z,1) = g(z),
para cualquier z € X.

Definicion 2.2.2 (n-trenzas). Una n-trenza o una trenza con n cuerdas es un con-
junto de n cuerdas X;(z)(i = 1,2,3,...,n) sin intersecciones (de ahi, X;(z) # X;(2),
con i # j).

Definicion 2.2.3 (Trenzas y trenzas puras de Artin). El conjunto cociente, mediante
la relacion de isotopia de n-trenzas:

Bn

B, = {[Xi(Z2)]: Xi(Z) € B} = Sisotopia’

siendo:
Bn :=1{Xi(Z): Xi(Z) es una n-trenza},

junto con la operacion de concatenacion de trenzas, (B,,-), se le conoce como el
grupo de n-trenzas de Artin. Cada clase X = [X;(Z)] tiene una permutacion ox del
grupo simétrico 3,,.

El conjunto de clases que tienen como permutacion el elemento identidad de ¥, es
un subgrupo de B,,, llamado el grupo de trenzas puras de Artin y es denotado por

P,, o sea,
P,={X=[X;(2)] € B, : ox =1},

donde 1 € ¥, es la permutacion identidad.

Teorema 2.2.4. |Fox and Neuwirth, 1962]

B, = m(———

I

P, 71 (F(R?, n)).

Donde:
FR%,n) = {(21, ., 2a) € (RY)" | @i £ 25, Vi # j),

es el espacio de configuraciones ordenado de n puntos distintos en el espacio topol6gico
R2.

Yn: Es el n-ésimo grupo simétrico.



B,.: n-ésimo grupo de trenzas de Artin.

P,.: n-ésimo grupo de trenzas puras de Artin.

El problema de planificacién de movimiento puede ser formalizado como sigue (ver
[Farber, 2003]). Sea PX el espacio de todos los caminos continuos ~y : [0,1] — X en

X . Denotaremos por:
m:PX > X xX

la aplicacién que lleva cualquier camino v € PX al par de sus puntos inicial y fi-
nal, 7(y) = (7(0),~(1)), donde el espacio de caminos PX es dotado de la topologia
compacto-abierta. El problema de planificacién de movimiento en X consiste en en-
contrar una aplicacién (no necesariamente continua) s : X x X — PX tal que la
composiciéon ™o s = 1y, x es la aplicacién identidad. En ese caso, se dice que s es un
algoritmo de planificacién de movimiento en X . Un tal algoritmo s es llamado continuo
si la aplicacién s : X x X — PX es continua.

Uno de los resultados principales probado por Farber en [Farber, 2003] afirma que existe
un algoritmo de planificaciéon de movimiento continuo solamente cuando el espacio de
estados es contractil.

Teorema 2.2.5. [Farber, 2003] Existe un algoritmo de planificacién de movimiento

continuo
s: X xX—=PX

si, y solamente si, X es contractil.

Por el Teorema 2.2.5, obtenemos que en un espacio topolégico no contractil, cualquier
algoritmo es discontinuo. Por este hecho, Michael Farber en [Farber, 2003] define la com-
plejidad topoldgica para X, el cual es un invariante homotépico que mide la complejidad
del problema de planificacién de movimiento, especificamente, mide la discontinuidad de
los algoritmos.

Definicién 2.2.6 (Complejidad topolégica). [Farber, 2003] Para X un espacio topo-
logico, la complejidad topoldgica de X, TC(X), es el menor entero positivo k para
lo cual

k

Xxx=Ju,

i=1
donde U; es abierto y existe una aplicacién continua s; : U; — PX satisfaciendo
mos; = incly,, donde incly, : U; — X x X es la aplicaciéon inclusion, 1 <17 < k.
Cada s; es llamada un algoritmo de planificacion de movimiento local. En el caso
que exista tal k, denotaremos TC(X) = k. Caso contrario TC(X) = oc.

Note que, la complejidad topol6gica para un espacio topolégico X es el menor namero
de algoritmos locales continuos definidos sobre abiertos que cubren X x X.

Teorema 2.2.7. |Farber, 2003] TC(X) depende solamente del tipo de homotopia
de X, o sea, si X es homotdpico a Y, entonces

TC(X) = TC(Y).
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2.2.1. Preliminares Algebraicos

Definicion 2.2.8 (Relacién). Una relacion en un conjunto X es un subconjunto R de
X x X. Diremos zRy si (z,y) € R.

Definicion 2.2.9 (Relacién de equivalencia). Una relaciéon R en X es una relacion de
equivalencia si cumple las tres condiciones siguientes:

(i) xRx,Vo € X (Reflexiva);
(i) si xRy entonces yRx (simétrica);
(iii) si xRw y wRz entonces xRz (Transitiva).

Definicion 2.2.10 (Clase de equivalencia). Sea R una relacién de equivalencia en el
conjunto X. La clase de equivalencia de x € X es el conjunto

] ={y € X : yRx}.

OBS 2.1. Si R es una relacion de equivalencia en X, entonces cada elemento de X
pertenece exactamente a una clase de equivalencia.

Definiciéon 2.2.11 (Operacién binaria). Una operacién binaria en un conjunto X es
una aplicacién
X x X=X, (vy) =y

Definiciéon 2.2.12 (Grupo). Un grupo, (G, ), es un conjunto G junto con una operacién
binaria - : G x G — G que satisface las tres condiciones siguientes:

1) existe un elemento 1 € G, tal que: g-1 =g =1-¢g = g, Vg € G (Elemento
neutro);

2) para cada g € G existe un elemento g7' € G, el inverso de g, tal que g- g7! =
g~' - g =1 (Elemento inverso);

3) Vg1, 992,93 € G se cumple (g1 - g2) - 93 = g1 - (92 - g3) (Asociativa).

2.2.2. Preliminares Topolégicos

Definicién 2.2.13 (Espacios Topol6gicos). Sea X un conjunto y 7 una coleccién de
subconjuntos de X que cumpla:

)oer, Xer
ii) la interseccion de dos miembros de 7 es de T

i) la unién de cualquier coleccién de miembros de 7 es de 7.



El conjunto X junto con 7 se llama un espacio topoldgico y se denota por (X, 7), o
simplemente, 7 o X. Se dice que 7 es una topologia en X. Los miembros U € T se
llaman los conjuntos abiertos de .

Definicién 2.2.14 (Conjunto interior). Para cualquier subconjunto A de un espacio
topolégico X podemos considerar el mayor conjunto abierto contenido en A, lo desig-
naremos por int(A) y se llama el interior de A, es decir:

int(A) = U U, con Uabierto.
UCA

Note que, z( € int(A) si y solo si existe un conjunto abierto U C A tal que zy € U.

Definicién 2.2.15 (Conjunto cerrado). Un subconjunto C' de un espacio topolégico X
se dice que es cerrado si y solo si X \ C es abierto.

Teorema 2.2.16. i) ¢ y X son cerrados.
ii) la unién de dos conjuntos cerrados es cerrado.

iii) la interseccion de una coleccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado.

Definicién 2.2.17 (Conjunto clausura). Para cualquier subconjunto A de un espacio
topolégico X podemos considerar el menor conjunto cerrado que contiene a A, éste
conjunto se denota por A y se llama la adherencia o clausura de A. Note que,

A= ﬂ F, con F cerrado.
F

Lema 2.2.18. Tenemos que x € A si y solo si todo conjunto abierto U que contenga
ax, secumple UNA # @.

Definicién 2.2.19 (Vecindad). Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto V' C X
con x € V se dice que es una vecindad de x si existe un conjunto abierto U tal que
relUCV.

Definicion 2.2.20 (Aplicacién continua). Una aplicacién f : X — Y entre dos espacios
topoldgicos se dice que es continua si la imagen inversa f~!(U) de todo conjunto abierto
U de Y es abierto en X.

Teorema 2.2.21. Una aplicacion f : X — Y es continua si, y solo si, para todo
subconjunto cerrado C' de Y, la imagen inversa f~'(C) es cerrado en X.

Teorema 2.2.22. Sean X,Y y Z espacios topoldgicos. Si f : X — Y yg:Y — Z
son aplicaciones continuas, entonces la composicion h = go f : X — Z es también
continua.

Teorema 2.2.23 (Lema de pegamento). Sean X e Y espacios topolégicos y sean A y
B cerrados en X, tales que, X = AU B. Supongamos que f : A —-Y yg: B—=Y
son funciones continuas, tales que, f(x) = g(x), Vo € AN B. Entonces la funcion
h: X —Y, definida por:

| flz), size A
hw) = { g(x), siz e B.

es continua.



OBS 2.2. El Teorema 2.2.23 vale para el caso en que A y B son abiertos en X.

Definicion 2.2.24 (Topologia inducida). Sea S un subconjunto de un espacio topolé-
gico (X, 7). La topologia inducida en S por la topologia de X, denotada por 7g, es la
familia de los conjuntos de la forma U NS, para todo conjunto abierto U de X, es decir,

. ={UNS: Ue€r}.
La topologia 75 es llamada también topologia relativa sobre S.

Definicién 2.2.25 (Homeomorfismo). Sean X e Y espacios topoldgicos. Decimos que
X e Y son homeomorfos si existen aplicaciones continuas f : X - Yvyg:Y — X

talesque fog=1y ygo f = 1x.

En ese caso, escribiremos X = Y y diremos que f y g son homeomorfismos entre X e
Y.

Proposicion 2.2.26. Sean X e Y espacios topoldgicos. Una aplicacion f : X — Y es
un homeomorfismo si y solamente si
i) f es biyectiva
ii) f es continua
iii) Su inversa f~! es también continua.
Lema 2.2.27.
i) Si S es abierto en X, todo subconjunto abierto de S con la topologia inducida es
abierto en X.

i) Si S es cerrado en X, todo subconjunto cerrado de S con la topologia inducida
es cerrado en X.

Definicién 2.2.28 (Topologia cociente). Supongamos que f : X — Y es una aplica-
cién sobreyectiva de un espacio topolégico X en un conjunto Y. La topologia cociente
en Y respecto a f es la familia

7 ={U CY: f7'(U) es abierto en X}.

Note que 77 es la mayor topologia en Y de tal manera que f sea continua.

Teorema 2.2.29 (Propiedad del cociente). Sea f : X — Y una aplicacién y suponga-
mos que Y tiene la topologia cociente respecto a f. Entonces, una aplicacion g : Y — Z
de Y en un espacio topoldgico Z es continua si y solo si g o [ es continua.

Definicién 2.2.30 (Topologia producto). Sean X e Y espacios topoldgicos. El espacio
producto X x Y es el conjunto X X Y con la topologia

TXxY = {U UxV: U es abierto en X y V es abierto en Y'}.
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Definicién 2.2.31 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topolégico (X, 7) es de Haus-
dorff si para cualesquier par de puntos x1, 25 € X, 21 # x5, existen abiertos V; y V, de
Xtalquex, € Vi, zo e Voy Vinly =@,

Definicién 2.2.32 (Cobertura). Una coleccion A = {A, : « € I} de subconjuntos de
X es una cobertura de X si
X =[] A

ael

Una cubertura de X es llamada abierta si los elementos de la cobertura son subconjuntos
abierto de X.

Definicién 2.2.33 (Espacio compacto). Un espacio topoldgico X es compacto si, para
cualquier A = {A, : « € I} cobertura abierta de X existen oy, as, as,...,«, € I tal
n

que X = U A,
i=1

Definicion 2.2.34. Sea Y un subespacio del espacio topolégico X. Una coleccién
A={A,: «a € I} de subespacios de X, es una cobertura de Y si

Y c A

Lema 2.2.35. Sea X espacio topolégico, Y C X subespacio. Tenemos que Y es
compacto si y solo si para cualquier A = {A, : « € I} cobertura de'Y por abiertos de

X, existen oy, i, i3, ..., € I tal queY C UAai.
=1

Proposicion 2.2.36. Sea X un espacio topologico compacto e Y un subespacio de X .
Si'Y es cerrado, entonces Y es compacto.

Proposicion 2.2.37. Sea X un espacio de Hausdorff. Si'Y es subespacio compacto de
X, entonces Y es cerrado.

Ejemplo 2.1. El intervalo [0, 1] C R es compacto.

Definicién 2.2.38 (Espacio conexo). Un espacio topolégico X es conexo si los tnicos
subconjuntos de X que son abiertos y cerrados a la vez son @y X.

Teorema 2.2.39. Un espacio topolégico X es conexo si y solo si X no es la union de
dos subconjuntos abiertos disjuntos no vacios de X .

Definicién 2.2.40 (Camino). Un camino en X es una aplicacién continua f : [0, 1] —
X. El punto f(0) se llama origen del camino y el punto f(1) se llama final del camino.
Decimos que f es un camino de f(0) a f(1) (algunos autores usan el termino Arco en
lugar de camino).

OBS 2.3. Camino es la aplicacién y no la imagen f([0,1]). La imagen se llama curva
en X.
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Lema 2.2.41.

— . —
a) Si f es urz_camino en X y f esta definido por f(t) = f(1 —1t) parat € [0,1],
entonces f es también un camino.

b) Si f y g son dos caminos en X tales que el punto final de f coincide con el origen
de g, la funcion f x g : [0,1] — X definida por:

f2t), si

1

0 a7

(f*g)) = 1 2
5 1

<t<

7

es un camino. Tal camino f * g es conocido como el producto o concatenacion de
los caminos f y g.

Definicion 2.2.42. Se dice que un espacio topolégico X es conexo por caminos o
arco-conexo si dados dos puntos cualesquiera xg, z; € X existe un camino en X de xg
a Tq.

Ejemplo 2.2. R™ con la topologia usual es arco-conexo.

Teorema 2.2.43. La imagen de un espacio arco-conexo por una aplicacion continua es
arco-conexo.

Corolario 2.2.44. Sean X e Y espacios topolégicos homeomorfos. Tenemos que X es
arco-conexo si y solo si Y es arco-conexo.

2.2.3. Preliminares de Topologia Algebraica

Definiciéon 2.2.45. Sean f,g : X — Y aplicaciones continuas. Se dice que f es
homotdpica a g, denotado f ~ g, si y solo si existe una aplicacién continua H : X X
[0,1] = Y tal que:

H(z,0) = f(z), Vxe X,

H(z,1) =g(z), VzreX.

A la aplicaciéon H se le denomina homotopia de f a g, denotado por H : f ~ g.

Sea Map(X,Y) ={f: X — Y | f esuna aplicacién continua } el conjunto de todas
las aplicaciones continuas de X en Y.

Proposicion 2.2.46. La relacién ~ es una relacion de equivalencia en el conjunto
Map(X,Y).

Esta relacién de equivalencia ~ divide al conjunto Map(X,Y) en clases de equivalencia
denominadas clases de homotopia (de aplicaciones). El conjunto cociente, es denotado

por:

X.y] = MaplX.Y)

~

y conocido como el conjunto de clases de homotopia.
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Definicion 2.2.47. Una aplicacién continua f : X — Y es una equivalencia homoté-
pica si existe una aplicacién continua g : Y — X tal que go f ~1xy fog>~1y. Tal
g es llamada inversa homotdpica de f.

Se dice que dos espacios topolégicos X e Y son homotépicos o del mismo tipo de
homotopia, denotado X ~ Y, si existe una equivalencia homotépica f: X — Y.

Definicién 2.2.48 (Homotopia relativa). Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas y
A C X. Se dice que f es homotdpica a g relativo a A, denotado f ~ ¢ rel A, si existe
una aplicacién continua H : X x [0,1] — Y tal que

H(z,0) = f(z), Vxe X;
H(z,1)=g(z), VzeX;
H(a,t) = f(a), Yae€ AVte|0,1].

Tal aplicacién H se denomina homotopia relativa  a g respecto de A, denotado por
H: f~gqgrel A

OBS 2.4. Si f ~ g rel A entonces f(a) = g(a),Va € A.

Proposicion 2.2.49. La relacion ~ rel A es una relacion de equivalencia en el conjunto
Map(X,Y).

Esta relacion de equivalencia ~ rel A divide al conjunto Map(X,Y) en clases de equi-
valencia denominadas clases de homotopia relativa y el conjunto cociente es denotado

por

Map(X,Y)
XY |p=——-+
[ Y ]A ~ rel A Y

y conocido como el conjunto de clases de homotopia relativa.

OBS 2.5. Note que [X,Y]s = [X,Y].

Recordemos del Lema 2.2.41, que si f y g son dos caminos en X tales que f(1) = g(0),
entonces el producto de f y g es el camino f * g definido por:

f(2t), Si

1

0 =

(f*g)(t) = 1 2
5 1

Definicién 2.2.50. Un espacio topoldgico con punto base es un par (X, xq), donde X
es un espacio topolégico y xg € X. En ese caso se dice que X es un espacio topoldgico
punteado con punto base x.

Definicién 2.2.51. Sea (X, zg) un espacio topolégico con punto base. El espacio de
lazos de X basado en z esta dado por:

Q(X, x0) = {a € Map([0,1], X) : a(0) =a(l) =z}

12



Definicion 2.2.52. Para X un espacio punteado con punto base xy consideremos el
conjunto de clases de homotopia:

Q(X, .To)
(X, x = .

1(X, o) ~ rel {0,1}

Note que la multiplicacién de caminos * en Q(X, x) induce una operacién binaria en
(X, xp), osea, induce una aplicacién de la forma:

(X, o) X (X, 20) = QX z0)
(AL [a]) — #([A], [a]) = [ af

Teorema 2.2.53. Para (X, xy) un espacio topolégico con punto base, tenemos que el
par

(1(X, o), *)
es un grupo, con elemento neutro la clase de homotopia del camino constante [Tg] y
para cada clase |« su inverso es la clase del camino inverso [<E]
Teorema 2.2.54. Sean x(,r; € X. Si existe un camino en X de xy a x1, entonces los
grupos w1 (X, zo) y m1(X, x1) son isomorfos.

Definicién 2.2.55. Sean E y B espacios topolégicos y p : £ — B una aplicacién
continua. Un conjunto abierto U en B se dice que estd regularmente cubierto si su
imagen inversa

p (V) =JVi

i€l

donde los V; son abiertos disjuntos de E tal que la restriccion p
homeomorfismo, para cada i € 1.

v;: Vi = U es un

Definicién 2.2.56 (Aplicacion cubriente). Sean E'y B espacios topoldgicosy p : E —
B una aplicacién continua. Diremos que p es una aplicacion cubriente o de recubrimiento
si para cada b € B existe un abierto V, de b en B que esta regularmente cubierto por p.

OBS 2.6. Si p : E — B es un recubrimiento, entonces p es sobreyectivo. El espacio
topolégico E es conocido como espacio total y B es conocido como el espacio base.
También de dice que E es un recubrimiento para B. Al subespacio p~!(b), con b € B, se
denomina la fibra respecto a b € B. En el caso que, by € B sea el punto base, entonces
F = p~Y(by) es llamado la fibra de p.

Definicion 2.2.57 (G-espacio). Sea G un grupo y X un espacio topolégico, decimos
que X es un G-espacio si existe una aplicacién ¢ : G x X — X tal que:

i) ¢(e,x) = x,Vo € X. Donde e denota la identidad del grupo G.
i) ©(g1,0(92,7)) = (9192, ), V91,92 € G,Vr € X.

iii) Para cada g € G la aplicacién

pg: X =X
z— pg(z) = ¢(g,T)
es continua.
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Tal aplicacién ¢ se le llama una accion de GG sobre X. Se dice también que G actia
sobre X.

OBS 2.7. Si ¢ : G x X — X es una accién de G sobre X, para cada g € G, la
aplicacién ¢, es un homeomorfismo con inversa ¢ -1.

OBS 2.8. Toda accién ¢ : G x X — X induce una relacién de equivalencia ~ en X
de la siguiente manera: Para 2,y € X, x ~ y si existe g € G tal que y = ¢(g,z). El

conjunto cociente es denotado por — y es conocido como el espacio de 6rbitas. Cada

clase de equivalencia [z] es llamada la 6rbita de z € X.

X
La aplicacién al cociente ¢ : X — o q(z) = [z], induce la topologia cociente 7, sobre
X X
o Recordemos que 7, = {U C o ¢ }(U) es abierto en X}.

. . : . . X
Proposicion 2.2.58. Sea X un G-espacio. La proyeccion al cociente q : X — el es

. : : X :
una aplicacion abierta, osea, q(V') es abierto en — para cada abierto V en X.

G

Definicién 2.2.59. Decimos que una accién o de G sobre X es propiamente discontinua
si, para cada x € X, existe un abierto V,, de z en X tal que ¢, (V) Nyn(Vy) = @,
Vg,h € G, con g # h.

OBS 2.9. La condicién ¢y(V,) Nyn(Vy) = @, Vg, h € G, con g # h es equivalente a
0(Voa) NV, =@,Vg € G, con g # e.

Proposicion 2.2.60. Sea X un GG-espacio. Si la accion de G sobre X es propiamente

discontinua, entonces la aplicacién proyeccién al cociente q : X — rel es una aplicacion

de recubrimiento.

2.2.4. Espacio de Configuraciones

Sea M un conjunto no vacié. Para k > 1 se define el siguiente conjunto,

Conf(M, k) = {(mq,...,mp) € M* : m; # m;,Vi# 5} C MF.

Donde M* = M x --- x M (k-veces) es el k-enésimo producto cartesiano de M.

Definicién 2.2.61 (Espacio de configuraciones ordenado). Sea M un espacio topolégi-
coy k > 1. El conjunto Conf(M, k) es un subespacio (con la topologia relativa) de M*.
El cual es denominado el espacio de configuraciones ordenado de k-puntos distintos en
M.

Ejemplo 2.3.
» Conf(R",2) ~ S"~1 VYn > 1.

14



» Conf(S™,2) ~ S", para cadan > 1.
» Conf(G,k+1) = G x Conf(G — {e}, k), para cualquier grupo topolégico G.
Proposicion 2.2.62. Sean X,Y espacios topolégicos. Si X =Y, entonces
Conf(X, k) = Conf(Y, k),
para cada k > 1.

Sea Y, el grupo de permutacionesde {1, ..., k}. Tenemos que 3;, acta sobre Conf(M, k)
mediante la accién ¢ : ¥ x Conf(M, k) — Conf(M, k) dada por

(o, (my,....mE)) = (Me-1(1), - - -, Me-1(1))-

Definicion 2.2.63 (Espacios de configuraciones no ordenados). El espacio de confi-
guraciones no ordenado de k puntos distintos en M, denotado por UConf(M, k), esta
dado por el espacio cociente

UConf(M, k) — M
k

2.2.5. Teoria de trenzas

En esta seccién usaremos la notacién de [Zapata, 2014].

Definicion 2.2.64 (Cuerda). Una cuerda es el subconjunto {(X(z),2) € R®: 2 € R}
donde X : R — R? es una aplicacién continua tal que existen a,b € R con

X(z) = Xt V2>
X(z) = X ,Vz<a.

En ese caso, se dice que X es una cuerda y X', X~ son llamados los extremos de la
cuerda.

Definicion 2.2.65 (n-trenza). Una n-trenza es un conjunto de n cuerdas X; (i =
1,2,...,n) sin intersecciones, osea, X;(z) # X,(z), con i # j, para cada z € R.

Definicién 2.2.66 (S-isotopia). Dos n-trenzas X;, Y;, son llamados fuertemente iso-
tépicas o S-isotdpicas si existen n funciones continuas H; : R X [¢;, d;] — R? con las
siguientes propiedades:

1. La coleccion {H;(—,t)}!; es una n-trenza, para cada t € [¢;, d;].

2. Hi(z,¢;) = Xi(2) y Hi(z,d;) = Y;(z), paracada z € R, paracadai=1,...,n.

Denotemos por

Bn={X ={X;}.,: donde X es una n-trenza}.
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Teorema 2.2.67. La relacién S-isotopia es una relacion de equivalencia en el conjunto
B

Teorema 2.2.68. Sea g : R X [¢,d] — R una aplicacién continua tal que

lim g,(z) = +o0

Z—+00

lim_g,(=) = —oc,
Z—>—00

para cada s € [c,d]. Donde, gs(z) = g(z,s), para cada z € R.

Si X € B, entonces X o g(—,s) € B,, para cada s € [c,d] y son todas S-isotdpicas a
X.

Corolario 2.2.69. Sea X una n-trenza y H : R — R una aplicacién continua tal que

lim H(z) =400

Z—+00

lim H(z) = —o0.

Z—r—00

Entonces, las n—trenzas X y X o H son S-isotépicas.

Corolario 2.2.70. Una n-trenza X es S-isotopica a X o T,, para cualquier a € R.
Donde T,(z) = z + a,Vz € R.

Corolario 2.2.71. Una n-trenza X es S-isotopica a X o T, para cualquier a € R.
Donde T(z) =| z | +a,Vz € R.

Definicién 2.2.72. Se dice que dos n-trenzas X = {X;}I, y Y = {Y;}, se pueden
componer si {Y, "}, — {X; }i_y.

Sean X = {X;}, y={Y;}, dos n-trenzas que se pueden componer. Considere a y
b tales que

Xi(z4+a) = X ,Vz2>0;
Yi(z4+a) = YT Vz<O0.

Definamos la n-trenza producto X «Y = {(X xY);}!_,, donde,

Xi(z+a), z>0;
(X*Y)i(Z):{ Yi((z+a)), 2 <0.

Seap = (p1,...,pn) € Conf(R? n) y consideremos 2 = {X = {X;}, € B, {X;"}, =
{X;7 1, =A{pi}~,}. Note que cualesquier X,Y € (P se pueden componer. Considere-
mos también el conjunto cociente

o
" S-isotopia’
Tenemos que el producto * induce una operacion binaria en B,,:
x:B,x B, > B,
(X [Y]) = #([X], [Y]) = [X = Y].
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Figura 2.1: Trenzas que se pueden componer.

Fuente: Elaborado por el autor

Proposicién 2.2.73. El par (B, *) es un Grupo.

El grupo (B, *) es conocido como el n-ésimo grupo de trenzas de Artin. A cuyos
elementos se le denomina trenzas. Esto es, trenzas es una clase de n-trenzas.

OBS 2.10. Note que, si [X] € B, entonces existe una Gnica permutacién o € ¥, tal

que
XZ('Z) = Di, VZ Z b7
Xi(2) = pogy, Yz <a.

o es llamado la permutacion de la trenza [X] € B,,. Denotada también por 0 = ox =

O'[X}.

Definamos la aplicacion:
Yv:B, > X%,
[(X] — ¥[X] =ox.

Proposicion 2.2.74. Tenemos que ) : B,, — Y, es un epimorfismo de grupos.

Definicion 2.2.75. Se define el grupo de n-trenzas puras de Artin, denotado por P,
como el nicleo del epimorfismo v : B, — X, osea,

P, = Ker(v).
Note que, Ker(¢)) = {[X] € B,,: ox =1}, donde 1 € ¥, es la permutacion identidad.

Teorema 2.2.76 (Isomorfismo de Fox-Neuwirth). Para k > 1, existen los siguientes
isomorfismos de grupos:

o m(ConflR% k) — P
[7] = ] = (X
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V¥ m(UConf(R%: k) — By
[ = Y] = [Xi]

2.2.6. Complejidad Topolégica

En esta seccion vamos usar el trabajo [Zapata and Pérez, 2021].

Definicion 2.2.77 (Seccién transversal). Sea f : X — Y una aplicacién continua.
Llamamos una seccién transversal local de f sobre U C Y a una aplicacién s : U — X
de modo que f o s = incly, donde incly : U — Y denota la aplicacion inclusion.
Si U = Y entonces se dird simplemente una seccion transversal en lugar de seccién
transversal local sobre Y.

Para X un espacio topolégico, consideremos la aplicacion e : Map([0,1], X) — X x X
dada por:

e(v) = (7(0),~(1))-
Definicién 2.2.78. Un algoritmo de planificacién de movimiento en X es una seccién
transversal de la aplicacion e.

Un espacio topoldgico X es llamado contractil si la aplicacion identidad 1y es homoté-
pica a una aplicacion constante T : X — X, To(z) = xo, Vo € X.
Lema 2.2.79. Un algoritmo de planificacién de movimiento continuo en X existe si y

solo si el espacio topologico X es contractil.

Definicion 2.2.80. La complejidad topolégica de un espacio topolégico X, denotado
por TC(X), es el menor entero positivo n tal que el producto cartesiano X x X puede
ser cubierto por n subconjuntos abiertos:

XxX=UU---UU,,

de modo que, para cada i = 1,...,n, existe un algoritmo local continuo s; : U; —
Map([0, 1], X), osea, e o s; = incly,. Si tal n no existe entonces escribiremos TC(X) =
0.

Note que toda coleccion {s; : U; — Map([0,1], X)}%_,, donde cada U; C X x X es
subconjunto abierto y eo s; = incly, y X x X = Uy, U---UU,, induce un algoritmo
de planificacion de movimiento en X, dado por s : X x X — Map([0,1],X), con

s(z,y) = si(x,y), donde i es el menor indice de los abiertos U; tal que (x,y) € U;. En

ese caso escribiremos s = {s; : U; — Map([0,1], X)}%_,.

Se dice que un algoritmo s = {s; : U; — Map([0,1], X)}%_, es éptimo si k = TC(X).

Proposicion 2.2.81. Si existen aplicaciones continuasY 2% X Ly tal que fog ~ 1y,
entonces las complejidades topoldgicas satisfacen la siguiente desigualdad,

TC(X) > TCY).
En particular, si X y'Y tienen el mismo tipo de homotopia, entonces TC(X) = TC(Y).
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Prueba. Ver el esquema de la Figura 2.2

Figura 2.2: Complejidad topoldgica.

H:¥x[0,1]= Y, Hy= fog, Hy =1y

H(y,—):[0,1] =Y }i—-(yl, —):[0,1] =7, }E{y‘h_)(g} = H{y,1—

Y < v

Y2
- nyﬂf _J'
9 a(w) b
— | slglm) glw)) . flglyz))
H(yls _)
glw) wn
! flgl(wm))

&
(9(ya), glye)) € U—> PX
(ay2) €V

V=(gxg) U)CY =¥ UcXxX

Fuente: Elaborado por el autor

Proposicién 2.2.82. [Gonzilez and Grant, 2015] Para d > 2 y k > 2, tenemos:

2k — 1, sid es impar;

d —
TC(Conf(R", k)) = { 2k —2, sid es par.

2.3. Marco Conceptual

Denotaremos por:
e:Map([0,1},X) - X x X

la aplicacién que lleva cualquier camino v € Map([0, 1], X) al par de sus puntos inicial
y final, e(v) = (7(0), (1)), donde el espacio de caminos Map([0, 1], X) es dotado de la
topologia compacto-abierta. El problema de planificaciéon de movimiento en X consiste
en encontrar una aplicacién (no necesariamente continua) s : X x X — Map([0, 1], X)
tal que la composicion eo s = 1, x es la aplicacion identidad. En ese caso, se dice que
s es un algoritmo de planificaciéon de movimiento en X. Un tal algoritmo s es llamado
continuo si la aplicacién s : X x X — Map([0, 1], X) es continua.

Este Map([0, 1], Conf(R?,n)) seréa identificado por las trenzas, para lo cual se aplicara
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el resultado del teorema de [Fox and Neuwirth, 1962,
F(R?,n
Bn = 7T1< (En ))7
P, = m (F(R*n)).

2.4. Definicién de términos basicos

A continuacién, daremos algunas definiciones que nos serviran como base para el desa-
rrollo de esta investigacién.

Definicién 2.4.1 (Homotopia entre lazos). Sean A, : [0,1] — X lazos basados en
zg, 0 sea, A(0) = A(1) = 2o y 7(0) = 7(1) = x¢. Se dice que A es homotdpico a
relativo {0, 1}, denotado f ~ g rel {0, 1}, si y solo si, existe H : [0,1] x [0,1] — X
aplicacion continua tal que

H

\_/

f(z), Ve e X
g(x), Ve e X
H(l,t) = Ty, vVt € [O, 1]

H

(z,
H{z, )
(0,1)
A la aplicacion H se denomina homotopia de A a ~y relativo {0,1}, denotado H :
f~grel {0,1}.

Para (X, o) un espacio punteado. Su espacio de lazos punteado es el conjunto
Q(X,z9) ={A:[0,1] = X | X continua tal que A(0) = (1) = zo}.

La relacién de homotopia ~ rel {0, 1} es una relacién de equivalencia en el espacio de
lazos (X, o).

Definicién 2.4.2 (Grupo fundamental). Sea X un espacio punteado con punto base
xo. Se define el grupo fundamental para (X, z), denotado m (X, x,), dado por el
conjunto cociente:

Q(X, xo)

(X, 20) = ~ rel {0,1}

Definicion 2.4.3 (Espacios de configuraciones ordenados). Sea X un espacio topo-
logico. Para k > 1, el espacio de configuraciones ordenado de k puntos en X es el
subespacio Conf(X, k) del producto X*, dado por:

Conf(X, k) =: {(z1,z9,...,75) € X" : x; # xj,Vi# 5} C X"

donde X*¥ = X x --- x X (k-veces) es el k-enésimo producto cartesiano de X.
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I1l. HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1. Hipotesis

Hipétesis General

» Sise aplica los algoritmos con teoria de Trenzas entonces se obtendran nuevas rutas
de navegacién para el Problema de Planificacién de Movimiento de un sistema
mecanico multi-robot.

Hipdtesis Especificas

= Si se estudia la teoria de trenzas desde un punto de vista geométrico entonces se
analiza el fundamento de la teoria de Trenzas y el Problema de Planificacién de
Movimiento de un sistema mecanico multi-robot.

= Si se estudia el isomorfismo de Fox-Neuwirth entonces se identifica que una k-
trenza se relaciona con una ruta de navegacién en el Problema de Planificacién de
Movimiento de un sistema mecanico multi-robot.

= Si se disefia una ruta de navegacién usando una trenza entonces se aplica la teoria
de Trenzas en el Problema de Planificaciéon de Movimiento de un sistema mecanico
multi-robot.

3.1.1. Operacionalizacién de variable

Definicion conceptual de variables

Variable dependiente(D)

» Problema de Planificacién de Movimiento de un sistema mecanico multi-robot:
Problema de la Robética que consiste en planificar el movimiento simultaneo y sin
colisiones para una cantidad finita de robots.

Variable independiente(l)

= Teoria de Trenzas: Es una rama de la topologia algebraica que estudia la estructura
algebraica de dos o mas cuerdas que se entrecruzan pero sin intersecciones a menos
de isotopia.

Definicion operacional de variables
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Tabla 1. Operacionalizacién de Variables.

VARIABLES DIMENSIONES INDICADORES | METODO TECNICA
D 1. Seccién transver- | 1. Inversa a derecha.
sal. 2. La funcién evalua- Sistematizacion

Soluciones débiles

2. Funcién algorit-
mo.

3. El espacio de los
caminos continuos.

cién.
3. Espacios de fun-
ciones.

1. Trenzas geométri-
cas.

2. Espacios de confi-
guracion.

3. Teorema de iso-
morfismo de R.Fox

and Neuwirth.

1. n Cuerdas.

2. Espacios de confi-
guraciones ordenado
y no ordenado.

3. Grupo fundamen-

tal.

Método de sintesis
bibliografica

biblio-grafica, se
priorizaron en la
elaboracion de este
trabajo la realiza-
cién de documentos
cualitativos, la revi-
sién de bibliografia
especializada y el
trabajo con equipos
de investigacion,
esto permitié de
buena manera
aplicar métodos
relacionados a los
criterios establecidos
en cuestion de anali-
sis de las variables y
la realizacién de los

objetivos.

Fuente: Elaboracion Propia del Autor
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IV. METODOLOGIA DEL PROYECTO

4.1. Diseno Metodolégico

Tipo de investigacién
El presente trabajo de investigacién es de tipo basica, pura o fundamental.

Segln el problema propuesto y los objetivos planteados en nuestro proyecto; nuestro en-
foque de investigacion sera cuantitativo. Segtn, [Hernandez-Sampieri and Torres, 2018]:

El enfoque cuantitativo (que representa, como dijimos, un conjunto de procesos)
es secuencial y probatorio. Cada etapa precede a la siguiente y no podemos “brincar”
o eludir pasos.3 El orden es riguroso, aunque desde luego, podemos redefinir alguna
fase. Parte de una idea que va acotandose y, una vez delimitada, se derivan objetivos
y preguntas de investigacion, se revisa la literatura y se construye un marco o una
perspectiva teérica. De las preguntas se establecen hipétesis y determinan variables; se
traza un plan para probarlas (disefio); se miden las variables en un determinado contexto;
se analizan las mediciones obtenidas utilizando métodos estadisticos, y se extrae una serie
de conclusiones.(p.4)

Diseno de investigacién

No experimental.

= Daremos inicio presentando definiciones y algunos resultados elementales de topo-
logia algebraica tales como, homotopia de caminos, grupo fundamental, etc. Asi
mismo mostraremos la definicién y resultados basicos de los espacios de configu-
raciones: ordenados y no ordenados.

» En segundo lugar, introduciremos las ideas intuitivas de la teoria de trenzas y sus
resultados principales desde el enfoque geométrico: grupo de trenzas y trenzas
puras.

» En tercer lugar, mostraremos el resultado importante de la relacién de las trenzas,
espacios de configuraciones y el grupo fundamental en el teorema de Fox and
Neuwirth.

= En cuarto lugar revisaremos los resultados con respecto a los algoritmos para el
problema de planificacién de movimiento un sistema multi-robot: inversa a derecha
y seccion transversal; espacio de funciones, espacios de caminos continuos y funcién
evaluacién.

= Seguidamente presentamos los resultados que los autores muestran con respecto
a los algoritmos para el problema de planificacién de movimiento de un sistema
multi-robot de robots méviles que navegan en un espacio euclidiano: La existencia
de una ruta de navegacién segura en Conf(R?, 3) de = en 2.

= Finalmente aplicaremos todo lo anterior para los resultados de nuestro objetivo
principal, aplicar algoritmos con teoria de trenzas para el problema de planificacién
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de movimiento de un sistema mecanico multi-robot llegando al resultado siguien-
te: Usando teoria de trenzas podemos disefiar una ruta de navegacién segura en
Conf(R?,3) de x en .

4.2. Meétodo de investigacién

El método de investigacion es basico tedrico

4.3. Poblacién y muestra

No se aplica para este tipo de proyecto

4.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado

El lugar de estudio es entendido como todo espacio fisico, exento de ruidos y otras
distracciones, que aporte en la realizacion de un trabajo, en este caso la Facultad de
Ciencias Naturales y Matematica de la UNAC, la Biblioteca especializada.

4.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccién
de informacion

No se aplica para este tipo de proyecto

4.6. Analisis y procesamiento de datos

Debido que la investigacion es tedrica, no se aplica el analisis y procesamiento de datos.

4.7. Aspectos Eticos en Investigacion.

El presente trabajo cumple las normas establecidas (articulo 427-438 del Cédigo Penal,
Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822) en nuestro pais, no incurriendo
en el delito contra la fe pablica.
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4.8. Si la orientacién es hacia un proyecto de in-
version, considera: Estudio técnico, Estudio
econdmico-financiero, Estudio de la organiza-
cién administrativa.

No se aplica para este tipo de proyecto.

4.9. Si el proyecto se orienta al impacto ambien-
tal, considera: Area de estudio, Evaluacién del
impacto ambiental, Medidas ecolégicas, Plan
de supervisién ambiental.

No se aplica para este tipo de proyecto.
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V. RESULTADOS

Antes de iniciar con el Teorema Principal, veamos los siguientes resultados:

Teorema 5.0.1. [Ipanaque Zapata and Gonzilez, 2020] Se pueden construir algoritmos
optimos explicitos en Conf{R% k).

En particular del Teorema 5.0.1 tenemos el siguiente enunciado.

Proposicién 5.0.2. Dado dos configuraciones v = (1,2, x3), 2" = (2,24, 2%) €
Conf(R? 3) como muestra la Figura 5.1, donde x; representa la esfera i de color claro y
x, representa la esfera i de color oscuro. Entonces existe una ruta de navegacion segura
en Conf(R?,3) de x en x'.

Figura 5.1: Configuraciones z y 2’ en F(R?,3).

€2

L O—@

Fuente: Elaborado por el autor, adaptado de [Ipanaque Zapata and Gonzalez, 2020].

Prueba. De [Ipanaque Zapata and Gonzalez, 2020] tenemos la ruta de navegacion pre-
sentada en la Figura 5.2. |

A continuacién presentamos el resultado buscado:

Teorema 5.0.3 (Teorema Principal). Dado dos configuraciones = = (xy,x2,23),2" =
(z, b, 25) € Conf(R?,3) como muestra la Figura 5.1, donde x; representa la esfera
i de color claro y x representa la esfera i de color oscuro. Entonces usando teoria de
trenzas podemos disefiar una ruta de navegacion segura en Conf(R?,3) de x en ’.

Prueba. Consideremos la trenza o105 € B3, como muestra la Figura 5.3. Note que, por
el Teorema de Fox and Neuwirth, la trenza 010, equivale a un elemento en 7, (UConf(R?, 3)),
como muestra la Figura 5.4.

La trenza 005 induce una ruta de navegacion segura I' en Conf(R?, 3) de z en 2’. Como
muestra la Figura 5.5. Donde, p] con i = 1,2y j = 1,2,3, denota un i punto fijado
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Figura 5.2: Ruta de navegacién segura en F(R? 3) de z en 2’

(=]

€1

Fuente: Elaborado por el autor, adaptado de [Ipanaque Zapata and Gonzalez, 2020]

Figura 5.3: o010, € Bs.

Fuente: Elaborado por el autor.
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Figura 5.5: Ruta de navegacién segura inducida por la trenza o05.

7

®

Fuente: Elaboracion propia del autor.

sobre la ruta del j-ésimo robot. Aqui 7 va desde 1 hasta el nimero de generadores que
forman la trenza o109, que en este caso tenemos dos generados o, y oo. Estos p{ son
fijados de acuerdo a los generadores o; de tal manera que los robots puedan navegar sin
colisiones entre ellos de forma lineal por partes (vea la Figura 5.5).

Consideremos la ruta de navegacién T : [0, 1] — Conf(R?,3) como la concatenacién de
los caminos T'y, T'y y '3, donde T; : [0, 1] — Conf(R?, 3) esta dado por:

Li(t) = (1= t)p; + tpj_y, (1 — )p7 + tpi_y, (1 — t)p} + tp}_,) -

Note que, aqui estamos considerando pg =x;y p% = 7, para cada j = 1,2,3. Por lo
tanto, la ruta de navegacién deseada en Conf(R?, 3) de = en 2’ esta dada por:

T, (3), si0<t<1/3;
T(t) =< Ty(3t—1), sil/3<t<2/3;
I5(3t—2), si2/3<t<Il.

5.1. Resultados descriptivos.

Siendo esta una investigacion teérica y que no requiere de datos estadisticos o la apli-
cacion de la estadistica descriptiva, no se tiene resultados descriptivos.
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5.2. Resultados inferenciales.

Siendo esta una investigacion tedrica que no requiere de datos estadisticos o la aplicacién
de la estadistica descriptiva, no se tiene resultados inferenciales.

5.3. Otro tipo de resultados estadisticos, de acuer-
do a la naturaleza del problema y la Hipétesis.

Por la naturaleza de nuestra investigacion no se requirio de datos estadisticos o similares
por lo que no se obtuvo resultado estadistico alguno.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostracién de la hipdtesis
con los resultados

Mostraremos en ésta Seccién que las hipdtesis planteadas en Capitulo 3 se verifican,
siendo asi que, en la Seccion 3.1.1 se planteé la siguiente Hipétesis General:

HG: Si se aplica los algoritmos con teoria de Trenzas entonces se obtendran nuevas rutas
de navegacién para el Problema de Planificacién de Movimiento de un sistema
mecanico multi-robot.

Este hecho se puedo verificar en el Capitulo anterior con el resultado del Teorema
5.0.3(Teorema Principal), la cual garantiza la aplicacién.

Por otro lado, en la Seccién 3.1.2 se plantaron las siguientes Hipétesis Especificas:

HEL: Si se estudia la teoria de trenzas desde un punto de vista geométrico entonces se
analiza el fundamento de la teoria de Trenzas y el Problema de Planificacién de
Movimiento de un sistema mecanico multi-robot. de comprender su similitud.

HE2: Si se estudia el isomorfismo de Fox-Neuwirth entonces se identifica que una k-
trenza se relaciona con una ruta de navegacién en el Problema de Planificacion de
Movimiento de un sistema mecanico multi-robot.

HE3: Si se disefia una ruta de navegacion usando una trenza entonces se aplica la teoria
de Trenzas en el Problema de Planificacién de Movimiento de un sistema mecanico
multi-robot.

Con respecto a la HE1 y HE2, en la demostracién del Teorema 5.0.3(Teorema Prin-
cipal), donde, p{ coni=1,2yj=1,2 3, denota un i punto fijado sobre la ruta del
j-ésimo robot, se tiene que ¢ va desde 1 hasta el nimero de generadores que forman la
trenza 0109, que en este caso tenemos dos generados o; y 05. Estos p{ son fijados de
acuerdo a los generadores o; de tal manera que los robots puedan navegar sin colisiones
entre ellos de forma lineal por partes, verificando asi la HE2 y HE2.

Por otro lado con respecto a la Hipétesis HE3, la misma demostracién del resultado
principal en su proceso constructivo provee la descripcién e identificacion de la trenza,
como se observa en la Figura 5.5 y su respectiva ruta de navegacién

Iy (3t), si0<t<1/3;
T(t)={To(3t—1), sil/3<t<2/3;
T5(3t—2), si2/3<t<l1.

mostrando asi la veracidad de la hipétesis.
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6.2. Contrastaciéon de los resultados con otros es-
tudios similares.

A partir de los resultados en la presente investigacion podemos ver que, guardan relacién
con las investigaciones presentadas en los antecedentes indicados en el Marco Téorico:

En la investigacién de [Farber, 2003] no se presentan rutas de navegacion para un sistema
multi-robot. En nuestro trabajo presentamos rutas de navegacién para 3 robots.

En la investigaciéon de [Fox and Neuwirth, 1962] interpretan la definicién del grupo de
trenzas de Artin como el grupo fundamental del espacio de configuraciones no ordenado
del plano Euclidiano R2. En nuestro trabajo interpretamos una trenza como una ruta de
navegacion para un sistema multi-robot.

En la investigacion los autores [Ipanaque Zapata and Gonzalez, 2020] construyen algo-
ritmos para un sistema multi-robot, en particular, dan la ruta que los robots siguen para
navegar de forma segura, sin colisiones entre ellos, desde una posicién inicial hasta la
posicién final. La ruta de navegacion obtenida en la Figura 5.5 de nuestra investigacion
es dada por trenzas la cual es completamente diferente a la ruta de navegacion de la
Figura 5.2 dada por los espacios de configuracién.

6.3. Responsabilidad ética de acuerdo a los regla-
mentos vigentes.

Conforme al cédigo de ética de investigacion de la Universidad Nacional del Callao
aprobada por consejo Universitario N° 099-2021-CU de fecha 30 de junio del afio 2021, en
nuestra investigacion se respet6 y cumplié con las normativas institucionales que regulan
su proceso, se procedio con el rigor cientifico para la validacién, fiabilidad y credibilidad
de los métodos y fuentes de consulta, utilizados con responsabilidad y transparencia en
todo momento.
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CONCLUSIONES

= En esta tesis se aplicé los algoritmos con Teoria de Trenzas en el problema de
planificacién de movimiento de un sistema mecanico multi-robot. Este nuevo en-
foque permite aplicar las trenzas en algoritmos establecidos, lo cual impacta en las
teorias pre-existentes.

» En esta tesis se identificé que una k-trenza se relaciona con una ruta de navegacién
en el problema de planificaciéon de movimiento de un sistema mecanico multi-robot,
lo que permitié abordar un problema en robética en un problema en topologia
algebraica.

» El Teorema 5.0.3 del Capitulo V, muestra que es posible disefiar rutas de navega-
cién seguras para los robots dada por la funcién I';(t) la cual se define de manera
explicita descrito en la forma de la trenza Bs.
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RECOMENDACIONES

= Debido a lo mostrado en el Teorema 5.0.3 del Capitulo V, se observé que es posible
disefiar rutas de navegacion en el sistema multi-robot. Se recomienda para futuros
trabajos, se estudie una implementaciéon computacional teniendo en cuenta dichas
construcciones.

s Debido a la dificultad del tema se optd por la identificaciéon del problema de
planificaciéon de movimiento de un sistema mecanico multi-robot a partir de trenzas
determinadas. Se recomienda generalizar este resultado a partir del estudio para
un caso en que las trenzas sean aleatorias. Cabe destacar que este analisis no fue
hecho en la literatura del tema.

= Note que el presente trabajo abarca el caso en que se tiene tres robots trabajando al
mismo tiempo lo que genero un estudio para trenzas Bjs. Se recomienda generalizar
este trabajo para cuando se considere k robots, para k > 3.
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ANEXOS

MATRIZ DE CONSISTENCIA

Tabla 2. Matriz de Consistencia

FORMULACION
DEL OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA POBLACION
PROBLEMA
Problema general: | Objetivo general: Hipoétesis general: Tipo: No se aplica para

iDe qué manera se
puede aplicar los al-
goritmos con teoria
de Trenzas en el Pro-
blema de Planifica-
cién de Movimiento
de un sistema meca-
nico multi-robot?.

Aplicar los algorit-
mos con teoria de
Trenzas en el Pro-
blema de Planifica-
cién de Movimiento
de un sistema meca-
nico multi-robot.

Si se aplica los algorit-
mos con teoria de Tren-
zas entonces se obten-
dran nuevas rutas de na-
vegacion para el Pro-
blema de Planificacién
de Movimiento de un
sistema mecanico multi-
robot. multi-robot.

Problema especifi-
co:

1. jDe qué mane-
ra se puede llegar
a analizar el funda-
mento de la teoria
de Trenzas y el Pro-
blema de Planifica-
cién de Movimiento
de un sistema meca-
nico multi-robot?.

2. iDe qué mane-
ra se puede llegar a
identificar que una
k-trenzas se relacio-
na con una ruta
de navegacion en el
Problema de Planifi-
cacién de Movimien-
to de un sistema me-
canico multi-robot?.
3.iDe qué manera se
puede llegar a aplicar
la teoria de Trenzas
en el Problema de
Planificacién de Mo-
vimiento de un siste-
ma mecanico multi-

robot?.

Objetivo especifi-
co:

1. Analizar el funda-
mento de la teoria
de Trenzas y el Pro-
blema de Planifica-
cién de Movimiento
de un sistema meca-

nico multi-robot.
2. ldentificar que
una k-trenzas se

relaciona con una
ruta de navegacion
en el Problema de
Planificacion de

Movimiento de un

sistema mecanico
multi-robot. 3.
Aplicar la  teoria

de  Trenzas en
el  Problema de
Planificacién de
Movimiento de un
sistema mecanico

multi-robot.

Hipotesis especifica:
1. Si se estudia la teo-
ria de trenzas desde un
punto de vista geomé-
trico entonces se ana-
liza el fundamento de
la teoria de Trenzas y
el Problema de Plani-
ficacién de Movimiento
de un sistema mecanico
multi-robot.

2. Si se estudia el
isomorfismo de Fox-
Neuwirth entonces se
identifica que una k-
trenza se relaciona con
una ruta de navegacion
en el Problema de
Planificacion de Movi-
miento de un sistema
mecanico multi-robot.

3. Si se disefia una ru-
ta de navegacién usan-
do una trenza entonces
se aplica la teoria de
Trenzas en el Problema
de Planificacién de Mo-
vimiento de un sistema

mecanico multi-robot.

La investigacion es de ti-
po basica, pura o fun-
damental, pues se utiliza
las teorias existentes pa-
ra profundizar en ellas,
generando nuevos cono-
cimientos o criterios.
Método:

Por la naturaleza de la
investigacién, al ser tipo
basica, el método em-
pleado es el método de
escritorio o de bibliote-
ca, es decir, se realizara
un analisis bibliografico
a profundidad con res-
pecto a las teorias rela-
cionadas al presente te-
ma de investigacion.
Disefio de la investiga-
cion:

iniciamos con resultados
basicos de: topologia al-
gebraica y los espacios
de configuraciones. con-
tinuando las ideas intui-
tivas de la teoria de tren-
zas introducido en 1947
por E. Artin. y los re-
sultados de las trenzas
geomeétricas, espacios de
configuraciones y el gru-
po fundamental. Segui-
damente los algoritmos
para el problema de pla-
nificacién de movimien-
to de un sistema multi-
robot que navegan en
un espacio euclidiano.
Finalmente los resulta-
dos para nuestro objeti-
vo principal, disefiar al-
goritmos con trenzas pa-
ra el problema de plani-
ficacién de movimiento
de un sistema mecanico
multi-robot.

este tipo de pro-

yecto.

Fuente: Elaboracién Propia del Autor
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