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RESUMEN

EXISTENCIA DE UN ATRACTOR GLOBAL PARA UN SISTEMA DE LAME
SEMILINEAL
Gianella Castromonte Diaz

Mayo 2023

Asesor: Paulo Nicanor Seminario Huertas

Titulo obtenido: Licenciada en Matematica

El presente trabajo estudia la dinamica a largo plazo de un sistema de ondas sismicas
débilmente amortiguadas expuestas a fuerzas estructurales no conservativas y fuerzas
externas a partir de un sistema de Lamé. Adicionalmente se muestra la existencia de una

region compacta de estabilidad, es decir, un atractor global.

Palabras claves: Sistema de elasticidad, Atractor global, Sistema gradiente, Cuasi-

estabilidad.



ABSTRACT

EXISTENCE OF A GLOBAL ATTRACTOR FOR A SYSTEM OF SEMI-LINEAR
LAME
Gianella Castromonte Diaz

Mayo, 2023

Advisor:Paulo Nicanor Seminario Huertas

Degree obtained: Licentiate in Mathematics

The present work studies the long-term dynamics of a weakly damped seismic wave
equation exposed to non-conservative structural forces and external forces from a Lamé
system. Additionally, the existence of a compact region of stability is shown, that is, a

global attractor.

Keywords Elasticity system, Global attractor, Gradient system, Quasi-stability.



INTRODUCCION

Esta tesis trata sobre la dindmica a largo plazo del sistema de Lamé
U — pAu — (A + p)Vdivu + aug + f(u) = b

Definido en un dominio acotado de R? con condicién de contorno de Dirichlet. Se
pretende mostrar la existencia de un atractor global con dimensién fractal finita para
el sistema, considerando la presencia de fuerzas estructurales f(u) y fuerzas externas
b. En este caso, el sistema de Lamé modela el desplazamiento de vibraciones de ondas
sobre medios elasticos e isotrdpicos, el cual explica el comportamiento de las ondas
sismicas. Ademas, se brindara una explicacién fisica detallada del modelo considerando
las velocidades de las P-ondas y S-ondas.

Es importante rescatar que este sistema es vectorial, lo que causa una complicacién

no menor al considerar que cada ecuacién direccional estd acoplada con las otras.

10



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

El presento trabajo tiene por finalidad el estudio de la dindmica a largo plazo del

sistema de Lamé bajo fuerzas no lineales. Aqui, el sistema lineal

gy — pAu — (A + p)Vdivu =0 en Q x RT
uw=0 en 01 x RT (1.1)
U(O) = Uo, ut(O) = U en Qa

Se convierte en

uy — pAu — (A + p)Vdivu + oy + f(u) =b en QxR
u=20 en 00 xRT (1.2)

U(O) = Uog, ut<0) = Up en Qa

Donde au; (o > 0) representa una disipacién friccional, f(u) representa una fuerza
estructural no lineal, y b = b(x) representa alguna fuerza externa. Hasta donde sabemos,
la dindmica a largo plazo de sistemas semilineales de Lamé (1.2) no se han estudiado
antes. Presentaremos dos resultados principales. En primer lugar, se mostrara la buena

colocacion del sistema, es decir, la existencia, unicidad y dependencia continua de las

11



soluciones débiles.
En segundo lugar, se establecera la existencia de un atractor global con dimensién

fractal finita para el semigrupo de soluciones asociado.

A continuacién, resumiremos las principales contribuciones de este trabajo.

(1) A partir de la teoria de semigrupos y de los operadores disipativos, se muestra
la existencia de soluciones débiles usando los problemas de Cauchy abstractos.
Adicionalmente, se mostraran diferentes resultados con relacién al control de la
energia, lo que permite demostrar a posteriori la existencia y unicidad de las solu-
ciones débiles. La dependencia continua con relacién a los datos iniciales también

es un punto que se discutird en este primer apartado.

(11) Nuestro segundo resultado establecera la existencia de atractores globales para la
indmica del sistema (1. ajo fuerzas no lineales con crecimiento critico
d del sist 1.2) bajo fi lineal to crit
|fi(w)] =~ |ulP + |us|®,p < 3, i = 1,2, 3. Bajo cuidadosas estimaciones de energia,

se mostrara que el sistema es gradiente y cuasi-estable en el sentido de [10,11].

Los siguientes supuestos se consideraran a lo largo de este trabajo para las funciones

definidas en un dominio acotado 2 C R? con borde lo suficientemente suave 952.

1. El coeficiente del amortiguamiento friccional y los coeficientes de Lamé \ |,

cumplen:
a,up>0y XeRcon A+ >0

2. La fuerza externa vectorial b satisface

be (L)

3. El campo vectorial no lineal f = (fi, fo, f3) satisface la existencia de un campo
vectorial g = (g1, 92,93) € (C(R?))3 y funciones G € C*(R?) y h; € C*(R),
i =1,2,3.Tal que

f = (u1,u2,us) = gi(uy, ug, u3) + hi(w;), 1 =1,2,3.



£i(0) = gs(0) = hy(0) =0, i = 1,2, 3.

g= (gla927g3) = VG

Ademas, existen constantes M,m; > 0. Tal que

fu).u Z/ s)ds > —M|u|* — my,Vu € R®
+Z/ s)ds > —M|ul> — my, Vu € R?
con
0<M<”2Al

Donde A\; > 0 denota el primer valor propio del operador laplaciano —A. Ademas, con

respecto a las funciones g¢; y h;,i = 1,2, 3, adicionalmente se asumira que:

e g cumple la restriccién de crecimiento subcritico, es decir, existen 1 < p < 3 vy

M, > 0, tales que, parai=1,2,3

Vgi(u)] < M(L+ |ur [ + fualP ™ + JuslP™), Yu = (ur, u, uz) € R?

e Para cada i = 1,2,3, h; cumple la restriccion de crecimiento critico, es decir,

existe una constante ¢, > 0 tal que

h(z)] < en(1+ |2)?), Vo e R,i = 1,2, 3.

1.2. Formulacién del problema

1.2.1. Problema general

e ;Sera posible probar la existencia de un atractor global para un sistema de Lamé

semilineal?



1.2.2. Problemas especificos

e ;Sera posible probar la buena colocaciéon en el sentido de Hadamard para un

sistema de Lamé semilineal?

e ;Sera posible probar la estructura gradiente del semigrupo asociado al sistema de

Lamé semilineal?

e ;Sera posible probar que el semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal es

cuasiestable?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

e Probar la existencia de un atractor global para un sistema de Lamé semilineal.

1.3.2. Objetivos especificos

e Probar la buena colocacién en el sentido de Hadamard para un sistema de Lamé

semilineal.

e Probar la estructura gradiente del semigrupo asociado al sistema de Lamé semili-

neal.

e Probar que el semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal es cuasiestable.

1.4. Justificacion

En el estudio de las ondas sismicas, al estar estas desplazandose desde el hipocentro al
epicentro, es necesario estudiar el comportamiento vectorial de las ondas cuando afectan
a cuerpos elasticos, en particular, cuerpos isotrépicos. En estos casos, la ley de Hook y

sus leyes constitutivas muestran que el tensor de tensores estd dado por

E)xj 8352



donde 7 representa a las tensiones sobre el cuerpo, A\ y u los parametros de Lamé
asociados a la viscosidad y elasticidad del cuerpo vy, las dependencias del desplazamiento
u, las deformaciones. Es asi que, a partir de la segunda ley de Newton, se deriva la

ecuacion

uy — pAu — (A + p)Vdivu = pF (1.3)

Que representa el desplazamiento de particulas vectoriales para un cuerpo elastico,
isotrépico y homogéneo sujeto a fuerzas externas F. En Poisson [29], Timoshenko [33],
Hudson [18], entre otros, se ha demostrado que la ecuacién (1.3) proporciona informacién
sobre diferentes ondas corporales. En un sentido escalar (P-ondas ), donde la notacién
divu representa fracciones de los cambios de volumen del tensor de tensiones que explica
el comportamiento de compresién y rarefaccién en el interior del cuerpo. Desde el punto

de vista matematico, puede ser dado por la identidad

u (divu) — o*Adivu) = divF

2 i !
Donde a = a representa la velocidad de propagacién de las P-ondas. Por otro

P
lado, al considerar el caso V X u se obtiene el comportamiento de una onda vectorial (S

-onda ) las cuales modelan pequefias rotaciones de elementos lineales a partir de fuerzas

de corte que actGan dentro del cuerpo. De esta manera, surge la siguiente ecuacién.
uy(V x u) — BPA(V xu) =V x F

IN+2 :
Donde = +en significa la velocidad de propagacién de las S- ondas.
P

El analisis de la dinamica para (1.3) ha mostrado grandes aplicaciones en el efecto

de las ondas sismicas en varios materiales (por ejemplo, harzburgita, granate, piroxenita,
anfibolitas, granito, gas, arenas, cuarzo, etc.), donde la propagacién de las P-ondas re-
presentan el cambio de volumen en el interior del cuerpo bajo compresién y dilatacion en
la direccién de la onda, ver Figura 1.1(b), mientras que las S-ondas son desplazamientos
transversales que producen vibraciones en una direccién perpendicular (normal a la onda

viajera), ver Figura 1.1 (c).
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Figura 1.1: En (a) tenemos el cuerpo elastico en una posicion de descanso. En (b)
tenemos el efecto de propagacion en el material de las P-ondas, donde se producen
pequefias contracciones y dilataciones en la misma direccién de propagacion de la onda.
En (c) ejemplificamos el efecto de las S-ondas transversales en el material, que se genera
a partir de las fuerzas de corte y son efectivas en direcciones normales con respecto a la
direccion de propagacién de la onda.

Un escenario general existente es cuando los terremotos generan ondas de corte,
digamos S-ondas, que son mas efectivas que las ondas de compresién, digamos P-ondas,
y por lo tanto son las mas dafiinas sobre un cuerpo.

Es asi que el presente proyecto es de alto interés en un sector significativo de la ciencia

actualmente, sobre todo en regiones altamente sismicas como lo es nuestro pais.



1.5. Delimitantes de la investigaciéon

1.5.1. Tebrica

Al realizar una investigacion en la literatura con respecto al tema a desarrollar, se
ha visto que no se cuenta con trabajos relevantes a nivel nacional, por este motivo,
los trabajos tedricos de referencia son de nivel internacional, los cuales son obtenidos
en su mayoria por medio de articulos cientificos en revistas especializadas. Es asi que la
principal limitacion es el acceso a dicho material, ya que la mayoria de revistas consideran

un monto a pagar por sus articulos.

1.5.2. Temporal

No aplica.

1.5.3. Espacial

No aplica.



Capitulo 2

MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

El sistema de Lamé 3-dimensional estd dado por

g — pAu — (A + p)Vdivu =0 en Q x R
u=>0 en 00 x RT (2.1)
u(0) = 0,u(0) = uy en €,

Donde ) es un dominio acotado de R? con borde suave 02, que representa el cuerpo
elastico en su configuracién de reposo. Aqui, el vector u = (uy,us,u3) denota despla-
zamientos y A, son las constantes de Lamé con p > 0. En este modelo, el tensor de

tensores esta dado por

75 = Mivud;; + p (azj T 8$Z>

Remitimos a [1, 12, 25, 32] para aspectos de modelado y [9, 20, 30] para algunas
aplicaciones de ondas vectoriales.Observamos que la energia funcional correspondiente

al sistema lineal (2.1) viene dada por

1 |
Bt) =5 /Q(\utﬁ + [ Vul? + (A + p)|dive))de,

18



dE(t)
dt
tales sistemas donde la caracteristica principal es encontrar amortiguadores y controla-

Que es conservativa ya que formalmente = 0. Esto motivé varios estudios sobre
dores adecuados para conseguir estabilizacién y controlabilidad, respectivamente. Recor-
demos algunos resultados relacionados. La estabilizacién exponencial de los sistemas de
Lamé, definidos en dominios exteriores de R? con condiciones de Dirichlet, fue estudiado
por Yamamoto [34] mientras que la estabilizacién uniforme retroalimentacién de con-
torno no lineal. fue estudiada por Horn [17]. Para el caso del decaimiento polinomial de
la energia, Astaburuaga y Chardo [4] consideraron un amortiguador localizado en el in-
terior, asumiendo la condicion geométrica del control. Al agregar disipacién viscoelastica
del tipo memoria, Bchatnia y Guesmia [5] establecieron la llamada estabilidad general.
Recientemente, Benaissa y Gaouar [6] estudiaron una fuerte estabilidad de los sistemas

de Lamé con regularidad fraccional sobre el borde del dominio.

2.2. Bases teodricas

En este capitulo presentaremos resultados elementales tanto fisicos como matemati-

cos necesarias para el desarrollo de este trabajo.

2.2.1. Aspectos Fisicos
Descripciéon del movimiento. Puntos de vista lagrangianos y eulerianos

La tensién y la rotacién son dos manifestaciones de deformacién. Se dice que cuando
un cuerpo sufre deformaciones, la posicién relativa de las particulas del cuerpo cambian.
Para ver esto consideremos el siguiente experimento:

En la superficie de un globo inflado se marcan cuatro puntos correspondientes a las
esquinas de un cuadrado. Luego se aprieta el globo en la proximidad de los puntos. El
resultado de este experimento nos muestra el cambio en las posiciones relativas de los
cuatro puntos, asi como cambios en los angulos de las esquinas del cuadrado.

Ademas, si el apretén se realiza lentamente, también se observara que las posiciones de
los cuatro puntos cambian continuamente a medida que pasa el tiempo.

Es decir:



u(r\:)

Xy

Figura 2.1: V Representa el Volumen inicial, la cual se convierte en V después de la
deformacién. Donde el R y r representan las posiciones antes y después de la deforma-
cién, respectivamente, con el u(R) como el vector desplazamiento dado por la diferencia

entrer y R.

Sea R = (X1, Xy, X3) la posicion del vector correspondiente a una particula en el

cuerpo no deformado y r = (xy, z2,x3) la posicidn del vector en el cuerpo deformado

que corresponde a la particula que inicialmente estaba en R.

Asi,

r=r(R,t)

Se puede escribir:

T :xi:$i(X1,X2,X3) ) 1= 1,2,3

Ademas, dado r = r(R,t) y asumiendo que el jacobiano es diferente de cero
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Por el Teorema de la Funcién Implicita podemos escribir:

(2.2)



R = (r1)
En forma de componentes:
Ri = Xz = Xi(.l’l,ZI}Q,Ig), 1= 1,2,3

La ecuacién r = r(R, t) corresponde a la descripcién lagrangiana del movimiento.

La ecuaciéon R = R(r,t) corresponde a la descripcién euleriana del movimiento.

0

Figura 2.2: La descripcién completa requiere de la consideracién de los cambios experi-
mentados por el vector dR entre dos puntos adyacentes.

Para un tiempo t;, tenemos:
T’(R, to) =R

Ahora, consideremos p(r,t) que indica el valor de alguna propiedad del medio
(ej.: presién,temperatura, velocidad, ...) en el punto r en tiempo ¢.
Luego, supongamos una sola particula R.

Usando
r=r(R,t)
Tenemos,

P(R,t) = p(r(R,t),t)



Cuando un cuerpo esta en movimiento la descripcién de la tasa de cambio temporal de
una propiedad depende de como se describe el movimiento.

Esto motivara las definiciones a continuacién. Para lo cual consideremos la siguiente
situacién.

Supongamos que estamos interesados en medir la tasa de cambio temporal de alguna
propiedad (temperatura) de un rio en funcién de la posicién y el tiempo.

Veamos dos casos:

Caso 1:

Consideremos un punto fijo respecto a la costa desde la cual se tomaran mediciones.
La posicion de este punto estard dada por r en algan sistema coordenado. La tasa de

cambio de la hora local obtenida esta dada por:

Op(r,t)

ot

Caso 2:

En este caso las mediciones se realizaran desde una canoa que flota a lo largo del rio.
Donde la canoa que representa una particula en un medio sera identificada por el vector
R, cuyo origen coincide con el origen del vector r del punto fijo antes mencionado. La
tasa de cambio temporal determinada a partir de estas mediciones se le conoce como la
DERIVADA MATERIAL de P. Es decir, es la derivada material de una cantidad P

respecto al tiempo t y esta dada por:

DP
Dt
Asi la tasa de cambio temporal de P sera registrado por un observador moviéndose con

la particula identificada por R.

Escrita como:
DpP OP(R,t)
T

Donde P es la cantidad de cualquier propiedad escalar, vectorial o tensor del medio.

Ahora, expresando P en términos de r, tenemos:



P(R,t) = p(r(R,1),t)

Asi,
DP _op or  Op
Dt or' ot ot
_ e 5 00n) o
ot rhjo oxy, ot Rfijo
Donde:
° 8])((92, ) es la tasa de cambio de hora local.

op(r,t) 0
° ](;(r, )% es la tasa de cambio CONVECTIVO que surge del movimiento en el
Lk

medio.

A la derivada material también se le conoce como la DERIVADA SUSTANCIAL O DE-
RIVADA TOTAL.
Ahora veamos que la velocidad de una particula se define como la tasa de cambio de

tiempo material del vector posicién de la particula.

Dr  0Or(R,t)
V= — =
Dt Ot | pio
o también:
o = 20k
"ot
Luego, podemos usar:
R = R(r,t)

y escribir:

v=V(R,t) =V(R(r,t),t) = v(rt)

donde v(r,t) es el campo de velocidades.
La particula R al estar en un punto r en un momento dado ¢ tendra velocidad v(r,t).

Por tanto, tenemos:

%_Gp i@p oxy,
Dt Ot



Donde:

3
Op 3$k
2

0 0 0
V(pw) = V (p. (g, o, g))

_ Op Oxy Op Ovy = Op Ox
N 81‘1‘ 8t GZEQ' 6t 61’3' 825

pues,

Asi

Ahora expresando r en términos de u : vector desplazamiento, tenemos:

wR,t)=r—R
_Dr_ Du+R) _ O@u(R1l)+R) _ OJu(R?) N OR
"ot T Dt ot ot ot
_8u(R,t)+8_R
RY a1

Debido a que R no depende del tiempo, aa—f =0

entonces,
Ou(R,t)
ot

v =

Si se da u en la descripcidn espacial, se obtiene:

o = 2 Ot O
YT ot oot
Ju
vk:a—:—I—V(ukv)
o también:
:@qLV(uv)

ot



La aceleracién es la tasa de cambio temporal material de la velocidad de una particula.

Dv
a=——
Dt
En la descripcién euleriana tenemos:
avk i avk 81’[
ar = — + —.—
"ot o or
0
- % 4V (0p0)
o también:
0
a= a—: + V(v.v)

El Vector Tensidn

En la mecanica de un medio continuo se reconocen dos tipos de fuerzas:

Fuerzas Corporales: Las cuales actian a una distancia dentro del cuerpo o entre
cuerpos.

Ej.: Fuerza de gravedad, que pueden ser el resultado de la accion de las particulas
dentro de un cuerpo, o puede originarse en otro cuerpo. El efecto de la gravitacién
generalmente se ignora en los estudios de propagacién de ondas que no involucran toda

la Tierra.

Fuerzas Superficiales: Aquellas que solo dependen de la superficie del cuerpo como
consecuencia del contacto con otros cuerpos.
Ej.: Presion Hidrostatica, sobre la superficie de un cuerpo sumergido en un fluido.

Luego:
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Figura 2.3: AS es una superficie plana dentro de un cuerpo dividiéndolo en dos medios
I yII. AF es una fuerza ejercida por el medio I sobre el medio 11 en el punto P yn
es la normal a AS ubicada en el medio I

La fuerza AF es ejercida sobre el punto P mas un AC sobre algin eje.

Supongamos que:

AF — 0 £—>O

AS
AC — 0
Entonces:
i AF  dF
T = lim X5 =35

donde T'(n) es el vector tensién en P asociado a la normal n. Para representarlo usaremos
T.

La proyeccién de T" en n esta dada por T'.n.

Si
La proyeccién es positiva = Tensién
La proyeccién es negativa = Compresién
De T'(n) = @ vemos que cuando 7" se da en funcién de la posicion, entonces las

ds
fuerzas a través de cualquier elemento de la superficie infinitesimal dS sera igual a T'dS.

Veamos:
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Figura 2.4: Un cuerpo en forma de disco. Donde S es la parte superior del disco, S~
es la parte inferior del disco y 0S5 es la superficie lateral.

Sea S la superficie de un cuerpo con volumen V' y sea f una fuerza corporal por unidad
de masa, de modo que pf es una fuerza por unidad de volumen. Por el principio de
momento lineal

dP

i Sumatoria de fuerzas sobre el cuerpo

donde:
P :/ pv dV (Momento Lineal)
v

P=mv
___ v »

N —

Figura 2.5: P representa la cantidad de movimiento de una particula de masa m cuya
velocidad esta dada por v.

Tenemos:

d

— pvdV:/ TdS—i—/ pf dV (2.3)
dt Jy s v

donde T son las fuerzas externas y pf son las fuerzas corporales.



Ademas:

d Dv
< AV = “Cav 24
dt/v’ov v "Dt (2.4)

Como (2.3) y (2.4) se aplican sobre el volumen del disco cuyo espesor se aproxima a
cero.

Entonces (2.3) esta dada por:

e dV—/ T(n) ds++/ T(=n) dS+/pf qv
L D o }

/S+ T(n) ds++/ T(—n) d5+/vpde:0

/ | T(-n)dS™ =~ /S  T(n) ds*

Como 45 se acerca a cero, S~ se acercaa S™.

Asi:

Siempre que T sea continua en S™
La ecuacién es similar a la ley de accién y reaccién de Newton, pues las fuerzas opuestas
tienen el mismo médulo pero diferente direccidn.

El Tensor de Tensores

Consideremos un tetraedro infinitesimal.
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Figura 2.6: En el tetraedro, la superficie dS,, es la superficie correspondiente a la cara
ABC' cuya normal es el vector n. dS; es la superficie normal a x; con normal —e; para
i=1,2,3.

Sea S la superficie del tetraedro, tal que:
S =dS, + dS; + dSs + dSs

Aplicando (2.3) y (2.4) tenemos:

4 pvdV:/TdS+/ pf dV
dt Jy s v

D

p—vdV:/TdS—l—/ of dV
v Dt s v

como [, pRLdV =0y [, pf dV =0



O:/TdS
S

Por tanto:
0= / T dS = T(n)dSn + T(—el)dsl + T(-@g)dSQ + T(—eg)dS'g,
S

Debido a que son superficies infinitesimales cada integral puede ser remplazada por el
producto del tensor de tensores y el area de la superficie.

Luego, usando (2.5) tenemos:
T(n)dSn - T(Gl)dsl - T(eg)dSQ - T(@g)ng =0

T(n)dSn = T(el)dSl + T(62>d52 + T(@g)ng

Ademas,

Por tanto

T(n)dS, = T(e1)n1dS, + T(e2)n2dS,, + T (e3)nszdS,
T(n) =niT(e1) +noT(e2) + nsT(es) an e;)
3
i=1
Los vectores T'(e;) se pueden escribir en términos de los vectores unitarios.
T(el) = T11€1 —+ T12€92 + T13€3

T(eg) = T921€1 + T22€9 + T23€3
T(e3) = T311 + Taze2 + Ts3€3

donde 7;; es la z; componente del vector de tensién correspondiente al plano que tiene

e; como normal. Siendo, ademas 7;; los elementos del tensor de tensores.



Usando la convencién de suma de Einstein, escribimos:

T(n) = Z n;T(e;) = niT(e;) (2.6)

3
T(ez) = anej = Tij€5 (27)
j=1
El vector T'(n) se puede escribir:
T(n) =Ti(n)e; + Ta(n)es + T5(n)es = Tj(n)e;
Luego de (2.6) y (2.7) tenemos:

T(n) = niTijej

X3z

Figura 2.7: Descomposicién de cada componente del vector tensién

Entonces



Ahora, usando

n; = n.e;
La ecuacién (2.6) puede reescribirse como:

T(n) = (ne;)T(e;) =n. (eT(e;))

Tension Diadica

T = e T (e;)

el cual se puede escribir:
T = e1T'(e1) + exT(ea) + esT(e3)

= T11€1€1 + T12€1€2 + T13€1€3 + Ta1€2€1 + Too€2€2 + Toz€ae3 + T31€3€1 + T32€3€2 + T33€3€3
En términos de la tensién diadica, el vector tension se puede escribir como:

T(n)=n T
También se puede escribir como:

Ti1 Ti2 Ti13
(T, T3, T3) = (n1, n2, 13) To1 To2 Ta3
T31 T32 733
donde los 7;; son las tensiones normales y los 7;; son las tensiones de corte,

parai # j=1,2,3.

Ecuacién de movimiento. Simetria del Tensor de tensores

Teorema de Gauss: Sea v(z) un campo vectorial sobre un volumen V' determinado
por una superficie cerrada S que tiene normal exterior n(x) y sean v y div v continuos.

Entonces el teorema de divergencia establece que:

/divvdV:/v.ndS
1% s

o en forma de componentes:

/ (%% dV = / Vi N dsS
\%4 S



La extensién de este teorema a los tensores es directa.

Si T;; representa un campo tensorial arbitrario, entonces:

1% s
Asi, de (2.3), (2.4), (2.8) y (2.2.1) tenemos:

Dv
LAV = T, d ; dV
s /5 S+/fo

S \%
:/ Tji,j dV +/ /)fz dVv
14 14
D
:>/ p VZ/ (7jig + pfi) dV
\% 1%

sz )
Dt dV = /V(dw ;i + pfi) dV

Dv;
14

Como (2.9) es valido para cualquier volumen arbitrario V' dentro del cuerpo y suponiendo

la continuidad del integrado, tenemos:

DUi

div Tji + pfl =p Di (210)

La Ecuacién de Movimiento de Euler

En forma diadica

VT +of =05

Luego, por el principio de momento angular se tiene:

dM

e Sumatoria de torques en el cuerpo

donde M = [, r x pv dV
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m.v=p
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Figura 2.8: r representa el momento angular de un particula de masa m cuya velocidad
esta dada por v

d

— rxpde=/r><TdS+/r><pde
dt Jy s v

Usando (2.4) y (2.2.1), tenemos:

Du; ‘
/rxp Y dV:/ rxdwTjidV—l—/ rx pf; dV
v Dt v v

Dw;
O:/(rx div Ty +r X pfi =7 X p U)dV
v Dt

D(x;v
0= / (ij(ijrk)T + Eijkpﬂﬁjfk - eijkp<D—jtk>) dV (211)
1%
donde ¢, es el simbolo de permutacién, tal que:

0; si dos indices se repiten
€ijk = 1; si ijk siguen un orden ciclico

—1; si ijk no siguen un orden ciclico

ox; 071, Dx; Dy,
[ ol o G )

ka
— / [eijk(rjk + TTokr) + €jkPTj fe = €ijkPUVR — EijrPT; Dt } v
\%




: Dy,
= / (eijijk + €12 div Ty + €1 PTj fre — €k PV VE — eijkpxjﬁ> av
1%

donde: €500 = 0

puesto que,

Fijando i = €;110101 + €;12V201 + €;13V304€12101 V2
+€i22V202 + €;23V3V2 + €;31V1V3 + €;32U20U3 + €;33VU3V3
— VU1 — V3V1 — V1V2 + V3U2 -+ V1U3 — UV3 = 0

Entonces,

| Dv
/ (ijxjdw Tok + €iupT; fr — e,-jkpxj_Dtk + Gijijk) av =0
v

. Dv
/ {eijkxj (dZU Tk + pfr — pﬁ) + Eijk:Tjk:| dV =0
\%

Por (2.9), tenemos:

/ €ijkTjk dV =0
Vv

= €ijkTik = 0
Asi

€ijkTjk = 0
€CikjThj = 0
€ijkTik + €ikjTh; = 0

Tjk _Tkj =0

Tjk = Tkj (212)

La ecuacién (2.12) se puede usar para reescribir (2.8) como:



Para la ecuacién matricial, tenemos:

T, 711 T12 T13 ni

15 = To1 T22 T23 N2

T3 T31 T32 733 ns
En su forma diadica:

Ecuacién de movimiento bajo la aproximacion de una pequena deformacion.

De la ecuacién (2.10) y la relacién de simetria (2.12) para el tensor de tensores,

obtenemos:
D’Ui

div Tij + pfz = Dt

con aceleracién

_ Dv;  Ov;  Ov; Oy

; = —_— 2.1
Y= T o 0w o (2.13)
y velocidad
ou;  Ou; Oxp
= el 2.14
Vi= % T om ot (2.14)

donde u; es el vector desplazamiento. Por tanto, para pequefias deformaciones

8ui 82ui
Vi = o Qi =
ot ot?
Luego,
. “u
div 5+ pfi = p o2

La ecuacion de movimiento de Cauchy

En forma diadica

d%*u

v. T +,Of:pw



Deformaciones Hiperelasticas y Elasticas

Deformacion Hiperelastica: Este tipo de deformacion desaparece a lo largo del
tiempo. Es decir, si existe una densidad de energia de deformacién, la cual representa la

cantidad de energia de deformacién por unidad de volumen.
8&)(5”‘)

Esta densidad es la funcién w = w(e;;) tal que 7 = e
€ij

Deformaciéon Elastica: La tensién depende del valor actual de la deformacién es

decir, la deformacién desaparece inmediatamente siguiendo la ley de Hook.

NOTA: Un material hiperelastico también es elastico

La relacion entre la tensién y la deformacién es una extension de la ley de Hook de
proporcionalidad entre fuerzas y deformaciones.

Cauchy generalizo la ley de Hook para sélidos elasticos al proponer que la tensién y la
deformacién estan linealmente relacionada.

En forma tensorial, la ley toma la forma:
Tkt = ChipgEpq (2.15)

Ley generalizada de Hook

Sélidos elasticos e isotrépicos

Se dice que un medio es isotrépico cuando las propiedades del medio son las mismas

en cualquier direccion. Ej.: Presién.

Caso contrario sera llamado anisotrépico. Ej.: Sustancias cristalinas.

Para medios isotrépicos Cjj; también es isotrépico y tiene la forma:
Cijer = N0ij0k + (001 + 650 5k) + (k65 — dudjk)

Es el tnico tensor de cuarto orden independientemente de la naturaleza de Cjjy.



Donde A, j1, v son escalares y d;; es llamada delta de Kronecker.

l:e=7

(5@'2
050 # j

Por ser 7;; simétrico en los primeros indices
0ik0j1 = Ojk0i = 0l
Asi, tenemos:
Cijii = N0ijOr + p1(0ixj0 + 0405 k) (2.16)
donde Ay p son variables independientes conocidas como parametros de Lamé.

A @ Primer parametro de Lamé

i - Segundo parametro de Lamé

Ahora, usando (2.15) y (2.16), la simetria de ¢;; y la relacién entre el tensor de fuerza

y el dezplazamiento, el cual esta dado por
P 1 8uk i 8ul
M 2 axl &ck

obtenemos:

Tij = A(Sij(sklgkl +u (6ik6ﬂ + 5i15jk) Ekl

1 auk aul
= A\dy; |:6kl (5 (8_:705 + 8—%))] + 1 (0irj1 + 0itbjk) Eri

1 é?uk 8uk
= \dij [5 (8_9% + a—ml)} + 1 (8051 + 0idjk) Ep

Guk

+ 1 (0051 + 0adji) €

= Ad;;divu + p (001 + 6:055) €



= )\(Ljdwu + 2/L€U
= Nojjdivu + p (8051 + 040,5) €ij
Tij = )\&jdwu + 2/15@'
Tensor de Tensores

donde u = (uy, us, u3) es el vector desplazamiento
x = (x1, %2, x3) es el vector posicién

Ahora escibiremos ¢;; en términos de 7;;, se tiene

Tij = )\(SUdZUU + QIUSZ‘J‘

Entonces
Tij = Aéijgkk + 2/L€ij
Asi
1
€ij — ﬂ (Tij — >\5z’j€kk>
Luego

1
Ekk = @ (Tkk - >\5kk€kk)

oo T
como 5kk = (511 + (522 + (533 =3
- Tkk
w 20+ 3\
Entonces
Tkk
Tij = )\5@] <m> + 2/181']'
711 Ti2 T13 guﬁﬂck 0 0
T=| T T2 T3 | = 0 Quﬁﬂck 0

A
T31 T32 T33 0 0 o3 Tkk



donde Tk = T11 + To2 + T33 = TTCLZ(T)

A

T11 = 3,033 Tkk T12 713
— A
D= T21 T22 = 5,033 Tkk T23
731 732 733 = 13X Tkk
A
21E; T, 0 i Thk
R TP D
A
T = Tkk[ + D
20+ 3\
D= — 0;; Tk Desvio de isotropia
Yo 2u+ 30T

1 A
gij = 5 (Tij — m(sijTTCLZ(T))

1 A
Cij = 2 (Tij - —2M n 3)\5ij7kk) (2.17)

Tensiéon Uniaxial: Se considera una barra cilindrica con eje en la direccién x; sujeta
a una fuerza de tensién también a lo largo de x; aplicada al extremo de la barra.

Donde 71 >0y 7;; =0 para i =5 =2,3

Figura 2.9: 111 es la tension ejercida sobre el eje de simétria de una barra, en este caso
el eje x4

Luego, de (2.17)

1 A
511—2 T11 2#"‘3)\ 11Tk

7'11(# + )\)
(20 + 3X) (2.18)

1 =



20\ 2u+ 3\
A T11 .
W 5 , =23
ST (2u+3)\) !
)\ T11
A 2.19
€22 = €33 2 (2,“"‘3)\) ( )

De (2.18) y (2.19) podemos observar que la barra sufre una extension longitudinal a lo
largo del eje x1 y una contraccién en su seccién transversal.

Asi, tenemos

y =2 MODULO DE YOUNG (2.20)
€1
o= —? - —i‘ﬁ COEFICIENTE DE POISSON (2.21)
11 11

De (2.20) y (2.21) se obtienen los PARAMETROS DE LAME

Yo

A= (1+0)(1—20)

Y

ST

Tensién cortante simple:  Se considera una barra con seccién transversal rectangular
con eje a lo largo de la direccién x3 que esta sujeta a fuerzas cortantes de igual magnitud

en la plano (z1, z5).

Entonces tenemos:

1 A
612_2M T12 2#"‘3)\ 12Tkk



T12

€21 = €12 = Z
Por lo tanto
= 22 MODULO DE CORTE (2.22)
€12
Presion Hidrostatica: En este caso 7;; = —PJd;; con P > 0.
Por tanto de (2.17) obtenemos
1 3P
ij =5 | —P0y ij
A ( T J)
P

En consecuencia ¢;; =0 Vi#j

Entonces
3P

L
Sk 20+ 3X 7

Si Vo y Vo 4+ dV son volumenes de los elementos pequefios antes y después de la defor-

macion.
Entonces
dV
~— = &
Vo
Esto permite que
P 2 . R
K=——=X\+ g,u MODULO DE COMPRESION (2.23)
Ekk

En general, por razones fisicas para sélidos.

Los parametros elasticos:

pz0, K=>20 (2.24)



Para materiales sin resistencia al movimiento de corte como gases y fluidos inviscidos

(viscocidad nula)
De (2.23)

Para materiales con presién nula
Ekk — 0 Y K=

Ademas, en general 1 es un nimero finito.
De (2.23)

A= 00

Luego de (2.20) y (2.21)
Y=3u y o=12

De (2.23) y (2.24) encontramos:

2
Abguz0 . A>—ip (2.25)

Introduciendo (2.25) en (2.20)

Asi, podemos escribir:
Y

K =50 =20

LU) como /. e Y son positivos
o>—1

De K = ﬁ como K e Y son positivos y K puede ser finito

DN | —



Por tanto

—1<o<

N | —

Se puede supener o > 0 puesto que se espera que una extensién longitudinal se

acompaiia de contraccién lateral.

Ecuacion de onda elastica amortiguada expuesta a fuerzas externas y fuerzas

estructurales sobre un medio elastico e isotrépico

Se tiene que el tensor de tensores para un sélido elastico e isotrépico de la forma:

Tij = )\5,»jdwu + 1% (al’j + 8‘@?)

Sea Q un cuerpo elastico e isotrépico donde 7 son las tensiones superficiales sobre el

cuerpo. Por el teorema de la divergencia se tiene:

/ T.nda::/div(T)dx
G Q

donde div(T) representa las fuerzas en el cuerpo ) Entonces:

F = div(T)

Ou; Oy,
= NOssdi ! J
Tij = Ajzdivu + (8@ + (9%)

Ju; Ou,;
divty; = A0y V. (divu) + p (V.az' + V.;;j)
j )

divt = AV.(divu) + p(V.(divw))0z; + p(V.(Vu)))
divt = (A + p) [V.(divu)] + p(V?.u)
A= p(VEu) + (A + p) [V(divu)]

Operador de Lamé

Luego, como:

F = div(T)



Entonces

F = divt = pu (V2.u) +(\ + p) [V(divu)]

F = divt = p(Au) + (A + p) [V(divu)]

Donde A es llamado Laplaciano

Por tanto

F = p(Au) + (A + ) [V(divu)] + f(u) — b

Donde f(u) representan las fuerzas estructurales y b = b(x) las fuerzas externas.
Por la segunda ley de Newton

F =ma
Tenemos

9%u

wAu) + A+ p) [V(divw)] + f(u) = b= pog

p(Au) + A+ p) [V(divw)] + f(u) = b= puy

El cual, podemos reescribir usando el Laplaciano de un vector dado por:
Au = V(divu) — V x (V X u)

y dividiendo por p , obtenemos

@V (divu) — B2V x (V x u) + f(ui)_ b Ust (2.26)

Donde o2 = 224 g2 _ &

P P
Ahora, vemos que (2.26) implica la propagacion de dos tipos de ondas
Primero aplicaremos la operacion de divergencia a (2.26).

Usaremos:

V.[V(V.u)] = V3(V.u)

V(VxVxu)=0



La ecuacién (2.26) se convierte en:

?V?(divu) + V.M = a—2(Vu)

2
u) —b
ﬁ(divu) — o*A(divu) = div% (2.27)
En un sentido escalar, la ecuacion (2.27) representa las P - ondas, las cuales se propagan
a una velocidad « donde la divu representa fracciones de cambios de volumen del tensor

de tensores, explicando el comportamiento de rarefaccién y tensién en el interior del

Cuerpo.

P waves

RN

N

Figura 2.10: En (a) tenemos el cuerpo elastico en posicion de reposo. En (b) tenemos el
efecto de propagacién de las P - ondas sobre el material, donde se producen pequefias
contracciones y dilataciones en la misma direccién de la propagacién de la onda.

Ahora aplicaremos la operacién rotacional a (2.26).

Usaremos:

V x [V(V.u)] = 0

V x (VxVxu)=-V*V xu)



La ecuacién (2.26) se convierte en:

BV xu) +v x L0 g—;(v X )
0? flu) =10

—(V xu) — B2A(V x u) = V x

5 p (2.28)

La ecuacién (2.28) representa las S - ondas que se propagan a una velocidad 5 donde
V X u representa pequefias rotaciones de elementos lineales a partir de fuerzas de corte

que actdan dentro del cuerpo.

(c) N
|

Figura 2.11: En (a) tenemos el cuerpo elastico en posicién de reposo. En (c) tenemos
el efecto de las S - ondas transversales en el material, que se generan a partir de las
fuerzas cortantes y son efectivas en direcciones normales con respecto a la direccién de
propagacion de la onda.

Finalmente, tenemos que

5?2
pAu + (A + p)Vdivu + f(u) — b = Pt

pAu + (A + p)Vdivu + f(u) — b = puy

Luego, al ser una onda amortiguada presenta fuerzas de amortiguacién friccional dadas

por —auy (« coeficiente de amortiguamiento friccional) y considerando p =1



Se obtiene la ecuacién de onda sismica amortiguada expuesta a fuerzas externas sobre

un medio elastico e isotrépico dado por:

U — pAu — (A + p)Vdivu + auy + f(u) =b

2.2.2. Aspectos Matematicos
Definiciones y resultados basicos sobre semigrupos y sus generadores

Recordar quesi Ey y F, son espacios de Banach sobre un cuerpo K (K=RoK =
C) denotamos por L(Ey, Fy) al espacio de los operadores lineales y continuos E; en

Fy con la norma usual; esto es, para T € L(Ey, Fp),

Te
[y Tp— i Ly
ecky ||6HEO
e#0

En el caso particular Ey = Fj escribiremos L(Ey) para denotar L(Ey, Ey).
Sea Ef un dual topolégico de Ef, esto es Ef = L(Ey, K) con la topologia dada por la

norma anterior. Denotemos el valor de ¢* € Ef en e € E por (e*,e) o (e*,e)

Definicién 1 Una semigrupo de operadores lineales en Ey y una familia {T'(t),t > 0} C

L(Ey) tal que:
(I) T(()) = Ip,.

(1) T(t+s)=T(t)T(s) para todo t,s > 0.

Adicionalmente

(111) ||T(t) — Ig,||l(E) — O cuando t — 0T, decimos que un semigrupo es unifor-

memente continuo.

(iv) |[T(t)e — e||g, — 0 cuando t — 01 Ve € E,; decimos que un semigrupo es

fuertemente continuo.

Todo semigrupo fuertemente continuo tiene un limitante exponencial que se da en el

siguiente teorema.



Teorema 1 Suponga que {T'(t),t > 0} C L(Ey) es un semigrupo fuertemente conti-

nuo. Entonces, existe M > 1 y 3 tales que:
IT@)llzem < Me’t, ¥t >0
Para cualquier { > 0 podemos elegir 8 > 3log||T(€)||1(gy) y luego elegir M

Definicion 2 Si {T'(t),t > 0} C L(Ey) es un semigrupo fuertemente continuo de
operadores lineales, su generador infinitesimal es el operador definido por A : D(A) C

Ey — Ey, donde

T(t)e — T(t)e —
D(A):{eeEO: lim # ea:iste}, Ae = lim M'

t—s0t t—0t t

Teorema 2 Suponga que {T'(t),t > 0} C L(Ey) es un semigrupo fuertemente conti-

nuo.

~

. Para cualquier e € Ey,t — T(t)e es continuo parat > 0.
2.t — ||[T(t)|| L) €s semicontinua inferiormente y por lo tanto medible.

3. Sea A un generador infinitesimal de T'(t); entonces, A esta densamente definida y

cerrada. Para e € D(A) , t — T'(t) es continuamente diferenciable y

d
ET(t)e = AT (t)e =T(t)Ae, t>0.

4. (=1 D(A™) es denso en Ej.

5. Para Re\ > [ y (8 dado en el Teorema 1, \ esta en la solucién p(A) de Ay

A—A)e= / e MT(t)edt, Ve € Ey.
0

Teorema 3 Suponga que {T'(t),t > 0} y {S(t),t > 0} semigrupos fuertemente con-
tinuos con generadores infinitesimales A y B respectivamente. Si A = B entonces

T(t) = S(t), t > 0.



Teorema de Hille-Yosida

Teorema 4 (Hille-Yosida) Supongamos que A : D(A) C Ey — Ey es un operador

lineal. Entonces los siguientes datos son equivalentes:

(1) A es un generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {T(t),t > 0} C
L(Ey) tal que
| T ()| nm) < €, Vt>0;

(11) A es un operador lineal cerrado, densamente definido cuyo conjunto resolvente

contiene (w, 00) y

1

A—A)! <
= A e < =,

VA > w.

Ambas condiciones (i) y (ii) depende de escorger la norma en Ey. Daremos una for-
mulacién independiente de la norma , pero en la practica normalmente debemos buscar

reglas especiales a las que se aplica este teorema.

Lema 1 Suponga que A es un operador lineal cuyo conjunto solucién contiene a (0, 00)
y que satisface

I = A) | < MA™, n>1, A>0.

Enronces existe una norma | . |g, en Ey tal que

el < lelm < Mlle]z,, Ve € Eo

(A= A)telg, < A Yelg,, Ve € Ey, A>0.

Teorema 5 (Forma general del teorema de Hille-Yosida)Sea A : D(A) C Ey — Ej

un operador lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es un operador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {T(t),t > 0} C
L(Ey) tal que
1T ()| (m) < Me™, Yt >0;



(11) A es cerrado, densamente definido, el conjunto solucién de A contiene a (3,00) y

”(A_A)_HHL(EO)SM()‘_B)_n> VA>3, n=12---.

Teorema de Lumer-Phillips

Definicién 3 Sea E, un espacio de Banach sobre K con norma || . ||g, y sea Ef =
5 = sup {Re (e%,¢) - lell, < 1}).

La aplicacién de la dualidad J : Ey — 250 es una funcién multivoca definida por

L(FEy, K) su dual topolégico con la norma usual || . ||g= (|| e* |

£ (

J(e) ={e" € Eg: Re{e”,e) = |lellE,, "]

E; = ||€||Eo}-

J(e) # 0, por el teorema de Hahn-Banach.
Un operador lineal A : D(A) C Ey — Ej es disipativo si para cada e € D(A) existe
e* € J(e) tal que Re (e*, Ae) < 0.

Lema 2 Un operador lineal A es disipativo si y solo si
(A = Aellz, = Allells,

para todoe € D(A) y A >0

Teorema 6 (Lumer-Phillips) Supongamos que A es un operador lineal densamente de-

finido en un espacio de Banach E.

(1) Si A es un generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo de
contracciones, entonces A es disipativo (de hecho, Re (e*, Ae) < 0 para todo

e* € J(e))y RO\ — A) = Ey, para algin A > 0,

(11) Si A es disipativo y R(\g — A) = Ey para algin Ay > 0, entonces A es un

generador de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones.



El problema de Cauchy Semilineal para el caso Hiperbélico

El caso Hiperbélico: En esta seccion consideramos el problema de valor inicial

d
Je=Ae+ [(te) (2.29)

6(t0) =eg € Ey.

Donde A es un generador de un semigrupo fuertemente continuo, f es una funcién
continua que esta definida en un subconjunto U de R x Ejy y toma valores en Ej y
(to, 60) c U.

Definicién 4

a) Una solucién fuerte de (2.29) en [ty,t1) es una funcién continua e : [to,t1) — Fy
tal que e : (to,t1) —> Ey es continuamente diferenciable, e(ty) = ey, (t,e(t)) €

U,e(t) € D(A) y (2.29) es verdadero, ty <t < t;.

b) Una solucion débil de (2.29) en [ty,t1) es una funcién continua e : [to,t1) — Ey tal
que e(ty) = eo(t,e(t)) € U, para todo e* € D(A*),t — (e*,e(t)) es diferenciable

y

d

pr (e*,e(t)) = (A%e",e(t)) + (e, f(t,e(t))), to<t<t. (2.30)

Con ello tenemos el siguiente teorema

Teorema 7

1. Sie: [ty,t1) — Ey una solucion fuerte de (2.29) entonces es una solucion débil de

(2.29)

2. Una solucién débil e : [ty,t1) — Ey de (2.29) también es una solucion fuerte si y
solo si es continuamente diferenciable en (ty,t1) si y solamente si e(t) € D(A) con

t — Ae(t) continua en (ty,t;)

3. Sie: [to,t1) — Ey es una solucion débil de (2.29), entonces

t
e(t) = eAlt-te +/ A f (s e(s))ds, to <t <ty (2.31)

to



4. Sie: [ty,t1) — Ey es continua con (t,e(t)) € Utg < t < t; y satistace (2.31),

entonces e : [ty,t1) — Ey es una solucion débil de (2.29).

Teorema 8 Supongamos que {e*,t > 0} es un semigrupo fuertemente continuo, U C
R x Eq un abiertoy f : U — Ey continua y localmente Lipschiz continua en su segunda

variable; esto es, dado un (ty,ey) € U existe 6 > 0 y L tal que

[f(t,e1) — f(t ea)llmy < Lller — e2l g, (2.32)

cuando |t —to] < & y |le; — eollm, < 9,7 = 1,2. Entonces dado cualquier (ty,eq) € U
existe t| > to y una solucion débil e : [ty,t1) — Ey de (2.29). Adicionalmente, cualquier

solucion débil é : [ty, 1) — Ey tal que é(t) = e(t) parato <t < min {t1,} .

A continuacién obtendremos resultados sobre extensién de soluciones de (2.29) y la
existencia de intervalos maximos de definicién para soluciones de (2.29). Estos resultados
son esenciales para el estudio del comportamiento asintético de soluciones de (2.29)
permitiendo, en muchos casos, obtener la existencia de soluciones globales a través de

alguna estimacion previa.

Teorema 9 Supomgamos que A,U y f son como en el Teorema 8. Para (ty,ey) € U
existe una dnica solucién débil maxima e : [to, Tyar) — Fo de (2.29). Para esta solucién
suponga que Tpa. < 0o. Entonces existe ey € Ey tal que (Tpaz, 1) € OU ye(t) — e

cuando t — T4 O

t,e(t
h/msup Hf( ?e( ))”EO —
t—rTmax 1 + He(t)HEO

SiU =R x Ey y f lleva subconjuntos acotados de R x E en subconjuntos acotados

de Ey, el segundo caso sélo ocurre silimsup, . |le(t)||r, = oc.

Teorema 10 Supomgamos que A,U y [ son como en el Teorema 8 y supongamos que
e : [to,t1) — Eo y una solucién débil de (2.29). Sie(ty) =eq € D(A)y f: U — Eyy
continuamente diferenciable, entonces e : [ty,t1) —> Ey es continuamente diferenciable
y por tanto una solucién fuerte. Adicionalmente

d+

Ee(to) = Ae(to) + f(to, e(to)).



. - 0 ,
Observacion 1 Es suficiente que (t, e) — &f(t, e) € Ey sea continua y que (t,e) —

0 : 0
af(t, e) € L(Ey) sea fuertemente continua; esto es; (t,e) — af(t, e)r € Ey es con-

tinua para cada r € E.

Teorema 11 Supomgamos que A,U y f son como en el Teorema 8 y supongamos que
Ey es reflexivo. Si E4 es D(A) la norma del grafico ||e||a = ||e||g, + ||A€||r,, f va de
UN (R x E4) continuaa E4 y

[Af(E, e)llm < Ot e)llellp,

en UN (R x E4) donde C : U — R es localmente acotado. Entonces, cualquier
solucién débil e : [ty,t1) — Ey de (2.29) con e(ty) € D(A) es una solucion fuerte y

| Ae(t) — Ae(to)||m, — 0 cuando t — t§.

Teorema 12 Supomgamos que A,U y f son como en el Teorema 8 y supongamos
que f, : U — Ey (n = 1,2,3,---) también satisface las condiciones del Teorema 8.
Supongamos que e : [to,t1) — Ey es una solucion débil de (2.29) y que f,(t,e) —
f(t,e) cuando n — oo uniformemente para (t,e) en una vecindad de cada punto
(1,e(7)),to < 7 < t1. Sea {e,, } una sucesion en E, convergente para ey € Ey y e, una
solucién débil de

d
—en = Ay + fu(t,en(t)) (2.33)

en(to) = en,

en un intervalo maximal [ty,t,). Dado ty < t* < t,, para n grande, e, esta definido en

[to, t*]; esto es, t,, > t*y

Corolario 1 Supomgamos que A,U y [ son como en el Teorema 8 y que [ también
es continuamente diferenciable. Dado cualquier solucion débil e : [to,t1) — Ey y
ty < t* < ty, existen soluciones fuertes e, : [to,t*] — Eo,n = (1,2,3,---), tal que

en(t) —e(t)]| = 0

iy, o0 SUD;, <y<y



Debido a que el presente trabajo se basa en la aplicacién del estudio de la dindmica
a largo plazo motivada en los sistemas cuasi-estables y gradientes (véase [10,11]), es
necesario explorar la teoria de los sistemas dindmicos auténomos via semigrupos. En
este caso, la referencia principal estara dada por Hale [15]. Es asi como se mencionaran

algunos hechos basicos sobre sistemas dinamicos.

e Un atractor global para un sistema dindmico (H,S(t)) es un conjunto compacto
A C H que es completamente invariante y de atracciéon uniforme, es decir, para

cualquier subconjunto acotado B C H

SHA=H vy tlim dyu(S(t)B, A) =0

e La dimension fractal de un conjunto compacto B C H se define como

InN.(B
dime:h'msup—n el ),
-0 In(1/e)

Donde N.(B) es el namero minimo de bolas cerradas de radio 2¢ necesarias para

cubrir B.

e El conjunto de puntos estacionarios N de un sistema dinamico (#,S(t)) se define

como

N={VeH|SHV =V, Vit> 0}

e Un sistema dinamico (#, S(t)) es llamado gradiente si existe un funcional de Lyapunov
estricto W, es decir, para cualquier z € ‘H, U(S(t)z) es decreciente con respecto a

t > 0y es constante en el conjunto de puntos estacionarios N.

e Dado un conjunto B C H, su variedad inestable W"(B) es el conjunto de puntos

z € H que pertenece a alguna trayectoria completa {y(t)}.cr y satisface
y(0)=z 'y limsup,, . dist(y(t),B) =0

e Cuasi- estabilidad. Sea X,Y espacios reflexivos de Banach con incrustacion compacta



XS Y yH =X xY. Supongamos que (H,S(t)) esta dado por

donde
u € C(RY; X)NCHRY;Y),

Entonces, (#,S(t)) se llama cuasi- estable en un conjunto B C H si existe una semi-
norma compacta 7x en X y funciones escalares no negativas a;(t) y as(t) acotadas

localmente en R" y ay(t) € LY(R™) con lim; ., as(t) = 0 tal que

1S()2" = S(©)2°[3 < ax(t)1=" — 2%[3,

IS(t)=" — S()2*[I3 < as(®)][2" — 2*[I3, + as(t) sup [1x (u'(s) - u*(s)))?,

0<s<t

para cualquier 2!, 22 € B.

Proposicion 1 Sea (H,S(t)) un sistema dinamico de gradiente asintéticamente sua-
ve. Ademas, si su funcién de Lyapunov ¥ (x) esta acotada superiormente en cualquier
subconjunto acotado de H, el conjunto Vp = {x € H : ¥(z) < R} esta acotado para
todo R y el conjunto N de puntos estacionarios de (H,S(t)) esta acotado, entonces

(H,S(t)) posee un atractor global compacto caracterizado por A = W*(N).

Proposicién 2 Supongamos que el sistema dinamico (H, S(t)) es cuasi-estable en cada
conjunto invariante directo acotado B C H. Entonces, (H,S(t)) es asintéticamente

suave.

Proposicién 3 Sea (H,S(t)) un sistema dinamico cuasi- estable. Si (H,S(t)) posee
un atractor global compacto A y es cuasi- estable en A, cuando el atractor A tiene

dimensién fractal finita dimy A < oo.

Teorema 13 Sea (H,S(t)) un sistema dinamico. Entonces, diremos que dicho sistema

dindmico posee atractor global A si, y solamente si, es asintéticamente compacto y



disipativo. Ademds, en caso afirmativo, si B denota la coleccion de todos los subconjuntos

acotados no vacios de H, entonces el atractor A viene dado por

A= |]Jw(B)

BeB

Donde w(B) es el cojunto w - limite de B y es dado por:
w(B) = {x € X : existen soluciones (t,)nen en RT con
ty, — 00 Y (Tn)nen en B tal que x = 1im, o0 S(t,)xn}

En particular, si el conjunto de puntos estacionarios N de S(t) es acotado en H,

y el sistema (H,S(t)) es gradiente, entonces A esta caracterizado por las variedades

inestables W*(N).

2.3. Marco Conceptual

Debido a la naturaleza formal del estudio, basaremos el trabajo en Definiciones y
Teoremas formales que admiten una demostracién o descripcién exhaustiva con relacién

a la linea de investigacion.

2.4. Definicion de términos basicos

Definicién 5 Una familia de operadores no necesariamente lineales S(t);>o, fuertemen-

te continua en H es llamado Cy —semigrupo si:
» S(0) = I(Operador identidad de H)
» S(t+s)=5(t)S(s) para cadat,s >0

» La aplicacién [0,00) x H > (t,x) — S(t)(x) € H es continua para cada x € H
dado.

El par (H,S(t)) también es llamado sistema dindmico, definido por el semigrupo S(t).

Definicion 6 Sea (H,S(t)) un sistema dinamico y A un subconjunto de X .



» Diremos que A es positivamente invariante por la accion del semigrupo S(t),

cuando S(t)A C A para todo t > 0.

= Diremos que A es invariante por la accion del semigrupo S(t), cuando S(t)A = A

para todo t > 0.

Definicidon 7 Sea (H, S(t)) un sistema dindmico. Diremos que un subconjunto A C X

es un atractor global de (H, S(t)) cuando:
= A es un conjunto cerrado y acotado.
= A es un conjunto invariante por S(t).

» A atrae cualquier subconjunto acotado de H por la accién del semigrupo S(t),

esto es, para todo conjunto acotado B C X

tlgilo distg(S(t)B,A) =0

Donde disty (A, B) es la semi-distancia de Hausdorff entre los subconjuntos A, B C 'H

y es dada por
disty (A, B) = supdy(x, B) = sup inf d(z,y).

zeA reAYEB

Definicién 8 Sea (H,S(t)) un sistema dinamico. Un conjunto B C H es llamado
Conjunto Absorbente de (H,S(t)) si, para cualquier subconjunto acotado B C H,

existe 1o = 7o(B) > 0 tal que
S#)BcC B, Yt>m.

Cuando un sistema dinamico (H, S(t)) posee un conjunto absorbente acotado, diremos

que (H,S(t)) es un sistema dindgmico disipativo.
Definicién 9 La funcion L € C(H, R) es llamada funcional de Lyapunov si

» L({) — oo siysolosi||(]lyg — o0

» ¢t — L(S(t)z) es no- creciente para todo z € H.



» Si L(S(t)z) = L(z) para todo t > 0 entonces z es un punto estacionario para

S(t).

» Un sistema dinamico (H,S(t)) es llamado de sistema gradiente si posee un fun-

cional de Lyapunov.

Definicién 10 Un sisteam dinamico (H,S(t)) es llamado asintéticamente compacto si

existe un conjunto K C H compacto tal que para cada conjunto acotado B C H,

lim disty(S(t)B,A) =0
t—00



Capitulo 3

HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipotesis

3.1.1. Hipétesis general

(HG) El semigrupo de soluciones asociado a un sistema de Lamé semilineal posee un
atractor global.

3.1.2. Hipétesis especifica

(H1) El sistema de Lamé semilineal esta bien colocado en el sentido de Hadamard.

(H2) El semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal posee estructura gradiente.

(H3) El semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal es cuasiestable.

3.2. Definicién conceptual de variables

3.2.1. Operacionalizacién de variables

= Variable dependiente (D)

Existencia de un atractor global

» Variable independiente (I)

Sistema de Lamé semilineal

60



Variable Dimensiones Indicadores Método Técnica
Existencia de un El sistema esta bien Método de | Documentos
semigrupo de colocado en el sentido de escritério o de | cualitativos.
soluciones Hadamard. biblioteca Revision
Estructura Existe un funcional bibliografica
D gradiente Lyapunov para el semigrupo Trabajo con
Semigrupo asociado de soluciones. equipos de
cuasiestable El sistema es cuasiestable y investigacion
satisface la desigualdad (1.2)
Modelo fisico- El sistema planteado Método de | Documentos
matematico. responde a una problematica | escritério o de | cualitativos.
Soluciones fisica a partir de una biblioteca Revision
débiles. interpretacién matematica. bibliografica
Problema de Existe un espacio de fase Trabajo con
I Cauchy abstracto. adecuado para el tipo de equipos de

soluciones que se quieren
estudiar.
El modelo responde a un
problema de Cauchy abstracto
sobre espacios de dimensién

infinita.

investigacion




Capitulo 4

DISENO METODOLOGICO

4.1. Tipo y diseio de investigacion.

4.1.1. Tipo de investigacion

La investigacién es de tipo basica, pura o fundamental, pues se utiliza las teorias

existentes para profundizar en ellas, generando nuevos conocimientos o criterios.

4.1.2. Diseio de la investigacion

La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo - deductivo tratando de
ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracién.
Se empezara definiendo los términos basicos en la formulacion del modelaje fisico del
tensor de tensiones superficiales para cuerpos elasticos e isotrépicos generando, a par-
tir del Teorema de la divergencia, al operador de Lamé, lo que permitird entender la
construccion de sistema hiperboélico semilineal para cuerpos elasticos isotrépicos a partir
de un modelo de Lamé semilineal. Es importante recordar que este sistema modela las
vibraciones de las ondas generadas en la sismologia y que viajan por medios elasticos.
Se explicara a detalle la metodologia matematica que envuelve a los espacios de Sobolev
con el fin de poder probar la buena colocacién (i.e. existencia, unicidad y dependencia
continua con los datos iniciales) para el problema de Lamé semilineal.
Finalmente, se aplicara diversas estrategias del anélisis funcional, de tal manera que se

pueda probar la existencia de soluciones en el espacio de fase débil.
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4.2. Método de investigaciéon

Por la naturaleza de la investigacion, al ser esta el tipo basica, el método empleado
es el método de escritorio o de biblioteca, es decir, se realizard un analisis bibliografico

a profundidad con respecto a las teorias relacionadas al presente tema de investigacion

4.3. Poblacién y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudiar.

4.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado

Se puede considerar lugar de estudio todo espacio fisico que contribuya en la elabo-
racién del presente trabajo, por ejemplo, la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
de la UNAC, la Biblioteca Central de la UNAC, la estacién de trabajo remoto con la
que cuento, en mi hogar, etc. El periodo desarrollado para este trabajo fue durante la
pandemia del COVID-19 con una duracién de 12 meses entre los meses de Agosto del

2020 y Agosto del 2021.



Capitulo 5

RESULTADOQOS

5.1. Hipétesis

Las siguientes hipétesis se consideraran a lo largo de este trabajo para las funciones

definidas en un dominio acotado Q2 C R3 con borde suave 0f).

(1) El coeficiente de amortiguamiento o y los coeficientes de Lamé A , 1 ; cumplen

a,u>0y XeR con p+X>0. (5.1)

(11) La fuerza vectorial externa b satisface

be (L*(Q))>. (5.2)

(111) El campo vectorial no lineal f = (f1, fo, f3) satisface que existe un campo vectorial
g =1(91,92,93) € (C*(R?))®y funciones G € C*(R®)y h; € C*(R), i =1,2,3.Tal
que

[ = (u1,ug,u3) = gi(uq, ug, u3) + hi(u;), i = 1,2, 3.

g = (91792793) - VG

64



Ademas, existen constantes M ,m; > 0. Tal que

3
fu)u —G(u) — Z/ hi(s)ds > —M|u|* — my,Yu € R? (5.3)
i=1 70
3
G(u) + Z/ hi(s)ds > —M|u|* — m;,Vu € R? (5.4)
i=1 70
con
0<M< MT/\I, (5.5)

Donde A\; > 0 denota el primer valor propio del operador laplaciano —A. Ademas,

con respecto a las funciones g; y h;,i = 1,2, 3, adicionalmente se asumirad que:

» g cumple la restriccién de crecimiento subcritico, es decir, existen 1 < p < 3 vy

M, > 0, tales que, parai=1,2,3
[Vgi(u)| < My(1+ [ur]P™ + JugP™! + JusP ™), Vu = (ug, ug, uz) € R* (5.6)
» Para cada i = 1,2,3, h; cumple la restriccién de crecimiento critico, es decir,
existe una constante ¢, > 0 tal que

\hi(2)| < en(1+ |2]?),Vz € R,i=1,2,3. (5.7)

5.2. Entorno funcional

Ahora denotamos el producto interno en L*(Q) por (u,v) = [, uvdz para u,v €

3

j]

L?(92). Por simplicidad, utilizamos la misma notacién para el producto interno en (L?(2))



es decir, dado u = (uy, ug, uz),v = (v1, ve,v3) € (L*(Q))?,

3
E U,Z, Ul .
=1

De manera similar, (V., V.) representa el producto interno en H} (£2) asi como el produc-

to interno en (H}(€))3. Por lo tanto, dado u = (uy, us, u3),v = (v, v9,v3) € (L*(2))3.
3
(Vu, V) Z Vu;, Vu;) .
=1

Adicionalmente, para p > 0, denotamos las normas en los espacios LP(Q) y (LP(Q2))3

por | .|, y |l - |l,, respectivamente , es decir,
1
P
= ([luper)” o uer@),
Q
3
lallb=> Tuilp = (ur,uzus) € (LP(Q)*
i=1

En particular, para p = 2, se lee
w3 = (u, u) para u € (LP(Q))* y | u |3 = (u, u) para u € L*(9).
El operador de elasticidad &, con dominio D(E) := (H?*(Q2) N H}(2))3, esta dada por
Eu=—pAu— A+ p)V(V.u). (5.8)

Consideramos el espacio de Hilbert ((Hj(2))?, (-,-).), donde el producto interno (-, ),
esta dado por

(v,w), = p(Vu, Vw) + (A + p)(divu, divw).

Observacion 2 Bajo las notaciones anteriores, es facil verificar que las normas || . ||? =
V. ¥ I V3 =/(V.,V.), son equivalentes en ((H}(2))%. Con mdas precisién,se
tiene

pll Vullz < T ullf < aoll Va3, Yu = (ur,us, us) € (Hy())°. (5.9)



donde ag = max {p 4+ 3(A+ )} .

Ademis, siu € D(E) yv € (H} ()3, entonces es facil verificar que
(Eu) = (u,0), (5.10)

De (5.10), Observacion2 y la incrustacién compacta de H}(Q) — L*(Q)) se puede ver
que £ es un operador autoadjunto positivo. Denotamos la potencia fraccionaria asociada
a & por & con dominio X" := D(E"), que esta dotado del producto interno natural

(.,.), =(&".,&".), . En particular,
X0 = (L)% (),

x1/2 — ((H&(Q))B, <81/2.,51/2.>)7

X' = (D(E): (£.,E.)).

Observaciéon 3 Del teorema de Riesz junto con los argumentos de densidad y conti-

nuidad, tenemos

(w,0)1p = (u,0),,  Vu,v € (Hy(Q))".

Finalmente, definimos el espacio de fase débil (Hilbert) H := X'/? x X con el producto

interno usual y norma inducida || .||+, y el espacio de fase fuerte (Hilbert) H' :=

X! x x1/2,

5.3. Buena colocacién y estimacién de energia

Bajo las hipotesis y anotaciones anteriores, podemos establecer la buena colocacién

en el sentido de Hadamard de (1.2). Empezamos por denotar



Entonces, el problema (1.2) es equivalente al problema de Cauchy

Uu
U+EU+FU =B, U= = (5.12)

U
donde E : D(E) C H — H con dominio
D(E) = {(u,v) € H|Eu+ave X% ve X} =

Teorema 14 (Buena colocacion). Supongamos que (5.1)- (5.7) se cumple.

(i) Para (ug,u1) € H, entonces existe un tiempo Tr,sx > 0 tal que el sistema (5.12)

posee una solucién dnica suave

U € C([0, Thax]; H).

Adicionalmente, se tiene que T4, = +00.

(i) Para (ug,u;) € H', entonces existe un tiempo T4 > 0 tal que el sistema (5.12)

posee una solucion dnica regular

U € O([0, Toax); HY).

Adicionalmente, se tiene que T4 = +00.

(iii) Para cualquier T > 0 y cualquier conjunto acotado B € H, existe una constante
Cpr > 0 tal que para dos soluciones cualesquiera z' = (u',u}) de (5.12) con dato

inicial 2, € B,i = 1,2, tenemos

12" (t) = 2*l13, < Chrllzo — 23, vt €[0,T]

Prueba. Es facil comprobar que el operador E dado en (5.12) es un operador monétono

maximo, puesto que si z = (u,v) € D(E), entonces de (5.10) se tiene que

(Ez, z) = —allv]; <0,



mostrando que el operador es disipativo.

Ahora, si Z = (i, ) € H entonces se prueba que existe z = (u,v) € D(E) satisfa-
ciendo que

(I-E)z=2

o equivalentemente

uU— v =1u,
E+ (a+1v=07,

puesto que si se considera una funcién ¢ € (H}(9))? y se integra sobre (), entonces
(o + 1) (u, ) + (u, ), = (0 + (@ + D)t ).
Es decir bastaria mostrar que la formulacién variacional

B(u, ) = L(p), VY € (Hy())?,

donde
B(u, ) = (a+ 1) {u, ) + (u, ¢), ,
L(p) = (0+ (a+ 1), @)
Esto es claro debido a que B es una forma bilineal y coerciva, luego por Lax-Milgran
se tiene la sobreyectividad deseada. Por tanto, aplicando la teoria clasica de semigrupos

lineales, en particular el Teorema de Lummer-Phillips se concluyen los puntos (i) - (ii)

para T4 > 0.
Para mostrar que T,5x = +00, veamos la siguiente proposicion.

En lo que sigue damos algunas desigualdades atiles que involucran la energia funcio-

nal. La energia funcional total asociada al problema (5.11) esta dada por
3 w
1 9 :
E(t) = EH(u,ut)HH—F/G(u)dx—i—Z// hi(s)dsdz — (b(z),u).  (5.13)
Q — JaJo

Proposicion 4 Bajo la hipétesis (5.1)-(5.7), tenemos:



(i) La energia E(t) no aumenta con E(t) < E(0) para todo t > 0;
(ii) Existe una constante positivas K,, Ky y K3 tal que

Kol (u,up) |3, — K3 < E(t) < Ki||(u,us) |3, + K3, ¥Vt >0. (5.14)

Prueba.

(i) Tomando el multiplicador u; en el problema (1.2), luego un calculo directo nos

lleva a
E'(t) = —alju|3 <0, Vt>0, (5.15)
de donde se sigue facilmente lo establecido en el punto (i).

(it) Para las condiciones (5.1) - (5.7) y la desigualdad de Young con € > 0, la expresion

= /Q Glu)dz + i /Q /0 " ha(s)dsdz — (b(x), u)

se puede estimar desde abajo y desde arriba de la siguiente manera

€ M 1
1> — Ql— =2 = [ — + — 2
> gl = S0~ (o + e ) Nl

1 C
< i+ 3B + -2t )

Ch 4 1 2
+—|l(u, u + —||(u,u )
i + 5l )

donde las constantes genéricas positivas dependen de su indice y algunas incrus-
taciones con H} (), por ejemplo, C, depende de la constante ¢, en (5.7) y la
incrustacién compacta Hj(Q2) < L*(Q). De esto y de la definicién de E(t) en
(5.13), inferimos

LG
2\/ )\1/L M%

1
E(t) < CrlQ + S [1bll; +



1 C Ch
+ (5 - Mé + F) (v ||

€ 1 M 1
B0 2 —myl9 - S+ (5 - 5o~ 5 ) Nl

Por lo tanto, a partir de una eleccién adecuada de € > 0 y utilizando la condicién
(5.5), se puede concluir la existencia de constantes positivas Ky, Ky y K3 que

satisfacen (5.14).

O

Observaciéon 4 Hacemos hincapié en que las constantes anteriores K1, Ky y K3

en (5.14) no dependen del parametro .

5.4. Resultado principal y pruebas

Ahora estamos en condiciones de afirmar y demostrar el principal resultado en relacién
con los atractores globales asociados con el problema (1.2).

Dice lo siguiente.

Teorema 15 Bajo los supuestos (5.1) - (5.7), tenemos:

(1) El sistema dindmico (H,S(t)) correspondiente al problema (1.2) tiene un dnico
atractor A con dimension fractal finita dimyA < oo, y se caracteriza por la

variedad inestable A = W*(N') que emana del conjunto de puntos estacionarios

N de (H,S(t)).

(11) Ademis, si h; = 0,i = 1,2,3, entonces A esta acotado en el espacio de fase
fuerte H'. En particular, cualquier trayectoria completa {(u(t),u:(t)),t € R} que

pertenezca a A tiene lo siguiente propiedades de regularidad
uy € L¥(R; (Hy(92))°) NC(R; (L*(2))°), uw € L=(R; (L*(2))°),  (5.16)
y existe R > 0 tal que

1 Cute (), e ()13, < R, (5.17)



donde R no depende de \

La demostracién del Teorema 15 se concluira al final de esta seccién como conse-

cuencia de algunos resultados técnicos proporcionados a continuacion.

5.4.1. Propiedad de Gradiente

Lema 3 Bajo los supuestos del Teorema 15, definamos el funcional

v . H —- R
z = VU(z) = Y(u,v)

Dada por

U(u,v) = %H(u, v) |13, +/QG(u)dx + Z/Q/OW hi(s)dsdx — (b(x),u). (5.18)

Luego

1. VU es un funcional de Lyapunov estricto ;
2. U(z) = oo siysolosi||z]|y — oo;

3. N estd acotado en H

Como consecuencia, el sistema dinamico (H, S(t)) asociado con el problema (1.2) es un

sistema gradiente.

Prueba. Fijemos zy € H y recuerde que N es el conjunto de puntos estacionarios
de ((H,S(t)). Ademas, de (5.13) se ve que W(u(t),us(t)) = E(u(t),u(t)) := E(t).

Entonces, inferimos:

e De (5.15), es claro que W(S(t)zy) es decreciente con respecto al tiempo y de (5.14),

U(z) = W(S(0)z) — oo siy solo si ||z]|% — oo.

e Consideremos el problema estacionario:

Eu+ f(u) =b(z) en Q,
u=>0 en Of).

(5.19)

Por lo tanto, un calculo simple muestra que N esta dado por



N = {(u,0) € H | u es la solucién de (5.19) }

Ademas, a partir de (5.15) es facil probar que ¥ es constante en A. Finalmente,
multiplicar (5.19) por u, integrando en €2 y usando (5.3) y (5.4), obtenemos que para

cualquier € > 0

2M 1
v 2 < 2mg|Q] + el[b]3 2
( Al/i 4)\1#6) ||U||e - mf| | +E|| ||27 (5 O)

de donde (junto con (5.5)) concluimos que N esta acotado en H, para ¢ > 0 propia-

mente elegido.

Por lo tanto, se prueban los items 1-3. O

5.4.2. Propiedad de Cuasi-estabilidad

Proposicién 5 (Estimacion de estabilidad) Bajo los supuestos del Teorema 15, consi-
deremos un subconjunto acotado B C H y dos soluciones débiles 2! = (u',u}) y 2* =

2

(u?,u?) del problema (1.2) con datos iniciales z} = (u$,u}),22 = (u?,u?) € B.Luego,

124 (1) — 2*(B) I3, < aa(t)llz0 — zol7 + c(t) S lu'(s) = u?(s)llp,,  (5.21)
Entonces py = mam{él,%p} < 6,ay € L'(RT) con limy o az(t) = 0 y c(t) es una

funcién localmente acotada.

Prueba. La estimacién (5.21) es uno de los nicleos principales del presente trabajo. Su
prueba es bastante técnico y extenso, por lo que vamos a proceder en varios pasos de la

siguiente manera.

Paso 1. Definicion del problema de diferencia y funcionales.
Denotemos w = u! — u? con u’ = (u},ub,uj),i = 1,2. Entonces, un célculo simple

muestra que w es una solucién (en el sentido débil y fuerte) del siguiente problema



wy + Ew + awy + f(ur) — f(u?) =0 en QxRT,
w=0 en 00 x RT,
(5.22)
w(z,0) = uj(z) —ud(x), z€Q,
L wt<x70) = UKZ‘) o u%(w% ZAS Q>
La energia asociada con el sistema (5.22) esta dada por
— 1 1
() = 5w, willy = 112 (0) = 2O, £20. (5.23)
También configuramos el funcional
X(t) = <w7wt>7
y el funcional de energia perturbada
T(t) = e12(t) + e2x(1),
donde las constantes €7, €5 > 0 se elegirdan mas tarde.
Paso 2. Equivalencia. Existen constantes C7, Cy > 0 tales que
C1Z(t) < T (t) < CuZE(1). (5.24)

2

De hecho, las desigualdades en (5.24) siguen tomando K = mam{—p, 1}, con ¢, >0
procedente de la desigualdad de Poincaré y 1 de (5.9),e; > &2 K',Cy = ¢; — 6,K .
Paso 3. Estimacion de ='. Dado & > 0, existe una constante C(&, B) > 0, que depende

de £ y B, de modo que

E < —alur; + O, BlwlZe +&llwdllz +1, (5.25)



donde establecemos
I=> (hi(uf) = hi(u)), Opws). (5.26)

De hecho, primero observamos que al derivar (t) y usar (5.22), obtenemos

!

2 (t) = —afwll; — {g(u') — g(u®), we) + 1.

desde

3 3 3
[{g(u') — g(u®),wy)| < Z/ M, {1 D P ) IU?IH} |w]|Owi|dz,
i=1 /9 i=1 i=1
luego aplicando la desigualdad de Hélder, obtenemos

3
(g(u') = g(u?) )| < Cyllwl’e O, (5.27)
i=1

donde , ;
Gy =y {\m”? S S Hu?\lzl} < O(B) < oo,
=1 =1

es una constante que depende de B. Por lo tanto, la estimacién (5.25) se deriva de

la desigualdad de Young con £ > 0.

Paso 4: Estimacién de . Existe una constante C'(B) > 0 dependiendo de B tal que

’

_ 1 « a4+ 3
X () < =) = Sllwl + S Jwl + CB)lwli + “5

s (5.28)

De hecho, multiplicando (5.22); por w e integrando en €2, obtenemos

a+3

_ 1 Q
K (6) = =2(t) = Sl + Sl + 2wl



Ahora, notando que

3
[{g(u") = g(u?), w)| < {|Q\p1 + > ludllh + Z [ p+1} lwllpsr < Collwlpy,
i=1

3
[ (haluf) = haud), wi)| < (2P + 15+ I 1) lwill} < Csllwll:,

=1 i=1

donde las constantes C'g, C'z > 0 dependen solo de B, entonces sigue la estimacién
(5.28).

Paso 5. Estimacién para Y. Existe una constante ('3 > 0 dependiendo de B tal que

t t € eogt
Y(t) < e S Y (0) +03/ e Jw(s) |2 ds + ere” O, (5.29)
0

donde C} > 0 proviene de (5.24) y establecemos

J::/ Cllds—Z/ & (2, ) — hilul(x, ), Duws(x, ))ds.  (5.30)

Primero, observamos que de (5.25) y (5.28), uno tiene

’ — €y
Y < —e3(0) + 2wl + COB)ulf + 0 C(E Bl
36y + e
rar+ (2502 4 a ) fulh

Ahora elegimos €1, €5, £ > 0 lo suficientemente pequefio como para que

€y + ey

GQK/<€1y 5

+ 61€ < aey.

Cabe mencionar que €1, 62, > 0 no dependen de A. Por lo tanto, a partir de esta
: 6 .
eleccién, se establece py = max{—,4} y usando (5.24), existe una constante
-P

4
C3 = C(B) > 0 tal que
T < —270(t) + Cyllwl, + e,
C,

de donde se sigue la estimacién (5.29) con J dado en (5.30).



Observaciéon 5 Dado que las opciones para €1, €5 no dependen de \, entonces C3 > 0

es una constante que tampoco depende de ).

Paso 6. Estimacién de J. Existen constantes vy > 0y Cy > 0 dependiendo de B tales

que

t
J < Cye sup [Jwli + 04/0 (lug ()ll2 + [Juz (s)[[2)e™* L (s)ds. (5-31)

0<s<t

En primer lugar, en vista del supuesto (5.7), para cualquier constante v > 0 y cada

i =1,2,3, existe una constante K, > 0 tal que

/ 5 (ha(w3(s)) — hi(ul (), ywi(s)) ds
.0 (5.32)
< K sup [Jwi(s)|2 + K, / (8v (3)]]2 + 1002 a(5))e™ | Puwy(s) 2.

0<s<t

De hecho, la justificacién de (5.32) sigue tomando argumentos similares a los de [8,
Lema 4.9].
En aras de la exhaustividad, presentamos una breve prueba de tal desigualdad. Tenga en

cuenta que

/ 5 (ha(w3(s)) — hi(ul (), Bywi(s)) ds

0
I d, o [T, 12

== & [ —|wl hi(ui + AMu; — u;))dAdxds
2 Jo o ds 0

_ 7 /Q / Pi(u(s) + A (5) — u2(s))) A wi(s) Pda

t
0

3 [ L (o [ i = 2l = o) ) o) Pasds

0

< K" sup |Jwi(s)|]
0<s<t

1 [t L,
) / 675/ / h; (uf + /\(uz1 — uf))(@tu? + A(@tu% — 8tu?))d/\|wi(s)|2dxds.
0 aJo

Para el altimo término usamos el hecho de que h; € C?.(R), condicién (5.7), desigualdad



de Holder y la incrustacion H'(Q) — L°(Q).Por lo tanto, de (5.30) y (5.32) se sigue

J = ZK sup [|w(s )HﬁméX{K;}/o € ([fug (5)llz + 1w () |2)[[Vew(s) || 3ds.

0<s<t

/ / 2 K.
Para vy = 2—2 > 0. Adicionalmente, tomemos Cy = maz{ K, +K,+ K, max{ }}
1

0 y notando que

1 2
Vw(s Zg—w2§—5 <—T
[Vw(s)| M|| 12 . (s) e (s),

luego, la estimacién (5.31) sigue como se desea.
Observacion 6 Destacamos que las constantes v, y Cy no dependen de \

Paso 7. Conclucién de la prueba.Finalmente estamos en posicién de completar la
demostracién de (5.21).
De hecho, de (5.29) y (5.31), existe una constante C5 > 0 dependiendo de B, pero

independientemente de ), tal que

MY (t) < C5Y(0) 4 Cse™ sup w2
0<s<t

+Cs/0 (g ($)ll2 + [l (s)l|2)e™* Y (s)ds,

y aplicando la inecuacién de Gronwall, se obtiene

T(t) <Cs {e_VOtT(OH sup [lw(s)]|? } (Cse70" fylut () lz+IuF () )e20%ds) (5, 33)

0<s<t

Ahora, de (5.14) y (5.15), y también en vista de la Observacién 4, tenemos

t 1 [t 2|
/ Jun(s)l3ds = / Es)ds < ZEO g i 2,
0 0

«

donde @@ > 0 es una constante que depende de By f, pero es independiente de \. Por

lo tanto, usando Holder y las desigualdades de Young, obtenemos

t
2
[+ I lerds < 20y/QvE < b+ 2



para cualquier ¢ > 0 y € > 0.Reemplazando la dltima estimacién en (5.33), llegamos a

T(t) < CyelCat+* ) {e_%tT(O) + sup Hw(s)ugo}.

0<s<t

Tomando ¢ = —% usando (5.24),tenemos
2C,

Q Q
CiCue - Cue’
< e TR0 + —gett sup [u(s)], (5.34)

0<s<t

(11

Finalmente, con respecto a la definicién de Z(¢),¢ > 0, en (5.23) y el entorno

Q
20,e7  +
y aslt) = =R (5.35)
2

Q
CHC&G”O 04
= —FF—€ 2

as(t) : G

luego (5.34) conduce a (5.21) como se desea.

Por tanto, se concluye la prueba de la Proposicion 5. O

Corolario 2 (Cuasi- estabilidad) Bajo los supuestos del Teorema 15, el sistema dinamico
(H,S(t)) asociado con el problema (1.2) es cuasi-estable en cualquier conjunto acotado

BCH.

Prueba. Es una consecuencia directa del Teorema 14 - (iii) y la Proposicién 5 al notar

la semi-norma dada por ny (u' —u?) = |lu' — u?||,,, es compacto. O

5.4.3. Conclusién de la prueba del Teorema 15

(i) De la Proposicién 2 y el Corolario 2, el sistema dinamico (#,S(t)) relacionado
con el problema (1.2) es asintéticamente suave. Por lo tanto, usando el Lema 3y

las Proposiciones 1y 3, la conclusién del Teorema 15 - (i) esta completa.
(i) En el caso de h; = 0,7 = 1,2, 3, luego volviendo a (5.26), se ve que I =0y, en
consecuencia, de (5.30) se obtiene J = 0. Por lo tanto, (5.29) se reduce a

T(t) < e ET(0) + 1%

_ ot
sup [|w(s)|% (1 —e ),
€2 0<s<t 0



/ 6
Pp = Max {4—,p+ 1}.De esta forma se llega a (5.34) (respec. (5.21)) con
-P

0301(1 — 67%%

as ‘=
€2

en lugar de a;3(t) dado en (5.35). Por lo tanto, co, = sup,cg +as(t) < oo, y de [11,
Teorema 7.9.8 |, las propiedades de regularidad (5.16) - (5.17) estan aseguradas,
es decir, la conclusién del Teorema 15 - (ii) esta completo. Por lo tanto, se termina

la demostracién del Teorema 15.



Capitulo 6

DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostracion de la hipotésis
con los resultados

Como se pudo observar en el Capitulo 3, el presente trabajo presenta como hipétesis

general lo siguiente:

(HG) El semigrupo de soluciones asociado un sistema de Lamé semilineal posee un

atractor global.
Adicionalmente se plantearon las siguientes hipétesis especificas:

(H1) El sistema de Lamé semilineal esta bien colocado en el sentido de Hadamard.
(H2) El semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal posee estructura gradiente.

(H3) El semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal es cuasi- estable.

Con relacién a esto, el Capitulo 5 estuvo destinado a mostrar la VERACIDAD de

cada una de estas hipétesis como sigue:

» La (H1) fue demostrada en la Seccién 5.3, mediante el Teorema 14. Para esto
se usé la teoria relacionada a los problemas de Cauchy no lineales y la teoria de

Semigrupos.
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» La (H2) fue demostrada en la Seccién 5.4.1 mediante en Lema 3. Para esto
de prob6 que la energia relacionada al sistema genera un funcional de Lyapunov

estricto, lo que muestra la estructura gradiente del sistema.

» La (H3) fue demostrada en la Seccién 5.4.2 mediante la Proposicién 5, para
esto fue necesario comparar dos trayectorias y construir diferentes funcionales de

energia aproximada.

Finalmente, con relacién al (HG), esta hipétesis fue detallada en el Teorema 15
y demostrada posteriormente en la Seccién 5.4.3, ya que la estructura gradiente del
sistema, la cuasi- estabilidad del semigrupo de soluciones y las propiedades agradables
sobre el funcional de Lyapunov y el conjunto de puntos estacionarios A/, permite concluir

con la existencia de un atractor global para el sistema.



CONCLUSIONES

De acuerdo a lo desarrollado podemos concluir lo siguiente:

s Los sistemas de Lamé reflejan de buena manera el comportamiento de las ondas
sismicas cuando estas se propagan sobre un medio elastico isotrépico. Este anéa-
lisis permite describir el comportamiento de las P-ondas y las S-ondas teniendo
en cuenta la velocidad de propagacién de cada una de ellas. Por ejemplo, como
consecuencia de los parametros de Lamé, se puede concluir que las P-ondas viajan

mas rapido que las S-ondas.

= En la demostracién de la buena colocacién del sistema (véase Seccién 5.3, Teo-
rema 14) se pudo observar que el generador infinitesimal asociado al problema
de Cauchy es disipativo, esto es debido a las propiedades del operador de Lamé
y a la presencia del amortiguador friccional sobre el sistema. Este hecho permite

realmente la existencia de soluciones.

» En el anélisis sobre la existencia de un atractor global, se usé la propiedad de cuasi-
estabilidad para el semigrupo. Con esto se concluy6 que es posible comparar dos
trayectorias las cuales convergen a la misma regién compacta de estabilizacion si

los datos iniciales que las generan son muy préximas.
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RECOMENDACIONES

De acuerdo a lo desarrollado, se recomienda lo siguiente:

= En este trabajo se considerd la presencia de un amortiguador friccional para el sis-
tema, se recomienda para préximas investigaciones considerar otro tipo de amor-
tiguamiento, ya sea estructural o por medio de una memoria viscoelastica en el

sistema.

= Las fuerzas estructurales que se consideraron fueron de orden critico desacoplado
para que la metodologia en la cuasiestabilidad del sistema sea satisfactoria. Se

recomienda considerar fuerzas criticas acopladas para futuros trabajos.

= Al considerar el amortiguador friccional, este se tomé sobre todo el dominio espa-
cial, es decir, el parametro o > 0 como coeficiente del amortiguador, es constante
sobre todo 2. Se recomienda considerar para futuras investigaciones la dependen-
cia de o con relacién al espacio, obteniendo asi una localizacion de la region de

amortiguamiento.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de Consistencia

(sistema de Lame
semilineal) posee
un atractor global

se utilizalas teorias
existentes para
profundizar en ellas,
generando nuevos
conocimientos o
criterios.

Método

La metodologia
usada es de tipo
inductivo -deductivo
tratando de =ser lo
mas exhaustivo
posible en cada
demostracion.

FORMULACION : ; .

DEL PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA | POBLACION
Problema general. Objetivo general |Hipotesis general | Tipo Por ser nuestro
i5erd posible probar | Probar la El sistema trabajo
la existencia de un existencia de un Uer — gl - La investigacion es | netamente
atractor global para atractor global para | (4+u) Vdivu +au. |de tipobasica, pura | abstracto, no
un sistema de Lamé | un sistema de +fu)=b o existe
semilineal? Lame semilineal w=0endn fundamental, pues | poblacion que

estudiar.
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Problemas
especificos.

¢.Sera posible probar
la buena colocacion
en el sentido de
Hadamard para un
sistema de Lamé
semilineal?

i Sera posible probar
la estructura gradiente
del semigrupo
asociado a un sistema
de Lamé semilineal?

i Sera posible probar
que el semigrupo
asociado al sistema
de Lame semilineal es
cuasi- estable?

Objetivos
especificos Probar
la buena colocacion
en el sentido de
Hadamard para un
sistema de

Lame semilineal.

Probar la estructura
gradiente del
semigrupo
asociado a un
sistema de Lame
semilineal.

Probar que el
semigrupo
asociado al sistema
de Lame semilineal
es cuasi- estable

Hipotesis
especificas

El sistema de
Lamé semilineal
esta bien colocado
en el sentido de
Hadamard.

El semigrupo
asociado al
sistema de Lamé
semilineal posee
estructura
gradiente.

El semigrupo
asociado al
sistema de Lamé
semilineal es
cuasi- estable

Diseiio de Ia
investigacion.

La investigacion que
se desarrolla
presenta el disefio
cientifico- tedrico,
mostrando  la
siguiente estructura:
La investigacion que
se desarrolla
presenta el tipo
inductivo -
deductivo tratando
de ser lo mas
exhaustivo posible
en cada
demostracion.

Se empezara
definiendo los
términos basicos en
la formulacion del

modelaje

fisico de las
ecuaciones de la
Onda, lo que

permitira entender la
construccion de
dicho modelo
expuesto a fuerzas




estructurales.

Se explicara a
detalle la
metodologia
matematica que
envuelve a los
espacios de
Sobolev con el fin
de poder probar la
buena colocacién
(i.e existencia,
unicidad y
dependencia
continua con los
datos iniciales) para
el problema de la
ecuacion de la onda
expuesta a fuerzas
estructurales.
Finalmente, se
aplicara diversas
estrategias del
analisis funcional,
de tal maneragque se
pueda probar la
existencia de
soluciones en &l
espacio de fase
(Ha(Q) x L7(Q)).
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