UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

Existencia de un Atractor Global para una
ecuacion de Onda Amortiguada expuesta
a Fuerzas Estructurales

TESIS PARA OPTAR EL TiTULO PROFESIONAL DE
LICENCIADO EN MATEMATICA

Autor:
Nyll Caldas Leiva

Asesor:
Dr. Paulo Nicanor Seminario Huertas

Linea de inverstigacion:
Andlisis Funcional y Ecuaciones Diferenciales Parciales

Callao, 2023

PERU






Daocument information

Analyzed document CALOAS LERG MYLL WALTER paf (D1T2T4571E)
Subemitbed 202%5-08-11 2210000

Submmitbed by FCham

Submitter email imvestigacion icnm@iunac pe

Sienilarity -4

finalysis addnecs investigacion fcnm uracfianalys s urkund com

Sources included in the repart

URL: hitps:{/wsasa toppr.comyaskiqueshan the -coefficient - of -152 - in-the -expansion-of -
W etitrighide BE 1
Fetched: 2021-05-18 15:%1:10

Entire Documeant

UNNWVERSIDAD MACIOMAL DEL CALLAD FACULTAD DE CIEMCIAS MATURMES ¥ MATEMATICA ESCUELA PROFESIONAL
DE MATEMATICA Existencia de un Abractor Giobal para una ecuacicn de Onda Amortiguada espuesta a Fusrzas
Estructurales TESIS BARA OFTAR EL TITULD PROFESIONAL DE LIZEMCIADD EN MATEMATICA CALDAS LEIVA NYLL
WALTER Callac, 2025 PFERL

INFORMACIGMN BASICA 1 Farultad: Facultad de Clenciss Maburales y Matemdtica 2 Unidad de Investgacidn: Facultad de
Ciencias Maburabes y Matematica 3. Thulo: Exstencia de un Atractor Glodal para la ecuacitn de Onda smaortiguada
enpunsta a Fuerzas Estruchurales 4. Aubor: Bach. Kyl Caldas Lefva Codigo ORCID: CO00-0002- 9467 -1258 D:
TO500E1% & Asesor: Dr. Faulo Mcanor Seminasio Huertas Codigo OROID: O000-0003- 5744 -8100 D 45400452 &
LLugar de gpecucion: Faoultad de Ciencias Matusbes y Matemabca 7. Unidades de andbss: Ecuacion de onda Amortiguada
4. Tipa de Irvestigacion: Basica. 9. Enfogue: Cuanbitabiio 10 Disefo de inveshgacdn: Mo experimental kyll Walter Caldas
LLewva Bachiller Codigo: 1002580 DMI: FO500515 Or. Faulo Micanor Seminano Huertas dsesor Codigoe 2195 DL
45400052

a HOJA DE REFERENCIA DEL JURADO ¥ APROBACKON EXISTENCIA DE UN ATRACTOR GLOBAL PARA UMA ECUACION
DE MDA AMORTIGUADA EXPUESTA A FUERZAS ESTRUCTURALES SUBCAITICAS Cal DWS LEIVA NYLL Tesis presentada
& conGderacion diel cuerpo docente de ka Facultad de Cencias Mahuales y Mabemdtica de La Universidad Macional del
Callan, como parie de los requisitos para oibener & thulo profesional de Licenoiado en Matemabca. Aprobada por:
[Dedcaboria & mis quernidos abuelibos, Demetna y Mauro que Sempre me incentkanon a ser profesianal. & mi mama gues
Tt 30043 en hods momaento a seguir adelante.

Agradecimiento A mi asesor Faulo Micanor Semenanio por su enceme paciencia para o desarolio de esta imaestigacicn.
Sus oneriaciondss, chseraciones v SUGEENCias me penmibe- ron Concuir oon esta irvestigacion. & los miembros del
U, paOr DUS SUgQerencias y obseraciones, permiiknco asl, meparr me babayo. Un agradecimiento especial al profescs,
[Or. Aliredo Sobelo Peerney, por sus ersefianzas a lo largo demi joema- odn peodesional. & mi mama Soebna Leva
[Espinoza por su enssfianza de vida ¥ motivarme para ferminar b irvestigacion. & mi novia por sU apoyo corstante. & mis
Compaiens oe aula que Companimos COnoCimenio ¥ grabas momenbos jumtos.




UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
UNIDAD DE INVESTIGACION

CONSTANCIA N° 27-2023-UI-FCNM

El Director de la Unidad de Investigacién de la Facultad de Ciencias Naturales y
Matematica de la Universidad Nacional del Callao, que suscribe; hace constar
que el sefior:

NYLL WALTER CALDAS LEIVA

Ha obtenido un resultado del 0% como producto del Analisis de Urkund realizado
a su Trabajo de Tesis titulado: “EXISTENCIA DE UN ATRACTOR GLOBAL PARA UNA
ECUACION DE ONDA AMORTIGUADA EXPUESTA A FUERZAS ESTRUCTURALES”.

Se expide la presente a solicitud del interesado para los fines pertinentes.

Bellavista, 14 de agosto 2023.

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
UNIDAD DE INVESTIGACION

Ll

Dr. WHUALKUER ENRIQUE LOZANO BARTRA
DIRECTOR

WELB/pgh
Exp: 178.08.23
c.c.: Archivo



INFORMACION BASICA

1. Facultad: Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
2. Unidad de Investigacion: Facultad de Ciencias Naturales y Matematica

3. Titulo: Existencia de un Atractor Global para la ecuacion de Onda Amortiguada
expuesta a Fuerzas Estructurales

4. Autor: Bach. Nyll Caldas Leiva

= Codigo ORCID: 0000-0002-9467-1299
= DNI: 70300513

5. Asesora: Dr. Paulo Nicanor Seminario Huertas

= Codigo ORCID: 0000-0003-3744-8100
= DNI: 45480452

6. Lugar de ejecucion: Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
7. Unidades de analisis: Ecuacion de onda Amortiguada

8. Tipo de Investigacion: Basica.

9. Enfoque: Cuantitativo

10. Diseno de investigacion: No experimental

CaslrsP .

Nyll Walter Caldas Leiva Dr. Paulo Nicanor Seminario Huertas
Bachiller Asesor
Cédigo: 101258d Cédigo: 6290

DNI: 70300513 DNI: 45480452



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

ACTA DE SUSTENTACION DE TESIS

En el ambiente virtual, asignado con el enlace: https://meet.google.com/ogg-jsxe-gxp?pli=1&authuser=2
mediante el uso de la aplicacion Google Meet para video conferencias, desde el domicilio de cada uno de los
docentes integrantes del Jurado, a causa del estado de Emergencia Nacional, debido al Coronavirus (COVID-
19); siendo las 16:00 horas del dia jueves 16 de marzo del afio dos mil veintitres, se reunieron en Sesion
Virtual a fin de proceder al acto de instalacién del Jurado de Sustentacion de la Tesis presentada por el Sefior
Bachiller CALDAS LEIVA, NYLL WALTER, Titulada “EXISTENCIA DE UN ATRACTOR GLOBAL PARA UNA
ECUACION DE ONDA AMORTIGUADA EXPUESTA A FUERZAS ESTRUCTURALES” Jurado que esta
integrado por los siguientes docentes de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de la Universidad
Nacional del Callao:

Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey Presidente
Dr. Julio Cesar Nufiez Villa Secretario
Dr. Lito Edinson Bocanegra Rodriguez Vocal

Luego de la Instalacién, el secretario del Jurado dio lectura a la Resolucién Decanal N° 022-2023-FCNM, que
designa a los miembros del Jurado de Sustentacion de la Tesis.

A continuacién, se dio inicio a la Exposicion del Trabajo de Tesis de Acuerdo a lo normado por el Art. 82° del
Reglamento de Grados y Titulos de la Universidad Nacional del Callao, aprobado por Resolucién N° 245-
2018-CU de fecha 30-10-2018.

Culminado el acto de exposicion virtual de la tesis, los sefiores miembros del Jurado procedieron a formular
las preguntas, las mismas que fueron absueltas.

Luego de un cuarto intermedio para la deliberacién en privado del Jurado, con la participaciéon con voz del
asesor, y después de calificar el Trabajo de Tesis, se ACORDO por unanimidad CALIFICAR la Tesis
sustentada por el Sefior Bachiller CALDAS LEIVA, NYLL WALTER, para optar el Titulo Profesional de
Licenciado en Matematica, segun la puntuacion cuantitativa y cualitativa que, de acuerdo al Art. 27° del Citado
reglamento, a continuacion, se indica.

Calificaciéon cuantitativa Calificacion Cualitativa
18 EXCELENTE

Finalmente, el secretario del Jurado procedi6 a redactar y dar lectura al acta de sustentacion del trabajo de
tesis.

Siendo las 17:08 horas del dia 16 de marzo del afio dos mil veintitrés, el sefior presidente del Jurado dio por
concluido el acto de sustentacion virtual de la tesis.

En sefial de conformidad con lo actuado, se levanta la presente acta con las siguientes firmas.

Dr. Alfrggé Botelo Pejerrey Dr. Juli’CeSafNdfiez Villa
Presidente Secretario
Dr. Lito Edinson Bécanegra Rodriguez Dr. Paulo Nicg?ﬁ)r @rﬁﬂ;ﬂ’io Huertas

Vocal Asesor



HOJA DE REFERENCIA DEL JURADO Y APROBACION

EXISTENCIA DE UN ATRACTOR GLOBAL PARA UNA ECUACION DE ONDA
AMORTIGUADA EXPUESTA A FUERZAS ESTRUCTURALES SUBCRITICAS

CALDAS LEIVA NYLL

Tesis presentada a consideracién del cuerpo docente de la Facultad de Ciencias
Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao, como parte de los
requisitos para obtener el titulo profesional de Licenciado en Matematica.

Aprobada por:

Dr. Alfreigb Sotelo Pejerrey
Presidente

\
Dr. Lito Edinson Bocanegra Rodriguez
Vocal

Dr. Jullt Ce€satNdnez Villa

Secretario

Dr. Paulo Nicgffor ker?ma'r'io Huertas
Asesor



Dedicatoria

A mis queridos abuelitos, Demetria y Mauro
que siempre me incentivaron

a ser profesional.

A mi mama que me apoya en todo
momento a seguir adelante.



Agradecimiento

A mi asesor Paulo Nicanor Seminario por su enorme paciencia para el desarrollo
de esta investigacién. Sus orientaciones, observaciones y sugerencias me permitie-
ron concluir con esta investigacion. A los miembros del jurado, por sus sugerencias
y observaciones, permitiendo asi, mejorar mi trabajo. Un agradecimiento especial al
profesor, Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey, por sus ensefianzas a lo largo de mi forma-
cién profesional. A mi mama Adelina Leiva Espinoza por su ensefianza de vida y
motivarme para terminar la investigacion. A mi novia por su apoyo constante. A mis
companeros de aula que compartimos conocimiento y gratos momentos juntos.



indice general

Resumen

Abstract

Introduccion

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
Descripcion de la Realidad Problematica . . . . .. . ... ... ...
Formulacién del Problema . . . . . . . .. .. ... ... .. .....

1.1
1.2

1.3

1.4
1.5

1.2.1
1.2.2

Problema General . . . . .. . . . . . . ... ... ...
Problemas Especificos . . . . . .. ... ... .. ... . ...

Objetivos de la Investigacion . . . . . . . . . ... ... ... .. ..

1.3.1
1.3.2

Objetivogeneral . . . . . . .. ... .. ... .. ...
Objetivos especificos . . . . . . . .. . ... L.

Justificacién . . . . . . . ..
Limitantes de la Investigacion . . . . . . .. .. ... oL

1.5.1
1.5.2
1.5.3

Tedrica . . . . . .
Temporal . . .. .. ...
Espacial . . . . . . . ..

MARCO TEORICO
Antecedentes delestudio . . . . . . . . . . . .. ... ... ..

2.1

2.2

2.1.1
2.1.2

Antecedentes internacionales . . . . . . . . .. .. .. .. ..
Antecedentes nacionales . . . . . . . . . .. .. .. .. .. ..

Bases Tedricas . . . . . . . . . . ..

2.2.1
2.2.2
2.2.3
2.2.4
2.2.5
2.2.6
2.2.7

2.2.8

Espaciosde Sobolev . . . . . ... ... L.
Espacios de valores vectoriales . . . . . .. ... ... ...,
Operadores mon6tonos y pseudomonétonos . . . . . . . . ..
Sistemas dinamicos disipativos . . . . .. ...
Atractoresglobales . . . . . . . .. ... ... L.
Dimensién de atractores globales . . . . . ... ... .....
Sistemasgradiente . . . . . ... .. oL
2.2.7.1 Estructura geométrica del atractor . . . . . . .. ...
2.2.7.2 Tasa de convergencia de los atractores globales . . .
2.2.7.3 Regularidad de las trayectorias del atractor . . . . . .
Ecuaciones evolutivas . . . . . .. ... ... ... ... ...
2.2.8.1 Operadores acumulativos en Espacios de Hilbert

Vi

Vil

viil

WWWwwMhPMPDMDNDON =222 -



2.3

2.2.8.2 Ecuaciones diferenciales abstractas . . . . . .. ..
2.2.8.3 Ecuaciones abstractas de segundo orden . . . . . .

Conceptual . . . ..

2.4 Definicion de Términos Bésicos . . . . . . . . . . . . ... ... ...

Il HIPOTESIS Y VARIABLES

Hipétesis General e Hipétesis Especifica . . . . . .. .. ... .. ..
3.1.1 Hipétesisgeneral . . . . . .. ... .. ... L.
3.1.2 Hipétesis especifica. . . . .. ... ... .. ... ..
Definicion Conceptual de Variables . . . . . .. .. ... ... ....
3.2.1 \Variable dependiente (D) . . . . . . .. ... ... ...
3.2.2 \Variable independiente (I) . . . . . .. ... ... ... ...
3.2.3 Operacionalizacibn de las variables . . . . . ... ... .. ..

3.1

3.2

IV METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION
Tipo y Disefno de la Investigacion . . . . . . . . .. .. .. ... ...
Método de la Investigacién . . . . . . .. ..o Lo

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

Poblacién y Muestra

Lugar de Estudio y Periodo Desarrollado . . . . ... ... .. .. ..
Técnicas e Instrumentos de Recoleccionde Datos . . . . . . . .. ..
Andlisis y Procesamientode Datos . . . . . ... ... ........

V  RESULTADOS

5.1
5.2
5.3
5.4

Entorno Funcional . .
Buena Colocacion . .
Estructura Gradiente

Propiedad de Cuasiestabilidad . . . . . ... ... ... ........

VI DISCUSION DE RESULTADOS

6.1

Existencia de un atract

VIl CONCLUSIONES

Vil RECOMENDACIONES

Bibliografia

ANEXOS

9.1

Matriz de Consistencia

orglobal . .. ... ... .. ... .. ...

113

114

117

118



Resumen
En esta tesis consideraremos el sistema

[y — Au+ au + f(u) =0, enQ x (0,00),

u=20 , sobre 99 x (0, 00),

(u(z,0),u(x,0)) = (ug,v9) , paraz €,

donde 2 C R? es un conjunto abierto, acotado, conexo con frontera 952 lo suficiente-
mente regular, y o > 0 representa el coeficiente de amortiguamiento.

El objetivo principal de este trabajo sera mostrar que dicho sistema esta bien co-
locado en el sentido de Hadamard y que genera un sistema dinamico, ademas se
pretende mostrar que este sistema dinamico es gradiente, cuasi-estable y posee un
atractor global con dimensién fractal finita.
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Abstract

In this thesis we will consider the system

'utt—Au—l—aut—i—f(u) =0 ,inQ x(0,00),

u=>0 , on 99 x (0, 00),

| (u(z,0), u(x,0)) = (uo,v0) , forz € Q,

where Q0 C R? is an open, bounded, connected set with boundary 952 regular enough,
and a > 0 represents the damping coefficient.

The main objective of this work will be to show that said system is well placed in the
Hadamard sense and that it generates a dynamic system, it is also intended to show
that this dynamic system is gradient, quasi-stable and has a global attractor with a
finite fractal dimension.

vii



Introduccion

Esta introduccion tiene como objetivo desarrollar nuevos métodos y/o aplicaciones
de resultados recientes en la investigacion de ecuaciones de evolucién disipativas.
El estudio del comportamiento a largo plazo de las ecuaciones de evolucion auto-
noma tiene una base teorica sélida basada en semigrupos de operadores lineales y
no lineales. La teoria se puede ver en, por ejemplo, Hale (1988) y Temam (1997),
entre otros. Sabemos que las ecuaciones de onda son conservativas y necesita tér-
minos adicionales de .2mortiguamiento”para generar sistemas disipativos, los cuales
poseen un conjunto absorbente acotado. Por ejemplo, la ecuaciéon de onda semilineal

Opu — Au + adwu + f(u) =0,

definido en un dominio acotado 2 C R", es disipativa para una gran clase de per-
turbaciones estructurales f(u) si « > 0. De hecho, el término J,u representa una
disipacién, que se puede observar a través de la identidad

Ey(t) = —a/ |Oyul” der,
Q

donde E(t)es la energia total del sistema.

Igualmente, al considerar estructuras puramente elasticas, generalmente la energia
total asociada al sistema suele ser conservativa, mientras que la controlabilidad y es-
tabilidad son preguntas tipicamente para sistemas disipativos. De esta forma surge el
interés de considerar estructuras elasticas adicionando elementos de disipacién tales
como amortiguadores (dampers) y componentes visco-elasticos o termo-elasticos.

viii






. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la Realidad Problematica

El presente trabajo tiene por finalidad el estudio de la dindmica asintética de una
ecuacion de onda amortiguada expuestas a fuerzas estructurales subcriticas sobre
un dominio acotado tridimensional, a partir del estudio de un atractor global para el
sistema, asi como sus propiedades geométricas.

Para esto se detallara el “framework” necesario en el estudio de los semigrupos no
lineales y la teoria de atractores globales siguiendo los resultados mostrados en Te-
man (1997), Hale (1988), Ladyzhenskaya (1991), Chueshov y Lasiecka (2010) entre
otros.

Es asi que, se considerara un dominio 2 C R?, abierto, conexo, acotado, con fron-
tera 0 lo suficientemente regular tal que se tiene el siguiente sistema.

utt—Au—i-ozut—i-f(u):O

(1.1)
u=0en o)

Donde

1. u: Q x Rt — R representa el desplazamiento de las vibraciones transver-
sales de una onda en la posicién z (variable espacial) y el tiempo ¢ (variable
temporal).

2. f:R — R, f € C'(R), representa las fuerzas estructurales subcriticas que
afecta al sistema, tal que f(u) ~ u>~¢, para algin ¢ > 0 lo suficientemente
pequeno.

3. € R, a > 0 representa la accion del amortiguador friccional sobre todo el
dominio espacial.

Ademas, se considerara que el sistema (1.1) satisface las siguientes condiciones
iniciales
w(z,0) = ug(x), wz,0) =ui(x) (1.2)

para ciertos datos iniciales (ug, u1) es un espacio de fase adecuado.

1.2. Formulacion del Problema

1.2.1. Problema General

¢, Seré posible probar la existencia de un atractor global para la ecuacion de onda
amortiguada?



1.2.2. Problemas Especificos

» ;Serd posible probar la buena colocacién en el sentido de Hadamard para la
ecuaciéon de onda amortiguada?

» ; Serd posible probar la estructura gradiente del semigrupo asociado a la ecua-
cion de onda amortiguada?

1.3. Obijetivos de la Investigacion

1.3.1. Objetivo general

Probar la existencia de un atractor global para la ecuacion de onda amortiguada.

1.3.2. Objetivos especificos

= Probar la buena colocacion en el sentido de Hadamard para la ecuacién de
onda amortiguada.

= Probar la estructura gradiente del semigrupo asociado a la ecuacion de onda
amortiguada.

1.4. Justificacion

Un problema importante en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales es la
investigacion del comportamiento asintético de sus soluciones. En la literatura, la
gran mayoria de los articulos aborda este problema a partir de un sistema de Cauchy
abstracto correspondiente al modelo, el cual debe estar bien colocado, es decir, debe
poseer soluciones Unicas a partir de la dependencia continua con los datos iniciales.

En este contexto, por ejemplo, es de gran importancia en la ingenieria de puentes
y viaductos la pregunta de la implementacion de mecanismos de disipacion para la
energia, ya sea generada por efectos de resonancia o por temblores sismicos. La
resonancia y/o aeroelasticidad dinamica causada por vientos laterales puede llevar
a estructuras elasticas al colapso, como, por ejemplo, en la destruccién del puente
de Tacoma Narrows en 1940. Observando las aplicaciones en el mundo real, enten-
demos que, para controlar una ecuaciéon de ondas o placas, es necesario colocar
amortiguadores en la estructura, en ese caso el controlador puede servir como di-
sipadores. En este proyecto pretendemos mostrar las bases del estudio de la dina-
mica a largo plazo para ecuaciones de ondas las cuales desembocaran en futuras
investigaciones cuyas aplicaciones pueden generar gran impacto en diversas areas
principalmente de la ingenieria.



Es importante destacar que el presente problema es de alta relevancia para un sec-
tor significativo de desarrollo en la matematica actual y las publicaciones sobre el
tema reflejan este hecho.

1.5. Limitantes de la Investigacion

1.5.1. Teorica

El estudio de la dinamica asintética de las ecuaciones hiperbdlicas no lineales en la
actualidad es un problema de alta relevancia en la comunidad matematica, debido a
esto se encuentra diversa literatura en revistas especialidades internacionales. En el
ambito nacional se encuentra un fuerte limitante teérico dado que el estudio de los
atractores globales para este tipo de ecuaciones casi no se realiza en Perd.

1.5.2. Temporal

No se aplica el limitante temporal para este trabajo.

1.5.3. Espacial

No se aplica el limitante espacial para este trabajo.



. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes del estudio

2.1.1. Antecedentes internacionales

En la literatura, el estudio del comportamiento a largo plazo de la energia generada
por un modelo fisico es un punto fundamental a investigar:

Temmam R (1997) y Ladyzhenskaya (1969) muestran la buena colocacién del sis-
tema (1.1) y (1.2), probando la existencia de un semigrupo de soluciones, ademas
de mostrar el decaimiento exponencial de las soluciones en el caso que f = 0y la
existencia de una regidon compuesta de estabilizacion para el caso f # 0 subcriticos
(atractor global).

Chueshov, | & Lasiecka, | (2010) mostraron que dicho atractor global posee dimen-
sion fractal finita a partir del sistema genera un semigrupo quasi estable.

Ademas de ser gradiente para el caso f # 0 Arrieta y Carvalho mostraron la buena
colocacion del problema y la existencia de un atractor global para un amortiguador
estructural, es decir, en lugar de au; consideraron aAuwu;.

Feireisl, E. y Zuazua, E. (1993) mostraron la existencia de un atractor global con
amortiguador friccional localizado («(z)u;) para el caso critico, es decir, en particular
para (1.1) y (1.2) con f # 0 critica.

Mas recientemente, Ma, T. F. y Seminario, P. N. (2020), probaron la existencia de
un atractor exponencial generalizado para (1.1) y (1.2), con amortiguador friccional
localizado.

Ademas, Cavalcanti, M, Marin-Rubio, P, Ma, T.F. y Seminario, P. N. (2019) mos-

traron la existencia de un atractor global con dimensioén fractal finita sobre variedades
Riemanianas para (1.1) y (1.2) con un amortiguamiento friccional localizado en el
sentido “Sharp”.

Para el caso f supercritico Sobolev - critico Stripchartz, es decir, f(u) ~ u>~=.

Kalantorov, V, Savostianov, A y Zelik S. (2016) mostraron la buena colocacién del
sistema y la existencia de un atractor global, cuando el amortiguador es “friccional
full”, es decir, « > 0 es independiente de x expuesto a fuerzas estructurales super-
criticas.

2.1.2. Antecedentes nacionales

A nivel nacional, podemos destacar dos tesis defendidas en la Universidad Nacional
del Callao y la Universidad Nacional Mayor de San Marcos:



Seminario-Huertas, P. N. (2018) estudié una clase de ecuaciones de ondas de la
forma |Oyu|” — Adyu — aAu —i—/ p(s)Au(t — s)ds + f(u) = h, definida en un do-

0
minio acotado de R?, con condicién de frontera de Dirichlet y parametros o, p > 0.

Dichas ecuaciones modelaron problemas de viscoelasticidad. Los resultados fueron
la prueba de la existencia de un atractor global para sistema dinamico asociado al
problema, el cual fue caracterizado por las variedades inestables del conjunto de
puntos estacionarios de la ecuacién anterior.

Bocanegra-Rodriguez L. (2019) estudi6 ecuaciones de onda de la forma d9?u —
pAu— (A4 1)V (Vu) + adu+ f(u) = b(z), definida en un dominio acotado €2 de R?,
con condicion de frontera de Dirichlet y parametros de Lamé, A > 0, A+ x4 > 0. En
dicho modelo aparece el operador de elasticidad (operador de Lamé), el cual ha sido
estudiando por diversos autores a lo largo de los afios. Con respecto a la existencia,
unicidad y dependencia continua en relacion con los datos utiliza la teoria clésica
de semigrupos lineales y ademas el autor logra mostrar la existencia de un atractor
global.

Es asi que en el presenta trabajo se pretende explicar en detalle la existencia de so-
luciones débiles para una ecuacion de onda débilmente amortiguada expuesta a fuer-
zas subcriticas, ademas de mostrar la existencia de un atractor global con dimensién
fractal finita siguiente los resultados expuestos en Ma, T. F. y Seminario-Huertas,
P. N. (2020) a partir del método de la cuasi estabilidad definido por Chueshov, | y
Lasiecka, 1 (2010). En este sentido el trabajo propuesto es una aplicacion de la teoria
de los sistemas dinamicos no lineales para un modelo de onda altamente relevante.

2.2. Bases Teodricas

2.2.1. Espacios de Sobolev

Para cualquier entero £ > 0y para 1 < p < oo denotamos por Wzﬁ“((‘/p) al espacio
de Sobolev:
W) ={u€ Ly() : 8*u € L,(¢) paratodo |a| <k},

donde 0 = 0, = (Ou,,...,0,,) es el operador gradiente, y &« = (ay,...,q,) €s uUn
multiindice de enteros no negativos, |a| = oy + a, y 0% = 991 - ... - 05». Denotamos
por ||-||W§(() la norma en W) (). También definimos el espacio de Sobolev W3 ()
para superindices reales positivos s ¢ Ny 1 < p < oo por la férmula

W) = L ue WA+ lullgry = lallys oy + 3 Trpl07u) < 00

|a|=k
dondes=k+oconkeNyl<o<le

p
U\xr) —u
o) = [ =20 sy
oxe r =yl



Denotamos H*(7") = W3 (') y consideramos el espacio Hj(7") definido como la
clausura en H*(¢7") del espacio de las funciones infinitamente diferenciables sobre
7" con soporte compacto en 'y el espacio H *(7") = [H(¢7)]' de distribuciones
sobre . A menudo usaremos la notacion |[-||, - para la norma en H*(<") para cada
s € R (a veces omitimos el subindice ¢7" si no puede surgir ambigliedad). Por ||-|| -

denotamos la norma en Ly (€2).

Sea C*(7) el espacio de las funciones continuamente diferenciables k veces sobre
7. Para 0 < ju < 1 denotamos por C**#(7) el subconjunto de C*(¢”') que consiste
en las funciones cuyas derivadas de orden £ son localmente p-Hbélder continuas. Las
inmersiones estandar de Sobolev dan:

CMo (@) c Wit ()sikeN,0<B<o<1,1<p<cc. (2.1)
Algunas propiedades de los espacios de Sobolev, necesarias posteriormente, se
recogen a continuacion (ver, por ejemplo, [1, 30, 33] para las pruebas).
Teorema 2.2.1. Asuma que 0 € C* y (7" se encuentra en un lado del borde 07".

Entonces

e L as siguientes inmersiones continuas son validas,

W;(K/”)CC"(ﬁ)sis—ﬁ>a,1<p<oo,s,020, (2.2)
p
(si o no es un entero la inmersion también es valida parac = s —n/p) y

Wi() C W;(W) sis— " > 3*—2, l<p<p'<oo, s*>0. (2.3)
p p*
e El operador traza u — uly €s continuo desde W (') hacia W, 29 para
cadas>1/pyl <p< .

En particular, de (2.3) tenemos que

HY () C Ly(7) si s =

NS

, p>2, n=dmdc. (2.4)

TS

En el caso de n = 2 el teorema 2.2.1 implica las siguientes inmersiones:

H((7) C Loo(7), s>1, & CR? (2.5)

H*(7) C Lyyu-s)(7), 0<s<1, @ CR. (2.6)

NOTA 2.1. La regularidad del borde asumido en el teorema (2.1) es conservativo.
Para nuestras aplicaciones, usamos los espacios de Sobolev con suavidad finita, asi
que la regularidad del borde puede ser significativamente relajado. De hecho, para
nuestro propdsito 9¢7 € C* puede ser condicion suficiente para muchos de los
resultados. Como la regularidad del borde no es un aspecto central del trabajo, no le
prestamos mucha atencién a este asunto.

6



2.2.2. Espacios de valores vectoriales

Sea X un espacio de Banachy [a, b] C R. Denotamos por C"(a, b; X) = C™(|a, b]; X)
el espacio de las funciones m-diferenciables (en la norma topolégica) sobre [a, b] con
valores en X. Si [a,b] es un intervalo finito, entonces C™(a, b; X)) equipado con la
norma

||“||Cm(a,b;x) = méx{“u(k)(t)HX st €a,b], k=0,1,... ,m}

se convierte en un espacio de Banach. Aqui u*)(t) = dFu(t) es la derivada fuerte de
u de orden k. Denotamos por C™([a, b); X) el espacio de las funciones u : [a,b) — X
tales que u € C™([a, V']; X) para cualquier b’ € (a, b). Un significado similar tienen las
notaciones C™((a,b]; X) y C™((a,b); X). También usamos la notacién C,,(a,b; X)
para el espacio de las funciones sobre [a,b] que son continuas con respecto a la
topologia débil sobre X.

Ly(a,b;X), 1 < p < oo son los espacios clasicos L, definidos como conjuntos
de (clases de iguales en casi todas partes) funciones fuertemente Bochner-medibles
f(t) con valores en X tal que ||f()||x € Ly(a,b;R). Cada L,(a,b; X') es un espacio
de Banach con la norma

b 1/p
s = ([ 1500 a) 1 << o

112 @iy = €SSUPHILF (D)l x = ¢ € [a, 0]}

Sea 7 C R un conjunto medible. Denotamos por Lfn"c(/} X)) al conjunto de funciones
medibles u : / — X tales que u € L,(.%"; X) para cualquier conjunto compacto
medible .7 C 7.

Sean X C Y un par par de espacios de Banach. Dado f € L,(a,b; X),p > 1, la
funcién g € L,(a,b;Y) es llamada la derivada de f en el sentido distribucional, si

b b
/ g(t)o(t)dt = —/ f(t)¢d'(t)dt para cualquier ¢ € C5°(a, b; R).

La relacion es equivalente la igualdad
t
ft)=fo+ / g(T)dT en'Y para casitodo t € [a, b],

donde fy € Y. Usamos la notacion g = o1 f = f, = f.

Para cada 1 < p, ¢ < oo definimos el espacio de Banach

W) (a,b; X,Y) ={f € Ly(a,b; X) : f' € Ly(a,b;Y)} (2.7)



con la norma

Hf”vv;q(a,b;x,y) = ”fHLp(a,b;X) + Hf/“Lq(a,b;Y) :

Por brevedad, usamos la notacién W, (a,b; X) = W, (a,b; X, X). Debajo también
necesitamos espacios de orden superior de funciones L,-diferenciables

W (a,b; X) = {fGLp(a,b;X) . f € Ly(a,b; X), k:zl,...,m} ., m > 1.
(2.8)

El siguiente teorema de compacidad sera importante importante en futuras conside-
raciones.

Teorema 2.2.2. Sean X C Y C Z espacios de Banach de manera que X esta
inmerso compactamente en'Y . Entonces

e Elespacio W, (a,b; X, Z) esta inmerso compactamente en L,(a,b;Y") para cada
1 <p,qg<oo.

e Elespacio W, ,(a,b; X, Z) esta inmerso compactamente en C(a,b;Y") para cada
q > 1.

Para la prueba de este teorema referimos [32] (ver corolario 4). También notamos
que casos particulares del teorema 2.2.2 (cuando p < oo) pueden ser encontrados
en [2] y [14] (ver también [25]).

2.2.3. Operadores monoétonos y pseudomonétonos

Hay muchas técnicas desarrolladas en las EDPs que son usadas para probar la

existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones no lineales. En el caso de los
modelos de von Karman los dos enfoques que aparecen particularmente adecuados
son los siguientes: teoria del operador monétono y métodos de Galerkin. En lo que
sigue proveemos una breve exposicidn de estos métodos. Para una presentacion
mas detallada referimos [5, 31, 34].

Consideramos operadores actuando desde V hacia V', donde V' es un espacio re-
flexivo de Banach y V' es su dual. Este tipo de consideracién es bastante util para
tratar con la teoria eliptica donde escogemos V' ¢ H C V', con | espacio de Hilbert
H seleccionado. Debajo denotamos por (v, v*)y,+ al valor del funcional v* € V' so-
bre el elemento v € V. Si V' es un espacio de Hilbert, podemos identificar IV con V/
y suponga que (v, v*)yy» = (v,v*)y es un producto interno en V.

Definicion 2.2.3. El operador A: & (A) C V +— V' es llamado mondtono si

(111 — Vg, AUl — A"Ug)vyl >0 para todo U1, Vg € 2 (A)



Decimos que A es mondtono maximal (m-monotono) si A es monétono y la relacion
(v —u, Av —u")yy >0

para algunos u € V' y u* € V' y paratodo v € & (A) implicaque u € & (A)y
u* = Au.

Note que si V' es un espacio de Hilbert y V' es identificado con V, entonces los
operadores monotonos son usualmente llamados acumulativos.

Ejemplo 2.1. (Operador de Nemytskij). Sea X un espacio medible con medida o-
finita . Asuma que g : X x R — R satisface las condiciones de Carathéodory:

e z+— g(x,&) es medible para cada ¢ € R.

e {— g(x,&) es continua para casi todo = € X.

Asuma adicionalmente que |g(x, ¢)| < ¢|zi[’"" + k(z) para casi todo = € X y para

todo £ € R,donde p > 1y k(z) € Ly,(X,u), p~* + ¢ ' = 1. Entonces el operador
superposicién definido por la férmula

A(u)(z) = g(z,u(z)), u(z) € Ly(X,n),

mapea V' = L, (X, ) hacia V' = L, (X, p). Sila funcién & — g(z, ) es no decrecien-
te para casi todo x € X, entonces es facil ver que A es m-mondétono.

Definicion 2.2.4. Sea A : V — V' un operador actuando sobre un espacio reflexivo
de Banach V.
e El operador A es llamado localmente acotado en vy, € V si existe una vecindad

U(vy) tal que A(U) = {Av : v € U} es un conjunto acotado de V.

e El operador A es llamado acotado si mapea todo subconjunto acotado de V' hacia
un subconjunto acotado de V.

e A es llamado propio si la preimagen de todo subconjunto compacto de V' es otra
vez un compacto.

e A es llamado continuo si Au,, — Au fuertemente en V' para cualquier sucesion
{u,} C V tal que u,, — u fuertemente en V..

e A es llamado compacto si A es continuo y mapeo subconjuntos acotados de V'
hacia subconjuntos relativamente compactos de V.

e A esllamado fuertemente continuo si Au,, — Au fuertemente en V'’ para cualquier
sucesion {u,} C V tal que u,, — u débilmente en V.

e A es llamado hemicontinuo si para cada u,v € V la funcién real t — (v, A(u +
tv))y.y, es continua.



e A es llamado semicontinuo sobre V si es fuerte-débilmente continuo desde V' a
V'; esto es, w-lim A, = Av para todo v,, — v fuertemente en V.

Resulta que para operadores m-mono6tonos definidos sobre todo el espacio V' las
dos definiciones, hemicontinuidad y semicontinuidad son equivalentes [34, vol. I/B,
p. 596]. También, para este clase de operadores la semicontinuidad es equivalente a
la acotacién local y la hemicontinuidad. Ademas, la monoticidad y la hemicontinuidad
implican la acotacién local.

Definicion 2.2.5. Decimos que A : V — V"’ es coercitivo si
(U, A"U)V,v/
vly

donde |-|,, denota la norma en el espacio V.

— oo cuando [v|,, — o0,

Recolectamos algunas propiedades adicionales para una clase de operadores mo-
nétonos tales que &7 (A) = V (ver por ejemplo [5, 31, 34]).

Proposicion 2.2.6. Sea A: V — V' donde V' es un espacio reflexivo de Banach.

e Si A es un operador mondtono y hemicontinuo, entonces es m-mondtono.

e S| A es lineal y mondtono, entonces es continuo.

e Si A es mondtono, entonces A es localmente acotado en cualquier punto de V.
e Si A es mondtono y hemicontinuo, entonces es semicontinuo.

e Sl Ay B son m-mondtonos deV — V'. Entonces A + B es m-mondtono.

e Si A es mondtono, hemicontinuo, y coercitivo y el espacio V' es separable, en-
tonces R(A) = V'; esto es, la ecuacion Au = f tiene solucién para cualquier
fev.

e Sea A m-mondtono y B mondtono y hemicontinuo deV — V'. Entonces A+ B es

m-mondtono. Asumiendo en adicion que A + B es coercivo, tenemos que R(A +
B)=V".

El siguiente resultado de convergencia debil es fundamental dentro del contexto de
los operadores m-monétonos [5].

Proposicion 2.2.7. Asuma queV es un espacio reflexivo de Banach. Sea A : %/ (A) C
V' +— V'’ un operador monétono maximal y {v,} una sucesion en & (A) tal que
v, — v débilmente en V' y Av,, — [ débilmente enV".

o Sj
lim sup(v,, — v, Av, — f)vyr <0, (2.9)

n—oo

entoncesv € &/ (A), f =Avy
lim (Um AUn)V,V’ = (U, AU)M\//. (210)

n—oo
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e La misma conclusion sigue siendo valida, si en lugar de (2.9) asumimos que

(U, — U, Avy, — Avp )y — 0 cuando n,m — oo. (2.11)

Prueba. Dados los puntos consideremos que la demostracion se divide en dos par-
tes.

Parte 1: Se puede ver que (2.9) es equivalente a

lim Sup(vna AUn)V,V’ S (Ua f)V,V" (21 2)
n—oo
Por lo tanto, ya que
(v, — w, Av,, — Aw)y,y» > 0 para cualquier w € & (A), (2.13)

tomando limsup resulta que (v — w, f — Aw)y,,» > 0. Luego la maximilidad de A
implica que v € &7 (A)y f = Av. Tomando ahora lim inf en la relacién (2.13) con
w = v, obtenemos que liminf,,_, . (v,,, Av,)v.y > (v, f)vy el cual, junto con (2.12),
implica (2.10).

Parte 2: Asumamos valido (2.11) en lugar de (2.9). Probaremos primero que

Hm (vy, Avn)yyr = (0, )y (2.14)

n—oo

Se sigue de (2.11) que para cualquier € > 0 existe N tal que

0 < (Un = Vm, Avy — Avp,)yy < € paratodo n,m > N. (2.15)

Sea a el punto limite de la sucesién {(vn, Avp) v } Entonces a= kh’m (Unyer AVny )y
’ —00 ’
para alguna sucesion {n;}. De (2.15) tenemos

0< (Unk’ Avnk)v,vf + (vm’ Avnz)vy' - (Unw AU"I)V7V’ - (Um’ Avnk)vy/ <e€
para todo k,l > . Asi, si hacemos [ — oo en la ultima relacién, obtenemos que
0 < (g, Avnk)vyf +a— (v, Avnk)v,v/ — (Uny, f)v,vf <e€
para todo k,l > . Por lo tanto luego de aplicar limite cuando k£ — oo obtenemos que

0 < 2a—2(v, f)y,y, < ¢ paracualquier € > 0.

Asia = (v, f)y ¥ luego (2.14) se verifica.

Ahora usando (2.14) y luego de aplicar limite cuando n — oo en (2.13) encontramos
que (v —w, f — Aw)v,w > 0 para cualquier w € %7 (A) y luego, por la maximilidad
de A,v € & (A)y f = Av. Larelacién (2.10) se sigue de (2.14). [
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Algunas extensiones del concepto de monotonicidad son dados a continuacién. Es-
tos objetos son usados para el estudio de ecuaciones estacionarias de von Karman.
Siguiendo [34], introducimos la siguiente definicion.

Definicion 2.2.8. Sea A : V — V' un operador sobre el espacio reflexivo de Banach
V.

e el operador A es llamado pseudomondtono si las relaciones

u, — u débilmente en V'y limsup (u, — u, At )y, <0

n—oo

implican que

(v —w, Au)y,y, <liminf (u, —w, Au,)y,, para todo w € V.

n—oo
e Eloperador A : V — V' satisface la condicion (.5). si las relaciones

u, — u débilmente en V'y limsup (u, — u, Au, — Au)y v, <0 (2.16)

n—oo

implican que u,, — u fuertemente en V.

La siguiente proposicion es importante en aplicaciones de la teoria de los operadores
pseudomondétonos y EDPs elipticas cuasilineales.

Proposicion 2.2.9. Sea A : V — V' un operador definido sobre un espacio reflexivo
de Banach V.

e Si A es mondtono y hemicontinuo, entonces es pseudomondtono.

e Si A es fuertemente continuo, entonces A es pseudomondtono.

e Si A es semicontinuo y satisface (S)., entonces A es pseudomondtono.

e SiA B:V — V' son pseudomondtonos, entonces A + B es pseudomondtono.

e Si A satisface (S); y B : V. — V' es fuertemente continuo entonces A + B
satisface (5) .

e Si A es pseudomondtono y localmente acotado sobre V ,entonces A es semicon-
tinuo.

Para la prueba referimos [34, Capitulo 27].
Consideramos a continuacién la siguiente ecuacién del operador
Au=0b, ueV, (2.17)

en un espacio real separable de Banach V. Sea {¢;} una base en V. Definimos la
aproximacién de Galerkin para (2.17) con respecto a la base {e;} como el problema:
encontrar u,, € V,, = spaney,...,e,} saitsfaciendo las ecuaciones

(ers Aup)y v = (ex,b)yy, paratodo k=1,...,n.
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Teorema 2.2.10. Sea A : V — V' un operador pseudomondtono, acotado, y coerci-
vo. Entonces

e Paracadab € V' la ecuacién (2.17) tiene una solucion. Si A es propia, entonces
el conjunto de las soluciones de (2.17) es un conjunto compacto enV'.

e Paracadab € V' yn € N la aproximacion de Galerkin tiene una solucién. Existe
una subsucesion {u,, } que converge débilmente a una solucién de la ecuacion
original (2.17). Si A satisface (S)., entonces una subsucesion {u,, } converge
fuertemente.

Para la prueba referimos [34, Capitulo 27].

2.2.4. Sistemas dinamicos disipativos

Por definicién un sistema dindmico es un par de objetos (X, S;) consistiendo de un
espacio métrico completo X y una familia de mapeos continuos {S; : t € R, } de X
hacia si mismo con las propiedades del semigrupo:

So=1, Sp1r =S;08,.

También asumimos que y(t) = S;yo es continuo con respecto a t para cualquier
Yo € X. Con eso X es llamadoun espacio de fase (o espacio de estados) y S; es
llamado un semigrupo de evolucion (u operador evolucién). Nuestro ejemplo canénico
es el siguiente.

Ejemplo 2.2. Sea X un espacio de Banachy F': &7 (F') C X — X un operador (no
lineal) sobre X. Considere la ecuacién
du(t)
dt

= F(u(t)), t >0, u(0) =uy € X. (2.18)

Si este problema esta bien planteado (en el sentido especificado debajo), entonces
tenemos un sistema dindmico (X, S;) con S; definido por Syug = wu(t,up), donde
u(t,up) es la solucién del problema (2.18).

Esta parte lidia con sistemas dinamicos disipativos. Desde un punto de vista fisi-
co, los sistemas disipativos son caracterizados por la “reubicacién” y disipacion de la
energia. Con esto queremos decir que la energia de los modos superiores se disipa
y se reubica en el modelo bajo, fendmeno que conduce en ultima instancia a estruc-
turas de dimensioén finita. Este proceso produce una formacién de regimenes limite
que son estables en un sentido adecuado. La siguiente definicion describe muchos
conceptos que nos permitirdn cuantificar tanto la disipacién como la reubicacién a
nivel formal.

Definicion 2.2.11. Sea (X, S;) un sistema dinamico.
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e Un conjunto cerrado B C X es llamado absorbente para (X, S;)si para cualquier
conjunto acotado D C X existe t,(D) tal que S;D C B para todo ¢t > ty(D).

e (X, S;) esllamado (acotado, o en ultima instancia) disipativo si posee un conjunto
acotado absorbente B. Si X es un espacio de Banach, entonces un valor R > 0
es llamado un radio de disipatividad de (X, S;) si B C {x € X : ||z|y < R}.

e El sistema dinamico (X, S;) es llamado punto disipativo si existe By C X tal que
para cualquier z € X hay un to(x) tal que S,z € By para todo t > to(z).

e (X,S5;) es llamado compacto si es disipativo y el conjunto absorbente B es com-
pacto.

e (X, S5;) esllamado asintéticamente compacto si existe un conjunto compacto atrac-
tor K; esto es, para cualquier conjunto acotado D tenemos

Jim dy {S,D|K} =0, (2.19)

donde dx {A|B} = sup,. 4 distx(z, B).

e (X, S;) es llamado asintéticamente suave si para cualquier conjunto acotado D tal
que S;D C D parat > 0 existe un conjunto compacto K en la clausura D de D,
de manera que (2.19) es valido.

Si el espacio de fase X es compacto, entonces (X, S;) es un sistema dinamico com-
pacto. Si X es un espacio finito-dimensional, entonces cualquier sistema disipativo es
compacto. También es claro que todo sistema asintéticamente compacto es disipati-
vo y asintéticamente suave. Notamos que en la mayoria de los casos los modelos de
von Karman descritos en otros textos generalmente son sistemas dinamicos asintéti-
camente suaves bajo condiciones apropiadas. Esta es la razon principal por la cual
discutimos a continuacion la compacidad/suavidad asintotica con detalle.

Ahora recordamos varias notaciones bien conocidas de la teoria de los sistemas
dinamicos.

Un conjunto D C X es llamado invariante hacia adelante (o positivamente) si S;D C
D para todo t > 0. Es llamado invariante hacia atras (o negativamente) si S;D 2 D
para todo ¢ > 0. El conjunto S es llamado invariante si es invariante hacia adelante y
hacia atras al mismo tiempo; es decir, S;D = D para todo ¢t > 0.

Sea D C X. El conjunto

vh=Js-D

es llamado la cola (del momento t) de las trayectorias emanando de D. Es claro
que v, = V%, p = 74, p- Si D = {v} es un conjunto unitario, entonces v, = 4}, es
llamado semitrayectoria positiva (0 semiorbita) emanando de v. Una curva continua
v = {u(t) : t € R} en X es llamado trayectoria completa si S;u(t) = u(t + ) para
cualquier 7 € Ry t > 0. Como S; no es necesariamente un operador invertible,
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una trayectoria completa puede no existir. Semitrayectorias son conjuntos invariantes
hacia adelante. Trayectorias completas son conjuntos invariantes.

Para describir el comportamiento asintético usamos el concepto de un conjunto
w—Ilimite. El conjunto

wD)=(b=Us-D (2.20)

t>0 t>071>t

es llamado el conjunto w-limite de las trayectorias emanando de D (la barra sobre
un conjunto significa la clausura). Es equivalente a decir que = € w(D) si y solo si
existen sucesiones t,, - +oo y x,, € D tal que S; x, — x cuando n — oo. Es claro
que los conjuntos w-limite (si existen) son invariantes hacia adelante.

Siy = {u(t) : t € R} es una trayectoria completa, podemos definir tanto conjuntos
w-limite como a-limite de v por las siguientes formulas

v =UJlum) 728y aly) =(Jlum) 7<) (2.21)

t>0 t<0

La siguiente afirmacién provee condiciones bajo las cuales w(D) es no vacio.

Proposicion 2.2.12. Asuma que el sistema (X, S;) es un sistema dindmico asinté-
ticamente compacto con un conjunto compacto atractor K. Entonces para cualquier
conjunto acotado D el conjunto w-limite w(D) es un conjunto invariante compacto no
vacio.

Si (X, S;) es asintoticamente suave y la cola %, es acotada para algint > 0, luego
el conjunto w-limite w(D) es también un conjunto invariante compacto no vacio.

Para la prueba, ver por ejemplo, [7].

La siguiente proposicion provee otras descripciones (equivalentes) de los sistemas
asintéticamente compactos.

Proposicion 2.2.13. Asuma que X es un espacio de Banach y (X, S;) es un sistema
dinamico disipativo, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

e (X, S;) es asintdticamente compacto.

e (X,S;) es aintéticamente suave.

e Existe una descomposicion S; = St(l) + St(Q), donde Sfl) es uniformemente com-

pacto para un t suficientemente grande; esto es, para cualquier conjunto acotado

D existe ty = to(D) tal que el conjunto vV (D; to) := .5, SWD es relativamente

compactoen S y St@) es un mapeo continuo en X tal que

rp(t) = sup {‘ Sf@xH DT E D} — 0 cuandot — oo (2.22)
X

para conjunto acotado D.
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e La condicién de Ladyzhenskaya se satisface: Para cada sucesién acotada {z,} C
X y cada sucesion t, — oo, la sucesion {S,;, x,} es relativamente compacta en
X.

Si el sistema (X, S;) es no disipativo, la equivalencia descrita en la proposicién
2.2.13 no sera valida. Sin embargo, es claro que compacidad asintética implica la
suavidad asintética. Ademas, las siguientes dos proposiciones muestran que la con-
dicién de suavidad asintética es la mas débil de entre las otras propiedades de com-
pacidad postuladas en la proposicion 2.2.13.

Proposicion 2.2.14. Sea (X, S;) un sistema dinamico en un espacio de Banach X .
Asuma que para cadat > 0 existe una descomposicion S; = St(l) + St@), donde St@)
es un mapeo continuo en X satisfaciendo (2.22) y St(l) es completamente continuo;

es decir, para cadat > 0 el conjunto {Sﬁl)B 07 <L t} es acotado y SV B es un
conjunto acotado arbitrario en X . Luego, (X; S;) es asintéticamente suave.

Prueba. Ver [17, Lema 3.2.3]. [ |

Otra condicion util de la suavidad asintética es dada en la siguiente afirmacion.

Proposicion 2.2.15. Sea (X, S;) un sistema dinamico en un espacio de Banach X .
Asuma que la condicion de Ladyzhenskaya es valida: para cada sucesion acotada
{z,} C X y cada sucesiént, — oo, la sucesion {S,,x,} es relativamente compacta
en X. Luego (X, S;)es asintdticamente suave.

Prueba. Sea D un conjunto acotado invariante hacia adelante. Se sigue de la condi-
cion de Ladyzhenskaya que K = w(D) es un conjunto compacto invariante no vacio
(ver el argumento dado en [7, Capitulo 1]). El argumento de la contradiccion, aplicado
de la misma manera com en la prueba del teorema 1.5.1 [7], lleva a (2.19). [

Concluimos esta seccidén con varias afirmaciones que dan otros convenientes cri-
terios para la suavidad asintética de un sistema dindmico. Estos son usados mas
adelante en el contexto de los sistemas de von Karman con amortiguacién no lineal.

Teorema 2.2.16. Sea (X, S;) un sistema dindmico sobre un espacio de Banach X .
Asuma que para cualquier conjunto acotado positivamente invariante B en X existe
T > 0, una funcién no decreciente continua g : R, — R, y una pseudométrica p&
sobre C(0,T; X) tal que

(1) g(0) =0;,49(s) <s,s>0.

(ii) La pseudométrica p%, es precompacto (con respecto a la norma de X) en el
siguiente sentido. Cualquier sucesién {x,} C B tiene una subsucesioén {x,, }
tal que la sucesion {y,} C C(0,7;X) de elementos yi(t) = S,x,, es de
Cauchy con respecto a pk.
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(1ii) La siguiente estimacion
15791 = Styall < g(llyr — vall + p({S-91}, {S-42})), (2.23)
es vdlido para todo y,,y> € B, donde denotamos por {S,y;} al elemento en el
espacio C'(0,T; X') dado por la funcion y;(17) = S, y;.
Luego, (X, S;) es un sistema dindmico asintéticamente suave.
NOTA 2.2. En lugar de (2.23) uno también puede asumir que
157y — Styell < g(lyr — vell) + pE({Srui}, {Sry21})

(pseudométrica fuera de g). También notamos que el teorema (2.2.16) permanece
valido en el caso cuando X es un espacio métrico completo.

Prueba. Usamos la misma idea como en [17, lema 2.3.6] la cual estd basada en la
a-medida de Kuratowski de no compacidad. Este ultimo es definido por la férmula

a(B) = inf {d : B tiene una cubierta de didmetro < d}

sobre conjuntos acotados de X . La a-medida tiene las siguientes propiedades

a(B) = 0 siy solo si B es precompacto.
a(AUB) < méx{a(A),a(B)}.
(A+ B) < a(A) + a(B).
a(coB) = a(B), donde «(coB) es la capsula convexa cerrada de B.

)

)
OR
)

)

Si By D By D Bs...son conjuntos cerrados no vacios en X tal que a(B,) — 0
cuando n — oo, luego (-, B, s no vacio y compacto.
Primero probamos que

a(SrB) < g(a(B)). (2.24)

Para cualquier € > 0 existen conjuntos Fi, ..., F, tal que

B=FU...UF, diamF; < a(B) +¢.

Se sigue de la suposicion (ii) que existe un conjunto finito . /"= {z; : i =1,2,...,m} C
B tal que para cada y € B hay un z; € ./ con la propiedad p5({S;y}, {S:x;}) < e.
Esto significa que

B=JC:, Ci={yeB: pp({Sy} {S-ai}) <e}.
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Ahora usamos la representacion

B=JC:nE)y 5B =JS:(Cin Fy)). (2.25)

i,j ]
Debido a que diamF; < a(B) + ¢y
pp({ Sz}, {S-u2}) < pp({S-un}, {Sri}) + pp({Srai}, {S-y2})
para cualquier y;,y, € C; N Fj, se sigue de (2.23) que
STy — Styell < g([(B) + €] + 2¢)

para cualquier y1, v, € C; N F}. Asi diam(Sr(C; N F;)) < g(a(B) + 3¢). Por lo tanto
usando (2.25) y la definicion de a-medida obtenemos (2.24).

Como S;B C B, la siguiente representaciéon toma lugar,
w(B)=()Bi. Bi=SuB,
k=1

para el conjunto w-limite w(B). Es claro también que By, D By, paratodo ky
a(Bg) < a(StBi-1) < g(a(By-1)) k=1,2,... (2.26)

Como g(s) < s, lasucesion {«(By)} es decreciente. Por lo tanto existe oy = limy_,o, a(By).
De (2.26) tenemos que oy < g(ap) que es posible solamente si oy = 0. Asi la pro-
piedad (v) de la a-medida, w(B) es un conjunto compacto no vacio. El argumento
estandar nos permite concluir que w(B) atrae a B uniformemente. Asi (X, S;) es
asintéticamente suave. |

El teorema 2.2.16 implica las siguientes dos proposiciones que son ligeras generali-
zaciones presentadas en [17].

Proposicion 2.2.17. Sea (X, S;) un sistema dindmico sobre un espacio de Banach
X. Asuma que para cualquier conjunto acotado positivamente invariante B en X y
para cualquier t > ty, = to(B) > 0 existe una funcion Kg(t) sobre [ty,+00) y una
pseudométrica p'y sobre C(0,t; X) tal que

(i) Kp(t) >0 ylim,o Kp(t) = 0.

(it) La pseudométrica p'; es precompacta (con respecto a la norma de X) en el
siguiente sentido. Cualquier sucesién {xz,} C B tiene una subsucesioén {z,, }
tal que la sucesion {y;.} C C(0,t; X) de elementos y(7) = S;x,, esde Cauchy
con respecto a py.

(1i1) La estimacion
1Ssy1 — Seyall < Kg(t)- Iy — v2ll + pp({Sryn} s {Sr1e}) s t > 4o, (2.27)

es vdlida para cada yi,y, € B, donde denotamos por {S,y;} al elemento en
C(0,t; X) dado por la funcién y;(17) = S:y;.
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Luego, (X, S;) es un sistema dindmico asintéticamente suave.

Prueba. Aplicamos el teorema 2.2.16 con g(s) = Kg(T') - s, donde T es escogido de
manera que Kz(7T') < 1. |

Proposicién 2.2.18. Asuma que un sistema dinamico (X, S;) sobre un espacio de
Banach X posee la siguiente propiedad. Para cualquier conjunto acotado positiva-
mente invariante B en X existen las funciones Cp(t) > 0 y Kg(t) > 0 tal que
lim; ., Kp(t) = 0, un tiempo ty = to(B), y una pseudométrica precompacta p sobre
X tal que

1Sey1 — Sewall < Kp(t) - llyr — vall + C(t) - p(y1,y2), t > to, (2.28)
para cada y,,ys € B. Luego (X, S;) es un sistema dindmico asintdticamente suave.
Recordamos que una pseudométrica p sobre un espacio de Banach X es llamada

precompacta (con respecto a la norma de X) si cualquier sucesién acotada (en la
norma) tiene una subsucesion la cual es de Cauchy con respecto a p.

Prueba. Es claro que una pseudométrica p'; definida sobre C(0,¢; X) por la formula

ps({Srui}, {S-y2}) = Co(t) - p(y1, 2)

satisface las suposiciones (ii) y (ii7) en la Proposicién 2.2.17. ]

Nuestro siguiente criterio de suavidad asintética se basa en la idea presentada en
[19].

Teorema 2.2.19. Sea (X, S;) un sistema dindmico sobre un espacio métrico completo
X dotado con una métrica d. Asuma que para cualquier conjunto acotado positiva-
mente invariante B en X y para cualquier e > 0 existe T' = T'(e, B) tal que

d(Sty1, S1y2) < e+ Ve pr(v1,42), vi € B, (2.29)
donde V. g r(y1,y2) es un funcional definido sobre B x B tal que

lim inf liminf ¥, g 7(Yn, ym) =0 (2.30)
m—0o0 n—oo
para cualquier sucesion {y, } de B. Luego (X, S;) es un sistema dindmico asintdtica-
mente suave.

Notamos que el criterio de compacidad presentado en el Teorema 2.2.19 provee mas
flexibilidad, con respecto a métodos mas estandar como los dados en el Teorema
2.2.16, al permitir la toma de limites secuenciales (en n y m) en lugar de los limites
simultaneos. Esta fue una observacién hecha por primera vez en [19]. El resultado
sefnalado en el Teorema 2.2.19 es una versién abstracta del teorema 2 en [19] que
puede ser derivado de los argumentos dados en [19].

El Teorema 2.2.19 sigue a la vez de la siguiente afirmacion.
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Proposicion 2.2.20. Sea (X, S;) un sistema dindmico sobre un espacio métrico com-
pleto (X, d). Asuma que para cualquier conjunto acotado positivamente invariante B
en X y para cualquier ¢ > 0 existe T = T'(¢, B) tal que
lim inf lim inf d(S7yy,, STym) < € (2.31)
m—o0 n—oo

para cualquier sucesion {y, } de B. Luego (X, S;) es un sistema dindmico asintdtica-
mente suave.

Prueba. Como en la prueba del Teorema 2.2.16 es suficiente probar que
lim a(S:B) =0,
t—o0

donde «(B) es la a-medida de Kuratowski de no compacidad.

Debido a que Sy, B C S, B para t; > to, la funcién a(t) = «(S;B) es no creciente.
Por lo tanto es suficiente probar que para cualquier ¢ > 0 existe T" > 0 tal que
a(SrB) < e. Si esto no es cierto, entonces existe ¢, > 0 tal que a(SrB) > 3¢
para todo 7" > 0. Para este ¢y escogemos T tal que (2.31) es valido. La relacion
a(St,B) > 3¢, implica que existe una secuencia infinita {y,, }. -, tal que

d(ST,Yn, STyYm) > 269 paratodon #m, n,m=1,2,...

Esto contradice (2.31). [ |

2.2.5. Atractores globales

Los principales objetos que surgen en el analisis del comportamiento prolongado
de los sistemas dinamicos disipativos infinito-dimensionales son los atractores. Su
estudio nos permite responder un niumero fundamental de preguntas sobre las pro-
piedades de regimenes limite que pueden surgir en el sistema considerado. En la
actualidad, hay varios enfoques generales y métodos que nos permiten probar la
existencia y la dimensionalidad finita de los atractores globales para una gran clase
de sistemas dinamicos generados por ecuaciones diferenciales parciales no lineales
(ver por ejemplo, [7, 17] y sus referencias dentro de ellos). Mas adelante revisaremos
algunos de ellos, con particular énfasis en los métodos aplicables a las evoluciones
de segundo orden.

Definiciéon 2.2.21. Un conjunto cerrado acotado A C X es llamado atractor global
del sistema dinamico (X, S;) si se verifican las siguientes propiedades.

(1) A es un conjunto invariante; esto es, S;A = A parat > 0.
(i1) A estd atrayendo informemente; es decir, para todo conjunto acotado D C X

tEE—noo dx {SiD| A} =0, (2.32)
donde dx = {A| B} = sup,. 4 distx(z, B) es la semidistancia de Hausdorff.
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El principal resultado sobre la existencia de un atractor global es el siguiente.

Teorema 2.2.22. Sea (X, S;) un sistema dinamico asintéticamente compacto es un
espacio de Banach X con un conjunto compacto atrayente K. Entonces (X, S;) po-
see un unico atractor global compacto A tal que A C K. Este atractor es un conjunto
conexo y tiene la forma

A=w(K) =5k (2.33)
t>0 7>t
También tiene la relacion
A= ﬂ S, K paratodo N € 7, (2.34)
n>N

Ademads, (i) una trayectoria completa v = {u(t) : t € R} pertenece al atractor si y
solo si~ es un conjunto acotado y (ii) para cualquier x € A existe una trayectoria
completay = {u(t) : t € R} tal que u(0) = = y v C A. Asi el atractor global puede
ser descrito como un conjunto de todas las trayectorias completas acotadas.

Si B es un conjunto absorbente acotado para (X, S;), entonces A = w(B) y
tli+m (dx {S:B|A} + dx {A|S:B}) = 0, (2.35)
—+00

donde dx {A|B} = sup,c 4 distx(z, B). Asi A atrae conjuntos absorbentes acotados

en la métrica de Hausdorff.

Para la prueba referimos a [7].

Notamos que la propiedad (2.35) significa que para cualquier € > 0 y para cualquier
conjunto absorbente B existe t. > 0 tal que S;B C 7 .(S,B) para todo t > t.. Aqui
(D) denota la e-vecindad del conjunto D.

Debido a la proposicién 2.21 el teorema 2.33 se puede replantear en la siguiente
forma.

Teorema 2.2.23. Cualquier sistema dinamico disipativo asintéticamente suave (X, S;)
en un espacio de Banach X posee un unico atractor global compacto A. Este atractor
es un conjunto conexo y puede ser descrito como un conjunto de todas las trayec-
torias completas acotadas. Ademds A = w(B) para cualquier conjunto absorbente
acotado B de (X, S;) y la relacién (2.35) es valida.

Es claro que si un sistema posee un atractor global compacto, entonces es asintoti-
camente compacto. Asi el teorema 2.2.22 implica que (X, S;) tiene un atractor global
compacto si y solo si es asintéticamente compacto. Por el teorema 2.2.23 también
también tenemos que un sistema disipativo posee un atractor global compacto si y
solo si es asintdticamente suave.

Podemos también probar la siguiente afirmacién (ver por ejemplo [17, Teorema
2.4.6)).
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Teorema 2.2.24. Sea (X;S;) un sistema dinamico en un espacio métrico completo
X. Luego (X, S;) posee un atractor global compacto A siy solo si

(i) (X,S:) es asintdéticamente suave.
(17) (X, S;) es punto disipativo.

(4ii) Para todo conjunto acotado B C X existe t, tal que la cola~' es acotado.

El atractor A tiene la representacion

A= U {w(B) : B es un subconjunto acotado de X} . (2.36)

Asi las propiedades (i)-(7iz) son equivalentes a la compacidad asintética del sistema.
Este teorema y también la Proposicion 2.22 implican la siguiente afirmacion.

Corolario 2.2.25. Asuma que (X, S;) es un sistema dinamico disipativo en un espa-
cio de Banach X. Asuma que para cadat > 0 suficientemente grande el operador
evolucion S; = St(l) + St@), donde St(z) es un mapeo continuo en X satisfaciendo
(2.22) y St(l) es compacto, es decir, St(l)B es un conjunto precompacto en X para
fodo t > 0 suficientemente grande y para cada conjunto acotado B C X. Luego,
(X, S;) posee un atractor global compacto.

En orden de describir propiedades de estabilidad de atractores necesitamos las si-
guientes nociones. El conjunto positivamente invariante M es llamado estable (en
el sentido de Lyapunov) si y solo si para cualquier vecindad ¢ de M existe una
vecindad M C @' C @ tal que S, C 7 paratodot > 0. El conjunto M es asin-
téticamente estable si y solo si es estable y S;x — M cuando ¢ — oo para cualquier
x € €. Este conjunto es asintdtica y uniformemente estable si y solo si es estable y

lim sup distx(Siz, M) = 0.

t——+o0 ze!

Tenemos la siguiente propiedad de atractores globales compactos (ver [7]).

Teorema 2.2.26. Sea (X, S;) un sistema dinamico en un espacio de Banach X que
posee un atractor global compacto A. Asuma que existe una vecindad acotada 7" de
A tal que el mapeo (t,x) — Sz es continuo sobre R x (7. Luego A es asintdtica y
uniformemente estable.

También tenemos el siguiente principio de reduccion (para la prueba referimos [7]).

Teorema 2.2.27. Sea (X, S;) un sistema dinamico disipativo en un espacio de Ba-
nach X . Asuma que hay un conjunto localmente compacto' y positivamente invariante

'En el sentido que cada subconjunto acotado de este conjunto es relativamente compacto
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M que posee la propiedad de atraccion uniforme: para cualquier conjunto acotado D
tenemos
lim supdisty(Six, M) = 0.

t—=+00 D

Si A es un atractor global de la restriccion (M, S;) del sistema (X;S;) sobre M,
entonces A también es un atractor global para (X, S;).

En ciertas situaciones este teorema nos permite reducir significativamente la dimen-
sion del espacio de fase, el cual es importante en el estudio de los sistemas infinito
dimensionales.

A continuacién consideramos la estabilidad de los atractores con respecto a las per-
turbaciones de un sistema dinamico. Asuma que tenemos una familia de sistemas
dinamicos (X, S?') con el mismo espacio de fase X y con el operador evolutivo S}
dependiendo del parametro \ desde un espacio métrico completo A. La siguiente
afirmacién es probada por Kapitansky y Kostin [18] (ver también [17] y [7]).

Teorema 2.2.28. Asuma que un sistema dinamico (X, S}') en un espacio de Banach
X posee un atractor global A* para todo A € A. Suponga que las siguientes condli-
ciones son validas.

(i) Existe un compacto K C X tal que A* C K.

(i1) Sidp — o, Tx — o y 2p € AN, entonces SN, — SMx, para algun T > 0.

Luego la familia {AA} de atractores es semicontinua superiormente en el punto \y;
es decir,

dx {AM| AN} = sup {distx (v, A¥) : x € AN} — 0 cuando Ay — Ny (2.37)

Ademads, el limite superior A()\y, A) de atractores A* en )\, es definido por la férmula

Ao, A) = UL : Ae A, 0 < dist(A, \o) < 6}

6>0

es un conjunto compacto invariante no vacio que se encuentra en el atractor A™.

La situacién con la continuidad de los atractores A* con respecto a \ es mas com-
plicada. En general la familia {A*} no es semicontinua inferiormente en el punto \g;
esto es, la propiedad dy { A*|A%} — 0 cuando A\, — Ao no es valido. En orden
de probar la semicontinuidad inferior bajo las hipétesis del Teorema 2.2.28 algunas
suposiciones adicionales deberian imponerse. Sin embargo, la propiedad de semi-
continuidad inferior es genérica bajo simples suposiciones de compacidad (ver la
discusion en la examinada [29]).

El siguiente concepto es util para describir comportamiento a largo plazo de trayec-
torias individuales.
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Definicion 2.2.29. Un conjunto cerrado acotado A,,;, C X es llamado un atractor
global minimal si el sistema dindmico (X, S;) si y solo si las siguientes propiedades
son validas.

(1) Amm €S un conjunto positivamente invariante; esto es, S;Anm C Anm para
t>0;
(i7) Amnm atrae cada punto x de X; es decir,

tH+m distyx (S, Amm) = 0 para cualquier = € X;
—+o0

(1ii) Amm €S minimal; esto es, A, Nno tiene subconjuntos propios que poseen las
propiedades (i) y (ii).

Es claro que si el sistema (X, .S;) admite un atractor global A, entonces un atractor
global minimal A,,;, también existe y A,y C A.

Similar al Teorema 2.2.24 uno puede probar la siguiente afirmacion.

Teorema 2.2.30. Sea (X, S;) un sistema dinamico en un espacio de Banach X . En-
tonces (X, S;) posee un atractor global minimal Ay, si (X, S;) es un punto disipativo
y para cada x € X existe t, tal que la cola~% es relativamente compacto. Ademas el
atractor A, tiene la representacion

Awin = ([ J{w(z) : 2 € X} (2.38)

La suposicién mas restrictiva que garantiza la existencia de un atractor global es la
compacidad asintética del sistema dinamico correspondiente (ver Teorema 2.2.22).
Ademas esta suposicion se puede evitar si se limitan las consideraciones a la topo-
logia débil. Asi, es conveniente considerar la propiedad de la convergencia uniforme
(2.32) en una topologia débil. Esto permite la siguiente definicion.

Definicion 2.2.31. Sea X un espacio de Banach reflexivo separable. Un conjunto
cerrado débilmente acotado A C X es llamado una atractor global débil del sistema
dinamico (X, S;) siy s6lo si las siguientes propiedades son validas.

(7) A un conjunto invariante; es decir, S;A = A parat > 0.

(1) A es uniformemente atrayente en la topologia débil; esto es, para cualquier
vecindad débil <7 de Ay para el conjunto acotado D C X existe to(D, ) tal
que S;D C 7 paratodo t > to(D, 7).

Es claro que un atractor global, si existe, es también débil. Sin embargo, el siguiente
resultado sobre la existencia de atractores globales débiles muestra que la hipotesis
de compacidad asintética puede ser reemplazada por un condicibn mas débil de
cerrabilidad débil. Por supuesto, la conclusion obtenida es igualmente mas débil, la
atraccion fuerte es reemplazada por una atraccioén débil.
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Teorema 2.2.32. Sea (X, S;) un sistema dinamico disipativo en un espacio de Ba-
nach reflexivo separable X con un conjunto absorbente B. Asuma que el operador
evolucion S; es débilmente cerrado: para todo t > 0 la débil convergencia de u,, — u
y Siu, — v en X implica que Syu = v. Luego (X, S;) posee un unico atractor global
débil A tal que A C B. Este atractor tiene la forma

A=ww(B)=U STBW, (2.39)

t>0 71>t

donde D" denota la clausura del conjunto D en la topologia débil.

La prueba se basa en la compacidad débil de los acotados acotados en un espacio
de Banach reflexivo separable. Para los detalles referimos [4] o [7].

También notamos que a veces es conveniente usar no solamente las convergencias
fuertes o débiles sino también otras topologias en la definicion de atractores globales.
Referimos [4] para la teoria de atractores envolviendo dos espacios de fases con
distintas topologias.

2.2.6. Dimension de atractores globales

La dimensionalidad finita es una propiedad importante de los atractores globales que
puede ser establecida para muchos sistemas dinamicos, incluidos los que surjan en
aplicaciones significativas. Hay diversos métodos que proveen estimaciones efectivas
para la dimensién de atractores de sistemas dinamicos generados por EDPs (ver
por ejemplo [4]) . Aqui presentamos dos métodos que no requieren C'-suavidad del
operador evolutivo (como en [4]). La razdn para este enfoque es que los sistemas
dinamicos de naturaleza hiperbdlica no muestran efectos de suavidad, a diferencia de
las ecuaciones parabdlicas. Por lo tanto, la C'! suavidad de los flujos mas a menudo
esta fuera de toda duda, particularmente en problemas con una disipacion no lineal.
En cambio, consideramos flujos de Lipschitz locales mas generales, que pueden ser
estudiados por métodos introducidos por el teorema Ladyzhenskaya (ver por ejemplo
[22]) sobre la finita dimensionalidad de conjuntos invariantes. Otro método exitoso
discutido en esta seccion esté relacionado con exprimir la propiedad en la formulacién
considerada en [28]. Sin embargo, deseamos sefalar que las estimaciones de la
dimension basadas en los teoremas previos usualmente tienden a ser conservativos.

Dimensiones fractales y de Hausdorff son las medidas mas utilizadas en la teoria de
los sistemas dindmicos de dimensién infinita.

Definicion 2.2.33. Sea M un conjunto compacto en un espacio métrico X.
e La dimension fractal (recuento de cajas) dim; ) de M es definida por

, Inn(M,e)
dim,;M = limsup ———=,
f 2ol TIn(1/e)
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donde n(M, ) es el nimero minimo de de bolas cerradas de radio € que cubren
al conjunto M.

e Para un positivo d definimos la medida de Huasdorff d-dimensional por la formula
w(M,d) =1lim u(M,d,e),
e—0

donde

w(M,d,e) = inf {Z(rj)d . M C UB(.Tj,?”j), r; < 5} .
J i

Aqui B(z;,r;) es labola en X con centro z; y radio r;. La dimensién de Hausdorff

dimy M de M es definido por la férmula dimy M = inf {d : u(M,d) =0} .

Uno puede mostrar que la dimensién de Hausdorff no excede la dimensién fractal:

dimyg M < dimy M. (2.40)

Simples célculos muestran que (i) dimy M = 0si M = {a,} es una sucesién en R,
(i1) dimy M = 1/2si M = {1/n}, y (4it) dimy M = dims M = In2/In3 cuando M
es el conjunto de Cantor obtenido del intervalo [0, 1] por la remocién secuencial de
tercios centrales.

Escogemos tratar con las dimension fractal de atractores por las siguientes razones:
() la dimension fractal es mas conveniente para los calculos y (ii) estima la dimen-
sion de Hausforff (por (2.40)). La importancia de la nocién de dimensién fractal finita
es también ilustrada por la siguiente propiedad: si M es un conjunto compacto en
X tal que dimy M < n/2 por algin n € N, entonces existe un mapeo Lipschitziano
inyectivo L : M — R" tal que su inversa es Holder continua. Esto significa que M se
puede colocar en el grafico del mapeo continuo de Hélder que mapea un subconjunto
compacto de R en M.

También notamos que la dimension fractal dim; M de un conjunto compacto M se
puede representar por la formula

In N(M
dimy M = lim sup nN(M,e) (2.41)

£—0 ln(l/s) ’

donde N (M, ¢) es el minimo nimero de conjuntos cerrados de didmetro 2¢ que cu-
bren M.

La siguiente version del teorema de Ladyzhenskaya ha sido en probado en [7].

Teorema 2.2.34. (Ladyzhenskaya). Sea M un conjunto compacto en un espacio de
Hilbert H. Asuma que V' es un mapeo continuo en H tal que V(M) D M y existe un
proyector finito-dimensional P en H tal que

|P(Voy — V)| < log —val|, w1, 09 € M, (2.42)
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(L = P)(Vur = V)| < b fjvor — v, w102 € M, (2.43)

donde ¢ < 1. Luego la dimension fractal dimy M es finita y la estimacion

91 2 17!
) < _ .
dimy M < dim P - In 5 {ln 1_}_5} (2.44)

es valida, siempre quel > 1 — 6 (sil < 1 — § entonces M es un conjunto unitario).

En términos generales, las suposiciones (2.42) y (2.43) significan que el mapeo V'
exprime el conjunto M a lo largo del espacio (I — P)H aunque no se estira M de-
masiado a lo largo de PH. La invarianza negativa de M nos da que M C V* para
todo £ € N. Asi el conjunto M debe ser inicialmente exprimido. Esta propiedad es
expresada por la afirmacion sobre la dimensionalidad finita de M.

En problemas con amortiguacién no lineal el siguiente criterio se vuelve util (ver por
ejemplo [9, 10]).

Teorema 2.2.35. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea M un conjunto cerrado
acotado en H. Suponga que existe un mapeoV : M — H tal que

(i) MC VM.
(17) V es de Lipschitz sobre M ; esto es, existe L > 0 tal que

[Vor = V|| < Loy —va|, v1,02 € M. (2.45)

(1ii) Existe un seminormas compactas ni(x) y no(x) sobre H tal que
[Vor = Vool < mllog = val| + L+ [ma(v1 — v2) + na(Vy = Vwg)] - (2.46)

para cualquier vi,v, € M, donde 0 < n < 1y K > 0 son constantes (una
seminorma n(z) sobre H es llamada compacta si n(x,,) — 0 para cualquier
sucesion {x,,} C H tal que z,, — 0 débilmente en H).

Luego M es un conjunto compacto en H de dimension fractal finita. Ademas, si las
seminormas ny y no tienen la forma n;(v) = ||Pwv||, i = 1,2, donde P, y P, son
ortoproyectores finito-dimensionales, entonces

DR 2] e

dimi M < (dm P, +dim P,) -In [ 1 + n
rM<( 1 5) ( T

NOTA 2.3. Notamos que en el caso general (ver [13]) la estimacién para la dimensién
tiene la forma

2
dim; M < {ln ]

-1
} -Inmyg <4K(1 + L2)1/2) , (2.48)
+1

I—n
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donde my(R) es el nUmero maximo de pares (x;,y;) en H x H que posee las propie-
dades

il + [lyll* < B, na(wi — 2) +na(ys —y;) > 1, i # J.

También notamos que una declaracién mas general (para espacios métricos) y al-
gunas otras versiones y corolarios del Teorema 2.2.35 puede ser encontrada en [13].
También referimos [12] para un analisis del problema de la dimension en el caso de
relaciones no lineales del tipo (2.46).

En la prueba del Teorema 2.2.35 seguimos la linea del argumento dada en [11] y se
basa en los siguiente lemas.

Lema 2.2.36. Asuma que V' : M — H es un mapeo tal que (2.45) y (2.46) con algun
n > 0 son validos. Entonces

a(VB) <n-a(B) para cualquier B C M, (2.49)

donde «(B) es la a-medida de Kuratowski de no compacidad del conjunto B (para
la definicion vea la prueba del Teorema 2.2.16). Asi'V es una a-contraccion en el
sentido de [17, p. 14].

Prueba. Usamos la misma idea empleada en el Teorema 2.2.16. Por la definicién
de «a(B) (ver la prueba del teorema 2.2.16), para cualquier ¢ > 0 existen conjuntos
Fy, ... F, tales que

B=F U...UF,, damF; < a(B) +¢.
Sea ./ = {x; : i=1,2,...,m} C B un conjunto finito tal que para cada y € B

hay uni € {1,2,...,m} con la propiedad n,(y — x;) + no(Vy — Va;) < . Si no hay
tal conjunto para algin € > 0, entonces existe una sucesioén {z,} C B tal que

n1(zn — 2m) + n2(Vz, — Vz,) > ¢ para todo n # m. (2.50)

Podemos asumir que z, — zy Vz, — w débilmente en H para algunos z,w € H.
Como las seminormas n; y ny Son compactas, esto implica que n(z, — z) +nqo(Vz, —
w) — 0 cuando n — oo, lo cual es imposible debido a (2.50). Asi tal conjunto finito
N "existe 'y

B = UOZ‘, OZ' = {y e B : nl(y—xi) —|—n2(Vy_in) < 5} . T, € e
i=1

Explotando las representaciones B = |, ;(C; N Fy) y VB = |, ;(V(C; N F})) uno
puede ver de (2.46) que diam(V (C; N F;)) < n-a(B)+¢-[2k+n]. Esto implica (2.49).
|
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Lema 2.2.37. Para cualquier ¢ > 0 existe una constante K. y ortoproyectores finito-
dimensionales P; y Ps en H tal que

m(v) <e ol + K[| Pl v e H, (2.51)

na(Vuy — Vg) < e|lvg — va|| + Ke ||Ps(Vuy — V)|, v1,v9 € M. (2.52)

Prueba. Supongamos que (2.51) no se cumple. Entonces existe ¢, > 0 y una suce-
sion de ortoproyectores {P,,} tal que P,, — I fuertemente en H y

11 (V) > €0+ o || Pt » m=1,2,... (2.53)

para alguna sucesioén {v,,} C H con la propiedad ||v,,|| = 1, donde ¢,, — oo cuando
m — oo. De (2.53) tenemos que || P,,v.,|| — 0 cuando m — oo. Podemos también
asumir que v, — v débilmente en H para algun v € H. Como

P,v = P,(v—uy,)+ Py, — 0débilmente en H,

concluimos que v = 0. Esto implica que n,(v,,) — 0 cuando m — oo lo cual contra-
dice (2.53). Asi (2.51) es valido.

Para probar (2.52) notamos que el mismo argumento implica que

7”LQ<VU1 — VUQ) S val — VUQH -+ Kg HPZE(V?Jl — VUQ)” , V1,09 € H.

1o

Por lo tanto usando la propiedad de Lipschitz (ii) obtenemos (2.52). [ |

NOTA 2.4. En la mayoria de las aplicaciones, las seminormas n; y ny, son genera-
das por normas de espacios de Sobolev apropiados, digamos H, y Hs, tales que la
inyeccion H C H;, i = 1,2 son compactos y tales que [v|, K;||v||, i = 1,2. En este
caso, el argumento de contradiccién usado en el lema 2.2.37 puede ser evitado y las
estimaciones explicitas para las constantes K. pueden ser dadas. De hecho, sea ¢
una constante dada y Py, P; denotando proyecciones ortonormales sobre H, con las
propiedades |I — P,y y,) < € parai = 1,2. Luego

ny(v) = [vly, <[ = PPvly, + [Pioly, <ellvll+ Ky |[Profl, ve M,

y similarmente para ny(Vv; — Vuy). Asi, en este caso la constante K. no depende
de e y es igual al max { K1, K>}, donde K; denota normas del isomorfismo canénico
H C H,.

Lema 2.2.38. Sea F un conjunto cerrado acotado en R? equipado con la norma
Euclidiana |-|. Asuma que diamF' < 2r para algin r > 0. Entonces para cualquier
a > 0 existe un conjunto finito {xy, : k=1,...,n,} C F tal que

No d
FCU{xERd:|x—xk]§ar}yna§(1+§> :
k=1
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Prueba. Como F es compacto en R? existe un conjunto {zy : k=1,...,n,} C F
tal que (i) para cualquier y € F' podemos encontrar z; tal que |y — x;| < ar'y (ii)
|z; — x;| > ar para cualquier i # j. Asi necesitamos probar solamente la estimacion
para n,. Considere las bolas

Bk:{meRd : |x—xk|<%},k:1,...,na.

Estas bolas poseen las propiedades B, N B; =0 parak # j, k,j=1,...,n4,Y

BkCBE{l'GRd : |x—y0|§2r+%},k:1,...,na,

donde y, es un punto de F. Por lo tanto n,.Vol(By) = >_;*, Vol(B) < Vol(B). Esto
implica la estimacién para n,,. [ |

Prueba del Teorema 2.2.35. El lema 2.2.36 implica que o(M) < n - a(M). Desde
que 0 < 1 < 1, esto es posible si y solo si a(M) = 0. Asi M es compacto.

El lema 2.2.37 nos permite reescribir (2.46) en la siguiente forma

HV'Ul—VUQH S (7]+(5) ||U1 — U2||+K\/HP1<U1 — U2)||2+HP2(VU1 — V'UQ)HQ (254)
para cada vy, v, € M y cualquier 6 > 0, donde la constante K y los ortoproyectores
P, y P, pueden depender de §.

Asumaque{F; : i=1,...,N(M,¢)} esla cobertura minima de M por sus subcon-
juntos cerrados con un diametro menor o igual a 2¢. Sea

F,={(Py; P,Vy) : ye F;} ¢ H= P,H x P,H.

Es facil ver que diamF} < (1+L)diamF; < 2¢(1+L). Como H es infinito-dimensional,
la aplicacién del lema 2.2.38 para el conjunto F; con el parametro o reemplazado por
727 nos da la existencia de un conjunto finito {z} : k=1,...,n.,} C F; tal que

Na,i

F, C U B, , B = {v S HPl(v - xz)Hz + HPQ(Vv - Vﬂc’}f)H2 < (Oé&“)z}
k=1

41+ L)\*
TLOM‘S <1+u> ,d:d(5):d1mP1+d1mP2, Z:1,7N<M,€)
(07

Siy1, 12 € BE, entonces de (2.54) tenemos

|Vyr — Vil < (n+0) - 26 + K - 2ae = 27je,
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donde 7 = (6, &) = + 6 + ak<. Asi diamV' Bl < 27je. Puesto que como

N(M) na,i
mMcvmc |J VB,

i=1 k=1

tenemos que

41+ 1)

N (M, i) < (1 + )d - N(M,e).

Como n < 1, podemos escoger § y « tal que i < 1y luego de aplicar iterativamente
la desigualdad anteriorcone = 1, = 1,...,c = 7"~ ! obtenemos la desigualdad

N(M, i) < (1 + M)Um . N(M,1), n € N.

«

Ahora, para cada 0 < ¢ < 1 existe n(¢) tal que 7" < & < "L, Asi

dn() Ine
-N(M,1 <1l+—.
) (M,1)conn(e) <1+ 7

41+ L
N(M,e) < (1 + 4a+1)
(0%
Finalmente, estimando la dimensién fractal de la formula en (2.41) se sigue (ver
también [7, Seccién 1.8])

41+ L 1 -1
dim; M < d-In (1 + u) - {m —} , (2.55)
o n+0+ak

donde los parametros 0 y a son escogidos de manera que n + 0 + aK <1 yd=
dim P, 4 dim P, depende de J. Asi dim; M < oco. Ademas, la relacion (2.55) implica
la estimacién (2.47). El punto es que en este caso podemos usar (2.55) cond =0y
K = /2K y si escogemos a(1 — 71)/(2v/2K), obtenemos (2.47). u

2.2.7. Sistemas gradiente

El estudio de la estructura de los atractores globales es un importante problema
desde el punto de vista de las aplicaciones. No hay enfoques universales resolviendo
este problema. Es bien conocido que aun en casos finito-dimensionales un atractor
puede poseer una estructura extremadamente complicada. Sin embargo, algunos
conjuntos que pertenecen al atractor pueden ser facilmente sefialados. Por ejemplo,
cada punto estacionario (S;x = x para todo ¢ > 0) pertenece al atractor del sistema.
El teorema 2.2.22 muestra que cualquier trayectoria acotada también se encuentra
en el atractor global.

Definicion 2.2.39. Sea ./ el conjunto de puntos estacionarios del sistema dinamico
(X, S):
A "'={veX : Sw=wvparatodot > 0}.
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Definimos la superficie inestable .# “(./") emanando desde el conjunto ./ co-
mo un conjunto de todos los y € X tales que existe una trayectoria completa v =
{u(t) : t € R} con las propiedades

u(0) =y , lim distx(u(t),-1) = 0.

Es claro que .#™"(../") es un conjunto invariante. Es también facil probar la siguiente
afirmacién (ver por ejemplo, [4, 7]).

Proposicion 2.2.40. Sea ./ " el conjunto de puntos estacionarios del sistema dina-
mico (X, S;) que posee un atractor global A. Entonces .#"(.4") C A.

Para sistemas gradientes es posible probar que la superficie inestable coincide con
el atractor; es decir, .#"(.1") = A.

Damos la siguiente definicién.

Definiciéon 2.2.41. Sea Y C X un conjunto invariante hacia adelante del sistema
dinamico (X, S;).

e El funcional continuo ®(y) definido sobre Y es llamado la funcién Lyapunov para
el sistema dinamico (X, S;) sobre Y si y solo si la funcién ¢ — ®(S;y) es una
funcion no creciente para cualquier y € Y.

e La funcién Lyapunov ®(y) es llamada estricta sobre Y si la ecuacién ®(S;y) =
®(y) paratodot > 0y para algin y € Y implica que S;y = y para todo ¢t > 0; esto
es, y es un punto estacionario de (X, S;).

e El sistema dinamico (X, S;) es llamado gradiente si existe una funcién Lyapunov
estricta para (X, S;) sobre todo el espacio de fase X.

Ejemplo 2.3. El sistema (R?, S;) generado por la ecuacion diferencial ordinaria
r=VF(z), 1 €R? t>0,

posee una funcion Lyapunov estricta ®(z) = —F(x) sobre R siempre que la ecua-
cion VF(x) = 0 tenga raices aisladas.

Tenemos el siguiente resultado sobre la existencia de un atractor global para siste-
mas con una funcion Lyapunov.

Proposicion 2.2.42. Sea un sistema dinamico (X, S;) un punto disipativo y asintéti-
camente suave. Asuma que existe una funcién Lyapunov ®(x) para (X, S;) sobre X
tal que (i) es acotada superiormente sobre cualquier subconjunto acotado de X y (ii)
el conjunto ®p = {x : ®(z) < R} es acotado para todo R. Entonces (X, S,) posee
un atractor global compacto.

Prueba. Cualquier conjunto acotado B se encuentra en el conjunto ®; para algun
R = Rp. Es claro que S;®y C @y para cualquier R. Por lo tanto 7% C @ y luego 7%
es acotado. Asi podemos aplicar el Teorema 2.2.24. [ |
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2.2.7.1. Estructura geométrica del atractor

Tenemos el siguiente resultado sobre la estructura de un atractor global (para la
prueba referimos [4, 7, 17, 22]).

Teorema 2.2.43. Un sistema dindmico (X, S;) posee un atractor global compacto A.
Suponga que existe una funcion Lyapunov estricta sobre A. Entonces A = .7 (.1").
ademas, el atractor global A consiste de todas las trayectorias v = {u(t) : t € R} tal
que

lim distx(u(t), #) =0y tlir+n distx (u(t), .#") = 0. (2.56)
—+o0

t——o0

La siguiente afirmacién es critica para los modelos de von Karman con presion con-
servativa. Su principal ventaja (en contraste con otras premisas sobre la existencia de
un atractor global) es que no asume propiedades disipativas cualesquiera del sistema
en forma explicita.

Corolario 2.2.44. Suponga que (X, S;) es un sistema dindmico gradiente asintética-
mente suave. Asuma que su funcién Lyapunov ®(x) es acotada superiormente sobre
cualquier subconjunto acotado de X y el conjunto ®r = {x : ®(x) < R} es acotado
para cualquier R. Si el conjunto .4~ de puntos estacionarios de (X, S;) es acotado,
entonces (X, S;) posee un atractor global compacto A = .#7"(.1").

Prueba. Escogemos R, tal que ./ C ®p,. Por el Teorema 2.2.24 el sistema dina-
mico (Pg, S;) posee un atractor global compacto Ar para cualquier R. Si R > Ry,
entonces por el Teorema 2.2.43 tenemos que Ar = .7 "(./"). Asi Ag no depende
de R para R > Ry y es atractor global para (X, .S;). [ |

NOTA 2.5. Se sigue de la primera igualdad en (2.56) que bajo la hipotesis del Coro-
lario 2.2.44 la siguiente relacion es vélida,

sup{®(u) : ue A} <sup{®(u) : ue . 14}. (2.57)

Si la funciéon Lyapunov ®(u) es topolégicamente equivalente a la norma del espacio
de fase X, y la existencia de un atractor global es garantizada, la desigualdad en
(2.57) puede ser usada en orden de proveer una cota superior para el tamano de la
bola absorbente. De hecho, depués, aplicaremos este método en orden de obtener
cotas uniformes (con respecto a los parametros del problema) para el atractor.

Si el sistema (X, S;) no es gradiente pero posee una funcién Lyapunov (que no es
estricta), no podemos garantizar que A = .Z"(./"). Sin embargo, podemos probar la
siguiente afirmacion (ver también [7, Teorema 6.2, Capitulo 1]y [13, Teorema?2,30]).

Teorema 2.2.45. Sea (X, S;) un sistema dindmico asintéticamente suave en un es-
pacio de Banach X . Asuma que existe una funcién Lyapunov ®(x) para (X, S;) sobre
X tal que ®(z) es acotada superiormente sobre cualquier subconjunto acotado de X
y el conjunto @ = {x : ®(x) < R} es acotado para cualquier R. Sea = el conjunto
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de elementos de x € X tal que existe una trayectoria completa {u(t) : t € R} con las
propiedades u(0) = x y ®(u(t)) = ®(x) para todot € R. Si B es acotado, entonces
(X, S;) posee un atractor compacto global y A = .7*( ).

Prueba. COmo en la prueba del Corolario 2.2.44 escogemos Ry tal que &% C Pg,.
Por el Teorema 2.2.24 el sistema dinamico (P, S;) posee un atractor global compac-
to Ag paratodo R. Si R > Ry, entonces =z C ®y y por lo tanto (por el Teorema 1.6.2
de [7]) Ap = #"(% ) paratodo R > Ry. Asi A = .7"(%) es un atractor global
para (X, S;). |

La siguiente afirmacion describe el comportamiento a lo largo del tiempo de trayec-
torias individuales (para la prueba referimos [4] o [7]). Esta propiedad es a menudo
referida como estabilidad fuerte del conjunto de equilibrios.

Teorema 2.2.46. Suponga que un sistema dindmico gradiente (X, S;) posee un atrac-
tor global compacto A. Entonces para cualquier x € X tenemos

t£+mood|StX(Stx’ A7) =0; (2.58)

esto es, cualquier trayectoria estabiliza al conjunto ../~ de puntos estacionarios. En
particular, esto significa que el atractor minimal global A,.;, coincide con el conjunto
de los puntos estacionarios, A, = 1.

Asumaque .+~ = {z,..., z,} es un conjunto finito. En Este caso A = |J_, .#“(2,),
donde .7 “(z;) es una superficie inestable del punto estacionario z;. Esto es decir
que, .7 “(z;) consiste de todos los y € X tales que existe una trayectoria completa
v =A{u(t) : t € R} con las propiedades u(0) = y y u(t) — z; cuando t — —o0.

Del teorema 2.2.46 obtenemos la siguiente afirmacion.
Corolario 2.2.47. Suponga que un sistema dindmico gradiente (X, S;) posee una

atractor global compacto A y ./ es un conjunto finito. Entonces

(1) Elatractor global A consiste de todas las trayectorias completasy = {u(t) : t € R}
conectando pares de puntos estacionarios: cualquier u € A pertenece a alguna
trayectoria completa v y para cualquier v C A existe un par {z,z*} C ./ tal
que

u(t) — z cuandot — —oo y u(t) — 2* cuandot — +oc.

(1) Para cualquier v € X existe un punto estacionario z tal que Syv — z cuando
t — +o00.

NOTA 2.6. Asuma que la hipotesis del Corolario 2.2.47 es valida. Introduzca my dis-
tintos valores ®; < &, < ... < ®,,, del conjunto {®(z) : x € ./} y sea

J/j = {Jj I~ N q)(x) = (I)j} ; ]: 17--‘7m0‘
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Entonces los conjuntos ../, ..., .70 proveen la descomposicién Morse del atrac-
tor A; esto es, (i) los subconjuntos de ../ 7 son compactos, invariantes, y disjuntos; y
(1) para cualquier x € A\ Uj .47y toda trayectoria completa v, C A a través de x
existe k > [ tal que a(v,) € -/ *yw(y,) € 4, donde a(v,) y w(v.) son conjuntos
a-y w-limite (ver (2.21)).

El siguiente teorema describe algunas propiedades adicionales de atractores globa-
les par sistemas gradientes. Antes de enunciarlo, se introduce la siguiente definicion.

Definicion 2.2.48. Sea X un espacio de banach. Suponga que el operador evolucién
S; de un sistema dinamico (X, S;) es de clase C'; es decir, S;u tiene una derivada de
Fréchet continua con respecto a u € X para cada ¢ > 0. Un punto de equilibrio z del
sistema dinamico (X, S;) es llamado hiperbdlico si la derivada de fréchet S’ = DS, (z)
de S;z en el momento ¢ = 1 es un operador lineal en X con el espectro o(S’) que
posee la propiedad

oSYN{weC:|w =1} =.
también definimos el indice ind(z) (de inestabilidad) del equilibrio = como una dimen-
sion del subespacio espectral del operador S’ correspondiente al conjunto o (S’) =
{z€a():|z| >1}.
La siguiente afirmacién es probada en [4].

Teorema 2.2.49. Suponga que un sistema dinamico gradiente (X, S;) en un espacio
de Banach X con una funcién Lyapunov estricta ®(u) posee las siguientes propieda-
des.

(i) Admite un atractor global compacto A.
(ii) S; € C1** y existe una vecindad <7 O A tal que

1DS(u) = DSi(0)]| o (x x) < Crllu=vlx s wve &, £ €[0,T].

(i13) (t,u) — Syu es continua sobre R, x A.

(iv) Los operadores S, son inyectivos sobre A para cualquiert > 0 y S;* son conti-
nuos sobre A.

(v) Las derivadas de Fréchet DS,(u) de S;u en cualquier punto u € A tiene nucleo
cero.

(vi) Elconjunto .4~ ={z,...,z,} de puntos de equilibrio es finito y cualquier punto
z; € .17 es hiperbdlico.

Sea la indexacion de los puntos de equilibrio tal que

D(z1) < P(29) < ... < P(zy)
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ysea.” ) = Ule M"(z;), # o = 0, donde M"(z;) denota la superficie inestable
emanando desde z;. Asuma también que la funcion t — ®(S,u) es estrictamente
decreciente parau ¢ 1.

Entonces A = .#,, y las siguientes propiedades se verifican.

a) M*(z) capM™(z;) = () cuando i # j.
j

b) .#'y es un conjunto invariante compacto.

)
(b)
() OM"(z;)equivM™(z;) \ M"(z;) es un conjunto invariante y OM"(z;) C .# ;1.
(d) Para cualquier conjunto compacto K C M"™(z;) \ {z} tenemos

lim max {d|StX<Stk, t,///ifl) ke K} = 0.

t—+00

(e) Todo conjunto M"(z;) es una superficie C* de dimensién finita d;, esta super-
ficie es difeomérfica a R%, y la inmersién M"(z;)subsetX es de clase C' en
una vecindad de cualquier punto v € M"(z;). Ademds d; = dim F, (z;), donde
E. (z;) es el subespacio espectral del operador S’ = DS, (z;) el cual correspon-
de al conjunto {\ : |\| > 1}.

Notamos que la propiedad de inyectividad para S; asumida en (iv) depende de la
propiedad de singularidad atrasada de S en el atractor.

2.2.7.2. Tasa de convergencia de los atractores globales

En muchos casos es importante conocer cuan rapido las trayectorias partiendo de
conjuntos acotados convergen a atractores globales. Para sistemas gradientes esta
tasa esta relacionada a las tasas de convergencia de las trayectorias individuales de
los equilibrios.

El resultado establecido debajo provee condiciones suficientes para la tasa expo-
nencial de estabilizacion del atractor junto con algunas propiedades adicionales del
atractor (ver por ejemplo [4, 17] y también los Teoremas 4.7 y 4.8 en [29]).

Teorema 2.2.50. Sea X un espacio de Banach y las hipdtesis del corolario 2.2.44
son validas. Suponga que (i) un perador evolucién S; es C*, (ii) el conjunto ./~ de
los puntos de equilibrio es finito y todos los equilibrios son hiperbdlicos, y (iii) existe
una funcién Lyapunov ®(z) tal que ®(S;z) < ®(z) paratodor € X, x ¢ .14y para
todot > 0. Entonces

e Para cualquier y € X existe e € ./ tal que

1Sy —ellx < Cye’“’t, t>0.
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Ademas, par cualquier conjunto acotado B en X tenemos

sup {dist(S;y, A) : y € B} < Cge ™", t > 0. (2.59)

Aqui A es un atractor global, C,, Cz y w son constantes positivas, y w en (2.59)
depende del minimo, sobre e € ../, de las distancias del espectro de D[S;e] al
circulo unitario en C.

e Si asumimos en adicion que (i) S, es inyectivo sobre el atractor y (ii) el mapeo
lineal D[S,y] es inyectivo para todoy € A, entonces para cadae € ../ la superficie
inestable .#*(e) es una inmersion C'* -subsuperficial de X sobre la dimensidn finita
ind(e), la cual implica que dimpy A = max.c.,-ind(e).

Notamos que la prueba de este resultado (ver [4] 0 [17]) se basa en la consideracion
geométrica del comportamiento de las trayectorias en una vecindad de los puntos
de equilibrio. La suposicién critica para esto es que la evolucion S; es C' y estos
equilibrios son finitos e hiperbdlicos. Las suposiciones previas nos permiten reducir
el problema de la convergencia en una vecindad de equilibrios a un problema lineal.

Nuestro objetivo principal en esta seccién es presentar un resultado (ver el teorema
2.2.52) que da un estimado de la tasa de convergencia para el atractor global bajo
la suposicién de que estimaciones similares son conocidas es pequefas vecindades
de puntos estacionarios. Para nuestro mejor conocimiento el primer resultado en esta
direccién ha sido obtenido por Kostin [21] para el caso de sistemas dinamicos discre-
tos. Inspirado por la técnica desarrollada en [21] obtenemos un resultado similar para
sistemas de tiempo continuo en [13].

Nuestra principal suposicion en esta seccion es la siguiente.
Suposicion 2.2.51. (X, S;) es un sistema dinamico sobre un espacio de Banach X
que posee las siguientes propiedades:

e Existe un atractor global compacto A = .Z“(./"), donde ../ es el conjunto de

todos los equilibrios (no asumimos que ../ "es finito).

e Existe una funcién Lyapunov estricta sobre X tal que (i) ®(x) es acotado su-
periormente sobre cualquier subconjunto acotado de X, (ii) el conjunto ®p =
{z : ®(x) < R} es acotado para todo R, y (iii) el conjunto {®(z):x € ./} es
fintoy &; < &5 < ... < P, son sus m distintos valores.

e Existen constantescyp > 1y Ly > 0tal que

1S:y1 — Sivally < cre™™ |ly1 — vl para cualquier yy,ys € @p.

e Para todo conjunto /7 = {z € .47 &(x) = P;}, j = 1,...,m, existe una ve-
cindad ' de ./7 y una funcion continua decreciente ¥; : R, — R tal que la
propiedad S;z € Q2 € 7, para todo ¢ € [0, 7] implica que

dist(S;z, #Z" (A7) < W,(t), t €10,T).
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Notamos que bajo la suposicion 2.2.51 los conjuntos ../ 7 proveen la descomposi-
cion de Morse del atractor A.

Sea ¢ > ( escogido tal que
, I .
e<min{®; 1 —®;} ye<-ming®, — sup P(u),p, (2.60)
t 2 g uEA\,/i

donde tenemos introducidos los subconjuntos
A, = U AN (AT, n=1,2,...,m,
j=1

del atractor A. Es claro que A = A,,.
Bajo la suposicién 2.2.51 en el espacio X consideramos los siguientes conjuntos
Zi={ueX :®u)<d —c},i=2,...,m,

Y # mi1 ={ue X : ®(u) < R}, donde R, es escogido de manera que el atractor
A pertenece % 1. Es claro que todo conjunto B; es invariante hacia adelante. Uno
puede mostrar que paran = 1,...,m el conjunto A,, es un atractor global para la
restriccion (& 11, .5:) de (X, S;) sobre & ..

Teorema 2.2.52. Bajo la suposicion 2.2.51 existen numeros 0 < T} < Ty < ... <
T,, < oo tal que

sup diSt(STk-i-tyv Ak) < lIlk?(t) ) k= 17 27 ce,my > 07
ye'{/%/?k-‘—l

donde \Ijl(t) = ¢1(t> y
Wi (t) = Cr. ™™ - (g (t) + supseqo,g min {1 (s)e"= ) Wy (¢ — )}

paratodok =1,...,m — 1. Ademas, para cualquier conjunto acotado B en X existe
tg > 0 tal que

supdist(Syy, A) < W, (t —tp), t > tg,
yeB

donde A es un atractor global para el sistema (X, S;).
Prueba. Referimos [13, Capitulo 2]. [

La siguiente afirmacion da una condicién para la tasa exponencial de atraccién de
conjuntos acotados.

Corolario 2.2.53. Asuma que la suposicion 2.2.51 es valida con la funcién 1;(t) =
cje ', donde ¢; y v; son constantes positivas, j = 1,...,m. Luego existe vy, > 0 tal
que para cualquier conjunto acotado B podemos encontrar constantes positivas Cg
ytp tales que

sup dist(Syy, A) < Cpe ™" t > tp.
yeB
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Prueba. Es suficiente mostrar que toda funcién W, (¢) de la premisa del teorema

2.2.52 admite la estimacion U, (t) < Cre P paratodod k = 1,...,m, con los positi-
vos (', y Bi. Esto se puede terminar por induccién sobre k (ver [13, Capitulo 2] para
los detalles). [ |

Suposicion 2.2.54. Sean X, Y espacios de Banach reflexivos y X estd inmerso
compactamente en Y. Dotamos el espacio H = X x Y con la horma

|y|§{ = |U0’§( + |U1|§f Yy = (ug;ur).

Asumimos que (H, S;)es un sistema dinamico sobre H = X x Y con el operador
evolucion de la forma

Sty = (u(t);ue(t)), y = (uo;u1) € H, (2.61)
donde la funcién u(t) posee la propiedad

u€ O(Ry, X)NCHR,,Y).

La estructura del espacio de fase H y el operador evolucion S; en la suposicion
2.2.54 esta motivada por el estudio de los sistemas generados por la ecuacién de
segundo orden en tiempo en X x Y (ver por ejemplo (2.89)).

Proposicion 2.2.55. Sea valida la suposicion 2.2.54. Suponga que el sistema dina-
mico (H, S;) es cuasi-estable sobre todo conjunto acotado invariante hacia adelante
% en H. Entonces (H, S;) es asintéticamente suave.

Prueba. Sea
X = Clausura {v €X : |vlg =px() + ], < oo}. (2.62)

donde px(-) es una seminorma compacta sobre el espacio X. Uno puede ver que X
esta inmerso compactamente en el espacio de Banach X. Por lo tanto por el Teorema
2.2.2 tenemos que el espacio

W0, T;X,Y) ={f € Lo (0, T; X) : f' € Ly(0,T;Y)}

estd inmerso compactamente en C'(0, T X). Esto implica que la pseudométrica p,
en C(0,t; H) definida por la férmula

Pl ({Srn} {Srya}) = c(t) sup pux(u'(t) — u’(t))

T€[0,t]

es precompacta (con respecto a H). Aqui denotamos por {S;y;} al elemento de
C(0,t; H) dado por la funcién y;(7) = S,y; = (u'(t); ul(t); 0°(t)). Por definicién como
el sistema es cuasi-estable se tiene que

1Siy1 — Syl < b(t) - |y — yaloy + c(t) - sup [1ex (u'(s) — uQ(s))}Q, (2.63)

0<z<t

entonces p', satisface las hipétesis de la Proposicién 2.2.17 con Kp(t) = b(t). Esto
implica el resultado. u
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Corolario 2.2.56. Dado el sistema (H, S;) gradiente y asintdticamente suave. si el
funcional de Lyapunov asociado ¥V cumple que:

U(z) = 00 & ||2]| g = o0,

y el conjunto de puntos estacionarios ./~ es acotado en H, entonces (H,S;) es
asintéticamente compacto y posee un atractor global A C H dado por

A - L///u(e/m,
donde .#7"(.1") representa a la variedad de puntos <€ ./".
Corolario 2.2.57. Si el sistema (H, S;) es disipativo y satisface las hipdtesis de la
proposicion 2.2.55, entonces posee un atractor global compacto.
Prueba. Por la Proposicién 2.2.55 el sistema (H, S;) es asintéticamente suave. Asi
el resultado se sigue del Teorema 2.2.23. [ |

Teorema 2.2.58. Sea valida la suposicion 2.2.54. Asuma que el sistema dinamico
(H, S;) posee un atractor global compacto A y es cuasi-estable sobre A. Entonces el
atractor A tiene una dimension fractal finita dimfi’ A.

Prueba. La idea de esta prueba esta basada en el método de trayectorias “cortas”
(ver por ejemplo [13]).

Aplicamos el Teorema 2.2.35 en el espacio Hy = H x W;(0,T') con una apropiado
T. Aqui

T
Wi(0,T) = {z € Ly(0,T; X) : |z|%,[,1(07T) = /0 (|z(t)|§( + \zt(t)ﬁ/) dt < oo} :

(2.64)
La norma en Hp es dada por

Uz = 1wl + 12lom - U= (952) y = (uo; ua; 6o)- (2.65)

Sean y; = (uf;ut;0%), 7= 1,2, dos elementos del atractor A. Denotamos

y Z(t) = Siyn — Siy2 = (2(t); z(t); £(t)), donde
(2(t); 2(1): €(1)) = (u'(t) — w(£)s 0y (1) — wf (1); 0° (1) — 0°(2)).
Integrando (2.63) desde T a 27" con respecto a t, obtenemos que
2T ) _ )
/ |Seyr = Seyaly dt < br lyy — woliy + & sup [u(@)(2(s))), (2.66)
T 0<s<2T
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donde

ET:/ZTb(t)dt y 6T:/2Tc(t)dt.

T

También se sigue de (2.63) que

|STyn — STyZ’?-[ <uT)- | — y2|§1 +¢(T) - sup [u(x)(z(s))]Q

0<s<T

y combinando con (2.66) se tiene

27
|STy1_ST?/2|12q+/ [Seyr—Suyelyy dt <br lyi—gelpter sup [ux(=(s))]°, (2.67)
T

0<s<2T
donde
2T 2T
br =0(T) + / bit)dt 'y cp=C(T)+ / c(t = dt. (2.68)
T T

Sea A el atractor global. Considere en el espacio Hr el conjunto
Ap = {U = (u(0);u,(0); 0(0); u(t) , t € [0,T7) : (u(0);u,(0);6(0)) € A},

donde u(t) es la primera componente de S;y(0) con y(0) = (u(0);u:(0);6(0)), y
defina el operador V' : Ay — Hyp por la formula

Voo (u(0); ue(0); 0(0); u(t)) = (Sry(0); u(T +1)).

Es claro que V' es de Lipschitz sobre Ary VAr = Arp.
Como el espacio X dado por (2.62) posee las propiedades
XcXcCY y X cC X escompacto,
por el argumento de la contradiccion se sigue que

lux (w)]> < e lul% + C. |ul; para cualquier ¢ > 0. (2.69)

Por lo tanto de la relacién producidad por la cuasi-estabilidad del sistema
1Siy1 — Suyelyy < alt) - |y — ol (2.70)

tenemos lo siguiente

b
sup [px(2())? < = |y — wol3r + Clag, by, cr) sup |z(s)]3
0<s<2T Cr 0<s<2T

donde ar = supy<,<yra(s) y br, cp son dados por (2.68). Consecuentemente, de
(2.67) obtenemos

HVU1 — VU?HHT S nr ||U1 - UQ”HT -+ KT . (nT(U1 — UQ) + nT(VU1 — VUQ)),
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para cualquier U;,U; € Arpr, donde Ky > 0 es una constante (dependiendo de
ar, br, cr, de las propiedades de inmersion de X hacia Y, y de la seminorma nx), y

2T

n3 = 2bp = 2b(T) + 2/ b(t)dt. (2.71)
T

La seminorma ny tiene la forma ny := supg<,<r [u(s)],. Como W1 (0, T) esta inmer-
so compactamente en C(0,7;Y), ny(U) es una seminorma compacta sobre Hr y
podemos escoger 7" > 1 tal que nr < 1. También tenemos de (2.70) que

HVUl — VU?HHT < Lp HU1 — U2||/T para U17U2 S AT,

donde L% = a(T) + fTQT a(t)dt. Por lo tanto aplicamos el Teorema 2.2.35 el cual
implica que Ar es un conjunto compacto en Hr de dimension fractal finita.

Sea & : Hy — H el operador definido por la férmula

F  (uo;ur; o; 2(t)) = (uo; us; Op).

A = 7 Ary & son lipschitzianas, asi dim}' A < dim|" Ay < oco. Aqui dim}
denota la dimensién fractal de un conjunto en el espacio I. Esto concluye la prueba
del Teorema 2.2.58. |

2.2.7.3. Regularidad de las trayectorias del atractor

En esta parte mostramos como se pueden usar estimaciones estabilizacion para
obtener una regularidad adicional de trayectorias situadas en el atractor global. El
teorema que se enuncia debajo provee la regularidad de las derivadas con respecto
al tiempo. La regularidad “espacial” necesaria se sigue del andlisis de la respectiva
EDP. Por lo general, implica la aplicacion de la teoria eliptica.

Teorema 2.2.59. Sea vadlida la suposicion 2.2.54. Suponga que el sistema dinamico
(H, S;) posee un atractor global compacto A y es cuasi-estable sobre el atractor A.
Ademas, asumimos que (2.63) es valido con la funcién c(t) que posee la propiedad
Coo = SUPyeg, ¢(t) < co. Entonces cualquier trayectoria completa

{(u(t);u(t);0(¢)) : t € R}
que pertenece al atractor global disfruta de las siguientes propiedades de regularidad.

U € Loo(R; X)NC(R,Y), ty € Loo(R,Y), 6; € Lo(R, Z) (2.72)

Ademas, existe R > 0 tal que
()% + Jua ()3 + 160:(2))5 < R®, t € R, (2.73)

donde R depende de la constante c, , sobre la seminorma 1. x, y también sobre las
propiedades de inmersion de X haciaY .
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Prueba. Se sigue de (2.63) que para cualquiera de las dos trayectorias
v ={U(t) = (u(t);w,(t);0(t)) : t € R},
(1) = (W (1) (1);07(1) - t € R}
del atractor global tenemos que

|Z()] < b(t = 5)|Z(s)lfy + elt —s) sup [ux(z(7))]? (2.74)

s<t<t
paratodo s <t, s,t € R,donde Z(t) = U*(t) — U(t) y z2(t) = u*(t) — u(t). Tomando

limite cuando s — —oo sobre la relacién (2.74) nos da lo siguiente

Z(#)] < s sup_[ux(2(7))

—oo<7<t

para todo ¢t € R y para cada par de trayectorias v y v*. Usando la relacion (2.69)
podemos concluir que

sup |Z(T)[; <C sup [2(7)]}, (2.75)

—oco<7<t —oo<7<t
paratodot € Ry para cada par de trayectorias vy v* del atractor.

Ahora fijamos la trayectoria v y para 0 < |h| < 1 consideramos la trayectoria des-
plazada v* = v, = {y(t + h) : t € R} . Aplicando (2.75) para el par de trayectorias y
usando el hecho de que todos los términos en (2.75) son cuadraticos con respecto a
Z obtenemos que

sup {|Uh(7')‘i. + ‘uf(ﬂ’i + ’9?(7')|2Z} <C sup ‘uh(7)|i, (2.76)

—oco<7T<t © —oco<rs<t

donde u”(t) = h=1 - [u(t+h) —u(t)] y 0"(t) = h=1-[0(t + h) — 0(t)]. Sobre el atractor
obviamente tenemos que

1

h

/ lu(T+ 1), dr < C, t eR,
0

con uniformidad en h. Por lo tanto (2.76) implica que

" ()| + [ul ()|, + |6R), < O, teR.

Pasando con el limite sobre h entonces se siguen las relaciones (2.72) y (2.73). R

2.2.8. Ecuaciones evolutivas

Esta seccidn provee material preliminar con respecto a las ecuaciones evolutivas
abstractas que sirven como un prototipo de las evoluciones de von Karman. Se presta
especial atencién a la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones evolutivas
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no lineales. Los métodos usados estan basados en la teoria de operadores moné-
tonos y su adaptacién a problemas no monétonos. En lo que sigue proveemos una
breve exposicion de la teoria se semigrupos no lineal y conceptos relacionados con la
teoria de operadores mono6tonos maximales. Restringimos nuestra atencion a opera-
dores punto a punto, aunque muchos resultados que seran enunciados debajo siguen
siendo ciertos en el entorno multivalor.

También expresamos varios resultados pertinentes a ecuaciones de placas lineales
en una forma conveniente.

2.2.8.1. Operadores acumulativos en Espacios de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert. Consideramos operadores (no lineales) A en H defini-
dos sobre un subconjunto &7 (A) de H conrango R(A) = {Az : x € & (A)} C H.

Definicién 2.2.60. Un operador A : &/ (A) C H — H es llamado acumulativo si
tenemos

(Azy — Azg, 21 — z2)y > 0 para cualquier xy,z5 € &7 (A).
Un operador acumulativo A es llamado acumulativo maximal (m-acumulativo) si la
relacion
(Av —u*, v —u)g >0
para algunos u,u* € H y paratodo v € & (A) implicaque u € &7 (A) y u* = Au.
Notamos que el operador acumulativo es caso particular de un operador monétono
(ver 2.2.3).

Una conveniente caracterizacién de operadores m-acumulativos es dada en el si-
guiente resultado bien conocido (ver por ejemplo [31, Capitulo 1V]).

Teorema 2.2.61. Un operador acumulativo A : &/ (A) C H — H sobre el espacio de
Hilbert H es m-acumulativo si y solo si R(Al + A) = H para todo (equivalentemente
para algun) A > 0. Aqui R(B) denota el rango de un operador B.

El siguiente tipo de resultado de perturbacion es frecuentemente usado en el con-
texto de las EDPs (ver por ejemplo [31, Capitulo IV. 2]).

Proposicion 2.2.62. Sea A: 2/ (A) C H — H un operador m-acumulativo sobre el
espacio de Hilbert H. Luego

e SiB: Hw— H esacumulativo y de Lipschitz; es decir,
1B(u1) — B(ug)|| < Ljuy — ug| , wr, up € H,

entonces A + B es acumulativo.
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e SiB: H— H esde Lipschitz, entonces par cualquier w > L el operador A+ B +
wl es m-acumulativo.

El siguiente resultado presenta algunas propiedades de los operadores m-acumulativos
en el espiritu de la Proposicion 2.2.7.

Proposicién 2.2.63. Sea A : &/ (A) C H — H un operador m-acumulativo sobre
el espacio de Hilbert H. Sea {v,} una sucesion en & (A). Asuma que existen los
elementosv y f de H tales que v,, — v y Av,, — f débilmente en H y

(Av, — Avp, v, — Uy g — 0 cuando n,m — 0.

Entoncesv € & (A), f = Av ylim, oo (Avp, v) g = (Av,v)g.
Prueba. Aplicamos la segunda parte de la proposicion 2.2.7conV =V'=H. 1R
En el contexto de los operadores monétonos, la nocién de coercitividad es funda-

mental (ver defincion 2.2.5).

Definicion 2.2.64. Decimos que un operador A : &7 (A) C H — H es coercitivo si

i A% W

lull =0 ||ull

=00, u€ Z(A).

La siguiente afirmacion es vélida (ver por ejemplo [31, Seccién IV. 2, p. 170]).

Proposicién 2.2.65. Sea un m-acumulativo. Silim |, - ||A(u)|; = oo, entonces
A es suryectivo; esto es R(A) = H. Si A es coercitivo entonces R(A) = H.

Ejemplo 2.4. Cualquier operador autoadjunto no negativo en un espacio de Hilbert
es un operador m-acumulativo.

2.2.8.2. Ecuaciones diferenciales abstractas

Sea A un operador m-acumulativo sobre un espacio de Hilbert H. Consideramos la
siguiente ecuacion diferencial abstracta:

d
d—?+Au:f;0<t<T,u|t:0=u0€H, (2.77)

donde 0 < T < 0.

Definicion 2.2.66. Una solucién fuerte (2.77) es una funcién continua u de [0,7)
hacia H que es absolutamente continua sobre cada intervalo [a,b], 0 < a < b < T,
de aqui u es diferenciable en casi todo punto (a.e.) con du/dt € Ly(a,b; H), y para
a.e. t > 0 tenemos que u(t) € Dcali(A)y (2.77) es vélido.
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Aqui, como en la seccién 2.2.2, denotamos por L,(a, b; H) con 1 < p < oo al espacio
de Banach de (clases de equivalencia de) funciones Bochner medibles f : [a,b] — H
tales que || f(")ll; € Ly(a,b). También recordamos (ver seccién 2.2.2) que deno-
tamos por C'(a,b; H) = C([a,b]; H) al espacio de funciones fuertemente continuas
sobre [a, b] con valores en el espacio H. Un significado similar tienen las notaciones
C(la,b); H) y C((a,b]; H). También usamos el espacio

Wi(a,b;H) ={f € Cla,b;H) : f' € Ly(a,b;H)},

donde f'(t) es la derivada fuerte (en casi todo punto) de f(t) con respecto a t. Nota-
mos que Wi (a, b; H) coincide con el conjunto de las funciones absolutamente conti-
nuas de [a, b] hacia H (ver por ejemplo [31, Teorema 1.7, p. 105]). Analogos de orden
superior W (a, b; H) del espacio W, (a,b; H) son definidos en (2.8).

Un resultado fundamental que afirma la existencia de soluciones fuertes para ope-
radores m-acumulativos es el siguiente resultado de Kato (ver [31, p. 180]).

Teorema 2.2.67. Sea A un operador m-acumulativo sobre el espacio de Hilbert H.
Asuma queuy € &7 (A) y f : [0,T] — H es absolutamente continua. Entonces hay
una unica solucion fuerte de (2.77). En adicién , u es lipschitziana de [0, T| hacia H
y fuertemente diferenciable por la derecha en H parat > 0. Ademds u(t) € % (A)
paratodot >0 yu' € L(0,T;H).

Notamos que en algunos casos soluciones fuertes pueden ser construidas por el
método de Galerkin (ver por ejemplo [15]).

En nuestras consideraciones se utiliza con frecuencia un concepto mas débil de so-
lucién, la llamada solucion generalizada. Esta es definida considerando limites (fuer-
tes) de soluciones fuertes.

Definicion 2.2.68. Una solucion generalizada de (2.77) sobre un intervalo (cerrado)
[0, 7] es una funcién continua v € C'(0,7; H) tal que u(0) = ug y para la cual existe
una sucesioén de soluciones fuertes u,, definidas sobre [0, 7'] del problema

d

%unjLAun:fn, n=12...

con f, — fenLy(=T;H)y u, — uwen C(0,T; H). Una funcién u(t) de las clases
C([0,T); H) es soluciéon generalizada del problema (2.77) sobre un semi-intervalo
[0,7T), si u es una solucién generalizada de (2.77) sobre cada intervalo cerrado [0, 7"
conT" <T.

El resultado de existencia para soluciones generalizadas es dado a continuacién [31,
p. 183].

Teorema 2.2.69. Sea A un operador m-acumulativo sobre el espacio de Hilbert H,

f € Li(0,T;H) yuy € & (A), donde % (A) es la clausura de & (A) en H. En-
tonces existe una unica solucion generalizada de (2.77). Ademas; cualquiera de las
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dos soluciones generalizada u,(t) y us(t) con datos {uig, f1} ¥y {us0, fo} satisfacen
los siguientes estimados de estabilidad con0 < s <t <T

s (8) = uz (@)l < ua(s) = wa(s)|

22 [[(76) - £ ()~ w@)ud: (@78

[ur () = w2 ()]l < llua(s) = ua(s)ll + / 1f1(2) = fa(2) |l d=. (2.79)

NOTA 2.7. Notamos que el concepto de solucion generalizada es s6lo débilmente
asociada con la ecuacion diferencial, mediante el procedimiento limite. Asi, puede
suceder que la solucién generalizada no satisfaga realmente la ecuacion diferencial,
aun en un sentido débil. Sin embargo, bajo propiedades adicionales de regularidad
uno puede ser capaz de mostrar que las soluciones generalizadas satisfacen una
débil forma (variacional) de la ecuacién diferencial. Tales soluciones son llamadas
soluciones débiles y son también a menudo referidas como soluciones variacionales.
Retornamos al punto anterior, al discutir estructuras mas especificas de ecuaciones
de evolucion abstractas.

Continuamos esta seccién con varios resultados de perturbacion.

Sea B: & (A) — H una funcién lipschitziana tal que

|Bw) = B)lly < Lllu—vlly : uv € T (A). (2.80)
Consideramos la ecuacion perturbada

d
i (A+ B)u= f, uli—o = uo. (2.81)

Teorema 2.2.70. Supongamos que A es m-acumulativo y B satisface (2.80).

e Soluciones fuertes: Para cadaug € &/ (A) y f absolutamente continua de [0, T
hacia H hay una unica solucion fuerte u(t) del problema (2.81). La funcion t
u(t) es lipschitziana de [0, T hacia H y fuertemente diferenciable por la derecha
en H conu(t) € & (A) para cualquiert > 0. Ademds,

d
u =7 € Loo(0.T: H) , A(u) € Lu(0, T H) (2.82)

y las funciones t — u(t) y t — A(u(t)) son débilmente continuas y fuertemente
continuas por la derecha como mapeos de [0, T| hacia H.

e Soluciones generalizadas: Para cada uyg € 2 (A) y f € L1(0,T; H) hay una
Unica solucién generalizada del problema (2.81) sobre [0, T).
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Ademas, cualquier para de soluciones generalizadas u,(t) y us(t) del problema
(2.81) con datos {uqo, f1} ¥ {us0, f2} satisfacen los estimados de estabilidad con
0<s<t<T

s (8) = ua ()7 < €27 s (5) = ua(s)ll7 (2.83)

b2 [ PHOIA) = fo2) () — o) nds

lur (£) = wa ()] < €7 Jua(s) — ua(s)|l (2.84)

" / et — 2 1i(2) — Fol2)

El teorema anterior es un teorema de generacién estdndar que puede ser encon-
trado en muchos libros sobre teoria de operadores monotonos [5, 31]. El ingrediente
principal de la prueba es el hecho de que A + B + LI es un operador m-acumulativo
(ver proposicion 2.2.62). La prueba de las estimaciones (2.83) y (2.84) pueden ser
encontrados en [31, p. 183]. Las propiedades de regularidad de soluciones fuertes
siguen el argumento dado en [31, p. 175]. Aqui también contamos con la proposicién
2.2.63.

En lo que sigue damos una generalizacién del resultado de perturbaciones local-
mente lipschitzianas B. Tal resultado es una herramienta principal en la prueba de la
existencia global para EDPs semilineales con a priori acotados tipicamente obtenidos
por algun tipo de método energético.

Definicion 2.2.71. Un operador localmente lipschitziano B : < (A) — H es una
funcion tal que para cualquier K > 0 existe una constante positiva L(K) tal que

1B(u) = B(v)|ly < LK) [lu=vll4 (2.85)

paratodo u,v € & (A)tal que |[ul|; < Ky |jv], < K.

El siguiente teorema puede ser derivado del Teorema 2.2.70 mediante el procedi-
miento adecuado (conocido) de truncar B en orden de considerar la traslacion ade-
cuada del operador acumulativo. Este resultado es conocido por los investigadores
y a menudo es aplicado en el contexto de las EDPs. Por el motivo de la completitud
damos la prueba que sigue la linea del argumento presentado en [8] y cuenta con la
idea encontrada en [23, seccién 2.3].

Teorema 2.2.72. Sea A + \I un operador m-acumulativo para algin \ > 0. Asuma-
mos que B esta sujeto a (2.85).

e Soluciones fuertes locales: Para cada elementou, € 2 (A) y cualquier funcion
f : Ry — H que es absolutamente continua sobre todo intervalo finito [0, T'] existe
tmax < oo tal que hay una unica solucién fuerte u(t) del problema (2.81) definida
sobre [0,tmsx). La funcion t — u(t) es lipschitziana y diferenciable por derecha
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conu(t) € & (A) para cualquiert € [0,t.sx). Ademas, las relaciones (2.82) son
validas para cualquier T < tnsx y las funciones t — wuy(t) yt — A(u(t)) son
débilmente continuas y fuertemente continuas por la derecha como mapeos de
0, tmax) hacia H.

e Soluciones generalizadas locales: Para cada elemento u de la clausura & (A)
de Z7 (A) en H y para cada funcién f € LP¢([0,+o0); H) hay una unica solucion
generalizada del problem (2.81) definida sobre [0, t .4 )-

e En ambos casos tenemos lim,_y;_,. ||u(t)||; = oo, siempre que tysx < oo.

e Soluciones globales: Sea u(t) una solucién fuerte (o generalizada) con algun
dato {uo, f}. Suponga que existe T > 0 y Cr(u, f) tal que
sup [[u(®)|ly < Cr(uo, f) (2.86)
[0,7%)
para todo intervalo [0,7*) C [0,T] de la existencia de la solucién de u(t). Enton-
ces la solucién u(t) existe sobre [0,T]. Ademas, si para cualquier T > 0 existe
Cr(ug, f) tal que (2.86) es valido, entonces la solucion u(t) puede ser extendida
sobre [0, +00); es decir, tya = 00.

Prueba. Podemos asumir que A = 0 (de otro modo redefinimos A := A+ Xy
B := B — \I). Ademas, podemos asumir que 0 € % (A) y A0 = 0. Este punto dice
que si u(t) es una solucién (fuerte o generalizada) de (2.81), entonces para cualquier
w, € & (A) la funcién w(t) = u(t) — w, resuelve (en el mismo sentido que u(t)) el
problema

d
—w + Ayzw + Bo(w) = fo, w0 = up — Wy,

dt
donde A,, B,y f. son dados por
Aaw = Alw, +w) — Aw, w € Decali(A,) = —w, + & (A),
B.(w) = B(w, + w), weH, f.=[f-Auw,.

Es claro que A,, B, y f. satisfacen las condiciones del Teorema 2.2.72 (con otra
constante de Lipschitz L(K)) y, en adicién, 0 € &7 (A,)y A0 = 0.

Para aplicar el Teorema 2.2.70 necesitamos considerar alguna regularizacién del
operador B. Damos

Bu , si |Jul] <K,
Bu =
u
B (k—) , si|lul| > K.
il
Aquiy debajo ||-|| = |||l 5 ¥ (-, -) es el correspondiente producto interno. Afirmamos

que el mapeo B satisface HBu - B’UH < L(K) ||u — v||; esto es, B es globalmente
lipschitzianas. En orden de probar esto distinguimos tres casos.
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(i) Si ||ull,|lv|| < K, la conclusion se sigue pues de Bu = Bu, Bv = Bu, y la
formula (2.85).

(77) Enelcaso |jul| < Ky |v|| > K tenemos

u— K-

o]

HBU - BUH < L(K)

Mostramos que

“‘KHH S e

Esto se hace mediante el siguiente calculo que se basa en la desigualdad de
Cauchy-Schwartz

o |12
u— K—
|v]

2
lw = f]” =

= |jv]|* = K? -2 (1 — £) (u,v)

0]

K
> [lolf* = K2 =2 (1= | ull |
o]

K
> ol = K? -2 (1 : “) K o]
— |[o]® = 2K o] + K2 > 0.

(i7) Enelcaso ||u|| > K, ||v|]| > K tenemos

HBu—BvH < L(K HK Ki‘
]| vl
y afirmamos que
H v —'suu—vu.
[ | o]l

De nuevo, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos

2
2
lu = vf|*— K

K2
P = 2K o2 (— _ 1) (u,v)
Tl ol

2 2 2 K2
> [P+l 25 +2( - 1) el ol
Tl el
— (Jull = [loly? > 0.

u (%
lall vl

Esto muestra que B es de hecho globalmente lipschitziana.

De acuerdo al Teorema 2.2.70, asumiendo que vy € & (A)y f € W}(0,T; H) para
todo 7" > 0 la ecuacion

u, + Au+ Bu = f (2.87)
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tiene una unica solucion fuerte u. EI mismo teorema garantiza una unica solucién
generalizada sobre R, siempre que ug € & (A)y f € L1(0,T; H) para todo 7" > 0.

Dado uy € &7 (A) arbitrario. Escogemos K tal que ||ug|| < Ky suponga por ahora
que u es una solucién fuerte de (2.87). Como A0 = 0, la funcién w = 0 es una
solucion fuerte del problema

w;, + Aw + Bw = B(0), w(0) = 0.
Por lo tanto de (2.84) tenemos

lu(t)]] < "1 {HUOH +/0 e HI (|1 £(s)Il + 11BO)])ds

para todo ¢ > 0. Esta desigualdad también es valido para soluciones generalizadas
de (2.87). Ahora recordamos que ||ug|| < Ky escogemos 7' > 0 tal que

V(E.T) = Ju| + / e LU (| F(s)]| + | B(O) ) < K.

De aqui, para

t <t"=min {T, log

1 K
L(K) ™ V(K,T)
obtenemos |u(t)|| < K. Consecuentemente, B(u(t)) = B(u(t)) parat < t*y esto
significa que u(t) resuelve la ecuacion (2.81) sobre este intervalo.

De lo acabamos de demostrar se sigue que si v es una solucion de (2.81) sobre
[0,t*] puede extenderse a una solucién sobre el intervalo [0,t* 4 §] para algin § > 0.
Para esto usamos el mimos método como se describe arriba con el valor inicial t* y
con un gran K. Por supuesto, § depende sobre ||u(t)*||.

Sea [0, tmax) €l maximo intervalo de existencia de la solucién. Si .,z < oo, enton-
ces lim; 7 tnx ||u(t)|| = oo. En otro caso existe una sucesion ¢, * tnax tal que
|lu(t,)|| < C. Esto nos permitiria extender u« como una solucién de (2.81) a un inter-
valo [0, ¢, + ] con § > 0 independiente de n. De aqui u puede ser extendido mas alla
de tm4x 10 cual contradice la construccion de t,,4.

Para probar la parte de la existencia global necesitamos solamente notar que (2.86)
nos permite extender una solucién dentro del intervalo [0,7] con pasos de tiempo
independientes de 7™ < T

Para probar la unicidad de las soluciones generalizadas de (2.81) notamos que cual-
quiera de las dos soluciones u;(t) y uz(t) sobre un semi-intervalo [0, T") también re-
suelven (2.87) sobre cualquier intervalo [0, 7"] con T" < T'y K = 14+méxqo ) {||u1 ()| + [Jua(t)|[}
Asi el enunciado de unicidad se sigue de Teorema 2.2.70. [

NOTA 2.8. Sean u(t) y us(t) dos soluciones generalizadas del problema (2.81) con
datos {u10, f1}y {u20, f2} definida un intervalo comun [0, T") de existencia. Entonces
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las hip6tesis del Teorema 2.2.72 se sigue de (2.84) que el estimado de estabilidad

[ur (8) = w2 ()l < C {Ilm(S) — u(s)| g +/ 1f1(7) = f2(T) ]l dT} (2.88)

es valido para cualquier 0 < ¢t < T’ < T, donde la constante C depende de 7" y las
normas supyg 7 ||wi(t)|| g, @ = 1, 2.

NOTA 2.9. Suponga que las hipotesis del Teorema 2.2.72 son validos. Se sigue del
argumento previo que si f € W} (0,T;H) y uy € 2 (A), entonces para cualquier
solucién generalizada u(t) del problema (2.81) sobre el intervalo [0, 7] existe una
sucesion de soluciones fuertes u,(t) de (2.81) con datos {ug,, f} tal que u,,(t) — u(t)
en C(0,T; H). Asi no es necesario aproximar f(t) cuando construimos soluciones
generalizadas para f(t) suave.

2.2.8.3. Ecuaciones abstractas de segundo orden

En esta seccidn nos especializamos en resultados generales de la seccidn previa
para modelos mas concretos de segundo orden en el tiempo. Comenzamos con un
modelo general que cubre casi todas nuestras aplicaciones, incluyendo modelos de
frontera acotada que surgen en la dinamica de placas no lineales.

Modelo general

Tratamos con la siguiente ecuacién abstracta de segundo orden en un espacio de
Hilbert -7,

Muy + 7u(t) + /' Gg(G* .7 u(t)) + Doh(u(t))

(2.89)
+ D + Do Djus(t) + Duy(t) = F(u(t), u(t)) + p(t), t >0,
con los siguientes datos iniciales
Uli=0 = Ug,  Utl=o = Us. (2.90)

Consideramos cuestiones tales como la existencia, la unicidad, y las desigualdades
de energia asociadas osn (2.89). Para este fin, el siguiente conjunto de suposiciones
es impuesto.

Suposicion 2.2.73.
1. .97 es un operdor lineal autoadjunto, positivo, cerrado actuando sobre un es-
pacio de Hilbert # con %7 (A)subset -#". Denotamos por |-| y (-,-) a la norma

de -# "y el producto escalar en 2#". Usamos el mismo simbolo para denotar el
emparejamiento de dualidad entre & (.o7%/2)y &7 (.72,
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2. Sea V otro espacio de Hilbert tal que & (.7 Y?) c V.c # c V' C
7 (.«7/?)', y todas estas inyecciones vienen a ser continuas y densas, M €
L(V,V"), la forma (Mu,v) es simétrica sobre V'y (Mu,u) > «glu %, don-
de ap > 0y (+,-) es entendido como un emparejamiento de dualidad en-
tre V. y V. De aqui, M~' € L(V',V). Dando M = M|y con & (M) =
{ueV; Mue€ #7%} tenemos que & (Ml/z) = V. En lo que sigue no hace-
mos distincion entre M y M. Ademas, podemos asumir que ||, = |M1/2'} y
('7 ')V = (M'v )

3. Sea U otro espacio de Hilbert y U, un espacio de Banach reflexivo tal que
Up C U C Uy Denotamos por (-, -)y, al producto escalar sobre U y el empa-
rejamiento de dualidad entre Uy y Uj. Asumimos que g : Uy — U] es un mapeo
continuo tal que g(0) =0y

(g(v1) — g(vg),v1 — vg)v’v, > 0 paratodo vy, vy € U.

4. El operador lineal G : U} — # satisface: .o/V/2G : U} — # es acotado, o
equivalentemente, G*.7 : &/ (.o7'/?) U, es acotado, donde el operador
adjunto G* es definido por la relacién (G u, v)y ., = (u, Gv).

5. El operador no lineal F : &7 (.o/"/?) x V — V' es localmente lipschitziana; esto
es,

|F(u1,v1) — F(ug,va)|y, < LK) (‘{/@(/1/2(% — U2)‘ + |vg — U2’v) (2.91)

para todo (u;;v;) € & (-7Y/?)timesV tal que |.o7"/u;

il < K.

6. El operador D : & (.o/'/?) s [ &/ (.«/)]' es monétono y hemicontinuo? (ver
defininiciones 2.2.3y 2.2.4).

7. Sea Z un espacio de Hilbert dado. El operador lineal Dy : Z + [ & (.o7/2)]
es acotado y la funcién no lineal h(u) es de Lipschitz desde & (.o/'/?) hacia
Z; es decir

|h(u1) — h(ug)| < L ‘(,,9/1/2(111 —ug)|, w,uy € (A3, (2.92)

8. p(t) € L1(0,T;V") paratodo T" > 0.
NOTA 2.10.

1. Como .7 es un operador autoadjunto positivo, uno puede usar la teoria de
interpolacion (ver por ejemplo [33]) para construir la escala { 7 : s € R} de
espacios de Hilbert tal que (a) #75, C # s, paras; > so; (b) # o= HYy H# s =
@ (.7®) paras > 0; (c) (#5) = #_,. El operador .27 puede ser extendido a
una familia de operadores que mapean #; hacia -#";_, para cualquier s € R.
Denotamos esta extensiéon por el mismo simbolo .%7. Podemos también definir
las potencias .&77 para cualquier v € R como operadores desde ~# ', hacia
# s_ que poseen la propiedad .o/t = .o/ .o/, En la suposicién 2.2.73
(4) y en lo que sigue entendemos al operador .7 en este sentido (extendido).

2Asi por la Proposicion 2.2.6 D es monétono maximal.
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2. En aplicaciones concretas, el término .o Gg(G*.<” u;) modela disipaciones
acotadas. De hecho el operador G tipicamente representa un adecuado mapeo
de Green. Una caracteristica distinta de esta clase de problemas es que el
operador composicién .o7G nunca esta en el espacio de la energia -#". Esto
corresponde al hecho de que los problemas de disipacion acotada son muy
intrinsecamente no acotados. También notamos que en las aplicaciones que
siguen el operador g es una operador del tipo Nemytskij (ver ejemplo 2.1) y
la suposicion de que g : Uy — U] es continua fuerza ciertas condiciones de
crecimiento impuestas sobre la correspondiente funcién escalar g(z, &).

3. La disipacion interior es modelada por el operador de amortiguacion D. Nota-
mos que la presencia del operador D es redundante en el modelo (2.89). De
hecho, este término puede ser incorporado dentro del término .o/ GgyG* . to-
mando G = .o/~ Y?y gy = .o7~1/2D.o7~1/2, También podemos incluir Dy Djju,
dentro del término de amortiguacién Du, y, al menos formalmente, Dyh(u) pue-
de ser incluido dentro de la no linealidad de F'(u). Sin embargo, preferimos
destacar estos términos, principalmente para la claridad de la exposicién. En
muchas aplicaciones estos términos juegan un papel bastante espacial al des-
cribir el acoplamiento en la estructura. En particular, el término Dyh(u) resulta
de las condiciones acotadas no lineales y, si ¢ = 0, un componente adicional
DyDju, es necesario para la unicidad de las soluciones. Se entiende que las
condiciones de globalidad lipschitziana (2.92) para h(u) pueden ser relajadas.

Vamos a reescribir el problema (2.89) como una ecuacion de primer orden. En
orden de efectuar esto introducimos el siguiente operador A : H — H, donde
H = % (A™'/?) x V, definido por
Ao 0 -1 (2.93)
~\M .o+ Doh()] MY G,G*o/ + D+ DyDj) ) '

donde 27 (A) consiste de los elementos u = (7;y) € & (.7/?) x & (.7V/?) que
posee la propiedad

A+ Gg(G*.o7y)) + Doh(x) + Dy + DyDjy € V.

Con la notacién anterior facilmente vemos que el problema de evolucion original
(2.89) es equivalente a la ecuacién

d 0 0
AU = (M*Fw(t),ut(t))) * (M—lp@))

U0) = Uy = (uo; w),

(2.94)

donde U(t) = (u(t); us(t)). Esta estructura (2.94) del problema (2.89) y las conside-
raciones de la seccidn previa conducen a las siguientes definiciones.

Definicion 2.2.74. Una funcién u(t) es llamado solucién fuerte del problema (2.89) y
(2.90) sobre un semi-intervalo [0, 7T'), si
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u(t) € C((0,7); & (.7'2) N CY([0,T); V).
u € Wia,b; & (.o7?)) y u, € Wi(a,b; V) para cualquier 0 < a < b < T.

A u(t) + Gg(G* A u(t))] + Due(t) + Doh(u(t)) + DoDius(t) € V' para casi todo
t € 10,77

La ecuacion (2.89) es satisfecha en V' para casi todo ¢ € [0, 7.

El dato inicial (2.90) es valido.

Esta funcion u(t) es una solucién fuerte sobre el intervalo [0, 77, si, en adicion, te-
nemos que (u(t);u(t)) es continua en t = T'; es decir, u(t) € C(0,T; & (.o7'?)) N
C*0,T;V).

Definicién 2.2.75. Una funcién u(t) es llamada solucién generalizada del problema
(2.89) y (2.90) sobre el intervalo [0, 77, s

u(t) € C(0,T; & (./Y?) N CH0,T; V).
e El dato inicial (2.90) es valido.

e Existen sucesiones de funciones {p,(t)} C L1(0,T; V) y soluciones fuertes {u,,(t)}
del problema (2.89) y (2.90) definido sobre [0, T con p,, en lugar de p y (ugy; t1,)
en lugar de (ug; u;) tal que

lim méx {|M /2 (Opu(t) — Opun(t) ’ + | “/1/2 — Uy (t |} =0 (2.95)
n—o0 t€[0,T]
y
T
lim Ip(t) — pu(t)]y dt = 0. (2.96)
n—oo 0

Esta funcion u(t) es una solucién generalizada sobre un semi-intervalo [0, 7"), si u(t)
es una solucién generalizada sobre cada subintervalo [0, 7"] C [0, T).

Nuestro resultado principal en esta seccion es el siguiente teorema.

Teorema 2.2.76. Bajo la suposicion 2.2.73 con la referencia del problema (2.89) y
(2.90) las siguientes premisas son validas.

e Soluciones fuertes locales: Para cadap € W} (0,T;V') yuy € & (/%) y
u; €  (./Y?) tal que

LQ/[UO + GQ(G*LQ//Ul)] + Duy + DQh(UO) + DOD8U1 cV’ (297)
existe t.,sx > 0 y una unica solucion fuerte tal que

(usue) € C([0, tmax); & (LQ/I/Q) x V),
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(ug; ug) € Co([0, tmax); Z (7Y x V) 0 L0, tmax); & (.7Y%) x V),
A u+ Gg(G* )] + Dug + Doh(u) + DoDyuy € Cr([0, tmsx); V7).
Aqui' y en lo que sigue denotamos por C.. al espacio de las funciones que son

continuas por la derecha. Ademas, la funcién t — (uy(t);uu(t)) es débilmente
continua en & (.7?) x V.

Soluciones generalizadas locales: Sea (ug;u,) € & (A) C & (/2 x V,
donde = (A) es la clausura de & (A) en & (.o7''/?) x V. Entonces existe
tmax > 0 y una unica solucion generalizada tal que

(w; 1) € C([0, tmax); & (-7Y?) x V).

Soluciones globales: Si, en adicion, soluciones fuertes (o generalizadas) satisfa-
cen

sup {[.42u(t)| + Ju ()]} < M(t, w0, w)
te[0,tx)

para todo semi-intervalo de existencia [0, t.), entonces las soluciones locales refe-
ridas previamente son globales; esto es, t 5, = 0.

Estimacion de estabilidad: Sean u'(t) y u*(t) dos soluciones generalizadas del
problema (2.89) con datos {u},ui,pi} y {u2,u?, po} definidas sobre un intervalo
comun [0,T") de existencia. Entonces la estimacion

‘{,9/1/2[u1(t) — ()] + |ui (t) - uf(t)‘v (2.98)

< (‘u@/l/?[ul(s) —u?(s)] + ‘ui(s) — uf(s)}v}) + 02/ |p1(T) — po(7) |y dT

es valida para cualquier 0 < t < T’ < T, donde las constantes C; y Cy pueden
dependen de T" y sup,c(o r { |- 7"/ 2u' (t)] + |uy(t)] }, i = 1,2

Prueba. El resultado del teorema 2.2.76 es un caso particular del teorema probado
en [24] aplicando el principio de mapeo de contradicciones. Sin embargo, la prueba
puede ser simplificada por el uso directo del Teorema 2.2.72.

En vista de esto, la conclusién mencionada en el Teorema 2.2.76 se sigue una vez

que probamos lo siguiente

e A+ M es un operador m-acumulativo sobre H = </ (.o7'/?) x V para algin
A>0.

e B(U)=— (M‘llg(x y)) es localmente lipschitziana sobre H, U = (z;y) € H.
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Lema 2.2.77. Bajo la suposicion 2.2.73, existe una constante A > 0 tal que el opera-

dor A + \I es m-acumulativo, donde A es definido en (2.93).

La prueba de este lema se basa en las siguientes proposiciones. Comenzamos con

la afirmacién que establece la propiedad de acumulatividad para A + \I.

Proposicion 2.2.78. Para cualquier \ > L?/2 donde L es una constante de Lipschitz

asociada con h en (2.92), el operador A + \I es acumulativo.

Prueba. Tomamos elementos arbitrarios u = (u1;u2), w = (wy;we) € &7 (A). Sea

§=(&;6) = A(w) yn = (m;m2) = A(w). Asi, en particular §; = —uy, m =

Ademas

52 = M_l[LQ/U,l + DV/GBUZ + Duy + Doh(ul) + DODSUIQ]

M2 = M_l[LQ/wl + DQ//GﬁwZ + Dwy + Doh(wl) + D[)DSU)Q],

donde ., = g(G*- % us) Y Bu, = 9(G*- 7 w,).
Como
(A(u) — A(w),u —w)g = (§ —n,u—w)g
= (& —m), - (ur — wn))
+ (M2 (& — o), MY (uy — wy)),
obtenemos que
(A(u) — A(w), u —w)n
= (P& —m), P (uy — wn))

+ (Ml/QM_:l(LQ/(Ul + GBUQ — W — G5w2) + DUQ — DUJQ
+ Doh(ul) — Doh(UJl) + DohDS (UQ — ’IUQ)), Ml/z(UQ — wg))

— (P = ), M wn — )+ (A — w4 G By — B))

+ DUQ — DUJQ + Do(h(ul) — h(wl)) + DoDS(UQ — W2, U2 — WQ)
= (&/G(ﬁHQ - ﬁw2> + DUQ — DU)Q, Ug — UJQ)

+ (h(ur) = h(wy), Dy (us — ws)) 7 + | Dy (uz — ws)|,

1 1
2 5 | Dg(uz = ws)| — §L2 |2y — )|
1

> —§L2 ‘Ml/Q(Ul — UQ)

2

9

—W2.

donde hemos usado las suposiciones de monotonicidad de D y g y recordamos que
la constante L denota la constante de Lipschitz asociada con h(u). La acumulatividad

de A + A\ se sigue ahora tomando A > %LQ.
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Introducimos el siguiente operador 7T, : -# — ~# el cual es denotado por
Thv = .o72Gg(G* .7 ) + Ky, (2.99)

donde

Kyv = .o/ (D.or ™20 4 DyDo/"?0) + % + .7 2D <,,o/—1/2$)

y a es un elemento en 4.

Proposicion 2.2.79. Para \ > 0 suficientemente grande el operador T, es m-acumulativo
en =# con el dominio &/ (T\) = #.

Prueba. En orden de probar la acumulatividad de los operadores T y K, el argu-
mento es muy similar a la prueba de la acumulatividad de A + AI. Los detalles son
omitidos. Tomamos ventaja de la condicién de Lipschitz que satsiface h el cual es
entonces ajustado tomando un gran valor para \.

En cuanto a la acumulatividad maximal de T}, argumentamos lo siguiente. Primero
de todo notemos que por la suposicion 2.2.73 (3,4) el operador

APGYGE A s

es acumulativo. Como los mapeos .o/ '/2G, G*.o7*/? y ¢ son continuos, por la pri-
mera afirmacion de la Proposicion 2.2.6 .<7Y/2G¢G*.</'/? es m-acumulativo. Por lo
tanto el operador T pueden ser vistos como una suma del operador m-acumulativo
/2GgG*.o7"? y el operador K. Por la proposicién 2.2.6 (5) es suficiente mostrar
que K, es m-acumulativo. Por la suposicién 2.2.73 (6) el operador .o/ ~1/2D.c/~1/2
es m-acumulativo. Ahora notamos que K, — .o/ '/2D.o/~1/? es de Lipschitz y acu-
mulativa sobre -7 para A > 0 suficientemente grande. Por lo tanto por la proposicién
2.2.62 (1) K es m-acumulativo, como se deseaba. |

Proposicion 2.2.80. A+ \I es maximal sobre H = & (.o/'/?) x V, para \ suficien-
temente grande.

Prueba. Por el Teorema 2.2.61 y la Proposicion 2.2.78 es suficiente probar que

R(A+ M) = H paraalgin A > 0.
Lo anterior implica resolver el siguiente sistema de ecuaciones: dado f, € & (.%7*/?),
fi1 € V encontrar (z;y) € &7 (A) tal que
—y+ Az = fo,
w+ Doh(x) + ./Gg(G*.7y) + DoDyy + Dy + AMy = M f;. (2.100)

Eliminando z se tiene
fo+y

1 , )
X&/y + Doh ( ) + .97Gg(G*2/y) + DyDiy + Dy

1
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esto ultimo puede ser escrito como

1 1 : )

oy S PT Y £ MMy = M = £/ fy € (7 ()]

donde T, es dado por (2.99) con a = .52 f,. Si denotamos v = .%7"/?y, entonces
obtenemos la relacion

1 , , 1 ,
S\ = ot v+ N/ V2N o7 2y = o712 (M fi— X&/fo) € . (2.102)

Por la Proposicion 2.2.79 T es m-acumulativo en -#". Como & (.o/'/?) C V, es
también claro que .7~ /)M .2/ ~1/2 es un operador lineal positivo y acotado en 7.
Consecuentemente por la primera afirmacién de la Proposicion 2.2.62 el operador S
es m-acumulativo y coercitivo en . Asi, por la Proposicion 2.2.65 concluimos que
R(S,) = 2. Por lo tanto existe v € -# el cual resuelve (2.102). Consecuentemente
y = .o/ V2% € & (.o7"?) es solucién de (2.101) para la variable y € & (.o7'/?).
Volviendo a la primera ecuacion en (2.100) obtenemos = € &/ (.o/''/?). Es ahora
sencillo verificar que (z;y) € % (A). De hecho, lo anterior se sigue de la estructura
de la segunda ecuacion en (2.100) y de la definicién del dominio del operador A. La
prueba de la propiedad de maximilidad ha sido completada. [

El resultado mencionado en el Lema 2.2.77 se sigue de las Proposiciones 2.2.78 y
2.2.80.

Para completar la prueba del Teorema 2.2.76 apelamos al Teorema 2.2.72 luego de
notar que el operador

B(U) = - (M_lFO@’y)) , U= (21y) € H,

es localmente lipschitziana sobre H. De hecho, lo anterior se sigue del hecho que
M~'2F es localmente lipschitziana, el cual actia entre 27 (.o7'/?) y # y la defini-
cion de la norma en V. Todos los enunciados en el Teorema 2.2.76 son consecuen-
cias directas de las premisas en el Teorema 2.2.72 especializados en el sistema en
cuestion. La estimacion (2.98) facilmente se sigue de la relacion (2.88) dada en la
nota 2.8.

NOTA 2.11. Asuma que los mapeos D y D, tienen propiedades de regularidad adi-
cionales. Es decir, asumir que

D: (V' y Dy:Z—=V

son mapeos continuos. En este caso la condicion de compatibilidad (2.97) puede ser
escrita en la forma

u+ Gg(G*u) e W={ve @ (?) . wveV'} (2.103)
y la solucién fuerte u(t) posee la propiedad

A Tu+ Gg(G*-wy)] € Cr([0, tmax); V7).
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Notamos que (2.103) es valido si ug € Wy u; € & (.7'Y/?) N ker[G*.</]. Con-
secuentemente, si asumimos que el conjunto & (.27/?) N ker[G*.27] es denso en
V' (lo cual es valido para muchas aplicaciones de operadores acotados), entonces
las soluciones generalizadas en la segunda parte del Teorema 2.2.76 existen para
cualquier dato inicial (ug;u;) de H = & (.o7"/?) x V. El punto es que la clausura de
%7 (A) es denso en H en este caso.

La siguiente afirmaciéon da condiciones suficientes para una solucién generalizada
que satisface (2.89) en un sentido (variacional) débil.

Proposicion 2.2.81. Adicionalment a la suposicion 2.2.73 asuma que los mapeos
v(t) = ZGg(G*.2v(t)), wv(t)— Du(t) y v(t) — DoDju(t) (2.104)

son continuas desde C(0,T;V) hacia L,([0,T];[ & (.#*/")]") dotado con la topolo-
gla débil. Entonces cualquier solucion generalizada del problema (2.89) y (2.90) es
también débil; esto es, la relacion

(Muy(t), ) = (Muy, ¢) — /0 [(-7u(T), ¢) + (-7 Cg(G" A uy(7)), )

+ (Duy(7) + Doh(u(T)) + Do Djui(T), ¢)
— (F(u(r), w (1)) + p(7), ¢)ldr (2.105)

es vélido para todo ¢ € & (.c7"/?) y para casi todo t € [0, T).

Prueba. Como cualquier solucién fuerte satisface (2.105), podemos usar la relacién
(2.95) y la continuidad de los mapeos (2.104) para pasar con el limite en (2.105). W

La primera suposicion requerida por (2.104) es claramente restrictiva. En aplicacio-
nes tipicas para problemas de amortiguacion acotados, la acotacién del operador
G*.o7 sobre V es también una fuerte suposicién. Para compensar esto imponemos
otro - tipo estructural - condicién sobre la funcién g que nos permite modelar una
gran variedad de mecanismos disipativos acotados. Con este fin especificamos mas
la naturaleza del mapeo monétono g(u).

Suposicion 2.2.82. Sea g(z) = 0®(z) donde 0P es un gradiente (Gateaux diferen-
cial) de una funcién continua y convexa ¢ : 7°q C L9(0,7;U) — R, con ®(0) = 0,
donde 7/, es un espacio de Banach reflexivo tal que 77y C L»(0,T;U) C #/{, con
inyecciones continuas y densas. Donotamos por (-, ~)MV, al correspondiente empare-
jamiento de dualidad entre 7/, y %/, y asuma que

e Acotacion: g =09 : 7y — 7/} es acotado y continuo.

e Coercitividad: |z| o, < C(®(z)) donde C(s) es una funcién localmente acotada
sobre R,.
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Por la convexidad de ® tenemos que

P(v) < (u) + (0P(v),v — u)y,,» paratodo v,u € Z.

Esto implica que g = 0® es un operador monoétono. Asi la Proposicion 2.2.6 g = 0P
es continua y m-monaétona.

NOTA 2.12. En aplicaciones tipicas a amortiguaciones acotadas el espacio 7/, es
identificado con un conveniente espacio L, del tipo L,(0,7;U,). Por ejemplo, sea
g el operador de Nemytskij u(z) — |u(z)|” u(z) desde Uy = L, (T") hacia Uj =
Lip1)p(T). Entonces %o = L1 ([0, T)xD) y ®(v) = (p+1) [ [ o(z, )P+ dadt.

Proposicion 2.2.83. Adicionalmente a la suposicion 2.2.73 asuma que la suposicion
2.2.82 se satisface y

v(t) — Du(t) y wv(t)— DoDju(t) (2.106)
son continuas desde C(0,T; V') hacia L,(0,T; | % (.«/)]') dotados con la topologia
débil. Entonces:

e una solucién generalizada del problema (2.89) y (2.90) es también débil; es decir,
la relacién (2.105) es vélida para todo ¢ € 7 (.</"/?) y para casitodot € [0,T).
e Cada solucién generalizada satisface G*.<7u; € 7.

e | a siguiente estimacion de estabilidad
|2t (8) — P (@] |l (8) — w2t (2.107)
t
+ / (9(G*7uy) — g(G*o7uf), G* o/ (u) — )y, dT

vV’
2

< Oy | P (s) — (6] + Jul(s) — w2(s)[? + C [ / p1(7) = po(T)]y dr

es vdlida para cualquier par de soluciones generalizadas u' y u?, donde 0 < s <
t < T y las constantes C'| y C5 dependen de T' y los limites de energia para las
soluciones u' y u?.

Prueba. Tomando en consideracion los argumentos en la Proposicion 2.2.81, el pri-
mer enunciado en la Proposicién 2.2.83 es probada tan pronto como justifiquemos
pasar con el limite sobre las soluciones fuertes cuando n — oo

/0(Q,Q/Gg(G*kQ/u?(T)),QS)V’V,dT—>/0 (9(G"Su(7)), G* S P)yydr  (2.108)

en casi todo lugar en ¢ y para todo ¢ € & (.</'/?). Para esto hacemos uso de la mo-
notonicidad maximal del operador 09 : 7y — 7/{. A saber, primero notamos que
la desigualdad de estabilidad en (2.107) es valida para cualquier par de soluciones
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fuertes u' y u?. Por lo tanto para cualquier sucesion {u"} de soluciones fuertes co-
rrespondientes al forzamiento de términos p" — p en L((0,7"), V') y datos iniciales
(u™(0); u}(0)) — (uo;u1) en H tenemos que

T
/ (9(G*Au) — g(G* A, G (uf — "))yt (2.109)
0

< Cr (|- (0) =™ ()] + 1 (0) = w O + 11" = 5"}, 7))

para cada m,n > 0. En particular,

T
/0 (9(G* A2, G/ (4l )yt < (\{,,Q/l/m(o) ,|ut(0)‘v,]p|Ll(0’T;V,)), (2.110)

lo cual, por la convexidad de ¢ implica
T
(G u}) < / (00(G* .uy), G*&/u?)vy,dt
0
< Cr (|-92u(0)] [ (O)ly » Pl 0,00 ) = Cr-

De la suposicion 2.2.82 inferimos que |G*.7uy!| o, < Cry |09(G*.7u})| o < Cr
/ /i
con la correspondientes convergencias:
up — ugen Ly(0,T5V), G*.o/u} — G*.<7u;, débilmente en 7/
0P(G*.«7uy) — 1, débilmente en 7 (2.111)

Identificamos el limite [ al demostrar que | = 0®(G*.%” u;). Para esto notamos

primero que la estimacién de estabilidad en (2.109) implican
T

lim (00(G* - uy') — 0P(G" 7u"), G* o/ (uf — "))y ydt — 0. (2.112)

n,m—o0 [n

Asi, en conclusién, laigualdad [ = 0®(G*.27u,) se sigue ahora de (i) la m-monotonicidad
de 0®(z) : g — 7(; (it) la convergencia débil en (2.111); y (7i¢) la condicién en
(2.112) por aplicacion de la Proposicién 2.2.7. Asi

0P(G*.7uy) — 0(G*.7u;), débilemente en 7/,
T T
/ (OD(G*/up), G* /U ), ydt — / (0D(G* S ur), G* S )yt (2113)
0 0
Como G*.o/ es acotado &/ (.o/''/?) — U, la primera afirmacién en (2.113) nos

permite concluir (2.108). Esto, a su vez, justifica la forma débil de igualdad variacional
en (2.105).

La segunda afirmacion en (2.113) nos permite pasar con el limite sobre la estimacion
de estabilidad con la retencién del término

T T
/ (OB(G" A ), G Syt = / (9(G" - ur), G* )y it
0 0
y se obtiene (2.107) para soluciones generalizadas. |
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Modelo no lineal simplificado

En esta seccion consideramos el siguiente caso especial (h = 0, Dy = 0) del
problema (2.89),

Muy(t) + - 27u(t) + - /Gg(G* A uy) + Duy(t) = F(u(t), w(t)) + p(t),
(2.114)

U|t:0 = U, ut|t:0 = Uy,

Aqui nuestras hipotesis respecto de M, .27y p(t) son las mismas que en la supo-

sicién 2.2.73. Las hipdtesis con respecto a F' son mas fuertes en comparacioén que
las otras dadas en la suposicién 2.2.73 (5). El caso cuando la hipotesis sobre g tam-
bién incluye la suposicion 2.2.82 es también considerada. Condiciones adicionales
impuestas sobre el mapeo no lineal F' son propuestas para garantizar resolutividad
global de las ecuaciones. Para la conveniencia del lector recolectamos a continuacién
todas las hipétesis usadas en este seccién.

Suposicion 2.2.84.

1. .97 es un operador lineal autoadjunto positivo y cerrado actuando sobre un
espacio de Hilbert -#" con & (.o/") C 2#. Como antes denotamos por |-| a
la norma de -# y por (-,-) al correspondiente producto escalar (y también el
correspondiente emparejamiento de dualidad).

2. Sea M : V ~ V' un operador lineal en un espacio de Hilbert tal que & (.o/'/?) C
V. c # cV' c & (~'?) todas las inyecciones vienen a ser continuas y
densas. Ademas la forma (Mu,v) es simétrica sobre V' y (Mu,u) > aq |ul?,
donde oy > 0y (+,-) es entendido como un emparejamiento de dualidad entre
VyV.

3. El operador no lineal F: & (.o7%/?) x V s V' es localmente lipschitziana, es
decir

|F (w1, v1) = Fug, va)|yy < LK) (|- (wr — ug)| + |v1 — wa]y,)  (2.115)

para todo (u;;v;) € & (-o71/?) x V tal que |.o7"2u,|, |vi],, < K. Ademas,
asumimos que F' tiene la forma

F(u,v) = —II'(u) + F*(u,v), (2.116)

donde TI(u) es un funcional C! sobre &7 (.o71/?), II'(u) representa la deriva-
da de Fréchet cuyo valor sobre un elemento w es dado por el producto interno
(IT'(u), w) para u,w € & (.o7"/?), y F*(u,v) es un mapeo (no lineal) de Lips-
chitz; esto es, existe L* > 0 tal que

P (ur,01) = F* (g, 00)ly < I (|97 2(uy — )| + oy — waly))  (2.117)
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para todo (u;v;) € & (.o7*/?) x V. También asumimos que
I(u) = Ho(u) + 11 (u),

donde Ily(u) > 0, II;(u) es acotado sobre los conjuntos acotados de &7 (.o/*/?)
y I1; (u) posee la propiedad®: vV > 0, 3C, > 0 tal que

T (u)| < 7 - <|<§/1/2u|2 + Hg(u)) +C,y, ue T (A (2.118)

y A — (D(u+ Av),v) es una funcién continua de R hacia si mismo.

4. El operador GG es el mismo como en el punto 4 de la suposicion 2.2.73; es
decir, G : U} — # es un operador lineal tal que G*.7 : & (.&/'/?) — U,
es acotado (el caso G = 0 es permitido). La funcién g satisface la suposicién
2.2.73 (3), esto es, g : Uy — Uj es un mapeo continuo tal que g(0) = 0y
(9(v1) — g(v2),v1 — va)y,y, > 0 paratodo vy, va € Up. Aqui Uy C U C Uj es un
triple de Gelfand siendo U el pivote.

El modelo (2.114) es usado a continuacion para estudiar ecuaciones evolucion de
von Karman con amortiguaciones internas y acotadas. Las hip6tesis previas son mo-
tivadas por la estructura de la energia potencial de la placa. En algunas aplicaciones
F™* puede ser interpretado como una fuerza no conservativa. Referimos [13] para
una discusion de los problemas en la estructura de (2.114), sin embargo, bajo otro
conjunto de hip6tesis concernientes a F'y para g =0, G = 0.

Bajo la suposicion previa el siguiente resultado bien planteado para el problema
(2.114) es establecido.

Teorema 2.2.85. SeaT' > 0 arbitrario. Bajo la suposicion 2.2.84 los siguientes enun-
ciados son validos.

e Solcuiones fuertes: Para todo p € WL0,T;V') y (up;u1) € & (.7 Y?) x
T (/Y?) tal que .o (ug + Gg(G*.o7u1)) + D(uy) € V', existe una unica so-
lucion fuerte sobre el intervalo [0, T tal que

(u;u;) € C(0,T; & (/Y x V)

y la funciént — (uy(t); uy(t)) es débilmente continua en & (.o/'/?) x V. Ademés,

(ug; uy) € Co(0,T; @ (/Y2 x V)N Loo(0,T; & (/) x V), (2.119)

A (u(t) + Gg(G* - 7uy(t))) + Du(t) € C.(0,T; V') N Lo (0, T5 V). (2.120)

3La relacion (2.118) refleja el hecho de que la energia potencial I1(u) es acotada inferiormente.
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Como antes C,. aqui denota el espacio de las funciones continuas por la derecha.
Esta solucion satisface la relacion de energia

& (u(t), w(t)) + /0 [Du (1), w(7) + (9(G"- (7)), G*-ur(7)) yldr

t
= & (ug,u1) —|—/ (F*(u(7),u (7)) + p(7), ue(1))dr, (2.121)
0
donde EK(UO,Ul) = E(UQ,Ul) + Hl(UQ) con
E(Uo, U1> = E()('LL(), U1> + 7T0<U0> = %((M’U,l, 'Lbl) + (EQ/UQ,U())) + H0<U0>.

e Soluciones generalizadas: Asuma que el conjunto

= {(up;wy) € T () x D () S ug + Gg(G* o/ uy)] + Duy € V'}
(2.122)

es denso en el espacio & (.c7/?) x V (ver también Nota 2.13 debajo). Entonces
para todo p € L(0,T;V"), uy € & (.o/'V/?), uy € V existe una tnica solucién
generalizada u(t) tal que (u;u;) € C(0,T; & (.o7?) x V).

Tanto las soluciones fuertes como generalizadas satisfacen la desigualdad de
energia

# (ult), (1)) < ET(Umzn)%—jg(P”(U(Thiu(TD-+ZKT%1M(T»dT (2.123)

y también la estimacion

t 2
B(u(t), ult)) < co (1 Bt + | [ (ol ar] ) a2
0
para todot € [0, T] con algunas constantes cy y c;.

Si asumimos en adicion que la suposicion 2.2.82 esta en vigor, entonces tenemos
que G*.<7u,(t) € 7. En este caso tanto las soluciones fuertes como generalizadas
satisfacen la desigualdad de energia

gm@wﬁ»+l<ﬂ@@@m%@w@wwhwﬁ

< & (ug, uy —i—/o (F*(u(7),u(7)) + p(7), ue(1))dr. (2.125)

NOTA 2.13. Uno puede ver que el siguiente requerimiento
7 =ker|[G*. /N {ve & (7)) D(v) € V'} esdensoenV, (2.126)

es una condicién suficiente para la densidad del conjunto .~ dado por (2.122). De
hecho, bajo la condicion (2.126) el conjunto &7 (.%7)x % esdenos en & (.o//?)xV
y pertenece a /. Asi en el Teorema 2.2.85 podemos reemplazar la densidad de &~
por la condicién en (2.126). Esta ultima condicion es conveniente en casos cuando
el operador GG es un mapeo de Green correspondiente a algunos problemas de valor
limite.
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Prueba. Por el Teorema 2.2.76 las soluciones fuertes y generalizadas existen sobre
algiin semi-intervalo [0, t,4x)-

Sea u(t) una solucién fuerte. En este caso (2.114) es valido como una igualdad en
V' para casi todo t € [0, tyax). Por lo tanto, multiplicando (2.114) por u; en -# luego
de algunos calculos estandar obtenemos

Eo(u(t),u(t)) + /0 [(Dug(7), ue(7)) + (9(G™- 7y (7)), G* L uy(T) )y |dT

= Eo(ug, u1 + /0 (F(u(7),u(7)) + p(7), ue(1))dr (2.127)
parat € [0, tmax)- Es facil ver de (2.125) que
(F(u(t), ue(t)), w(t)) = —%H( () 4+ (F*(u(t), u(t), ue(t)), t € [0, tmax)-

Por lo tanto de (2.127) obtenemos la relacion de energia (2.121) valido para la solu-
cion fuerte u(t) y parat € [0, tms)- Notamos que (2.118), con una apropiada eleccién
de 7 implica que existe una constante ¢ > 0 tal que

1 : . ,
§E('LLO,U1> —c< %;”(uo,ul) < 2E(U0,'LL1) +c, ug € I (c,,Q[/l/Q), u; € V. (2128)

Denote

E(t) =14 méx {E(u(r),u/(r)) : 7 € [0,1]} .
Usando (2.121) y (2.128) obtenemos que

t
E(t) < ce(1+ E(ug,uy)) + 2/ |(F*(u(T), u (7)) + p(7), u (7)) dT
0
con alguna constante ¢ > 0. De (2.117) también tenemos que

(F*(ul(7), (7)), us(7)) < coB(ul7), (7)) + &1 < 2 B(7)

con algunas constantes c;. Por lo tanto

E(t) < (1 + E(ug, u1)) + ¢ /OtE( ydr + 2 / lp(7)|y dr.

Esto implica

B(t) < ¢ <1+Eu0,u1 [/ Ip(r yv,df} >+CI/E( dr

con algunas constantes ¢y y c¢;. De aqui por el lema de Gronwall tenemos

E(t) < ¢ (1 + E anul |:/ |p |V’ dT:| ) , te [OvtméX)'
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Después de reescalar constantes obtenemos

E(u(t),u(t)) < co (1 + E(ug,uy) + {/ﬂ Ip(T) |y dr] ) et €10, tmax),

con algunas contantes ¢y y ¢;. Usando (2.95) y la continuidad de E(u,u;) es facil
determinar que la ultima relacién es cierta también para soluciones generalizadas.
Asi la tercera parte del Teorema 2.2.76 implica la existencia global (y la unicidad) de
las soluciones fuertes y generalizadas.

Enfatizamos que las soluciones generalizadas existen para todo dato inicial (ug; u;) €
7 (.«7'/?) x V. Esto es debido a que el conjunto -, dado por (2.122), coincide con
el dominio %7 (A) del correspondiente operador acumulativo (ver (2.93)) en la prueba
del Teorema 2.2.76.

La desigualdad en (2.123) es obvia para soluciones fuertes. Para soluciones gene-
ralizadas se sigue facilmente mediante el proceso de limitacién.

Si la suposicién 2.2.82 esta en vigor, entonces la inclusién G* 57w, (t) € 7% oy la
desigualdad de energia en (2.125) se sigue del argumento dado en la prueba de la
Proposicién 2.2.83. [

NOTA 2.14. Si se sigue de (2.98) que para cualquier par de soluciones generalizadas
ul(t) y u*(t) del problema (2.114) con datos iniciales (uj;u%) y con la misma funcién
p(t) el estimado

|{£>/1/2[u1(t) — u2(t)]’ + |ut1(t) - uf(t)‘v <C (‘JY/l/Z[u(l) - ug]} + ‘ui — uﬂv)

es valido para cualquier 0 < t < T, donde la constante C' depende de 7'y de las
energias Eo(uj,u}), i = 1,2. En particular, si p € W}(0,T; V"), entonces para cual-
quier solucién generalizada u(t) podemos escoger una sucesion de datos iniciales y
las correspondientes soluciones fuertes u,,(t) tales que

m sup {|-7"[u(t) — w,(t)]| + |ue(t) — une ()], } = 0.

N0 (0,7

Asi en este caso la construccién de una solucién generalizada puede ser aproximada
solamente con los datos iniciales (ver Nota 2.9).

NOTA 2.15. En este caso cuando F* = 0y p(t) = p (caso autbnomo) la energia
completa & (u(t),u(t)) — (p,u(t)) no es creciente a lo largo de las trayectorias. Sin
embargo, en general, el sistema dindmico puede no poseer esta propiedad, como es
muy a menudo el caso cuando el término F* es presentado en el modelo.

La siguiente afirmacién muestra que bajo algunas condiciones adicionales la des-
igualdad de energia (2.125) vélida para soluciones generalizadas puede ser expre-
sada en una forma mas fuerte.

Proposicion 2.2.86. En adicion a las suposiciones 2.2.84 y 2.2.82, asuam que existe
una funcién convexa ¢ : V. — RU {400} tal que
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e  es semicontinua inferiormente sobre V' ; esto es,

{v, = venV} = liminf p(v,) > p(v);
n—oo

e ¢(v) < (Dv,v) para cualquierv € & (.o7'/?).

Entonces cualquier solucion generalizada u(t) del problema (2.114) satisface la des-
igualdad de energia de la forma

& (u(t), u(t)) + / [o(ue(T)) + (9(G* Zui(1)), G*zf/ut(T))Vy,]dT
< & (uls),u(s)) +/ (F*(u(7),u (7)) + p(7), ue(1))dr (2.129)
paratodo() < s <t <T.

Prueba. Sea u(t) una solucién generalizada y {u"(¢)} una sucesiéon de soluciones
fuertes tales que (2.95) es valido. Usamos la relacion de energia

& (u™(t), up(t)) +/ (D (1), i (1)) + (9(G*-7ui (1)), G-/ ug (7)) JdT

< E@EE) + [ (F W) + (). () (2190

Como la energia & (u,u;) es continua sobre % (.o/1/2) x V, la relacién (2.95)
implica que

lfm & (u" (), u"(t)) = & (u(t),u(t)) paratodot € [0,T].

n—oQ

Usando la propiedad de Lipschitz (2.117) de F™* y la relacion (2.95), otra vez, es facil
ver que

i [ (), ), ) = [ ), ), )
Por (2.95) y (2.96) tenemos también que

tm [ (" (r), ul(r))dr = / (p(7), (7))

n—oo s s

Como ¢ es semicontinua inferiormente, por el lema de Fatou tenemos que

lim inf /t(Duf(T),u?(T))dT > /t lim inf p(uf (7))dr > /tgo(ut(T))dT. (2.131)

n—oo n—oo
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También se sigue del argumento dado en la prueba de la Proposicién 2.2.83 (ver la
segunda relacién en (2.113)) que
t

t
lim (g(G*{Q/u?),G*EQ/u?)V’V,dT:/ (9(G"Auy), G* 7wy )y, dT

n—00 s

Asi, la relacién (2.129) se sigue de (2.130). |

El enunciado previo da una condicién bajo la cual las soluciones generalizadas satis-
facen la identidad de la energia (2.121) y también una forma (variacional) débil de la
ecuacién (2.114). Las condiciones requeridas son bastante exigentes, y por lo tanto
de aplicabilidad limitada.Sin embargo, por el motivo de la completitud ofrecemos una
formulacién concisa con una breve prueba.

Proposicion 2.2.87. Sean las hipotesis del Teorema 2.2.85 (junto con la suposicion
2.2.82) vélidas. Asuma adicionalmente que el operador D mapea V' haciaV' y es un
operador mondtono hemicontinuo acotado sobre conjuntos acotados; esto es,

sup {|D(v)|y :v eV, Jv|, < p} < oo para cualquier p > 0. (2.132)
Entonces las soluciones generalizadas satisfacen la relacion (2.121). Ademas, cual-
quier solucion generalizada es también débil: la relacion
t
(Mus(t), ) = (M) = [ ((/u(r). ) + (Dus(). ) 2.133)
0
+ (9(G"- (7)), G*-7D)yyy — (F(u(T), wi(T)) + p(7), b)) dT
es vélida para todo 1 € & (.o7"/?) y para casi todo t € [0, T).
Prueba. La premisa de que las soluciones generalizadas son también débiles facil-
mente se sigue de la Proposicién 2.2.83.

Vamos a probar la igualdad de energia (2.121) para soluciones generalizadas (débi-
les).

Como el argumento dado en la prueba de la Proposicién 2.2.86 muestra que para
obtener (2.121) necesitamos solamente verificar que
t

lim (Duf(T),u?(T))dT:/O (Duy(T), ue(7))dr, (2.134)

n—oo 0

donde u(t) es una solucién generalizada y {u"(¢)} es una sucesién de soluciones
fuertes tales que (2.95) es valido.

Por la Proposicién 2.2.6 (4) D : V +— V' es semicontinua; esto es, D"(t) — Du(t)
débilmente en V' para todo t y de aqui

Jim (D (7). uf (7)) = (Dur(r), u(r)). 7€ [0,7].

Asi (2.132) y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue implican (2.134).
|
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NOTA 2.16. Suponga que el operador D tiene la forma D = D; + D,, donde el
operador D, posee la propiedad descrita en el enunciado dela Proposicion 2.2.86
con alguna funcién convexa semicontinua inferiormente ¢ y el operador D; disfruta de
los requerimientos de la Proposicion 2.2.87. Entonces los mismos argumentos como
en las Proposiciones 2.2.86 y 2.2.87 muestran que cualquier solucién generalizada
satisface la desigualdad de energia de la forma

& (u(t), u(t)) + / [p(ur (7)) + (Daug(7), we (7)) + (9(G* Fui(7)), G*-ui(t) )y ] dT

< & (us), w(s)) + / (" (u(T), we (7)) + p(7), we(7))dr.

También podemos sugerir otras versiones de suposiciones adicionales concernien-
tes a D que garantizan la validez de la relacién de energia (2.121) y la igualdad
variacional (2.133) para soluciones generalizadas. Por ejemplo, uno puede formular
condiciones con respecto a D en el espiritu de la suposicion 2.2.82 con referencia al
argumento dado en la Proposicion 2.2.83. Sin embargo, por el motivo de la simplici-
dad, preferimos considerarlos en el contexto de modelos concretos.

Problema no homogéneo lineal

En esta seccidén consideramos la siguiente ecuacién lineal abstracta de segundo
orden

Muy(t) + Zu(t) + GlgG* o u(t) + ()]

(2.135)
+ Doh(t) + DoDjus(t) + Duy(t) = p(t), t > 0,
con los siguientes datos iniciales
u‘t:O = Uo, Ut‘t:o = Ui, (2.136)

donde a las funciones v, h y p se les dan términos de forzamiento. Consideramos el
problema (2.135) bajo la siguiente hipotesis permanente.

Suposicion 2.2.88.

e Los operadores M, .o7, GG,y D, satisfacen los requerimientos listados en la supo-
sicién 2.2.73.

e Los operadores
D: G () [D(?)] yg:U—U
son operadores lineales monotonos.
e Las funciones v, h y p poseen las propiedades

Y(t) € L(Ry;U),  h(t) € LY(R; Z2), p(t) € LRy V). (2.137)
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Sivy =0y h = 0, entonces podemos aplicar nuestro principal Teorema 2.2.76 para
obtener un resultado de existencia y unicidad para el problema (2.135) y (2.136).
También podemos reducir el caso al Teorema 2.2.76 bajo la condicion

/GY(t) + Doh(t) + Doh(t) € Li“(R,; V). (2.138)
Sin embargo, la condicién en (2.138) es muy restrictiva, debido a la potencial incom-

patibilidad entre el dominio de .o y el rango de (. Por esta razén consideramos a
paso mas general.

Comenzamos con la siguiente afirmacion sobre la existencia global de soluciones
fuertes.

Proposicion 2.2.89. (Soluciones fuertes). Sea valida la suposicion 2.2.88 y
Y € WE0,T;U), —Doh+peWLH0,T;V) (2.139)
para cada T > 0. Asuma que ug € 7 (Acali'’?) yu, € & (.o7*/?) tales que

Entonces el problema (2.135) y (2.136) posee una unica solucion sobre R, tal que

(w;u) € C(Ry; & (V) x V), (2.141)
(u;un) € Co(Ry; T (72) x V)N LY (Ry; T (/1) x V), (2.142)
A u+ Gg(G*7w) + GY] + Duy + Dy Diuy € C(Ry; V7). (2.143)

Aqui, como antes, denotamos por C,. al espacio de todas las gunciones que son con-
tinuas por la derecha. Ademas, la funcién t — (u.(t);uy(t)) es débilmente continua
en & (.o/Y/%) x V y tenemos la siguiente relacion de energia

t
Eo(u(t), u(t)) + / [(Dug, ug) + (g(G* - wy), G* ./ up)y g + |D8ut|2z]d7' (2.144)
0

t t
— Boluo,uy) + / 4 / (. G* )y — (b D) + (pou)ldr,  (2.145)
0 0

donde, como en otras menciones, Ey(ug, u1) = %[(Mul, uy) + (&7 ug, ug)].

Prueba. Cuando v = 0, la conclusion de la Proposicion 2.2.89 se sigue directamen-
te de los resultados abstractos de la seccion previa. De hecho, el Teorema 2.2.76
implica la existencia de una Unica solucién local fuerte u(t) que satisface la relacién
(2.144) sobre cada intervalo de existencia. Por (2.139) esta relacién implica que

Eo(u(t), u(t)) < Eo(uo, ur) +/0 |=Doh(7) + p(7)|y [we(T)]y d7
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para todo ¢ > 0, que hace posible establecer a priori una apropiada estimacién y usa
el tercer enunciado del Teorema 2.2.76 para obtener la existencia global de solucio-
nes fuertes.

Cuando ¢ # 0, la situacién es un poco mas adecuada. El Teorema 2.2.76 no aplica
directamente. Esto es debido al hecho de que un elemento .27 G puede no estar en
V', no importa cuan suave sea 1. De hecho, esta es un situacion tipica con entradas
acotadas, donde la incompatibilidad entre el dominio de .%”" y el rango de G es muy
fuerte. Para hacer frente al asunto usamos una formulacion equivalente del problema
mediante teoria de semigrupos. Para este fin introducimos el operador

_( o 7
A= (MlbO/ M*l[LQ/Gg(G*Fp/) + D+ DODS]) s (2.146)
donde A: D(A)C Hw H,H= 2 (/%) xV,y

Uu € @(Lg/l/Q),UQG @(MUQ), }

D(4) = {U =(uw) €0 /Ge(GF S us) + Dus + DyDius € V'

Notamos que este operador tiene la forma de (2.93) con h = 0. por lo tanto por

el Lema 2.2.77 (ver también la Proposicion 2.2.78 que es valida en nuestro caso
con L. = 0) el operador A es un operador lineal m-acumulativo en H. Asi por la
Proposicién 4.6 en [27] A esta densamente definida y por el Teorema de Lumer-
Phillips (ver por ejemplo Teorema 4.3 en [27]) el operador — A es un generador de un
semigrupo de contraccién et sobre H = &/ (.o/'/?) x V.,

Note que

(sriles) =4 (F) emtorio a)

debido al hecho de que (Gv;0) € W2(0,T; H). En adicién, sobre la fuerza de la
hipétesis en (2.139) tenemos que

0 10, T
(Mlp_MlDOh) S Wl (OaTa H)

Asi, estamos en posicion de escribir debajo la representacién en semigrupo de la
soluciéon U = (u;u,) al problema no homogéneo (2.135):

¢ ¢
_ —Ap—s) [ —GU(s) _A(t— 0
At A(t—s) A(t—s)
Ult)=e Ug—i—/o Ae ( 0 )ds—l—/o e (;Ml(p Doh)) ds.

Integrando la primera integral por partes (con valores en [ %7 (A)]) se sigue

Ut) = e At — o= Alt=9) (G@Z)(S)) = : —A(t—s) (G%(S)) d
(t)=e h—e 0 s—0+/0 e 0 s

t
0
—A(t—s)
/0 e (M‘l(p - Doh)) ds.
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Introduciendo la notacion

7y = (210 = vy + (40) = (10 1 600,

llegamos al problema

= S th 77 [ Uo + Gw(())
U+ AU = 7= (M—lp—M—1D0h> . U(0) = ( . L (2.147)

Asi, por el Teorema 2.2.67 el problema (2.147) admite soluciones fuertes (7(75) siem-
preque U(0) € & (A)y.7 € W(0,T; H). En nuestro caso estas propiedades son
garantizadas por la compatibilidad de las condiciones en (2.139) y (2.140).

Aplicando el método de enegria estandar a la ecuacion (2.147) se sigue

11~ |2
- o (
5|0

1~ 2 t
—-]U(O)( n / (9(G* .7 ), G Ty vl (2.148)
H 2 H 0 :

t t t t
+/ |DgaQ|2+/ (Dﬂg,ﬂg)ds:/(th,u@/ﬂl)ds—i—/ (p — Doh, Tiy)ds.
0 0 0 0

Usando las relaciones u; = u + G y uy = u; tenemos que

‘(7(15)‘ — (UM, + 2(.52Gp(t), ./ u(t)) + |/ 2Gu(t) |

H

y

/0 (G, -7y )ds = B |LQ/1/2G¢(S)|2 + (G(s), ,,O/u(s))}

Asi la relacién (2.148) es equivalente a

t

1 t , ’ t
SO+ [ 06" 0.6 A u)yds + [ (Duw)ds + [ 1Djuf ds
0 0 0

t

1 ! ,
= IO, - / (6, G S ta)y s + / (p— Doh, uy)ds,
0 0
la cual es precisamente la identidad de energia en (2.144). |

Notamos que el término Dyh puede escribirse como Doh = .o7.%/ 1 Dyh = .o/G 1 h,
donde G, = ./ 'Dy : Z — & (.o/'Y/?) es acotado. Asi, este término puede ser
tratado en exactamente la misma manera que el término .27 G. En vista de esta
observacion, podemos reafirmar la proposicién 2.2.89 en la siguiente forma.

Proposicion 2.2.90. (Soluciones fuertes). Sea valida la suposicion 2.2.88 y
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para todo T > 0. Asuma que ug € & (.2/Y?) yu, € & (.o//?) tal que

Entonces el problema (2.135) y (2.136) posee una unica solucion fuerte sobre R
que posee las propiedades (2.141) y (2.142) y también satisface la relacion

A Tu+ Gg(G* /) + G| + Duy + Doh + DoDju, € C.(R; V). (2.151)

Ademés, la funcion t + (u,(t);uy(t)) es débilmente continua en & (/%) x V y
la relacion de energia (2.144) es valida.

Notamos que en contraste a la Proposicion 2.2.89, la Proposicion 2.2.90 asume mas
la suavidad de la funcién h(t) pero no asume su compatibilidad con la fuerza p(t).

Para estudiar las propiedades de regularidad de un problema no lineal con condi-
ciones acotadas no lineales necesitamos una afirmacién més general que lidie con
soluciones débiles y generalizadas del problema lineal (2.135).

La solucién generalizada de (2.135) y (2.136) es entendida como el limite de una su-
cesion de soluciones fuertes u™ con datos convergentes {u{, u}, ™, h™, p"}. También
recordamos la nocién de soluciones débiles.

Definicion 2.2.91. Una funcién u(t) es llamada solucién débil del problema (2.135)
y (2.136) sobre el intervalo [0, T] si (u;u;) € Lo(0,T; & (-/2) x V), u(0) = ug, y
u(t) satisface la relacion

T
- / [(Mug, ¢r) + (Du, ¢r) + (9G*-7u, G*-27 )y + (Dou, Dody) zldr
OT T
T / (-7, )dr + / (00, G* /)y + (s D)z — (p.6))dr
— (Mus + Dug(0)) + (9G*- A ueG* /3(0))y v + (Do Do(0),  (2.152)

para cualquier ¢ € W.H(0,T; & (.2/Y/?)) tal que ¢(T") = 0.

NOTA 2.17. Otra formulacién equivalente de soluciones débiles envolucra funciones
de prueba estatica ¢. En lugar de (2.152) uno puede tomar

(Muy(t)) + (Du(t), §) + (9G"Su(t), G*76) ., + (Dyu(t), D)

+ / (A, $)dr + / (0, G*.78) (s D)2 — (p, DN
— (Muy + Dug, ) + (9G* g, G*./8),, . + (Do, D) 2 (2.153)

para cualquier ¢ € & (.o/1/?).

Para la existencia de soluciones débiles y generalizadas también necesitamos las
siguientes hipétesis.
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Suposicion 2.2.92.

e Sit # 0, entonces (gu, u)yy, > a \u|?] para todo u € U y para algin o > 0.
e Las funciones v, h y p poseen las propiedades
P(t) € Ly(0,T;U), h(t) € Ly(0,T: Z), p(t) € L1(0,T;V") (2.154)
para cualquier 7" > 0.

Teorema 2.2.93. (Soluciones débiles y generalizadas). Sean validas las suposi-
ciones 2.2.88 y 2.2.92. Entonces para cualquier dato inicial (ug;u,) € & (/) x V
el problema (2.135) y (2.136) posee una unica solucion generalizada tal que

(u;uy) € C0,T; & (/%) x V) (2.155)

) [D;y/n%u] € L2([0, +00), #)
(2.156)
OG*.o7u] € LY°([0,+00),U), O[Dju] € LY([0, +o0), Z),
donde Ds,m es el operador autoadjunto generado por la forma bilineal (Dgym, 1)) =

(D¢, ¥) + (¢, Dy)] para ¢, € =& (.o/'V/?). Ademas, la solucién u es también
debil y satisface la relacion de energia (2.144), donde usamos las identificaciones

D;‘,ﬁ]ut = 8,5 = 3t [DSIB{I%U} y G*&/ut = at[G*f/U], stut = 8t[D6‘u]

Las soluciones débiles de (2.135) son unicas. También son generalizadas. En parti-
cular, cualquier solucion débil posee las propiedades (2.155) y (2.156) y satisface la
relacion de energia (2.144).

Prueba. Empezamos con la siguiente observacion que se sigue de la igualdad de
energia (2.144): para cualquier solucién fuerte u(t) (dada la Proposicién 2.112 o Pro-
posicion 2.2.90) por el argumento de tipo estandar de Gronwall (ver la prueba de la
desigualdad en (2.124)) tenemos las siguientes estimaciones

t t t
Eo(u(t), w(t)) —|—/ (Dut,ut)d3+a/ \G*!Q/ut\QUdb‘%-/ | D3, ds
0 0 0

t t 2
0 0

La desigualdad anterior, controlada por normas L. de los términos forzosos ¥ y h 'y
por las normas L, de p, es una clave que prueba la existencia de soluciones débiles
0 generalizadas.

Seany™ € W2(0,T;U) y h™ € W2(0,T; Z) tales que v,,(0), h,(0) =0y

lim {/OT () — " (t)]7 dt + /OT \h(t) — h”(t)y“‘zdt} = 0. (2.158)

n—oo
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Escogemos p" tal que

T
p" € WHO,T; V'), lim Ip(t) — p"(t)]y dt = 0.

n—oo 0
y (ul;ul) € D (.7?) x @ (.o71?), tal que (u;ul) — (up;ui) en & (/) xVy
ug + Gg(G*.7uy)| + Duy + DyDguy € V'.

Esta eleccion de (u?; u7}) es posible para cualquier (ug;u;) € H = & (.7/Y?) x V
pues el dominio 27 (A) del operador A dado por (2.146) es denso en H.

Denotamos por u™ la correspondiente solucién fuerte (que existe debido a la Pro-
posicion 2.2.90). Sea u™" = u™ — u™. Como u™™ es una solucion fuerte de algun
problema lineal de la forma (2.135), se sigue de (2.157) que

Bat (0, ) + [ [P+ ale s + i

t
< 1 Eo(u™™, up™) + 02/ [|y" — ¢m|?1 + [h" — hm|2z} dr
0

t 2
+c3 [/ " — "y dr] )
0

Por lo tanto
If x Eo(u"™ (), u"™(t)) = 0
ol madox Eo(u™™(8), u ()
y
11'13 “Dsl){n?q fm‘ + a|G*./up™ 7 + | Diu nm|Z} T =0.

Por lo tanto existe una funcién u(t) que posee las propiedades (2.155) y (2.156) tal
que

lfm max{\Ml/Q(ug — )|+ | M2 — u)f} ~0

n,m—oo [0,T]

lim U D;){n% — Uy)

n,Mm—00

2
1670~ wlf + Dy — wl] dr .

Asi u(t) es una soluciéon generalizada del problema (2.135) y (2.136). Ademas, la
convergencia anterior hace posible probar que u(t) satisface la igualdad de energia
(2.144) y la relacién variacional (2.152); esto es, u(t) es también una solucién débil.
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Para probar la unicidad de las soluciones débiles notamos que la diferencia u(t) de
dos soluciones débiles satisface la relacion

T
/0 [(Muy, ¢¢) + (Du, @) + (9G* - u, G*-7 )y + (Dgu, Do) 7 — (-7, ¢)dr = 0

para cualquier ¢ € W, (0,T; & (.c7*/?)) tal que ¢(T) = 0. Por lo tanto, si escogemos

— [Fu(r)dr, 0<t<s;
0, s<t<T,

o(t) = ¢°(t) = {

para s € [0,7], entonces usando la misma idea como en [26, Capitulo 3] podemos
probar que u(t) = 0 para casi todo ¢ € [0,7]. Esto completa la prueba del Teorema
2.2.98. [ |

NOTA 2.18. También podemos notar que a priori la misma cota como en (2.157)
puede ser obtenida por modelos de la forma (2.135) con operadores amortiguadores
no lineales D y g bajo suposiciones de monotonicidad impuestas sobre Dy g como
en la suposicion 2.2.73. En el caso de espacios separables esto puede ser logrado
facilmente usando el método de Galerkin junto con la convergencia débil. Este mé-
todo produce el resultado sobre la existencia de soluciones débiles bajo el siguiente
conjunto (adicional) de suposiciones.

e el operador g : U — U posee la propiedad (g(u), u)y., > « |u|2U para algiun o > 0
y es débilmente continuo como un mapeo que va de Ly(0,7;U) hacia si mismo.

e El operador D mapea L..(0,T;V) hacia Ly(0,T;[%Z (.271/?)]") continuamente
con respecto a la topologia x-débil.

e Las funciones v, h y p poseen la propiedad (2.154).

En este caso las soluciones débiles existen en el espacio C,,(0,7; H) y poseen la
propiedad adicional: G*.%7u; € Ls(0,T;U). El argumento se basa en la igualdad de
energia

Eo(u(t), u(t)) +/0 G .77, dr < Eo(ug,uy)
+C [ [WOF + IMOE + 190y oy ] dr

Como un caso particular del problema (2.135) consideramos el siguiente problema
gue puede ser visto como un “oscilador arménico abstracto”.

Mug(t) + -27u(t) + Du(t) = p(t)
(2.159)

U\t:o = U, Ut\t:o = Ui,

donde M vy .o/ satisfacen la suposiciéon 2.2.73 (1,2), p(t) € L1(0,7 : V'), y D es un
operador lineal monétono que va de V' hacia V.
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Teorema 2.2.94. Sea valida la suposicion 2.2.73 (1,2). Asuma que D un operador
lineal monétono que va de V' hacia V'. Entonces los siguientes enunciados se verifi-
can.

e Soluciones fuertes: Seap € W} (0,T; V") y (up;u1) € W x & (.o7*/?), donde

W={uve @ ("?): . sueV'}. (2.160)

Entonces existe una unica solucion del problema (2.159) sobre el intervalo [0, T]
tal que

(u;u) € C0,T; & (.o x V), (2.161)
y también
uy € C(0,T;V), w € C0,T; @ (.o/Y?), u(t) € C0,T; V). (2.162)
e Soluciones generalizadas (débiles): Paracadap € L,(0,T; V') yuy € & (.72,

uy € V existe una unica solucion generalizada del problema (2.159) con la propie-
dad (2.161). Ademas cada solucion generalizada es débil y viceversa.

Tanto las soluciones fuertes como las generalizadas satisfacen la siguiente relacion
de energia

t t
Eo(u(t), u(t)) +/ (Duy(7), us(7))dT = Eo(ug, uq) +/ (p(7),u(7))dr, (2.163)
0 0
donde E(Uo, U1> = %((Mul, Ul) + <a,,Q/UO, UO))
Prueba. Se sigue del Teorema 2.2.76 que existe una solucion fuerte u(t) sobre algin

intervalo [0,7") C [0,7] que posee la propiedad (2.161) con 7" en lugar de 7'y tal
que

w € Co([0,T); V) y o/u(t) € Co([0,T); V'), (2.164)

Es facil ver que esta solucién satisface la relacién de energia (2.163) parat € [0,7").
Esta relacién implica que

Eo(ult), u(t)) < Eo(ug, ur) + v/2 mx [Eo(u(r), ug(7))] 2 - / [p()ly dr

T€[0,t]

y por lo tanto
Eo(u(t), us(t)) <2 (Eo(uo,ul) + (/0 lp(T) |y dT) ) , t>0.

Asi por el tercer enunciado del Teorema 2.2.76, existe una uUnica solucion fuerte
sobre el intervalo [0, 7] y posee la propiedad (2.164) con T' = T".
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Similarmente, el Teorema 2.2.76 implica la existencia de las soluciones generali-
zadas. La relacién de energia - valida para soluciones generalizadas - se sigue de
(2.163) para soluciones fuertes y de la propiedad de aproximacion (2.95) para solu-
ciones generalizadas. Por la Proposicién 2.109 cada solucién generalizada es débil.
Asi, para probar que cualquie solucién débil es generalizada es suficiente establecer
la unicidad de las soluciones débiles. Esto puede hacerse de la misma manera que
en la prueba del Teorema 2.2.93.

Para obtener el mejoramiento (2.162) de la propiedad (2.164) notamos que para
cualquier solucién u(t) la funcién z(t) = w;(t) es una solucién débil del problema

Z|t:0 =u € :@(Lﬁyfl/2) 3 Zt’t:O = M_l(—bQ/UO - Du1 —|—p(0)) eV.

Como antes, cualquier solucion débil de este problema es generalizada. Por lo
tanto por la definiciéon de las soluciones generalizadas obtenemos que (u;uy) €
C(0,T; & (.o7"/?) x V). directamente de (2.159) obtenemos que -7u € C(0,T;V").
Asi (2.162) es valido. [

Concluimos esta seccién con un corto analisis del siguiente problema lineal no au-
tonomo que surge naturalmente en el contexto de la linealizacién,

Muy(t) + -u(t) + Gg(G* 7uy) + D(t)u(t) = F(t)u(t) + p(t),
(2.165)

Uuli=o = uo, Utli=o = us.
Resultados de regularidad para procesos no autbnomos generados por (2.165) son
usados en el contexto del estudio de una mayor regularidad de las soluciones.
Imponemos el siguiente conjunto de hipotesis.
Suposicion 2.2.95.
e Los espacios V, -#, y U son separables y los operadores M y .o/ satisfacen las
hipotesis en la suposicidén 2.2.73 (1,2).

o D(t) = Dy(t)+ D;(t), donde* (i) Dy(t) es una familia de operadores autodajuntos
lineales no negativos en -#,y (ii) Dy(t) : & (.57"/?) — V' y Di(t) : V +~ V' son
familias medibles de operadores lineales acotados para cada t € R,. Ademas

t— do(t) = || Do(t)

Aoy Y = di(t) = (1D o

son funciones localmente integrables sobre [0, co).

“Enfatizamos que no se asume que D(t) es un operador monétono
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e F(t) : & (.o7Y?) s V' es un operador lineal acotado para cada ¢t € R, tal
que t — F(t) es medible y la funcion ¢ — |[F(t)| o (o (acatii/2) vy €8 localmente
integrable sobre [0, o).

e pc Li([0,00); V).

e El operador G satisface la suposicion 2.2.73 (4) con algun triple de Gelfand U, C
UcUsyobieng=00g¢e Z(U),y (g(u),u)yy > a lul?, a > 0.

Introducimos la nocién de una solucién débil para el problema (2.165) en la siguiente
forma.

Definicion 2.2.96. Una funcion u(t) es llamada solucién débil para el problema (2.165)
sobre el intervalo [0, 7] si

o (w;u;) € Loo(0,T; & (/Y2 x V).
o Dy(t)"u, € Ly(0,T; #)y G*.7uy € Ly(0,T;U) cuando q # 0.

e Tenemos que u(0) = ug y u(t) satisfacen la relacion
_ /0 (M 60) + (9G" 70, G 761), (2.166)
+ /OT(ut, (Do(t) + Di(t))p)dT + /OT(LQ/U, ¢)dt
= (Muy, 6(0)) + (9G*.ug, G*-/$(0))y,1 + /OT(F(t)u+p, ¢)dt  (2.167)
para cualquier ¢ € W4 (0,T; & (.o7*/?)) tal que ¢(T) = 0.

Notemos que en este caso cuando Dy(t) =const, D; = 0, F' = 0 esta definicién
debido al Teorema 2.2.93 es equivalente a la Definicion 2.2.91.

Para mayor referencia, recolectamos algunas propiedades (adicionales) de solucio-
nes débiles.

Esto se hace en el siguiente lema.

Lema 2.2.97. Bajo la suposicion 2.2.95 cualquier solucién débil u(t) del problema
(2.165) posee estas propiedades:

o Muy € Ly(0,T;[ % (.<7"?)]"), que también implica lo siguiente.
e Lafunciént — (u(t);u(t)) es débilmente continuaen H = % (.o7/"/?) x V.,

e La ecuacion en (2.165) se satisface para casi todo t € [0,T] como una igualdad
en [ (/).
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Prueba. Puesto que

G| |6l, < Cdo(t) |79,

{D Ung‘ ()0, 0) < [1Dol (o (rr2ym

tenemos que Dy(t)'/? 1 & (.7V/2) s vy asi Dy(t)'/? = [Dy(t)/?]* mapea #
hacia [ & (.7Y/?)]" y la relacién

1Do() 2|, o = D] < CVdo(t)

/1/2 (H#| T (- /1/2)] ) —

es valida. Por lo tanto [D(t)uy(t)]; - (/e < Cy/do(t) \DO () 2u,(t)| € L1(0,T).
Un argumento similar para los otros termlnos de la ecuacion (2.165) y la relacion
variacional (2.166) hace posible probar que Muy, € L(0,7T;[ % (.o7'/?)]"). No es

dificil probar que esta ultima relacién implica la segunda y tercera premisa del Lema
2.2.97. [ |

Teorema 2.2.98. Sea vdlida la suposicion 2.2.95. Entonces

e Para cualquier (uy;u,) € & (.2/"/?) x V el problema (2.165) tiene una solucién
débil u(t) tal que para todot € [0,T] la siguiente desigualdad

Eo(u(t),u(t)) < Cr <E0 Up; Uy ) [/ Ip(7) |y dT:| ) (2.168)

es valida, donde, asi como antes, Eo(ug, u1) = 3[(Muy, w1) + (-%ug, uo)].

e Sj en adicion, asumimos que existe un operador autoadjunto no negativo D:
27 (D) C #+— 2,y las constantes [3, 51 > 0 tal que

BD < Dy(t) < 81D para todo ;t € [0, 7], (2.169)
entonces la solucién débil u(t) es unica, posee la propiedad
(u;uy) € C(0,T; & (.7Y?) x V) mboxparatodo; T > 0, (2.170)

y satisface la siguiente identidad
t
Eo(u(t); us(t)) +/ [‘Do I/QUt‘ + (9(G* ), G*&/ut)vy, dr
0

= Bo(ug,u)) + /0 t[(—Dl(T)ut + F(T)u + p, up)]dr. (2.171)

Prueba. Aplicamos el método usual de compacidad basado en las aproximaciones
de Galerkin (ver por ejemplo [26, Capitulo 3]) para probar la existencia de soluciones
débiles.

Primera definimos las aproximaciones de Galerkin de la siguiente manera.
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Sea {e;}o, una base en el espacio de Hilbert 2 (.27%/2). Una funcion u"(t) de la
forma

:ng(t)ek, n=12,...
k=1

es llamada solucion aproximada de Galerkin de orden n del problema (2.165) sobre
el intervalo [0, T, si gx(t) € WZ(0,T;R) son funciones escalares y u"(t) satisfacen
las relaciones

i (Mu (1), ex) + (707 (t), e) + (D(b), " (£), ex) + ((G*&/ut)G*&/%)v,w
= (F)u"(t) +p(t),ex), k=1,2

un|t=0 = Uno , u;th:ounl,
(2.172)

donde g, u,1 € Span{e; : k= 1,2,...,n} son escogidos u,y — uy en & (.7/?)
Y Up1 — up en’V.

En lo que sigue asumimos que g # 0 por definicion (el caso ¢ = 0 es mas simple).
Es facil ver que la solucién aproximada u™(t) satisface la siguiente desigualdad de
energia

Eo(u™(t), uf (£)) + / (Do), 2 (r))dr + a / G (7 dr

< Eo(tn, ) + / (=D (P (r) + F(r)u(t) + p(r), () )dr,

donde Ep(ug,u1) = 5((Mui,w1) + (%7 uo, up)). La suposiciéon 2.2.95 nos permite
inferir que

Eo(u™ (), ul (1)) < Cr (Eo(uno, um) + [[p(7)]y d7]?) < Cr (2.173)

paratodot € [0,7T],n =1,2,...,y también las cotas a priori:

T T
0 0

Por lo tanto existe una subsucesion {n;} y una funcién u(t) que pertenece al espacio
Loo(0,T; & (.o7"?)) tal que wu,(t) € L(0,T;V) y cuando k — oo tenemos que

U”k —u x-débilmente en L., (0,T; & (.o7%/?)),
il x-débilmente en Lo (0,T;V),

D1/2 " s d  débilmente en Ly(0,T; #)
G* Q/u?’“ — t débilmente en Ly(0,T;U).

Obviamente tenemos que

/0 (G (7, o)y ()i = | / (W (r), ./ Go)y o (7)dr
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para cualquier ¢y € U y r(t) € C5°(0,T'). Esto implica que
T T
/ (Z(T),QSQ)MV,T(T)dT = —/ (G*,«Q/U(t)y¢0)v7v/7’t(7)d7'
0 0

Asi el elemento [ puede ser identificado con el limite correcto G*.%7u;. Como

T T T
/ (DY, 6)dr = / (u™, DY $)dr — / (w, DY) dr
0 0 0

para cualquier ¢ € Ly(0,T; & (.o/''/?)) cuando k& — oo, el elemento d puede ser
facilmente identificado con Dé/Qut. Uno también puede ver que la funcion limitante u
es una solucién débil del problema (2.165) sobre el intervalo [0, 7] y que la relacién
(2.168) se sigue de (2.173). Esto comprueba la prueba de la primera parte parte del
Teorema 2.2.98.

Para probar la segunda parte establecemos primero la siguiente afirmacién.

Proposicion 2.2.99. Sean validas la suposicion 2.2.95 y (2.169). Entonces cualquier
solucion débil u(t) del problema (2.165) satisface la identidad de energia en (2.171).

Prueba. Usamos la misma idea que en [20]. De nuevo, nos concentramos en el
caso g # 0. Primero extendemos la solucién u(t) sobre toda la recta real. Para esto
consideramos el siguiente problema auténomo

Muwy + (@/[U} + Gg(G*(Q/wt)] + ﬁwt =0,t>0, UJ|t:0U}0 , wt|t:0 = wq.

Por el Teorema 2.2.93 para cualquier (wo;w;) € H = & (.7"/?) x V este problema
tiene una Unica solucién generalizada w(t) = w(t; wo; w1 ) que posee las propiedades

o ¢+ (w(t);wy(t)) es fuertemente continua en H.

t+1 B
[ / UDl/th
t

Ahora definimos la extensién de u(t) por la férmula

2
+ \G*(Q/wt@] dr < C paratodot > 0.

w(—t;u(0),u(0)), sit < 0;
a(t) = < ult), site[0,7T);
w(t —T5;u(T),u,(T)), sit>T.

Es claro del Lema 2.2.97 que esta funcién u(t) posee las propiedades

o (1) € Loo(a,b; & (./YV?) x V) y May € L1(0,T;[Z (.<7//?)]') para todo
a < b.
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e La funcién ¢t — (u(t); 4 (t)) es débilmente continua sobre [0,7] y fuertemente
continua sobre R \ (0,7") como una funcién con valores en H = & (.&7/?) x V.

e Tenemos que

t+1 B 2
/ UDI/Qat‘ + ]G*y/ﬂt@] dr <C paratodot € R. (2.174)
t

Ahora como en [20] multiplicamos (2.165) en & por " (t) = (2h) = (a(t+ h) — a(t —
h)) y luego integramos sobre el intervalo [0, 7']. Nuestra meta es hacer la transicion
al limite en cada término de la igualdad obtenida.

Usando integrando por partes y un apropiado cambio de variables tenemos que

/OT(Mutt,&h)dt: (Muy, i) :0 —/OT(Mut,ut dt =71 — 72(T)+ 730
donde
S / [(MY 20y (T, MY25(T 4 7)) — (MY 20,(0), MY20,(7)] d
Fi=gn [ a0 . ul(0), MY2q,(7))] dr.
A = g5 [ O ). 0P )
A0 =5 / (MY 2yt + ), M2 (1)) .

La funcion escalar (M'/2u,(T), MY20(T + 7)) — (M/?u,(0), M*/?4(7)) es continua
con respecto a 7, por lo tanto obviamente tenemos que

lim 7, = | MYy (T)|* = | MY (0)]

Como M'/%4i,(t) es fuertemente continua fuera de (0, 7)) (y débil en [0, T), tenemos
que

lfim { sup ‘(Ml/zut(t),Ml/szt(t +h)) — {Ml/gut(T)|2‘} = 0.

h—=0 | 7—h<t<T

Esto implica que lfmy, o 72(T) = L |MY/2u,(T)|”. Un argumento arroja que_#2%(0) —
: |Ml/2ut(0)|2 cuando i — 0. Por lo tanto obtenemos que

T
1
lim | (Mug, @)dt = - (}./\41/%%(T)\2 - |M1/2ut(0)}2> .
h—=0 Jq 2
Aplicando similares célculos también tenemos que
T

lim (,,O/u,ah)dt—%O AT |72 0)).

h—0 0
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Ahora hacemos la transicion al limite en el término de amortiguacién envolviendo
Dq(t). Se sigue de (2.169) y (2.174) que

T
/ ]Do(t)l/Qﬂh}Q dt < C paratodo0 < h < 1.
0

Asi existen elementos k(t) € Lo(0,7T; #) tal que Dé/Q(t)ah(t) — k(t) débilmente en
Ly(0,T; 2#°) cuando h — 0 a lo largo de una subsucesién. Sobre funciones suaves
¢ tenemos que

T T
/ (D", ¢)dt = / (@", DY ¢)dt.

0 0

Es también claro que @"(f) — @,(t) débilmente en V para cada ¢ tal que |a"(t)|
es uniformemente acotado con respecto at € [0,7]y h € (0,1). Por lo tanto de la
convergencia dominada de Lebesgue se tiene que

Do(t)Y2a"(t) — Do (t)*u,(t) débilmente en Ly(0, T; 7).

Asi tenemos que

T T 9
lim [ (Do(t)u(t). (1)t = / DY@yt at
—YJo 0
De una manera similar podemos concluir que
T T
}1111% i (EQ/GgG*(,O/ut(t),ﬂh(t))vjv/dt:/0 (9G™ -y (t), G-y (1) )y d.

La transicién al limite en el término
T
| Ditute) + Foyute) o)
0

es obvia debido al hecho de que @"(t) — 1,(t) débilmente en V para cada t tal
que |ﬂh(t)]V es uniformemente acotada con respecto at € [0,7]y h € (0,1). Esto
completa la prueba de la Proposicién 2.2.99. [ |

Finalizacion de la prueba del Teorema 2.2.98. Primero notamos que la identidad
de la energia (2.171) mediante un argumento del tipo Gronwall implica la estimacion
(2.168) para cada solucién débil del problema (2.165). En particular esto implica la
unicidad de estas soluciones bajo condiciones de la segunda parte del teorema.

Es también claro de la identidad (2.171) que la funcion escalar

1
t Ep(u(t),u(t) = 5 (\Mlﬂut(t)f + |19/1/2u(t)‘2)
es continua. Por lo tanto la continuidad débil de (u(t);u.(t)) en H implica su continui-
dad fuerte; esto es, la funcion u(t) posee las propiedades (2.170). Asi la prueba del

Teorema 2.2.98 esta completa. [ |
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Sobre una mayor regularidad de las soluciones

Uno de los métodos tipicos para construir soluciones regulares se basa en el estudio
de la ecuacién que puede ser obtenido por diferenciando (con respecto a t) la ecua-
cion original (ver [16] y sus referencias). Por ejemplo, si lidiamos con el problema de
la forma

Muy + -u(t) + -7 Gg(G* A uy(t))
+Duy(t) + Doh(u(t)) + DoDyu, = F(u(t)), t >0, (2.175)

U\tzo = Uo, Ut|t=0U1>

entonces la diferenciacion formal nos da una ecuacién diferencial lineal no autbnoma
con respecto a z = u; de la forma

Mzy + 72 4+ D' (w(t))ze + S Gg' (G* P u(t))G* 2
+Doh' (u(t))z + DoD§ze = F'(u(t))z, (2.176)

Z|t:0 =20 = U1, Zt|t:0 =2 = utt(o)v

donde D'(v), ¢’(v), k'(u) y F’'(u) denotan las correspondientes derivadas de Fré-
chet que son operadores lineales en espacios apropiados para cada v y u fijos. La
velocidad inicial z; = uy(0) es calculada de (2.175):

21 = —M_l[LQ/U,Q + DV/GQ(G*,Q/Ul) + D(Ul) + Dgh(UO) + DQDSUl — F(Uo)]

La ecuacioén en (2.176) es lineal en z con los coeficientes dependiendo de u(t).

En orden de obtener informacion adicional sobre la regularidad de las soluciones del
problema de la forma (2.176), se necesitan mas hipétesis de regularidad impuestas
a los operadores no lineales en (2.175), en adicién al conjunto de la suposiciones
dadas en la Suposicion 2.2.73. No perseguimos la generalidad total del enfoque, sino
que consideramos el modelo simplificado (2.114) con ¢ = 0 y con la no linealidad de
F delaforma F(u,v) = F(u)+ H(v) que depende tanto del desplazamiento u como
de la velocidad v. Mas precisamente, el modelo que discutimos en esta seccion es el
siguiente:

Muy(t) + - u(t) + D(ug(t)) = F(u(t)) + H(ug(t)) + p(t),
(2.177)

U|t:0 = Up = U, ut|t:0 = Uz,

bajo el conjunto de requerimientos impuestos en la Suposicién 2.2.84. En el primer
paso mejoramos ligeramente la propiedad de regularidad (2.119) de soluciones fuer-
tes. El correspondientes resultado es formulado a continuacién.

Proposicion 2.2.100. En adicidn a la hipotesis del Teorema 2.2.85 asuma que los es-
pacios V' y -# son separables, los operadores D y F' y H son Fréchet diferenciables,
y los siguientes mapeos son continuos.

e D'(v),H (v):V — V'paracadav e V.
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o F'(v): & (.o7"?) — V' paracadav € & (.o7"?).

Ademas asumimos que
ID" () o vy + 1H W oy + IF W 2o iz vy < Cr

para cadav € & (.7*?) yw € W tal que |.o7**v| < r y|.27w|,, < r, donde W es
definido por (2.160). Sip € W (0,T; V") y (up;uy) € W x & (.o7'Y/?), entonces la
solucion fuerte u(t) de (2.177) posee la siguiente propiedad de regularidad

uy € C(0,T;V), w € C0,T; & (/) y o7ut) € C0,T; V).

Prueba. Siu(t) es una solucion de (2.177), entonces es facil ver que z(t) = u(t) es
una solucion débil del problema

Mzu(t) + o72(1) = p(t), 2|0 = w € T (A1),

Ztlt—o = M~ (= ug — Duy + H(u1) + F(uo) + p(0)) €V,

donde las derivadas respecto del tiempo son consideradas en el sentido de las distri-
buciones y

B(t) = [=D"(ue(t)) + H' (ue(8))Juae (£) + F (u())ua(t) + pe(t).

Se sigue de (2.119), (2.120) y de la hipbtesis concerniente a las derivadas de Fréchet
D', H'y F'quep € Li(0,7;V'). Por lo tanto podemos aplicar el Teorema 2.2.94 para
concluir que

(ut;utt) = (Z, Zt) S C(O,T, §/<zo(/1/2> X V)
Por lo tanto directamente de (2.177) obtenemos que .27u(t) € C(0,T;V"). [ |

Notamos que las condiciones sobre D y H impuestas por la Proposicion 2.2.100
son bastantes restrictivas. Si V = # = Ly(Q) y D es el operador de Nemytskij,
entonces la propiedad D'(v) : -# +— -# significa de hecho que D es un operador
afin. Asi la formulacién abstracta de este tipo obliga a usar suposiciones que pueden
ser demasiado fuertes. De hecho, en el estudio de las evoluciones de von Karman nos
permitimos usar la estructura de términos no lineales y las cancelaciones resultantes,
con el fin de superar las limitaciones dictadas por un marco abstracto mas general.

Uno puede también formular teoremas de regularidad de orden superior. Esto re-
quiere un adicional conjunto de suposiciones impuestas sobre cantidades no lineales
(y el dato inicial). Con el fin de mantener la exposicién enfocada, no hacemos esto
al nivel abstracto para el caso no lineal. Sin embargo, después cuando se lidie con
un contexto mas especifico, mostramos que el método usado para la prueba de la
Proposicién 2.2.100 se aplica con sencillas modificaciones y lleva a la regularidad
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(diferenciabilidad) de las soluciones de orden superior. También referimos al lector
el articulo [16], donde estas ideas son presentadas para ecuaciones no lineales de
segundo orden con amortiguaciones internas lineales. Un resultado tipico sobre la re-
gularidad superior es presentado en el siguiente enunciado que lidia con el problema
lineal (2.159).

Teorema 2.2.101. Sean M y .o/ satisfaciendo la Suposicion 2.2.73 (1,2). Asuma
que D es un operador lineal monétono de V' hacia V' y p € W{™(0,T, V') para algun
m > 1. Entonces las soluciones u(t) del problema

Mug(t) + -27u(t) + Dug(t) = p(t),

(2.178)
Ulemo = uo,  Utf=0 = w1,
gozan de las siguientes propiedades adicionales de regularidad,
u®(t) € C(0,T;W) parak =0,1,2,...,m — 1,
(2.179)

ul™(t) € C(0,T; @ (.o/1?)), ul™(t) € C(0,T; V),
donde W es definida por (2.160), si y solo si las condiciones de compatibilidad

u®(0) € W parak =0,1,2,...,m — 1,
(2.180)
u™(0) € & (V) wmH(0) €V,

son vélidas, donde los valores u*)(0) son definidas por las relaciones de recurrencia

u(O)(Q) = ug, u(l)(()) = Uy,

2.181
u®(0) = M~ (_LQ/u(k:—?)(()) — Du*=1(0) —i—p(k—?)(O)) k> 2. | )
Prueba. Seguimos la linea del argumento dado en [16].
Es claro que (2.179) implica (2.180).
Asuma que (2.180) es valido y considere el problema
Muy(t) + -7v(t) + Duy(t) = p®)(2),
(2.182)

uli=o = Uoku(k)(o) , Utl=o = V1g = U(k+1)(0)v

donde k € {1,...,m}. Por (2.180) (vor, v1x) € W x & (/Y2 )paral <k <m-—1y
(Vom; V1im) € & (.7%) x V. Por lo tanto el Teorema 2.2.94 implica que el problema
(2.182) tiene solucion v (t) de C1(0,T; & (.o7*?))NC(0,T; W) paral < k <m—1
y de C1(0,T;V)NC(0,T; & (.c71/?)) para k = m. El problema (2.178) es lineal,
por lo tanto usando la unicidad de una solucién débil por induccion en k£ encontramos
que u®) (t) = v,,(t) paratodo 1 < k < m. u
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2.3. Conceptual

1. Un problema bien definido o bien propuesto (en el sentido de Hadamard) es un
problema de Cauchy de valor inicial que tiene propiedades analiticas adecua-
das y cuyas soluciones posibles tienen una estructura conveniente. En particu-
lar, esas condiciones suelen incluir:
= | a existencia de alguna solucién.
= La unicidad de la solucién.

= La solucién depende de manera continua de las condiciones iniciales.

2. Dada la ecuacion de onda sobre un dominio bien comportado en R3

uy — Au+ au, + f(u) = h(x)

Diremos que posee fuerzas estructurales subcriticas si estas satisfacen la si-
guiente condicién de crecimiento:

[F()] < ep(T+12]7)

Para z € Ry e € [1,3). Esto es principalmente a que el exponente critico de
f en dimension 3 es 3, teniendo en cuenta la inmersion de Sobolev entre H} 'y
LS.

2.4. Definicion de Téerminos Basicos

1. Denotemos (€2, M, i) un espacio de medida, {2 es un conjunto y M es un o-
algebra en €, es decir, M es una coleccion de subconjuntos de €2 tal que:
a) e M
b) Ae M = A°e M

c) U A,, € M cuando sea A,, € M para todo n.

n=1

2. u es una medida, es decir, pu : M — [0, o] satisface:

a) u(0) =0

b) Es numerablemente aditiva, es decir, si dados A;,..., A, € A disjuntos
(A;NA; =0), parai # j y cuya unién esté en A (esto es automatico si A
es o-algebra), entonces:



Si la condicién (b) sélo es valida para colecciones finitas de conjuntos
disjuntos, A;, ..., A,, diremos que la medida es aditiva.

Diremos que una medida p es o-finita si existe una sucesién de conjuntos
medibles y disjuntos A, € A, tal que |JA, = Qy cada u(A,) < oc.
Llamaremos probabilidad a toda mediad verificando x(€2) = 1.

. Llamaremos espacio de medida a toda terna (€2, A, 1), donde 1 es una medida
sobre la o-algebra A de ).

. Diremos que un espacio de medida (€2, A, 1), es completo si para cada B C A
con A€ Ay u(A) =0, tambiénes B € A.

. Diremos que una aplicacion entre espacio medibles
F: (Ql,Al) — (QQ,AQ)
es medible si para cada B € Ay, F~!(B) € A,.

. Teorema de la convergencia monotona de Beppo Levi: Sea (f,) una su-
cesion creciente de funciones de L' tal que Sup/fn(w) < oo entonces f,(x)

converge c.t.p. en © a un limite finito denotado por f € L'y ||f, — f||, — 0.

. Sea 2 € R™ un conjunto abierto. Se representara por £7(2), 1 < p < 400,
el espacio vectorial constituido por las funciones f : 2 — R medibles, cuya
potencia p, | f|” es Lebesgue integrable, esto es:

D”(Q):{f:Q—HR; f es medible y /|f(m)|pdx<oo}

Se define en LP() a la relaciéon ~ dada por:

f ~ g<& f =g casisiempre en Q.

Notemos que ~ es una relacién de equivalencia. Asi, tiene sentido considerar
el cociente de £7({2) por ~. La coleccién de las clases de equivalencia obtenida
Lr(©)

~Y

por forma un espacio vectorial, que denotaremos por:

£r(Q)

~

LP(Q) =

En el cual definimos la norma:
1/p
lollver = [l dz) " dondeu < £2(2)
Q

. Una funcion medible u : 2 — R es llamada esencialmente acotada si existe
C > 0 tal que |u(x)| < C casi siempre (c.s.) en x € €. La coleccién de las
clases de equivalencia de las funciones definidas en ) por la relacion ~ es
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10.

11.

esencialmente acotada es denotada por L*>°({2). Se define la norma en L>((2)
por:
|lull, ==sup|u(z)] =f {C' > 0:|u(z) < Ccs.enz €N}
e

Es posible mostrar que L?(2) es un espacio de Banach para 1 < p < oq,
ademas, para el caso particular p = 2, L?(Q2) es un espacio de Hilbert cuyo
producto interno es dado por:

(00 oy = /Q w(w)o(z)dz

donde u y v pertenecen a L?((2).

Recordar que si Ey y Fy son espacio de Banach sobre un cuerpo K (K =
R o K = C) denotado por L(Ey, Fy) al espacio de los operadores lineales y
continuos Ej en Fy con la norma usual, esto es, para T' € L(Ey, Fp).

Una familia de operadores no necesariamente lineales s(t):>( fuertemente con-
tinua en X es llamado de Cy-semigrupo si:

= 5(0) = I (Operador identidad de X)

m S(t+s)=5(t)S(s) paracadat,s >0
La aplicacién [0,00) x X 3 (¢t,2) — S(t)(x) € X es continua para cada z € X

[
dado. El par (X;S(t)) también es llamado sistema dindmico, definido por el
semigrupo S(t).

Un semigrupo operador lineal en Ey y una familia {7'(t) : t > 0} C L(E)) tal
que:

i) T(0) = Ig,.
i) T(t+s)=T(t)T(s) paratodot,s > 0.

i) || T(t) — g,y — O cuando ¢t — 0F, decimos que un semigrupo es
fuertemente continuo.

w) [[T(t) = Ir,ll 1, — 0 cuando ¢ — 07, para todo x € Ej, decimos que un
semigrupo es fuertemente continuo.

Todo semigrupo fuertemente continuo tiene una limitacion exponencial que se
dan en el siguiente teorema.

Suponga que {T'(t) : t > 0} C L(Ey) es un semigrupo fuertemente continuo.
Entonces existe M > 1t [ tales que:
1Ty < MePt, ¥t >0

1
Para cualquier [ > 0 podemos elegir § > 7 log [T(D)]l (s ¥ luego elegir M.
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lll. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipoétesis General e Hipotesis Especifica

3.1.1. Hipoétesis general

La ecuacién de onda amortiguada posee un atractor global.

3.1.2. Hipétesis especifica

= |La ecuacion de onda amortiguada esta bien colocada en el sentido de Hada-
mard.

= | a ecuacion de onda amortiguada posee estructura gradiente.

» El semigrupo asociado a la ecuacion de onda amortiguada expuesta a fuerzas
estructurales cumple la cuasiestabilidad.

3.2. Definicidn Conceptual de Variables

3.2.1. Variable dependiente (D)

Existencia de un atractor global.
Definicion conceptual:

En los sistemas dindmicos, un atractor es un conjunto de valores numéricos hacia
los cuales un sistema tiende a evolucionar, dada una gran variedad de condiciones
iniciales en el sistema.

3.2.2. Variable independiente (l)

Semigrupo de soluciones para una ecuacion de onda amortiguada.
Definicion conceptual:

A partir de la buena colocacién de la ecuacién (1.1), se define el semigrupo de
soluciones a partir de la Definicién de semigrupo.
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3.2.3. Operacionalizacion de las variables

Variable Dimensién Indicadores
e Existencia de un atractor 1. El sistema esta bien coloca-
global. do en el sentido de Hada-
mard.

2. Existe un funcional de Lya-
punov para el semigrupo
asociado de soluciones.

3. El sistema es cuasiestable y
satisface (1.1) y (1.2).

e Semigrupo de soluciones 1. El sistema planteado res-
para una ecuacién de onda ponde a una problematica
amortiguada. fisica a partir de una inter-

pretacién matematica.

2. Existe un espacio de fase
adecuado para el tipo de so-
luciones que se quieren es-
tudiar.

3. El modelo responde a un
problema de Cauchy abs-
tracto sobre espacios de di-
mensién infinita.
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IV. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

4.1. Tipo y Diseino de la Investigacion

La investigacién es de tipo basica, pura o fundamental, pues se utiliza las teorias
existentes para profundizar en ellas, generando nuevos conocimientos o criterios.

La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo - deductivo tratando de
ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracion.

Se empezara definiendo los términos basicos en la formulacién del modelaje fisico
de las ecuaciones de la onda amortiguada, lo que permitira entender la construccion
de dicho modelo expuesto a fuerzas estructurales.

Se explicara a detalle la metodologia matematica que envuelve a los espacios de
Sobolev con el fin de poder probar la buena colocacién (i.e. existencia, unicidad y
dependencia continua con los datos iniciales) para el problema de la ecuacién de la
onda amortiguada expuesta a fuerzas estructurales.

Finalmente, se aplicara diversas estrategias del andlisis funcional, de tal manera que
se pueda probar la existencia de soluciones en el espacio de fase débil.

4.2. Método de la Investigacion

Por la naturaleza de la investigacién, al ser esta del tipo basica, el método empleado
es el método de escritorio 0 de biblioteca, es decir, se realizard un analisis biblio-
grafico a profundidad con respecto a las teorias relacionadas al presente tema de
investigacion.

4.3. Poblacion y Muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudiar.

4.4. Lugar de Estudio y Periodo Desarrollado

Se puede considerar lugar de estudio todo espacio fisico que contribuya en la ela-
boracién del presente trabajo, por ejemplo, la Facultad de Ciencias Naturales y Ma-
tematica de la UNAC, la Biblioteca Central de la UNAC, la estacién de trabajo remoto
con la que cuento en mi hogar, etc.
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4.5. Teécnicas e Instrumentos de Recoleccion de Da-
tos

Para la realizaciéon de este trabajo de tesis se revisd bibliografia especializada y
recopilacion de informacion obtenida relacionada al tema de interés.

4.6. Analisis y Procesamiento de Datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité procedimientos de re-
coleccion de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas web, paper,
etc.)
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V. RESULTADOS

5.1. Entorno Funcional

Esta seccién esta destinada a comprender los espacios necesarios de trabajo para
definir una solucién débil para el sistema

Uy — Au~+au + f(u) =0 , en Q x (0,00),

u=20 , sobre 092 x (0, 00), (5.1)

[ (u(x,0),u(x,0)) = (uo,v0) , paraz €,

donde €2 C R? es un conjunto abierto, acotado, conexo con frontera 952 lo suficiente-
mente regular, y a > 0 representa el coeficiente de amortiguamiento y se cumple las
siguientes hipoétesis sobre las fuerzas estructurales:

1. f e CY(R)

2. f(0) =0,

3 f() S er(L+ M)y If () < ep(L+ ]2, conp e [1,3)yz € R,
4. h’minfM > =\,

|z| 500 2

concy > 0y Ay > 0 siendo el primer autovalor asociado al operador laplaciano —A
sobre {2 con condiciones de Dirichlet.

Denotamos el producto interno en L?(2) por

(u,v)vv,:/uvdx
’ Q

para u,v € L*(Q). De manera similar, (V-,V-),,,. representa el producto interno
en H}(Q). Ambos espacios son espacios de Hilbert con estos respectivos productos
internos. Adicionalmente, para p > 0, denotamos las normas en los espacios L”(€2)

por ||-||,,, es decir
1/p
Jull, = (/ lul? dx) . u€ LP(Q).
Q

En particular para p = 2 se lee

|ull; = (u,u)y,. parau € L.

Por otro lado, se define el operador A con condicién de Dirichlet como

A: D(A) — L*Q)
u  +— Au= —Au,
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donde su dominio estara dado por
D(A) = {u € L*()[Au € L*(), uloo = 0} = H*(Q) N Hy ().
Asi, debido a la identidad de Green, se tiene que para todo u,v € D(A) se cumple

que:
(Au’ U)V,V’ = (VU, vU)V,V’ = (u’ AU)V,V”

en particular como H;(Q2) es denso en D(A) debido al Teorema de extensién de
Hahn-Banach, existe una extension de A sobre H{()) denotada por A tal que A :
H} () — H}(Q), donde

(Au,v),,,, = (Vu,Vv),,, paratodo u,v € Hy(9),

y A = A sobre D(A). A lo largo del trabajo se usara esta equivalencia de manera
automatica debido a que D(A) C H}(2) son dominios densos inmersos continua-
mente. De hecho, [3] muestra que A posee potencias fraccionarias, y en particular

H}(Q) = D(AY?).

Dado el sistema (5.1) es de segundo orden, las soluciones seran correspondientes
al par (u,u;), por lo que el espacio de fase que se usara estara dado por #, donde

H = Hi(Q) x L*(Q).

Note que (H, ||-||;;) es un espacio de Hilbert con la norma dada por
2 2 2
[(w, 0) I3, = [Vully + vl
y el producto interno (-, ')V,V/H dado por

((uv U)a <w> Z))V,V’H = (VU’7 VU)V,V’ + (U7 Z)V,V’ , para todo (U’7 U)v (w7 Z) €H.

5.2. Buena Colocacion

Como se menciond en la seccién anterior, consideramos el siguiente sistema

(Utt‘i‘AU‘i‘OéUt—i—f(U):O ,enQXR+,

u=>0 , sobre 02 x R, (5.2)

L u(7,0) = ug, u(x,0) =us , enQ,

donde 2 C IR? es un conjunto conexo, acotado y abierto con frontera 02 lo suficien-
temente regular, « > 0y A = —A.
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Consideremos por un momento el problema de valor inicial
d
d—e+Ae+f(t,e) =0
t (5.3)
€(t0) =eg € Ey.

Donde A es un generador de un semigrupo fuertemente continuo, f es una funcién
continua que esta definida en un subconjunto U de R x FE (siendo E, un espacio de
Banach sobre el cuerpo R o C) y toma valores en Ey y (tg,eq) € U.

Una solucién débil de (5.3) en [to, 1) es una funcion e : [to, t1) — Ey tal que e(ty) =
eo(t,e(t)) € U, paratodo e* € D(A*) — (e*,e())y, es diferenciable y

e D)y (A e+ (€ S ey =0, fo<t <t (54)

En base a esto ultimo se define lo siguiente para el problema (5.2):

Definicion 5.2.1. Dado 7' > 0, el para (u,u;) € C((0,T); Hy(Q) x L*(2)) es una
solucion debil de (5.2) si:

d

Z(w(t),v) + (Vu!, Vo) + au(t), v) + (f (u(t)), v) = 0,

paratodo 0 <t < Tywv € H} (), ademas (u,u;)(0) = (uo, uy)-

En ese sentido, se pretende mostrar la existencia y unicidad de las soluciones via
problema de Cauchy y Lummer-Phillips. Para esto reescribimos (5.2) como

d
U +AU+FU =0 (5.5)

=) a2 L)

y A: D(A) C ' H — H con su dominio dado por

donde

u
u,v)" € H|Au € L*(Q), uloso =0, v € Hy(Q)}
u,v)" € Hlu e D(A), v e Hy(Q)}

= D(A) x Hy(%).

Teorema 5.2.2. Supongamos que se cumplen las hipotesis 1-4 con o > 0, entonces
para el problema de Cauchy (5.5) se demuestra que

a. A es generador de un Cy-semigrupo de contracciones.
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b. I localmente lipschitz, en particular se cumple
1 (w) = f(W)lly < L[[Vu—= Vol (5.6)

para todou,v € B C Hy(Q2) y L > 0.

Por lo tanto se cumple que dado (ug,u;) € H, existe T > 0 y una unica solucion
débil (u,u;) € C(0,T;H).

Prueba. Dada las hipotesis sobre f, se tiene claramente que:

/ | f(u) — f(v)|2d93 < ef/(l + |u|p+1 + |U\p+1) \u—v|2d9§
Q 0
< collu—vl;

< Cy||[Vu— Vo3

con Cy > 0 una constante que depende de f, de B, d&e la inmersion continua entre
HL(Q)y L°(2) y lainmersion continua entre H} () y L2+ (Q). Esto garantiza (5.6).

Nota: Observe que se us6 que:

1 2 3 8 2
Ll =l s([}Mz@+1Q N

+1 2
<l s = ol

1 2
< co [ Vully™ u— v}
< o llu— o]l

Analogo con v.

Asi que para finalizar la prueba basta mostrar que A genera un Cy-semigrupo. Con
este objetivo se usara el Teorema de Lummer-Phillips, para esto se necesita demos-
trar los siguientes resultados sobre el operador A:

Lema 5.2.3. Supongamos que:

1) A es lineal

3

(1)

(2) A es densamente definido

(3) (AU,U)y > 0 paratodoU € D(A)
(4)

4) RI+A)=H
Entonces A es el generador de un Cy-semigrupo de contracciones.

En efecto:

(1) Inmediato.
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(2) Veamos

D(A) = {(u,v)" € H|A(u,v)" € H}

v
eH: lAu—{—cw] EH}

entonces D(A)

I
X

(3) Veamos:

< {Au__fav} ) m >H = —(Vv, Vu) + (Au + aw, v)

= —(Vov,Vu) + (Vu, Vv) + (aw,v) > 0

(4) Veamos:

R(I + A) :R(f1 a‘L)

GO =Cuar ) =)

Entonces basta mostrar que:

dado (h, g)T € H se tiene un Unico par (u,v) € D(A) tal que la igualdad anterior se
cumple. Note que

e u—v=~hentoncesv=u—nh
e Autavt+v=y
o —Autaut+u=g+ah+h

e Au+(a+lu=g+ah+hel?

Para garantizar la existencia de (u, v) en este punto, usaremos Lax-Milgram. Asi, se
observa que para a : H} x H} — R definido como

a(u, 9) == (Vu, V) + (a4 1)u, p),

se tiene que:

m ¢ es bilineal,
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m ¢ es acotada, pues

|au, V)] < [[Vully [Velly +ellully o]l
< CVull, [IVelly,

para algun C' > 0 dependiendo de A;.

m g es coerciva, pues

ofusu) = [Vul} + [ @+ Dutde 2 [Vul,
Q
Entonces por Lax-Milgram para g +ah+h € L?(2) existe un tnico u € H} () y por
lo tanto una Unica v = u — h € H}(Q) (pues f € H(2)). De esto se tiene que
—Au=g—av—ve L*Q)

es decir
u € H?(Q) N HE ().

Por lo tanto (u,v) € D(A).

Finalmente de (1)-(4) y por el Teorema de Lumer-Phillips, A genera un Cy-semigrupo.
[ |

Note que el Teorema 5.2.2 muestra la existencia y unicidad de soluciones locales
para el problema.

Con respecto a las soluciones globales consideramos la energia total del sistema, la
cual esta dada por:

1 1
E(t) = —/ |ut|2d$+—/ |Vu|2dx—|—/F(u)d$ (5.7)
2 Ja 2 Ja Q
donde:

Fu) = /0 " f )y,

El siguiente Teorema garantiza la buena colocacion del problema para soluciones
globales:

Teorema 5.2.4. En las hipdtesis del Teorema 5.2.2, si adicionalmente existen (31, 3o >
0 tal que

1w, u) 15, < By [[u(0), u(0)|5" + B2, paratodot € [0,T), p € [1,3).

Note que este Teorema implica que 1’ = oo.
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Prueba. Por el Teorema 5.2.2, existen soluciones locales y por la aproximacién de
soluciones fuertes podemos derivar (en el sentido clasico) con respecto de ¢ al ope-
rador E(t) siempre que ¢t € [0,T'). Asi se tiene que

dE

%(t) = (Vug, Vu) + (ug, ug) — (f (), uy)

= (Au, ug) + (uge, u) — (f (), up)
= —a(ug, u) <0 (5.8)

Por otro lado de las hipétesis sobre f se tiene que existe una constante ¢ > 0 tal que

Lre=[ [ [ [ 0w < il

Entonces existe una constante genérica C' > 0 dependiendo de la anterior, tal que

E(t) < C(1+ [[(u, w5 ™). (5.9)

Luego, como la energia no es creciente, entonces
E(t) < B(0) < C(1+ [|(u(0), u(0))[3). (5.10)
Ademas, se tiene que existe o > 0 pequefio y una constante ¢; > 0 tal que
1 ) 9
Flu)dr > = | =1+ — ) [|[Vul|; — a1 |9],
Q 2 A1
por lo tanto existe una constante 5 > 0y Cy > 0 tal que

Bll(w, w3, — Co < E(t). (5.11)

Asi, de (5.10) y (5.11) se tiene el resultado. [ |

5.3. Estructura Gradiente

Lema 5.3.1. Bajo las suposiciones del Teorema 5.2.2, dado el funcional

v: H — R
z > U(z) :=¥(u,v)

tal que
1
W) = 3 o)y + | Flads (512
Q

donde: .
ﬂ@zlf@@-

Entonces se cumple que:
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1. W es un funcional de Lyapunov estricto;
2. VU(z) — oo siysolosi|z|, — oo;

3. N es acotado sobe H.

Como consecuencia directa, el sistema dindmico (H, S(t)) asociado con el problema
(5.2) es un sistema gradiente.

Prueba. Segun la definicion 2.2.41, para mostrar 1, bastara demostrar que:

7) %(S(t)z) <0,z €H,

it) ¥(S(t)z) = ¥(z), para todo t > 0, y para <€ N, donde N es el conjunto de
puntos estacionarios de (S(t), H).

Demostracién de i): Nétese que, dado z € H

dE
y por (5.8), se mostr6 que g < 0, en particular se cumple (7).

Demostracién de 7i): Supongamos que dado z € H y ¢t > 0, se tiene que:

dE
Entonces E(t) = 0 con z siendo el dato inicial del sistema (5.2).

Luego, por (5.8), se tiene que
—a(ug,ug) =0

con a > 0.

Luego u; = 0c.s.en 2, Vt > 0.

Es decir que z = (u,0) € H lo que satisface el sistema

Au+ f(u) =0 , enQ
u=>0 en of2

por lo tanto z € N, lo que muestra 7).

Para la prueba de 2, basta observar que:
BlI(u, w3 = co < B(t) < e(1+ [|(w,ur) |3, ¥t 20 (5.13)
para (u,u;) € H.

Esto es gracias a (5.9) y (5.11).
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Por otro lado, sabemos que si z € ‘H

= U(S(t)2) = E(t).

En particular:

Entonces, en (5.13) se tiene que
Bllzlls —co < W(z) < e(L+ 12"
de donde se obtiene 2.
Finalmente, para 3, basta observar que si
zeN=z2=(u,0)eH

y satisface el sistema:

A = Q
u+ f(u)=0 , en (5.14)
u=">0 , sobre 0f)
luego de (5.14), se obtiene que:
IVul|s + / f(u).udz =0
Q
Adicionalmente, de la hipétesis 4 sobre f, se tienen que existe § > 0 tal que:
A
/ flu)udz > = ully =
Q
de donde se concluye que
1
IVull; <6+ 1 IVulf3 -
En particular A/ esta acotado en H, lo que muestra 3.
[ |

5.4. Propiedad de Cuasiestabilidad

Proposicion 5.4.1. (Estimacion de Estabilidad)

Bajo las suposiciones del Teorema 5.2.2, vamos a considerar un subconjunto acota-
do B C H y dos soluciones débiles z' = (u',u}) y z* = (u?,u?) del problema (1.1)
con dato inicial z} = (u}, u}), 22 = (u3,u?) € B. Entonces,

2" (t) - 22<t)Hi¢ < ax(t) ||z — ngi + ¢(t) Os<ugt |u'(s) — uz(s)Hzp, (5.15)

donde a, € L'(R*) con tlim as(t) = 0 y c(t) es una funcién localmente acotada.
—00
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Prueba. La estimacion (5.15) es uno de los principales nucleos de este trabajo. Su
prueba es bastante técnica y extensa, y por esta razén vamos a proceder en varios
pasos como sigue.

Paso 1. Establecer el problema de diferencia y los funcionales. Vamos a definir w =
u' —u? con vt = (ul,ub,ub), i = 1,2. Entonces, una simple computacion muestra
que w es una solucion (en el sentido débil y fuerte) del siguiente problema

wy + Aw + awy + f(u') — f(u?) =0 enQ x RT,
w=0 sobre 002 x R*,
w(z,0) = up(x) —ud(z), z € Q

wi(x,0) = ui(z) —ui(z), v € Q.

(5.16)

En este contexto definimos la energia perturbada
2
Y(t) = e || (w, we) 3, + ox(t)
donde:
x(t) = / w.wdz,
Q
y las constantes ¢, > 0 seran definidas luego.

Paso 2. Equivalencia. Mostraremos que existe una constante ny > 0 tal que si 0 <
£ < my0, entonces existen constantes [, f > 0 tales que:

B ll(w, we) I3, < 0(E) < B || (w, wy)f3, (5.17)
En efecto:
Note que
(1) — & || (w, wy)[l3,] = 0 |x(t)]
y ademas:

(O] = | [ wada

= [(w, wy)|

< ||w||2 ||wt||2

Lo 1 2
< 5wl + 5 llwel

1 2 1 2
< I [Vwl|; + 5 w5

11 ,
< (5 +3) ol
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donde A\; > 0 es el primer autovalor del operador —A con condiciones de Dirichlet.
Luego,

1 1
10 - ol < (5 + ) 0w wol

1 9 1 1
— =19 t <TH<||=—+=]0 .
(5] ol < v < (5 +5) 0+
Asi el resultado es valido para

1 1
51:5—<2—/\1+§)5>0,

1 1
52—(2—>\1+§)5+6>0,

siempre que:

0 < e < noo,

ara g = ! + !
parany = o T 2)

Paso 3. Estimativas claves sobre f. En este paso mostraremos que existe una cons-
tante Ky > 0 tal que:

(') = f(u?),w) < epky ]y,
(flu') = f(u?),we) < K [Jwlly, llwell,
donde ¢, > 0 es la constante de inmersion entre L??(Q) y L*(Q).
En efecto:
Como f € C1(R), por el Teorema del valor medio:
|f(ut) — f@?)] < [F(E)] |u' —u?]
donde:

E=(1—-tu'+t® , telo,1].

Ahora, por la hipétesis 3 sobre el crecimiento de f:

O <e(A+1E77Y , pell,3)
entonces:
/(O < 1+ |1 =ty + 1?7
<ep(L+ 2774 (|(1 = ut 7 ")
S Cf(l +2p71(’u1’17—1 + |u2|P—1))
<277 lep(1 4+ ‘ul‘p_l + |u2|p_1)

106



luego,

_ -1 1
‘f(ul)—f(uQ)‘ <277 lep(1+ |u1|p + ‘u2}p ) Jw]. (5.18)
Por otro lado, estudiaremos:

/‘ui}gp_2|w|2dx , 1=1,2 | 1<p<3.
Q

Note que si7 = 1,2, y como

2p—2 2
+—=1
2p 2p

entonces:
2p—2

2
[t () [t
Q Q o

2p—

([ir) ™ (e
Q Q

i112p—2 2
= Hqugz le|2p7

y como (u',ul) € B, siendo B acotado en #, se tiene que existe una constante
Cp > 1, dependiente de B, tal que:

], < v < C.

donde C' > 0 es la constante de inmersion entre H}(Q) y L*(Q).
Asi, se tiene que:

/Q ' [ Jw|* dz < Cp |Jwl), -
Observe que de esta ultima desigualdad, y de (5.18), se tiene que:

/ | f(u') — f(uz)‘2 dr < 223’20]%/(1 + |u1|p_1 + ‘uz‘p_l)Q lw|? da
Q Q

< 2%(73 V |w|2dx+/ \u1\2“|w\2dx+/ W}Z“de]
Q Q Q

2 2 2

< 2%C§[|wlly + Cp llwlly, + Cp wlly,)
2

< 2P CIC[wll, + lwll3,)

< 2C20R(C, + 1) ||w||§p,

siempre que 1 < p < 3y donde C, > 0 es la constante de inmersion entre L*(Q2) y
L3(92).

Note que si p = 1, entonces:

/\f(ul)—f(uz)fdxgq%/de
Q Q

2
= 9CF [wll, -
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Para ambos casos, existe una constante:
1
K; = {méx {90]%; QPHC']%CB(CP +1)}}2 >0
tal que:

/) = F)|? = / Fuh) = £ P dr < K2 .

Finalmente el resultado se obtiene usando la desigualdad de Cauchy-Swchartz.

Paso 4. Estimacion del crecimiento de la energia lineal. En este paso, mostraremos
que:

2
D ) < ol + 2
para Ky > 0 obtenida en el paso anterior.
En efecto:
Note que:

d
E ”(wthﬂﬁi 2<vw7th> +2<wtt7wt>

= <wtt + Aw, wt>
(—aw, — (f(u') = f(u?)),w)
= —2a(wr, we)yys — 2(f (') = f(u?), wy)

20 w2 = 2(f () = F(u?), ).

2
2

Ahora, usando el paso 3, se tiene que:

d

2
= 1w, wi)ly, < =20 flwilly + 2K [lwlly, [lwell,
dt

A
S
=
g
+
=
g
+

K
2 f 2
«

lo que muestra el resultado.

Paso 5. Estimacion del crecimiento x(t). Mostraremos que:

d 3 C,a?
x(0) < 2l — 1Vl + (8 + S

donde C}, > 0y Ky > 0 son dados en el paso 3.

En efecto:
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Note que:

d d
EX(t) = E(w’ W)y

= [lwe]|” + (wit, w)

= Hth2—|—<—Aw—04wt—(f(u u?)), >
= [Jwell* = [ Vwl3 = afw, w) - <f( f %), w)
< Nlwdl* = IVwlf; + alp wlly [[wll, = (f(u') = f(u?), w).

Ahora, usando el paso 3, se tiene que:

2 2 2
@) S lwel” = [[Velly + e flwelly lJwlly + CoEy llwlly,

2 2 Hwt\@ o? 2 2
< Nl = Vw3 + S5 + S ol + Gkl

3 C,a?
< 3 lual? = 19wl + (G + S5 ) ol

lo que muestra el resultado.

Paso 6. Estimativa del crecimiento de Y (t). Mostraremos que:

d 3 K} 5C,a?
GT0 < (50 0z ) Il = 319wl + (“Fe+ Guiyo + 5 ) ulf,.

En efecto:

Note que: i i
d 2
ET(U = [ (w, w3, + 5EX(t)

y por los pasos 4 y 5 se tendria que:
d 2 K]% 2
G0 <= (~alult + 5 ol

3 Cpa?
8 (3 lall = 190+ (Coity + 57 ) ol

3 K? 5C,a?
= (30 ac) hwtz = s 19wl + (e + o+ 25 i,

Paso 7. Eleccion de ¢ y §. Mostraremos que existen €, > 0 tal que € > 150 y se
cumple que
d
X < = [, w3+ Cr |,
para algunas constantes ; > 0y C; > 0.

En efecto:
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Del paso anterior, necesitamos encontrar €, > 0 tal que:

3
55-—-&6 < O,
> ﬁ05

3
=e>—0 A £ > 1pd
2x

_ 3
oseasic > (2— + n0)6 se cumplen ambos.
(6}
] , 3 1 _
Asi, asumiendod =1ye > B +no+ — | > 0, se tiene que:
« (0%

d 2 2 2
—X(t) < —m [lwelly; = LIVwllz + Cr wllz, ,

dt
donde, )
3 l(f (7(12
e 2 C,=—(-1Le+0O,K d > 0
m = ae 2>0, 1 <a5+pf+ 2) ;
note que n; > 1, entonces —1 < —n
d 2 2 2
= 2 T(t) < —m([Velly + [[welly) + Crlwlly,

2 2
= —m([[(w, w)]l3) + Cr lwlly,
lo que muestra el resultado.

Paso 8. Conclusion de la demostracion. De la estimativa anterior y de (5.17) se tiene
que:

dY
pr (t)

IN

2 2
=1 [(w, wi)ly + Crflwlly,

n
< ‘@‘1“’” +Cy J|wlf3, -

Aplicando la desigualdad de Gronwall se tiene que:

E‘s
[y =

t m
1) < T + 01 [ ), ds

0

lo que equivale a

T(t) <e

0<s<t

t n —s
10 + O s o), [ e
0

Finalmente por (5.17) se tiene que:

By _m 1 1 _m
lw(t), we(t)ll3, < e [[(wo, w) I3, + | — — —e " ) 1 sup [w(s)l3,
51 T m 0<s<t
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lo que muestra el resultado con

n 727?
wt) = Ze A o) = (i - )cl,

A

ya que as(t) — 0 cuando t — o0 y ¢(t) es localmente acotada.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Existencia de un atractor global

Gracias a los resultados anteriores, en esta seccion demostramos el resultado prin-
cipal de la tesis:

Teorema 6.1.1. Suponiendo que las mismas hipodtesis del Teorema 5.2.2, entonces
el sistema dinamico (H,S(t)) asociado al problema (5.2) posee un atractor global
con dimension fractal finita.

Prueba. Como vimos en el Lema 5.3.1, el sistema dinamico (#, S(t)) posee un fun-
cional de Lyapunov estricto denotado por W, por lo que de acuerdo a la Definicién
2.2.41, (H,S(t)) es gradiente. Adicionalmente en este mismo lema se demostré que

y que el conjunto de puntos estacionarios . /" "es acotado en H.

Por otro lado, la Proposicién 5.4.1 muestra que (7, S(t)) es un sistema cuasi-
estable, y ademas como el sistema esta bien colocado segun el Teorema 5.2.2 y
el Teorema 5.2.4, entonces se satisface la suposicion 2.2.54.

Asi por la Proposicion 2.2.55, el sistema dinamico (H, S(t)) es asintéticamente sua-
ve.

Finalmente por el Corolario 2.2.56, (#, S(t)) posee un atractor global A C H carac-
terizado como:
A= 7%A).

Ademas, por el Teorema 2.2.58, como el sistema es cuasi-estable, se tiene que
dicho atractor global posee dimensién fractal finita, lo que muestra el resultado. W
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VIL.

1.

CONCLUSIONES

El estudio de la dindmica a largo plazo de los sistemas de evolucién nos per-
mitiran mostrar la existencia de las regiones compactas de estabilizacién, las
cuales cobran una importancia relevante cuando el sistema proviene de una
ecuacion de la mecanica clasica como lo son los sistemas de ondas amortigua-
das.

En este trabajo se mostrd la existencia de dicha regién de estabilizacion a partir
de la existencia de un atractor global para el sistema dinamico.

Como se vio en el Capitulo 6, el atractor global fue caracterizado por las varie-
dades inestables de los puntos estacionarios tal que:

A= 2.

Este hecho refuerza el concepto fisico de que todo problema de la mecanica
clasica tiende a su estado estacionario.

. La propiedad de cuasiestabilidad para (#, S(t)) fue fundamental ya que nos

permitié concluir que dicho sistema dinamico es asintéticamente compacto y
ademas, que la dimension fractal del atractor es finita.
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VIIl. RECOMENDACIONES

1. Se recomienda para futuros trabajos explorar la existencia de un atractor global
cuando las fuerzas estructurales sobre el sistema son criticas, es decir, en lugar
de considerar la hipétesis

fEI<Crd+1zf7) , 1<p<3
en el sistema (5.1), se recomienda considerar

()] < Cp(1+ 127

Este hecho de considerar la fuerza critica tiene un inconveniente que se debe
explorar en la propiedad de cuasiestabilidad.

2. Se recomienda explorar la localizacion del amortiguador, es decir, en lugar de
considerar a > 0 en (5.1), considerar:

a(x) >0c.s.en )

con a(z) > ap > 0 sobre w C €.
Esta nueva hipoétesis dicta que el amortiguamiento solo funcionara efectivamen-
te sobre un conjunto w en €2, haciendo la disipacion localizada.

3. Serecomienda estudiar el caso en que el sistema (5.1) es expuesto por fuerzas
externas dependientes del tiempo. Este hecho haria que el sistema sea no
autbnomo y se tendria que explorar otros tipos de atractores.
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ANEXOS

9.1.

Matriz de Consistencia

FORMULACION

DEL OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA POBLACION
PROBLEMA
- . Tipo: Por ser nuestro
Problema Objetivo Gene- | Hipétesis General: La investigacion es de | yraaic netamen-
General: ral: tipo basica, pura o fun-
i b.
El sistema ugt — Au+ aur + f(u) = h(z), u =0 damental, pues se uti- | t€ abstracto, no
. . L . i liza las teorias exis- existe poblacion
;Serd  posible | Probar la | en 0L, (ecuacién de onda) posee un atractor glo- | tentes para profundi- )
) ' para p que estudiar.
probar la | existencia de un | bal. zar en ellas, gene-

existencia de un
atractor  global
para la ecuacién
de onda amorti-
guada?

atractor  global
para la ecuacién
de onda amorti-
guada.

Problemas Es-
pecificos:

e ;Sera posible
probar la buena
colocacioén en el
sentido de Ha-
damard para la
ecuacion de on-
da amortiguada?

e ;Sera posible
probar la estruc-
tura  gradiente
del  semigrupo
asociado a la
ecuacion de
onda amortigua-
da?

Objetivos Espe-
cificos:

e Probar la bue-
na colocacién en
el sentido de Ha-
damard para la
ecuacion de on-
da amortiguada.

e Probar la es-
tructura gradien-
te del semigru-
po asociado a la
ecuacion de on-
da amortiguada

Hipotesis Especificas:

e La ecuacién de onda amortiguada esta bien colo-
cada en el sentido de Hadamard.

e La ecuacion de onda amortiguada posee estruc-
tura gradiente.

e E|l semigrupo asociado a la ecuaciéon de onda
amortiguada expuesta a fuerzas estructurales cum-

ple la cuasiestabilidad.

rando nuevos conoci-
mientos o criterios.

Método:

La metodologia usada
es de tipo inductivo -
deductivo tratando de
ser lo mas exhausti-
vo posible en cada de-
mostracion.

Disefio:

La investigacion
que se desarrolla
presenta el disefio
cientifico-tedrico,
mostrando la siguiente
estructura: La
investigacion que se
desarrolla  presenta
el tipo inductivo -
deductivo tratando de
ser lo mas exhaustivo
posible en cada
demostracién. Se
empezard definiendo
los términos basicos

en la formulacién
del modelaje fisico
de las ecuaciones

de la Onda, lo que
permitird entender la
construccion de dicho
modelo expuesto a
fuerzas estructurales.
Se explicara a detalle

la metodologia
matematica que
envuelve a los

espacios de Sobolev
con el fin de poder
probar la  buena
colocacioén (i.e.
existencia, unicidad y
dependencia continua
con los datos iniciales)
para el problema
de la ecuaciéon de
la onda expuesta a
fuerzas estructurales.

Finalmente, se
aplicara diversas
estrategias del
andlisis funcional,
de tal manera que
se pueda probar

la  existencia de
soluciones en el
espacio de fase
(Hg(Q) x L (9)).
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