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RESUMEN

Dentro de los problemas de optimizacion el multiobjetivo es uno de
los mas frecuentes que aparece en las aplicaciones de la Economia, debido
a su naturaleza variable al considerar familias de funciones a optimizar.
Comunmente estos objetivos compiten entre ellos generando conflictos

para obtener buenas soluciones.

La presente tesis pretende describir y comparar dos técnicas usadas en
este tipo de optimizacion, el método NISE y de & — restriccion, para un

modelo de portafolio de Markowitz.

Palabras claves: Métodos de Optimizacion, NISE, € — restriccion, Teoria

de portafolio de Markowitz.
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ABSTRACT

Within the problems of optimization, the multi-objective is one of the
most frequent that appears in the applications of the economy, due to its
variable nature when considering families of functions to optimize.
Commonly these objectives compete between them generating conflicts to
obtain good solutions.

This thesis aims to describe and compare two techniques used in this type
of optimization the NISE and € —restriction method for a Markowitz

Portfolio model.

Keywords: Optimization Methods, NISE, & — restriction, Markowitz

Portfolio Theory.



INTRODUCCION

La optimizacion matematica es un area dentro de las matematicas
gue se encarga de la eleccidon de la mejor alternativa de entre las posibles
para un problema formulado en términos matematicos. Esta area de las
matematicas es muy amplia, debido a la diversidad de situaciones que se
pueden plantear y a las distintas maneras de enfocar la resolucion del

problema.

Los problemas con multiples objetivos son muy comunes en las
areas de Optimizacion. Como los objetivos son generalmente
contradictorios, es necesario utilizar técnicas adecuadas para obtener
buenas soluciones. El area que se ocupa de problemas de este tipo se

denomina Optimizacion Multiobjetivo.

La presente investigacion desarrolla la aplicacion de los métodos de
optimizacién multiobjetivo NISE y & — restricciéon en el modelo de

Markowitz. Para esto se considerara el siguiente esquema:

En primer lugar, se definen algunos conceptos relacionados con el conjunto
de soluciones, como la eficiencia, para entender cual seria la mejor solucion
para este tipo de problemas, se presentara algunas condiciones de
optimizacién de primer orden, incluidas las del tipo Fritz John para
problemas de optimizacion multiobjetivo. También se discutira algunas
condiciones de regularidad y regularidad total, que juegan el mismo papel
gue las condiciones de calificacibn en Programaciéon No Lineal,
proporcionando la estricta positividad de los multiplicadores de Lagrange

asociados con funciones objetivas.



2. Con respecto al modelo de Markowitz, el problema de la seleccion del
portafolio de inversion muestra dos funciones obijetivo, la primera es
maximizar el rendimiento y la segunda, es minimizar el riesgo. En el modelo
de Markowitz se considera el planteamiento del problema cuadratico de
minimizacion del riesgo con dos restricciones. La primera restriccion es el
rendimiento, cuya magnitud de esta cambia en funcion de un parametro. La
segunda restriccion, considerard a la suma de variables de decision igual
al 100%. Con este modelo se obtiene la frontera del portafolio eficiente
considerando el riesgo y el rendimiento en funcion de la covarianza entre

las acciones.

3. Posteriormente, se describen y comparan los métodos de optimizacion
multiobjetivo NISE y &€ — restriccién en el modelo de Markowitz, en las

areas de deteccién comprimida y optimizacién del portafolio.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Descripcion de larealidad problematica

El siguiente trabajo de tesis tiene como finalidad describir y comparar
los métodos de optimizacion multiobjetivo: NISE y € — restriccion aplicada

a la teoria de Portafolio, en particular al modelo de Markowitz, es decir:

El problema abordado es:

min f(x) =x'Qx — u'x 1.1
n
s.a: in =1, x>0
i=1

Donde:

u = (U, ..., Uy €l vector compuesto por los rendimientos esperados de
las inversiones.

Q: matriz de covarianza

f:funcion multiobjetivo  f: R™ - R™

fi: funcion objetivo  f,:R™" - R

Este problema 1.1 se resolverd usando los métodos de optimizacion

multiobjetivo NISE y & — restriccion.

Para la aplicacion del método NISE, el modelo de Markowitz dado en 1.1
sufre la siguiente transformacion; para eso utilizaremos, dos funciones
objetivas:

min fi(x) =x'Qx y max f,(x) = u'x.

El modelo de varianza promedio (MV) de Markowitz que usaremos se

puede formular de la siguiente manera:



max u'x — yx'Qx 1.2

n

s.a:in=1; x=0

i=1
donde y > 0 es una constante de aversion al riesgo, que se puede variar

para obtener el limite eficiente.

Y para el método € — restriccion, el retorno esperado se restringe a un
valor minimo R.
min x'Qx 1.3

s.a: W'x=R

n

in:].; x=>0

i=1

donde R es el valor minimo deseado para el rendimiento esperado. Cuando
un valor es conocido por R dentro del rango donde esta el limite eficiente,
podemos cambiar el menor o igual a igual simplemente, obtener ux = R.
Tal problema es exactamente una aplicacion del método € — restriccion,

dado que la varianza de una variable siempre es no negativa, Q es una

matriz positiva semidefinida.

Nuestro objetivo es, por tanto, presentar y aplicar dos métodos de
Optimizacion Multiobjetivo que no se ha aplicado en el contexto de la
optimizacién del portafolio y comparar sus resultados, sobre el modelo de

Markowitz.



1.2

1.3

Formulacion del problema

Se pretende formular, analizar y resolver las siguientes

interrogantes:

1.2.1 Problema General

¢, Se puede describir y comparar los métodos de optimizacion

multiobjetivo NISE y & — restriccidon para el modelo de Markowitz?

1.2.2 Problemas Especificos

¢, Se puede describir los métodos de optimizacion multiobjetivo NISE

y & — restriccién para el modelo de Markowitz?

¢ Se puede comparar los métodos de optimizacibn multiobjetivo
NISE y & — restriccion para el modelo de Markowitz?

Objetivos de la investigacion

1.3.1 Objetivo General

Describir y comparar los métodos de optimizacion multiobjetivo NISE

y &€ — restriccién para el modelo de Markowitz.

1.3.2 Objetivos Especificos

Describir los métodos de optimizacion multiobjetivo NISE y & —

restriccion para el modelo de Markowitz.

Comparar los métodos de optimizacion multiobjetivo NISE y & —

restriccion para el modelo de Markowitz.



1.4 Justificacién

Dentro del &rea de optimizacion, existen problemas en los que existen
varios objetivos a alcanzar en lugar de solo uno. Estos objetivos a menudo
estan en conflicto entre si y rara vez existe una solucién éptima para todos
los objetivos simultaneamente. Esas son las caracteristicas de un problema
de optimizacién multiobjetivo (POM), también conocido como problema de
optimizacién multicriterio. ElI proceso de optimizaciéon, sin embargo,
pertenece a otro mas general, llamado Toma de Decisiones Multicriterio
(TDMC). Esta distincién entre dos procesos se debe principalmente a las
diferentes areas que trabajan con problemas con mudltiples objetivos
utilizando sus herramientas especificas, como la investigacién operativa y
Economia. Como el proceso TDMC es muy completo, es posible distinguir
los problemas existentes y las areas respectivas que los tratan en dos tipos.
El primero, llamado la division multicriterio, es un area que se ocupa de
problemas en los que el conjunto de soluciones viables es discreto,
predeterminado y finito. En el segundo tipo, llamado Optimizacion
Multiobjetivo, las soluciones viables no se conocen explicitamente, pero

suelen estar representadas por restriccion. (Cohon et al., 1979).

En este proyecto de tesis, presentamos algunos métodos para
resolver problemas de optimizacion multiobjetivo encontrado en (Cohon,
1978)), (Cohon et al., 1979), (Zadeh, 1963) y (Haimes et al., 1971). Tales
métodos consisten en dar solucién al problema multiobjetivo. Lo llamamos
escalarizacion, la transformacion de un problema con varios objetivos en
otro con un solo objetivo. Estudiaremos en este trabajo los métodos de
optimizacidon multiobjetivo NISE y & — restriccion para el modelo de
Markowitz.

Por ejemplo, considere un conjunto de n inversiones que contienen
acciones de empresas, fondos mutuos, opciones y otros derivados. Estas

inversiones tienen riesgos y rendimientos futuros asociados a ellas.
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Queremos saber cuanto debemos invertir en cada uno para que el
rendimiento futuro total sea el maximo posible, y el riesgo, el minimo
posible. En otras palabras, queremos optimizar nuestro portafolio.

Generalmente, las inversiones que brindan el mayor rendimiento esperado
son aquellas que ocasionan mayores riesgos. En la teoria moderna de
portafolio, introducida en (Markowitz, 1952) y eso sera considerado en este
trabajo, el inversor puede elegir una compensacioén entre el riesgo y el
rendimiento esperado del portafolio a través de la curva de frontera

eficiente.

Es asi, que el presente trabajo tiene su justificacion en la aplicacion
practica sobre modelos altamente estudiados considerando problemas

multiobjetivo en particular el estudio del método NISE y € — restriccion.

Limitantes de la investigacién

1.5.1 Tebrica

Al realizar la investigacion tedrica del tema a desarrollar, se ha visto
gue se cuenta con pocos trabajos a nivel nacional, por este motivo, los
trabajos tedricos de referencia son de nivel internacional, los cuales son
obtenidos en su mayoria por medio de articulos cientificos en revistas
especializadas. Es asi como la principal limitacién es el acceso a dicho
material, ya que la mayoria de las revistas consideran un monto a pagar

por sus articulos.

1.5.2 Temporal

Debido a la situacion actual en el pais y en el mundo respecto al
COVID 19, se ha reducido el tiempo de interaccién que tenia con mi asesor
para el proyecto de tesis, lo cambio todo y ahora se analiza todo de forma

virtual a pesar de la dificultad que esto origina.



1.5.3 Espacial

En el pais debido a la situacién actual originado por el COVID-19 y
conforme a los lineamientos establecidos por el Ministerio de Educacion,
dictados en el marco de la emergencia sanitaria para prevenir y controlar el
COVID-19, la presente investigacion se desarrollara de manera virtual
desde casa ya que no podemos ingresar a las universidades e ingresar a

su biblioteca.



2.1

CAPITULO Il
MARCO TEORICO

Antecedentes

2.1.2 Nacionales

Fretel, 1. (2018), en su tesis titulada “Aplicacion del modelo de
Markowitz en el mercado de acciones peruano” de la Universidad
Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM-PERU), presenta un
estudio detallado de la importancia de la diversificacion de los
portafolios en el mercado peruano, considerando que los riesgos
pueden minimizarse si el importe total que se quiere invertir se
divide entre un conjunto de acciones. En el lenguaje coloquial se

dice que no se debe poner todos los huevos en una sola canasta.

La idea es que el inversionista que compra acciones de una
sola empresa, en caso esta empresa quiebre o se devalle, el
inversionista lo perdera todo, su riesgo habrda aumentado y su
rentabilidad habra disminuido. En el caso de que el inversionista
compre acciones de diferentes empresas, su rentabilidad
dependera de la rentabilidad de las demas accionesy el riesgo seria
minimo. Esto indica que los resultados son mas favorables al invertir
en un conjunto de acciones que invirtiendo en una sola. Por ello,
para su mejor representacion el autor utilizo el Modelo de
Markowitz donde se optimizé el portafolio; a fin, de analizar el
porcentaje que se le asign6é a cada accién perteneciente al

portafolio.



2.1.2 Internacionales

Fazzio, N. (2018), en su tesis titulada “Teoria y métodos para
problemas de optimizacion multiobjetivo”, de la Universidad
Nacional de la Plata (Argentina), plante6é en su trabajo que existe
una gran variedad de métodos para resolver problemas
multiobjetivo. La eleccion de un método optimizacion multiobjetivo
debe ser realizada con cuidado ya que no existe un método mejor
gue todos los otros. Cada problema posee sus caracteristicas
propias, por eso, un método puede ser muy bueno para un tipo de

problema e ineficiente para otros.

Raimundo M. (2019) en su articulo titulado “Una extension del
algoritmo de estimacion de conjuntos no inferiores (NISE) para
muchos objetivos”, de la Universidad de Campinas (Brasil), planteo
un trabajo novedoso con un enfoque de optimizacién multiobjetivo
que encuentra un representante del conjunto de soluciones no
inferiores a nivel global, también conocidas como soluciones
Optimas de Pareto, mediante la formulacion de una secuencia de
problemas de escalarizacion del método de sumas ponderadas. El
enfoque se llama MONISE (NISE de muchos objetivos) porque
representa una extensiéon del conocido algoritmo de estimacién de
conjuntos no inferiores (NISE), que se concibié originalmente para
tratar con espacios objetivos bidimensionales. Los resultados
validan la propuesta e indican que MONISE es competitivo, en

problemas convexos y no convexos.
Stefan B. (2019) en su articulo titulado “Un enfoque multiobjetivo

basado en mdltiples escenarios”, del Instituto de Investigacion de

Operaciones e Informatica Empresarial, Escuela de Economia y
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Negocios de Schumpeter, Universidad de Wuppertal, Alemania,
analizé una variante multiobjetivo del conocido Problema del
vendedor ambulante (TSP) y el Problema del reparador viajero
(TRP) para abordar el conflicto clasico entre la minimizacion de
costos (representada por el TSP) y la minimizacion del tiempo de
espera del cliente (representado por el PRT). Al considerar
simultaneamente diferentes escenarios con tiempos de viaje

individuales, se manejo la incertidumbre en los datos de viaje.

2.2 Bases Teoéricas

En esta seccion se presenta las notaciones, definiciones y
resultados importantes necesarios para el desarrollo del trabajo de
investigacion. Para esto, se siguio lo mostrado en [Luc, 1989] y [Sawaragi
et al., 1985]. Ademas, le presentaremos los conceptos basicos de
optimizacién multiobjetivo que se encuentran en [Cohon, 1978], [Kuhn y
Tucker, 1951], [Sawaragi et al., 1985] y [Zadeh, 1963].

La formulacién de un POM generalizado, que se adoptara a partir de ahora,

se describe de la siguiente manera:

min f (x) = (fi (), 2(x),..., fp(x))’ (2.1)
sa:g1(x)<0,...,gm(x) <0,

donde p es el numero de funciones objetivo, cada g;: R"* » R es una
funcién de restricciony f: R™ — RP es una funcidon conocida como funcion
multiobjetivo. Cada f;,: R" ~ R define una funcion objetivo.

El conjunto viable del problema, por lo tanto, se definira como:

X=1{x/ gi(x)<0,i=1,...,m}.
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2.2.1 Ordenes parciales y conos convexos

Una relacion binaria A en RP es un subconjunto del producto RP x RP . Por
tanto, se dice que un elemento x € ‘RP esta relacionado con y € RP por
Asi(x,y) € A.

Definicion: Sea A una relacion binaria en RP . Decimos que es:

(i) reflexivo, si: (x,x) € A, Vx € RP

(ii) antisimeétrico, si: (x,y) €Ay (y,x) EA - x=y Vx,y€ERP
(iii) transitivo, si: (x,y) EAy (y,z) €A - (x,z) €A Vx,y,z € RP
(iv) conectada, si: (x,y) € Ao (y,x) €A Vx,y € RP conx #y
(v) lineal, si:

(x,y)e A-> (tx + z,;ty + z2) €A Vx,y,z €RP yt> 0.

Un orden parcial es una relacién binaria que tiene las propiedades (i), (ii)
y (iii). Si, ademas, se satisface la propiedad (v), decimos que el orden
parcial es lineal. Cuando un orden parcial satisface la propiedad (iv), se

llama orden total.

Definicion: € € RP es un cono si tx € C siempre que x e C, Vt> 0.

Decimos que un cono C es puntiagudo, siC N —C = {0}.

Proposicion: SiC < RP es un cono convexo si, y solosi,C +C < C.
Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Rodrigues, 1992, p. 23].
Proposicion: Si A una relacion binaria en RP . A es un orden lineal parcial
si, y solo si, existe un cono convexo puntiagudo € < ‘R? tal que

(x,y) E A >y —x €C.

Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Rodrigues, 1992, p. 24].
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Las siguientes dos definiciones son fundamentales para comprender la

naturaleza de un problema generalizado de optimizacién multiobjetivo.

Definicion: Sea Y € RP,C < RP un cono convexo puntiagudo y <. el
orden lineal parcial inducido por C. Un punto x € Y es el punto ideal

minimode Y, si x <, y paratodoy € Y.

Definicion: SeaY € RP,C < RP un cono convexo puntiagudo y <. el
orden lineal parcial inducido por C. Un punto x € Y es un punto minimo en

Ysinoexistey € Y\ {x}talquey <. x.

Cuando el orden en cuestion es total, los conceptos de punto minimo
ideal y punto minimo coinciden. Esto ocurre, por ejemplo, cuando el cono
convexo puntiagudo es el conjunto de numeros reales no negativos, R,,y
el orden lineal parcial inducido es el de <. Sin embargo, al considerar
ordenes parciales, es posible que no exista un punto minimo ideal. Esa es
la razon porque el concepto de punto minimal es importante cuando se trata

de dérdenes de este tipo.

Denotamos por min;Y al conjunto de puntos minimos de un
conjunto Y € RP y por f (X), el conjunto formado por los valores obtenidos

por la evaluacién de la funcion multiobjetivo f en los puntos x € X.

Por tanto, un problema generalizado de la Optimizacién Multiobjetivo con
respecto a los conos consiste en encontrar los puntos x € X talque f (x) €
min. f (X). En la literatura, es conocido como el problema de optimizacion
vectorial. En patrticular, la presente investigacion estuvo dedicado al caso

enelque ¢ = RY.
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2.2.2 Optimizacién Multiobjetivo

Definicion: Una solucidén x* € X es eficiente si no existe otro punto x € X

talque f (x) = fF (DY f(x) # f (x7).

Si un punto viable no satisface la definicion, se denomina ineficiente.

Definicion: Una solucion x* € X es local eficiente si hay § > 0 tal que, x*
es eficienteen X N N (x%, §), donde:
Nx8) ={ylye R%|x — yll < 6}

Definicion: Una solucidon x* € X es débilmente eficiente si no existe un

punto x € X, talque f (x) < f (x™).

Definicién: Una solucién x* € X es local débilmente eficiente, si existe un

0 > 0 tal que x* es débilmente eficiente, si X N N (x*, 6).

Definicién: Un cono linealizado de X enx € X es el conjunto dado por:
L<s Xx) ={yIVg(x)y <0,i € A(x)},
donde A(x) = {i|g; (x) = 0} es un conjunto de indices de las

restricciones evaluadas en x.

Recordando ahora la condicion de calificacion de Kuhn y Tucker
(CQKT) [Kuhn y Tucker, 1951], que utiliza la definicion de auto eficiencia
(propiamente eficiente).

Definicion: Se dice que el conjunto de restricciones X satisface la
Condicion de Calificacion de Kuhn Tucker (CQKT) si, para cada x € X tal
que A (x) # @, toda direccion d que satisface Vg;(x)'d < 0, j € A (x), es

tangente a un arco diferenciable contenido en X.
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Definicion: [Kuhn-Tucker]

Si las funciones: fi,,k = 1,...,p,y g;,i = 1,...,m, son diferenciables y que
cumplen con CQKT. Una solucién eficiente x* € X es propiamente
eficiente si ocurre uno de dos casos:

()SiAXY) = 0,Jf(x)d < 0yJf (x*)d # Oparaningind € R".

(2) SIA(x") # @, ]Jf (x*)d < Oparaningind € L. (X,x").

Para excluir soluciones efectivas de este tipo, Geoffrion modificé la
definicion de su eficiencia propia, restringiendo aiun mas el numero de
soluciones eficientes consideradas como propias. Esta nueva definicion de

auto eficiencia se muestra a continuacion

Definicién: [Geoffrion] Una solucion eficiente x* € X es propiamente
eficiente, si existe M > Otal que paracadai= 1,...,py cadax € X se

cumple que si f; (x) < f; (x*), existe al menos un j # i tal que f; (x) >

i)y fitx™) = fi(x) = M(f; (x) — f; (x7)-

Definicidon: Una solucion eficiente x* € X es local propiamente eficiente,

si existe un § > 0 tal que x* es propiamente eficiente en X n N (x%, 6).
Asimismo, en [Isermann, 1974], el autor demostr6 que cuando el

problema multiobjetivo posee funciones objetivas y restricciones lineales,

todas las soluciones eficientes son propiamente eficientes.

El conjunto de soluciones eficientes para un POM se denomina
frontera eficiente. En la literatura, la frontera eficiente se llama a menudo
Frontera de Pareto. Dependiendo del problema, podemos ver este
conjunto graficamente, en el espacio objetivo. El espacio objetivo difiere de
espacio de decision, que se define por las variables de decision del

problema, de la siguiente manera: los ejes estan representados por las
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funciones objetivo del problema, por lo tanto, cada punto en este espacio
tiene sus coordenadas definidas por los valores de las funciones objetivo-
evaluadas en un punto del espacio de decision.

Sea el conjunto X = {f (x) | x € X}. Tal conjunto corresponde al
conjunto viable en el espacio objetivo. Los puntos A y B son ejemplos de
soluciones eficientes y C, de una solucion inferior. Estrictamente hablando,
Ay B son puntos en el espacio de decision, deben ser representarse como
f(A) vy f (B) en el espacio objetivo. La parte del grafico donde la linea es
mas gruesa constituye la frontera eficiente. Al fijar un punto en esa curva,
no es posible moverse a otro punto viable disminuyendo simultdneamente
las dos funciones objetivo, o al menos disminuir el valor de una funcion y
dejando la otra con el mismo valor. También es facil ver que C es una
solucién ineficiente, pues podemos mejorar los valores de las funciones

objetivo-individuales moviéndonos hacia la izquierda y / o hacia abajo.

4

f2

A fronteria eficiente

f

Figura 2.4: Espacio objetivo.

cC—®. | B

Fuente Rodrigues S. (p. 9)

De la figura 2.4, podemos concluir facilmente que un punto viable x
es eficiente si, y solo si, (f (x) — R®Y) n X = {f (x)}; es decir, no existe
direccion desde f (x) en el sentido del ortante no positivo de RP que

conduce a un punto viable en el espacio objetivo diferente de f(x).
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Examinando el punto C, vemos que hay varias direcciones partiendo
de C en la direccién del ortante no positivo que conducen a otros puntos
viables; moviéndose a cualquiera de ellos, se podria mejorar el valor de
alguna funcién objetivo, manteniendo las otras con un valor, como maximo,
igual. A menudo, queremos obtener no solo una solucién eficiente, sino
toda la frontera eficiente, o al menos una aproximacion de esta. Aunque
hay varias soluciones eficientes encontradas en el problema, sabemos que
solo se elegird una al final. Esta solucion elegida se llama la mejor solucion
de compromiso. La relacion entre la cantidad que debe aumentarse para
una funcién objetivo para que otro objetivo disminuya se llama tradeoff. Las
soluciones comerciales y eficientes son dos tipos de informacién importante
para que el tomador de decisiones elija la mejor solucién de compromiso.
Usando el razonamiento de Zadeh [1963], dado un punto viable x, podemos

definir tres conjuntos disjuntos en el espacio de decision R™:

Q) =IfOM=fEFO) #* )}
Q*() =IfO=f®h
) =WIfOMESyfO) * f}

El primer conjunto, Q<(x), contiene todos los puntos que son
mejores que x, es decir, todos los vectores que tienen valores de funcion
objetivo evaluados en ellos menores o iguales a los de x, siendo
estrictamente menor en al menos una de las funciones. Decimos que un
punto y de este tipo es superior en relacién a x. El segundo conjunto, Q=(x),
contiene todos los puntos que son inferiores a x. El tercer conjunto contiene

todos los puntos no comparables a x.

Zadeh sefial6 que cualquier vector del R™ pertenece a uno de estos tres
conjuntos. Entonces tenemos que R™ = Q<(x) U Q=(x) U Q~ (x).
Observamos, que para una solucion viable x para ser eficiente es necesario

y suficiente tener X N Q<(x) = @.
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2.2.3 Condiciones de optimalidad

Consideremos primero el caso en el que el problema multiobjetivo no

tiene restricciones, es decir, X = R™. Tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon: Six* € R™ es una solucién local débilmente eficiente, por lo
gue no existe un d € R" tal que
Vfi (x)'d < 0,V;=1,...,p.

Demostracion: Suponer que x* es una solucion local débilmente eficiente

y que ocurre para alguna direccion d € R™. Entonces, tenemos que
Jr(x™)d < 0.

Como la funcion objetivo es diferenciable y al Teorema del valor medio,

tenemos que, para todo € > 0, existe uno s € ]0,1[ tal que:

fx* +ed) = f(x) + e (x* + sed)d.

Como todas las funciones objetivas son continuamente diferenciables,
tenemos que, para todos e > 0 suficientemente pequefio, Jf(x* +
sed) d < 0, por lo tanto, f (x* + ed) < f (x). Esto contradice el hecho de

qgue x* ser una solucién local débilmente eficiente.

Definicién: SerY < R9. Un cono tangente aYeny € cl(Y) este dado
por
TY,y)={w € R1|13{w,} > w,3{t,}! Otalque y + t,t, €Y}

El cono tangente es una aproximacion del conjunto Y alrededor del punto

y por rectas tangentes a dicho conjunto, siempre sera cerrado. Sin

embargo, el cono tangente puede no ser convexo.

18



Proposicién: Si x* € X es una solucion local débilmente eficiente,

entonces T (f(X N N), f(x*)) n—RE, = @, para alguna vecindad N de x*.

Demostracion: Suponer que x* € X es una solucion local débilmente
eficiente. Por contradiccion, dado n € N, suponga que existe
zn € T(f (XN N (x%,1/n)),f (x)) n —RY,.

Entonces existen secuencias {z,} = z, {tx} | Oyx, € X n N (x*,1 /n)
tal que:
f(x*) + tyzi = f (x) para cualquier k € N.

Sea klo suficientemente grande para tener zz € —R%, y definir x,: = xz.
Asi que tienes {x,} - x*yf (x*) — f (x,) € RY,, contradiciendo la

suposicion inicial.

Proposiciéon: Si x* € X es una solucién local débilmente eficiente se
cumple para alguna vecindad N en x* € X, entonces la condicion
maxy [Vfi (x*)'w] = 0 (2.2)

se verifica portodow € T (X, x").

Demostracion:

Sea w € T (X,x*). Entonces existen secuencias {w,} - wy{t,} ! 0 tal
que x, = x" +t,w, € X. Ademas, x,, € N por n suficientemente grande.
Sea d,:= t;* (f (x,) — f(x)).

Entonces tenemos d, = Jf(x")w, +€,, con{€,} » 0 . Entonces
tenemos d,, = Jf(x)wy f (x,) =f (x*) + t,d,, 10 que garantiza que

JrxDw € T(f (X n N), f (x7)).
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Las siguientes condiciones utilizan conceptos de cono tangente y cono
linealizado. Recuerde que el cono linealizado de X en un punto x* € X Es
dado por

LeX,x") = {y Vg (x)'y < 0,i € A(x")},

Donde A (x*) = {i|g;(x*) = 0} es un conjunto de indices de las

restricciones activas en x*.

Definicion: Un cono linealizado débil de X en x* € X es el conjunto dado
por:

Le(X,x™) = {y|Vgi (x)'y < 0,i € A(x")}
El cono débil linealizado de X en x*e€ X es un conjunto abierto. Ademas,
tenemos que: L .(X,x*) < int (L< (X,x")).

Proposicién: Sea x* € X. Entonces tenemos:
L.(X,x") € T((X,x*) € Lo (X,x").

Demostracion:
Primero, probaremos que T (X,x*) S L. (X,x").
Seaw € T (X,x"). Entonces, existen secuencias
fw,} » wy{t,} ! Otal que x,,: = x* + t,w, €X.
Por lo tanto, para todosi € A (x*), tenemos.
0 =ty (9 () — 9 (X)) = Vg (x7) 'Wy + €y,
con {€,,} — 0. Tomando el limite, obtenemos Vg; (x*) 'w < 0.
Ahora probaremos que L.(X,x*) € T (X,x").

Seaw €L .(X,x"),{t,} ! Oyx,: = x" +t,w,.

Considerari € A (x*). Entonces tenemos que w,, > w,

219 () =ttt g () + Vg ()Y + €, - Vg (x)'w < 0.
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Parai & A (x*), por la continuidad de g;, tenemos g; (x,) - g; (x™) < 0.
Entonces existe un n, lo suficientemente grande tal que, para todon >

ng, X, € X. Considerando las secuencias con indices iniciales igual a n,

Podemos concluirque w € T (X, x™).

Proposicién: Si x* € X es una solucion local débilmente eficiente,
entonces el sistema:

Vi x)'w <0, k=1,..p,

Vgi(x")'w < 0, V;€A(x")

no tiene solucion w € R™.
Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Cohon, 1978, p.152]

La proposicion anterior junto con el teorema alternativo de Motzkin
permiten el desarrollo de condiciones tipo Fritz John para la optimizacion

multiobjetivo.

Proposicion: [Teorema alternativo de Motzkin] Ser ay, b;,c; € R",conk €
IS #+ @,i € IFyj € I7,Do6nde I<,I= y I~ son conjuntos de indices finitos.
Entonces, el sistema.
aw <0,k €I,
biw <0,i € I5,
cjw <0,j €17,
no tiene solucién si, y solo si, hay nimeros A,k € I<, no todo nulo, g;,i €
I5,y6;,j € I7, tal que:
Z Akak+20ibi + Z 0;c;i = 0,
kel< iers JEI=

M =0,k€l< 0 =0,i €I

Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Cohon, 1978, p.156]
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Proposicioén: [Condiciones de Fritz John para POM (FJPOM)]

Si x* es una solucion débil y eficientemente local, entonces existe 1 €

RP y u € R™ no todo nulo tal que.

14 m
Z M Vi (x™) + 2 piVgi(x*) =0,
k=1 i=1

,ul-gi(x*) =0,i=1,..m, (23)
MA=0k=1.,p,u;20,i=1,..,m

Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Cohon, 1978, p.158]

Definicion: El conjunto de restricciones X satisface la Condicion de
calificacion de Abadie (CQA) en x* € X, si:
L.(X,x*) € T(X,x").

Proposicion: Si se verifica las CQA y x* € X es una solucion débilmente
eficiente, entonces el sistema.

Vhi(x)'w<0,k=1,..,p,

Vg;(x*)'w < 0,V;€ A(x™)
no tiene solucion w € R™.

Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Cohon, 1978, p.159]
Proposicion: Si se verifica las CQA y x* es una solucion débilmente
eficiente, entonces existe vectores A 20, no nulo, y u > 0 satisfaciendo las

condiciones de Fritz John para POM.

Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Cohon, 1978, p.162]
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2.2.4 Método de optimizacion multiobjetivo: NISE

El método NISE (Estimacién de conjuntos no inferiores) es un método
propuesto en [Cohon et al., 1979] para obtener una buena aproximacion de
la frontera eficiente para problemas donde el conjunto factible en el espacio

objetivo es convexo.

En [Cohon, 1978], se presenta en detalle un algoritmo que implementa
este método para la resolucion de problemas con dos objetivos y, con

algunas modificaciones, para problemas con mas de dos obijetivos.

Descripcion del método

Para explicar mejor el método, considere un problema de dos
funciones obijetivo, f; y f,, donde el conjunto viable X es convexo en el
espacio objetivo. Supongamos que encontramos dos soluciones eficientes,
Ay B. Entonces, el segmento de linea que conecta Ay B en el espacio
objetivo es viable y puede ser eficiente o ineficiente.

- Si es eficiente, moviéndose en la direccion del ortante no positivo,
estamos fuera del conjunto viable del problema.
- Si es ineficiente, moviéndose en la misma direccién, habra puntos

correspondientes a soluciones eficientes.

Al igual que con muchos otros métodos que utilizan problemas
reducidos, NISE inicia optimizando cada objetivo individualmente. Luego
NISE utiliza el problema de pesos con pesos w,, w, > 0 tal que —w; /w,
es igual a la pendiente del segmento de recta que conecta A y B en este
caso, los pesos son estrictamente positivos, por lo que ninguna funcion se

vuelve a optimizar individualmente.
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La solucién optima al nuevo problema de peso correspondera al
punto C; tal solucién, ademas de ser Optima, es también una solucion

eficiente al problema de mdltiples objetivos.

b

f2

B fi

Figura 2.5: Método NISE
Fuente Rodrigues S. (p. 31)

La precision del acercamiento a la frontera eficiente es controlada
por un valor predefinido por el analista, llamado error maximo permitido. En
cada iteracion del método, lo que se llama error maximo posible para cada
par de soluciones eficientes adyacentes encontradas hasta ahora. El
algoritmo se detiene cuando el error de cada par es menor o igual que el

error maximo permitido.

Para comprender mejor el concepto de error maximo posible,
consulte la Figura 2.6. Las pendientes de las rectas D y E se obtuvieron a
través de los pesos utilizados en los problemas de peso para encontrar los
puntos A y B, respectivamente. Sabemos que ningun punto viable esta a la
izquierda de la linea D ni debajo de la linea E; caso contrario, Ay B no
serian puntos correspondientes a las soluciones 6ptimas a los problemas
de ponderaciones considerados en iteraciones anteriores. Entonces, el
punto C, ubicado en la interseccion de la recta D y E, es un limite inferior
para la parte del borde eficiente ubicada entre los puntos Ay B. Para
encontrar un limite superior, simplemente tome el segmento de linea que

conecta Ay B. Como X es convexo, los puntos de este segmento
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corresponden a soluciones viables al problema multiobjetivo. Por tanto, el
maximo error posible sera la altura del triangulo formado por los puntos 4,
ByC.

f2

recta

recta E

Error maximo posible fi

»>

Figura 2.6: Error maximo posible.

Fuente Rodrigues S. (p. 31)

2.2.5 Método de optimizacion multiobjetivo: &€ — Restriccion

El método de e-restriccion es bien conocido. Consiste en minimizar
un solo objetivo mientras los demas se incorporan al conjunto de
restricciones del problema, estando restringidos por los valores de los
componentes de un vector ¢ € RP~1, previsto a priori. Este enfoque de
optimizar una funciéon objetivo mientras se incorporan otras en las
restricciones parece haber sido sugerido inicialmente en [Marglin, 1967]
posteriormente [Haimes et al., 1971] presenté una nueva formulacion para
un problema que involucra dos funciones objetivo, el método de
€ —restriccion es un método cuyo objetivo es obtener una aproximacion

eficiente a la frontera del problema.
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Descripcion del método

El problema (2.1) escalarizado en relacion con el objetivo k, usando
este método con un vector ¢ € RP~1, se convierte en el siguiente
problema:

Py (€): min fi(x)
s.a:fiix) <€, j=1,..,p, j*k (2.4)

gix) <0, i=, ..,m.

Se elige la funcion objetivo que se minimizaré a priori, como el vector
¢ € RP7L, que se considera un pardmetro del método. Satisfaciendo
algunas condiciones que seran discutidas en la siguiente subseccién, una
solucion éptima al problema escalar (2.4) puede ser una solucion eficaz al
problema (2.1). Una de las condiciones necesarias para que esto suceda
esta relacionada, en primer lugar, con la viabilidad del problema. Para que
existan soluciones viables, es esencial que el vector ¢ € RP™! se elige
correctamente, de modo que haya al menos un punto x satisfaciendo las

restricciones del problema.

La figura 2.7 (a) muestra un ejemplo de un problema con dos
funciones objetivos donde se aplica el método. En este caso, el vector € es
unidimensional y permite la viabilidad. La parte sombreada del conjunto
X corresponde al conjunto viable del problema (2.4) en el espacio objetivo.
El punto A en la figura corresponde a la solucion 6ptima de (2.4). Ademas,
el punto A pertenece a la frontera eficiente del problema multiobjetivo; por

lo tanto, la solucion 6ptima de (2.4) en este caso, es una solucion eficaz.

La figura 2.7 (b), a su vez, muestra un ejemplo del mismo problema,
siendo que, en este caso, la eleccidn de € genera un problema escalable
gue no es viable. Otra condicidon necesaria para una solucién optima de

(2.4) es eficiente es que todas las restricciones relacionadas con las
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funciones objetivo se satisfacen con igualdad. Si no es asi y hay mas de
una solucién optima, es posible que algunas de estas soluciones no sean
eficientes.

La figura 2.7 (c) muestra un ejemplo de tal caso. En esta figura, los
puntos A, B y C son soluciones Optimas para (2.4), pero solo el punto C es
eficiente. En este método, lo que hacemos es elegir alguna funcion objetivo
fi para ser minimizada y tratar de obtener una aproximacion de frontera
eficiente a partir de las soluciones Optimas de (2.4) para diferentes

pardmetros de entrada e.

4

f2 f2

>

4 fi

(a) Solucién optima de P;(€) (b) Inviavilidad de P; (€)
eso es eficiente

>

b

f2

el

>

fi

(¢) Solucion optima de Py (€)
que son inferiores

Figura 2.7: Método ¢ —restriccion

Fuente Rodrigues S. (p. 33)
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Relacion con el problema multiobjetivo

A continuacion, presentaremos algunas relaciones que implican soluciones
eficientes al problema multiobjetivo, soluciones Optimas al problema NISE
y €-restriccion, asi como las relaciones entre las condiciones de Fritz John

para los tres problemas.

Proposicién: x* es una solucién eficiente al problema multiobjetivo si, y

solo si, x* resuelve Py (¢*),con g = f; (x*),j # k,paratodosk = 1,...,p.

Demostracion: Ver la prueba de la proposiciéon en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 656].

Por lo tanto, por el resultado anterior, tenemos una condicién
necesaria y suficiente para que una solucién sea eficiente. Sin embargo, en
la practica, este resultado puede no ser de mucha utilidad, ya que es
necesario comprobar la optimalidad de x* para todas las p funciones

objetivo.

Proposicion: Si x* una solucion Optima unica de Py (¢*), con € =
fj (x*),j # k, para un determinado k. Entonces, x* es una solucion

eficiente al problema multiobjetivo.

Demostracion: Ver la prueba de la proposicién en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 657].

Proposicion: Si x* es solucion optima de Py (€*),con€; = f; (x*),j # k,
para un determinado k y las funciones objetivo y de restriccion son todas
convexas. Entonces, existe un vector w > 0 tal que x*es una solucion

Optima de P (w).
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Demostracion: Ver la prueba de la proposicién en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 659].

Proposicion: Si x* es solucion optima de P (w) para un vector dado
w = 0, Donde w;, > 0 para un determinado k. Entonces, x* es la

solucion optima de Py (¢7), cone; = f; (x),j # k

Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 662].

Para una mayor claridad de resultados posteriores, presentamos las
condiciones KKT para problema de ¢ - restriccion (KKT,), mostrando que

son necesarios, en determinadas condiciones, para garantizar la

optimalidad de Py (¢).

Proposicion: [Condiciones KKT para P(€) (KKT,)]

Si ff(x),j=1...,p , Yy gix)i=1,...m , son funciones
continuamente diferenciablesy x € X n {x |fj(x) < ¢,j =1,...,p, j # k
es un minimo local de P, (¢) para un determinado k y alglin e € RP~1y
alguna condicion de calificacién en x, entonces existen multiplicadores

A =20, =1...,pj # k, y uy; = 0,i=1,...,mtal que:

fil) + ) AVFG) + ) 17g,() = 0 (25)
jEk i=1

(i) —€)=0j=1..pj*k (2.6)
uigi (x)=0,i=1,...,m, (2.7)

Demostracion: Ver la prueba de la proposicién en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 663].
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Proposicién: Supongamos que x*es una solucion propiamente eficiente
de POM (2.1). Sea k € {1,...,p}. Supongamos que los gradientes de las

restricciones P, (¢") , con ¢ = f; (x),j # k evaluadas en x* son

linealmente independientes y que todas las funciones f; y g; son
continuamente diferenciables. Entonces, x* resuelve P, (€) y satisface las
condiciones KKT, (2.5) - (2.7) con (4,u) = 0 para Py(e").

Ademas, todos los multiplicadores de Lagrange asociados con las

restricciones f;j(x) < ¢€;,j # k, de P,(e*) son estrictamente positivos.

Demostracion: Ver la prueba de la proposiciéon en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 665].

Presentamos ahora la relacion entre las condiciones de Fritz John para el
problema multiobjetivo y las condiciones KKT, (2.5) - (2.7) al problema de

e-restriccion.

Proposiciéon: Si x* € X es débil regular, entonces x* cumple con las
condiciones KKT, (2.5) - (2.7) para P, (¢*), donde ;= f; (x*), j # k, para
todo k tal que 4, > 0, siendo este el multiplicador de Lagrange de FJPOM

(Fritz John) asociado con la k — ésima funcion objetivo.

Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 666].

Proposicién: Si x* € X cumple con las condiciones KKT, para P, (¢*),

donde €; = f; (x*) = j # k, entonces x” es regular deébil.

Demostracion: Ver la prueba de la proposicién en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 666].
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Colorario: x* € X es débil regular si, y solo, si x* cumple con las

condiciones KKT, para Py (¢*), donde ¢/ = f; (x*), j # k.

Demostracion: Ver la prueba del Colorario en [Giorgi y Guerraggio, 1992,
p. 667].

Proposicion: si x* es una solucion optima de P, (¢*), donde g =
fj (x*),j # k, paraundeterminado k, ademas todas las funciones objetivo
y de restriccion son convexas y los gradientes de las funciones de
restriccion P, (¢*), evaluados en x* son linealmente independientes (por lo
tanto, x* cumple con las condiciones KKT. para P, (€¢*)). Supongamos,
entonces, que los multiplicadores de Lagrange de las condiciones KKT¢
asociado a las restricciones f;(x) < €;, j # k, son estrictamente positivos.
Entonces, x* es una solucién propiamente eficiente al problema

multiobjetivo.

Demostracion: Ver la prueba de la proposicion en [Giorgi y Guerraggio,
1992, p. 670].

2.2.6 Optimizacién de Portafolio

Considere un conjunto de n inversiones que contengan acciones de
la empresa, fondos mutuos, opciones y otros derivados. Estas inversiones
tienen riesgos y rendimientos futuros asociados a ellas. Deseamos saber
cuanto debemos invertir en cada uno para que la rentabilidad futura total

sea la maxima posible, y el riesgo, el minimo posible.

Para calcular el riesgo de nuestro portafolio, primero calculamos la
varianza. Usamos el hecho de que Var (r,) = Cov (13,7,), donde Cov (r;,

7;) es la covarianza entre dos variables calculada como:
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(ra = EG@). (11— E()) + -+ Gir — EGiy) Gjr — EG)
T—-1

Cov (rl-, rj) =

Después de algunos resultados, obtenemos la siguiente férmula para la

varianza del rendimiento de un portafolio dado cualquier r, = Y, x;7;,

donde x; es la proporcion invertida en la inversion i:
Var (1,) = Xie x;% Var(n) + Xy Yo x5, Cov(ry,17), L # j

0 equivalente,
Var (r,) = x'Qx,

dénde Q es la matriz de covarianza.
Modelo de Markowitz y optimizacion multiobjetivo

Seau = (uy,...,14n)" €l vector compuesto por los rendimientos esperados
de las inversiones. Tenemos, dos objetivos: minimizar f;(x) = x'Qx y
maximizar f,(x) = u'x. De esta forma, podemos utilizar la teoria y los
métodos de Optimizacibn Multiobjetivo para resolver problemas de

Optimizacion del Portafolio.

El modelo de varianza promedio (MV) de Markowitz que usaremos se

puede describir de varias maneras formas, siendo una de ellas la siguiente:

max u'x — 6x'Qx

n

s.a:Zx1 =1 (2.8)

i=1
donde § > 0 es una constante de aversion al riesgo, que puede ser
variada para obtener la frontera eficiente. Otra formulacién bien conocida

se da restringiendo los retornos esperados a un valor minimo:
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min  x'Qx

s.a: u'x >R, (2.9)

xi=1

n
i=1

donde R es un valor minimo que se desea para el retorno esperado.
Cuando se conoce un valor para R dentro de la frontera eficiente, podemos
cambiar el menor o igual por igual solamente, si obtenemos u'x = R. Tal

problema es exactamente una aplicacion del método de g-restriccion.

Dado gque la varianza de una variable es siempre no negativa, Q es una
matriz semidefinida positiva. Por tanto, este es un problema de
Programacion Cuadréatica Convexa, y por tanto las condiciones KKT son

condiciones 6ptimas necesarias y suficientes para este caso.

Otra forma de resolver el problema es restringir a otra funcién objetivo,

obteniendo el siguiente problema de Programacién No Lineal:

max u'x

s.a: x'Qx = a2, (2.10)

n

inzl

i=1

Dénde &2 es un valor maximo deseado para la varianza de la solucion.
Restringir la varianza del portafolio a un valor predefinido es un criterio que
se utiliza cuando queremos conocer el error de seguimiento de un portafolio
en relacion con un indice previamente elegido. El error de seguimiento, a
su vez, es una medida de qué tan cerca esta el portafolio en relacién con
un portafolio de referencia xz. El error de seguimiento del portafolio x en

relacion con xg, puede ser definido como:
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TE(x) = \/(x —xp)'Q(x — xp).

A su vez, el exceso de retorno del portafolio x en relacion con xz es dado
por u’ (x — xg). Asimismo, el problema (5.14) puede ser substituido por otro

exceso de rendimiento o error de seguimiento:

max u'(x —xg)

s.a: (x—2xp)'Q(x —xp) <TE? (2.11)

n

inzl

i=1
dénde TE es un valor predefinido.

En [Jorion, 2003], el autor sefiala que los rendimientos histéricos son
medidas enormemente ruidosas para el rendimiento esperado y que es
posible que los inversores no puedan o ni siquiera deseen determinar un
rendimiento esperado minimo aceptable y una constante aversion al riesgo.
Segun Jorion, es mucho mas facil restringir el riesgo del portafolio. Como
la restriccion de error de seguimiento es cuadratico y convexo, se puede
reescribir de tal manera que el problema (2.11) se convierte en un problema
de optimizacion cénica y las técnicas para este tipo de problemas pueden

ser usadas adecuadamente.

Restricciones del tipo x > 0 se puede agregar al problema si la venta fuera
descubierta en la solucion. Como se puede ver en la féormula de varianza
del portafolio, a medida que aumenta el niumero de inversiones, el nimero
de términos que implican la covarianza entre variables es mucho mayor
gue el nimero de términos que implican la varianza de una variable. Por
tanto, quienes tienden a dominar las sumatorias son la covarianza. Cuantos

menores sean, menor sera el riesgo de nuestro portafolio. Una forma de
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intentar diversificar es agregar restricciones de limite a inversiones del
mismo sector, por ejemplo:

Xi < My,

i pertenece
al sector k

También podemos agregar restricciones que involucren costos de

transaccion. Tales restricciones pueden ser del tipo:
X1+ tx, + t(x) +.. +E(xy) < b,

donde t es una funcion de x; definido por el corredor y b es el presupuesto
actual disponible. Tenga en cuenta que la funcién t puede ser convexo o
no, lo que puede hacer que el problema de optimizacion de portafolio sea
no convexo. Los costos de transaccion también se pueden considerar en la

funcién objetivo de la siguiente forma:

n n
maXZ#ixi - E kilx; — x{
i=1 i=1

donde x° es el portafolio existente.
Frontera eficiente riesgo — retorno

Podemos reescribir (2.7) como
min  x'Qx
s.a: A'x = B,

Donded = (u 1), 1= (1..1)y B’=(R).

1
El sistema KKT para el problema a anterior viene dado por:

{ZQx + Al =0
A'x =B,

donde 4, = (4; A,)". si la matriz Q es definida positiva, es decir, la

varianza del portafolio es siempre estrictamente positiva.
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Definiendo A = —1/24, y resolviendo la primera ecuaciébn para x ,
obtenemos:
x=Q A2
La segunda ecuacion, a su vez, se convierte en:
A'Q7'AA = B = 1 = (A'Q"1A)"'B=H1B,

donde H = AQ 'AyH = (AQ7'4) = A QYA =AQ'A=H ;
luego, H es una matriz de 2x2 simétrico. Usando las expresiones anteriores

para reescribir la varianza, obtenemos:

Var (r,) = x' Qx = x'QQ™* A1l = x’AAl = (A'x)H"*B =B'H'B.

(a b)=>H‘1— 1 (c —b)
b ¢ T ac—b2\-b a

Definidad = det (H) = ac — b?>. Como H = A'Q1 A, es facil ver que:

Sabemos que

=
Il

a = 'u’Q_llu’ b = M’Q_liz i’Q_lu c = i’Q_li

Como Q es definida positiva, @~ también lo es; luego, a> 0yc > 0.
Como Q™! es definida positiva, tenemos que:
(bp — al)'Q *(bu — al) = bba — abb — abb + aac = a(ac — b?) =

ad > 0,comoa > 0,tenemosd > 0.

Utilizando H para reescribir la varianza, obtenemos:

% —1(R 1)(c _b)(R)—l(RZ 2bR + a)
ar(rp)—d b 4 1—dc a).
Por lo general, la varianza de un portafolio x,, es denotada por o, y su
desviacion estandar, por g,. Por la ecuacion (5.1), concluimos que la
grafica de varianza en funcion del rendimiento en el espacio (o2, R) es una

parabola. Sin embargo, en el espacio (g, R), el grafico es el lado derecho
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de una hipérbola, como veremos a continuacion. La formula para el grafico
en el espacio (o, R) es dado por:
, CR?—2bR+a cR?>—2bR+d/c+b*/c
» = d B d
Dividiendo el lado izquierdo por 1 /c y el lado derecho por c¢/c?, obtenemos
o5 CcR?*—2bR+d/c+b?/c

— = i =(R—b/c)*d/c* +1

0 equivalentemente,

o5 (R—b/c)*
1/c  djcz

Una forma de elegir entre los portafolios eficientes es a través de la
razon de Sharpe, definida como la relacion entre el retorno esperado y la
desviacion estandar del portafolio. El portafolio con mayor razén es llamado
portafolio tangencial, proporciona el rendimiento esperado mas alto por
unidad de riesgo, siendo una opcion razonable entre los portafolios

eficientes existentes.

2.3 Conceptual

Modelo de Markowitz

Es un modelo cuyo objetivo consiste en encontrar el portafolio de inversion
optimo para cada inversor en términos de rentabilidad y riesgo. Esto,
realizando una adecuada eleccion de los activos que componen dicho
portafolio.

Portafolio de inversion

Un portafolio de inversion es el conjunto de activos con el que un inversor

o ahorrador lleva a cabo su estrategia financiera. Es decir, es el conjunto
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de productos financieros y bienes a los que el ahorrador destina su dinero

con el fin de obtener una rentabilidad por ello.

Optimo de Pareto

Es aquel punto de equilibrio en el que ninguno de los agentes afectados
puede mejorar su situacion sin reducir el bienestar de cualquier otro agente.
Por lo tanto, si un individuo que forme parte del sistema de distribucion,
produccion y consumo puede mejorar su situacion sin perjudicar a otro nos

encontraremos en situaciones no éptimas en el sentido paretiano.

Inversién

Una inversion es una actividad que consiste en dedicar recursos con el

objetivo de obtener un beneficio de cualquier tipo.

Retorno de Riesgo

Riesgo y retorno estan relacionados casi de forma proporcional. Si se
desea una ganancia mayor, se debe asumir un riesgo mayor. Por lo tanto,
no existe retorno sin riesgo. Normalmente, a mayor riesgo, mayor
rentabilidad; sin embargo, la relacidn riesgo-retornono es siempre
directamente proporcional.

2.4 Definicion de términos basicos

Definicion 1: Optimizacion.

Término Optimizar incluira a ambos objetivos tanto de Minimizacion como
de Maximizaciéon de la funcion objetivo, segun E. Papa (2009) “la

optimizacién es una de las “areas de la matematica que estudia el problema
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de minimizar o maximizar una funcion sujeta generalmente a restricciones

sobre su dominio” (p.9).

Definicion 2: Funcién objetivo.

También llamado “indice de rendimiento o criterio de eleccidn, segun Pedro
Canales, (2009) la funcién objetivo “es la funcion que debe minimizarse o
maximizarse” (p.64). Este es el elemento utilizado para decidir los valores
adecuados de las variables de decision que resuelven el problema de
optimizacién. La funcién objetivo permite determinar los mejores valores

para las variables de decision.

Definiciéon 3: Restriccion.

Es la region factible o viable donde se encuentra la solucién 6ptima para
minimizar o maximizar la funcion objetivo, las restricciones pueden ser con

igualdad o desigualdad.

3.1. Restricciones con desigualdad. Son ecuaciones entre las variables de
la forma
h(X)=h (x1,...xn)<0

donde h: A € IRn — IR es una funciéon real de variables reales definida

sobre un conjunto A de numeros reales.
3.2. Restricciones con igualdad. Son ecuaciones entre las variables de la

forma: h(x) = 0, donde h: A € IR" — IR™ es una funcion talque:
h(x) = (h1(x), h2(x), ..., hm(x)), con hi: IR" — IR.
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Definicion 4: Solucion optima.

Diremos que X = (X1, . . ., Xn) € A € IR es solucion factible si cumple con las
condiciones de las restricciones del problema de programacion no lineal
(PPNL), ademas de optimizar la funcién objetivo, Pedro Canales, (2004)
afirma “un punto x* € S se dice que es una solucién 6ptima completa del
problema de minimizacion si f(x*) < f(x) vx € S "(p.59).

Definicion 5: Conjunto factible o viable.

Se define regién o conjunto factible Q del problema (PPNL) al conjunto de

todas sus soluciones factibles

Q = {x € A € IR: x es una solucion factible}.
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CAPITULO IlI
HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 Hipotesis

Hipotesis General

Es posible describir y comparar los métodos de optimizacion

multiobjetivo NISE y &€ — restriccion para el modelo de Markowitz.

Hipodtesis Especifica

Es posible describir los métodos de optimizacién multiobjetivo NISE

y &€ — restriccion para el modelo de Markowitz.

Es posible comparar los métodos de optimizacién multiobjetivo NISE

y &€ — restriccion para el modelo de Markowitz.

3.1.1 Operacionalizacién de variables

Definicion conceptual de variables

- Variable Dependiente (D)

D: Métodos de optimizacién multiobjetivo NISE y € — restriccién.

- Variable Independiente (I)

I: Modelo de Markowitz

Forma parte del area de Deteccion Comprimida y Optimizacion de
Portafolios.
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Variable | Dimensiones Indicadores Método Técnica
Método NISE Error maximo Revision
posible bibliografica.
Método Optimizacion de la| Método de
c —restriccion | funcion objetivo |escritorio o de| Trabajo con
biblioteca. equipo de
investigacion.
Soluciones Solucién
eficientes Optima
Problema de Optimizacion de
optimizacién de Inversion Revision
portafolio. bibliogréfica.
Modelo de Problema de Método de
I media varianza Optimizacion  |escritorio o de| Trabajo con

de Markowitz.

Variables

econdmicas.

Control de riesgo,
retornos esperados
de la inversién y la

matriz de

Covarianza.

biblioteca.

equipo de

investigacion.
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CAPITULO IV
DISENO METODOLOGICO

4.1 Tipo y disefio de investigacion

4.1.1 Tipo de Investigacion

La investigacion es de tipo basica, pura o fundamental, pues se
utiliza las teorias ya existentes para profundizar en ellas, generando

nuevos conocimientos o criterios.

4.1.2 Disefio de Investigacion

Su disefio es transversal — descriptivo plues su propdésito es
conseguir resultados teoricos a partir de demostraciones formales
de resultados ya conocidos con respecto a cada una de las
variables. EI método de las ciencias formales es el método
deductivo, a partir de axiomas — verdades simples y evidentes, y
deducir de ello todas las demas verdades, usando las leyes y reglas
del razonamiento correcto que la logica proporciona. (Klimovsky,
2001). Segun Eli de Gortari, Légica General (1972) utilizaremos

demostraciones de tipo directo e indirecto.
4.2 Método de investigacion
Por la naturaleza de la investigacion, al ser tipo basica, el método
empleado es el método de escritorio 0 de biblioteca, es decir, se realizara

un analisis bibliografico a profundidad con respecto a las teorias

relacionadas al presente tema de investigacion.
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4.3 Poblacion y muestra

Poblacion: Métodos de Optimizacion Multiobjetivo.

Muestra: Método NISE y € — restriccion.

4.4 Lugar de estudio

El lugar de estudio es el espacio fisico en el cual se elabora el proyecto de
investigacion, por ejemplo, la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
de la UNAC, la Biblioteca Central de la UNAC, pero debido a la situacion
actual 2020 — 2021 originado por el COVID-19 el lugar de estudio sera

desde mi casa.

4.5 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de lainformacion

Para la realizacion de este proyecto de tesis se utilizara la técnica de

revision bibliogréfica y trabajos con equipo de investigacion.

Revision bibliografica: Se basa en recopilar informaciéon ya existente
sobre nuestra investigacién, podemos obtener esta informacion de diversas
fuentes como, por ejemplo, papers, revistas especializadas, material

archivado y otros trabajos académicos.

Trabajo con equipo de investigacion: Se desarrollé en todas las clases

del ciclo de tesis, modulo I, 11 y III.

Debido a la naturaleza del trabajo no se tiene un instrumento de
medicién con respecto a las técnicas, pero debemos tener en cuenta que
la bibliografia explorada es de alta relevancia para un sector significativo

de la comunidad matematica.
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4.6 Andlisis y procesamiento de datos.

Por la naturaleza del proyecto de investigacion no se realiza ningun andlisis
estadistico, se muestra recoleccion de bibliografica relevante (libros,
paginas web, papers, etc.)

4.7. Aspectos Eticos en Investigacion.

El presente trabajo cumple las normas establecidas (articulo 427-438 del
Caodigo Penal, Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822)
en nuestro pais, no incurriendo en el delito contra la fe publica.

4.8. Si la orientacion es hacia un proyecto de inversién, considera:
Estudio técnico, Estudio econdmico-financiero, Estudio de la
organizacion administrativa.

No se aplica para este tipo de proyecto.

4.9. Si el proyecto se orienta al impacto ambiental, considera: Area de
estudio, Evaluacion del impacto ambiental, Medidas ecoldgicas, Plan

de supervision ambiental.

No se aplica para este tipo de proyecto.
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CAPITULO V
RESULTADOS

Modelo de Markowitz: Pruebas computacionales

En el mundo real del mercado de valores, hay miles de posibles
inversiones entre las que puede elegir el inversor. Obviamente, no se
considerara a todos como entrada de ningun método para obtener un
portafolio eficiente, ya que esto daria como resultado el célculo de miles de
covarianzas entre inversiones, ademas del hecho de que el error entre el
modelo y la realidad se amplificaria enormemente. Por lo tanto, se
recomienda elegir siempre un numero muy pequefio de posibles

inversiones como entrada para cualquier método.

Siguiendo este pensamiento, estudiaremos 2 métodos de Optimizacion

Multiobjetivo para problemas restringidos y realizamos un analisis
comparativo de sus resultados, a saber: método € — restriccién y método

NISE. Ambos métodos son bien conocidos y se utilizan para resolver
problemas de Optimizacién de Portafolio. Nuestro objetivo es, por tanto,
presentar métodos de Optimizacién Multiobjetivo que no fueron aplicados
en el contexto de Optimizacion de Portafolio y comparar sus resultados. En
esta subseccion, usamos solo las aplicaciones al modelo Markowitz MV.
El problema abordado es:

min(x'Qx, —u'x)

n

s.a:le- =1, (5,1)

i=1
x = 0.
Como solo tenemos restricciones lineales, esto implica que la condicién de
calificacion de Abadie se satisface para cada punto viable. Por lo tanto, toda

solucién eficiente es débil.
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Todos los métodos se implementaron en el lenguaje C / C + + utilizando
la biblioteca de tecnologia 1IOG Concert y el resolver CPLEX, que se
ejecuta en un procesador Intel Core 2 Quad. 2,40 GHz con el sistema
operativo Linux. Cada método recibe un archivo de entrada con el nimero
de inversiones, el nimero de periodos considerados en el historial de

precios de inversion y los precios de inversion en cada periodo.

A continuacion, se presenta un ejemplo que permite comparar el método
& — restriccion y NISE al estudiar carteras de inversiones en un grupo de
empresas brasileras. Cabe mencionar que los datos aqui mostrados fueron
totalmente extraidos de [Rodrigues, 2011], ya que la motivacion de este
problema es solo ejemplificar el uso de los métodos. Es asi, que se muestra
la siguiente tabla 5.2 indicando las empresas a estudiar sefialandolas con
un coédigo arbitrario para guardar la discrecion empresarial

correspondiente.

Tabla 5.2: Inversiones para cada problema. (Ver anexo 2)

Problema 1 Problema 2 Problema 3
GFSA3 ITSA4 LREN3
BBAS3 USIMS5 GOLL4
VIVO4 VALES TAMM4
TCSL3 TAMM4 GGBR4
TLPP4 AMBV4 EMBR3
ELPLS ELET3 BBDC4
AMBV4 ITUB4 ELPLS
PETR4 LAME4 ITUB4
EMBR3 PETR4 GFSA3
BBDC4 TNLP4 RDCD3
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Se probaron tres problemas, cada uno de los cuales contenia precios
historicos mensuales de 10 empresas pertenecientes al indice de
BOVESPA (Bolsa de Valores de S&o Paulo) desde octubre de 2007 a
octubre de 2010. La tabla 5.2 presenta las inversiones de cada uno de los
problemas. Los datos que se usaran se encuentran descritos en
[Rodrigues, 2011], para facilidad del lector, se muestran en el Anexo 2 al

final de este trabajo.

Dado que las tasas de rendimiento son multiplicativas a lo largo del
tiempo, usamos la media geométrica en lugar de la media aritmética para

calcularlos, nos deja,
/p

. 1
i = 1_[(1 +re) | — 1L
£=1

En todos los problemas, usamos la formulacion (2.7) para el método de
pesos y la formulacién (2.8) para el método de € — restriccion. Si un
método en particular no optimiza las funciones individualmente en su
proceso, lo hacemos antes de iniciar el método e incluimos sus soluciones

en el conjunto de soluciones obtenidas.
Método de € — Restriccién

En este método, debemos restringir el retorno esperado de nuestro
portafolio a un valor minimo R. Sin embargo, si elegimos este valor
incorrectamente, el problema puede volverse impracticable. Una posible
eleccion para R puede ser el valor minimo entre los retornos esperados de
las inversiones, ya que sabemos que invertir todo el dinero en la inversion
con un retorno minimo es una solucion viable. Sin embargo, esta es una
mala idea, ya que este valor puede ser muy pesimista, y esto daria como
resultado la obtencién de muchas soluciones iguales al intentar minimizar

la varianza. Una alternativa seria R igual al rendimiento medio de la
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inversion. Sin embargo, esto puede resultar en que parte de la frontera

eficiente no se logre si R es mayor que el valor de retorno de limite minimo.

La mejor alternativa, que utilizamos para los experimentos, es
minimizar la varianza individualmente - sin considerar el rendimiento del
problema y evaluar el rendimiento de la solucion obtenida. Esto se
encuentra en el extremo inferior del limite eficiente y el valor de su retorno
es un limite inferior para el retorno de cualquier portafolio en la curva. Asi,
hacemos R igual al retorno de esta solucion.

Para nuevas soluciones, afladir R nuevos valores y resolver los
nuevos subproblemas correspondientes, es decir, con cada nuevo
subproblema, hacemos R = R + aumento. El aumento se realiza hasta
gue el nuevo subproblema se vuelve inviable para el retorno esperado. La
eleccion del valor de aumento es importante para el control eficiente de la
cobertura fronteriza. Es importante sefialar que, para optimizar los
portafolios, la eleccion del vector € al inicio no es dificil, pero esto no

siempre es cierto para otros tipos de problemas.

Tabla 5.4: Desempefio del € — restriccién en el problema 1.

Aumento | Subproblemas | Soluciones
resueltos diferentes

0,001 20 0

0,002 11 11

0,003

0,005

0,01

La tabla 5.4 muestra el niUmero de diferentes soluciones eficientes

encontradas para el problema 1 y el nimero de subproblemas resueltos
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para diferentes valores de acumulacion para R. Esto se debe a la eleccion
inicial de R que hicimos. Si el valor inicial de R fuera igual al valor minimo
de los rendimientos de la inversion, la diferencia entre los numeros seria

grande.

La figura 5.5 muestra los puntos dispuestos en el borde eficiente para el
Problema 1 obtenidos usando el método con dos valores de aumento
diferentes para el retorno esperado inicial: 0.01 y 0.001. Como podemos
ver, obtenemos puntos bastante bien distribuidos en ambos casos.
Naturalmente, cuanto menor sea el valor del aumento al retorno esperado

inicial, mejor seré la aproximacion a la frontera de eficiencia.

Figura 5.5:
Método & — restriccion - Problema 1

0.012

aumento = 0.01 —
0.01| aumento = 0.001 —>¢— e

0.008} //X;;j;i/ i

0.006 T

0.004 ,;;;i’li/ -

T
\\’i
\
AN
1

0.002

Retorno esperado

—0.002T x’/ / 7
-0.004[ v ]

-0.006[

%

X

!
¥ 1 1 1 1 1 1

—N NNK
0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07

Desviacién estandar

Nota: Frontera eficiente del problema 1 aproximada con el método de
& — restriccion y aumentos de 0.01 y 0.001 unidades al retorno esperado

inicial. Tomado de Rodrigues (p. 45)
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Método NISE

En el método NISE, el valor de error maximo permitido se define
generalmente como el valor del primer error maximo posible calculado
multiplicado por una constante menor que uno. El valor de esta constante
determinara cuantos puntos de la curva se obtendran. Otra posibilidad es
hacer que el error maximo permitido sea igual a cero y detener el método

después de un cierto nimero de iteraciones.

Basicamente, en cada iteraciéon del método, se realizan los siguientes

pasos:

Paso 1. Si todos los errores maximos posibles (alturas de todos los
triangulos) obtenidos por los pares de las soluciones eficientes adyacentes
encontradas son menores que el error maximo permitido, DETENER.

De lo contrario, vaya al paso 2.

Paso 2. Entre los pares de soluciones eficientes con el maximo error
posible mayor que el maximo error permitido, elija una con el mayor error
maximo posible y resuelva un nuevo problema de peso donde los pesos
w; =0y w, > 0 para f; y f, son tales que —w; /w, igual a la pendiente
del segmento de linea que conecta las dos soluciones en el espacio
objetivo. (La solucion éptima encontrada es una nueva solucién eficiente.)

Vuelva al paso 1.
La tabla 5.5 muestra el niUmero de diferentes soluciones eficientes

encontradas para el problema 3 y el nUmero de subproblemas resueltos

para diferentes valores de la constante multiplicadora.

51



Tabla 5.5: Rendimiento del método NISE en el problema 1.

Constante Subproblemas | Diferentes soluciones
resueltos encontradas
0,5 3 3
0,1 5 5
0,05 7 7
0,03 10 10
0,02 10 10
0,01 15 15

La figura 5.6 muestra los puntos dispuestos en la frontera eficiente para

el Problema 1 obtenidos usando el método con dos valores diferentes de la

constante del multiplicador: 0.01y 0.1.

Figura 5.6:

0.012

Método NISE - Problema 1

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

0l

Retorno esperado

—-0.002 L

—-0.004 +

—-0.006

—N NNK

Constante = 0,1

| Constante = 0.01 --—-x--

0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065

Desviacion estandar

0.07

Nota: Frontera eficiente del problema 1 aproximada con el método NISE y

valores de la constante del multiplicador iguales a 0.1 y 0.01. Tomado de

Rodrigues (p. 47)
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Como vemos, obtenemos soluciones que estan bien distribuidas en ambos
casos. Naturalmente, cuanto menos sea el valor de la constante del
multiplicador, menor seré el error maximo permitido y, por lo tanto, mejor

sera el acercandose a la frontera eficiente.

Tabla 5.6: Desempefio de los métodos aplicados al Problema 1.

Problema 1

Método Error Soluciones diferentes
encontradas
£ -Restriccion 0.0393884 10
NISE 0.0289485 10

Resultados comparativos entre ambos métodos

Para comparar los métodos, calculamos el &rea de la figura ubicada
entre la frontera eficiente del problema y su aproximacion obtenida por la
interpolacion lineal de las soluciones. El error de un método se define como
el valor de esta area, que se calcula utilizando la regla trapezoidal de
integracion numeérica. Si esta area es grande, significa que la aproximacion

no es buena; de lo contrario, la curva se acerca a la real.

Figura 5.10: Calculo del error

A E(Tp)

/
! -— g)—MétodoZ

— f(x) — Fronteria
De Pareto

Nota: Error del método Z = f:(f(x) — g(x))dx.

Fuente ver Rodrigues (p. 47)
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Como estamos calculando las areas de las curvas usando integracion
numerica, decidimos usar una gran cantidad de puntos (en promedio, 200)
obtenidos por el método de & — restriccion para estimar la frontera
eficiencia real de cada problema. Suponiendo que estamos dispuestos a
resolver 10 subproblemas para obtener una aproximacion de la curva,
comparamos los métodos entre si en funcion de sus errores y el nimero
de soluciones diferentes encontradas.

Como ya se ha dicho sobre el método de € — restriccion, para cada
subproblema, debemos elegir el valor inicial R. El valor elegido para cada
problema siempre sera igual al retorno del portafolio que minimiza la
varianza, que es el valor de retorno minimo que puede tener una solucién

eficiente.

Figura 5.11:

Frontera eficiente (riesgo - rendimiento) - Problema 1
0.012

T T T T T T
Frontera eficiente
= g-restriccion -
NISE %

0.01

0.008

0.006 |

0.004 |

0.002 |

Retorno esperado

0 |
-0.002 |
-0.004 |- 7/* i

-0.006 | r/ .

v
>Z/
Il Il Il Il Il Il

0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07

—0.008

Desviacion estandar

Nota: Frontera eficiente del problema 1. Fuente Rodrigues (p. 47)
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Tabla 5.7: Desempefio de los métodos para el Problema 2.

Problema 2
Método Error Soluciones diferentes
encontradas
€ — restriccion 0.0259655 10
NISE 0.01638 09

El valor inicial de R en el método de € — restriccion para el problema
1 es -0,00774781, que es el valor de retorno minimo que puede tener una
solucién eficiente en este problema. También en este método, el valor de
aumento elegido para el rendimiento minimo esperado es igual a 0.002, es

decir, para cada nuevo problema, hacemos R = R + 0,002.

Figura 5.12:

Frontera eficiente (riesgo - rendimiento) - Problema 2

0 01 T T T T T T T
’ Frontera eficiente

- g-restriccion s i
0.009 NISE —%— e

0.008 o
0.007 o
0.006 A

0.005 s

0.004 7

Retorno esperado

0.003 | A/ ]

X

0.002 | ¢ 1
Iy

0.001 [/

)
| |

0
0.054 0.056 0.058 0.06 0.062 0.064 0.066 0.068 0.07
Desviacion estandar

Nota: Frontera eficiente del problema 2. Fuente Rodrigues (p. 49)

55



Tabla 5.8: Desempefio de los métodos para el problema 3.

Problema 3
Método Error Soluciones diferentes
encontradas
€ — restriccion 0.0556822 10
NISE 0.0756729 10
Figura 5.13:

Frontera eficiente (riesgo - rendimiento) - Problema 3

0.01
Frontera eficiente
e-restriccion —x--

S NISE
g I .
© 0.005
()
o
0
[¢D] ot |
o
c
S
o -0.005 | |
o

-0.010 | /

-0.015 1’ i

—0.02
0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16

Desviacion estandar

Nota: Frontera eficiente del problema 3. Fuente Rodrigues (p. 51)

En los problemas 1y 2, el método NISE tuvo un error menor que e-
restriccion, sin embargo, no hay garantia de que siempre sea mejor que el
método de & — restriccion. Como podemos ver en la Figura5.13, el error
del € — restriccion en el problema 3 es menor que la del método NISE,

aunque la diferencia es muy pequefia.
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De los resultados anteriores, podemos concluir que el NISE y &€ —

restriccién funciona bien cuando estamos dispuestos a resolver una

pequefia cantidad de subproblemas.

En particular, el método de &€ — restriccion puede ser un poco mas

compleja que el método de NISE debido a la eleccion de sus parametros.
Si no elegimos un valor inicial para R razonable y un valor de incremento
adecuado para el mismo, el problema puede volverse impracticable o

podemos obtener una aproximacion débil de frontera eficiente.

5.1 Resultados descriptivos

Siendo esta una investigacién que no requirid de datos estadisticos o la

aplicacion de la estadistica descriptiva, no se tiene resultados descriptivos.

5.2 Resultados inferenciales

Debido a la naturaleza del trabajo nuestros resultados deductivos —

inductivos podrén ser considerados inferenciales.

5.3 Otro tipo de resultado estadisticos, de acuerdo con la naturaleza

del problemay la hipétesis.

Por la naturaleza de nuestra investigacion no se requiri6 de datos
estadisticos o similares por lo que no se obtuvo resultado estadistico

alguno.
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacion y demostracion de las hipdétesis con los resultados

Esta seccion esta dedicada a verificar la veracidad de las hipotesis
descritas en el Capitulo Ill. Con relacidon a las Hipotesis Especificas, las
cuales son:

HE1: Es posible describir los métodos de optimizacion multiobjetivo NISE

y & — restriccidon para el modelo de Markowitz.

HE2: Es posible comparar los métodos de optimizacién multiobjetivo NISE

y € — restriccion para el modelo de Markowitz.

En las secciones 5.2 y 5.3 del Capitulo V, se observa que se describe en
detalle la aplicacion de los métodos € — restriccion y NISE para el modelo

de Markowitz, verificando la HE1.

Por otro lado, en la seccidén 5.4 se compara en diferentes casos a partir de
simulaciones numéricas la eficacia de las soluciones generadas por el
método ¢ — restriccion y NISE, en particular las figuras 5.11, 5.12 y 5.13
muestran el desempefio de estas soluciones sobre tres problemas

diferentes, consiguiendo mostrar que:

Tabla Comparativa de Métodos & — restriccion y NISE

Comparacion de métodos

Problema | Figura (solucion 6ptima)

1 511 NISE
2 512 & —restriccion
3 5.13 NISE

Fuente: Elaboracion propia
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Es decir, la mejor solucion depende de los datos iniciales y no se puede

concluir que en general un método es mejor que el otro. Esto muestra la
veracidad de la HE2.

A partir de la comprobacién de ambas hipétesis, queda demostrada la

Hipotesis General (HG) la cual es:

HG: Es posible describir y comparar los métodos de optimizacion

multiobjetivo NISE y € — restriccion para el modelo de Markowitz.

Asi, todas las hipotesis planteadas son verdaderas.

6.2 Contrastacion de los resultados con otros estudios similares

A patrtir de los resultados en la presente investigacion tenemos que,

estos resultados guardan relacion con las investigaciones presentadas en

los antecedentes indicados en el Marco Tebrico:

a)

b)

En la investigacion de Fazzio, N. (2018), plante6 en su trabajo que
existe una gran variedad de métodos para resolver problemas
multiobjetivo. La eleccion de un método optimizacién multiobjetivo debe
ser realizada con cuidado ya que no existe un método mejor que todos
los otros. Cada problema posee sus caracteristicas propias, por eso, un
método puede ser muy bueno para un tipo de problema e ineficiente
para otros, es asi como nosotros elegimos trabajar con dos métodos de

optimizacién NISE y ¢ — restriccidbn y comparar sus resultados.

En la investigacion Raimundo M. (2019) en su articulo titulado “Una
extension del algoritmo de estimacion de conjuntos no inferiores (NISE)
para muchos objetivos”, de la Universidad de Campinas (Brasil), planteo

un trabajo novedoso con un enfoque de optimizacion multiobjetivo que
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encuentra un representante del conjunto de soluciones no inferiores a
nivel global, también conocidas como soluciones Optimas de Pareto,
mediante la formulacion de una secuencia de problemas de
escalarizacion del método de sumas ponderadas y compara en
diferentes casos a partir de simulaciones numéricas la eficacia de las

soluciones generadas por el restriccion y NISE.

Por otro lado Stefan B. (2019) en su articulo titulado “Un enfoque
multiobjetivo basado en multiples escenarios”, del Instituto de
Investigacion de Operaciones e Informatica Empresarial, Escuela de
Economia y Negocios de Schumpeter, Universidad de Wuppertal,
Alemania, analizé una variante multiobjetivo del conocido Problema del
vendedor ambulante (TSP) y el Problema del reparador viajero (TRP)
para abordar el conflicto clasico entre la minimizacion de costos
(representada por el TSP) y la minimizacion del tiempo de espera del
cliente (representado por el PRT), el compara en diferentes casos a
partir de simulaciones numéricas la eficacia de las soluciones

generadas por el método € — restriccion y NISE.

6.3 Responsabilidad ética de acuerdo con los reglamentos vigentes

Conforme al cédigo de ética de investigacion de la Universidad

Nacional del Callao aprobada por consejo Universitario N° 210-2017-CU

del 06 de julio del 2017, en nuestra investigacion se respeté y cumplié con

las normativas institucionales que regulan su proceso, se procedié con el

rigor cientifico para la validacion, fiabilidad y credibilidad de los métodos y

fuentes de consulta, utilizados con responsabilidad y transparencia en todo

momento.
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CAPITULO VII

Conclusiones

1. Apartir de lo mostrado en el Capitulo V, se observé que el método NISE
se utiliza para resolver problemas en que el conjunto factible es
convexo, mientras que el método & — restriccion se puede aplicar

variando su parametro para conjuntos no convexos.

2. Como se vio en el Capitulo de resultados los métodos NISE y € —
restriccién fueron aplicados para problemas de portafolio eficiente. Al
analizar su desempefio se pudo concluir que el método NISE es el que
se acerca mas a la frontera eficiente, seguido del método de ¢ —
restriccién. Tales resultados sirven como estimulo para el uso de
métodos de Optimizacion Multiobjetivo en el area de Optimizaciéon de

Portafolios.

3. Con respecto a la aplicacion del método NISE y € — restriccién para
un problema de optimizacion de portafolio a manera de ejemplo se uso
los datos recopilados en [Rodrigues S. 2011], los cuales muestran 3
problemas y en cada uno aparece las inversiones de 10 empresas del
sector construccion pertenecientes a la bolsa de valores de Sao Paulo
(IBOVESPA) entre el 2007 y 2010. Es claro que los métodos pueden ser

usados de manera analoga sobre otros datos estadisticos.
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CAPITULO VI

Recomendaciones

1. Se recomienda implementar otros métodos de Optimizacion
Multiobjetivo en el rea de optimizacion de Portafolio. Uno de ellos es
el método del gradiente y comprobar la calidad de su solucién, que
podria ser una solucion optima bajo ciertas restricciones y parametros.
Los problemas para abordar se dividen en dos clases: las que pueden
tratarse como problemas de programacion lineal y las que pueden
tratarse como problemas de cono de segundo orden.

2. Como se observd al usar el método NISE y &€ — restriccion fue
necesario asumir de manera indirecta las condiciones de Fritz John
(2.3). A pesar de ser intuitivo, tal condicién no se extiende en el caso
de que se agregue cualquier conjunto abstracto S al conjunto viable X
del problema, que se compone Unicamente de restricciones de
igualdades y desigualdades. Se recomienda explorar en futuros
trabajos los métodos multiobjetivo antes mencionados debilitando las

condiciones Fritz John

3. Debido a la pandemia generada por el COVID 19, el portafolio de
inversiones de varias empresas ha sufrido fluctuaciones drasticas, se
recomienda en futuros trabajos explorar el andlisis numérico realizado
en el Capitulo V con respecto a los métodos NISE y & — restriccion
para un portafolio de inversiones en vias de recuperacién post

pandemia.

62



CAPITULO IX
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Berman, A. & Plemmons, R. (1979). Nonnegative matrices in the
mathematical sciences. Acedemic Press, Now York.

Canales, P. (2009). Introduccion a la optimizacion e investigacion de

operaciones (t.1). Lima, Peru: Hozlo

Cohon, L. (1978). “Multiobjective Programming and Planning”. Academic
Press, New York, 1978.

Fazzio, N. (2018). “Teoria y métodos para problemas de optimizacion

multiobjetivo”, de la Universidad Nacional de la Plata (Argentina)

Fretel, 1. (2018). “Aplicacion del modelo de Markowitz en el mercado de
acciones peruano” de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos
(UNMSM — PERU)

Geoffrion M. (2015). Polynomial-time computation of the joint spectral
radiusfor some sets of nonnegative matrices. SIAM Journal on Matrix
Analysis and Applications. 31. 10.1137/080723764.

Giorgi A. & Guerraggio M. (1992). “Optimizacion No lineal”. Kluwer
Academic Publishers, 1992.

Haimes, J. (1971). “Métodos para problemas de optimizacion multiobjetivo”,

Klimovsky, G. (2001). “Los enigmas del descubrimiento cientifico”. Alianza
Editorial, Buenos Aires, 2005, pp. 256.

63



Markowitz, H. (1956). “La optimizacién de una funcidn cuadratica sujeta a

lineal limitaciones”. Naval Research Logistics Quarterly, 3: 111-133

Marglin, L. (1967). Nonnegative matrices in the mathematical sciences.
Acedemic Press, Now York.

Miettinen, M. (1999). “Nonlinear Multiobjective Optimization”. Kluwer
Academic Publishers, 1999.

Papa, E. (2009). “Proximal point methods for quasiconvex and conv
exfunctions with Bregman distances on Hadamard manifolds”

Academic Publishers.

Raimundo M. (2019). “Una extension del algoritmo de estimacién de
conjuntos no inferiores (NISE) para muchos objetivos”, de la

Universidad de Campinas (Brasil)

Rodrigues S. (2011). “Teoria, métodos y aplicaciones de optimizacion

multiobjetivo”, Universidad de Sao Paulo (Brasil)

Sawaragi, P. (1985). Computationally efficient approximations of the joint
spectral radius (Vol. 27). SIAM J. Matrx Anal. doi:10.1137

Zadeh, A. (1963). A course of modern analysis: an introduction to the

general theory of infinite processes and of analytic functions; with an

acount of the principal transcendental functions

64



ANEXO 1

Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipotesis Metodologia Poblacién
General General General
Tipo de Investigacion Poblacién y Muestra
.Se puede describir y | Describir y comparar los | Es posible describir vy ) L, de tioo basi Poblacit
comparar los métodos de | métodos de optimizacién | comparar los métodos de | -2 |fnvzst|gacm|lf1 es de tipo as'.ﬁa' pl:ra oblacion
optimizacién multiobjetivo | multiobjetivo NISE vy & | optimizacion multiobjetivo | © fundamental, pues se utliza 1as | 140405 de Optimizacion

NISE y € restriccion para el
modelo de Markowitz?

restriccion para el modelo de
Markowitz.

NISE y & — restriccién para
el modelo de Markowitz.

Especifico Especifico Especifico
:Se puede describir los | Describir 'y comparar los | Es posible describir los
métodos de optimizacion | Métodos de optimizacién | métodos de optimizacion
multiobjetivo NISE y ¢ | multiobjetivo NISE 'y & | multiobjetivo NISE 'y

restriccion para el modelo
de Markowitz?

.Se puede comparar los
métodos de optimizacion
multiobjetivo NISE y &
restriccion para el modelo
de Markowitz?

restriccion para el modelo de
Markowitz.

Comparar los métodos de
optimizacion ~ multiobjetivo
NISE vy & restriccion para el
modelo de Markowitz.

& — restriccion para el
modelo de Markowitz.

Es posible comparar los
métodos de optimizacion
multiobjetivo  NISE vy
& — restriccién para el
modelo de Markowitz.

teorias ya existentes para profundizar
en ellas, generando nuevos
conocimientos o criterios.

Disefio de la investigacion

Su disefio es transversal — descriptivo
pues su propésito es conseguir
resultados tedricos a partir de
demostraciones formales de resultados
ya conocidos con respecto a cada una
de las variables.

Método de la Investigacién
Método de escritorio o de biblioteca
Técnica

Revisién bibliogréfica.

Trabajo con equipo de
investigacion.

Multiobjetivo.

Muestra
Método NISE y ¢

restriccion.

Fuente: Elaboracion propia




ANEXO 2
BASE DE DATOS
INVERSIONES DE EMPRESAS
BOLSA DE VALORES DE SAO PAULO (BOVESPA)

Los datos que se usaran se encuentran descritos en [Rodrigues, 2011] y
son los siguientes:
* precios de inversién 1 en orden ascendente de los meses considerados
* precios de inversion 2 en orden ascendente de los meses considerados

* precios de inversién 10 en orden ascendente de los meses considerados

Problema 1

Cédigo de empresa: GFSA3

2008 | 30.92 | 33.45 | 33.19 | 29.70 | 33.05 | 29.01 | 36.49 | 36.35 | 27.66 | 27.00 | 23.34 | 24.10

2009 | 15.26 | 8.76 10.49 | 11.70 | 9.91 11.65 | 18.98 | 17.80 | 16.39 | 23.80 | 27.31 | 26.68

2010 | 26.14 | 29.04 | 28.24 | 2437 | 13.70 | 12.29 | 11.84 | 11.00 | 10.80 | 13.20 | 12.10 | 13.05

Cadigo de empresa: BBAS3

2008 | 31.30 | 31.00 | 30.40 | 29.25 | 28.27 | 23.11 | 28.90 | 32,54 | 26.15 | 25.10 | 23.79 | 22.75

2009 | 14.77 | 1430 | 1468 | 14.20 | 13.85 | 16.87 | 18.46 | 21.16 | 21.18 | 23.64 | 26.16 | 31.23

2010 | 28.21 | 30.90 | 29.70 | 28.10 | 29.77 | 29.85 | 29.99 | 25.98 | 24.65 | 30.54 | 28.48 | 32.13

Cadigo de empresa: VIVO4

2008 | 40.84 | 4256 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16

2009 | 2356 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70

2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20

Cadigo de empresa: TCSL3

2008 | 40.84 | 4256 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16

2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70

2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20

Cadigo de empresa: TLPP4

2008 | 40.84 | 4256 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16

2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70




2010 | 4320 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: ELPL5

2008 | 40.84 42.56 37.64 40.60 | 40.64 40.92 48.40 45.04 41.16 36.08 33.68 31.16
2009 23.56 29.00 28.24 33.00 38.70 30.55 35.27 39.90 37.32 42.50 43.25 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: AMBV4

2008 | 40.84 42.56 37.64 40.60 | 40.64 40.92 48.40 45.04 41.16 36.08 33.68 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 52.53 54.48 53.49 49.10 48.30 46.20 49.97 46.40 47.05 42.20 46.20
Cédigo de empresa: PETR4

2008 | 40.84 | 4256 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 52.53 54.48 53.49 49.10 48.30 46.20 49.97 46.40 47.05 42.20 46.20
Codigo de empresa: EMBR3

2008 | 40.84 | 4256 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: BBDC4

2008 | 40.84 | 4256 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20

Problema 2

Cédigo de empresa: GFSA3

2008 | 30.92 | 33.45 | 33.19 | 29.70 | 33.05 | 29.01 | 36.49 | 36.35 | 27.66 | 27.00 | 23.34 | 24.10
2009 | 15.26 | 8.76 10.49 11.70 | 9.91 11.65 | 18.98 | 17.80 | 16.39 | 23.80 | 27.31 | 26.68
2010 26.14 29.04 28.24 24.37 13.70 12.29 11.84 11.00 10.80 13.20 12.10 13.05
Cadigo de empresa: BBAS3

2008 | 31.30 | 31.00 | 30.40 | 29.25 | 28.27 | 23.11 | 28.90 | 32.54 | 26.15 | 25.10 | 23.79 | 22.75
2009 14.77 14.30 14.68 14.20 13.85 16.87 18.46 21.16 21.18 23.64 26.16 31.23
2010 | 28.21 | 30.90 | 29.70 | 28.10 | 29.77 | 29.85 | 29.99 | 25.98 | 24.65 | 30.54 | 28.48 | 32.13




Cadigo de empresa: VIVO4

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 29.00 28.24 33.00 | 38.70 30.55 35.27 39.90 37.32 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 52.53 54.48 53.49 | 49.10 | 48.30 46.20 | 49.97 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: TCSL3

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 29.00 28.24 33.00 | 38.70 30.55 35.27 39.90 37.32 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: TLPP4

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: ELPL5

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 52.53 54.48 53.49 | 49.10 | 48.30 46.20 | 49.97 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: AMBV4

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cédigo de empresa: PETR4

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 2356 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: EMBR3

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 2356 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 52.53 54.48 53.49 | 49.10 | 48.30 46.20 | 49.97 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: BBDC4

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 2356 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 52.53 54.48 53.49 | 49.10 | 48.30 46.20 | 49.97 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20




Problema 3

Cadigo de empresa: GFSA3

2008 | 30.92 | 33.45 | 33.19 | 29.70 | 33.05 | 29.01 | 36.49 | 36.35 | 27.66 | 27.00 | 23.34 | 24.10
2009 | 15.26 | 8.76 10.49 | 11.70 | 9.91 11.65 | 18.98 | 17.80 | 16.39 | 23.80 | 27.31 | 26.68
2010 | 26.14 | 29.04 | 28.24 | 2437 | 13.70 | 12.29 | 11.84 | 11.00 | 10.80 | 13.20 | 12.10 | 13.05
Codigo de empresa: BBAS3

2008 | 31.30 | 31.00 | 30.40 | 29.25 | 28.27 | 23.11 | 28.90 | 32.54 | 26.15 | 25.10 | 23.79 | 22.75
2009 | 14.77 | 14.30 | 14.68 | 14.20 | 13.85 | 16.87 | 18.46 | 21.16 | 21.18 | 23.64 | 26.16 | 31.23
2010 | 28.21 | 30.90 | 29.70 | 28.10 | 29.77 | 29.85 | 29.99 | 25.98 | 24.65 | 30.54 | 28.48 | 32.13
Codigo de empresa: VIVO4

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: TCSL3

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: TLPP4

2008 | 40.84 | 42,56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: ELPL5

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: AMBV4

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 4250 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20




Cadigo de empresa: PETR4

2008 | 40.84 | 4256 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Cadigo de empresa: EMBR3

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20
Codigo de empresa: BBDC4

2008 | 40.84 | 42.56 | 37.64 | 40.60 | 40.64 | 40.92 | 48.40 | 45.04 | 41.16 | 36.08 | 33.68 | 31.16
2009 | 23.56 | 29.00 | 28.24 | 33.00 | 38.70 | 30.55 | 35.27 | 39.90 | 37.32 | 42.50 | 43.25 | 44.70
2010 | 43.20 | 52.53 | 54.48 | 53.49 | 49.10 | 48.30 | 46.20 | 49.97 | 46.40 | 47.05 | 42.20 | 46.20






