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“SOLUCIONES PARA ECUACIONES CUASILINEALES DE 

SCHRÖDINGER MEDIANTE EL MÉTODO DE NEHARI” 
 

Jorge Luis Meza Minaya 

Diciembre - 2022 

Asesor: Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey 

 
Titulo obtenido: Licenciado en matemática 

 

 

 
Para una clase de ecuaciones cuasilineales de Schrödinger se establece 

la existencia de soluciones tanto de un signo como de estados 

fundamentales nodales de tipo soliton por el método de Nehari. 

 

 
Palabras Claves 

 Ecuaciones cuasilineales de Schrödinger 

 Soluciones Nodales 

 Método de Nehari. 
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ABSTRACT 
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For a class of quasilinear Schrödinger equations, the existence of both 

one-sign and nodal ground states of soliton-type solutions by Nehari 

method. 
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INTRODUCCIÓN 

 
En (Liu et al., 2003), la existencia de soluciones fue establecido para la 

siguiente ecuación cuasilineal tipo Schrödinger 

 

1 
−∆𝑢 + 𝑉(𝑥)𝑢 − 

2 

 

(∆(|𝑢|2))𝑢 = 𝜆|𝑢|𝑝−1𝑢, 𝑒𝑛 ℝ𝑁 

 
(1) 

Donde 4 ≤ 𝑝 + 1 < 4𝑁⁄(𝑁 − 2), 𝜆 > 0 y 𝑉 = 𝑉(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ𝑁 es un potencial 

dado satisfaciendo 

 
(V1) 𝑉 ∈ 𝐶(ℝ𝑁, ℝ), 0 < 𝑉0 = 𝑖𝑛𝑓 𝑁𝑉(𝑥) ≤ 𝑉∞ = lim 𝑉(𝑥) < ∞. 

ℝ |𝑥|→∞ 

 
 

En nuestro trabajo definimos el conjunto 
 
 

𝐻1(ℝ𝑁) 
𝑋 = {𝑢 ∈ 

∫ℝ𝑁 𝑉(𝑥)𝑢2𝑑𝑥 < ∞ 

 
, ∫ 𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥 < ∞}. 

ℝ𝑁 

 
 

La función 𝑢 ∈ 𝑋 se llama solución débil de (1), si para todo 𝜙 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑛) 

se tiene 

 
 

∫ (1 + 𝑢2)∇𝑢∇𝜙𝑑𝑥 + ∫  𝑢|∇𝑢|2𝜙𝑑𝑥 + ∫   𝑉𝑢𝜙𝑑𝑥 = 𝜆 ∫   |𝑢|𝑝−1𝑢𝜙𝑑𝑥. (2) 
ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 

 

 
Definimos el funcional 𝐼 en 𝑋 por 

 

𝐼(𝑢) = 
1 

∫    (1 + 𝑢2)|∇u|2 𝑑𝑥 + 
1 

∫ 𝑉𝑢2 𝑑𝑥 − 
𝜆 

∫   |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥. (3) 

2 ℝ𝑁 2  ℝ𝑁 𝑝 + 1 ℝ𝑁 
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Formalmente el problema tiene una estructura variacional. Dados 𝑢 ∈ 𝑋 y 

𝜙 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑁), la derivada de 𝐼 en la dirección 𝜙 de 𝑢, denotada por 

〈𝐼′(𝑢), 𝜙〉, es definido por lim  
[𝐼(𝑢+𝑡𝜙)−𝐼(𝑢)]

. Se tiene 
𝑡→0+ 𝑡 

 
 
 

〈𝐼′(𝑢), 𝜙〉 = ∫ [(1 + 𝑢2)∇𝑢∇𝜙 + 𝑢|∇𝑢|2𝜙 + 𝑉𝑢𝜙 − 𝜆|𝑢|𝑝−1𝑢𝜙] 𝑑𝑥. 
ℝ𝑁 

(4) 

 
 

Por lo tanto, 𝑢 es una solución débil de (1), si y solo si, esta derivada es 

cero en todas las direcciones 𝜙 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑁). 

 
Para 𝑢 ∈ 𝑋 definimos 

 
 
 

𝛾(𝑢) = 〈𝐼′(𝑢), 𝑢〉 = ∫ [(1 + 2𝑢2)|∇u|2 + 𝑉𝑢2 − |𝑢|𝑝+1]𝑑𝑥 
ℝ𝑁 

𝑆 = {𝑢 ∈ 𝑋|𝛾(𝑢) = 0, 𝑢 ≠ 0} 𝑦 

𝑆∗ = {𝑢 ∈ 𝑋|𝑢+ ∈ 𝑆, 𝑢− ∈ 𝑆}, 
 
 

Donde 𝑢+ = max(𝑢, 0) y 𝑢− = max(−𝑢, 0). Definimos 

 

𝑐0 = inf 𝐼(𝑢), 
𝑢∈𝑆 

𝑐∗ = inf 𝐼(𝑢) (6) 
𝑢∈𝑆∗ 

(5) 

 
 

Además, consideramos la siguiente hipótesis para 𝑉. 

 
 

(V2) Existen constantes positivas 𝑀, 𝐴 y 𝑚 tal que para todo |𝑚| ≥ 𝑀 tenemos 

𝐴 
𝑉(𝑥) ≤ 𝑉∞ − 

1 + |𝑥|𝑚. 

 
Nuestros principales resultados para (1) son los siguientes teoremas. 
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Teorema 1: Sea 4 ≤ 𝑝 + 1 < 2. 2∗, dónde 2∗ = 4𝑁⁄(𝑁 − 2). Suponga 

(𝑉1). Entonces el funcional 𝐼 asume su ínfimo 𝑐0 en 𝑆 en una función 𝑢, 

que es la solución positiva débil de (1). 

 
Teorema 2: Sea 4 ≤ 𝑝 + 1 < 2. 2∗, dónde 2∗ = 4𝑁⁄(𝑁 − 2). Suponga (𝑉1) 

y (𝑉2). Entonces el funcional 𝐼 asume su ínfimo 𝑐∗ en 𝑆∗ en una función 𝑢, 

que es la solución débil de (1) que cambia de signo. 

 
Además de Liu; Wang; Wang (2004), las ecuaciones cuasilineales de 

Schödinger como (1) se han estudiado en muchos otros trabajos. En Ruiz; 

Siciliano (2010), los autores, inspirados en el planteamiento de Liu; Wang; 

Wang (2004), abordaron el problema (1), pero considerando también el 

caso donde 𝑝 ∈ (1, 4). 

Este caso trae una dificultad adicional, debido a que no es posible utilizar 

una argumentación basada en el método de Nehari, ya que el funcional 

puede ser coercitivo en ciertas direcciones radiales. Lo que los autores 

demuestran, sin embargo, es que es posible definir un conjunto, cuya 

definición también se inspira en la identidad de Pohozaev asociada al 

problema, que también consiste en un vínculo natural con el problema. 

Así, minimizando el funcional de energía asociado al problema sobre este 

conjunto, es posible obtener soluciones débiles de (1). 

Todavía existe otra línea de enfoque que permite estudiar el problema (1), 

que se basa en un cambio de variable, que transforma problemas como 

(1) en problemas que involucran solo al operador laplaciano, sin embargo, 

con términos no lineales más complicados que el original. Tal enfoque 

tuvo su génesis en el trabajo Colin; Jeanjean (2004), que inspiró y aún 

inspira muchos trabajos que involucran variaciones del problema (1). 
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I. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACIÓN 
 

1.1. DESCRIPCIÓN DE LA REALIDAD PROBLEMÁTICA 
 

La existencia de una solución para la ecuación (1) se ha demostrado en 

Poppenberg et al. (2002) y Liu y Wang (2003) utilizando una minimización 

restringida, que da una solución con un multiplicador de Lagrange 

desconocido delante del término no lineal. En Liu et al. (2003), por un 

cambio de variable, el problema cuasilineal se transformó a una semilineal 

y se creó un espacio de Orlitz utilizado como espacio de trabajo, y se 

comprueba la existencia de una solución positiva de la ecuación (1) para 

cualquier constante 𝜆 > 0 usando el teorema del paso de la montaña (por 

ejemplo, Ambrosetti y Rabinowitz, 1973; Rabinowitz, 1986). El mismo 

método del cambio de variables se utilizó recientemente también en Colin 

y Jeanjean (2004). En esta línea, también se podrían buscar soluciones 

de cambio de signo. Pero el método depende en gran medida de la 

estructura especial de los términos cuasilineales y, en general, no puede 

ser generalizado para tratar problemas cuasilineales más generales. En 

este trabajo, vamos a abordar el problema (1) de una manera diferente, es 

decir, utilizar el método Nehari. Trabajaremos directamente sobre el 

funcional 𝐼 a pesar de su falta de suavidad. Primero, este enfoque nos 

permitirá tratar problemas cuasilineales mucho más generales de la 

siguiente forma 

 

𝑁 

− ∑ 𝜕 (𝑎 
1 

(𝑢)𝜕 𝑢) + 
 

𝑁 

∑ 𝑎′ (𝑢)𝜕 𝑢𝜕 𝑢 + 𝑉(𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑢), 𝑒𝑛 ℝ𝑁 (1.1) 
𝑗 

𝑖,𝑗=1 

𝑖,𝑗 𝑖 2  
𝑖,𝑗=1 

𝑖,𝑗 𝑖 𝑗 

 
 

De los cuales (1) es un caso especial y para el cual el método en los 

trabajos anteriores de Poppenberg et al. (2002), Liu y Wang (2003), Liu et 

al. (2003) y Colin y Jeanjean (2004) no pueden aplicar directamente. En 

segundo lugar, al aprovechar el hecho de que las soluciones de cambio 

de signo de menor energía se pueden formular como minimizadores de un 

problema de minimización con restricciones dobles, las soluciones de un 
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signo y las soluciones de cambio de signo en un enfoque más unificado. 

El método de Nehari se utilizó en Castro et al. (1997) y Cerami et al. 

(1986) para soluciones de cambio de signo en dominios acotados y en 

Ambrosetti y Wang (2003) para soluciones positivas de (1) con N = 1 

recientemente. 

 
1.2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes: 

Problema General: 
 

¿Por qué el método de Nehari, es mejor que otros métodos? 

 
Problemas Específicos 

 
¿Será posible encontrar más de una solución para el problema (1) con el 

método de Nehari? 

 
1.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN 

 
1.3.1. Objetivos generales 

 
Usar un enfoque diferente a los trabajos Poppenberg et al. (2002), Liu y 

Wang (2003), Liu et al. (2003) y Colin y Jeanjean (2004) para demostrar la 

existencia de soluciones de (1). 

 
1.3.2. Objetivos específicos 

 
Mostrar el método de Nehari y la existencia de soluciones para (1). 

 
1.4. Justificación 

 

Consideremos la siguiente versión modificada de la ecuación de 

Schrödinger no lineal: 

 
𝑖𝜑𝑡 

1 
− Δ𝜑 + 𝑊(𝑥)𝜑 − 

2 

 

Δ𝑔(|𝜑|2)𝑔′(|𝜑|2)𝜑 = 𝑓(𝑥, 𝜑), 𝑥 ∈ ℝ𝑁, 



10  

 
 
 
 

Donde 𝑁 ≥ 3, 𝜑: ℝ × ℝ𝑁 → ℂ y 𝑓(𝑥, 𝜑) es un termino no lineal. Esta versión 

cuasilineal de la ecuación de Schrödinger no lineal surge en varios 

modelos de diferentes fenómenos físicos, como en el estudio de películas 

superfluidas en la física del plasma, en la teoría de la materia 

condensada, etc. [Ver L. Brüll y H. Lange (1986); A.V. Borovskii y A.L. 

Galkin (1993); R. W. Hasse (1980); A.M. Kosevich, B. Ivanov y A.S. 

Kovalev (1990); S. Kurihura (1981); V.G. Makhankov y V.K. Fedyanin 

(1984); B. Ritchie (1994)]. 

 
 

Restringimos al caso 𝑔(𝜑) = 𝜑 y una potencial no lineal 𝑓(𝑥, 𝜑): 
 
 

 
1 

𝑖𝜑𝑡 
− Δ𝜑 + 𝑊(𝑥)𝜑 − 

2 

 

𝜑Δ|𝜑|2 = |𝜑|𝑝−1𝜑, 𝑥 ∈ ℝ𝑁. 
 

(6) 

 

 

 

Esta ecuación se introdujo en L. Brizhik, A. Eremko, B. Piette y W. J. 

Zakrzewski (2001); L. Brizhik, A. Eremko, B. Piette and W. J. Zakrzewski 

(2003); H. Hartmann y W.J. Zakrzewski (2003) para estudiar un modelo de 

electrones autoatrapados en redes cuadráticas o hexagonales [ver 

también Y. Brihaye, B. Hartmann y W.J. Zakrzewski (2004); Y. Brihaye y 

B. Hartmann (2006)]. En esas referencias se han dado resultados 

numéricos y analíticos. 

 
 

Desde un punto de vista matemático, la existencia local para el problema 

(8) se consideró por primera vez en H. Lange, M. Poppenberg y H. 

Teismann (1999); M. Poppenberg (2001), y luego se mejoró en M. Colin, 

L. Jeanjean y M. Squassina (2009). Véase también C.E. Kenig, G. Ponce 

y L. Vega (2004) para obtener un resultado relativo a ecuaciones de 
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Schrödinger cuasilineales muy generales. En M. Colin, L. Jeanjean y M. 

Squassina (2009) se estudia la estabilidad orbital de las soluciones 

estacionarias, incluyendo la explosión, tema también considerado en B. 

Guo, J. Chen y F. Su (2005). 

 
 

Aquí nos interesa la existencia de ondas estacionarias. En la ecuación (6), 

tomamos 𝜑 = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑢(𝑥) con 𝑢: ℝ𝑁 → ℝ, nos da la ecuación (1): 

 
 

 

1 
−∆𝑢 + 𝑉(𝑥)𝑢 − 

2 

 

𝑢∆𝑢2 = |𝑢|𝑝−1𝑢, 

 
 

 

Donde 𝑉(𝑥) = 𝑊(𝑥) + 𝜔. 
 
 
 

1.5 Delimitantes de la investigación 

 
La investigación la cual es naturalmente teórica, más aún abstracta, tiene 

como limitantes teóricas el método de Nehari, ecuación cuasilineal de 

Schrödinger. No presenta limitantes ni espaciales ni temporales. 
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II. MARCO TEÓRICO 
 

2.1 ANTECEDENTES 

 
Nacional 

 

En la literatura actual, no hay referencias nacionales con una antigüedad 

no mayor de cinco años. 

Internacional 
 

Szulkin, Andrzej, and Tobias Weth. "The method of Nehari manifold." 

Handbook of nonconvex analysis and applications 597632 (2010). 

 
Se presenta un enfoque unificado del método de la variedad de Nehari 

para funcionales que tienen un mínimo local en 0 y da varios ejemplos en 

los que este método se aplica al problema de encontrar estados 

fundamentales y soluciones múltiples para problemas de valores límite 

elípticos no lineales. También consideran una generalización reciente de 

este método a problemas donde 0 es un punto de silla del funcional. 

 
Poppenberg, Markus, Klaus Schmitt, and Zhi-Qiang Wang. "On the 

existence of soliton solutions to quasilinear Schrödinger equations." 

Calculus of Variations and Partial Differential Equations 14.3 (2002): 

329-344. 

 
Se aplican técnicas variacionales para demostrar la existencia de 

soluciones de ondas estacionarias para ecuaciones de Schrödinger 

cuasilineales que contienen no linealidades fuertemente singulares que 

incluyen derivadas de segundo orden. Tales ecuaciones se han derivado 

como modelos de varios fenómenos físicos. La no linealidad aquí 

corresponde a la ecuación de la película superfluida en la física del 

plasma. Se utilizan métodos directos de cálculo de variaciones y métodos 

minimax como el Teorema del Paso de Montaña. Las dificultades 
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introducidas por el funcional no convexo Φ(𝑢) = ∫|∇𝑢|2𝑢2 son 

sustancialmente diferentes del caso semilineal. 

 
Liu, Jiaquan, and Zhi-Qiang Wang. "Soliton solutions for quasilinear 

Schrödinger equations, I." Proceedings of the American 

Mathematical Society (2003): 441-448. 

 
Para una clase de ecuaciones de Schrödinger cuasilineales, establecen la 

existencia de estados fundamentales de soluciones de tipo soliton 

mediante un argumento de minimización. 

 
Liu, Jia-quan, Ya-qi Wang, and Zhi-Qiang Wang. "Soliton solutions 

for quasilinear Schrödinger equations, II." Journal of Differential 

Equations 187.2 (2003): 473-493. 

 
Para una clase de ecuaciones de Schrödinger cuasilineales, establecieron 

la existencia de estados fundamentales de soluciones de tipo soliton 

mediante un método variacional. 

 
2.2 BASES TEÓRICAS 

 
Se da algunos resultados preliminares. Para más referencias, véase 

Kesavan (1989). 

 
2.2.1 DISTRIBUCIONES 

 
Sea Ω ⊂ ℝ𝑁 abierto y 𝜙: Ω ⟶ ℝ una función de clase 𝐶∞. 

 
Definición 2.2.1.1: Se define soporte de 𝜙 al conjunto cerrado donde 𝜙 

no se anula, denotado por 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙), es decir, 
 

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) = ̅𝑥{̅ ∈̅̅ ̅̅̅Ω̅̅;ϕ̅̅ ̅̅̅(𝑥̅ )̅̅ ≠̅̅ 0̅̅̅ }̅̅ 

 

Si este conjunto es compacto, entonces, se dice que 𝜙 tiene soporte 

compacto. 
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Definición 2.2.1.2: Al conjunto de las funciones 𝜙 de clase 𝐶∞ con 

soporte compacto contenido en Ω es un espacio vectorial denotado por 

𝐷(Ω), a cuyos elementos llamamos funciones de prueba. 

Ahora definimos la convergencia de sucesiones en 𝐷(Ω). 

Definición 2.2.1.3: Una sucesión de funciones {𝜙𝑚} en 𝐷(Ω), se dice que 

converge a 0, si existe un conjunto compacto fijo 𝐾 ⊂ Ω tal que 

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙𝑚) ⊂ 𝐾 para todo 𝑚, con 𝜙𝑚 y todas sus derivadas convergiendo 

uniformemente a 0 en 𝐾. 

Definición 2.2.1.4: Sea 𝑇: 𝐷(Ω) ⟶ ℝ un funcional lineal. 𝑇 es una 

distribución en Ω si para todo 𝜙𝑚 ⟶ 0 en 𝐷(Ω), tenemos que 𝑇(𝜙𝑚) ⟶ 0. 

 
El espacio de las distribuciones es denotado por 𝐷′(Ω). Si Ω = ℝ𝑁, 

denotamos 𝐷′(ℝ𝑁) = 𝐷′. 

 
Ejemplo 2.2.1.5: Sea 𝑓: Ω ⟶ ℝ localmente integrable, es decir, tal que 

para cualquier conjunto compacto 𝐾 ⊂ Ω, 

∫ |𝑓| < +∞. 
𝐾 

Dada 𝑓 localmente integrable, entonces el siguiente funcional lineal define 

una distribución 

𝑇𝑓: 𝐷(Ω) ⟶ ℝ, 

 
𝑇𝑓(𝜙) = ∫ 𝑓𝜙𝑑𝑥 

Ω 
 
 
 
 
 

Observación 2.2.1.6: Si 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝑝 ≥ 1 entonces 𝑇𝑓 es una distribución. 

 

 
Ejemplo 2.2.1.7 (Distribución de Dirac): El funcional lineal 𝛿: 𝐷(Ω) ⟶ ℝ 

definido por 𝛿(𝜙) = 𝜙(0) es una distribución. 
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Observación 2.2.1.8: La distribución 𝛿 no es generada por una función 

localmente integrable [ver Kesavan (1989) ejemplo 1.2.4]. 

Definición 2.2.1.9: Sea 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑁) ∈ ℝ𝑁. Un multi-índice es una n- 

upla de números enteros no negativos 

𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑁) 

Además, relacionado al multi-índice 𝛼, tenemos los siguientes símbolos 

|𝛼| = 𝛼1 + ⋯ + 𝛼𝑁 

𝛼! = 𝛼1! … 𝛼𝑁! 

𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1 … 𝑥𝛼𝑁 
1 𝑁 

Y si 𝛼 y 𝛽 son multi-índices, entonces 𝛼 ≤ 𝛽 si 𝛼𝑖 ≤ 𝛽𝑖 para todo 1 ≤ 𝑖 ≤ 

𝑁. Finalmente se denota por 

𝜕|𝛼| 

𝐷𝛼 = 𝜕𝑥𝛼1 … 𝜕𝑥𝛼𝑁 

1 𝑁 
 
 
 

Definición 2.2.1.10: Sea 𝑇 ∈ 𝐷′(Ω). Para cualquier multi-índice 𝛼, se 

define la derivada de orden 𝛼 de 𝑇 por: 

(𝐷𝛼𝑇)(𝜙) = (−1)|𝛼|𝑇(𝐷𝛼𝜙), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝜙 ∈ 𝐷(Ω). 
 
 

Ejemplo 2.2.1.11: Considerar la función de Heaviside en ℝ 

𝐻(𝑥) = {
1, 𝑥 ≥ 0

 
0, 𝑥 < 0 

La cual es localmente integrable, y por lo tanto, se define una distribución 

𝑇𝐻. Sea 𝜙 ∈ 𝐷 entonces 
𝑑 𝑑𝜙 𝑑𝜙 +∞ 𝑑𝜙 = 𝜙(0) = 𝛿(𝜙). 

𝑑𝑥 
𝑇𝐻(𝜙) = −𝑇𝐻 ( 

) = − ∫ 𝐻(𝑥) 

= − ∫ 𝑑𝑥 

 
Así, se tiene que 

𝑑𝑥 ℝ 𝑑𝑥 0 

 
𝑑 

𝑑𝑥 
𝑇𝐻 = 𝛿 

 
Definición 2.2.1.12: El gradiente de la distribución 𝑇, denotado por ∇𝑇, es 

definido por 
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𝑖 

𝑖 

𝑊 

 

∇𝑇 = ( 𝜕𝑇 , … , 
𝜕𝑇 

), 

 
Y el laplaciano de 𝑇 es dado por 

𝜕𝑥1 

 
 

𝑁 

𝜕𝑥𝑁 

 

 
𝜕2𝑇 

∆𝑇 = ∑ 
𝜕𝑥2 . 

𝑖=1 

 

 
Observación 2.2.1.13: En el caso en que una distribución es generada 

por una función 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω), con 𝑝 ≥ 1, denotamos el gradiente de la 

distribución por: 

∇𝑢 = ( 𝜕𝑢 , … , 
𝜕𝑢 

), 

 
Y su laplaciano 

𝜕𝑥1 

 
 

𝑁 

𝜕𝑥𝑁 

 

 
𝜕2𝑢 

∆𝑢 = ∑ 
𝜕𝑢2. 

𝑖=1 

 

 
2.2.2 ESPACIOS DE SOBOLEV 

 
Definición 2.2.2.1: Sea 𝑚 > 0 un entero y 1 < 𝑝 ≤ ∞. El espacio de 

Sobolev 𝑊𝑚,𝑝(Ω) es definido por 

𝑊𝑚,𝑝(Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω); 𝐷𝛼𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω), ∀ |𝛼| ≤ 𝑚} 

 
Con la norma 

 
 

‖𝑢‖𝑝 
𝑚,𝑝( Ω)  =   ∑  ∫   |𝐷𝛼𝑢|𝑝𝑑𝑥 , 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

|𝛼|≤𝑚  Ω 
(2.1) 

‖𝑢‖∞𝑚,∞(Ω) = max ‖𝐷𝛼𝑢‖𝐿∞(Ω) , 𝑝 = +∞ 
𝑊 |𝛼|≤𝑚 

 

Observación 2.2.2.2: 

 
1. Si 𝑝 = 2 entonces se denotará el espacio como 𝐻𝑚(Ω). Es decir, 

𝐻𝑚(Ω) = 𝑊𝑚,2(Ω) 

y para 𝑢 ∈ 𝐻𝑚(Ω), se denota su norma por ‖𝑢‖𝐻𝑚(Ω). Es decir, 

‖𝑢‖𝐻𝑚(Ω) = ‖𝑢‖𝑊𝑚,2(Ω). 
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𝑖 

𝜕𝑥 

 

2. La norma ‖𝑢‖𝐻𝑚(Ω) en el espacio 𝐻𝑚(Ω) es inducida por el 

siguiente producto interno 

〈𝑢, 𝑣〉𝐻𝑚(Ω)  =  ∑  ∫  𝐷𝛼𝑢𝐷𝛼𝑣 , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻𝑚(Ω) 
|𝛼|≤𝑚 Ω 

3. En el espacio 𝑊1,𝑝(Ω) la función 
𝜕𝑢 𝜕𝑢 𝑁+1 

𝑢 ∈ 𝑊1,𝑝(Ω) ⟶ (𝑢, , … , ) ∈ (𝐿𝑝(Ω)) 
𝜕𝑥1 𝜕𝑥𝑁 

es una isometría 

4. El espacio (𝐿𝑝(Ω))
𝑁+1 

tiene norma, 

𝑁+1 

 
 
 
 

 
1 

𝑁+1 
𝑝 𝑝 

‖𝑢‖  =  ∑‖𝑢𝑖‖𝐿𝑝(Ω) 

𝑖=1 

para 𝑢 = (𝑢 ) ∈ (𝐿𝑝(Ω))
𝑁+1

. 

; ‖𝑢‖ = (∑|𝑢𝑖|𝐿𝑝(Ω)) 
𝑖=1 

 

Teorema 2.2.2.3: Sea 1 ≤ 𝑝 < ∞, el espacio 𝑊1,𝑝(Ω) es un espacio de 

Banach. Si 1 < 𝑝 < ∞, 𝑊1,𝑝(Ω) es reflexivo. 

Demostración: Sea (𝑢𝑚) una sucesión de Cauchy en 𝑊1,𝑝(Ω). Entonces 

por la norma definida en (2.1), se tiene que (𝑢𝑚) y (𝜕𝑢𝑚) cuando 1 ≤ 𝑖 ≤ 
𝑖 

𝑁 son sucesiones de Cauchy en 𝐿𝑝(Ω). Como 𝐿𝑝(Ω) es completo, 

entonces 𝑢 ⟶ 𝑢 y 𝜕𝑢𝑚 ⟶ 𝑣 en 𝐿𝑝(Ω) para 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁. La completitud del 
𝑚 𝜕𝑥𝑖 

𝑖 

espacio 𝑊1,𝑝(Ω) es probada, si se demuestra 𝜕𝑢 = 𝑣 en el sentido de las 

𝜕𝑥𝑖 
𝑖 

distribuciones, pues 
 
 

‖𝑢 − 𝑢 ‖𝑝 = ‖𝑢 
𝑁 

− 𝑢‖𝑝 + ∑|𝜕𝑢𝑚 − 
𝜕𝑢|

𝑝 
⟶ 0 

 

𝑚 𝑊1,𝑝(Ω) 𝑚 𝐿𝑝(Ω)  
𝑖=1 

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥 𝑖  𝐿𝑝(Ω) 

 

para 𝑚 ⟶ 0. 

 
Sea 𝜙 ∈ 𝐷(Ω). Entonces como 𝑢𝑚 ∈ 𝑊1,𝑝(Ω), se tiene 

 

𝜕 
 

 

𝜕𝑥𝑖 
𝑇𝑢𝑚(𝜙) = 𝑇𝑆𝑖   (𝜙), 𝑆𝑖    ∈  𝐿𝑝(Ω). 
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𝑖 

0 

0 

 

Y considerando 𝑆 =
 𝜕𝑢𝑚 con 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, tenemos 

𝜕𝑥𝑖 

 

− ∫  𝑢 𝜕𝜙 = ∫ 𝜕𝑢𝑚 𝜙. (2.2) 

Ω 
𝑚 𝜕𝑥𝑖 Ω 𝜕𝑥𝑖 

 

Como 𝜙 ∈ 𝐷(Ω) y 𝜙 ∈ 𝐿𝑝(Ω) para todo 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞, cuando 𝑚 ⟶ +∞ en 

(2.2), se tiene 

 

𝜕 
𝜕𝑥 

𝜕𝜙 
𝑇𝑢(𝜙) = − ∫ 𝑢 = ∫ 𝑣𝑖𝜙 = 𝑇𝑣 (𝜙) 𝜕𝑥 𝑖 

𝑖 Ω 𝑖 Ω 

 

Lo  que  significa  que 𝑣𝑖   = 
𝜕𝑢

 
𝜕𝑥𝑖 

casi todas partes en Ω. Luego 𝑢𝑚 ⟶ 𝑢 en 

𝑊1,𝑝(Ω). Así, 𝑊1,𝑝(Ω) es un espacio completo. 

 

Ahora como (𝐿𝑝(Ω))
𝑁+1 

es reflexivo para 1 < 𝑝 < ∞ y como 𝑊1,𝑝(Ω) es 

un espacio completo, la imagen de 𝑊1,𝑝(Ω) por la isometría de la 

observación 2.2.2.2, entonces es un subespacio cerrado de (𝐿𝑝(Ω))
𝑁+1

. 

Luego 𝑊1,𝑝(Ω) es reflexivo. 

Se  define  𝑊𝑚,𝑝(Ω) = 𝐷(̅̅̅ ̅Ω̅̅̅)‖∙‖𝑊𝑚,𝑝(Ω)   ⊂ 𝑊𝑚,𝑝(Ω)   y  se  tiene  el  siguiente 

resultado. 

 
Teorema 2.2.2.4: Sea 1 ≤ 𝑝 < ∞. Entonces para cualquier entero 𝑚 ≥ 0 

𝑊𝑚,𝑝(ℝ𝑁) = 𝑊𝑚,𝑝(ℝ𝑁). 

Demostración: 

Paso 1: Sea (𝜌𝗌) la familia de funciones regularizantes (Ver Kesavan 

(1989) ejemplo 1.2.2). Entonces, si 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑁), se tiene 𝜌𝗌  ∗ 𝑢 ⟶ 𝑢 en 

𝐿𝑝(ℝ𝑁). Ahora sea 𝜙 una función continua con soporte compacto tal que 

𝛿 
‖𝜙 − 𝑢‖𝐿𝑝(ℝ𝑁) < 

3
 

Donde 𝛿 es un número escogido (Ver Kesavan (1989) Teorema 1.5.6). 

Luego se escoge 𝜀 > 0 suficientemente pequeño tal que 

𝛿 
‖𝜙 ∗ 𝜌𝗌 − 𝜙‖𝐿𝑝(ℝ𝑁) < 

3
. 
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𝜕𝑥 𝜕𝑥 𝜕𝑥 𝜕𝑥 

 

Así, 

‖𝑢 − 𝑢 ∗ 𝜌𝗌‖𝐿𝑝(ℝ𝑁) ≤ ‖𝑢 − 𝜙‖𝐿𝑝(ℝ𝑁) + ‖𝜙 − 𝜌𝗌 ∗ 𝜙‖𝐿𝑝(ℝ𝑁) + ‖𝜌𝗌 ∗ 𝜙 − 𝑢 ∗ 𝜌𝗌‖𝐿𝑝(ℝ𝑁) < 𝛿 

Pues ‖(𝑢 − 𝜙) ∗ 𝜌𝗌‖ 
 
𝐿𝑝(ℝ𝑁) ≤ ‖𝜌𝗌‖ 

 
𝐿1(ℝ𝑁) ‖𝑢 − 𝜙‖ 

 
𝐿𝑝(ℝ𝑁) 

< 𝛿 

3 

Paso 2: Ahora, si 𝑢 ∈ 𝑊1,𝑝(ℝ𝑁), entonces 𝑢 ∗ 𝜌𝗌   es 𝐶∞   y 𝐷𝛼(𝑢 ∗ 𝜌𝗌) = 

𝐷𝛼𝑢 ∗ 𝜌𝗌 = 𝑢 ∗ 𝐷𝛼𝜌𝗌    para cualquier multi-índice. Por el paso 1, 𝐷𝛼(𝑢 ∗ 

𝜌𝗌) = 𝜌𝗌 ∗ 𝐷𝛼𝑢 ⟶ 𝐷𝛼𝑢 en 𝐿𝑝(ℝ𝑁). Así 𝑢 ∗ 𝜌𝗌 ⟶ 𝑢 en 𝑊1,𝑝(ℝ𝑁). 

Paso 3: Sea 𝜍 una función en 𝐷(ℝ𝑁) tal que 0 ≤ 𝜍 ≤ 1 con 𝜍 = 1 en 𝐵1(0) 

y 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜍)   ⊂   𝐵2(0). Luego se considera la sucesión (𝜍𝑘) en 𝐷(ℝ𝑁), 

definida por 

𝜍𝑘( 𝑥) 
𝑥 

= 𝜍 ( ). 
𝑘 

Ahora, sea 𝜀𝑘 ⟶ 0, definimos 𝑢𝑘 = 𝜌𝗌𝑘 ∗ 𝑢 que es infinitamente 

diferenciable, y por el paso 2, tenemos 𝑢𝑘 ⟶ 𝑢 en 𝑊1,𝑝(ℝ𝑁). 

𝜙𝑘(𝑥) = 𝜍𝑘𝑢𝑘(𝑥), 

Y se muestra que 𝜙𝑘 ⟶ 𝑢 en 𝑊1,𝑝(ℝ𝑁). De hecho, desde que 𝜍𝑘 = 1 en 

𝐵𝑘(0) se tiene 𝑢𝑘 = 𝜙𝑘 en 𝐵𝑘(0) y 

1 
𝑝 

‖𝑢𝑘 − 𝜙𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑁) = (∫ |𝑢𝑘(𝑥) − 𝜙𝑘(𝑥)|𝑝𝑑𝑥) 
|𝑥|≥𝑘 

1 
 

𝑝 

≤ (∫ 2𝑝𝑚𝑎𝑥(|𝑢𝑘|𝑝, |𝜙𝑘|𝑝)𝑑𝑥) 
|𝑥|≥𝑘 

1 
𝑝 

≤ (∫ |𝑢𝑘|𝑝𝑑𝑥) 
|𝑥|≥𝑘 

Pues, |𝜙𝑘| = |𝜍𝑘𝑢𝑘| ≤ 1|𝑢𝑘| = |𝑢𝑘|. Así, 

𝜕𝜙𝑘 𝜕𝑢𝑘 𝑝 
1 
𝑝 𝜕𝜙𝑘  𝑝 

1 

𝜕𝑢𝑘 𝑝 𝑝 
‖𝑢 − 𝜙𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑁)  = (∫ | − |  )   ≤ 2 (∫ | |   + ∫ | |  )  ⟶ 0 

|𝑥|≥𝑘 𝑖 𝑖 |𝑥|≥𝑘 𝑖 |𝑥|≥𝑘 𝑖 

Cuando 𝑘 ⟶ ∞. Se tiene que 𝜕𝜙𝑘 ⟶ 
𝜕𝑢  

en 𝐿𝑝(ℝ𝑁). Por lo tanto 𝜙   ⟶ 𝑢  en 
𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑖 

𝑘 

𝑊1,𝑝(ℝ𝑁). 
 
 

Teorema 2.2.2.5: (Desigualdad de Poincaré) Sea Ω un conjunto abierto y 

acotado en ℝ𝑁. Entonces existe 𝐶 = 𝐶(Ω, p) > 0 tal que 
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0 

0 

 

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) ≤ 𝐶|𝑢|𝑊1,𝑝(Ω), ∀𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑝(Ω) 

En particular 𝑢 ⟼ |𝑢|𝑊 1,𝑝( Ω) define una norma en 𝑊1,𝑝(Ω), la cual es 

equivalente a ‖∙‖𝑊1,𝑝(Ω). 

Demostración: 

Ver The University of Kansas - Notes on Poincar´e Type Inequalities pag. 1. 

 
 

2.2.3 INMERSIONES CONTINUAS Y COMPACTAS DE SOBOLEV 

 
 

Las inmersiones continuas y compactas de Sobolev establecen ciertas 

desigualdades útiles. Por lo tanto, se mostrarán algunas propiedades de 

estas inmersiones. 

 
Teorema 2.2.3.1: (Desigualdad de Sobolev) Sea 1 ≤ 𝑝 < 𝑁, entonces 

existe una constante 𝐶 = 𝐶(𝑝, 𝑁) > 0, tal que 

‖𝑢‖𝐿𝑝∗
(ℝ𝑁) ≤ 𝐶‖𝑢‖𝑊1,𝑝(ℝ𝑁), 

 
En particular, se tiene la inmersión continua 

 

𝑊1,𝑝(ℝ𝑁) ↪ 𝐿𝑝
∗
(ℝ¨𝑁), 

Donde 𝑝∗ =
 𝑁𝑝 

. 
𝑁−𝑝 

 
 
 

Corolario 2.2.3.2: Si 1 ≤ 𝑝 < 𝑁, entonces se tiene una inmersión continua 

𝑊1,𝑝(ℝ𝑁) ↪ 𝐿𝑞(ℝ𝑁), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑞 ∈ [𝑝, 𝑝∗] 

Demostración: Sea 𝑢 ∈ 𝑊1,𝑝(ℝ𝑁) y 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝∗. Entonces podemos 

escoger 𝛼 ∈ [0,1] tal que 

1 
= 

𝛼 
+ 

1 − 𝛼 

𝑞 𝑝 𝑝∗ 

Y |𝑢|𝛼𝑞   ∈ 𝐿𝑝⁄𝛼𝑞(ℝ𝑁), se tiene |𝑢|(1−𝛼)𝑞   ∈ 𝐿𝑝
∗⁄(1−𝛼)𝑞(ℝ𝑁), así por la 

desigualdad de Hölder, se tiene 
‖𝑢‖ 𝑞      𝑁     ≤ ‖𝑢‖𝛼 ‖𝑢‖1−𝛼 ≤ 𝛼‖𝑢‖ 𝑝     𝑁     + (1 − 𝛼)‖𝑢‖  ∗ ≤ 𝐶‖𝑢‖   1,𝑝      𝑁 , 

𝐿 (ℝ ) 𝐿𝑝(ℝ𝑁) 𝐿𝑝∗ 
(ℝ𝑁) 𝐿  (ℝ  ) 𝐿𝑝  (ℝ𝑁) 𝑊   (ℝ   ) 
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0 

0 

 

Donde también se usa la desigualdad de Sobolev. Así, 𝑢 ∈ 𝐿𝑞(ℝ𝑁) con 

𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝∗. 

Observación 2.2.3.3: Se tiene que 𝐻1(ℝ𝑁) está inmerso continuamente 

en 𝐿𝑞(ℝ𝑁) para todo 𝑞 ∈ [2, 2∗]. 

Corolario 2.2.3.4: Sea Ω ⊂ ℝ𝑁 abierto y 𝑢 ∈ 𝑊1,𝑝(Ω). Entonces 𝑢 ∈ 𝐿𝑞(Ω) 

para todo 𝑞 ∈ [𝑝, 𝑝∗] y existe 𝐶 = 𝐶(𝑝, 𝑁) > 0 tal que 

‖𝑢‖𝐿𝑝∗(Ω)  ≤ 𝐶|𝑢|𝑊1,𝑝(Ω) 

‖𝑢‖𝐿𝑞(Ω) ≤ 𝐶|𝑢|𝑊1,𝑝(Ω) 

Para todo 𝑢 ∈ 𝑊1,𝑝(Ω). 

Teorema 2.2.3.5: (Rellich-Kondrachov) Sea Ω ⊂ ℝ𝑁 abierto y acotado de 

clase 𝐶1. Entonces las siguientes inmersiones son compactas: 

1. Si 𝑝 < 𝑁, 𝑊1,𝑝(Ω) ↪ 𝐿𝑞(Ω), 1 ≤ 𝑞 < 𝑝∗. 

2. Si 𝑝 = 𝑁, 𝑊1,𝑁(Ω) ↪ 𝐿𝑞(Ω), 1 ≤ 𝑞 < ∞. 

3.  Si 𝑝 > 𝑁, 𝑊1,𝑝(Ω) ↪ 𝐶(Ω̅). 

 

2.2.4 Resultados Preliminares 

 
Lema 2.2.4.1: Para 𝑢 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ (0, ∞), 𝑡 ≠ 1, se tiene 𝐼(𝑡𝑢) < 𝐼(𝑢). 

Demostración: Se define 𝑓: (0, ∞) ⟶ ℝ por 𝑓(𝑡) = 𝐼(𝑡𝑢), o sea, 

 
𝑓(𝑡) = 

1 1 
𝑡2 ∫ (|∇𝑢|2 + 𝑉𝑢2) 𝑑𝑥 + 𝑡4 ∫   𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥 − 𝑡𝑝+1  

∫ |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥. 
2 ℝ𝑁 

Entonces 

2 ℝ𝑁 𝑝 + 1 ℝ𝑁 

 

𝑓′(𝑡) = 𝑡 ∫  (|∇𝑢|2 + 𝑉𝑢2)𝑑𝑥 + 2𝑡3 ∫  𝑢2|∇𝑣|2𝑑𝑥 − 𝑡𝑝 ∫   |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥. 
ℝ𝑁 

Como 𝑢 ∈ 𝑆, note que 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 

 

∫  (|∇𝑢|2 + 𝑉𝑢2) 𝑑𝑥 + 2 ∫  𝑢2|∇𝑢|2 𝑑𝑥 = ∫   |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥. 
ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 

Sustituyendo y agrupando, se tiene que 

 
𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑝) ∫ (|∇𝑢|2 + 𝑉𝑢2)𝑑𝑥 + 2(𝑡3 − 𝑡𝑝) ∫ |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥, 

ℝ𝑁 

Por hipótesis, 4 ≤ 𝑝 + 1, o sea, 3 ≤ 𝑝. Entonces, 

ℝ𝑁 
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 Si 0 < 𝑡 < 1, entonces 𝑡 − 𝑡𝑝 > 0 y 𝑡3 − 𝑡𝑝 ≥ 0 y por lo tanto 

𝑓′(𝑡) > 0. 

 Si 1 < 𝑡, entonces 𝑡 − 𝑡𝑝 < 0 y 𝑡3 − 𝑡𝑝 ≤ 0 y por lo tanto 𝑓′(𝑡)   < 0. 

En ambos casos, 𝑓(𝑡) < 𝑓(1), esto es, 𝐼(𝑡𝑢) < 𝐼(𝑢) para 𝑡 ∈ (0, ∞) y 𝑡 ≠ 

1. 

Lema 2.2.4.2: Suponga que 𝑢 ≠ 0 y 𝑝 + 1 > 4 o 𝑝 + 1 = 4 y 

2 ∫ 𝑁 𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥 < ∫ 𝑁|𝑢|𝑝+1𝑑𝑥. Entonces existe un único 𝑡 > 0 tal que 𝑡𝑢 ∈ 
ℝ ℝ 

𝑆. 

Demostración: Sea 𝑓 como en la prueba del lema anterior. 

1. Sea 𝑝 + 1 = 4. Note que 

 
𝑓′(𝑡) = 𝑡 [∫  (|∇u|2 + 𝑉𝑢2)𝑑𝑥 + 𝑡2 (2 ∫  𝑢2 |∇u|2 − ∫   |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥)] 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 

Denotamos 𝑐1 = ∫ 𝑁(|∇𝑢|2 + 𝑉𝑢2)𝑑𝑥 y 𝑐2 = ∫ 𝑁|𝑢|𝑝+1 − 2 ∫ 𝑁 𝑢2 |∇𝑢|2𝑑𝑥, 
ℝ ℝ ℝ 

donde 𝑐1 > 0 y 𝑐2 > 0. Entonces, 

 Si 0 < 𝑡 < 
𝑐1, entonces 𝑐 − 𝑡2𝑐 > 0 y por lo tanto 𝑓′(𝑡) > 0. 

√𝑐2 
1 2 

 Si 𝑐1 < 𝑡, entonces 𝑐 − 𝑡2𝑐 < 0 y por lo tanto 𝑓′(𝑡) < 0. 
√𝑐2 

1 2 

2. Sea 𝑝 + 1 > 4. Observe que 

 Si 0 < 𝑡 < 1, entonces 

𝑡𝑝 < 𝑡3 ⇒ 

 
𝑡𝑝 (2 ∫  𝑢2 |∇𝑢|2𝑑𝑥) < 𝑡3 (2 ∫ 𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥) ⟹ 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 

 
𝑡𝑝 (2 ∫  𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥 − ∫  |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥) < 𝑡3 (2 ∫   𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥) − 𝑡𝑝 (∫   |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥) ⟹ 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 

𝑡(𝑐1 − 𝑡𝑝−1𝑐2) < 𝑓′(𝑡)
 

Escogiendo 0 < 𝑡 < 𝑚𝑖𝑛 {1, 
𝑝−1   𝑐1}, tenemos que 𝑐 − 𝑡𝑝−1𝑐 > 0 y 

 

por lo tanto 𝑓′(𝑡) > 0. 

 Si 1 < 𝑡, entonces 

𝑡3 < 𝑡𝑝 ⟹ 

√𝑐2 
1 2 
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ℝ 

𝑛 

 

 

𝑡3 (2 ∫  𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥) < 𝑡𝑝 (2 ∫ 𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥) ⟹ 
ℝ𝑁 ℝ𝑁 

 
𝑡3 (2 ∫  𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥) − 𝑡𝑝 (∫  |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥) < 𝑡𝑝 (2 ∫   𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥 − ∫   |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥) ⟹ 

ℝ𝑁 

𝑓′(𝑡) < 𝑡(𝑐1 − 𝑡𝑝−1𝑐2) 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 

Escogiendo 𝑚𝑎𝑥 {1, 
𝑝−1   𝑐1} < 𝑡, entonces 𝑐  𝑝−1 < 0 y por lo 

 

 
tanto 𝑓′(𝑡) < 0. 

√𝑐2
 

− 𝑡 𝑐 
1 2 

Así 𝑓′(𝑡) > 0 para 𝑡 suficientemente pequeño y 𝑓′(𝑡) < 0 para 𝑡 

suficientemente grande. Por lo tanto, existe 𝑡 > 0 tal que 𝑓′(𝑡) = 0, lo que 

implica que 𝑡𝑢 ∈ 𝑆. La unicidad se sigue del último lema. 

 

Lema 2.2.4.3: Sea (𝑢𝑛) ⊂ 𝑋   una sucesión tal que lim 
𝑛⟶∞ 

𝛾(𝑢𝑛) = 0   y 

lim 
𝑛⟶∞ 

∫ 𝑁|𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 = 𝑐 ≠ 0. Entonces existe una sucesión (𝑡𝑛) tal que 

𝑡𝑛𝑢𝑛 ∈ 𝑆 y lim 
𝑛⟶∞ 

𝑡𝑛 = 1. 

Demostración: Solo se necesita probar que lim 
𝑛⟶∞ 

𝑡𝑛 = 1. Sea 
 

𝑎𝑛  = ∫  (|∇𝑢𝑛|2 + 𝑉𝑢2)𝑑𝑥 , 𝑏𝑛  = ∫  𝑢2|∇𝑢𝑛|2𝑑𝑥 , 𝑐𝑛  = ∫   |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥. 
𝑛 𝑛 

ℝ𝑁 

Notar que 𝑐𝑛 ⟶ 𝑐 > 0, y así 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 

lim [𝛾(𝑢𝑛) + 𝑐𝑛] = lim [𝑎𝑛 + 2𝑏𝑛] = 𝑐 > 0 
𝑛⟶∞ 𝑛⟶∞ 

Como 𝑎𝑛 ≥ 0 y 𝑏𝑛 ≥ 0, sigue que 𝑎𝑛 ⟶ 𝑎 y 𝑏𝑛 ⟶ 𝑏 cuando 𝑛 ⟶ ∞. A 

partir de 𝛾(𝑢𝑛) = 𝑎𝑛 + 2𝑏𝑛 − 𝑐𝑛 ⟶ 0, tenemos 𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 = 0. Afirmación 

𝑎 > 0. De hecho, caso contrario, 𝑎𝑛 ⟶ 0 y por las desigualdades de 

Hölder y Sobolev se tiene que para 𝜃 = 
[(𝑝−1)(𝑁−2)]

, que 
[2(𝑁+2)] 

 

∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 = ∫ |𝑢𝑛 |2(1−𝜃)|𝑢𝑛 |2∙2∗∙𝜃 𝑑𝑥 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 

1−𝜃 𝜃 

≤ (∫ |𝑢𝑛|2𝑑𝑥) (∫ |𝑢𝑛 |2∙2∗
) 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 

De la continuidad de la inmersión 𝐻1(ℝ𝑁) ↪ 𝐿2
∗ 
(ℝ𝑁), como 𝑢2 ∈ 𝐻1(ℝ𝑁), 

se tiene que 
 

 

(2.3) 
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𝑛 𝑛 

𝑡 𝑡 

 
 

1−𝜃 

∫  |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≤ 𝐶 (∫   |𝑢𝑛|2𝑑𝑥) (∫   𝑢2|∇𝑢  |2𝑑𝑥) 

 𝜃𝑁   
𝑁−2 

ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 

Lo que implica que 𝑐𝑛 ⟶ 0, una contradicción. Luego 2𝑏 < 𝑐 y entonces 

por el Lema 2.2.4.2, podemos encontrar 𝑡𝑛 > 0 tal que 

𝛾(𝑡𝑛𝑢𝑛) = 𝑎  𝑡2  + 2𝑏 𝑡4  − 𝑐  𝑡𝑝+1  = 0. 
𝑛 𝑛 𝑛  𝑛 𝑛 𝑛 

Afirmamos que existen constantes 𝑇1, 𝑇2 tal que 0 < 𝑇1 ≤ 𝑡𝑛 ≤ 𝑇2. Caso 

contrario, suponga que 𝑡𝑛 ⟶ ∞. Entonces 

𝑎 𝑡2 + 2𝑏 𝑡4 − 𝑐 𝑡𝑝+1 = 0 ⟹ 
𝑛  𝑛 𝑛  𝑛 𝑛 𝑛 

𝑎𝑛 2𝑏𝑛 

𝑝−1 + 𝑝−3 − 𝑐𝑛 = 0. 
𝑛 𝑛 

 Si 𝑝 = 3, entonces 2𝑏 = 𝑐 cuando 𝑛 ⟶ ∞, una contradicción. 

 Si 𝑝 > 3, entonces 𝑐 = 0 cuando 𝑛 ⟶ ∞, una contradicción. 

Ahora, suponga que 𝑡𝑛 ⟶ 0. Entonces 

𝑎 𝑡2  + 2𝑏 𝑡4 − 𝑐 𝑡𝑝+1 = 0 ⟹ 
𝑛 𝑛 𝑛  𝑛 𝑛 𝑛 

𝑎𝑛 + 2𝑏 𝑡2 − 𝑐 𝑡𝑝−1  = 0. 
𝑛  𝑛 𝑛 𝑛 

Implicando que 𝑎 = 0, cuando 𝑛 ⟶ ∞, una contradicción. Por el teorema 

de Bolzano-Weierstrass existe una subsucesión 𝑡𝑛 ⟶ 𝑡∗. Pasando al 

límite en 𝛾(𝑡𝑛𝑢𝑛) = 0 se obtiene 

𝑎(𝑡∗)2 + 2𝑏(𝑡∗)4 − 𝑐(𝑡∗)𝑝+1 = 0. 

Como la ecuación 𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡4 − 𝑐𝑡𝑝+1 = 0 tiene 1 como una única solución 

positiva, se tiene 𝑡∗ = 1 y por lo tanto 𝑡𝑛 ⟶ 1. 

 
Lema 2.2.4.4: 𝑐0 > 0 y 𝑐∗ ≤ 2𝑐0. 

Demostración: Se denota 

 
𝜌2  = 𝜌2(𝑢) = ∫  (1 + 𝑢2)|∇𝑢|2𝑑𝑥 + ∫  𝑉𝑢2𝑑𝑥. 

 
Por (2.3) se tiene 

ℝ𝑁  
 
 

 
1−𝜃 

ℝ𝑁  
 

 
 𝜃𝑁   
𝑁−2 

∫  |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥 ≤ 𝐶 (∫  𝑢2𝑑𝑥) (∫  𝑢2|∇𝑢|2𝑑𝑥) (2.4) 
ℝ𝑁 ℝ𝑁 ℝ𝑁 

2𝜃𝑁 

≤ 𝐶𝜌2(1−𝜃)𝜌𝑁−2 
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1 

ℝ 

ℝ 

ℝ 

ℝ 

1 

 
2(𝑝−1) 

 
Entonces 

= 𝐶𝜌 
2+  

𝑁+2 

𝐼(𝑢) = 
1 

∫    (1 + 𝑢2)|∇𝑢|2 𝑑𝑥 + 
1 

∫ 𝑉𝑢2𝑑𝑥 − 
1 

∫ |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥 (2.5) 

2 ℝ𝑁 2 ℝ𝑁 

1   
2 2+2(𝑝−1) 

 
 

𝑝 + 1   ℝ𝑁 

≥ 𝜌 
2 − 𝐶𝜌 𝑁+2 

1 
= 𝜌2 ( 

2 

 

− 𝐶𝜌 
2(𝑝−1) 

𝑁+2 ) 

Escoja 𝜌2( 𝑢) = 𝜌2 tal que 𝜌 2𝑁(𝑝+−21) < y considere 
2(𝑝−1) 

2 𝑁+2 ). 
 

 

0 0 2𝐶 𝑚 = 𝜌0  (2 
− 𝐶𝜌0 

Ahora, suponga que 𝑢 ∈ 𝑆. Tome 𝜆 > 0 tal que 𝜌2(𝜆𝑢) satisface la 

estimación anterior. De acuerdo con el Lema 2.2.4.1, 𝐼(𝑢) ≥ 𝐼(𝜆𝑢) ≥ 𝑚 y 

por lo tanto 𝑐0 ≥ 𝑚. Para cualquier 𝑢 ∈ 𝑆∗, tenemos 𝑢+, 𝑢− ∈ 𝑆, por lo tanto 

𝐼(𝑢) = 𝐼(𝑢+) + 𝐼(𝑢−) ≥ 2𝑐0, y 𝑐∗ ≥ 2𝑐0. 

 
 

Lema 2.2.4.5: Suponga que 𝑢 ∈ 𝑆 y 𝐼(𝑢) = 𝑐0 o 𝑢∗ ∈ 𝑆∗ y 𝐼(𝑢) = 𝑐∗. 

Entonces 𝑢 es una solución débil de la ecuación (1). Además, la ecuación 

(2) valido para cualquier 𝜙 ∈ 𝑋 con la propiedad que ∫ 𝑁 𝑢2|∇𝜙|2𝑑𝑥 < ∞ y 
 

∫ 𝑁|∇𝑢|2𝜙2𝑑𝑥 < ∞. 

Demostración: Supongamos por contradicción que existe 𝑢 ∈ 𝑆∗ y 𝐼(𝑢) = 

𝑐∗, tal que la conclusión del lema no sea verdadera. Entonces podemos 

encontrar una función 𝜙 ∈ 𝑋 con la propiedad que ∫ 𝑁 𝑢2|∇𝜙|2𝑑𝑥 < ∞ y 

∫ 𝑁|∇u|2𝜙2𝑑𝑥 < ∞, pero 

 
〈𝐼′(𝑢), 𝜙〉 = ∫ [(1 + 𝑢2)∇𝑢∇𝜙 + 𝑢|∇𝑢|2𝜙 + 𝑉𝑢𝜙 − |𝑢|𝑝−1𝑢𝜙] 𝑑𝑥 ≤ −1 

ℝ𝑁 

Escoja 𝜀 > 0 muy pequeño tal que 

〈 ′( + − ) 〉 1 
 

 

| | | | | | 

𝐼 𝑡𝑢   + 𝑠𝑢 + 𝜎𝜙 , 𝜙 ≤ − 
2 

, ∀ 𝑡 − 1 + 𝑠 − 1 + 𝜎 ≤ 3𝜀 
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Sea 𝜂 una función de corte tal que 𝜂(𝑡, 𝑠) = 1, si |𝑡 − 1| ≤ 
1 

𝜀y |𝑠 − 1| ≤ 
2 

1 𝜀, 𝜂(𝑡, 𝑠) = 0, si |𝑡 − 1| ≥ 𝜀 o |𝑠 − 1| ≥ 𝜀. Se estima sup 𝐼(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢− + 
2 

 

𝜀𝜂(𝑡, 𝑠)𝜙). Si |𝑡 − 1| ≤ 𝜀 y |𝑠 − 1| ≤ 𝜀, entonces 

𝑡,𝑠 

1 

𝐼(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢− + 𝜀𝜂(𝑡, 𝑠)𝜙) = 𝐼(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢−) + ∫ 〈𝐼′(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢− + 𝜎𝜀𝜂(𝑡, 𝑠)𝜙), 𝜀𝜂(𝑡, 𝑠)𝜙〉𝑑𝜎 
0 

≤ 𝐼(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢−) − 
1 

𝜀𝜂(𝑡, 𝑠). (2.6) 
2 

Para |𝑡 − 1| ≥ 𝜀 o |𝑠 − 1| ≥ 𝜀, 𝜂(𝑡, 𝑠) = 0 y el cálculo anterior es trivial. 

Ahora, desde que 𝑢 ∈ 𝑆∗, para (𝑡, 𝑠) ≠ (1,1), de acuerdo con el Lema 

2.2.4.1, 𝐼′(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢−) < 𝐼(𝑡𝑢+) + 𝐼(𝑠𝑢−) < 𝐼(𝑢+) + 𝐼(𝑢−) = 𝐼(𝑢), por lo 

tanto 

𝐼(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢− + 𝜀𝜂(𝑡, 𝑠)𝜙) ≤ 𝐼(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢−) < 𝐼(𝑢), ∀(𝑡, 𝑠) ≠ (1,1). 

Para (𝑡, 𝑠) = (1,1) 
 

𝐼(𝑢+ + 𝑢− + 𝜀𝜂 (𝑡, 𝑠)𝜙) ≤ 𝐼(𝑢) − 
1 

𝜀𝜂(1,1) = 𝐼(𝑢) − 
2 

1 
𝜀 < 𝐼(𝑢) 

2 

En cualquier caso, se tiene 𝐼(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢− + 𝜀𝜂(𝑡, 𝑠)𝜙) < 𝐼(𝑢) = 𝑐∗. En 

particular 

sup 
0≤𝑡,𝑠≤2 

𝐼(𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢− + 𝜀𝜂(𝑡, 𝑠)𝜙) = 𝑐˜ < 𝑐∗ 

El argumento a seguir es basado en la Teoría del Grado [Ver Ambrosetti, 

Malchiodi (2007) Teorema 3.2, ver Bartsh; Weth; Willem (1986) 

Proposición 3.1]. Sea 

𝜓0(𝑠, 𝑡) = (〈𝐼′(𝑡𝑢+), 𝑢+〉, 〈𝐼′(𝑡𝑢−), 𝑢−〉) 

Y 
1 1 

𝜓 (𝑠, 𝑡) = (   〈𝐼′(ℎ+(𝑡, 𝑠)), ℎ+(𝑡, 𝑠)〉, 〈𝐼′(ℎ−(𝑡, 𝑠)), ℎ−(𝑡, 𝑠)〉) 
1 𝑡 𝑠 

Donde ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑢+ + 𝑠𝑢− + 𝜀𝜂(𝑡, 𝑠)𝜙. Si (𝑡, 𝑠) ∈ 𝜕([0,2] × [0,2]), se tiene 

𝜂(𝑡, 𝑠) = 0 y entonces 𝜓0(𝑡, 𝑠) = 𝜓1(𝑡, 𝑠). Luego 1 = (−1)(−1) = 

𝑑(𝜓0, [0,2] × [0,2], (0,0)) = 𝑑(𝜓1, [0,2] × [0,2], (0,0)). Por lo tanto, existe 

(𝑎, 𝑏) ∈ [0,2] × [0,2] tal que 𝜓1(𝑎, 𝑏) = (0,0), de modo que ℎ(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑢+ + 

𝑏𝑢−  + 𝜀𝜂(𝑎, 𝑏)𝜙 = 𝑢̃  ∈ 𝑆∗, 𝐼(𝑢̃) ≤ 𝑐̃ < 𝑐∗, lo que es una contradicción con la 
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𝑅 

𝑝+1 

 

definición de 𝑐∗. Para el caso, 𝑢 ∈ 𝑆 y 𝐼(𝑢) = 𝑐0, usamos el mismo 

razonamiento. 

 
2.2.5 RESULTADOS DE EXISTENCIA EN DOMINIOS ACOTADOS. 

 
 

Se considera el problema correspondiente en dominios acotados. Las 

soluciones serán usadas como sucesiones de minimización. Sea 𝐵𝑅 la 

bola en ℝ𝑁 centrada en 0 con radio 𝑅. Sea 

𝑆𝑅 = 𝑆 ∩ 𝐻1(𝐵𝑅), 𝑆∗ = 𝑆∗ ∩ 𝐻1(𝐵𝑅) 
0 𝑅 0 

𝑐0 = inf 𝐼(𝑢) , 𝑐∗ = inf 𝐼(𝑢). 
𝑅 𝑢∈𝑆𝑅 

𝑅 
𝑢∈𝑆∗ (2.7) 

Lema 2.2.5.1: 𝑐0 y 𝑐∗ son ambos decrecientes en 𝑅 y convergen para 𝑐0 y 
𝑅 𝑅 

𝑐∗ cuando 𝑅 → ∞, respectivamente. 

Demostración: Es fácil ver que 𝑐0 y 𝑐∗ son monótonos en 𝑅 y 𝑐0 ≥ 𝑐0 y 
𝑅 𝑅 𝑅 

𝑐∗ ≥ 𝑐∗. Se probará que 𝑐∗ ⟶ 𝑐∗. Para 𝜀 > 0, sea 𝑢 ∈ 𝑆∗ tal que 𝐼(𝑢) ≤ 
𝑅 𝑅 

𝑐∗ + 𝜀. Sea 𝑢𝑅 = 𝜂𝑅𝑢 donde 𝜂𝑅 es una función de corte tal que 𝜂𝑅(𝑥) = 1 
para |𝑥| ≤ 

1 
𝑅, 𝜂 = 0 para | | 

3 
. Tenemos que cuando 𝑅 ⟶ ∞, 𝑢± ⟶ 

4 𝑅 𝑥 ≥ 4 𝑅 𝑅 

𝑢±, ∫ |𝑢±| 𝑑𝑥 ⟶ ∫ |𝑢±|𝑝+1𝑑𝑥 > 0 y 𝛾(𝑢±) ⟶ 𝛾(𝑢±) = 0. Por el Lema 
ℝ𝑁 𝑅 ℝ𝑁 𝑅 

2.2.4.3, 𝑡𝑅 ⟶ 1, 𝑠𝑅 ⟶ 1 cuando 𝑅 ⟶ ∞, donde 𝑡𝑅𝑢+ ∈ 𝑆 y 𝑠𝑅𝑢− ∈ 𝑆. 
𝑅 𝑅 

Ahora 𝑢̃𝑅  = 𝑡𝑅𝑢+  + 𝑠𝑅𝑢−  ∈ 𝑆∗   y 
𝑅 𝑅 𝑅 

𝑐∗   ≤ 𝐼(𝑢̃𝑅) = 𝐼(𝑡𝑅𝑢+  + 𝑠𝑅𝑢−) 
𝑅 𝑅 𝑅 

 

≤ 𝐼(𝑡𝑅𝑢+ + 𝑠𝑅𝑢−) + 𝐶 ∫ [(1 + 𝑢2)|∇𝑢|2 + 𝑉𝑢2 + |𝑢|𝑝+1]𝑑𝑥 
𝑅 𝑅 

ℝ𝑁\𝐵𝑅 
4 

≤ 𝐼(𝑡𝑅𝑢+ + 𝑠𝑅𝑢−) + 𝑜(1) 

≤ 𝐼(𝑢+ + 𝑢−) + 𝑜(1) 

≤ 𝑐∗ + 𝜀 + 𝑜(1). (2.8)
 

Donde 𝑜(1) → 0 cuando 𝑅 ⟶ ∞. Como 𝜀 es arbitrario se probó que 

lim 𝑐∗ = 𝑐∗. De la misma forma, se tiene lim 𝑐0 = 𝑐0. 
𝑅⟶∞   

𝑅 
𝑅⟶∞ 

𝑅
 

 
Lema 2.2.5.2: 𝑐0 y 𝑐∗ son alcanzados. 

𝑅 𝑅 
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𝑁 2 

0 

𝑛 

0 

0 

 

Demostración: Se probará el lema para 𝑐∗ , para 𝑐0 los argumentos son 
𝑅 𝑅 

análogos. Por la definición de ínfimo, existe (𝑢𝑛) ⊂ 𝑆∗ una𝑅 sucesión 

minimizadora, esto es, 𝐼(𝑢𝑛) ⟶ 𝑐∗ cuando 𝑛 ⟶ ∞. Por el lema 2.2.4.4, 

∫ 𝑢2𝑑𝑥 y ∫ 
𝑢 |∇𝑢 

|2𝑑𝑥 son acotados. De hecho, ∫ 𝑢2𝑑𝑥 ⟶ +∞ o 

ℝ 𝑛 ℝ𝑁      𝑛 𝑛 ℝ𝑁      𝑛 

∫ 𝑁 𝑢2|∇𝑢 |2𝑑𝑥 ⟶ +∞, debemos tener 𝐼(𝑢 ) ⟶ +∞, deberemos tener 
ℝ 𝑛 𝑛 𝑛 

𝐼(𝑢𝑛) ⟶ +∞ por (2.5), lo que es absurdo pues la sucesión (𝐼(𝑢𝑛)) es 

acotada. Además, 𝑢+, 𝑢− ∈ 𝑆 . Por lo tanto, ∫ (𝑢+)𝑝+1𝑑𝑥 ≥ 𝑚 y 
𝑛 𝑛 𝑅 ℝ𝑁 𝑛 

∫ 𝑁(𝑢−)𝑝+1𝑑𝑥 ≥ 𝑚 para algún 𝑚 > 0. Como se consideró un dominio 
ℝ 𝑛 

acotado, siendo 𝐻1(𝐵𝑅) reflexivo y de las inmersiones de Sobolev, 

podemos asumir que existe una subsucesión y 𝑢 ∈ 𝐻1(𝐵𝑅) tal que 𝑢± ⟶ 
0 𝑛 

𝑢± ≠ 0 en 𝐿𝑝+1(𝐵𝑅), 𝑢± ⇀ 𝑢± en 𝐻1(𝐵 ) y ∇((𝑢±)2) ⇀ ∇((𝑢±)2) en 𝐿2(𝐵 ). 
𝑛 0 𝑅 𝑛 𝑅 

Tomando el límite en 𝑛, se sigue que 𝛾(𝑢±) = 0 que 

 
𝛾(𝑢±) = ∫ [(1 + 2(𝑢±)2)|∇𝑢±|2 + 𝑉(𝑢±)2 − |𝑢±|𝑝+1]𝑑𝑥 ≤ 0. 

ℝ𝑁 

Por el lema 2.2.4.2, se obtiene 𝑡, 𝑠 > 0 tal que 𝛾(𝑡𝑢+) = 𝛾(𝑠𝑢−) = 0. Sea 

𝑢̃  = 𝑡𝑢+  + 𝑠𝑢−. Entonces 𝑢̃  ∈ 𝑆∗  y𝑅 

𝑐∗   ≤ 𝐼(𝑢̃) ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝐼(𝑡𝑢+  + 𝑠𝑢−) ≤   lim 𝐼(𝑢+  + 𝑢−) =   lim  𝐼(𝑢𝑛)  =  𝑐∗ . (2.9) 
𝑅 

 

Por lo tanto, 𝐼(𝑢̃) = 𝑐∗
𝑅. 

𝑛⟶∞ 𝑛⟶∞ 
𝑅

 

 

Lema 2.2.5.3: Suponer que 𝑢 ∈ 𝑆𝑅    y 𝐼(𝑢) = 𝑐0, o 𝑢 ∈ 𝑆∗   y 𝐼(𝑢) = 𝑐∗ . 
𝑅 𝑅 𝑅 

Entonces 𝑢 es una solución débil de la ecuación cuasilineal en el dominio 

acotado 𝐵𝑅 con condición de frontera de Dirichlet, es decir, para todo 𝜙 ∈ 

𝐶∞(𝐵𝑅), tenemos que 

 
∫ [(1 + 𝑢2)∇𝑢∇𝜙 + 𝑢|∇𝑢|2𝜙 + 𝑉𝑢𝜙 − |𝑢|𝑝−1𝑢𝜙]𝑑𝑥 = 0. 
𝐵𝑅 

Además, la ecuación anterior vale para cualquier 𝜙 ∈ 𝑋 ∩ 𝐻1(𝐵𝑅) con la 

propiedad que ∫ 𝑁 𝑢2|∇𝜙|2𝑑𝑥 < ∞ y ∫ 𝑁|∇𝑢|2𝜙2𝑑𝑥 < ∞. 
ℝ ℝ 

Demostración: La prueba es la misma que la del Lema 2.2.4.5. 
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𝑅 

𝑅 

𝑅 

 

Luego, se precisa estudiar el funcional límite, definido usando el límite del 

potencial 𝑉 en el infinito. Para 𝑢 ∈ 𝑋, 

1 
𝐼∞(𝑢) = ∫ (1 + 𝑢2)| 

2 ℝ𝑁 

También se definen 

∇𝑢| 
1 

2 𝑑𝑥 +    ∫ 𝑉∞𝑢 
2 ℝ𝑁 

2 𝑑𝑥 − 
1 

∫  |𝑢| 
𝑝 + 1 ℝ𝑁 

 
1 

 
𝑝+1 𝑑𝑥. (2.10) 

𝛾∞(𝑢) = ∫   (1 + 𝑢2)|∇u|2𝑑𝑥 + ∫   𝑉  𝑢2𝑑𝑥 − ∫  |𝑢|𝑝+1𝑑𝑥, 

ℝ𝑁 
∞ 

ℝ𝑁 𝑝 + 1 ℝ𝑁 

𝑆∞ = {𝑢 ∈ 𝑋|𝛾∞(𝑢) = 0, 𝑢 ≠ 0} 𝑦 
𝑐∞ = inf 

𝑢∈𝑆∞ 
𝐼∞(𝑢). 

(2.11) 

También para los dominios acotados 𝐵𝑅, definimos 
𝑆∞ = 𝑆∞ ∩ 𝐻1(𝐵𝑅), 𝑐∞ = inf 𝐼∞(𝑢). 

𝑅 0 𝑅 
𝑢∈𝑆∞ 

Usando la prueba del lema 2.2.5.3, se puede probar que 𝑐∞ también es 

alcanzado y tal como se ha demostrado en el Lema 2.2.5.1, 𝑐∞ converge 

para 𝑐∞, cuando 𝑅 ⟶ ∞. 

 
 

2.2.6 Demostraciones de los Teoremas 1 y 2. 

 
 

En esta sección, se demuestran los dos principales resultados del 

capítulo. Primero necesitaos del siguiente lema. 

 
Lema 2.2.6.1: Sea 𝑢𝑅 ∈ 𝑆𝑅 una solución débil de la ecuación (1) en el 

dominio acotado 𝐵𝑅, es decir, 

 
∫  [(1 + 𝑢2)∇𝑢𝑅∇𝜙 + 𝑢𝑅|∇𝑢𝑅|2𝜙 + 𝑉𝑢𝑅𝜙 − |𝑢𝑅|𝑝−1𝑢𝑅𝜙]𝑑𝑥 = 0 (2.12) 

𝐵𝑅 

 

Para todos 𝜙 ∈ 𝑋 ∩ 𝐻1(𝐵𝑅) con la propiedad que ∫ 𝑁 𝑢2|∇𝜙|2𝑑𝑥 < ∞ y 
0 ℝ 

∫ 𝑁|∇𝑢|2𝜙2𝑑𝑥 < ∞. Suponga que ∫ (1 + 𝑢2)|∇𝑢𝑅|2𝑑𝑥, ∫ 𝑉|𝑢𝑅|2𝑑𝑥, 
ℝ 𝐵𝑅 𝑅 𝐵𝑅 

∫ |𝑢𝑅|𝑝+1𝑑𝑥 
𝐵𝑅 

son todos acotados en 𝑅. Suponga todavía que, para una 

subsucesión 𝑅𝑛 ⟶ ∞, 
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𝑛 

𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 

 

 

∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ⟶ 𝐴 ∈ (0, ∞), 
𝐵𝑅𝑛 

 
Donde 𝑢𝑛 = 𝑢𝑅 . Entonces existe 𝛽 ∈ (0,1] y (𝑥𝑛) ⊂ ℝ𝑁 tal que para 

cualquier 𝜀 > 0 existe 𝑟𝗌 > 0 tal que, para cualquier 𝑟′ ≥ 𝑟 ≥ 𝑟𝗌, 

 
lim inf ∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≥ 𝛽𝐴 − 𝜀 
𝑛⟶∞ 𝐵𝑟(𝑥𝑛) 

 
lim inf ∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≥ (1 − 𝛽)𝐴 − 𝜀 (2.13) 
𝑛⟶∞ ℝ𝑁∖𝐵𝑟𝐹(𝑥𝑛) 

 
Además, si 𝛽 < 1, entonces lim inf 𝐼(𝑢𝑛) ≥ 𝑐0 + 𝑐∞. 

𝑛⟶∞ 
 

Demostración: 

La existencia del número 𝛽 ∈ (0,1] viene del Lema de Concentración de 

Compacidad de Lions (Ver Lions (1984)), una vez que (𝑢𝑛) es acotado en 
𝐻1(ℝ𝑁). Ahora suponga que 𝛽 < 1. Escoger 𝜀𝑛 ⟶ 0 y 𝑟′ ≥ 𝑟  ⟶ ∞ de tal 

𝑛 𝑛 

forma que, al menos una subsucesión, 

 
 

∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥  ≥ 𝛽𝐴 − 𝜀𝑛 

𝐵𝑟𝑛(𝑥𝑛) 

 

 
∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≥ (1 − 𝛽)𝐴 − 𝜀𝑛 
ℝ𝑁∖𝐵 𝐹 (𝑥𝑛) 

𝑟𝑛 

 
(2.14) 

 

Sea 𝜉 una función de corte tal que 𝜉(𝑠) = 0 para 𝑠 ≤ 1 o para 𝑠 ≥ 4, 

𝜉(𝑠) = 1 para 2 ≤ 𝑠 ≤ 3 y |𝜉′(𝑠)| ≤ 2. Tomar 𝜙(𝑥) = 𝜉(|𝑥 − 𝑥𝑛|⁄𝑟𝑛) en (5), 

lo cual es admisible. Se obtiene cuando 𝑛 ⟶ ∞, que 

 
∫ (1 + 2𝑢2)|∇𝑢 |2 + 𝑉|𝑢 |2 + |𝑢 |𝑝+1 = 𝑜(1) (2.15) 

𝐵3𝑟𝑛∖𝐵2𝑟𝑛 

Donde usa la estimativa (2.13) para 𝑟′ = 4𝑟 . Ahora tome otra función de 
𝑛 𝑛 

corte 𝜂 tal que 𝜂(𝑠) = 1 para 𝑠 ≤ 2, 𝜂(𝑠) = 0 para 𝑠 ≥ 3 y |𝜂′(𝑠)| ≤ 2. Sea 
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(  )   𝑛  ) 𝑢 

𝑛 

 

𝑤   𝑥   = 𝜂 ( 
|𝑥 − 𝑥 | (𝑥), 𝑣 

 

(𝑥) 
|𝑥 − 𝑥𝑛| 

= (1 − 𝜂 ( )) 𝑢 (𝑥). 
𝑛 𝑟𝑛 

𝑛 𝑛 𝑟𝑛 
𝑛 

 
Se sigue de (2.13) que 

 

∫ |𝑤𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≥ 𝛽𝐴 − 𝜀𝑛, 
ℝ𝑁 

 
 

∫ |𝑣𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≥ (1 − 𝛽)𝐴 − 𝜀𝑛, 
ℝ𝑁 

 
𝐼(𝑢𝑛) = 𝐼(𝑤𝑛) + 𝐼(𝑣𝑛) + 𝑜(1). 

 
Además, considerando 𝜙 = 𝑤𝑛, se sigue de (2.12) y (2.15) que 

 
𝛾(𝑢𝑛) = 〈𝐼′(𝑢𝑛), 𝑤𝑛〉 + 𝑜(1) = 𝑜(1) 

 
También se tiene que 𝛾(𝑣𝑛) = 𝑜(1). Por el Lema 2.2.4.3, existen 

constantes  𝑡𝑛    y  𝑠𝑛    tales  que  𝑡𝑛  ⟶ 1  y  𝑠𝑛  ⟶ 1,  y  𝑤̅𝑛  = 𝑡𝑛𝑤𝑛  ∈ 𝑆  y  𝑣𝑛  = 

 

 
(2.16) 

𝑠𝑛𝑣𝑛 ∈ 𝑆. Si (𝑥𝑛) es acotado, entonces lim inf 𝐼(𝑤) ≥ 𝑐0 y lim inf 𝐼(𝑣̅𝑛) ≥ 
 

𝑐∞, una vez que el soporte de 𝑣𝑛 

𝑀. Así se tiene que 

𝑛⟶∞ 𝑛⟶∞ 

esta fuera de la bola 𝐵𝑅−𝑀 donde |𝑥𝑛| ≤ 

 

𝐼(𝑢𝑛) = 𝐼(𝑤𝑛) + 𝐼(𝑣𝑛) + 𝑜(1) 

= 𝐼(𝑡𝑛𝑤𝑛) + 𝐼(𝑠𝑛𝑣𝑛) + 𝑜(1) 

 
Y 

 

 
(2.17) 

 

lim inf 𝐼(𝑢𝑛) ≥ lim inf 𝐼(𝑡𝑛𝑢𝑛) + lim inf 𝐼(𝑠𝑛𝑢𝑛) ≥ 𝑐0 + 𝑐∞ 

𝑛⟶∞ 𝑛⟶∞ 𝑛⟶∞ 

 
Por lo tanto, lim inf 𝐼(𝑢𝑛) ≥ 𝑐0 + 𝑐∞. 

𝑛⟶∞ 
 

Lema 2.2.6.2: 𝑐∞ es alcanzado y si 𝐼∞(𝑢) = 𝑐∞ podemos asumir 𝑢(𝑥) > 0 

en ℝ𝑁. 

 
Demostración:  Sea  (𝑢𝑛)   una  sucesión  tal  que  𝑢𝑛   ∈ 𝑆𝑛∞,  𝐼∞(𝑢𝑛) = 𝑐∞, 
𝑐∞ ⟶ 𝑐∞, cuando 𝑛 ⟶ ∞. Usando el hecho que 𝐼∞(𝑢 ) es acotado y 

𝑛 𝑛 
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0 

𝑛 

 

𝛾∞(𝑢𝑛) = 0, se tiene que ∫   (1 + 𝑢2)|∇𝑢   |2𝑑𝑥, ∫ 𝑉  |𝑢  |2𝑑𝑥, ∫ 𝑢| 
𝐵𝑛 𝑛 𝑛 𝐵𝑛    ∞ 𝑛 𝐵𝑛 𝑛 

|𝑝+1𝑑𝑥 

son todos acotados en 𝑛. Por el Lema 2.2.6.1, existe una sucesión (𝑥𝑛) tal 

que para cualquier 𝜀 > 0 existe 𝑟 > 0, tal que 

 
lim inf ∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≥ 𝐴 − 𝜀 
𝑛⟶∞ 𝐵𝑟(𝑥𝑛) 

 
Donde 

 

𝐴 = lim 
𝑛⟶∞ 

∫  |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 . 
ℝ𝑁 

Por la invariancia del problema por translación, podemos suponer que 

(𝑥𝑛) es acotado. Por lo tanto, se tiene que 

 
(𝑢𝑛) ⟶ 𝑢 ≠ 0 𝑒𝑛 𝐿𝑝+1(ℝ𝑁) 

 

𝑢𝑛 ⇀ 𝑢 𝑒𝑛 𝐻1(ℝ𝑁) 

∇(𝑢2) ⇀ ∇(𝑢2) 𝑒𝑛 𝐿2(ℝ𝑁) 

 
 

(2.18) 
 

Sigue de 𝛾∞(𝑢𝑛) = 0 que 

 

𝛾∞(𝑢) = ∫ [(1 + 2𝑢2)|∇𝑢|2 + 𝑉∞𝑢2 − |𝑢|𝑝+1] 
ℝ𝑁 

 
 

≤ lim inf ∫ [(1 + 2𝑢2)|∇𝑢 |2 + 𝑉 𝑢2 − |𝑢 |𝑝+1] 
𝑛 𝑛 ∞   𝑛 𝑛 

𝑛⟶∞ ℝ𝑁 

 

= lim inf 𝛾∞(𝑢𝑛) 
𝑛⟶∞ 

= 0 

 
Por el Lema 2.2.4.2, existe 𝑡 > 0 tal que 𝛾∞(𝑡𝑢) = 0 y 

 
𝑐∞ ≤ 𝐼∞(𝑡𝑢) 𝑑𝑒 (2.18) 

 
≤ lim inf 𝐼∞(𝑡𝑢𝑛) 

𝑛⟶∞ 

 

 
(2.19) 

 

≤ lim 
𝑛⟶∞ 

𝐼∞(𝑢𝑛) 
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𝑛 

𝑛 

ℝ 

 

= lim 
𝑛⟶∞ 

𝑐∞  = 𝑐∞ 

 

Por lo tanto, 𝐼∞(𝑡𝑢) = 𝑐∞. La sucesión minimizadora puede ser tomada 

como funciones no negativas (sustituya 𝑢𝑛 por |𝑢𝑛|, de ser necesario), y 

obtenemos 𝑢(𝑥) ≥ 0. De hecho 𝑢(𝑥) > 0 por el Principio de Máximo 

Fuerte (ver Gilbarg (2015)). 

Demostración del Teorema 1: Se afirma que 𝑐0 < 𝑐∞. Sea 𝑢 una función 

obtenida en el Lema 2.2.6.2, tal que 𝐼∞(𝑢) = 𝑐∞ y 𝛾∞(𝑢) = 0. Como 𝑢 es 

positiva, tenemos que ∫ 𝑁 𝑉(𝑥)𝑢2𝑑𝑥 < ∫ 𝑁 𝑉∞𝑢2𝑑𝑥 siempre que 𝑉 ≠ 𝑉∞. 
ℝ ℝ 

Ahora 
 

𝛾(𝑢) = ∫ [(1 + 2𝑢2)|∇𝑢|2 + 𝑉𝑢2 − |𝑢|𝑝+1] 
ℝ𝑁 

 
< ∫ [(1 + 2𝑢2)|∇𝑢|2 + 𝑉∞𝑢2 − |𝑢|𝑝+1] 

ℝ𝑁 

= 𝛾∞(𝑢) 

= 0. 

Por el Lema 2.2.4.2, encontramos 𝑡 > 0 tal que 𝛾(𝑡𝑢) = 0. Si 𝑡 = 1, se 

tiene que 

 
(2.20) 

𝑐0 ≤ 𝐼(𝑢) < 𝐼∞(𝑢) = 𝑐∞. 

Si 𝑡 ≠ 1, se tiene por el Lema 2.2.4.1, que 

𝑐0 ≤ 𝐼(𝑡𝑢) < 𝐼∞(𝑡𝑢) < 𝐼∞(𝑢) = 𝑐∞. 

Sea (𝑢𝑛) una sucesión tal que 𝑢𝑛 ∈ 𝑆𝑛, 𝐼(𝑢𝑛) = 𝑐0 ⟶ 𝑐0 cuando 𝑛 ⟶ ∞. 

Usando los hechos que 𝐼(𝑢𝑛) es acotado y 𝛾(𝑢𝑛) = 0, se tiene ∫ (1 + 
𝐵𝑛 

 
 

(2.21) 

𝑢2)|∇𝑢 |2𝑑𝑥, ∫ 
𝑉(𝑥)|𝑢 

|2𝑑𝑥, ∫ |𝑢 |𝑝+1𝑑𝑥 son todos acotados en 𝑛. Por 

𝑛 𝑛 𝐵𝑛 𝑛 𝐵𝑛 𝑛 

el Lema 2.2.6.1, existe una sucesión (𝑥𝑛) en ℝ𝑁 tal que para algún 𝜀 > 0 

existe 𝑟 > 0 tal que 
 

 
 
 

Donde 𝐴 = lim 
𝑛⟶∞ 

lim inf ∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≥ 𝐴 − 𝜀, (2.22) 
𝑛⟶∞ 𝐵𝑟(𝑥𝑛) 

∫ 𝑁|𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥. Entonces (𝑥𝑛) debe ser acotado. De hecho, 

caso contrario, si 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑢𝑛(𝑥 + 𝑥𝑛), 



34  

− 𝑉 

𝑛 

 

𝐼(𝑢 ) = 
1 

∫   (1 + 𝑢2)|∇𝑢 |2 
 

 

1 
(  )  2 1 ∫ |𝑢 |𝑝+1𝑑𝑥 

 
  

𝑛 2 
1 ℝ𝑁 

𝑛 𝑛 𝑑𝑥 +   ∫  𝑉 
2 ℝ𝑁 

𝑥 𝑢𝑛𝑑𝑥 − 
1 𝑝 + 1 

𝑛 
ℝ𝑁 

= ∫   (1 + 𝑣2(𝑥 − 𝑥 ))|∇𝑣 (𝑥 − 𝑥 )|2 ( ) 2( ) 
𝑛 

ℝ𝑁 

𝑛 𝑛 𝑛 𝑑𝑥 +   ∫  𝑉 𝑥 
2 ℝ𝑁 

𝑣𝑛   𝑥  − 𝑥𝑛   𝑑𝑥 

−   1 ∫ |𝑣 (𝑥 − 𝑥 )|𝑝+1𝑑𝑥 
 

𝑝 + 1 ℝ𝑁 
𝑛 𝑛 

1 
= ∫   (1 + 𝑣2(𝑦)) |∇𝑣  

1 
(𝑦)|2 (𝑉(𝑦 − 𝑥 ) )𝑣2(𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑦 + ∫ 

 

2 ℝ𝑁 
𝑛 𝑛 

2  ℝ𝑁 
𝑛 ∞ 𝑛 

1 2(  ) 1 ∫ |𝑣 (𝑦)|𝑝+1𝑑𝑦 
 

+ ∫  𝑉  𝑣  𝑦 𝑑𝑦 −     
2  ℝ𝑁  

∞
 𝑝 + 1 𝑛 

ℝ𝑁 

= 𝐼∞(𝑣𝑛) + 𝑜(1) 

= 𝐼∞(𝑢𝑛) + 𝑜(1). 

De la misma forma, se prueba que 𝛾∞(𝑢𝑛) = 𝛾(𝑢𝑛) + 𝑜(1). Se encuentran 

𝑡𝑛 tal que 𝑡𝑛 ⟶ 1 y 𝛾∞(𝑡𝑛𝑢𝑛) = 0. Se tiene 

𝑐∞ ≤ lim inf 𝐼∞(𝑡𝑛𝑢𝑛) = lim inf 𝐼∞(𝑢𝑛) =   lim 𝐼(𝑢𝑛) = 𝑐0, (2.23) 
𝑛⟶∞ 𝑛⟶∞ 𝑛⟶∞ 

Lo que contradice (2.20). Cuando (𝑥𝑛) es acotado, se tiene que (𝑢𝑛) 

converge para 𝑢 en 𝐿𝑝+1(ℝ𝑁). Entonces, podemos seguir la prueba del 

Lema 2.2.6.2 para concluir la prueba del Teorema 1. 

 
Para probar el Teorema 2, se necesita del siguiente resultado de 

regularidad. 

 
Lema 2.2.6.4: Sea 𝑢 una función débil de (1). Entonces 𝑢 y sus derivadas 

son acotadas y se cumple el decaimiento exponencial en el infinito 

 

 
 
 

Para 𝐶, 𝛿 > 0. 
 

Demostración: 

∫ (𝑢2 + |∇𝑢|2)𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝑒−𝛿𝑅, 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

 

Ver Gilbarg, Trudinger (2015). 

2 
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De hecho, 𝑢 juntamente con sus derivadas tiene decaimiento exponencial 

punto a punto en el infinito, pero la estimativa en el Lema 2.2.6.4 es 

suficiente para este propósito aquí. Esencialmente, el Lema 2.2.6.4 se 

sigue de Gilbarg, Trudinger (2015), donde las ecuaciones semilineales 

fueran consideradas. 

Ahora, sea 𝑢 ∈ 𝑆 con 𝐼(𝑢)  = 𝑐0 y sea 𝜙 ∈ 𝑆∞ con 𝐼∞(𝜙) = 𝑐∞. Se puede, 

suponer que 𝑢, 𝜙 son positivas. Por el Lema 2.2.4.5, 𝑢 y 𝜙 satisfacen las 

ecuaciones cuasilineales correspondientes. De acuerdo con el Lema 

2.2.6.4, se tiene que 𝑢 y ∇𝑢 son acotados, 

 
∫ (𝑢2 + |∇𝑢|2)𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝑒−𝛿𝑅, 

ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

 

Y también que 𝜙 y ∇𝜙 son acotados, con 

 

∫ (𝜙2 + |∇𝜙|2)𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝑒−𝛿𝑅, 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

 

Para 𝐶, 𝛿 > 0. Sea 𝜙𝑅(𝑥) = 𝜙(𝑥 + 2𝑅𝑒1) con 𝑒1 = (1,0, … ,0) ∈ ℝ𝑁. 
 

 

Lema 2.2.6.5: 𝑐∗ ≤ sup 
(𝛼,𝛽)∈ℝ2 

𝐼(𝛼𝑢 + 𝛽𝜙𝑅) < 𝑐0 + 𝑐∞, desde que 𝑅 sea 

grande o suficiente. 

Demostración: Se divide la prueba en tres pasos 

1. Cuando expandimos 𝐼(𝛼𝑢 + 𝛽𝜙𝑅), todos los términos que 

involucren 𝑢 y 𝜙𝑅 tiene decaimiento exponencial. O sea, todos los 

términos como ∫ℝ𝑁 𝑢𝜙𝑅, ∫ℝ𝑁|∇𝑢∇𝜙𝑅|, ∫ℝ𝑁 𝑢|∇𝜙𝑅| y ∫ℝ𝑁|∇𝑢|𝜙𝑅  son de 

orden 𝑜(𝑒−𝛿𝑅) cuando 𝑅 ⟶ ∞. Por ejemplo, 

 

∫  𝑢𝜙𝑅  = ∫ 𝑢𝜙𝑅 + ∫ 𝑢𝜙𝑅 

ℝ𝑁 

1 
 

2 
≤ (∫ 𝑢2) 

ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

1 
2 

(∫ 𝜙2) 

𝐵𝑅 

 

 
+ (∫ 𝑢2) 

 

1 1 
  

2 2 
(∫ 𝜙2) 

𝑅 𝑅 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 ℝ𝑁∖𝐵𝑅 𝐵𝑅 𝐵𝑅 
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0 

2 

𝑁 

 

1 
2 

≤ (∫ 𝑢2) 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

1 
2 

(∫ 𝜙2(𝑥 + 2𝑅𝑒1)) 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

1 1 
2 2 

1 
2 

+ (∫  𝑢2) 
𝐵𝑅 

1 
2 

1 
2 

(∫ 𝜙2(𝑥 + 2𝑅𝑒1)) 
𝐵𝑅 

1 
2 

≤ (∫ 𝑢2) 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

(∫ 𝜙2(𝑦)) 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅(2𝑅𝑒1) 

+ (∫  𝑢2) 
𝐵𝑅 

(∫ 𝜙2(𝑦)) 
𝐵𝑅(2𝑅𝑒1) 

1 
2 

≤ (∫ 𝑢2) 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

1 
2 

(∫ 𝜙2) 
ℝ𝑁 

1 
2 

1 
2 

+ (∫  𝑢2) 
𝐵𝑅 

1 
2 

(∫ 𝜙2) 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

1 
2 

≤ 𝐶 (∫ 𝑢2) 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

+ 𝐶 (∫ 𝜙2) 
ℝ𝑁∖𝐵𝑅 

≤ 𝐶𝑒−𝛿𝑅 (2.24) 

Aquí 𝛿 es diferente del Lema 2.2.6.4. 

2. Existen 𝑅0 > 0 y 𝑟0 > 0 de tal forma que para todos 𝑅 > 𝑅0, para 

todos 𝛼2  + 𝛽2  = 𝑟2  > 𝑟2, 𝐼(𝛼𝑢 + 𝛽𝜙𝑅) ≤ 0. Sea 𝛼̅ = 𝛼⁄𝑟, 𝛽̅ = 𝛽⁄𝑟  y 

𝑤̅  = 𝛼̅𝑢 + 𝛽̅𝜙𝑅.  Primero,  se  encuentra  un  𝑅′  > 0  de  tal  forma  que 

para  todos  los  𝑅 > 𝑅′  se  tiene  ∫  𝑁|𝑤̅|2,  ∫  𝑁 𝑤̅2|∇𝑤̅|2,  ∫  𝑁|∇𝑤̅|2    y 
ℝ ℝ ℝ 

 

∫ℝ𝑁 𝑉𝑤̅2  son todos acotados superiormente e inferiormente por dos 

constantes positivas. También, se tiene 

1 𝐼(𝛼𝑢 + 𝛽𝜙 ) 
 

 

(1 + 𝑟2𝑤̅2)𝑟2|∇𝑤̅|2 
1   2  ∫   𝑉𝑤̅2      − 

1
 

 
 

 
𝑟𝑝+1 ∫   |𝑤̅|𝑝+1 

𝑅  =   ∫ 
ℝ𝑁 + 

2 
𝑟 ℝ𝑁 𝑝 + 1 ℝ𝑁 

Si 𝑝 + 1 > 4, entonces la afirmación es fácil. Ahora suponer que 𝑝 + 1 = 4. 

Como 𝛾(𝑢) = 0, 
𝛾∞(𝜙 

) = 0, se tiene 
1 

∫ 𝑢2 |∇𝑢|2 ≤ 
1 

∫ 𝑢4 − 𝑎, 
  

𝑅 2   ℝ𝑁 4  ℝ𝑁 
 

1 ∫ 𝜙2 |∇𝜙 |2 
1 

≤   ∫ 𝜙4 − 𝑎 para algún 𝑎 > 0 (independiente de 𝑅). Por el 
 

2   ℝ𝑁 𝑅 𝑅 
 

4   ℝ𝑁 𝑅    

paso 1, 
1 

∫  𝑢2|∇𝑢|2 
 

 

 
1 

4 2| |2 1   ̅4 
2| |2 + 𝑜(𝑒−𝛿𝑅), (2.25) 

 
  

2 ℝ𝑁 
= 𝛼̅ ∫   

2 ℝ 
∇𝑢 + 

2 
∫  𝜙𝑅 ∇𝜙𝑅 

ℝ𝑁 
1 

∫   𝑤̅4  = 
1    

4 4 
1    

4̅ 4 −𝛿𝑅),  (2.26) 

4 ℝ𝑁 4 
𝛼̅ ∫  𝑢  + 

ℝ 4 
∫  𝜙𝑅 + 𝑜(𝑒 

ℝ𝑁 

Por lo tanto, como 𝑅 es grande o suficiente (apenas dependiendo de un 𝑎 > 

0 arriba); 

𝑁 𝛽 

𝛽 
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2 

1 

𝑛 

𝑛 𝑛 

 

1 
∫   𝑤̅2|∇𝑤̅|2 ≤ ∫   𝑤̅4  − 𝑎  , ∀𝛼̅2  + 𝛽̅2  = 1, 

1 

2 ℝ𝑁 ℝ𝑁 

Para algún 𝑎1 > 0. Por lo tanto, 𝐼(𝛼𝑢 + 𝛽𝜙𝑅) ≤ 0 para 𝛼2 + 𝛽2 lo 

suficientemente grande. 

3. Se dará la estimativa completa de 𝑠𝑢𝑝 𝐼(𝛼𝑢 + 𝛽𝜙𝑅). Por el Lema 
𝛼,𝛽 

2.2.4.2, podemos suponer que 𝛼2 + 𝛽2 es acotado, Entonces por el 

paso 1 

𝐼(𝛼𝑢 + 𝛽𝜙𝑅) = 𝐼(𝛼𝑢) + 𝐼(𝛽𝜙𝑅) + 𝑜(𝑒−𝛿𝑅) 

También, se tiene 𝛾(𝜙𝑅) ⟶ 0 cuando 𝑅 ⟶ ∞. Por el Lema 2.2.4.3, existe 

𝑡𝑅 > 0 tal que 𝑡𝑅 ⟶ 1 cuando 𝑅 ⟶ ∞ y 𝛾(𝑡𝑅𝜙𝑅) = 0. Entonces por (𝑉2) 

𝐼(𝛼𝑢 + 𝛽𝜙𝑅) = 𝐼(𝛼𝑢) + 𝐼(𝛽𝜙𝑅) + 𝑜(𝑒−𝛿𝑅) 

≤ 𝐼(𝛼𝑢) + 𝐼(𝑡𝑅𝜙𝑅) + 𝑜(𝑒−𝛿𝑅) 

≤ 𝐼(𝑢) + 𝐼∞(𝑡 𝜙 ) + 𝑡
2 

∫   (𝑉(𝑥) − 𝑉 )𝜙 𝑑𝑥 + 𝑜(𝑒 ) 
 

 

≤ 𝐼(𝑢) + 𝐼∞(𝜙 ) 

𝑅    𝑅 

 

1 
 

 

𝑅 

2  ℝ𝑁 

( 

2 
∞ 𝑅 

 

) ( ) 2 

−𝛿𝑅 
 

−𝛿𝑅 ) 
𝑅    − ∫ (𝑉∞ − 𝑉 𝑥 − 𝑅𝑒1 

𝐵1(0) 
)(𝜙 𝑥 ) 𝑑𝑥 + 𝑜(𝑒 

( ) 2 
(𝜙 𝑥 ) 

≤ 𝑐0 + 𝑐∞ − 𝑐 ∫   𝑑𝑥 + 𝑜(𝑒−𝛿𝑅) 
𝐵 (0) 1 + |𝑥 − 𝑅𝑒1|𝑚 

𝑐 
≤ 𝑐0 + 𝑐∞ − + 𝑜(𝑒−𝛿𝑅) 

𝑅𝑚 

< 𝑐0 + 𝑐∞, (2.27) 

Desde que 𝑅 es grande o suficiente. Por un argumento de teorema de 

grado, existe 𝛼 > 0, 𝛽 < 0 tal que 𝛼𝑢 + 𝛽𝜙𝑅 ∈ 𝑆∗. Por lo tanto, 𝑐∗ < 𝑐0 + 

𝑐∞. 

 
 

Demostración del Teorema 2 Sea (𝑢𝑛) una sucesión tal que 𝑢𝑛 ∈ 𝑆∗, 

𝐼(𝑢𝑛) = 𝑐∗ con 𝑐∗ ⟶ 𝑐∗ cuando 𝑛 ⟶ ∞. Por el Lema 2.2.6.5, 𝑐∗ < 𝑐0 + 𝑐∞. 

Usando el hecho que 𝐼(𝑢𝑛) es acotado y 𝛾(𝑢𝑛) = 0 se tiene ∫ (1 + 
𝐵𝑛 

𝑢2)|∇𝑢 |2𝑑𝑥, ∫ 
𝑉(𝑥)|𝑢 

|2𝑑𝑥, ∫ |𝑢   |𝑝+1𝑑𝑥 son acotados en 𝑛. Por el 

𝑛 𝑛 𝐵𝑛 𝑛 𝐵𝑛 𝑛 
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ℝ 

 

Lema 2.2.6.1 y 2.2.6.5, existe una sucesión (𝑥𝑛) de ℝ𝑁 tal que para 

cualquier 𝜀 > 0 existe 𝑟 > 0 y 
 

 
 

Donde 𝐴 = lim 
𝑛⟶∞ 

lim inf ∫ |𝑢𝑛|𝑝+1𝑑𝑥 ≥ 𝐴 − 𝜀 
𝑛⟶∞ 𝐵𝑟(𝑥𝑛) 

∫ 𝑁|𝑢𝑛|𝑝+1 𝑑𝑥. Se afirma que (𝑥𝑛) debe ser acotado. De 

otra forma, 𝛾∞(𝑢±) ⟶ 0, 𝐼(𝑢±) − 𝐼∞(𝑢±) = 𝑜(1), cuando 𝑛 ⟶ ∞. Por el 
𝑛 𝑛 𝑛 

Lema 2.2.4.2, podemos encontrar 𝑡𝑛, 𝑠𝑛 tal que 𝑡𝑛 ⟶ 1, 𝑠𝑛 ⟶ 1 y 
𝛾∞(𝑡 𝑢+) − 𝛾∞(𝑠 𝑢−) = 0. Por lo tanto 

𝑛  𝑛 𝑛  𝑛 

𝑐0 + 𝑐∞ < 2𝑐∞ 

≤ lim inf 𝐼∞(𝑡 𝑢+ + 𝑠 𝑢−) 
𝑛⟶∞ 𝑛   𝑛 𝑛   𝑛 

≤ lim inf 𝐼∞(𝑢𝑛) 
𝑛⟶∞ 

= lim 
𝑛⟶∞ 

𝐼(𝑢𝑛) 

= 𝑐∗. 

Se tiene 𝑐0 + 𝑐∞ ≤ 𝑐∗, una contradicción. Por lo tanto, (𝑥𝑛) debe ser 

acotado y 𝑢𝑛 converge para 𝑢 ≠ 0 en 𝐿𝑝+1(ℝ𝑁). Entonces, usando el 

mismo argumento de la prueba del Lema 2.2.6.2, se prueba que 𝑐∗ es 

alcanzado en algún 𝑢 ∈ 𝑆∗. 

2.3 MARCO CONCEPTUAL 

 
En los dos artículos Z. Nehari (1960) y Z. Nehari (1961), Nehari ha 

introducido un método que resultó ser muy útil en la teoría del punto 

crítico y, finalmente, llegó a llevar su nombre. Consideró un problema de 

valor límite para una cierta ecuación diferencial ordinaria no lineal de 

segundo orden en un intervalo (a, b) y demostró que tiene una solución no 

trivial que puede obtenerse mediante minimización restringida. En Z. 

Nehari (1961) también consideró la existencia de soluciones con un 

número prescrito de nodos en (a, b). 

 
Para describir el método de Nehari en un contexto abstracto, sea E un 

espacio de Banach real y Φ ∈ 𝐶1(𝐸, ℝ) un funcional. La derivada de 
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Fréchet  de  Φ      en  u,  Φ′(u),  es  un  elemento  del  espacio  dual  𝐸∗,  y 

denotaremos Φ′(u) evaluado en v ∈  E por Φ′(u)v. Supongamos que 𝑢  ≠  0  es 

un punto crítico de Φ, es decir, Φ′(u) = 0. Entonces necesariamente u está 

contenido en el conjunto 

ℵ ≔ {𝑢 ∈ 𝐸\{0}: Φ′(𝑢)𝑢 = 0}. 
 
 

Entonces ℵ es una restricción natural para el problema de encontrar 

puntos críticos no triviales (es decir, ≠ 0) de Φ. N se denomina variedad 

de Nehari, aunque en general puede no ser una variedad. Sea 

 
𝑐 ≔ inf Φ(𝑢). 

𝑢∈ℵ 

(9) 

 

 

 

 

 

 

 
(10) 

 
 

Bajo condiciones apropiadas en Φ uno espera que c se alcance en algún 

𝑢0 ∈ ℵ y que 𝑢0 sea un punto crítico. 

Suponga sin pérdida de generalidad que Φ(0) = 0. Suponga que para 

cada 𝑤 ∈ 𝑆1 ≔ {𝑤 ∈ 𝐸: ‖𝑤‖ = 1} la función 𝛼𝑤(𝑠): = Φ(𝑠𝑤) alcanza un 𝑠𝑤 

máximo único en (0, ∞)   tal que 𝛼′𝑤(𝑠) > 0   siempre que 0 < 𝑠 < 𝑠𝑤, 

𝛼′𝑤(𝑠) < 0 siempre que 𝑠 > 𝑠𝑤 y 𝑠𝑤 ≥ 𝛿 para algún 𝛿 > 0 independiente 

de 𝑤 ∈ 𝑆1(0). Entonces 𝛼′𝑤(𝑠𝑤) = Φ′(𝑠𝑤𝑤)𝑤 = 0. Por lo tanto, 𝑠𝑤𝑤 es el 

único punto en el rayo 𝑠 ↦ 𝑠𝑤, 𝑠 > 0, que interseca a ℵ. Además, ℵ está 

acotado alejándose de 0. Es fácil ver que ℵ es cerrado en 𝐸 y existe una 

biyección radial entre ℵ y 𝑆1(0). Si 𝑠𝑤 está acotado en subconjuntos 

compactos de 𝑆1(0), entonces esta biyección es de hecho un 

homeomorfismo. Claramente, 𝑐 en (10), si se alcanza, es positivo. Se 

muestra que 𝑢0 ∈ ℵ es un punto crítico siempre que Φ(𝑢0) = 𝑐. Tenga en 

cuenta que dado que 𝑠 ⟼ 𝛼𝑤(𝑠) es creciente para todo 𝑤 ∈ 𝑆1(0) y 0 < 

𝑠 < 𝛿, 0 es un mínimo local y, por lo tanto, un punto crítico de Φ. Dado 

que 𝑢0       es una solución de la ecuación Φ′(u) = 0 que tiene una “energía” 

mínima Φ en el conjunto de todas las soluciones no triviales, lo 

llamaremos estado fundamental. 
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2.4 DEFINICIÓN DE TERMINOS BÁSICOS 

Distribución 

Sea 𝑇: 𝐷(Ω) → ℝ un funcional lineal. 𝑇 es una distribución en Ω si para 

todo 𝜙𝑚 → 0 en 𝐷(Ω), tenemos que 𝑇(𝜙𝑚) → 0. El espacio de las 

distribuciones es denotado por 𝐷′(Ω). 

 
 

Derivada de una Distribución 

 
Sea 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑁) ∈ ℝ𝑁, Un multi-índice es una n-upla de números 

enteros no negativos 𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑁). Además, asociado a la multi-índice, 

tenemos los siguientes símbolos 

|𝛼| = 𝛼1 + ⋯ + 𝛼𝑁 

 
𝛼! = 𝛼1! … 𝛼𝑁! 

 

𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1 … 𝑥𝛼𝑁 
1 𝑁 

 

Y si 𝛼 y 𝛽 son multi-índices, entonces 𝛼 ≤ 𝛽 si 𝛼𝑖 ≤ 𝛽𝑖 para todo 1 ≤ 𝑖 ≤ 

𝑁. Finalmente denotamos por 
 

 

𝐷𝛼 = 
𝜕|𝛼| 

 
 

𝜕𝑥𝛼1 … 𝜕𝑥𝛼𝑁 
1 𝑁 

 

Sea 𝑇 ∈ 𝐷′(Ω). Para cualquier multi-índice 𝛼, definimos la derivada de 

orden 𝛼 de 𝑇 por: 

(𝐷𝛼𝑇)(𝜙) = (−1)|𝛼|𝑇(𝐷𝛼𝜙), ∀ 𝜙 ∈ 𝐷(Ω). 
 
 

 
Gradiente de una Distribución 

 
El gradiente de una distribución 𝑇, denotado por ∇𝑇, es definido por: 
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𝑖 

𝑊 

 

 𝜕𝑇 𝜕𝑇 
∇𝑇 = ( , … , 

𝜕𝑥1 𝜕𝑥𝑁 

 
 

Laplaciano de una Distribución 

 
El laplaciano de una distribución 𝑇, denotado por ∆𝑇, es definido por: 

𝑁 
𝜕2𝑇 

∆𝑇 = ∑ 
𝜕𝑥2 . 

𝑖=1 

 
 

Espacio de Sobolev 

 
 

Sea 𝑚 > 0 un entero y 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. El espacio de Sobolev 𝑊𝑚,𝑝(Ω) es 

definido por 

𝑊𝑚,𝑝(Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿´𝑝(Ω); 𝐷𝛼𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω), ∀|𝛼| ≤ 𝑚} 

Con la norma 
 

‖𝑢‖𝑝 
𝑚,𝑝( Ω)  =   ∑  ∫   |𝐷𝛼𝑢|𝑝𝑑𝑥 , 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

|𝛼|≤𝑚 Ω 

‖𝑢‖𝑊𝑚,∞(Ω) = max ‖𝐷𝛼𝑢‖𝐿∞(Ω) , 𝑝 = +∞ 
|𝛼|≤𝑚 

 
 

Observación 

 
 

Si 𝑝 = 2 entonces denotaremos ese espacio como 𝐻𝑚(Ω). Esto es, 

𝐻𝑚(Ω) = 𝑊𝑚,2(Ω) 

Y para 𝑢 ∈ 𝐻𝑚(Ω), denotamos su norma por ‖𝑢‖𝐻𝑚(Ω), esto es, 

‖𝑢‖𝐻𝑚(Ω) = ‖𝑢‖𝑊𝑚,2(Ω) 

La norma ‖𝑢‖𝐻𝑚(Ω) en el espacio 𝐻𝑚(Ω) es inducida por el siguiente 

producto interno 

〈𝑢, 𝑣〉𝐻𝑚(Ω)  =  ∑  ∫  𝐷𝛼𝑢𝐷𝛽𝑣 , ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻𝑚(Ω) 
|𝛼|≤𝑚 Ω 

). 
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III. HIPÓTESIS Y VARIABLES 
 

3.1. HIPÓTESIS 
 

Demostrar una solución del problema (1) con el método de Nehari y 

demostrar más de una solución para el problema (1) con el método de 

Nehari. 

3.1.1 OPERACIONALIZACIÓN DE VARIABLE 

Variable dependiente 

Soluciones de la ecuación cuasi lineal de Schrödinger. 

 
Variable independiente 

 
Ecuación cuasi lineal de Schrödinger. 

 
Variable Dimensiones Indicadores Índices Método Técnica 

Independiente 
 

Ecuación 

cuasilineal de 

Schrödinger 

 

 
Ecuación 

parcial 

elíptica 

 

 
Tiene la forma 

∆𝑢 = 𝑓 con lo 

cual es elíptica 

 
−∆𝑢 + 𝑉(𝑥)𝑢1 
− (∆(|𝑢|2))𝑢 2 
= 𝜆|𝑢|𝑝−1𝑢 

 
 
 

Deductivo 

 
 
 

Analítica 

 
 
 

Dependiente 

 
 

Soluciones para 

la ecuación 

cuasi lineal de 

Schrödinger 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑢 ∈ 𝑋 

Existe 𝑢 ∈ 𝑋 

tal que 
inf 𝐼(𝑢) = 𝑐0 

𝑢∈𝑆 

siendo 

solución 

positiva 

 

Existe 𝑢 ∈ 𝑋 

tal que 
inf 𝐼(𝑢) = 𝑐∗ 

𝑢∈𝑆∗ 

siendo 

solución de 

cambio de 

signo 

 
 
 
 
 
 

 

∃𝑢 ∈ 𝑋|𝐼(𝑢) 

= 𝑐0 

 

∃𝑢 ∈ 𝑋|𝐼(𝑢) = 𝑐∗ 

 
 
 
 
 
 
 
 

Deductivo 

 
 
 
 
 
 
 
 

Analítica 

 
Tabla 1 
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IV. METODOLOGÍA DEL PROYECTO 
 

4.1 DISEÑO DE INVESTIGACIÓN 

 
De acuerdo con el propósito de la investigación, el presente proyecto está 

enmarcado en el tipo de investigación básica. 

 
El diseño de la investigación a desarrollar será no experimental y consiste 

en, inicialmente, estudiar un conjunto 𝑆 dónde el operador no este definido 

con ello definir la solución de la ecuación cuasilineal de Schrödinger en 

Bolas finitas de centro o y radio 𝑟𝑛. Luego, hacemos que el radio 𝑟𝑛 tienda 

al infinito y donde en el límite de soluciones exista una función 𝑢. A 

continuación, demostramos que un múltiplo de la función 𝑢 es solución de 

la ecuación cuasilineal Schrödinger en todo el espacio ℝ𝑁. 

 
4.2 MÉTODO DE LA INVESTIGACIÓN 

 
El estudio de la investigación es de carácter científico-teórico y el método 

usado es del tipo inductivo – deductivo tratando de ser lo más exhaustivo 

posible en cada demostración. El método inductivo es usado al momento 

de generalizar la solución de para todo el espacio ℝ𝑁, es decir, construir 

la solución a partir de soluciones en una bola de ℝ𝑁. 

 
4.3 POBLACIÓN Y MUESTRA 

 
Dada la naturaleza de la investigación no corresponde determinar 

población y muestra porque no se realizará un tratamiento estadístico de 

datos. 

4.4 LUGAR DE ESTUDIO Y PERIODO DESARROLLADO 

 
El lugar de estudio del presente trabajo es en la Facultad de Ciencias 

Naturales y Matemática de la Universidad Nacional del Callao - Trabajo 

Remoto. 
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Finalmente, este trabajo de tesis fue desarrollado durante los meses de 
marzo, abril, mayo, junio, julio y agosto. 

 
4.5 TÉCNICAS E INSTRUMENTOS PARA LA RECOLECCIÓN DE LA 

INFORMACIÓN 

 

Las técnicas usadas en esta tesis son las del análisis documental y 

análisis de contenido ya que se revisó bibliografía (libros y artículos) 

relacionada a los temas tratados en este trabajo y se recopiló información 

obtenida vía Internet para complementar información y así enriquecer el 

trabajo. 

 
Para recoger toda la información usamos páginas web como Library 

Genesis y Bookfi.org. 

 

 
4.6 ANÁLISIS Y PROCESAMIENTO DE DATOS 

 
Para el análisis del trabajo de tesis se usan diversos métodos de 

demostración como son el método por el absurdo, contra reciproco e 

inducción matemática. No hay un procesamiento de datos ya que nuestro 

trabajo no se ubica en el contexto estadístico. 

4.7 ASPECTOS ÉTICOS EN INVESTIGACIÓN 

 
En el proyecto de investigación, se han respetado en colocar las 

referencias bibliográficas y se han respetado los resultados haciendo las 

referencias correspondientes. 
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V. RESULTADOS 

 

Los resultados principales del trabajo son los siguientes: 
 

1) Por el Lema 2.2.4.5 tenemos que 𝑢 ∈ 𝑆 es donde se obtiene el 

mínimo de 𝐼 entonces es solución débil de la ecuación (1). 

2) Por el Lema 2.2.4.5 tenemos que 𝑢 ∈ 𝑆∗ es donde se obtiene el 

mínimo de 𝐼 entonces es solución débil de la ecuación (1). 

3) El Lema 2.2.5.2 y Lema 2.2.5.3 nos permite decir que la ecuación 

(1) tiene solución débil en dominios acotados 𝐵𝑅. 

4) Demostración del Teorema 1, decir demostrar la existencia de una 

solución positiva para la ecuación (1). 

5) Demostración del Teorema 2, decir demostrar la existencia de una 

solución de cambio de signo para la ecuación (1). 

 
 

5.1 RESULTADOS DESCRIPTIVOS 

 
Siendo esta una investigación que no requirió de datos estadísticos o la 

aplicación de la estadística descriptiva, no se obtienen resultados 

descriptivos. 

 

5.2 RESULTADOS INFERENCIALES 

 
Siendo esta una investigación que no requirió de datos estadísticos o la 

aplicación de la estadística inferencial, no se obtienen resultados 

inferenciales. 

 

5.3 OTROS TIPOS DE RESULTADOS ESTADÍSTICO DE ACUERDO A 

LA NATURALEZA DEL PROBLEMA 

 

Por la naturaleza de nuestra investigación no se requirió de datos 

estadísticos o similares por lo que no se obtuvo resultado estadístico 

alguno. 
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VI. DISCUSIÓN DE RESULTADOS 
 

6.1 CONTRASTACIÓN Y DEMOSTRACIÓN DE LA HIPÓTESIS CON 

LOS RESULTADOS 

 
1) Usando los lemas 2.2.5.2 y 2.2.5.3 se demuestra la solución de la 

ecuación (1) en dominios acotados 𝐵𝑅. 

2) Por el lema 2.2.6.2 la ecuación (1) tiene solución positiva cuando el 

funcional es constante. 

6.2 CONTRASTACIÓN DE LOS RESULTADOS CON OTROS 

ESTUDIOS SIMILARES 

 

Además de Liu; Wang; Wang (2004), las ecuaciones cuasilineales de 

Schödinger como (1) se han estudiado en muchos otros trabajos. En Ruiz; 

Siciliano (2010), los autores, inspirados en el planteamiento de Liu; Wang; 

Wang (2004), abordan el problema (1), pero también contemplan el caso 

donde p ∈ (1, 4). Este caso trae una dificultad adicional, debido a que no 

es posible utilizar un argumento basado en el método de Nehari, ya que el 

funcional puede ser coercitivo en ciertas direcciones radiales. Lo que los 

autores demuestran, sin embargo, es que es posible definir un conjunto, 

cuya definición también se inspira en la identidad de Pohozaev asociada 

al problema, que también consiste en un vínculo natural del problema. 

Así, minimizando el funcional de energía asociado al problema sobre este 

conjunto, es posible obtener soluciones débiles de (1). 

 
Hay otra línea de enfoque que permite estudiar el problema (1), que se 

basa en un cambio de variable, que transforma problemas como (1) en 

problemas que involucran solo al operador laplaciano, sin embargo, con 

términos no lineales más complicados que el original. Este enfoque tuvo 

su génesis en el trabajo Colin; Jeanjean (2004), que inspiró y aún inspira 

muchos trabajos que involucran variaciones del problema (1). 
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6.3 RESPONSABILIDAD ÉTICA DE ACUERDO A LOS REGLAMENTOS 

VIGENTES 

De acuerdo con los principios establecidos en el Código de ética de 

investigación de la Universidad Nacional del Callao aprobado por 

Resolución del Consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio de 

2017, en esta investigación se respetó y cumplió con las normatividades 

institucionales que regulan sus procesos; se actuó con todo el rigor 

científico para la validación, fiabilidad y credibilidad de los métodos y 

fuentes de consulta utilizados ejerciéndose con responsabilidad y 

transparencia en todo su proceso y culminación. Por otra parte, soy el 

responsable por toda la información brindada en este trabajo de tesis y se 

ha respetado exhaustivamente el referenciar autores con trabajos 

similares al nuestro. 
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VII. CONCLUSIONES 
 

1) En primer lugar, este abordaje nos permite tratar problemas 

cuasilineales  mucho más generales de la siguiente forma: 

𝑁 

− ∑ 𝜕 (𝑎 
1 

(𝑢)𝜕 𝑢) + 
 

𝑁 

∑ 𝑎′ (𝑢)𝜕 𝑢𝜕 𝑢 + 𝑉(𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑢), 𝑒𝑛 ℝ𝑁 
𝑗 

𝑖,𝑗=1 

𝑖,𝑗 𝑖 2  
𝑖,𝑗=1 

𝑖,𝑗 𝑖 𝑗 

del cual (1) es un caso especial y para el cual es el método de los 

trabajos Poppenberg (2002), Liu; Wang (2003), Liu; Wang; Wang 

(2004) y Colin; Jeanjean (2004) no pueden ser aplicados directamente. 

2) Las soluciones de (1) están relacionadas a la existencia de las 

soluciones de ondas estacionarias para las ecuaciones cuasilineales 

de Schrödinger de forma más general 

 

𝑖𝜕𝑡𝑧 = −∆𝑧 + 𝑉(𝑥)𝑧 − 𝑓(|𝑧|2)𝑧 − 𝜅∇ℎ(|𝑧|2)ℎ′(|𝑧|2) 
 
 

donde 𝑉 = 𝑉(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ𝑁 es un potencial dado, 𝜅 es una constante real 

y 𝑓, ℎ son funciones reales. El caso semilineal corresponde cuando 

𝜅 = 0 que esta siendo estudiado intensivamente en los últimos años 

(ver por ejemplo, Berestycki (1983); Floer; Weinstein (1986); 

Rabinowitz (1992); Strauss (1997)). Las ecuaciones cuasilineales de la 

forma (7.1) aparecen más naturalmente en la física matemática y tiene 

derivadas como modelos de varios fenómenos físicos 

correspondientes a varios tipos de ℎ. Por ejemplo, con 𝜅 > 0 las 

ecuaciones sugieren en la teoría de la película superfluido y en la 

mecánica cuántica disipativa (por ejemplo, Hasse (1980); Kurihara 

(1981); Nakamura (1977)). Para más motivaciones físicas y mas 

referencias sobre aplicaciones, consulte Brüll (1986); Lange; 

Poppenberg; Teismann (1999) y Poppenberg; Schmitt; Wang (2002) y 

sus referencias. 

(7.1) 
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VIII. RECOMENDACIONES 
 

1) Dentro de un proyecto tan ambicioso como lo es éste, siempre se 

desea que haya una mejora continua del mismo; por lo tanto, se 

recomienda a futuros estudiantes que tengan interés en el proyecto, 

en la línea de investigación y en el método de Nehari. 

 
2) El libro Ambrosetti; Malchiodi (2007), nos permite obtener el resultado 

más importante del trabajo. En adición, de Bartsch; Weth; Willem 

(2005). 

 
3) Existen diferentes enfoques para la solución de la ecuación (1), se 

recomiendan Liu; Wang (2003) y Liu; Wang; Wang (2003). 
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ANEXOS 

ANEXO 1: MATRIZ DE CONSISTENCIA: SOLUCIONES PARA ECUACIONES CUASILINEALES DE SCHRÖDINGER 

MEDIANTE EL MÉTODO DE NEHARI 

PROBLEMA OBEJTIVOS HIPÓTESIS VARIABLES 
METODOLOGÍA 

Problema General OBJETIVO GENERAL Hipótesis general VARIABLE DEPENDIENTE NIVEL DE LA INVESTIGACIÓN 

¿Será posible encontrar una 

solución del problema (1) con el 

método de Nehari? 

 
Problemas Específicos 

 
¿Será posible encontrar más de 

una solución para el problema (1) 

con el método de Nehari? 

Usar un enfoque diferente a los 

trabajos Poppenberg et al. (2002), 

Liu y Wang (2003), Liu et al. 

(2003) y Colin y Jeanjean (2004) 

para demostrar la existencia de 

soluciones de (1). 

 
OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 
Mostrar el método de Nehari para 

demostrar 

 
soluciones para (1). 

Demostrar una solución del 

problema (1) con el método de 

Nehari 

 
Hipótesis específica 

 
Demostrar más de una solución 

para el problema (1) con el método 

de Nehari 

Soluciones de la ecuación 

cuasilineal de Schrödinger 

 
VARIABLE 

INDEPENDIENTE 

Ecuación cuasilineal de 

Schrödinger 

Descriptiva y explicativa 

TIPO DE INVESTIGACIÓN 

Investigación teórica 

Diseño de la Investigación 

El diseño de la investigación a 

desarrollar será no experimental y 

consiste en, inicialmente, estudiar 

la Teoría de Distribuciones y 

Espacios de Sobolev. Luego, 

describimos en detalle la 

demostración de los Teoremas 1 y 

2. Y por último, presentamos 

nuestras conclusiones 

 
TABLA 2 


