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RESUMEN

“SOLUCIONES PARA ECUACIONES CUASILINEALES DE
SCHRODINGER MEDIANTE EL METODO DE NEHARI”

Jorge Luis Meza Minaya
Diciembre - 2022
Asesor: Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey

Titulo obtenido: Licenciado en matematica

Para una clase de ecuaciones cuasilineales de Schrodinger se establece
la existencia de soluciones tanto de un signo como de estados
fundamentales nodales de tipo soliton por el método de Nehari.

Palabras Claves
e Ecuaciones cuasilineales de Schrodinger
e Soluciones Nodales
e Método de Nehari.



ABSTRACT

“SOLUTIONS FOR QUASILINEAR SCHRODINGER EQUATIONS VIA
THE NEHARI METHOD”

Jorge Luis Meza Minaya
Diciembre 2022
Advisor: Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey

Degree obtained Licenciate in Mathematics

For a class of quasilinear Schrodinger equations, the existence of both
one-sign and nodal ground states of soliton-type solutions by Nehari
method.

Keywords
e Quasilinear Schrddinger equations
¢ Nodal solutions
e Nehari Method.



INTRODUCCION

En (Liu et al., 2003), la existencia de soluciones fue establecido para la

siguiente ecuacion cuasilineal tipo Schrodinger

1
—Au 4+ V(@u —_ (A(lulD)u = Aulp-lu, en RV (1)
2

Donde 4 <p+1<4N/(N—2),A>0y V =V(x),x € RN es un potencial

dado satisfaciendo

(V1) VECRYR),0<Vo=inf W(x)<Ve= lim V(x) < co.

|x|—>00

En nuestro trabajo definimos el conjunto

H1(RN)
X={ue , | u?|Vul2dx < oo}.
JrnV(x)u2dx <0 RN

La funcion u € X se llama solucion débil de (1), si para todo ¢ € G(R?)

se tiene

[ (A +ud)VuVedx + [ ulVul2¢pdx + [ Vugpdx = A |ulP~lugdx. 2

RN RN RN RN

Definimos el funcional I en X por

1 A
1W=_J A+@Vuldx+ [ vwede— [ luldx. 3
2 Ry 2 Rn p+ 1 ry



Formalmente el problema tiene una estructura variacional. Dados u € X y

¢ € Ce(RN), la derivada de I en la direccion ¢ de u, denotada por
I(u+tp)—I(u)

(I'w, ¢), es definido por lim . Se tiene
t—0+ t
(@, ¢) = [ [(1+ ud)VuVe + ulVul?p + Vup — Alulr~lug] dx. (4)

RN

Por lo tanto, u es una solucién débil de (1), si y solo si, esta derivada es

cero en todas las direcciones ¢ € Ce(RN).

Para u € X definimos

vy ='W, u) = [ [(1+ 2ud)|Vu|?+ Vuz — |u|rt]dx (5)

RN
S={ueXly(w) =0,u+0}y
S*={u € X|ut € S,u~ € S},

Donde ut = max(u, 0) y u~ = max(—u, 0). Definimos

¢ = inf I(u),

ues

¢ = inf 1(u) (6)

ues*

Ademas, consideramos la siguiente hipotesis para V.

(V2) Existen constantes positivas M, A y m tal que para todo |m| > M tenemos
A
< Vo ———m.
V) S Ve =337

Nuestros principales resultados para (1) son los siguientes teoremas.



Teorema l: Sea4 < p + 1 < 2. 2*,donde 2= 4N/(N — 2). Suponga
(V1). Entonces el funcional I asume su infimo ¢® en S en una funcién u,

que es la solucién positiva débil de (1).

Teorema?2: Sea4 <p + 1 < 2. 2+, dbnde 2* = 4N/(N — 2). Suponga (V1)
y (V2). Entonces el funcional I asume su infimo c* en $* en una funcion u,

gue es la solucion débil de (1) que cambia de signo.

Ademas de Liu; Wang; Wang (2004), las ecuaciones cuasilineales de
Schadinger como (1) se han estudiado en muchos otros trabajos. En Ruiz;
Siciliano (2010), los autores, inspirados en el planteamiento de Liu; Wang;
Wang (2004), abordaron el problema (1), pero considerando también el

caso donde p € (1,4).

Este caso trae una dificultad adicional, debido a que no es posible utilizar
una argumentacion basada en el método de Nehari, ya que el funcional
puede ser coercitivo en ciertas direcciones radiales. Lo que los autores
demuestran, sin embargo, es que es posible definir un conjunto, cuya
definicion también se inspira en la identidad de Pohozaev asociada al
problema, que también consiste en un vinculo natural con el problema.
Asi, minimizando el funcional de energia asociado al problema sobre este

conjunto, es posible obtener soluciones débiles de (1).

Todavia existe otra linea de enfoque que permite estudiar el problema (1),
gue se basa en un cambio de variable, que transforma problemas como
(1) en problemas que involucran solo al operador laplaciano, sin embargo,
con términos no lineales mas complicados que el original. Tal enfoque
tuvo su génesis en el trabajo Colin; Jeanjean (2004), que inspiré y aun

inspira muchos trabajos que involucran variaciones del problema (1).



l. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION
1.1. DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

La existencia de una solucion para la ecuaciéon (1) se ha demostrado en
Poppenberg et al. (2002) y Liu y Wang (2003) utilizando una minimizacion
restringida, que da una solucibn con un multiplicador de Lagrange
desconocido delante del término no lineal. En Liu et al. (2003), por un
cambio de variable, el problema cuasilineal se transformé a una semilineal
y se cred un espacio de Orlitz utilizado como espacio de trabajo, y se
comprueba la existencia de una solucion positiva de la ecuacion (1) para
cualquier constante 1 > 0 usando el teorema del paso de la montafa (por
ejemplo, Ambrosetti y Rabinowitz, 1973; Rabinowitz, 1986). EI mismo
método del cambio de variables se utilizé recientemente también en Colin
y Jeanjean (2004). En esta linea, también se podrian buscar soluciones
de cambio de signo. Pero el método depende en gran medida de la
estructura especial de los términos cuasilineales y, en general, no puede
ser generalizado para tratar problemas cuasilineales mas generales. En
este trabajo, vamos a abordar el problema (1) de una manera diferente, es
decir, utilizar el método Nehari. Trabajaremos directamente sobre el
funcional I a pesar de su falta de suavidad. Primero, este enfoque nos
permitird tratar problemas cuasilineales mucho mas generales de la

siguiente forma

N 1N

—>0(a Wow+_ X a Waoudu+V(x)u=f(u),enRN

Jij i 7 i i
ij=1 Lj=1

De los cuales (1) es un caso especial y para el cual el método en los
trabajos anteriores de Poppenberg et al. (2002), Liu y Wang (2003), Liu et
al. (2003) y Colin y Jeanjean (2004) no pueden aplicar directamente. En
segundo lugar, al aprovechar el hecho de que las soluciones de cambio
de signo de menor energia se pueden formular como minimizadores de un

problema de minimizacion con restricciones dobles, las soluciones de un

(1.1)



signo y las soluciones de cambio de signo en un enfoque mas unificado.
El método de Nehari se utiliz6 en Castro et al. (1997) y Cerami et al.
(1986) para soluciones de cambio de signo en dominios acotados y en
Ambrosetti y Wang (2003) para soluciones positivas de (1) con N = 1

recientemente.

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

Problema General:
¢Por qué el método de Nehari, es mejor que otros métodos?
Problemas Especificos

¢, Sera posible encontrar mas de una solucion para el problema (1) con el

método de Nehari?

1.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.3.1. Objetivos generales

Usar un enfoque diferente a los trabajos Poppenberg et al. (2002), Liu y
Wang (2003), Liu et al. (2003) y Colin y Jeanjean (2004) para demostrar la

existencia de soluciones de (1).

1.3.2. Objetivos especificos
Mostrar el método de Nehari y la existencia de soluciones para (1).

1.4. Justificacion

Consideremos la siguiente version modificada de la ecuacion de

Schradinger no lineal:

1
ipc — b + W —_ Ag(le1)g'(l91)e = f(x, ), x €RY,
2



Donde N > 3, ¢: R X R¥V— C Yy f(x, ¢) es un termino no lineal. Esta version
cuasilineal de la ecuacion de Schrédinger no lineal surge en varios
modelos de diferentes fendbmenos fisicos, como en el estudio de peliculas
superfluidas en la fisica del plasma, en la teoria de la materia
condensada, etc. [Ver L. Brill y H. Lange (1986); A.V. Borovskii y A.L.
Galkin (1993); R. W. Hasse (1980); A.M. Kosevich, B. Ivanov y A.S.
Kovalev (1990); S. Kurihura (1981); V.G. Makhankov y V.K. Fedyanin
(1984); B. Ritchie (1994)].

Restringimos al caso g(¢) = ¢ y una potencial no lineal f(x, ¢):

1

ip: — Do + Wx)g 5 oAlp|2 = |p|P~1p, x € RN

Esta ecuacion se introdujo en L. Brizhik, A. Eremko, B. Piette y W. J.
Zakrzewski (2001); L. Brizhik, A. Eremko, B. Piette and W. J. Zakrzewski
(2003); H. Hartmann y W.J. Zakrzewski (2003) para estudiar un modelo de
electrones autoatrapados en redes cuadraticas o hexagonales [ver
también Y. Brihaye, B. Hartmann y W.J. Zakrzewski (2004); Y. Brihaye y
B. Hartmann (2006)]. En esas referencias se han dado resultados

numericos y analiticos.

Desde un punto de vista matematico, la existencia local para el problema
(8) se considerd por primera vez en H. Lange, M. Poppenberg y H.

Teismann (1999); M. Poppenberg (2001), y luego se mejoré en M. Colin,
L. Jeanjean y M. Squassina (2009). Véase también C.E. Kenig, G. Ponce

y L. Vega (2004) para obtener un resultado relativo a ecuaciones de

(6)



Schrédinger cuasilineales muy generales. En M. Colin, L. Jeanjean y M.
Squassina (2009) se estudia la estabilidad orbital de las soluciones
estacionarias, incluyendo la explosion, tema también considerado en B.
Guo, J. Cheny F. Su (2005).

Aqui nos interesa la existencia de ondas estacionarias. En la ecuacion (6),

tomamos ¢ = e~@ty(x) con w: RN - R, nos da la ecuacion (1):
1
—Au + V(x)u _E uluz = |u|l’—1u’
Donde V(x) = W(x) + w.

1.5 Delimitantes de lainvestigacién

La investigacion la cual es naturalmente tedrica, mas aun abstracta, tiene
como limitantes tedricas el método de Nehari, ecuacion cuasilineal de
Schrddinger. No presenta limitantes ni espaciales ni temporales.



Il. MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES

Nacional

En la literatura actual, no hay referencias nacionales con una antigiiedad

no mayor de cinco afnos.

Internacional

Szulkin, Andrzej, and Tobias Weth. "The method of Nehari manifold."
Handbook of nonconvex analysis and applications 597632 (2010).

Se presenta un enfoque unificado del método de la variedad de Nehari
para funcionales que tienen un minimo local en 0 y da varios ejemplos en
los que este método se aplica al problema de encontrar estados
fundamentales y soluciones mudltiples para problemas de valores limite
elipticos no lineales. También consideran una generalizacion reciente de

este método a problemas donde 0 es un punto de silla del funcional.

Poppenberg, Markus, Klaus Schmitt, and Zhi-Qiang Wang. "On the
existence of soliton solutions to quasilinear Schrodinger equations."”
Calculus of Variations and Partial Differential Equations 14.3 (2002):
329-344.

Se aplican técnicas variacionales para demostrar la existencia de
soluciones de ondas estacionarias para ecuaciones de Schrddinger
cuasilineales que contienen no linealidades fuertemente singulares que
incluyen derivadas de segundo orden. Tales ecuaciones se han derivado
como modelos de varios fenomenos fisicos. La no linealidad aqui
corresponde a la ecuacion de la pelicula superfluida en la fisica del
plasma. Se utilizan métodos directos de calculo de variaciones y métodos

minimax como el Teorema del Paso de Montafia. Las dificultades



introducidas por el funcional no convexo ®(u) = [|Vul2u? son

sustancialmente diferentes del caso semilineal.

Liu, Jiaquan, and Zhi-Qiang Wang. "Soliton solutions for quasilinear
Schrédinger equations, L" Proceedings of the American
Mathematical Society (2003): 441-448.

Para una clase de ecuaciones de Schrodinger cuasilineales, establecen la
existencia de estados fundamentales de soluciones de tipo soliton

mediante un argumento de minimizacion.

Liu, Jia-quan, Ya-gi Wang, and Zhi-Qiang Wang. "Soliton solutions
for quasilinear Schrodinger equations, I." Journal of Differential
Equations 187.2 (2003): 473-493.

Para una clase de ecuaciones de Schrddinger cuasilineales, establecieron
la existencia de estados fundamentales de soluciones de tipo soliton

mediante un método variacional.

2.2 BASES TEORICAS

Se da algunos resultados preliminares. Para mas referencias, véase
Kesavan (1989).

2.2.1 DISTRIBUCIONES
Sea (1 c RN abierto y ¢: Q — R una funcién de clase C~.

Definicion 2.2.1.1: Se define soporte de ¢ al conjunto cerrado donde ¢

no se anula, denotado por supp(¢), es decir,

supp(¢) = 648

Si este conjunto es compacto, entonces, se dice que ¢ tiene soporte

compacto.



Definicion 2.2.1.2: Al conjunto de las funciones ¢ de clase C* con
soporte compacto contenido en Q es un espacio vectorial denotado por

D(Q), a cuyos elementos llamamos funciones de prueba.
Ahora definimos la convergencia de sucesiones en D(Q).

Definicion 2.2.1.3: Una sucesion de funciones {¢n} en D(Q), se dice que
converge a 0, si existe un conjunto compacto fijo K c Q tal que
supp(¢pm) C K para todo m, con ¢ny todas sus derivadas convergiendo
uniformemente a 0 en K.

Definiciéon 2.2.1.4: Sea T: D(Q2) — R un funcional lineal. T es una

distribucion en Q si para todo ¢m — 0 en D(Q), tenemos que T(¢pm) — 0.

El espacio de las distribuciones es denotado por D'(Q2). Si Q = RV,
denotamos D'(RN) = D'

Ejemplo 2.2.1.5: Sea f: Q2 — R localmente integrable, es decir, tal que

para cualquier conjunto compacto K c (,

JIfI < +oo.
K

Dada f localmente integrable, entonces el siguiente funcional lineal define
una distribucion
Tr:D(Q) — R,

Tr(¢p) = fﬂ fodx

Observacion 2.2.1.6: Si f € Lr(Q),p = 1 entonces T es una distribucion.

Ejemplo 2.2.1.7 (Distribucién de Dirac): El funcional lineal §: D(Q) — R
definido por §(¢) = ¢(0) es una distribucion.



Observacion 2.2.1.8: La distribucion § no es generada por una funcion

localmente integrable [ver Kesavan (1989) ejemplo 1.2.4].

Definicién 2.2.1.9: Sea x = (x1,...,xnv) € RV, Un multi-indice es una n-
upla de numeros enteros no negativos

a = (ay ..., an)
Ademas, relacionado al multi-indice a, tenemos los siguientes simbolos

la| = a1+ -+ an
al = ai! ... an!
xa = xal ., xaN
1 N

Y si @ y B son multi-indices, entonces a < g si ai< fiparatodo 1 <i <

N. Finalmente se denota por

olal

Definiciéon 2.2.1.10: Sea T € D'®, Para cualquier multi-indice «a, se
define la derivada de orden a de T por:
(DeT)(¢p) = (—1)I@IT(Degp), para todo ¢ € D(Q).

Ejemplo 2.2.1.11: Considerar la funcién de Heaviside en R
1, x=0
H(x) = {
0, x<0
La cual es localmente integrable, y por lo tanto, se define una distribucion

TH. Sj:a ¢ ED entoncgé ”
+o0
L TH(@®) = ~Ti —_f @ =00 = 5.

a0 =1 HO 4
Asi, se tiene que

d

ECTH:6

Definicion 2.2.1.12: El gradiente de la distribucion T, denotado por VT, es

definido por



vr=2L, .9
dx1 oxn

Y el laplaciano de T es dado por
N ger
i=1
Observaciéon 2.2.1.13: En el caso en que una distribucién es generada

por una funcion u € Lr(Q)), con p = 1, denotamos el gradiente de la

distribucién por:

Y su laplaciano

2.2.2 ESPACIOS DE SOBOLEV

Definicion 2.2.2.1: Sea m >0 unenteroy 1<p < oo. El espacio de

Sobolev Wmr(Q) es definido por
Wmp(Q) = {u € LP(Q); Deu € LP(Q),V |a| < m}

Con la norma

”u”VT/m.p(Q) = ) f |DeulPdx,1 < p < oo

lal<m & 2.1)
l[l]=meecay = max || Deul| =) , p = +00

|lal<m
Observacion 2.2.2.2:

1. Sip = 2 entonces se denotara el espacio como H™({). Es decir,
Hm(Q) = Wm2z(Q)
y para u € H™((), se denota su norma por ||u||#n). ES decir,

[ullame) = llullwmzcq).-



2. La norma |[u]|em(q) en el espacio H™(L) es inducida por el

siguiente producto interno

(u, Vyumq) = ¥ [ DeuDw,u,v € H™(Q)

|lal<m

3. En el espacio W1r(Q) la funcion
Jdu

ou N+
u€ewr(Q) — (u, __, .., )€ (Lr(Q))

Jdx1 OxN

es una isometria
. N+1 .
4. El espacio (Lr(Q2))  tiene norma,

N+1

1

1
N+1 P

P
lull = Zlluillw@ ;5 llull = Elwilp)
i=1

i=1

parau = (y;) € (Lr()" .

Teorema 2.2.2.3: Sea 1 <p < o, el espacio Wlr(Ql) es un espacio de

Banach. Si 1 < p < oo, W1r(Q) es reflexivo.

Demostracion: Sea (um) una sucesion de Cauchy en Wir(Q). Entonces

por la norma definida en (2.1), se tiene que (um) y (g;‘—'_ﬂ) cuando 1 <i <

N son sucesiones de Cauchy en Lr(Q). Como Lr(Q) es completo,
entoncesu — uydum— vy en LP(Q) para 1 <i < N. La completitud del

m ax; i

espacio Wlr(Q) es probada, si se demuestra % = v en el sentido de las

Oxi
distribuciones, pues
N
lu —ulr =% —ullp  +3%Un_ |
m Wl,p(_Q) m LP(Q) axi
i=1
param — 0.

Sea ¢ € D(Q2). Entonces como u, € Wir(Q), se tiene

oxi

l

ou,r

| —0

6xi LP(Q)

0
- Tu, () =T (¢), § € LP(Q).



Jum

Y considerando § = con1<i <N, tenemos
0xi
o MOxi 4 Oxi

Como ¢ € D(Q) Y ¢ € Lr(Q) para todo 1 < g < oo, cuando m — 4+ en

(2.2), se tiene

0
ST =S ugr =] ve=To)

Q i Q

. g du
Lo que significa que v = . casi todas partes en Q. Luego um — u en

Xi

Wir(Q). Asi, Wir(f) es un espacio completo.

Ahora como (LP(Q))NJF]L es reflexivoparal < p < o ycomo Wir(QQ) es

un espacio completo, la imagen de Wlr(Q) por la isometria de la

ny . N+1
observacion 2.2.2.2, entonces es un subespacio cerrado de (Lr(Q)) i

Luego W1r(Q) es reflexivo.

Se define Wyr(Q) = QlwvmP@ c Wmp(Q) y se tiene el siguiente

resultado.

Teorema 2.2.2.4: Sea 1 < p < c. Entonces para cualquier entero m > 0
Wmp(RN) = Wmp(RN).

Demostracion:

Paso 1: Sea (ps) la familia de funciones regularizantes (Ver Kesavan

(1989) ejemplo 1.2.2). Entonces, si u € LP(RN), se tiene ps *u — u en

Lp(RN). Ahora sea ¢ una funcion continua con soporte compacto tal que
)
Il — ullpryy < 3
Donde § es un numero escogido (Ver Kesavan (1989) Teorema 1.5.6).

Luego se escoge ¢ > 0 suficientemente pequeiio tal que
1)
1p * ps = Pllnumy < 3



Asi,

llu —u pslloryy < llu — @llpwny + Il — ps * Gllpwny + llps ¥ & — u* psllpwny <6
Pues [|(u — @) * psll gy, < sl 1y it = Bll gy <o

Paso 2: Ahora, si u € WLP(RN), entonces u * ps €s C® y D*(u x ps) =
Dau * ps = u * Daps para cualquier multi-indice. Por el paso 1, D«(u *
ps) = ps * Deu — Dau en LP(RN). Asi u * ps — u en W1r(RN),

Paso 3: Sea ¢ una funcién en D(RN) talque 0 < ¢ < 1 cong¢ = 1 en B1(0)
y supp(¢) < B2(0). Luego se considera la sucesion (¢k) en D(RN),

definida por
X
cr(x) = ¢ ).
k

Ahora, sea ek — 0, definimos ur =ps,*u que es infinitamente
diferenciable, y por el paso 2, tenemos ux — u en Wir(RN).

Pr(x) = grur(x),
Y se muestra que ¢r — u en WL»(RN). De hecho, desde que ¢k =1 en

Bk(0) se tiene uk = ¢ en Bk(0) y
1
P
llwe — prllomny = (f  luk(x) — pre(x)|Pdx)
[x|=k
1
P
< 2zrmax(lukl?, |pk|P)dx)
|x|=k
1
P
< |lulrdx)
[x|=k
Pues, |pk| = |gkuk| < 1|uk| = |uk|. Asi,
1

Ay duy v P Ay » Quy P

||u—¢k||Lp(RN)=(f|xl2k|axi ~ox ) =2U g 1+ g 1) =0

x| =k |x|zk = 1
. 2
Cuando k — oo. Se tiene que 26t — °* en Lr(RY). Por lo tanto ¢ — u en
Ox; ox; k

T =

Wir(RN).

Teorema 2.2.2.5: (Desigualdad de Poincaré) Sea Q un conjunto abierto y

acotado en RV. Entonces existe C = C(Q,p) > 0 tal que



lullzr@) < Clulwir), Yu € Wytr(Q)
En particular u +— |uly 1»(q define una norma en Wjtr(Q), la cual es
equivalente a ||*[lwir).-
Demostracion:

Ver The University of Kansas - Notes on Poincar’e Type Inequalities pag. 1.
2.2.3 INMERSIONES CONTINUAS Y COMPACTAS DE SOBOLEV

Las inmersiones continuas y compactas de Sobolev establecen ciertas
desigualdades Uutiles. Por lo tanto, se mostraran algunas propiedades de

estas inmersiones.

Teorema 2.2.3.1: (Desigualdad de Sobolev) Sea 1 < p < N, entonces

existe una constante € = C(p, N) > 0, tal que
”u”Lp*(RN) < Cllullwipwny,
En particular, se tiene la inmersiéon continua

W1ir(RN) & LP'(RN),

Donde p* =1

Corolario 2.2.3.2: Si1 < p < N, entonces se tiene una inmersion continua
WLir(RN) & Li(RN), para todo q € [p, p*]
Demostracion: Sea u € Wir(RN)y p < q < p*. Entonces podemos
escoger a € [0,1] tal que
1 a 1-«a

q bp p*
Y |ul@ € Lr/aa(RN), se tiene |u|t-®7 € Lp/A~®IRN), asi por la

desigualdad de Hdlder, se tiene
lull ¢ v <Tllulle it <allull » v +@=a)llull - <Cllull 1, w,
L (R) LPRY) 1P (R L (R) 1P (RM) W (R )



Donde también se usa la desigualdad de Sobolev. Asi, u € Li1(R¥) con
p<q=<p.
Observacion 2.2.3.3: Se tiene que H1(RN) esta inmerso continuamente
en Li(RN) para todo g € [2, 2*].
Corolario 2.2.3.4: Sea . c RN abierto y u € W}»(Q). Entonces u € L1(Q)
para todo q € [p,p*] y existe C = C(p,N) > 0 tal que
llll gy < Clulwi
lullLa) < Clulwiry
Para todo u € Wjtr(Q).
Teorema 2.2.3.5: (Rellich-Kondrachov) Sea Q c RN abierto y acotado de
clase C1. Entonces las siguientes inmersiones son compactas:
1. Sip< N, Wir(Q) < Li1(Q), 1 < q < p*.
2. Sip=N,WiN(Q) o Li1(Q),1 < q < oo.
3. Sip>N,Wtr(Q) o C(Q

2.2.4 Resultados Preliminares

Lema 2.2.4.1: Parau €S, t € (0,0), t # 1, se tiene I(tu) < I(u).

Demostracion: Se define f:(0,) — R por f(t) = I(tu), 0 sea,

1 1 tp+1
fO=_t2[ (Vul2+Vud)dx + _t* [ u?|Vul2dx — [ |lulpP*+1dx.
2 Ry 2 RN p+ 1 grv

Entonces

£ =t (|Vu|?2 + Vu2)dx + 2t3 [ u?|Vv|2dx —tr [ |u|P+idx.
RN RN RN

Como u € S, note que

f (IVu|? + Vu?) dx + Zf w2|Vul|?2dx = f lu|P+idx.
RN RN RN

Sustituyendo y agrupando, se tiene que

) =@—t) [ (Vul?2 + Vud)dx + 2(83 — t») [ |u|P+idx,
RN RN

Por hipétesis, 4 < p + 1, 0 sea, 3 < p. Entonces,



e Si 0<t<1, entonces t—tr >0y t3—tr >0y por lo tanto
f'(t)>o0.
e Sil<t,entoncest—tr < 0 yt3—tr<0 yporlotanto f® < 0.

En ambos casos, f(t) < f(1), esto es, I(tu) < I(u) parat € (0,0) y t #
1.

Lema 2.24.2: Suponga que u#0 y p+1>4 o p+1=4 vy
2 [ nu?|Vul?dx < [ n|u|PTldx. Entonces existe un Unico t > 0 tal que tu €
R R

S.
Demostracion: Sea f como en la prueba del lema anterior.

1. Seap+ 1= 4. Note que

f@® =t (Vul2+Vud)dx +t2 (2] w?|Vul? = [ |ulr+idx)]
RN RN RN

Denotamos c1 = [ v(|Vu|? + Vu2)dx y cz = [ n|ulP™ — 2 [ vu? |Vul?dx,
R R R
donde c1> 0y c2> 0. Entonces,
e Si0O<t< % entoncesc —t2c >0y por lotanto f'(¢) > 0.
\/Cz 1 2
e Si =<t entoncesc —tic <0y porlotanto f(t) <O0.

\/ 1 2

C2
2. Seap+ 1> 4. Observe que
e Si0<t<1,entonces
tr< 3=

tr (2 [ u?|Vul2dx) < t3 (2 u?|Vul?dx) =
RN RN

tr (2 [ w?|Vul?dx — [ |ulPtldx) < 3 (2 [ w?|Vul|?dx) —tr (J |ulrtidx) =
RN RN RN RN

t(cr —tP7 ) < f®
Escogiendo 0 < t < min{1,” 4}, tenemos que ¢ _ w1 >0y
¢ 1 2
por lo tanto f'(t) > 0.
e Sil<t,entonces

t3<tr=



t3 (2 [ w?|Vul|?dx) < tr (2] u?|Vu|?dx) =
RN RN

32 w?|Vu|2dx) —tr (J |ulptldx) < tr (2 ) w?|Vul?dx — [ |ulrtldx) =
RN RN RN RN

() <tlci—trlc), .
Escogiendo max {1, =} <t,entoncesc  ,1 <0y porlo

v, ey

tanto f'(t) < 0.
Asi f'(t) > 0 para t suficientemente pequefio y f(t) < 0 para t
suficientemente grande. Por lo tanto, existe t > 0 tal que f'(t) = 0, lo que

implica que tu € S. La unicidad se sigue del ultimo lema.

Lema 2.2.4.3. Sea (un) € X una sucesion tal que Ilim y(un) =0 y
n—oo

lim JgvlunlP*'dx = ¢ # 0. Entonces existe una sucesién (t») tal que
n—oo

thun € S Yy lim th = 1.

n—oo
Demostracion: Solo se necesita probar que lim ¢, = 1. Sea
n—oo
an = f (lVU.nlz + Vuz)dx,bn = f u2|VUn|2dX,Cn = f IunIP“dx.
n n
RN RN RN

Notar que cn — ¢ > 0, y asi
lim [)/(un) + Cn] = lim [an + an] =c>0

n—oo n—oo
Como an=0y bn= 0, Sigue que an —ay bn — bcuando n— . A
partir de y(un) = an + 2bn — cn — 0, tenemos a + 2b — ¢ = 0. Afirmacién

a > 0. De hecho, caso contrario, an — 0 y por las desigualdades de
[((p—D(N-2)]

[2(N+2)]

Holder y Sobolev se tiene que para 6 = que

[ un|P*idx = [ |un |20-0|un [229dx
RN RN
1-6 0

< (J lun|2dx) (J lun |#%)
RN

RN
De la continuidad de la inmersién H1(RM) & L2 (RVY), como u2 € H1(RV),

se tiene que

(2.3)



ON
1-6 N—2

[ lunlPtldx < C (J |un|2dx) dl u2|Vu,|?dx)
RN RN RN

Lo que implica que cn — 0, una contradiccion. Luego 2b < ¢ Yy entonces

por el Lema 2.2.4.2, podemos encontrar t» > 0 tal que
y(trun) =a t2+ B t* —c trtl = 0.

nn nn nn

Afirmamos que existen constantes T1, T2tal que 0 < T1 < tn < T2. Caso

contrario, suponga que t, — . Entonces
atz+2b tt—c trtl =0 =

nn nn nn

an 2bn

——3 t5=5—cn=0.
it e

e Sip = 3, entonces 2b = ¢ cuando n — oo, una contradiccion.

e Sip> 3, entonces c = 0 cuando n — oo, una contradiccion.

Ahora, suponga que t» — 0. Entonces
atl+2btt—c trtl =0=

nn nn nn
an+ 2bt2 —ctr-1=0.
nn nn

Implicando que a = 0, cuando n — oo, una contradiccion. Por el teorema
de Bolzano-Weierstrass existe una subsucesion t, — t*. Pasando al
limite en y(taun) = 0 se obtiene

a(t*)?+ 2b(t*)*— c(t)P*t = 0.
Como la ecuacion at? + 2bt* — ctrtl = 0 tiene 1 como una unica solucién

positiva, se tiene t*= 1y por lo tanto t» — 1.

Lema 2.2.4.4: "> 0y c* < 2c0.

Demostracion: Se denota

p? = p2(u) = [ (1+u2)|Vul2dx + | Vu2dx.
RN RN

Por (2.3) se tiene

1-6 N—2

[ JulPtldx < C (J w2dx) ( u?|Vul?2dx)
RN RN RN
260N
SCpZ(l—G)pN:Z

(2.4)



:Cp 2+ N+2
Entonces
1 1 1
Iw=_[ 1+ u)lvul2dx +_ [ Vuzdx — [ lulptidx
2 Ry 2 Ry p+ 1 ry
>} 2 2+1(L1).
= P_cp nN+2
A 2(p=1)
il G p N+2)
Escoja p2(w) = p? tal que p %2 <_" y considere 2 1 12v(+£1))
0 0 z m = po (2__ Cpo

Ahora, suponga que u € S. Tome 1 > 0 tal que p2(lu) satisface la
estimacion anterior. De acuerdo con el Lema 2.2.4.1, I(u) = I(Au) = m 'y
por lo tanto ¢ > m. Para cualquier u € S*, tenemos ut,u- € S, por lo tanto
I(w) = I(ut) + I(u~) = 2c0 y ¢+ = 2cO.

Lema 2.2.4.5: Supongaque u € S yI(uw) = cou € S*y I(u) = c~

Entonces u es una solucion débil de la ecuacion (1). Ademas, la ecuacion
(2) valido para cualquier ¢ € X con la propiedad que [~ u?|V¢|*dx < ooy
fRNIVulngde < oo,

Demostracion: Supongamos por contradiccion que existe u € S*y I(u) =

c*, tal que la conclusién del lema no sea verdadera. Entonces podemos

encontrar una funcién ¢ € X con la propiedad que f]RN u2|Vo|?dx < o0y

JgnIVul?¢p2dx < oo, pero

(I'w), ) = [ [(1 + u2)VuVe + u|Vul2¢p + Vueg — |ulP~lup] dx < —1
RN

Escoja € > 0 muy pequeiio tal que
('C + - )y )y 1 | |1
Itu +su +o¢ ,¢ S—Z,Vt—1+5_1+0535

(2.5)



1
Sea 7 una funcion de corte tal que n(t,s) = 1,si[t—1| S_&y|s—1| <
2

le,n(t,s)=0,si|t—1| = €0 |s— 1| = e. Se estima sup I(tut + su— +
2

t,s

en(t,s)¢). Silt—1| <ey|s—1| < ¢, entonces

1
I(tut + su-+ en(t, s)¢) = I(tu* + su~) + [ (I'(tut + su- + oen(t, s)p), en(t, s)p)do
0

1
< I(tut + su~) — Egﬂ(t, s). (2.6)

Para|t — 1| =2 € 0|s — 1| = & n(t, s) = 0 y el célculo anterior es trivial.
Ahora, desde que u € S* para (t, s) # (1,1), de acuerdo con el Lema
2241, I'(tut + su~) < I(tut) + I(su~) < I(ut) + I(uw~) = I(w), por lo
tanto

I(tut + su=+ en(t, s)¢p) < I(tut + su~) < I(w),v(t,s) = (1,1).
Para (t,s) = (1,1)

1 1
I(ut+u +en (ts)p) <I(w) - en(1,1) = 1w - 55 <I(w)

En cualquier caso, se tiene I(tut + su— + en(t,s)¢) < I(u) = c*. En
particular

sup I(tut + su- + en(t,s)¢) = ¢ < c*

0<t,s<2
El argumento a seguir es basado en la Teoria del Grado [Ver Ambrosetti,
Malchiodi (2007) Teorema 3.2, ver Bartsh; Weth; Willem (1986)
Proposiciéon 3.1]. Sea
Yo(s, ©) = ((I'(tut), ut), (I'(tu), u7)
1 1
l/J1 (s, ) = E (I'(ht(t, 8)), ht(t, 8)), (I'(h=(¢E 5)), h=(¢, 5))

S
Donde h(t,s) = tut + su~ + en(t,s)¢. Si (t,s) € 3([0,2] x [0,2]), se tiene
n(t,s) =0 y entonces o(t,s) = YPi(t,s). Luego 1=(-1)(-1) =
d (o, [0,2] x [0,2],(0,0)) = d(y1,[0,2] X [0,2],(0,0)). Por lo tanto, existe
(a,b) € [0,2] x [0,2] tal que Y1(a, b) = (0,0), de modo que h(a, b) = aut +

bu-+ en(a,b)¢ = ue S*, I(Y < c < c*, lo que es una contradiccién con la



definicion de c*. Para el caso, u € Sy I(u) = ¢0, usamos el mismo

razonamiento.
2.2.5 RESULTADOS DE EXISTENCIA EN DOMINIOS ACOTADOS.

Se considera el problema correspondiente en dominios acotados. Las
soluciones serdn usadas como sucesiones de minimizacién. Sea Brla

bola en RN centrada en 0 con radio R. Sea
Sr=Sn Hl(BR) S* =5N Hl(BR)
cY = inf I(u) c* = inf I(u)
R uesg R uesy (2.7)
Lema 2.2.5.1: c0y c* son ambos decrecientes en R y convergen para c® y
R R
c¢*cuando R — oo, respectivamente.
Demostracion: Es facil ver que ¢ y c* son monétonos en Ry ¢ > 0y
R R R
c* > c¢*. Se probara que c¢* — ¢*. Para ¢ > 0, sea u € S*tal que I(u) <
R R
c*+ €. Sea R = NRU donde nr es_una funcion de corte tal que nr(x) =1
3
para |x| < R n =0para| | . Tenemos que cuando R — oo, u+* —
Z R X ZZR R
ut, [ [t )P Hlax — [ |ut|ptldx > 0 y y(ut) — y(ut) = 0. Por el Lema
R RN R

2243,tk — 1, st — 1 cuando R — o, donde trut €Sy sru- €S.
R R

Ahora w = trut + srRu- € S* y
R R R

c* < I(w) = I(tru* + sru-)
R R R
< I(tru* + sru-) + C [ [(1 4+ u?)|Vu|?2 + Vu? + |ul|pt]dx
R R

RM\Bg
4

< I(tru* + sru—) + o(1)
<I(ut+u)+o0()
<c*+e+0(1). (2.8)

Donde 0o(1) » 0 cuando R — . Como & es arbitrario se prob6 que
lim ¢* = ¢*. De la misma forma, se tiene lim c? = 9.
R

R—o R—o0

Lema 2.2.5.2: c%y c* son alcanzados.
R R



Demostraciéon: Se probara el lema para c*, para c® los argumentos son
R R

analogos. Por la definicion de infimo, existe (un) € S* unar sucesion

minimizadora esto es, I(un) — cjcuando n — oo. Por el lema 2.2.4.4,

y wrdx y‘é |2dx son acotados. De hecho, [ u2dx — +o 0
RN n n RN n
fNuZIVu |2?dx — +o0, debemos tener I(u ) — +o, deberemos tener
R n n n

I(un) — +o0 por (2.5), lo que es absurdo pues la sucesion (I(un)) es

acotada. Ademas, ut, u-€S . Por lo tanto, [ (uf)Ptldx>=m vy
n n R RN n

[ n(u-)P*ldx = m para algin m > 0. Como se consider6 un dominio
R n

acotado, siendo H1¢Br) reflexivo y de las inmersiones de Sobolev,
podemos asumir que existe una subsucesion y u € Hl(BR) tal que u+ —

ut # 0 en Lr+1(Bgr), u+ —~u*en Hl(B ) y V((u+)2) - V((u+)2) en LZ(B )
Tomando el limite en n, se sigue que y(uf) = 0 que

y@) = [ [+ 2H))|Vut|? + V(u)? — lut[P+]dx < 0.
RN

Por el lema 2.2.4.2, se obtiene t,s > 0 tal que y(tut) = y(su—) = 0. Sea

u= tu* + su~—. Entonces ue S* ¥
c* < 1@ < liminf I(tut +su~) < lim I(ut+u") = lim I(un) = c*. (2.9)
R R

n—oo n—oo

Por lo tanto, I1(9 = c*g

Lema 2.2.5.3: Suponer que u€Sr y I(w) =c% o uesS*y I(u) = c*.
R R R

Entonces u es una solucion débil de la ecuacion cuasilineal en el dominio
acotado Br con condicion de frontera de Dirichlet, es decir, para todo ¢ €
Ce(Br), tenemos que

[ [(1 +u?)VuVe + ul|Vul2¢ + Vuep — |ulP~ug]dx = 0.

Br
Ademas, la ecuacion anterior vale para cualquier ¢ € X n H{(Br) con la
propiedad que [ v u?|V¢|?dx < oy [ y|Vul?p2dx < oo.

R R

Demostracion: La prueba es la misma que la del Lema 2.2.4.5.



Luego, se precisa estudiar el funcional limite, definido usando el limite del
potencial V en el infinito. Para u € X,

1 1 1

I*w=_[ 1+ u)|gy2dx +— [ Var 2dx — —— [ |ulp+idy. (2.10)

2 Ry RN p+1rwy

También se definen
y°(w) = [ (1+u?)|Vul2dx + [ V u?dx —;f |lu|ptidx,
RN RN ® p+1 Rrw
Se={u € X|y*(u) = 0,u # 0}y

c® = inf je
w17 (2.11)

También para los dominios acotados Br, definimos
S§® = §° N HY(BRr),c® = inf [°(u).
R 0 R Uu€es®
R
Usando la prueba del lema 2.2.5.3, se puede probar que c% también es
alcanzado y tal como se ha demostrado en el Lema 2.2.5.1, c% converge

para c¢*, cuando R — oo.
2.2.6 Demostraciones de los Teoremas 1y 2.

En esta seccion, se demuestran los dos principales resultados del

capitulo. Primero necesitaos del siguiente lema.

Lema 2.2.6.1: Sea ur € Sruna solucion débil de la ecuacion (1) en el

dominio acotado Bk, es decir,

[ [(1 + up)VurVe + ur|Vur|2¢ + Vurg — |ur|P~urpldx = 0 (2.12)
Br

Para todos ¢ € X n H(Br) con la propiedad que [ yu?|Ve|?dx < o y
0 R

[ nVul?¢p2dx < . Suponga que [ (14 u?)|Vurl?dx, [ Vl|ur|?dx,

R Br R BRr

thleﬁldx son todos acotados en R. Suponga todavia que, para una

subsucesién R, — oo,



J  lunlp+tdx — A € (0, ),

BRrp,,

Donde u. = ur . Entonces existe g € (0,1] y (x») € RV tal que para

cualquier € > 0 existe rs > 0 tal que, para cualquier r' = r > rs,

lim inf [ |un|Ptldx > BA — ¢
n—e Br(xn)
lim inf [ |un|P*ldx = (1 — B)A — ¢ (2.13)

=% RN\B,F(xn)

Ademas, si B < 1, entonces liminfI(un) = c® + c*.

n—oo

Demostracion:

La existencia del numero g € (0,1] viene del Lema de Concentracion de

Compacidad de Lions (Ver Lions (1984)), una vez que (u») es acotado en
H1(RN). Ahora suponga que B < 1. Escogeren— 0y r >r — oo de tal

n n

forma que, al menos una subsucesién,

f |un|Ptldx = BA — &
Brn(xn)

IV lun|Ptidx = (1 — p)A — & (2.14)
F (Xn

™

Sea ¢ una funcién de corte tal que é(s) =0 para s<1 o para s = 4,
é(s)=1para2<s<3y |G| <2 Tomar ¢(x) = é(|x — xa|/rn) en (5),

lo cual es admisible. Se obtiene cuando n — oo, que

1] (1 + 2u2) |V, |2 + V]u, |2 + |u, [P+t = o(1) (2.15)

B3Tn\BZTn

Donde usa la estimativa (2.13) para r'= 4r . Ahora tome otra funcion de
n

n

corte ntalque n(s) = 1lparas<2,n(s) =0paras =3y |n®| < 2. Sea



x
w o =n(* " nl)u(x)v(x)—(l—n( ))u(x)
n ) ‘t;l rn

Se sigue de (2.13) que

f |Wn|p+1dx = ,BA — &n,
RN

f |Un|p+1dx = (1 - B)A — &n,

RN
(2.16)
Ademas, considerando ¢ = wn, se sigue de (2.12) y (2.15) que
y(un) = (I'(un), wn) + 0(1) = o(1)
También se tiene que y(vn) = 0(1). Por el Lema 2.2.4.3, existen
constantes tn ¥y sn tales que th > 1y sn > 1, YW=taWn ES Y Un =
snvn € S. Si (xn) €s acotado, entonces liminfI(w) = ¢y liminfI(vn) =
n—oo n—oo

¢*, una vez que el soporte de v» esta fuera de la bola Br-» donde |xn| <
M. Asi se tiene que

= I(tawn) + I(snvn) + 0(1) (2.17)

lim inf I(un) = lim inf I(thun) + lim inf I(snun) = c0+ ¢

n—oo n—oo n—oo

Por lo tanto, lim infI(un) = 0+ c*.
n—oo
Lema 2.2.6.2: ¢~ es alcanzado y si I°(u) = ¢* podemos asumir u(x) > 0

en RV,

Demostracion: Sea (un) una sucesion tal que un € §°, I*(un) = c%,
c*® — ¢*, cuando n — o. Usando el hecho que I*(u ) es acotado y
n

n



y*(un) = 0, se tiene que [ (1 +ud)|Vu |%dx, [ V |u |%dx, [

|p+1dx
Bn n B, © n B, n

son todos acotados en n. Por el Lema 2.2.6.1, existe una sucesion (xx») tal

gue para cualquier € > 0 existe r > 0, tal que

lim inf [ |un|Ptidx > A —¢

= Br(xn)
Donde

A=1lim [ |un|P+idx.
n—oo ]RN

Por la invariancia del problema por translacién, podemos suponer que

(xn) es acotado. Por lo tanto, se tiene que
(un) — u # 0 en LPt1(RV)

un — u en H{(RVN)
V(uz) = V(u?) en LZ(RN)

(2.18)

Sigue de y*(un) = 0 que

ye@) = [ [(1+ 2u?)|Vul? + Veu? — |ulP+1]
RN
<liminf [ [(1+2u?)|[Vu 2+ V w2 —|u p+1]
n n 0 n n
n—oo RN
= lim inf y*°(uxn)
n—00

=0 (2.19)

Por el Lema 2.2.4.2, existe t > 0 tal que y*(tu) =0y
c* < I°(tu) de (2.18)

< lim inf I*°(tun)

n—oo

< lim joo(y)

n—oo



= llm C;.lo = c%*

n—oo

Por lo tanto, I*(tu) = c*. La sucesiébn minimizadora puede ser tomada
como funciones no negativas (sustituya u» por |un|, de ser necesario), y
obtenemos u(x) = 0. De hecho u(x) > 0 por el Principio de Maximo
Fuerte (ver Gilbarg (2015)).

Demostracion del Teorema 1: Se afirma que c® < ¢*. Sea u una funcién

obtenida en el Lema 2.2.6.2, tal que I°(u) = c* y y*(u) = 0. Como u es

positiva, tenemos que [ nvV(x)u2dx < [ nVou2dx siempre que V # Vo.
R R

Ahora

y@) = [ [(1 + 2ud)|Vul? + Vu2 — |u|r*1]
RN

< [ [(1 4 2ud)|Vu|? + Vou? — |u|P+1]

RN
= y*(w
— 0. (2.20)
Por el Lema 2.2.4.2, encontramos t > Otal que y(tu) =0. Si t =1, se
tiene que
< I(w) <I°(u) = c>.
Sit # 1, se tiene por el Lema 2.2.4.1, que
0 < I(tw) < I°(tu) < I°(u) = c=. (2.21)
Sea (un) una sucesion tal que un € Sn, I(un) = c%,— ¢ cuando n — oo.
Usando los hechos que I(ux) es acotado y y(un) = 0, se tiene fgrll +
u?)|Vu {/ng)lz{ ?dx, [lu |p+145 SoON todos acotados en n. Por
n n Bn n B, n
el Lema 2.2.6.1, existe una sucesion (x») en RN tal que para algun € > 0
existe r > 0 tal que
lim inf [ |un|Ptidx > A — ¢, (2.22)

n—o Br(xn)
Donde 4 = lim Jgvlun|P*'dx. Entonces (x») debe ser acotado. De hecho,
n—oo

caso contrario, si van(x) = un(x + xn),



1 1
Iw)= [ (1+ud)|Vu |2 ()? L flu p+igx
n i n n dx+—f |74

RN 2 X Undx — n
1 Rv 1 ptl R
= | @+ —x )| (x —x)|? ()2 )
= n n n n x"‘—fvxvnx—xldx
2 RN 2 RN
_ 1 [ v (x —x)|p+ldx
1% +1 RN n
1
= if 1+ vrzl(y)) |4 n(}’)|2dy +_J V- xn) — Voo)vi(y)dy
RN RN
L [l G)lridy

+_2ng°3]”}1 dy = PFL n
= [°(vn) + 0(1)
= I*°(un) + o(1).
De la misma forma, se prueba que y*(un) = y(un) + 0(1). Se encuentran

tn tal que tn — 1y y=(taun) = 0. Se tiene

c¢® < liminfI*°(taun) = liminfI®°(un) = lim I(un) = c°,

n—oo n—oo n—oo

Lo que contradice (2.20). Cuando (x») es acotado, se tiene que (un)
converge para u en Lrt1(RN). Entonces, podemos seguir la prueba del

Lema 2.2.6.2 para concluir la prueba del Teorema 1.

Para probar el Teorema 2, se necesita del siguiente resultado de

regularidad.

Lema 2.2.6.4: Sea u una funcion débil de (1). Entonces u y sus derivadas

son acotadas y se cumple el decaimiento exponencial en el infinito

[ (u?2 + |Vu|?)dx < Ce—4R,
RN\BR
Para C,6§ > 0.

Demostracion:

Ver Gilbarg, Trudinger (2015).



De hecho, u juntamente con sus derivadas tiene decaimiento exponencial
punto a punto en el infinito, pero la estimativa en el Lema 2.2.6.4 es
suficiente para este propésito aqui. Esencialmente, el Lema 2.2.6.4 se
sigue de Gilbarg, Trudinger (2015), donde las ecuaciones semilineales

fueran consideradas.

Ahora,seau € S conl(u) = c®ysea¢ € S*conlI*(¢p) = c*. Se puede,
suponer que u, ¢ son positivas. Por el Lema 2.2.4.5, u y ¢ satisfacen las
ecuaciones cuasilineales correspondientes. De acuerdo con el Lema

2.2.6.4, se tiene que u y Vu son acotados,

f (uz + |Vu|?)dx < Ce—4R,
RM\Br

Y también que ¢ y V¢ son acotados, con

[ (92 +|Vp|Hdx < Ce—3R,

RN\Bg

Para C,§ > 0. Sea ¢r(x) = ¢p(x + 2Re1) con e1= (1,0, ...,0) € RN,

Lema 2.2.6.5: ¢*< sup [(au+ f¢pr) <c®+c», desde que R sea
(a,B)ER?

grande o suficiente.
Demostracion: Se divide la prueba en tres pasos
1. Cuando expandimos I(au+ B¢r), todos los términos que

involucren u y ¢r tiene decaimiento exponencial. O sea, todos los

términos como [pny upr, [pn|VuVer|, [pn ulVPrly [pnv|Vuldr son de

orden o(e—%R) cuando R — oo. Por ejemplo,

[ upr=[ upr + [ upr
BRr

RN RN\ Bg
1

1 1 1
<d W@OJd e +d W (P2

RN\BR ]RN\BR Br Br

1
2



1 1 1 1

2 2 2
< uw)( P2x+2Re)) + (S uZ)z(f $2(x + 2Re1))
BRr BRr

RN\Bg RM\Br
1 1 1 1
2 2 2 2
<= wdJd $2(y) + ud) $2(»))
RM\BR RN\Br(2Re1) BR Br(2Re1)
1 1 1 1
2 2 2 2
<= WU +Juw)J $?)
RM\Bg RN Br RM\Br
1 1
2 2

<c(J vy +cU ¢?

RN\ Br RN\BR
< Ce—SR (2.24)
Aqui 6 es diferente del Lema 2.2.6.4.
2. Existen Ro> 0y ro> 0 de tal forma que para todos R > Ro, para
todos a2 + B2 =12 > 1§, I(au + Bopr) < 0. Seaa= a/r, f = B/r Yy
Ww="wm + B¢r. Primero, se encuentra un R’ > 0 de tal forma que

para todos los R >R’ se tiene [ v[W, [ vWIVW, [ n|VW y
R R R

fRN VW son todos acotados superiormente e inferiormente por dos
constantes positivas. También, se tiene

1 1
I(au+ o) }f (1 + r2d)r2 |V fovw - rptl [ et
R —

2 RN + Er RN p + 1 RN
Si p+ 1 > 4, entonces la afirmacion es facil. Ahora suponer que p + 1 = 4.
Como y(u) =0, )=0, se tiene lf u? |[Vul? < 1f ut — a,
ye (¢ - -
R 2 RN 4 RN
L[ ¢2|Vp |2<” [ ¢*—apara algin a > 0 (independiente de R). Por el
2RV R R 7 RV R
aso 1,
P 1 1
[ u?|Vul? 4 [ 2] )2 1 - 2| |2 4+ o(e9R), (2.25)
L LA R T L
Sw="1* s Lo ~6R), (2.26)
- —u fu+_ﬁf¢R+O(€
4 Ry 4 rY 4 RN

Por lo tanto, como R es grande o suficiente (apenas dependiendo de un a >
0 arriba);



_ 1f WV < [ W—a,l\fo%+52=1,

2 Ry RN
Para algin a: >0. Por lo tanto, I(au+ B¢pr) <0 para a2+ 2 lo
suficientemente grande.

3. Se dard la estimativa completa de supI(au + B¢r). Por el Lema
ap

2.2.4.2, podemos suponer que a2 + (2 es acotado, Entonces por el
paso 1
I(au + Bpr) = I(au) + I(Bpr) + o(e%R)
También, se tiene y(¢r) — 0 cuando R — oo. Por el Lema 2.2.4.3, existe

tr > 0 tal que tr — 1 cuando R — o y y(tr¢pr) = 0. Entonces por (V2)
I(au + Bpr) = I(au) + I(B¢r) + o(e°F)

< I(au) + I(trpr) + 0(e~%R)
<IW+I°(td )+ [ V) -V )p dx+ole )
2

R R —R w B —6R
2 Ry

<Iw+I-(¢ ) 1 ( ()2 —6RY
R _EfB (O)(Voo—v x—Re1 )(¢p x) dx +o(e
@5

<cO+c>—cf dx + o(e~3R)
B 1+ |x — Re1|™
c

<c0+c>*— + o(e—9%R
—+ o(e)

<0+ >, (2.27)
Desde que R es grande o suficiente. Por un argumento de teorema de
grado, existe ¢ > 0, f < 0 tal que au + B¢r € S*. Por lo tanto, c* < ¢® +

c®.

Demostracion del Teorema 2 Sea (u») una sucesion tal que un € S%,
I(un) = c;,con c¢*,— c*cuando n — oo. Por el Lema 2.2.6.5, ¢* < ¢0 + ¢,
Usando el hecho que I(u») es acotado y y(u») = 0 se tiene fB(l +

u?)|Vu ]|/2d;f)'|l{ |2dx, [ |u |P*ldx son acotados en n. Por el

n n Bn n B, n



Lema 2.2.6.1y 2.2.6.5, existe una sucesion (x») de RNtal que para

cualquier e > 0 exister >0y

liminf [ |un|Ptidx > A — ¢

n—ew Br(xn)

Donde A = lim [ y|ua|P*! dx. Se afirma que (x») debe ser acotado. De
n—oo
otra forma, y»(u%) — 0, I(u%) — I*(ut) = o(1), cuando n — oo. Por el
n

n n

Lema 2.2.4.2, podemos encontrar tn, sptalque th— 1, sn — 1y
ye(t ut) —y=(s u~) = 0. Por lo tanto
nn

nn
cO+ c* < 2¢c*

< liminfI*(t ut +s u-)

n—soo nn nn

< lim inf I*(un)

n—oo

= lim I(Un)

n—oo
= C*.

Se tiene ¢+ ¢* < ¢*, una contradiccion. Por lo tanto, (x») debe ser

acotado y unconverge para u # 0 en Lr+1(RV). Entonces, usando el

mismo argumento de la prueba del Lema 2.2.6.2, se prueba que c*es

alcanzado en algun u € S*.

2.3 MARCO CONCEPTUAL

En los dos articulos Z. Nehari (1960) y Z. Nehari (1961), Nehari ha

introducido un método que resultd ser muy Uutil en la teoria del punto

critico y, finalmente, llegé a llevar su nombre. Consideré un problema de

valor limite para una cierta ecuacion diferencial ordinaria no lineal de

segundo orden en un intervalo (a, b) y demostré que tiene una solucion no

trivial que puede obtenerse mediante minimizacion restringida. En Z.

Nehari (1961) también considerd la existencia de soluciones con un

namero prescrito de nodos en (a, b).

Para describir el método de Nehari en un contexto abstracto, sea E un

espacio de Banach real y @ € C1(E,R) un funcional. La derivada de



Fréchet de @ en u, {(u), es un elemento del espacio dual E*, y
denotaremos {(u) evaluado en v € E por Qu)v. Supongamos que u # 0 es
un punto critico de ¢, es decir, {(u) = 0. Entonces necesariamente u esta
contenido en el conjunto

N = {u € E\{0}: ®'(w)u = 0}.

Entonces X es una restriccion natural para el problema de encontrar
puntos criticos no triviales (es decir, # 0) de ®. N se denomina variedad

de Nehari, aunque en general puede no ser una variedad. Sea

¢ := inf ®(u).

UueX

Bajo condiciones apropiadas en ® uno espera que c¢ se alcance en algun
uo € X'y que uo Sea un punto critico.

Suponga sin pérdida de generalidad que ®(0) = 0. Suponga que para
cadaw € Si1:= {w € E: ||w| = 1} la funcién aw(s): = ®(sw) alcanza un sw
maximo Unico en (0,o) tal que aw(s) >0 siempre que 0 < s < sw,
aw(s) < 0 siempre ques > swysw= & paraalgun § > 0 independiente
de w € S1(0). Entonces a'w(sw) = ®'(sww)w = 0. Por lo tanto, sww es el
anico punto en el rayo s — sw, s > 0, que interseca a X. Ademas, X esta
acotado alejandose de 0. Es facil ver que X es cerrado en E y existe una
biyeccion radial entre X y S1(0). Si sw estd acotado en subconjuntos
compactos de S1(0), entonces esta biyeccibn es de hecho un
homeomorfismo. Claramente, ¢ en (10), si se alcanza, es positivo. Se
muestra que uo € X es un punto critico siempre que ®(uo) = c. Tenga en
cuenta que dado que s — aw(s) es creciente para todo w € S1(0) y 0 <
s < &, 0 es un minimo local y, por lo tanto, un punto critico de ®. Dado
que uo es una solucién de la ecuacion i(u) = 0 que tiene una “energia’
minima @® en el conjunto de todas las soluciones no triviales, lo

llamaremos estado fundamental.

9)

(10)



2.4 DEFINICION DE TERMINOS BASICOS
Distribucion
Sea T: D() - R un funcional lineal. T es una distribucion en Q si para

todo ¢m —» 0 en D(Q), tenemos que T(¢pm) — 0. El espacio de las

distribuciones es denotado por D'@.

Derivada de una Distribucion

Sea x = (x1, ... , xn) € RN, Un multi-indice es una n-upla de numeros
enteros no negativos a¢ = (a1, ... , an). Ademas, asociado a la multi-indice,

tenemos los siguientes simbolos

la| = a1+ -+ an

Y si @ y B son multi-indices, entonces a < g si ai< fiparatodo 1 <i <

N. Finalmente denotamos por

olal

X% ... 0x*
1 N

Da=

Sea T € D'®, Para cualquier multi-indice a, definimos la derivada de

orden a de T por:

(D<T)(¢) = (—DT(D*¢),V ¢ € D(Q).

Gradiente de una Distribucion

El gradiente de una distribucion T, denotado por VT, es definido por:



oT aoT
VI =(C_ .., —).
0x1 OxN

Laplaciano de una Distribucién

El laplaciano de una distribucion T, denotado por AT, es definido por:

N
02T

i=1 1
Espacio de Sobolev

Seam>0unenteroy 1 <p < . El espacio de Sobolev Wmr(Q) es
definido por

Wmr(Q) = {u € L?(Q); Deu € LP(Q),V|a| < m}
Con la norma

”u”V}lj/m,p(Q) = Z f |D“ulpdx, 1< p <o

|al<m

llwmega) = max | Deullioga) , p = +oo
lal<m

Observacion

Si p = 2 entonces denotaremos ese espacio como H™((). Esto es,
Hm(Q) = Wm2(Q)
Y para u € H™(Q), denotamos su norma por |lullamg), esto es,
llwllamee) = llullwmezcoy
La norma ||ul|amq) en el espacio H™(() es inducida por el siguiente
producto interno

(u, V)um@q) = Y. | DeuDfv,V u,v € H"(Q)

|lal<m



II. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. HIPOTESIS

Demostrar una solucion del problema (1) con el método de Nehari y

demostrar mas de una solucion para el problema (1) con el método de

Nehari.

3.1.1 OPERACIONALIZACION DE VARIABLE

Variable dependiente

Soluciones de la ecuacion cuasi lineal de Schrodinger.

Variable independiente

Ecuacion cuasi lineal de Schrédinger.

Variable Dimensiones Indicadores indices Método Técnica
Independiente
E ., —Au+ V(x)ul
cuacion Ecuacion Tiene la forma = (A([u)u2 _ B
cuasilineal de ; =Alulr~tu Deductivo | Analitica
Schrodinger parcial Au = f con lo
g eliptica cual es eliptica
Existe u € X
tal que
inf I(u) = 0
ues
Dependiente siendo
solucion
positiva
Ju € X|I(w)
Soluciones para Existe u € X — 0 . »
la ecuacién ueXx tal que Deductivo | Analitica
cuasi lineal de infl(w) =c | JueXx|iw) =c
T UES*
Schrodinger siendo
solucion de
cambio de
signo

Tabla 1




V. METODOLOGIA DEL PROYECTO

4.1 DISENO DE INVESTIGACION

De acuerdo con el proposito de la investigacion, el presente proyecto esta
enmarcado en el tipo de investigacion béasica.

El disefio de la investigacion a desarrollar serd no experimental y consiste
en, inicialmente, estudiar un conjunto S donde el operador no este definido
con ello definir la solucion de la ecuacién cuasilineal de Schrddinger en
Bolas finitas de centro o y radio r». Luego, hacemos que el radio r tienda
al infinito y donde en el limite de soluciones exista una funcion u. A
continuacion, demostramos que un multiplo de la funcion u es solucién de

la ecuacion cuasilineal Schrédinger en todo el espacio RV.

4.2 METODO DE LA INVESTIGACION

El estudio de la investigacion es de caracter cientifico-teérico y el método
usado es del tipo inductivo — deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo
posible en cada demostracién. El método inductivo es usado al momento
de generalizar la solucién de para todo el espacio RV, es decir, construir

la solucion a partir de soluciones en una bola de RV.

4.3 POBLACION Y MUESTRA

Dada la naturaleza de la investigacibn no corresponde determinar
poblacion y muestra porque no se realizara un tratamiento estadistico de

datos.

4.4 LUGAR DE ESTUDIO Y PERIODO DESARROLLADO

El lugar de estudio del presente trabajo es en la Facultad de Ciencias
Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao - Trabajo

Remoto.



Finalmente, este trabajo de tesis fue desarrollado durante los meses de
marzo, abril, mayo, junio, julio y agosto.

4.5 TECNICAS E INSTRUMENTOS PARA LA RECOLECCION DE LA
INFORMACION

Las técnicas usadas en esta tesis son las del analisis documental y
analisis de contenido ya que se revisé bibliografia (libros y articulos)
relacionada a los temas tratados en este trabajo y se recopil6 informacion
obtenida via Internet para complementar informacion y asi enriquecer el

trabajo.

Para recoger toda la informacion usamos paginas web como Library

Genesis y Bookfi.org.

4.6 ANALISIS Y PROCESAMIENTO DE DATOS

Para el analisis del trabajo de tesis se usan diversos métodos de
demostraciéon como son el método por el absurdo, contra reciproco e
induccion matematica. No hay un procesamiento de datos ya que nuestro

trabajo no se ubica en el contexto estadistico.
4.7 ASPECTOS ETICOS EN INVESTIGACION

En el proyecto de investigacion, se han respetado en colocar las
referencias bibliograficas y se han respetado los resultados haciendo las

referencias correspondientes.



V. RESULTADOS

Los resultados principales del trabajo son los siguientes:

1) Por el Lema 2.2.4.5 tenemos que u € S es donde se obtiene el
minimo de I entonces es solucién débil de la ecuacion (1).

2) Por el Lema 2.2.4.5 tenemos que u € S* es donde se obtiene el
minimo de I entonces es solucién débil de la ecuacion (1).

3) El Lema 2.2.5.2 y Lema 2.2.5.3 nos permite decir que la ecuacion
(1) tiene solucién débil en dominios acotados Br.

4) Demostracion del Teorema 1, decir demostrar la existencia de una
solucion positiva para la ecuacion (1).

5) Demostracion del Teorema 2, decir demostrar la existencia de una

solucion de cambio de signo para la ecuacion (1).

5.1 RESULTADOS DESCRIPTIVOS

Siendo esta una investigacion que no requirié6 de datos estadisticos o la
aplicacion de la estadistica descriptiva, no se obtienen resultados

descriptivos.
5.2 RESULTADOS INFERENCIALES

Siendo esta una investigacion que no requirié de datos estadisticos o la
aplicacion de la estadistica inferencial, no se obtienen resultados

inferenciales.

5.3 OTROS TIPOS DE RESULTADOS ESTADISTICO DE ACUERDO A
LA NATURALEZA DEL PROBLEMA

Por la naturaleza de nuestra investigacion no se requiri6 de datos
estadisticos o similares por lo que no se obtuvo resultado estadistico

alguno.



VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 CONTRASTACION Y DEMOSTRACION DE LA HIPOTESIS CON
LOS RESULTADOS

1) Usando los lemas 2.2.5.2 y 2.2.5.3 se demuestra la solucion de la
ecuacion (1) en dominios acotados Bk.
2) Por el lema 2.2.6.2 la ecuacion (1) tiene solucién positiva cuando el

funcional es constante.

6.2 CONTRASTACION DE LOS RESULTADOS CON OTROS
ESTUDIOS SIMILARES

Ademas de Liu; Wang; Wang (2004), las ecuaciones cuasilineales de
Schddinger como (1) se han estudiado en muchos otros trabajos. En Ruiz;
Siciliano (2010), los autores, inspirados en el planteamiento de Liu; Wang;
Wang (2004), abordan el problema (1), pero también contemplan el caso
donde p € (1, 4). Este caso trae una dificultad adicional, debido a que no
es posible utilizar un argumento basado en el método de Nehari, ya que el
funcional puede ser coercitivo en ciertas direcciones radiales. Lo que los
autores demuestran, sin embargo, es que es posible definir un conjunto,
cuya definicion también se inspira en la identidad de Pohozaev asociada
al problema, que también consiste en un vinculo natural del problema.
Asi, minimizando el funcional de energia asociado al problema sobre este

conjunto, es posible obtener soluciones débiles de (1).

Hay otra linea de enfoque que permite estudiar el problema (1), que se
basa en un cambio de variable, que transforma problemas como (1) en
problemas que involucran solo al operador laplaciano, sin embargo, con
términos no lineales mas complicados que el original. Este enfoque tuvo
su génesis en el trabajo Colin; Jeanjean (2004), que inspird y aun inspira

muchos trabajos que involucran variaciones del problema (1).



6.3 RESPONSABILIDAD ETICA DE ACUERDO A LOS REGLAMENTOS
VIGENTES

De acuerdo con los principios establecidos en el Codigo de ética de
investigacion de la Universidad Nacional del Callao aprobado por
Resoluciéon del Consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio de
2017, en esta investigacion se respeto y cumplié con las normatividades
institucionales que regulan sus procesos; se actué con todo el rigor
cientifico para la validacién, fiabilidad y credibilidad de los métodos y
fuentes de consulta utilizados ejerciéndose con responsabilidad vy
transparencia en todo su proceso y culminacion. Por otra parte, soy el
responsable por toda la informacién brindada en este trabajo de tesis y se
ha respetado exhaustivamente el referenciar autores con trabajos

similares al nuestro.



VII.

1)

2)

CONCLUSIONES

En primer lugar, este abordaje nos permite tratar problemas
cuasilineales mucho mas generales de la siguiente forma:
— ZNj 0a (Waou) +_1 % a (uwoudu+V()u=f(u),en RN

joob i 2 ij i
i,j=1 ij=1
del cual (1) es un caso especial y para el cual es el método de los
trabajos Poppenberg (2002), Liu; Wang (2003), Liu; Wang; Wang
(2004) y Colin; Jeanjean (2004) no pueden ser aplicados directamente.
Las soluciones de (1) estan relacionadas a la existencia de las
soluciones de ondas estacionarias para las ecuaciones cuasilineales

de Schrédinger de forma mas general
i0cz = —Az + V(x)z — f(|z|)z — kVh(|z|?)R'(|z]?) (7.1)

donde V = V(x),x € RN es un potencial dado, k es una constante real
y f, h son funciones reales. El caso semilineal corresponde cuando

k = 0 que esta siendo estudiado intensivamente en los ultimos afios
(ver por ejemplo, Berestycki (1983); Floer; Weinstein (1986);
Rabinowitz (1992); Strauss (1997)). Las ecuaciones cuasilineales de la
forma (7.1) aparecen mas naturalmente en la fisica matematica y tiene
derivadas como modelos de varios fendmenos fisicos
correspondientes a varios tipos de h. Por ejemplo, con k¥ > 0 las
ecuaciones sugieren en la teoria de la pelicula superfluido y en la
mecanica cuantica disipativa (por ejemplo, Hasse (1980); Kurihara
(1981); Nakamura (1977)). Para mas motivaciones fisicas y mas
referencias sobre aplicaciones, consulte Brull (1986); Lange;
Poppenberg; Teismann (1999) y Poppenberg; Schmitt; Wang (2002) y

sus referencias.



VIll. RECOMENDACIONES

1) Dentro de un proyecto tan ambicioso como lo es éste, siempre se
desea que haya una mejora continua del mismo; por lo tanto, se
recomienda a futuros estudiantes que tengan interés en el proyecto,
en la linea de investigacion y en el método de Nehari.

2) El libro Ambrosetti; Malchiodi (2007), nos permite obtener el resultado
mas importante del trabajo. En adicion, de Bartsch; Weth; Willem
(2005).

3) Existen diferentes enfoques para la solucion de la ecuacion (1), se
recomiendan Liu; Wang (2003) y Liu; Wang; Wang (2003).
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ANEXOS

ANEXO 1: MATRIZ DE CONSISTENCIA: SOLUCIONES PARA ECUACIONES CUASILINEALES DE SCHRODINGER
MEDIANTE EL METODO DE NEHARI

PROBLEMA

OBEJTIVOS

HIPOTESIS

VARIABLES

METODOLOGIA

Problema General

¢Serd posible encontrar una
solucién del problema (1) con el

método de Nehari?

Problemas Especificos

¢Serd posible encontrar mas de
una solucién para el problema (1)

con el método de Nehari?

OBJETIVO GENERAL

Usar un enfoque diferente a los
trabajos Poppenberg et al. (2002),
Liu y Wang (2003), Liu et al.
(2003) y Colin y Jeanjean (2004)
para demostrar la existencia de

soluciones de (1).

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Mostrar el método de Nehari para

demostrar

soluciones para (1).

Hipotesis general

Demostrar una  solucion  del
problema (1) con el método de

Nehari

Hipotesis especifica

Demostrar mas de una soluciéon
para el problema (1) con el método
de Nehari

VARIABLE DEPENDIENTE

Soluciones de la ecuacién

cuasilineal de Schrédinger

VARIABLE

INDEPENDIENTE

Ecuacion cuasilineal de

Schrédinger

NIVEL DE LA INVESTIGACION

Descriptiva y explicativa

TIPO DE INVESTIGACION

Investigacion tedrica

Disefio de la Investigacion

El disefio de la investigacién a
desarrollar serd no experimental y
consiste en, inicialmente, estudiar
la Teoria de Distribuciones y
Espacios de Sobolev. Luego,
describimos en detalle la
demostracion de los Teoremas 1y
2. Y por

ultimo, presentamos

nuestras conclusiones

TABLA 2




