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ABSTRACT

In this research work the differential equations and nonlinear systems, as well as its
application to ecology will be studied. The real world problem is to determine
population at some future time. The depreador model — dam, which denote the number
of prey by x(t), and the predation as y(t) at time t has the following in the absence of
predators, the population of the prey would grow at a rate dx/dy = ax,a > 0. In the
absence of prey, the predator population declines to ady/dy = —cx,c > 0, when both
predators and prey are present, a combination of these natural rates of growth. And
decline occurs, in which the population prey decreases and increases of predators , each
in proportion to the frequency of meetings. The effect of predators devour prey is a
declining —bxy in the population x and increasing interaction rate in the population and
the predators dxy, where b and d are positive constants. When we add the natural rates

of interaction described above , we obtain the equations of predator - prey.

dx_ bry = x( by)
dt-—ax xy = x(a — by

dy
il + dxy = y(—c + dx)

which constants a, b, c and d are all positive . This is an almost linear system with two
critical points (0,0) and (c/d,a/b) gives the equilibrium solution corresponding
x(t) = 0, y(t) = 0 describes the extinction of species, the critical point ((c/d, a/b)
;x(t) =c/d y y(t) = a/b are non-zero constant prey and predator populations can

coexist in equilibrium .



Il RESUMEN

En el presente trabajo de investigacion se estudiaran las Ecuaciones Diferenciales y
Sistemas no Lineales, asi como su aplicacion a las Ecologia. El problema del mundo
real es el de determinar la poblacion en algin tiempo futuro. E1 modelo depredador —
presa, donde denotemos el niimero de presas por x(t), y el de depredados como y(t) en
el tiempo t y se tiene los siguientes supuestos, en ausencia de depredadores, la

poblacién de las presas creceria a una tasa 9%/ 4t = ax, a > 0. En ausencia de presas, la

poblacion depredadora declinaria a una tasa dy /44 = —cx, ¢>0,cuando tanto los
depredadores como las presas estdn presentes, ocurre una combinacion de estas tasas
naturales de crecimiento y declinacion, en la que la poblacion de las presas disminuye y
la de los depredadores aumenta, cada una en proporcion a la frecuencia de los
encuentros. El efecto de que los depredadores devoren a las presas es una tasa de
interaccion decreciente —bxy en la poblacion x de las presas y una tasa de interaccion
creciente en la poblacion y de los depredadores dxy, siendo b y d constantes positivas.
Cuando sumamos las tasas naturales y de interaccion descritas antes, obtenemos las

ecuaciones de presa - depredador

dx_ bry = x( by)
dt—-ax xy = x(a — by

d
E% = —cy + dxy = y(—c + dx)

Cuyas constantes a,b,c y d son todas positivas. Este es un sistema casi lineal con dos
puntos criticos (0,0)y (¢/d,a/b) se obtiene que la solucion de equilibrio
correspondiente x(t) = 0, y(t) = 0 describe la extincion de las especies, el punto
critico(c/d,a/b) ; x(t) = ¢/d y y(t) = a/b son las poblaciones constantes no nulas

de presa y de depredador que pueden coexistir en equilibrio



Il INTRODUCCION

1.1. Presentacion del problema de investigacién

A menudo es dificil, si no imposible resolver explicitamente una 'ecﬁacién diferencial
dada, en especial si no es lineal Por lo tanto, es importante determinar qué informacion
cualitativa relativa a las soluciones de una ecuacion diferencial se puede lograr sin
necesidad de obtener una solucidn explicita. Por ejemplo podemos estar en condiciones
de establecer que toda solucion x(t) crece sin cota alguna cuando t — oo, 0 que se
aproxima a un limite finito, 0o que es una funcién periddica de t. En este trabajo
presentaremos (mediante consideraciones en torno a la ecuaciones diferenciales simples
que se pueden resolver explicitamente) algunas de las cuestiones cualitativas mas

importantes que a veces pueden contestarse en el caso de ecuaciones menos ddciles.

Se estudiara la estabilidad de sistemas lineales y una de las aplicaciones mas
importantes e interesantes de la teoria de la estabilidad nos referimos a la interacciones
entre dos 0 mas poblaciones bioldgicas que ocupan el mismo ambiente. Consideremos
en el presente trabajo una situacion de depredador presa en que intervienen dos
especies. Una especie de depredadores se alimenta de la otra especie, la presa, que a su
vez se nutre de un tercer alimeﬁto ampliamente disponible en ese ambiente. Por ejemplo
estandar de una poblacion de zorros y conejos en un bosque; los zorros (depredadores)
devoran a los conejos (la presa), en tanto que los conejos comen cierta vegetacion del
bosque. Otros ejemplos son los tiburones (depredadores) y los peces su alimento (la

presa); los escarabajos (depredador) y el pulgoén (la presa).

El modelo matematico clasico para una situacion depredador — presa fue ideado en los
afios 20 por el matematico italiano Vito Voltera (1860 — 1940) para analizar las

variaciones ciclicas observadas en las poblaciones de tiburones y sus peces alimento en



el mar Atlantico. Para construir tal modelo. Para construir tal modelo, denotemos el
numero de presas como x(t), el niimero de depradados como y(t) en el tiempo t y se

tiene las siguientes conjeturas simplificadas.

1.- en ausencia de depredadores la poblacién de las presas creceria a una tasa natural

con 9%/, =ax, a> 0.

2.- En ausencia de presas, la poblacion depredadora declinaria a una tasa natural, con

dy/dt = —cx,c > 0.

3.- cuando tanto los depredadores como las presas estdn presentes, ocurre una
combinacion de estas tasas naturales de crecimiento y declinacion, en la que la
poblacién de las presas disminuye y la de los depredadores aumenta, cada una en
proporcion a la frecuencia de los encuentros entre individuos de las dos especies.
Supongamos ademas que la frecuencia de los encuentros es proporcional al producto
xy, razonando que al duplicarse cualquiera de las dos poblaciones se duplica la
frecuencia de los encuentros. En consecuencia, el efecto de que los depredadores
devoren a las presas es una tasa de interaccion decreciente ~bxy en la poblacion x de las
presas y una tasa de interaccion creciente en la poblacién y de los depredadores dxy,

siendo b y d constantes positivas.

Cuando sumamos las tasas natural y de interaccidon descritas antes, obtenemos las

ecuaciones de presa depredador

dx
i ax — bxy = x(a — by)

d
d_Jt’ = —cy + dxy = y(—c + dx)

Cuyas constantes a,b,¢ y d son todas positivas



1.2. Enunciado del problema
General
(Las Ecuaciones Diferenciales no lineales resuelven problemas de ecologia (depredador
presa)?
1.3. Objetivos de la Investigacion
General
Estudiar las ecuaciones diferenciales no lineales, y sus aplicaciones a la ecologia.
Especifico

a) Estudiar las ecuaciones diferenciales

b) Estudiar sistemas lineales de ecuaciones diferenciales

¢) Estudiar aplicaciones ecoldgicas; depredadores y competidores
1.4 Importancia y Justificacion de Investigacion
Las leyes del universo estan, en gran parte, escritas en el lenguaje de las matematicas. El
Algebra es suficiente para resolver muchos de los problemas estiticos, pero los
fenomenos naturales mas interesantes implican cambios y se describen mejor mediante

ecuaciones que relacionen cantidades variables.

Las derivadas dx/ de = f'(t) de la funcién f pueden ser consideradas como la

razon por la cual la cantidad x = f(t) cambia con respecto a la variable independiente
t; por eso es natural que las ecuaciones que entrafian derivadas sean las que describen el
universo cambiante. Como se vera en este trabajo que sera de gran utilidad para los

docentes y estudiantes de Ingenieria Quimica.

1.5 Enunciado de la Hipétesis

Las Ecuaciones Diferenciales no lineales permiten resolver problemas ecolégicos.

A



IV MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes del estudio

Los modelos depredador-presa han desempefiado un papel muy importante en el estudio
de muchas poblaciones donde aparece una determinada relacion entre ellas. Con todo
ello podemos decir que forman uno de los temas mas interesantes y dominantes dentro

de la ecologia.

Uno de los primeros trabajos sobre la dinamica de poblaciones lo podemos encontrar en
" Essay on the principle of population " de Thomas Malthus ( 1798), donde argumenta
que mientras las poblaciones crecen logaritmicamente, los recursos de los que dependen
son constantes o solo crecen aritméticamente, de esta manera la demanda de recursos
debe de exceder al suministro y el crecimiento poblacional, dependiente de la fuente de
suministro, aunque su modelo sobre el crecimiento de las pobléciones, no sea realista ya
que un crecimiento ilimitado no se produce en la naturaleza, debido a la existencia de

multiples limitaciones: fisicas, biologicas, etc.

Mas tarde, Verhulst (1838) en su trabajo " Principle of Population ", formula un modelo
en el que trata de corregir el crecimiento Malthusiano con un factor freno en el modelo,

y que se puede considerar como €l germen de todos los modelos conocidos como

W~ kN , donde N es la densidad de la poblacion, a la tasa per capita de

logisticos, e

cambio o la tasa de aumento intrinseco y k la densidad de equilibrio a menudo llamada

la capacidad de carga del entorno.

Posteriormente, y a partir del auge que estaban adquiriendo todos estos temas, Lotka
(1925) y Volterra (1928) realizan uno de los grandes avances en la dindmica de

poblaciones, donde proponen el primer modelo depredador presa que en lugar de ser



obtenido por extension de la ley logistica a dos especies, adoptan el principio quimico
de accién de masas. En otras palabras, en dichos trabajos se asume que la respuesta de
la poblacién sera proporcional al producto de sus biomasas. A partir de aqui son
multiples los avances que en torno a este tema y en general sobre la dinamica de
poblaciones se han llevado a cabo. En consecuencia, en este trabajo realizamos un
estudio de ecuaciones diferenciales no lineales obteniendo una serie de resultados, para
un caso particular de ellos, que posteriormente utilizamos para analizar un determinado

modelo depredador presa.
2.2 Ecuaciones lineales de orden superior

La forma general de una ecuacion diferencial de orden n con la variable independiente x y

funcién desconocida o variable dependiente y = y(x)es

F(x,y,9.9"...3")=0 )
Enla que F es una funcidn conocida con valores reales y » + 2 variables.

Diremos que la funciéon y =u(x) es una solucion de la ecuacion diferencial (1) en el

intervalo / cuando las derivadas z', #",....,u existenen/ y si
n
F(xuu'u",...u")=0

Para todo x en el intervalo /. cuando es necesario abreviar, decimos que y = u(x) satisface

la ecuacidn diferencial (1) en 1.

La ecuacion lineal general de orden n tiene la forma:

an ar-1
an () % + = 1(0)

d
dxn-)l, + o a1(x)g¥ +ay(x)y=F(x). (2)



A menos que se indique otra cosa, supondremos siempre que las funciones coeficientes
a(x) y F(x) son continuas en algin intervalo abierto I (quiza no acotado) en €l que
deseamos resolver la ecuacion diferencial, pero no es necesario que sean funciones

lineales. Asi la ecuacion diferencial.
e*y* + (cos x) y! + (1+ Vx)y = tan™x

Es lineal, debido a que la variable dependiente y y sus derivadas aparecen linealmente,

en tanto que las ecuaciones.
yr=yyly yr+30)2+4y =0
Son no lineales porque aparecen productos y potenciales de y y sus derivadas.

Si la funciéon F(x) del segundo miembro de la ecuacidn (2) se anula idénticamente en 1,
entonces decimos que (2) es una ecuacion lineal homogénea;, de no ser asi, es no

homogénea.

dmy ' dnly dy
%(X)W‘F A1) gomg T F a1(x)a +ag(x)y=0 3
Para resolver una ecuacion diferencial de n — ésimo orden debemos, al menos en
principio, integrar n veces (para reducir ¥ a y). Por lo tanto, es natural esperar que
la ecuacion (3) tenga una solucion general que requiera n constantes arbitrarias

C1,€2,..,Cy (de integracion).

y=cyr+cey,+ o+ oy 4)

Encontrar una solucién general como (4), en el caso n =1 y los casos de orden
superior n = 2. No existe formula para resolver en forma general una ecuacién lineal de

orden superior arbitraria y con coeficientes variables.

10



2.2.1 Soluciones generales de ecuaciones lineales

La ecuacién lineal general de n -€simo orden de la forma.
Po()y™ + PL()y® ™V + .+ Py (Y + By =F(x)  (5)

donde las funciones P;(x) y F(x) son continuas en algun intervalo abierto / de R,
siendo P(x) # 0, dividiendo cada término de la ecuacion (5) por P(x)) para obtener la

ecuacion.

y® 4+ p()y® D+ L+ P ()Y + pa(0) = F(x) (6)

La ecuacion lineal homogénea asociada a (6) es

Y@+ p )y + 4 (Y + pa(a)y = 0 ™)

Al igual que en el caso de segundo orden, una ecuacion diferencial homogénea de n -
ésimo orden tiene la conveniente propiedad de que cualquier superposicién, o

combinacion lineal, de soluciones de la ecuacion también una solucion.
Teorema 1: Principio de superposiciéon

Sean y4,¥,, ..., ¥n, 1 soluciones de la ecuacion lineal homogénea (7) sobre el intervalo

I1.8Si ¢q,cy, ..., cy SON constantes, entonces la combinacidn lineal.

Yy=Cy1+ Y+ .. CpYn (8)

También es una solucion de (7) sobre I. (STEWART, 2000)=

Una solucién particular de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden queda
determinada por dos condiciones iniciales. De manera similar, una solucion particular
de una ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden esta determinado por n condiciones
iniciales.

11



Teorema 2: Existencia y unicidad

Supdngase que las funciones py, p,, ..., Pn ¥ f son continuas en el intervalo abierto /,

que contiene al punto a. Entonces, dado n nameros by, b,, .., b,, la ecuaciéon

Y*+p Yy + L+ o ()Y + p(¥)y = f (%)
Tiene una unica solucion en el intervalo I, que satisface las n condiciones iniciales.
y(@) = b, y"® = by, ...,y D(a) = by, (9=

La ecuacion (6) y las condiciones dadas en (9) constituyen un problema con
condiciones iniciales de n-ésimo orden. El teorema 2 nos dice que tal problema tiene
una solucién Gnica en todo el intervalo I donde los coeficientes dados en (6) son

continuos. (CARMONA 2013) =

El teorema 2 implica que la solucion trivial y(x) = 0 es la tnica solucion de la

ecuaciéon homogenea.
Y™+ p (Y™ D+ o+ ppoa (Y + pa(x)y, =0 (10)
Que satisface las condiciones iniciales triviales.
y@=y'@=-=y"D@=0 =
Una solucién general de la ecuacion lineal homogénea de n-ésimo orden.
YO +p()y® D+ ot P ()Y +pa()y =0  (11)
Sera una combinacion lineal

y=cyit Y2+ ot ciyn.. (12)



Donde y4,¥5,..,Vn son soluciones particulares de la ecuacion (11). Pero estas n
soluciones particulares deben ser “suficientemente independientes” como para que

podamos escoger siempre los coeficientes ¢4, c5, ..., ¢, de la ecuacion (12)
Definicion 1.- Dependencia lineal de funciones

Se dice que las n funciones f;, f5,.., fn son linealmente dependientes sobre el intervalo

I si existen constante ¢, C,, ..., C, no todas nulas tales que

i)+ () + .+ cpfu(x)=0;, Vxel (13)

Si no todos los coeficientes de la ecuacion (13) son cero, no hay duda de que podemos
despejar por lo menos una de las funciones como combinacion lineal de las otras y
reciprocamente. Asi pues, las funciones fi, f5,.., f, son linealmente dependientes si y

sélo si al menos una de ellas es una combinacion lineal de las otras.

Las n funciones fi,f5,.., fn se denominan linealmente independientes (l.i) en el
intervalo I en el caso de que no sean linealmente dependientes. En forma equivalente,

son linealmente independientes en I con tal de que la identidad.

c1filx) + c2f2(x) + o+ cpfp(x) =0 (14)

Se cumpla en I solamente en el caso trivial.

GG=Cy=-cp= 0

Es decir, ninguna combinacion lineal no trivial de estas funciones se anula en . Puesto
de otra manera, las funciones f, f5, .., f, son linealmente independientes si ninguna de

ellas es una combinacion lineal de las otras.

13



Para demostrar que n funciones dadas son linealmente independientes hay una
herramienta que hace que la determinacion de la dependencia o independencia lineales
sea cuestion de rutina. Esta herramienta es el determinante wronskiano. Supdngase que
las funciones fi,fs,..,fn, son n—1 veces diferenciales cada una. Entonces, su

wronskiano es el determinante nxn

A R R
W(fosfor o fi) = dec| T2 T2 7 L (1s)
1(") fz(n) fn(n)

Se llama wronskiano en honor del matematico polaco J. M.H. Wronski (1778-1853). El
wronskiano de dos funciones linecalmente dependientes se anula. Idénticamente
generalizando, el wronskiano de n funciones fi, f>,.., f, linealmente dependientes es

idénticamente cero.
Derivamos estas ecuaciones n — 1 veces sucesivas para obtener las n ecuaciones

c1fi(x) + cafo(x) + + + cp fo ()
c1f 1) +caf s (J.C)+- e fn(x)

et f D )+ f D, 0+ e f @Y, (x)

(16)

Que se aplican para toda x € I. Recordemos del algebra lineal que un sistema de n
ecuaciones lineales homogéneas con n incognitas tiene una solucioén no trivial si y
solamente si el determinante de sus coeficientes se anula. En (16) las incdgnitas son las
constantes ¢4, ¢y, ..., ¢, Y €l determinante de coeficientes es simplemente el wronskiano
w(fy, fo, ... fn) evaluado en ei punto x € I. Puesto que sabemos que no todas las ¢; son

cero, se sigue que w(x) = 0.

14



Por lo tanto, para demostrar que las funciones f;,f5,..f, son linealmente
independientes en el intervalo I, es suficiente con probar que su wronskiano no se anula

al menos en sélo un punto de 1.

Si w(fy, fo, ... fn) # 0, podemos encontrar siempre los coeficientes de la combinacion

lineal. y=cy1+ ¢y, + ...+ cyn

El siguiente teorema estipula que la no anulacion de w es necesaria en el caso de

soluciones linealmente indeperidientes (HASSER 1997).
Teorema 3: Wronskianos de las soluciones

Supéngase que y;,¥2,..,¥n son n soluciones de la ecuacion lineal homogénea de n-

ésimo orden.
Y™+ p )y D+ o+ g ()Y + Pa(x)y =0 (17)
En un intervalo abierto I en el que cada p; es continua. Sea

w=w(1Y2 - Yn)

(a) Si y4,¥2,..,yn son linealmente dependientes, entonces w = 0 sobre 1.

()  Si y4,¥2,..,¥n son linecalmente independientes, entonces w # 0 en todo punto

del.

Asi que hay precisamente dos posibilidades o bienw = 0 en todos los puntos de I o

bien w # 0 en todos los puntos de /. ®

Usando el hecho establecido en el teorema 3 de que el wronskiano de n soluciones
linealmente independientes no es cero, el siguiente teorema establece la solucion

general de una ecuacion diferencial lineal homogénea.

15



Teorema 4: Soluciones generales
Sea y4,¥3, .., ¥n 1 soluciones linealmente independiente de la ecuacion homogénea.

Y+ p()y® D+ A P ()Y Py =0 as)

En un intervalo abierto I en donde las p; son contintas. Si Y es una solucion cualquiera

de la ecuacidn (31), entonces existen nimeros ¢y, ¢y, ..., Cy, tales que
Y(x) = ciy1(x) + czy,(x) + -+ cpyn(x);  Vx€el.

Asi que toda solucion de una ecuacion diferencial lineal de orden n es una combinacion

lineal. Y=y i+ Y24 oot Ci¥n

de n soluciones linealmente independientes cualesquiera. Sobre esta base, llamamos
solucion general de la ecuacion diferencial a dicha combinacion lineal (APOSTOL,

1999)
2.2.2 Ecuaciones no homogéneas
Consideremos ahora la ecuacién lineal diferencial no homogénea de orden n.
Ly =y™ +p, ()y®™ + 4 pp1 (Y + pr(y = f(x) (19)
Cuya ecuacién homogénea asociada es
Ly = y® +p(x)y® D + -+ ppy 0y + pr(x)y = 0 (20)

El simbolo L representa un operador, dada una funcion y diferenciable n veces, L

opera sobre y produciendo la combinacién lineal.

Ly=y® +py® D4t p, v +ppy (21)

16
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De y y sus primeras n derivadas. El principio de superposicion significa simplemente

que el operador L, es lineal es decir,
Lcyyr + ¢2y2) = c1Lys + coLy, (22)
Si €1 y ¢ son constantes.

Suponga que se conoce una solucion particular y, de la ecuacion no homogeénea (19) y

que Y es otra solucion cualquiera de la misma. Entonces (22) implica que:
LY-y)=LY-Ly,=f-f=0
Asique y, =Y — y, es una solucion de la ecuacion homogénea asociada (20). Entonces

Y= yc+ (23)

y se sigue del teorema 10 que

Ye= Y1+ Cy2+ ot Cpyy (24)

donde yi,¥,,..,V, son soluciones linealmente independientes de la ecuacion
homogénea asociada. Decimos que y,, es una funcién complementaria de la ecuacion
no homogénea asi una solucion general de la ecuacion no homogénea (19) es la suma de

su funcién complementaria y., y una solucion particular y, de la ecuacion (19).
Teorema 5: Soluciones de ecuaciones no homogéneas

Sea y,, una solucion particular de la ecuacién no homogénea (19) en un intervalo abierto
I en el cual las funciones p; y f son continuas. yy,¥,..,¥n Soluciones linecalmente
independiente de la solucién homogénea asociada (20). Si Y es una solucion cualquiera

de la ecuacion (9) sobre I, entonces existen niimeros ¢y, ¢, ..., Cp, tales que



Y(x) = c131(x) + c2y2(x) + - + cpyn(x) + yp(x) Vx €I
2.2.3 Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes

La solucion de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes variables por lo general
requiere métodos de series 0 métodos numéricos. Tal ecuacion general puede escribirse

en la forma.
any(n) - %-13/("_1)'*'-"*' ay" + a;y-+ apy =0 _ (25)

Donde los coeficientes a4, a,, ..., a,son constantes reales tales que a,, # 0.

Primero buscamos una solucion de la ecuacion (38) y comenzando con la observacion

de que

k
‘_g_CT(, (erx) —_ rkerx (26)

Por lo tanto, si sustituimos y = e"* en la ecuacion (38), cada término sera un multiplo

de e™, con coeficientes constantes que dependeran de r y de los coeficientes a;. esto es,
e (ayr®+ ap v+ o+ ayr?+ agr+ag) =0.

Puesto que e™ nunca es igual a cero, vemos que y = e”* sera solucion de la ecuacion

(38) precisamente cuando r sea una raiz de la siguiente ecuacion:
A"+ a4+ o+ ayr?+ ayr+ap=0. | 27)

Esta ecuacién se denomina ecuacion caracteristica o ecuacion auxiliar de la ecuacion
diferencial (25). Nuestro problema, entonces, se ha reducido a resolver esta ecuacién

puramente algebraica. (KREYSZIG 2003)

Teorema 6: Raices reales distintas
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Con cualquier método, resuelto de la ecuacién caracteristica. Si la n soluciones

71,72, .., Ty de la ecuacion caracteristica (27) son reales y distintas, entonces.
Y(x) =cre™ + c,e™* + -+ ¢ e™* (28)

Es una solucion general de la ecuacion (25) ¢

Teorema 7: Raices repetidas

Si la ecuacién caracteristica (27) tiene una raiz repetida r de multiplicidad k, entonces

la parte de la solucion general de la ecuacion diferencial es de la forma
Y(x) = (1 + cox + c3x% + 4 cpx*1)e™ (29)
Teorema 8: Raices complejas

Si la ecuacion caracteristica (27) tiene un par de raices complejas conjugadas no
repetidas a + bi (b + 0) entonces la parte correspondiente de la solucion general de la

ecuacion (3) tiene la forma.
e**(c, cos bx + ¢, sen bx) (30)
2.3. Sistemas de ecuaciones

Muchas aplicaciones requieren usar dos 0 mas variables dependientes siendo cada una
funcion de una misma variable dependiente (por lo general el tiempo). Naturalmente,
tales problemas conducen a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden. Por lo regular denotaremos la variable independiente mediante t y las variables

dependientes (las funciones desconocidas de f) mediante x4, x5,..x,, o bien x, y, z,
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Se trabajo sistemas en los cuales el nimero de ecuaciones sea el mismo que el namero
de variables dependientes. Por ejemplo, un sistema de dos ecuaciones diferenciales de

primer orden con las variables dependientes x y y tiene la forma general.
ftxy,x,y)=0
gt x,y,x,y)=0

Donde las funciones fy g se conocen. Una solucion de este sistema es un par de
funciones x(t) y y(t) que satisfagan ambas ecuaciones en algiin intervalo que contenga

al valor de t. (APOSTOL 1999)
2.3.1 Sistemas de primer orden

Un sistema de ecuaciones diferenciales en el cual puedan despejarse las derivadas de
mas alto orden como funciones explicitas de t y de las derivadas de orden inferior de las
mismas variables dependientes. Por ejemplo, en el caso de un sistema de ecuaciones de
segundo orden, sera que se puede escribir en la forma

x"y = f1(t,x3,%2,x"1,%"3)

x"3 = fo(t, x4, %2, "1, %'3) (31)
cualquier sistema de orden superior como éste pueda transformarse en un sistema
equivalente de ecuaciones de primer orden.

Para describir como se lleva a cabo tal transformacion, consideremos primero el

“sistema” que consta simplemente de la ecuacion de n-ésimo orden
X = f(t, x,x, % ) (32)

El cambio de las variables dependientes x4, x5, ..., x,, definidas en esta forma:

X, =x%=x,%3=x"....xp, = x*D (33)



Luego si obtiene x',=x'=x,,x,=x"=x, ..... Por lo tanto, las sustitucién es de las

igualdades (46) en la ecuacion (45) producen el sistema

x\=x,
X ,=x,

: (34)
¥

n-1 = xn,

x'n=f(t,x1,x2,....,xn)
de n ecuaciones de primer orden. Este sistema es equivalente a la ecuacion (32) de n-
ésimo orden,

Un sistema lineal de primer orden es de la forma
*= py ()X + pp ()%, +..+ p, () x, + £,(1),

x'y= P ()X + poy (1) %, +ct Dy, () x, + £, (2), (35)

x’"= pnl (t)xl +pn2 (t)xZ +...+ prm (t)'xn +f;! (t)’
Una solucién del sistema (35) es un conjunto de n funciones x,(t),x,(¢),...x, (f) que

(sobre algun intervalo) satisfacen idénticamente cada una de las ecuaciones dadas.
La teoria general de sistemas de » ecuaciones lineales de primer orden tiene muchas
semejanzas con la teoria general de ecuaciones lineales individuales de orden .

Teorema 9: Existencia y unicidad de los sistemas lineales

Supéngase que las funciones p,, p,,,--» P, ¥ las funciones f;,...,f, son continuas en
un intervalo / que contenga al punto a. Entonces, dados n numeros b,b,,...,5, el

sistema (48) tiene una soluci6n tnica sobre el intervalo completo / que satisfaga las n

condiciones iniciales.

x(a)=b,x,(a)=b,,...x,(a)=b, (36)
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Luego es necesario n condiciones iniciales para determinar la solucion de un sistema de
n ecuaciones lineales de primer orden y en consecuencia debemos hallar una solucién
general de un sistema, que requiera n constantes arbitraria. Dado un sistema de orden
superior, a menudo tendremos que transformarlo en un sistema equivalente de primer
orden para descubrir cuantas condiciones iniciales, son necesarias para determinar una
solucidn tnica; el teorema (12) dice que el nimero de tales condiciones es igual al de
las ecuaciones en el sistema de primer orden equivalente.

2.3.2. Sistemas lineales y matrices

Los métodos de solucidon como es el caso de la transformada de Laplace o el método de
eliminacion bastan para la resolucion de pequefios sistemas lineales que contengan sélo
dos o tres ecuaciones con coeficientes constantes, las propiedades generales de los
sistemas lineales se describen con la mayor facilidad y concisiéon mediante la notacién
matricial.

2.3.3. Sistemas lineales de primer orden

La notacion matricial facilita los calculos relativos a sistemas de ecuaciones

diferenciales, especialmente aquellos que resultarian laboriosos con la notacién escalar.

Analicemos aqui el sistema general de n ecuaciones lineales de primer orden
xy=p () x+p, () x,+. .+ pL ()X, + 1,(2)
xX',=py (t)xl + P (t)xz ot Py, (t)xn +/; (t)

¥3= py () x +py, (1) x, 44 py, () x, + £,() | (37)

X = p, ()% +p, ()%, +..+ p, ()x, + £,(t)

Siendo la matriz de coeficientes

P(t)=r,(1)]
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y los vectores columna

x=[x] ¥ f(6)=[£()]

El sistema (50) toma la forma de la ecuacion matricial:

dx
dt

=P(t)x+ f(t) (38)
La teoria general de los sistemas lineales como el de la expresion (37) es paralela a 1;1
teoria de las ecuaciones lineales de orden #. La notacion matricial usada en la ecuacion
(38) no so6lo enfatiza dicha analogia, sino que también ahorra espacio.
Una solucién de la ecuacion (38) en un intervalo abierto / es una funcién vector
columna x(t) = x;(t) tal Que las funciones componentes de x satisfacen el sistema (37)
en /. Si todas las funciones p, (t) y fi(t) son continuas sobre /, el teorema (9) garantiza
la existencia en / de una solucién Unica x(t) que satisfaga condiciones iniciales
x(a) = b.( CAMPBELL 1990)
2.3.4 Valores propios para sistemas lineales homogéneos
La siguiente teoria de valores y vectores propio para construir la solucién general de un
sistema lineal de primer orden homogéneo con coeficientes constantes es uno de los
mas adecuados por las propiedades que presentan los vectores propios ya que ademas
son linealmente independientes y forman bases, se presenta este método para ecuaciones
con coeficientes constantes,
a\=apx +a,x, +. XX,
a,=ayux +ayx,+.+ -a,‘,xxn (39)
a,=a,x+a,%+..+a,x,
basta obtener n vectores  solucion, linealmente independientes xq,x; ..., x,la

combinacion lineal

x(t)=cx (1) +ex, (D +..+¢,x,(t) (40)
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de coeficientes arbitrarios sera entonces una solucion general del sistema (39).
Para determinar las » soluciones vectoriales linealmente independientes, se procede
por analogia con el método de raices caracteristicas con el que se resuelve una ecuacién

lineal homogénea individual, con coeficientes. Los vectores solucion son de la forma

X be )
a
X. v,e L.
2 2
x(t)=|x, |=|ve” |=|v, |&" =ve* 41)
_x”.. Unek _U".«

siendo 4,0,,0,,...,y U, son constantes. Debido a que si reemplazamos
— oy . At
x =ve”, X, =Ave
(i =1,2,,,,n) en la ecuacién (39), entonces el factor ¢ se simplificara quedando »

ecuaciones lineales en las que (para valores apropiados de 4) podemos despejar los

coeficientes U;,0,,...,1, en (41) de modo que x(¢)=ve* sea una solucion del sistema

.

en (39).
Para tal efecto es mas eficaz escribir el sistema (39) en la forma matricial
x'= Ax (42)

donde 4 = (a;;). Cuando sustituimos la solucién tentativa x = ve* con su derivada
x'= Ave* en la ecuacién (39), se obtiene

Ave* = Ave*
Cancelamos ¢l factor escalar no nulo ¢ para obtener

Av=2v : (43)
Esto significa que x = ve* sera una solucién no trivial de la ecuacion (42) con tal de
que v sea un vector no nulo y A una constante tal que la ecuacion (43) se cumpla. La

pregunta es ahora ;Como encontrarvy A?



La respuesta es que reescribamos la ecuacion (43) en la forma

(A-A)v=0 (44)
Dado A4, éste es un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en las incdognitas
U,0,,...,0,. Tendrd una solucién no trivial si y solo si el determinante de los

coeficientes de la matriz se anula; esto es, si y s6lo si

|A-Al|=det(4-AI)=0 (45)

El método de valores propios para resolver el sistema x’ = Ax consiste en determinarA.

tal que la ecuacion (45) se cumpla y en seguida resolver la ecuacion (44) con este valor

de A para obtener U, v,,...,1,.

luego, x = ve* sera un vector solucién. El nombre de este método se debe a la siguiente
deﬁm'éién.
Definicion 3.- Valores propios y vectores propios
El nimero A (ya sea cero o no) se llama valor propio de la matriz A de orden nxn
siempre y cuando
|[4-A1|=0 (45)

Un vector propio asociado con el valor propio A es un vector v no nulo tal que
Av = Av, de modo que

(4-Al)v=0 (44) .
Se observa que, si v es un vector propio asociado con el valor propio A, también lo sera
cualquier multiplo escalar constante no nulo cv de v
También se utilizan los términos valor caracteristico y vector caracteristico. Motivo

por el cual, la ecuacion
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|4~ 41| = a:“ a”: T =0 (46)

a

nl

es llama la ecuacion caracteristica de la matriz A; sus raices son los valores propios

de A . Al desarrollar el determinante en (46), se obtiene un polinomio de grado n de la

forma

(-1)"A"+b, A" +..+bA+b,=0 - - (47)
Por el teorema fundamental del algebra, esta ecuacion tiene n raices (algunas podrian
ser complejas o repetirse) por lo que una matriz nxn tiene n valores propios (contando
la multiplicidad). Aunque suponemos que los elementos de A, son numeros reales,
permitimos que existan valores propios complejos y vectores propios con coordenadas
complejas.
Lo mencionado anteriormente muestra el siguiente teorema el cual es una base para el
método de valores propios para resolver un sistema lineal primer orden con coeficientes
constantes (BORRELLI, 2002)
Teorema 10: Soluciones con valores propios de x' = Ax

Sea A un valor propio de la matriz de coeficientes [constantes] A del sistema lineal de
primer orden

dx

—=Ax
dt

Si v es un valor propio asociado con A4, entonces
x(r)= vet
es una solucion no trivial del sistema. ¢

Paso a seguir para resolucion del sistema x’ = Ax.

26



1. Primero resolvemos la ecuacidn caracteristica (46) para determinar los valores
propios 4, 4,,..., 4, de la matriz A.
2. En seguida tratamos de encontrar n vectores propios /inealmente independientes
W, ¥,,...,¥,, asociados con esos valores propios.
3. Esto no siempre serd posible, pero cuando lo sea obtendremos las n soluciones
linealmente independientes
x (1) =ve* x,(1)=v,e™,. . x,(1)=v,e™ (48)
La solucion general de x’ = Ax es una combinacion lineal
x(t)=cx (1) +cx, (1) +...+¢,x,(2)
de estas n soiuciones.
Trataremos por separado los diversos casos que pueden ocurrir, segun que los valores
propios sean distintos o repetidos, reales o complejos.
Valores propios reales distintos
Si los valores propios A,,4,,...,4, son reales y distintos, sustituimos cada uno de ellos
sucesivamente en la ecuacion (44) y encontramos los vectores propios asociados
V.,%,,..v,. En este caso se puede demostrar que los vectores solucion dados en la
ecuacion (48) siempre son linealmente independientes. (Edwards y Penney, 1988). En
cualquier ejemplo se puede demostrar siempre dicha independencia lineal mediante el
uso del determinante wronskiano.
Valores propios complejos
Aun cuando los valores propios sean complejos, mientras sean distintos, el método
antes descrito producird ain las ti soluciones linealmente independientes. La tnica
complicacion consiste en que los vectores propios asociados con valores propios

complejos en general toman valores complejos, por lo que obtendremos soluciones de
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ese tipo. Para obtener soluciones de variable real, observemos que (como estamos
suponiendo que la matriz A tiene solamente elementos reales) los coeficientes de la
ecuacion caracteristica (46) serdn reales. En consecuencia, los valores propios
complejos deberan aparecer por 'pares de complejos conjugados. Supongase qué
A=p+qiyd=p-gison dicho par de valores propios. Si v es un vector propio
asociado con A, de modo que

(4-AI)v=0
tomando después los complejos conjugados en esta ecuacidn se obtiene

(4-2I)v=0
De modo que el conjugado v de v es un vector propio asociado con A . Por supuesto, el

conjugado de un vector se define componentes, por componente; si

a + bi aq, b,

+ b, b
R W M PRy (49)

yv=
a, + bi a, b,
La solucion compleja asociada con 4 y v es, entonces,

x(1) = ve™ = vel?*oY

=(a+bi)e” (cos gt +isenqt)
es decir,
x(t)=e” (a cos qt —b senqt)+ie” (b cos gt + asengqt) (50)
Puesto que las partes real e imaginaria de una solucion con valores complejos son, a su

vez, soluciones del sistema, obtenemos asi dos soluciones con valores reales:

x (t)= Re(x(t)) =e” (a cos gt —bsen gt)

51
x, (t)=1Im(x(r)) =" (bcos gt +asenqt) GD
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asociadas con los valores propios complejos conjugados p + qi; es facil comprobar que
resultan las mismas dos soluciones de variable real al tomar las partes real ¢ imaginaria
de ve*.

2.3.5. Sistemas lineales no homogéneos

Dado el sistemna lineal no homogéneo de primer orden
X'= P(t).x +f(t) {52)

con p(f) y f(t) continuos la solucién general de (65) tiene la forma

x(t)=x(t)+x,() (53)
Siendo x, la solucién general del sistema homogéneo asociado y x,, es una solucion
particular de la ecuacién (65) nuestra tarea ahora es determinar encontrar x,,.
Coeficientes indeterminados
Dados el sistema. x'= Ax+ 1 (1) (54)
donde A es una matriz de constantes y f(t) es una combinacin lineal (con coeficientes
vectoriales constantes) de productos de polinomios, funciones ex-ponenciales, senos y
cosenos. El método es en esencia el mismo para sistemas que para ecuaciones
diferenciales individuales Ademas, la eleccion de la forma general de x, es en general

la misma la modificamos solamente en cuanto a que usaremos coeficientes vectoriales

indeterminados en vez de escalares indeterminados.

En el caso de expresiones repetidas en la funcién complementaria y los términos no
homogéneos, hay una diferencia entre el método de coeficientes indeterminados para
sistema y para ecuaciones individuales. Para un sistema, la eleccién ordinaria para una
solucion tentativa debe multiplicarse no sélo por la minima potencia entera de ¢ que
¢limine la repeticiéh, sino también por todas las potencias menores (enteras y no
negativas), todos los términos resultantes deben incluirse en la solucién tentativa real.
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2.3.6 Matrices fundamentales

Para la generalizando del método de variacion de pardmetros de modo que se aplique al
problema de hallar una solucién particular de un sistema lineal no homogéneo,
necesitamos el concepto de matriz fundamental de un sistema homogéneo. Supongase

que x,(t),x,(t),....x,(t) son n soluciones linealmente independientes sobre algin
intervalo abierto del sistema homogéneo

x'=P(t)x (55)
de » ecuaciones lineales. Entonces, a la matriznx n

5(1) x(r) o x,(1)]
CI)( t)= le:(t) xzzs(t) xZn:(t)

() 5) - 5 (0)]

(56)

que tiene por vectores columna los vectores solucion X,,x,,...,X, se le da €l nombre de

matriz fundamental del sistema. Puesto que sus vectores columna sin linealmente
independientes, se sigue que la matriz $(t) es no singular y por lo mismo tiene una
matriz inversa ®(t) 1.

En términos de la matriz fundamental ®(r) la solucion general

x(1)=gx (1) +c,x, (1) +...+¢,x, (1) (57)
del sistema x'= P(z)x puede escribirse en la forma

x(t) = d(t)c (58)

Donde

Con el fin de que la solucion x(t) satisfaga la condicion inicial



x(a)=Dhb (59)
donde estan dados b,,b,,...,b, bastara por lo tanto con que el vector de coeficientes ¢ de
la ecuacién (59) satisfaga ®(a)c = b; es decir,
c=o(a) b (60)
si reemplazamos (60) en (58) llegamos demostracion del siguiente teorema.
Teorema 11: Soluciones con matrices fundamentales
Sea d(t) una matriz fundamental para el sistema lineal homogéneo x'= P(t)x sobre un
intervalo abierto que contiene el punto t = a. Entonces la solucion [Gnica] del problema
con condiciones iniciales
x'¥P(t)x, x(a)=b (61)
esta dada por |
x(t)=0(t) ©(a)" b=0(r) ®(a)” x(a) (62)
Una matriz fundamental para el sistema
x' = Ax (63)
De orden n x n y coeficientes constante. Al menos en el caso en donde A tiene un

v asociados

ey ¥y

conjunto completo de vectores propios linealmente independientes v,,v,,.
con los valores propios [no necesariament_e distintos] A4,4,,..., 4, respectivamente. En
este caso, los vectores solucion correspondientes de (63) estan dados por

x, (1)=ve™
parai = 1,2,...,n. Por consiguiente, la matrizz x n

o |

O(r)=|ve* wve* o veH (64)
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que tiene las soluciones x,,X,,...X, como vectores columna es una matriz-fundamental

para el sistema x’ = Ax (en toda la recta real).
2.3.7 Variacion de parametros
El método de variacién de parametros, para sistema disfruta de la misma flexibilidad y
tiene una formulacion sencilla en términos de matrices que es idonea tanto en teoria
como en la practica.
Deseamos determinar una solucion particular x,, del sistema lineal no homogéneo
x'=P)x+ f(t) (65)
dado que ya tenemos una solucion general
x,(t)=cx () +ex, (1) +..+en, (1) (66)
del sistema homogéneo asociado
x' = P(t)x (67)
Primero usamos la matriz fundamental ®(¢) con vectores columna x,,x,,...,x,
para reescribir la funciéon complementaria (66) en la forma
x,(t)=®(t)c (68)
la idea es sustituir el vector “parametro” ¢ con un vector variable u(t) y de esa manera

buscar una solucion particular que tenga la forma
%, (1) = ®(1)u(r) (69)
Se debe determinar u(t) de modo que x,, satisfaga en efecto la ecuacion 65.

Al derivar x, se obtiene
x,(0)= () (0)+ 0 () (1) o)
Por lo tanto, la sustitucion de (69) y (70) en la ecuacion (65) da |
cD’(t)u(t)+<I>(t)u'(t)=P(t)cD(t)u(t)+f(t) (71)

como
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@(1)=P(t)@(1) (72)
porque cada vector columna de @ (t) satisfac_e la ecuacidn (67). Por lo tanto la ecuacion
(71) se reduce a

@(1)u(t)=f(z) (73)
Por lo tanto, basta seleccionar u(t) tal que
w(t)=0(t)" f(¢) (74)

es decir, tal que

-1 .
u(t)=[o() f(r)at (75)
Mediante la sustitucion de la expresion (75) en (70) obtenemos finalmente la solucion
particular deseada, como se afirma en el siguiente teorema.

Teorema 12: Variacién de parametros
Si (ID(t) es una matriz fundamental para el sistema x’ = P(t)x en algin intervalo en

donde P(t) y f(t) son continuos, entonces una solucién particular del sistema

homogéneo
x'=P(t)x+ f(1)
esta dada por
x, ()=o) [o@)" f(1)d (76)e
Esta es la formula de variacion de parametros para sistemas lineales primer orden. Si

agregamos esta solucion particular a la funcién complementaria (69) obtenemos la

solucion general |
x(t)=@()c+ () [@ (1) £ (t)at (77)

del sistema no homogéneo (78).



Siendo innecesaria la eleccion de la constante de integracion en la ecuacion (89), porque
lo Unico que necesitamos es una sola solucién particular. Al resolver problemas con
condiciones iniciales a menudo conviene escoger la constante de integracién de modo

que x,(a) = 0, y por tanto integramos de a t

t -1
x, (1) =0 () [ ()" £ (s)ds (78)
Si agregamos esta solucion particular a la solucién homogénea (62) obtendremos la

solucion
x(1)=0()@(a)" b+o(r) [ @(s)" f(s)ds (79)
del problema con condiciones iniciales x'= P(t)x+ f(¢) , x(a) =b *

2.3.8. Exponencial de una matriz y sistemas lineales
Las funciones exponenciales juegan un papel central en la solucién de las ecuaciones.
Definimos las exponenciales de las matrices en la forma
X(t)=e"
Tal que se una solucion matricial de la ecuacion diferencial matricial
X=A4AX
con una matriz de coeficientes A de n x n.

La exponencial e?de un numer6é complejo z se puede definir por medio de la serie

exponencial

2 n

& =l4z it v (80)
2! n!

Similarmente, si A es una matriz » X r, entonces la matriz exponencial e es la

matriz » X » definida por la serie

2 n
e’ =I+A+—‘§T+...+A

+... (81)
n!



en donde I es la matriz de identidad. El significado de la serie a la derecha, en (81) esta

dada por

> A4 lim(i A:) (82)

i nl kel &= pl

siendo 4° =1, 4> = A4, A* = AA® y asi sucesivamente; en forma inductiva, 4™ = 44"
sin = 0. El limite en (95) existe para toda matriz A »n x n. Esto es, la matriz exponencial
e esta definida (por (94)) para toda matriz cuadrada A.

La exponencial de la matriz diagonal n x n

g 0 - 0

0 e 0
p=|, : (83)
0 O - a

Es la matriz diagonal n x n
=L T (84)

Que se obtiene por exponenciacion de cada elemento en la diagonal de D.
La matriz exponencial e* satisface la mayor parte de las relaciones exponenciales que
son familiares en el caso de exponentes escaleras. Por ejemplo si O es la matriz cero 7 x
n, entonces (82) da

e =1 (85)
En particular, la matriz ees no singular para cada matriz A n x n. Se deduce por

algebra lineal elemental que los vectores columna dee?

siempre son linealmente
independientes.

Si t es una variable escalar, entonces, la sustitucion de At por A en (81) se obtiene
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2 n
e =I+At+A2%+...+A"%+... (86)
al diferenciar (86)
—d~(e”')= RNy LN
dt 2t
t2
=4 1+AT+A2—+...J
pA
esto es
d { 1
E(e*‘ )= 4e’ (87)

que es similara D, (e"") = ke* del c?’tlculo elemental. Asi la funcioén matricial

X(t)=e" (88)
Satisface la ecuacion diferencial matricial |

X' =AX (89)
Se deduce de los resultados de (88) y (89) que cada vector columna de e4tes un vector
solucion para el sistema lineal

x' = Ax | (90)
Debido a que los n vectores columna de e4® automaticamente son linealmente
independientes, también se deduce que la matrizn x

O(t)=e" 91)

es una matriz fundamental para el sistema lineal de (90). Por consiguiente, se obtiene el
siguiente teorema. (BIRKHOFF 1978)
Teorema 13: Soiuciones con la matriz exponencial
Si A4 es una matriz n x n, entonces la solucién [unica] del problema con condicion inicial

x'= Ax x(0) = x, (92)
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esta dada por

x(t)=e"x, (93) =
Asi la solucidn de los sistemas lineales homogéneos de ecuaciones diferenciales se
reduce a la tarea de calcular las matrices exponenciales. Esta tarea es mas facil en el
caso de una matriz 4 n X n que tiene un conjunto completo de v,,v,,...,v, de n vectores
propios linealmente independientes correspondientes (en orden) a los n valores propios
A, A,,..., A, (no necesariamente distintos). En este caso definimos la matriz de vectores

propios P y la matriz diagonal de valores propios D de A por

I I
0
pelw o wm oow iy p=l] BT o
| | 6 0 . 2

Entonces no es dificil demostrar por calculo directo (Prentice Hall, 1988) que

A= PDPt (95)
La factorizacion matricial en (93) facilita el cilculo de ¢ .Si reemplazamos 4 =
PDP~1 en la serie en (99), entonces un calculo formal

e = e(PDP‘l)-f - eP(D,)P"

- a1 - -
I+P(D,)P +2!P(D,)P P(D)P+...
o, 1 -
=I1+P(D,)P ’+-2-EP(DI)2P s
1 2 .
=P[I+(Dt)+E(Dr) +..1P :

Asi
e = Pe” P! (96)

Si defimimos

A
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Utilizando (84), entonces tenemos el resultado siguiente

Teorema 14: calculo de e**
Dada la matriz A n x n con n vectores propios linealmente independiente v,,v,,...,9,
correspondientes (en orden) a los valores propios A,4,,...,4,. Si la matriz de vectores
propios P y la matriz diagonal A, se definen como en las ecuacibnes %4) y (97),
respectivamente (de modo que A = PDP™1), entonces
e’ =PAP"! (98) =
Finalmente, consideremos el sistema lineal no homogéneo
x'=Ax+ f(t) (99)

con matriz de coeficiente A » x »n. Sabemos que una matriz fundamental del sistema
homogéneo asociadox’ = Ax es ®(t) = e*t, asi #(t)~! = e~4! . En consecuencia, la
férmula de variaciones de los pardmetros da la formula

x(t) = elfc+ et | e"_“f(t)dt (100)

para una solucion general del sistema no homogéneo en (100)
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V MATERIALES Y METODOS

Debido a que la investigacion es basica y no experimental se han utilizado como
materiales los libros y los articulos citados en la parte referencial, ademas material de

escritorio.

Para el desarrollo de esta investigacion se ha tomado como base el método cientifico,
pues se ha obtenido parte de la informacién mediantes citas de articulos, para luego ser

clasificados y analizados.

En la metodologia se ha tomado la revision bibliografica de los temas relacionados a las
ecuaciones diferenciales lineales y no lineales y las revistas y articulos de trabajos

relacionados al modelo depredador presa.



VI RESULTADOS

4.1. Estabilidad
Una ecuacion diferencial de primer orden es auténoma si la variable independiente t no

aparece explicitamente
dx
~ = 1
— = /() M

un punto critico de la ecuacion (1) es una raiz de f(x) = 0. Si x =c¢ es un punto
critico de la ecuacién (1), entonces la ecuacion diferencial tiene la solucion constante
x(t) = c. Una solucién constante de una ecuacion diferencial se denomina algunas
veces una soluciéon de equilibrio (podriamos pensar en una poblacién que permanece
constante por estar “en equilibrio” con su ambiente). Asi, el punto critico x = ¢, un
ﬁﬁmero, corresponde a la solucion de equilibrio x(t) = ¢, una funcién de valor
constante.
El concepto de estabilidad. Un punto critico x = ¢ de una ecuacion auténoma de primer
orden se dice estable con tal de que, si el valor de x; es suficientemente cercano a c,
entonces x(t) estd cerca de ¢ para toda t > 0. Dicho con mayor precision, el punto
critico c es estable si, dado £ >0, existeun § >0 tal que
|x,—¢|< & implicaque |x(f)-¢|< s )

4.2. Estabilidad y el plano fase
Una ecuacion diferencial de segundo orden, auténoma, es de la forma

x"=G(xx") (3)
en la cual la variable independiente t no aparece en forma explicita. Si introducimos la

nueva variable dependiente y = x’, obtendremos el sistema equivalente
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dx

—=Y
;’; (@)
EzG(x:y);

es decir, dos ecuaciones de primer orden, ninguna de las cuales depende explicitamente
de la variable independiente t. Este sistema es un caso especial del sistema auténomo

general de dos ecuaciones de primer orden:

? =F(x,y),
d; )
E=G(x,y);

'y nuevamente, la variable independiente ¢ no aparece explicitamente en ellas.
Supongamos que las funciones F y G son continuamente diferenciables en alguna
region R del plano xy, al que llamaremos plano fase del sistema (5). Entonces, dados ¢,
y un punto cualquiera (x,,y,)de R, existe una solucion Gnica x = x(t), y = y(t) de la

ecuacion (5) definida sobre un intervalo abierto (a, b) que contiene t, y que satisfaga

las condiciones iniciales
x(t)=x,  y(t)=¥ (6)

Las ecuaciones x = x(t), y = y(t) describen una curva solucién parametrizada en el
plano fase. Una curva solucion como ésta se llama trayectoria del sistema (6), y por
cada punto de la region R pasa precisamente una trayectoria. Un punto critico del
sistema (6) es un punto (x,, y,) tal que se cumple que

Fx,y)=6G(x.,y)=0 7
Si (x,,¥,) esun punto critico del sistema entonces las funciones constantes

x(t) =x, y(E)=n - ®
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satisface las ecuaciones de (5). Una solucién tal de valor constante se llama una
solucion de equilibrio del sistema. Note que la trayectoria de la solucion de equilibrio
en (8) consiste Unicamente del punto (x., y,) .

En algunas situaciones practicas estas soluciones y trayectorias simples son las que
tienen mayor interés. Por ejemplo, si el sistema x' = F(x,y), ¥’ = G(x,y) sirve de
modelo para dos poblaciones x(t) y y(t) de animales que cohabitan en el mismo
ambiente, y que posiblemente compiten por el mismo aliment6 o que se devoran unés a
otros; el caso que x(t) indica el nimero de zorros y y(t) el nimero de conejos que
existen en el tiempo t. Entonces, un punto critico (x,y) del sistema especifica una
poblacion constante x. de zorros y una poblacion constante de conejos y. que pueden
coexistir unos con otros en el ambiente. Si (xy, ¥o) no es un punto critico del sistema,
no es posible que coexistan poblaciones constantes de x, zorros y y, conejos; uno de
ellos, 0 ambos deben cambiar con el tiempo. |

4.2.1 Retrato de fase

Si el punto inicial (xg, yo) no es un punto critico, la trayectoria correspondiente es una
curva en el plano xy a lo largo de la cual el punto se mueve a medida que t aumenta.
Resulta que cualquier trayectoria que no conste de un solo punto es una curva no
degenerada que no se interseca a si mismé. Podemos demostrar cualitativamente el
comportamiento de las soluciones del sistema (5) mediante la construcciéon de su
retrato fase (una imagen en el plano fase de sus puntos criticos y trayectorias tipicas
no degeneradas). El comportamiento de las trayectorias proximas a los puntos criticos
aislados resulta de gran interés. Los mas comunes modelan mediante el sistema lineal

autonomo
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=—X

®

& & (&

= ~ky (k cons tante)

cuyo unico punto critico es el origen (0, 0). La solucion con el punto inicial (xg, y,) es
x(t)=xe”, ()= ye™ (10)

Si x, # 0, podemos escribir

-kt _ Y -r\¥ k
Y= ype ’=~;§-(er ) = bx

(11)
siendo b=y, /x!
Si k = 1, entonces toda curva de la ecuacién (11) es una linea recta que pasa por el
origen. Cada trayectoria es un rayo a lo largo del cual el punto (x(t),y(t)) =
| (xoe~t, yoe ™) se aproxima al origen cuando ¢ — +oo . Un punto critico de este tipo, se
Ilama nodo propio.
En general, un punto critico (xg, ¥o) del sistema auténomo (11) se llama nodo si toda
trayectoria se acerca a (x,,y,) cuando # — -+ 0 bien toda trayectoria se aleja de ese
punto cuando ¢ — +9 , y ademas, toda trayectoria es tangente en que (xg, y;) a alguna
linea recta que pase por el punto critico, seria un nodo si todas las flechas fueran
invertidas para hacer que las trayectorias se alej‘asen del punto critico en vez de dirigirse
hacia él. Se dice que este nodo es propio porque ningln par de trayectorias “opuestas”
son tangentes a la mima linea recta.
Sik = 2 y ni x4 ni y, son nulos en la ecuacion (11), entonces cada curva es un parabola
y = bx? tangente al ¢je de las x en el 611'gen. La curva solucion de la ecuacién (10) es
la mitad del eje de las x. A lo largo de cada trayectoria el punto (x(t),y(t)) se

aproxima al origen cuando ¢t — +o . Por lo tanto, todas las trayectorias con excepcion
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de un simple par se aproximan hacia el origen en direccion tangente a la misma recta (el

eje x). Este tipo de punto critico se llama nodo impropio.
Si k = —1, entonces x(t)=xe” y ()= y,e', de modo que xy=x,y, =b. Si nix, ni

Yo son cero, entonces la trayectoria es una rama de la hipérbola equilatera
xy=>b,y y—>+w cuando ¢ —>+o. Si x5 =0 0 y, = 0, entonces la trayectoria es un
seniieje de 1a hipérbola. El punto (x(t), y(t)), se aproxima el origen a lo largo del eje x,
pero se aleja de €l a lo largo del eje de las y conformer — +o0. Asi hay dos trayectorias
que se aproximan al punto critico (0, 0) y todas las demas no permanecen acotadas
cuandot — 40 . Este tipo de punto critico, se llama punto silla.

4.2.2 Inestabilidad

Un punto critico (x,, y,) del sistema auténomo (5) se dice que es estable en el caso de
~que si el punto inicial (xo,y,) estd suficientemente cercano a (x,,y.), entonces
(x(t),y(t)) permanece cerca de (x,,y.) para toda t > 0. En notaciéon vectorial,
con x(t) = (x(t),y(t)), la distancia entre el punto inicial xq = (x4, ¥,) y €l punto

critico x, = (x,, y,) es

%o — %, | = v/ (xo = %.)2—(o—y)?
Asi, el punto critico x, es estable si, para toda £ >0, existe una § >0 tal que
|xg — x.| < & significaque |x(¢) — x,| <e (12)
para toda t > 0. El punto critico(x,,y.) se llama inestable si no es estable. En el caso
de recta que pasan por el origen y parabolas que vértice el origen el (0,0) es un punto
critico estable. El punto silla de las hipérbolas equilateras es un punto critico inestable.
Si se cambian los signos en los segundos miembros de la ecuacion (9), para obtener el

sistema
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(13)

la solucion es x(1)=x,e’,y(¢)= y,e”. Entonces, con k = 1yk = 2, las trayectorias

son rectas que pasan por el origen pero con flechas que parten del origen hacia afuera
resulta ser un nodo propio inestable; en el caso de parabolas con vértice en el origen las
flechas también parten del origen, y el origen serd un nodo impropio inestable.
Si (x.,y.) es un punto critico, la solucién de equilibrio x(t) = x,, y(t) = y,. es
denominada estable o inestable de acuerdo de la naturaleza del punto critico. En sus
aplicaciones, la estabilidad de una solucién de equilibrio es con frecuencia un asunto
crucial. Asi, la consecuencia practica de la estabilidad es que cambios ligeros
(posiblemente debidos a nacimientos y mueres al azar) en las poblaciones en equilibrio
no sean un gran contratiempo para el equiiibrio y que den como resultado una gran
desviacion de la solucion de equilibrio.
También es posible que las trayectorias permanezcan cercanas a un punto critico estable
sin aproximarse a €l.
4.2.3. Estabilidad asintética
El punto critico (x,,y.) se llama asintéticamente estable si, ademas de ser estable,
cada trayectoria que comienza suficientemente cercana a (x,, y,) también se aproxima a
¢l cuando f — +oo . Es decir, existe § >0 0 tal que ’

[xg — x.| < & significa que lim;_, x(t) = x, (14) |
En donde xg = (xq,yo), X, = (x.y.) y x(t) = (x(t),y(t)), es una soluciéon con

x(0) = x,
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Los nodos estables que se muestran en las figuras son asintdticamente estables, debido a
que toda trayectoria se aproxima al punto critico (0,0) cuando. Asi, la estabilidad
asintdtica es una condicion mas fuerte que la sola estabilidad.

Ahora suponga que x(t) y y(t) indican la coexistencia de poblaciones para las cuales
(-x*, ¥,) €s un punto critico asintoticamente estable. Entonces, si las poblaciones
iniciales xy y yo estan suficientemente cercanas a x, y Y, , respectivamente, se deduce

que

limx(t)=x. y lti_{ny(z‘):y.= (15) |

1->x
Esto es, x(t) y y(t) realmente se aproximan a las poblaciones en equilibrio x, ¥ y,
cuando 7 — +0 , mas que solamente permanecer cerca de estos valores. |

Bajo hipdtesis generales se puede demostrar que hay cuatro posibilidades para una

trayectoria no degenerada del sistema auténomo

dx dy
—::F — =
» (%), o G(x.y)

Las cuatro posibilidades son estas:

1. (x(t),y(t)) se aproxima a un punto critico cuando ¢ — +

2. (x(t), y(t)) no esta acotada cuando t crece

3. (x(t), y(t)) es una solucidén periddica con una trayectoria cerrada.

4. (x(t),y(t)) gira en espiral hacia una trayectoria cerrada a medida que t — oo
- Como una consecuencia, la naturaleza cualitativa de la imagen del plano, fase de las
trayectorias de un sistema auténomo es en gran parte determinada por las ubicaciones
de sus puntos criticos y por el comportamiento de sus trayectorias en las proximidades
de ellos.

4.3 Sistema lineas y casi lineales
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las soluciones del sistema autéonomo (3) cerca de un punto critico aislado (xg, yo) en el
cual F(xq, yo) = G(xo,¥0) = 0. Un punto critico se llama aislado si alguna vecindad
de é1 no contiene otro punto critico. Supondremos en todo el trabajo que las funciones
F y G son continuarhente diferenciables en alguna vecindad del punto (xq, y,).

Sixg =y, =0,y sustituimos u =x —Xo, V=Y — Yg

= dx/dt =du/dt y dy/dt =dv/dt , de modo que la ecuacion (3) es equivalente

al sistema
du
— F(u+x,0+y,)=E(uv),
. (16)
;f;)- =G(u+xy,0+y,)=G (u,0)

que tiene a (0,0) como punto critico aislado.
Se sigue entonces de la formula de Taylor para funciones de dos variables que la

ecuacion (3) puede escribirse en la forma

dx =ax+by+ f(x,),
(17)
=cx+dy+g(x,y),

dr

P

dt
Donde a = F,(0,0), b = F,(0,0),c = G,(0,0) y d = G,(0,0), vy las funciones f(x,y)
y g(x, y) tienen la propiedad de que

f(an) = I g(x,y) =0

lim = lim ——=&= 18
{x,9)-(0,0} , xz + y2 (x.2)-(0.0) [xz +y2 ( )
Es decir, cuando (x,y) esta cerca de (0,0), las cantidades f(x,y) y g(x,y) son

pequefias en comparacion con r = /x2 + y2, que en si misma es pequefia. De esta
manera, cuando (x,y) estd cerca de (0,0), el sistema no lineal (17) estd en cierto

sentido “cerca” del sistema linealizado
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dx
—=ax+b
a oY

dy

—=cx+d
dt 4

(19)

Bajo la consideracion de que (0,0) es también un punto critico aislado de este sistema
lineal el sistema auténomo (17) se llama casi lineal si f y g satisfacen las condiciones
(18). En la mayoria de los casos (pero no en todos) las trayectorias vecinas al
punto(0,0) de un sistema casi lineal (19) nos recuerdan mucho (en el aspecto
cualitativo) las trayectorias de la “linealizacion” (19). En consecuencia, el primer paso
hacia los sistemas autonomos generales consiste en caracterizar los puntos criticos de
los sistemas lineales.

4.3.1 Sistemas lineales

El sistema lineal (19) es facilmente resuelto mediante el método de eliminacién. Por
este ultimo método, sustituimos x=Ae* y y=Be* en (19). Dividiendo las
ecuaciones resultantes entre e”  obtenemos las dos ecuaciones lineales

(a-2)4+ bB =0,

cA+(d—-2)B=0 20

que debe satisfacer los coeficientes Ay B. Con el objeto de que estas ecuaciones tengan

una solucion no trivial, debe anularse el determinante de coeficientes

A=(a-A)(d-2)-bc

=A*-(a+d)A+(ad-bc)=0 @1

El tipo de solucidn del sistema (19) esta determinado por la naturaleza de las raices de la
ecuacion caracteristica (cuadratica) de la expresion (21). Esta ecuacion es la ecuacion

caracteristica de la matriz
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del sistema lineal de (19).

Si (0,0) es un punto critico aislad: 1a ecuacion (19). Se sigue que ad -bc#0y A=0
no puede ser una raiz de la ecuacion (21). La razon es que el término constante ad — bc
de esta Gltima ecuacién es el determinante del sistema de ecuaciones lineales

ax+by=0
cx+dy=0

22)
Siad — bc # 0, entonces las ecuaciones (22) corresponder una misma linea que pasa
por (0,0), de modo que el sistema tiene una linea completa de puntos criticos en vez de
tener un punto critico aislado en (0,0).
Luego la ecuacion caracteristica dada en la expresion (21) pueda tener:

1. raices reales distintas del mismo signo;

2. raices reales distintas de signo contrario;,

3. raices reales iguales no nulas;

4. raices complejas conjugadas; o

5. raices imaginarias puras.

Raices Reales Distintas del Mismo Signo. En este caso, la solucidon general de la

ecuacion (19) tiene la forma

x(t)= 4™ + 4™

23
y(t)=Be* +B,e™ @)

donde sélo dos de los cuatro coeficientes son arbitrarios. Si ambas raices son negativas

(4, <4, <0), de la ecuacion (11) resulta que x y y tienden a cero cuando ¢ — + por

lo cual el punto critico (0,0) resulta asintoticamente estable.

Pero si ambas raices son positivas (0 <A, <4,), entonces x y y crecen sin cota cuando

t — +© , de modo que el punto critico(0,0) es inestable.
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En general, existe un cambio lineal de coordenadas (u=a,x+a,y, v=>bx+b,y)que
transforma (23) en

u=Ae™, v = Be™ (24)
En el sistema (oblicuo) de coordenadas uv las trayectorias del sistema (24) son las
lineas rectas u = 0 y v = 0y las curvas de la forma v=Cu*, donde k=4,/4 >0. Las
trayectorias en el sistema de coordenadas xy son las imagenes de estas curvas bajo la
transformacion inversa de las coordenadas uv a xy. Asi que (0,0) es un nodo impropio,
siendo k = 2, de modo que las trayectorias son pardbolas en el sistema oblicuo uv. El
rasgo distinguible de un nodo impropio es que un par de trayectorias reposa sobre la
linea u = 0 en tanto que las otras son tangentes a la linea v = 0 en el punto (0,0) . Si
Ay, son negaﬁvos, todas las trayectorias tienden a (0,0) cuando ¢ — +c mientras
que si 4 y A4, son positivas, entonces las trayectorias son invertidas.
Raices Reales Distintas de Signo Opuesto. En este caso la situacion es la misma que
en el anterior, salvo que 4, <0O<Zen la ecuacion (24). En el sistema uv de
coordenadas oblicuas las trayectorias determinadas por la ecuacion (24) son las lineas
rectasu = 0y v = Oy las curvas de la forma uv* =C, siendo C=-4 /4, >0.
Si K = 1, las trayectorias no lineales son hipérbolas en el sistema uv. Cuando ¢ — 4

las trayectorias u = Ae™

, =0 van hacia el infinito puesto que 4 >0, mientras que las
trayectorias u =0 , v=Be™ se aproximan al origen, ya que A, <0. El punto
critico(0,0) es por lo tanto, un punto silla inestable en este caso.

Raices Reales Iguales. En este caso, con 4 =4, =4, la solucion general del sistema

(19) es de la forma

x(t)=(4 +41)e*,  y()=(B,+Byt)e" (25)
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donde solamente dos de los cuatro coeficientes son arbitrarios. Si A <0, resulta claro de
la ecuacion (25) que x 2.0 y que y = 0 cuando ¢ —> +0, asi que el punto critico (0, 0)
es asintéticamente estable. Pero si 4 >0, entonces X y, y aumentan sin cota alguna

cuando ¢ — +c0 , de modo que (0,0) es un punto critico inestable.

La naturaleza de las trayectorias depende del hecho de que el término e esté

efectivamente presente en la ecuacion (25). El sistema x' = —x,y' = —y con 4, =

B, = 0 la ecuacion (25) se reduce a

x=Ae”, y=Be* (26)
Entonces, y = (B/A)x, A # 0, de modo que las trayectorias se apoyan en lineas rectas
que pasan por el punto critico (0, 0) que, por lo tanto, es un nodo propio.

La situacién en la que estd presente el término fe™se ilustra mediante el sistema

14

x' = —x,y' = x — y, el cual tiene como solucion general

x=Ae”’

, y=Be™” + Ate™ (27)
Después de despejar en la primera ecuacion t = —(1/A4)Inx= - (1/A) vy sustituir esto

en la segunda, encontramos que

y=Bx xmZ (28)
A a

Y_Y.
dx

Y —Be™ + Ae”' — Ate”*
x —Ae™’

=i(B—A+At) (29)

si A # 0. De la ecuacion (29) resulta claro que dy/dx — +0 cuando 7 — + de modo

que todas las trayectorias son tangentes al eje y en el punto (0,0). En este caso el punto
critico (0,0) es un nodo impropio. En el caso mas general de nodo impropio todas las

trayectorias son tangentes a una linea fija arbitraria que pasa por el punto critico.
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Raices Complejas Conjugadas. En este caso, con 4 =p+qi y A4, = p—qisiendo
p y q niimeros no nulos, la solucién general tiene la forma

x(t) =e? (A cosqt + A,sengt) (30)
y(t)=e” (B, cosqt + B, senqt)

Asi que x(t) y y(t) oscilan entre valores positivos y negativos cuando t aumenta, y el
punto critico (0,0) es un punto espiral. Si la parte real p de 4 y A, es negativa, la
ecuacion (30) nos permite afirmar que (x; y) tiende a (0,0) cuando ¢ — +w , de modo
que (0,0) es un punto critico asintéticamente estable,
Raices Imaginarias Puras. SI 4 =g¢i y 4, =—qi siendo q # 0, entonces la solucién
general toma la forma

x(t)= 4 cos gt + 4, senqt  y(t)=B,cos qt+ B, senqt (31)
las trayectorias son elipses (rotadas) Asi que el punto critico (0, 0) es un centro estable,
pero no asintéticamente estable.

Para el sistema lineal (19) con ad —bc #0, se tiene el siguiente resultado de puntos

criticos en (0,0) que corresponden a los cinco caso analizados anteriormente, de acuerdo
con la naturaleza de las raices 4, y A, de la ecuacidn caracteristica (9). Nuestro estudio

de estos casos puso en evidencia que la estabilidad del punto critico (0, 0) es
determinada por las partes reales de las raices caracteristicas 1; y A,, como se sintetiza

en ¢l teorema 1. Si 4 y 4, son reales, entonces, por supuesto, ellas mismas son sus

propias partes reales.

Teorema 1. Estabilidad de sistemas lineales
Sean 4, y /4, las raices de la ecuacion caracteristica

A*~(a+d)A+(ad-bc)=0 Q)
del sistema lineal
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| idf—ax+b
di Y

dy

= cx+
dt 4

(7

con ad —bc # 0 . Entonces, el punto critico (0,0) es:

a) asintoticamente estable si las partes reales de 4, y 4, son ambas negativas
b) estables, pero asintéticamente estable si las partes reales de 4 y 4, son
ambas nulas ( de modo que 4, 4, =*qi)

c) inestable si tanto 4 y A, tienen una parte real positiva ¢

Pequefias perturbaciones en los coeficientes a,b,cyd del sistema lineal (7), que

producen pequefias perturbaciones de las raices caracteristicas A y 4,. Si esas

perturbaciones son suficientemente pequefias, las partes reales positivas (de 4, y de 4,)

permanecen positivas, y las partes reales negativas permanecen negativas. En
consecuencia, un punto critico asintéticamente estable conserva esa naturaleza y un
punto critico inestable permanece inestable. La parte (b) del teorema 1 es, pues, la tnica

en la cual las perturbaciones arbitrariamente pequefias pueden afectar la estabilidad del

punto critico (0, 0). En este caso, las raices imaginarias puras A, A, =*qi pueden
cambiarse en raices complejas proximas u,u, =rtsi, siendo r ya sea positivo o

negativo. En consecuencia, una pequefia perturbacion de los coeficientes del sistema
lineal (7) puede cambiar un centro estable en un punto en espiral que sea inestable o
asintéticamente estable.

Hay otro caso excepcional en el cual el tipo, aunque no la estabilidad del punto critico

(0,0) de un sistema lineal puede ser alterado mediante una pequefia perturbacion dé sus

coeficientes. Es el caso en que las raices son reales e iguales A = 4,, pero que con una



pequefia perturbacion de los coeficientes se pueden separar en dos raices g, y 4, , que

son, ya sea complejos conjugados o raices reales desiguales. En cualquiera de los dos
casos, ¢l signo de las partes reales de las raices se conserva; asi que la estabilidad del

punto critico permanece inalterada. Sin embargo, su naturaleza puede cambiar; si un

nodo con 4 =4,, puede, ya sea permanecer como un nodo (siy 4 y i, son reales) o
cambiar a un punto espiral (si g, ¥ i, son complejos conjugados).

4.3.2 Sistemas casi lineales

El sistema casi lineales

&_ ax+by+ f(x,),
i )

dy
E=cx+dy+g(x.y)

que tiene a (0,0) como punto critico aislado, con ad —bc # 0. El teorema 2, en esencia
implica que (en atencion al tipo y estabilidad del punto critico (0,0)) el efecto de los
pequefios términos no lineales f(x,y) y g(x,y) es equivalente al efecto de una pequefia
perturbacion en los coeficientes del sistema lineal asociado (32).

Teorema 2 Estabilidad de sistemas casi lineales
Sean A y A, las raices caracteristicas del sistema lineal (7) asociado con el sistema
- casi lineal (32). Entonces:

a) Si A4 =4,son raices reales iguales, entonces el punto critico (0, 0) del sistema
(17) es un nodo o un punto espiral, y es asintéticamente estables si 4, = 4, <0,
o inestable si 4, = A4,>0.

b) Si 4 y 4 son imaginarios puros, entonces (0, 0) es o bien un centro o un punto

espiral, que puede ser estable, asintéticamente estable, o inestable.
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¢) En cualquier otro caso (es decir, a menos que 4, ¥ A, sean reales ¢ iguales o

imaginarios puros), el punto critico (0,0) del sistema casi lineal (32) sera del
mismo tipo y estabilidad que el punto critico (0,0) del sistema lineal asociado
dado en la expresion (7) ¢

De esta manera, si 4 # 4, y Re(4,)= 0, entonces el tipo y la estabilidad del punto

critico del sistema casi lineal (32) puede determinarse mediante el andlisis de su
sistema lineal asociado (7), y solamente en el caso de raices caracteristicas imaginarias

puras la estabilidad de (0, 0) no queda determinada por el sistema lineal. Excepto en el

caso sensible 4 = 4, y Re(4)=0, las trayectorias proximas al punto (0,0) recuerdan

cualitativamente a las del sistema lineal asociado (entran o salen del punto critico de la
misma manera, pero pueden ser “deformadas” de algin modo no lineal). Una
importante consecuencia de la clasificacion de los casos del teorema 2 es que un punto
critico de un sistema casi lineal es asintéticamente estable si lo es en la liberalizacion
del sistema. Ademas, un punto critico del sistema casi lineal es inestable si es un punto

critico inestable del sistema linealizado.

4.4 Aplicaciones ecolégicas: depredadores y competidores

Algunas de las aplicaciones mas importantes € interesantes de la teoria de la estabilidad.

se refieren a las interacciones entre dos o mas poblaciones bioldgicas que ocupan el
mismo ambiente. Consideremos primero una situacion de depredador-presa en que
intervienen dos especies. Una especie, los depredadores, se alimentan de la otra especie,
la presa, que a su vez se nutre de un tercer alimento ampliamente disponible en ese

ambiente.
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Denotemos el numero de presas como x(t), el nimero de depredadores como y(t) en el
tiempo t y hagamos las siguientes conjeturas simplificadoras:

1. En ausencia de depredadores, la poblacion de las presas creceria a una tasa
natural con dx/dt = ax,a > 0.

2. En ausencia de presas, la poblacion depredadora declinaria a una tasa natural,
condy/dt = —cx,c > 0.

3. Cuando tanto los depredadores como las presas estdn presentes, ocurre una
combinacion de esas tasas naturales de crecimiento y declinacion, en la que la
poblacion de las presas disminuye y la de los depredadores aumenta, cada una en
proporcion a la frecuencia de los encuentros entre individuos de las dos especies.
Supongamos ademas que la frecuencia de los encuentros es proporcional al
producto xy, razonando que al duplicarse cualquiera de las dos poblaciones se
duplica la frecuencia de los encuentros. En consecuencia, el efecto de que los
depredadores devoren a las presas es una tasa de interaccion decreciente —bxy
en vla poblacion x de las presas y una tasa de interaccion creciente en la
poblacion y de los depredadores dxy , siendo b y d constantes positivas.

Cuando sumamos las tasas natural y de interaccion descritas antes, obtenemos las

ecuaciones de presa-depredador

s = ax—bxy = x(a-by)
dt (33)
Y_ —cy+dxy = y(—c+dx)

dr
cuyas constantes a, b, cy d son todas positivas. Este es un sistema casi lineal con dos
puntos criticos, (0,0) y (¢/d, a/b). El punto (0,0) es un punto silla, pero la solucién de
equilibrio correspondiente x(t) = 0,y(t) = 0 simplemente describe la extincién

simultdnea de ambas especies.
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El punto critico(c/d,a/b) es de mayor interés; x(t) =c/d y y(t) = a/b son las
poblaciones constantes no nulas de presa y depredador, respectivamente, que pueden
coexistir en equilibrio. Nos gustaria saber si las poblaciones iniciales xy y y, estin
proximas a estas poblaciones criticas, de modo que (x(t),y(t)) permanece cerca
de(c/d,a/b) para toda t > 0. Es decir, jes estable el punto critico (¢/d,a/b)? Para
intentar dar una respuesta a esta pregunta, sustituyamos u =x —c/d, v=y—a/ben

la ecuacidn (18). En consecuencia, obtendremos el sistema casi lineal

du be
:i't‘=——l)‘°bul)

34
dv ad (34)
—=—u+duv
a b

que tiene el punto critico (0, 0) correspondiendo al punto critico(c/d, a/b) del sistema

(33). El sistema lineal correspondiente

i’f . bc v

dat - d

dv  ad (35)
ar b ¢

tiene como ecuacién caracteristica A’ +ac=0con raices imaginarias puras 14,1, =
+ivac 4, Por lo tanto, (0,0) es un centro estable de la ecuacién (20) y las trayectorias
son elipses con centro en (0,0). En efecto, si dividimos la segunda ecuacion del sistema
(20) eﬁtre la primera, obtenemos

Ed_zi__aa'/b.z___adzu
du beld v b

ad*udu + cb*vdv =0,

ad*u® +cb** =C (36)
w v?
VAN



siendo € una constante de integracién, A2 = C/ad? y B? = C/cb? . En términos de

Xy y, las trayectorias del sistema linealizado son, por lo tanto, elipses de la forma

1 e 1 a 2_
w5 5 i) - G

con centro en el punto critico (c¢/d , a/b).

Por desgracia este andlisis no asegura la respuesta a la pregunta de la estabilidad del
punto critico (c/d,a/b) del sistema no lineal original (33), porque un centro estable
representa el caso indeterminado del teorema 2, en el cual el punto critico puede ser
(aparte de centro) un punto espiral (inestable o asintdticamente estable). Sin embargo,
podemos encontrar en este caso las trayectorias explicitamente mediante una division de

la segunda ecuacion del sistema (33) entre la primera, para obtener

fi)iz y(—c+dx)
dx  x(a-by)

Separamos las variables para obtener

C—dxdx+a_bydy=0
X y

y asi chhx-dx+alny-by=C (38)

donde C es una constante de integracion (ydx no es una diferencial, sino el producto de
la constante positiva d por x). En cualquier caso, las trayectorias del sistema (33) en la
vecindad del punto critico (¢/d, a/b) son las curvas de nivel de la funcion f(x,y) que
aparece en el lado izquierdo de la ecuacion (38). Estas trayectorias son curvas cerradas
simples que encierran a (¢/d,a/b) , que por lo tanto es un centro estable.

Comenzando en un punto en el que la poblacion de la presa es maxima y y = a/b,
vemos que x disminuye y y aumenta hasta que x = c¢/d y la poblacion depredadora y
es maxima. Después, ambas disminuyen hasta que x es minima y y = a/b otra vez. Y
asi sigue la trayectoria hasta regresar al punto inicial. En particular, si tanto xo > 0
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comoy, > 0, entonces tanto x(t) > 0 como y(t) > 0 para toda t, por lo que ambas
poblaciones sobreviven en mutua coexistencia. Excepcion: Si las fluctuaciones son tan
amplias que x(t) llegue a estar cerca de cero, existe la posibilidad de que las Gltimas
pocas presas sean devoradas, resultando su inmediata extincion y la eventual extincion
consecuente de los depredadores.
4.4.1 Especies en competencia
Consideremos ahora dos especies (de animales, plantas o bacterias por ejemplo) cuyas
- poblaciones son x(t) y y(t) en el instante t y que compiten una con la otra por los
alimentos disponibles en el ambiente comun. Esto contrasta con el caso en el que una
especie depreda a la otra. Para construir un modelo matematico tan realista como sea
posible, vamos a suponer que en ausencia de la otra especie una de ellas tendria una
poblacion limitada (logistica). Cuando no se da interaccion o competencia entre las dos

especies, la poblacion satisfaria entonces las ecuaciones diferenciales

—=ax-bx’,

dt

dy | (39)
i =ay- b;y ?

cada una de las cuales es de la forma de la ecuacion (35). Pero ademas, supongamos que
la competencia tiene el efecto de una tasa de declinacion de ambas poblaciones
proporcional a su producto xy. Insertamos tales términos con una constante de
proporcionalidad negativa en la ecuacion (39) para obtener las ecuaciones de

competencia

dx
E=alx—b1x2—-clxy=(a,—-b1x—c,y),
(40)
%: 1y =5,y —cy = y(a, - by —;x),

donde todos los coeficientes a,,a,,b,,b,,¢, ¥ ¢, son positivos.
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El sistema casi lineal (40) tiene cuatro puntos criticos. Al igualar a cero da los segundos
miembros de ambas ecuaciones, si x = 0, entonces y = 0 0 y = a,/b,, mientras que si
y =0, entonces x =0 o x=a,/b,. Estos son los tres puntos criticos (0,0),
(0,a,/b,),(a,/by,0). El cuarto es la interseccion de las dos rectas

b1x+cly=a1’ (41)

ox+by=a,
Supongamos que esas dos rectas no son paralelas y que se interseca en un punto del
primer cuadrante. Entonces, este punto (xg,yz) sera el cuarto punto critico y
representara la posibilidad de coexistencia pacifica de las dos especies, con poblaciones
estables x(t) = xg, y(t) = x5.
La estabilidad del punto critico (xg,yg). Esta vuelve a depender de la orientacién
relativa de las dos rectas de la expresion (41). Compar;lndo las pendientes de las dos

rectas, corresponde a la condicion

ay/by _ ai/cy

ales ~ ai/b, estoes, ¢1¢3 < by b, (42)
De manera similar se puede obtener
22/by o, Ga/cy esto €s , c1¢, > by b, (43)

az/c; = ay/by
Las condiciones (42) y (43) tienen una interpretacion natural. En las ecuaciones (38)
vemos que b, y b, representan el efecto inhibitorio de cada poblacion en su propio
crecimiento (posiblemente debido a las limitaciones de alimento o de espacio). Por otra
parte, cq y ¢, representan el efecto de la competencia entre las dos poblaciones. Asi
que b, y b, es una medida de la inhibicién, mientras que ¢, y ¢, es una medida de la

competencia.
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VIl DISCUSION DE RESULTADOS

Las ecuaciones de presa-depredador para dos especies

_cci}x; = ax—bxy = x(a-by)
% =—cy+dxy = y(-c+dx)

1.- Sicycy < byb, , la competencia es pequefia comparada con la inhibicién, y

entonces (xg, Yg). €s un punto critico asintoticamente estable al cual se aproxima cada
solucion cuando ¢ — +o . Entonces, ambas especies pueden coexistir en este caso, y lo
hacen.

2.- Si ¢1¢, < by b, de modo que la competencia es grande comparada con la inhibicién,
entonces (xg, Yg) es un punto critico inestable y ya sea x(t) o y(t) tienden a cero
cuando #— 4. Asi que las dos especies no pueden coexistir en este caso, una

sobrevive y la otra llega a extinguirse localmente
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IX APENDICES

Soluciones generales de sistemas homogéneos

Teorema Sean xy,X,,..x, n soluciones linealmente independientes de la ecuacion
lineal homogénea x' = P(t)x en algun intervalo abierto I donde los elementos P;;(t)
de P(t) son continuos. Si x(t) es una solucion cualesquiera de la ecuacion x’ = P(t)x
sobre I, entonces existen nimeros ¢4, €y, . ., Cy, tales que

x(t) = cyxy + X+ F Xy v tel (D

Demostracién: Sea a un punto fijo de . Demostraremos primero que existen numeros
€1, €3, .., Cy tales que la solucioén
y(©) = c1x1 () + cax2(8) + - + Crxn(t) @
tiene los mismos valores iniciales parat = a que la solucion dada x(t); es decir,
tal que

c1%1(a) + cax3(a) + -+ + cpxp(a) = x(a) (3)

Sea X(t) la matriz n x n con vectores columnas x, (t), x,(t), ... x,(t), y sea c el vector
columna cuyas componentes son ¢y, €y, .., Cn. Entonces, la ecuacion (3) puede escribirse
en la forma
X(a)c = x(a) @)

El determinante wronskiano W(a) = |X(a)| no es nulo ya que las soluciones
X1,X3,.. X, son linealmente independientes. Por lo tanto la matriz X(a) tiene una matriz
inversa X (a)~*. En consecuencia, el vector ¢ = X(a) 'x(a) satisface la ecuacion (4),
como se requeria.

Por altimo se observa la solucion dada x(t) y la solucion y(t) de la ecuacion (2) (con

los valores de ¢, determinados por la ecuacion ¢ = X(a) 'x(a) tiene los mismos

63



valores iniciales (en t = a). Por lo tanto, del teorema de existencia y unicidad de las
ecuaciones diferenciales se sigue que x(t) = y(t)) para toda t de I. Esto establece la
ecuacion (1).

Observacion: Cualquier sistema nxn, x'= P(t)x con matriz de coeficientes
continuos tiene un conjunto de n soluciones linealmente soncy, ¢, .., Cy €1, COMO €n la
hipétesis del teorema. Basta como x;(t) la solucion {mica tal que

70'

0
0

xj(a)= 0
1} €«<—— Posicionj

0

esto es, el vector de la columna con todas las entradas nulas, excepto para un 1 en el
renglon j. (En otras palabras,x;(a) es la columna j-ésima de la matriz identidad.)

Entonces,
W(xl,x2,...,xn) f=a =l]‘ =120

de modo que las solucionesx,, x5, .. x,, son linealmente independientes
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X _ANEX0S

El presente trabajo no presenta anexo debido a que la investigacion es basica y no

experimental.
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