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2. Resumen 

Existencia Global de Soluciones Clásicas Periódicas para Sistema 
Parabólico no Lineal 

Dionicio Orlando Moreno Vega 

En este trabajo estudiamos la existencia y unicidad de soluciones clásicas 
para un sistema parabólico de la forma 

Ut + A(u)ux = E:Uxx, X E~' t >O 

u(x,O) = uo(x), x E~ 

(1) 

(2) 

donde u:~ x ~+ ~ ~n es una función desconocida, A: ~n ~ ~n x ~n es 
una función suave dada y E es una constante positiva 

Haciendo el siguiente cambio de variable, 

u : ~ X lR¡j ~ ~n 
(x, t) 1----t u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), ... , un(x, t)) 

au- (aul au2 aun) 
ax - ax ' ax ' ... ' ax ' 

v(y, T) = u(x, t) 

av au at au 
• aT = ataT =Eat' 

av auax au 
• -=--=E-

ay axay ax' 

a2v a av a au a au a2u ax 2a2u 
• ay2 = ay (a) = ay (E ax) = E ay ( ax) = E ax2 8y = E 8x2 ' 
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y reemplazando en (1) obtenemos que, 

1 1 E 
-vr + -A(v)vy = 2Vyy 
E E E 

Vr + A(v)vy = Vyy· 

Entonces nuestro estudio se reduce aun sistema cuando E = l. 

Los resultados de existencia de soluciones periódicas del problema, se ob­
tienen usando la técnica de corte. 

Palabras claves: Sistema de ecuaciones diferenciales parciales, solucio­
nes locales, técnica de corte, soluciones globales. 
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3. Introducción 

En la actualidad los modelos matemáticos relacionados con procesos de­
pendientes del tiempo son intensamente estudiados. Las ecuaciones de evo­
lución representan situaciones físicas tales como: oscilaciones de la cuerda, 
difusión de gases, vibraciones de membrana, etc. Así es como se implementan 
diversos métodos para obtener soluciones de los modelos propuestos. 
Este trabajo esta basado en el libro de Kreiss H. O. y Lorenz J., [4] sobre 
problemas parabólicos no lineales. Específicamente estudiamos el siguiente 
problema 

Ut + A(u)ux = €Uxx en IR X (0, oo), (3) 

con dato inicial 
u(x, O)= u0(x) en IR x {t = 0}, (4) 

donde u(x, t) E IRn es desconocido, la función A: IRn -t IRn x IRn es una fun­
ción suave dada y é es una constante positiva. Restringiremos nuestro estudio 
para dato inicial periódico. El caso n = 1 es estudiado por Ladyzenskaya, 
Solonikov y Ura'lceva en [11]. 

Si n > 1 para matriz de viscosidad no lineal, siempre que el dato inicial es 
"pequeño", la existencia global fue estudiado por varios autores, por ejemplo 
Kawashima [Tesis de Doctorado] para dato inicial próximo a una constante 
en L2 (IR) o Hagstrom- Lorenz [10] para el caso periódico. 

Este trabajo generaliza estos resultados para la función matricial A con 
dato inicial periódico. Con A y todas sus derivadas acotadas globalmente. 
En el capítulo 3 mostraremos la existencia y unicidad de soluciones clásicas 
del sistema (3)-(4). 

Para determinar la existencia de soluciones primero aplicamos la técnica 
de corte para encontrar una solución local. Las estimativas obtenidas nos 
permiten extender la solución para todo t > O. La unicidad es hecha siguiendo 
el método usual. 

U na de las motivaciones para el estudio de este problema es la aplicación 
de los resultado de los resultados en las ecuaciones de la dinámica de los gases. 
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4. Marco Teórico 

3.1 Funciones de Prueba 

Sea ]a, b[~ R un intervalo abierto. Denotaremos por E(]a, b[) o C 00 (a, b) 
al conjunto de las funciones infinitamente diferenciables sobre ]a, b[, E(]a, b[) 
es un espacio de Fréchet con la topología de convergencia uniforme de funcio­
nes, junto con todas sus derivadas, sobre subconjuntos compactos de ]a, b[. 
Sea u :]a, b[-+ R una función escalar. El soporte de u es el cerrado en ]a, b[ 
del conjunto {x E)a, b[: u(x) # 0}, y es denotado por supp(u). 

Observación l. El soporte de u es el menor conjunto cerrado fuera del cual 
u = O en el siguiente sentido: 

i) supp(u) es cerrado en ]a, b[ y u= O en ]a, b[-supp(u). 

ii) Se W es un conjunto cerrado de ]a, b[ y u = O en ]a, b[-W entonces 
supp(u) e W 

Por C0 (a, b) denotaremos al espacio vectorial de todas las funciones con so­
porte compacto en ]a, b[ que poseen derivadas continuas de todos los órdenes 
en ]a, b[. 
Decimos que una sucesión (cpk)kEN de elementos de C0 (a, b) converge para 
cp E C0 (a, b) si, y sólo si, 

i) Existe un compacto fijo K de ]a, b[ tal que todos los soportes de los 'Pk, k E 
N estan contenidos en K. 

ii) La sucesión (cpk)kEN converge para cp uniformemente en K, juntamente 
con todas las derivadas de todas los órdenes. 

El espacio vectorial C0 (a, b) con esta noción de convergencia se denota por 
fg(a, b) y se denomina el espacio de las funciones de prueba en ]a, b[. 

Observación 2. 

i) La convergencia en P(a, b) será denotado por 'Pk-+ cp. 

ii) el operador :;. : fg(a, b) -+ fg(a, b) es continuo. 
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3.2 Espacio de las Distribuciones 

Se denomina distribución sobre ]a, b[, a toda forma lineal T sobre ~(a, b) 
contínua en el sentido de la convergencia definida en ~(a, b). Esto es; una 
distribución, es una aplicación 

T: ~(a, b) -t lR. 
'P M T('P) 

tal que 

ii) Tes contínua, esto es, si ('Pk)kEN ~ ~(a, b) converge para 'P en ~(a, b). 
Entonces (T( 'Pk) hEN converge para T( 'P) en JR.. 

Consideremos el espacio de todas las distribuciones sobre ]a,b[. En este es­
pacio una sucesión (Tk)kEN converge para T y denotaremos por Tk -t T si, 
y solo si, la sucesión (Tk('P))kEN converge para T('P) en JR.; para todo 'P en 
~(a, b). 
El espacio de las distribuciones sobre ]a, b[, con esta noción de convergencia, 
será denotado por ~' (a, b). El valor de la distribución T en 'P se denotará tam­
biém por (T, 'P) (dualidad entre ~'(a, b) y ~(a, b)) 
Diremos que una distribución se anula en un abierto {j si para todo </J E 

~(a, b) tal que supp</J e fJ tenemos que T('P) =O. Denotaremos por 0 0 el 
mayor abierto donde la distribución T se anula. El conjunto cerrado ]a, b[-00 

es llamado soporte de la distribución, y es denotado por supp(T); concluímos 
que si existe un cerrado F tal que T se anula en ]a, b[-F, entonces 

supp(T) e F. 

Teorema l. Sea F E ~'(a, b) una distribución con soporte compacto en­
tonces F se extiende de modo único a una funcional lineal contínua sobre 
E(]a, b[); y si G es una funcional lineal contínua sobre E(]a, b[) entonces 
Gi~(a,b) es una distribución con soporte compacto¡ esto es, 

E'(]a, b[) "' {TE ~'(a, b) :Tes una distribución con soporte compacto}. 

Demostración. Vea [3]. o 

Derivada Distribucional 
Sea T E ~'(a, b); se denomina derivada de orden m de Tala distribución 
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dm 
-d T definida por xm 

Se sigue que, cada distribución T sobre ]a, b[ posee derivadas de todos los 
órdenes. Se Observa tambiém, que la derivación en sentido de las distribu­
ciones es una operación contínua en ~' (a, b). 

Traslación de las Distribuciones. 
Sea <pE ~(JR), hE R. La traslación rh<p de <p por hes definido por rh<p(x) = 
<p( x - h). Definiremos entonces la traslación rhT de una distribución T por 
h por la fórmula 

ThT(<p) = T(Lh<p). 

Observación 3. Si f E Ltoc(R), entonces rhf = g {::} rh(T¡) = T9 donde T¡ 
y T9 son respectivamente distribuciones definidas por f y g. 

3.3 Propiedades Generales de las Distri­
buciones Periódicas. 

En lo que sigue, periódica, significa una función periódica de período l. 

Definición l. Decimos que una distribución F es periódica (de período 1) 
si T>.F = F, para todo ...\ E Z. 

Denotaremos por ~, ('f) al conjunto de las distribuciones periódicas, y es un 
subconjunto de ~'(IR). Sea 

.9 (T) = ~, (T) n e (IR). 

Un elemento de .9 (T) es una función periódica indefinidamente diferenciable. 
La convergencia en el espacio .9 (T) es definida como sigue: una sucesión 
(011 )vEN es dicha convergente en &('JI') para una función limite O; si cada 
011 E .9(1r) y si para cada entero no negativo k la sucesión (O~k)) converge 
a (J(k) uniformemente; luego se sigue que a función limite (} E &(T) y, por 
tanto, &('JI') es cerrado con esta convergencia. 
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Transformación Periódica de una Distribución con soporte com­
pacto. 

Definición 2. Sea <pE ~(IR). Definimos 

(5) 

Se observa que, sobre cualquier intervalo acotado existe solo un número finito 
de términos no nulos en esta suma; teniendo en vista que <p tiene soporte 
acotado. Así podemos derivar término a término para obtener 

(w<p)(k)(x) = L(T>.'P)(k)(x), (6) 
>.EZ 

por tanto w<p es una función periódica de clase coo llamada transforma­
ción periódica de la función r.p. Además, si ('Pv)vEN converge en ~(IR) para 
r.p y si relacionamos cada 'Pv con una O~.~ en &i?'('Ir) por (5), entonces (Ov)vEN 
converge en 97' ('Ir) para (). 
Sea ahora T una distribución con soporte compacto, definimos 

(wT, <p) = (T, wr.p), ('PE ~(IR)), 

la forma lineal wT, definida sobre ~(IR) es llamada transformación periódica 
de la distribución T. 

Proposición l. 

i) La aplicación lineal w envía continuamente ~(IR) en e(IR) y E'(IR) en 
~'(IR). 

ii) Para todo TE e'(IR), la distribución wT es periódica. Además, 

iii) Para todo FE ~'('Ir) y todo 1/J E ~(IR), tenemos 

w( 1/JF) = F(w'I/J). 

Para todo fE &i?'('Ir) y todo TE e'(IR), tenemos 

w(JT) = f(wT). 

Demostración. Vea [1]. o 
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Partición Periódica de la unidad en ~(JR). 
Llamamos partición periódica en ~(JR) de la unidad a una función() E ~(JR) 
de modo que 

ii;() =l. (7) 

Afirmamos que existe una partición periódica en ~(JR) de la unidad. En 
efecto, sea 'lj; una función positiva sobre JR, no nula sobre 2/, onde 1 =]0, 1[ y 

perteneciendo a ~(JR). Poniendo()= :'1/J como w'lj; es periódica estrictamente 

positivo, () es un elemento de ~(JR); por otro lado, como w'lj; es periódica 
tenemos de la proposición anterior (iii) que 

wB = ;'1/J w'I/J = l. o 

Sobre cualquier intervalo acotado el número de términos no nulos sobre el lado 
izquierdo de (7) es finito porque() tiene soporte acotado. Consecuentemente, 
podemos diferenciar término a término para obtener 

(wB)(k)(x) = L(rAcp)(k)(x) =O (k= 1, 2, 3, ... ). 
AEZ 

Observamos que si f E .9'(1r) y () es una partición de la unidad, entonces 
() f está en ~(:IR). Ademas, si la sucesión Uv )vEN ~ .9'(1r) converge en .9'(1r) 
para f, entonces la sucesión ( () f v) vEN converge en ~ (JR) para ()f. 

Lema 1 (Lema de sobreyectividad). 

i) Toda función periódica de clase coo es la transformación periódica de una 
función de clase coo con soporte compacto. 

ii) Toda distribución periódica es una transformación periódica de una dis­
tribución de soporte compacto. 

Demostración. Vea [1]. o 

Dualidad entre .9'(1r) y ~'('.Ir). 
Denotaremos por &J' ('.Ir) al conjunto de las formas lineales continuas sobre 
f!JJ ('.Ir); el valor de L E f!JJ' ('.Ir) en el punto f E P/1 ('.Ir) será denotado por 
(L,J),r;. 

Teorema 2 (Teorema de Dualidad). Los espacios vectoriales topológicos 
.9'' ('.Ir) y ~'('.Ir) son isomorfos ( algebraicamente y topológicamente}. 

Demostración. Vea [1]. o 
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Expresión de Dualidad entre ~' ('Jr) y fYJ ('Jr). 

Proposición 2. Identificando ~'('Jr) con Y''('Jr), entonces la dualidad entre 
~'('][') y fYJ(']['), se expresa por 

(F, f)1f = (T, f); (FE ~'(']['), fE !YJ('][')), 

donde T es una distribución con soporte compacto cuya transformación pe­
riódica es igual a F. 

Demostración. Vea [1]. 

Observación 4. 

o 

i) Para toda distribución periódica F podemos considerar siempre como una 
transformación periódica de una cierta distribución con soporte com­
pacto, por el lema de sobreyectividad es preferible escribir 

(wT, fh = (T, !). 

ii) Si F es una función periódica localmente integrable, entonces podemos 
considerar T = 1rF (I =]0, 1[); consecuentemente, 

(F, fh = ¡ F(x)f(x)dx. 

3.4 Espacios de Sobolev H 8 (1r). 
Denotaremos por L 2 ('][') al conjunto (clases) de funciones definidas sobre 

:IR (de período 1) localmente cuadrado integrable sobre :IR, 

Unimos L2 (1r) de la topología inducida por la de Lfoc(R); esta topología es 
equivalente a una otra definida por el siguiente producto escalar 

(f, g)T = ¡ f(x)g(x)dx (I =]0, 1[). 

Proposición 3. Unido de la estructura pre-hilbertiana, el espacio L2 ('][') es 
completo. 

Demostración. Vea [1]. o 
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Definición 3. Sea s E IR. Por H 8 (1I') denotamos el espacio de todas las 
funciones f E L2 ('JI') con la siguiente propiedad 

+oo 

L (1 + m 2
)

8 1aml2 < oo, 
m=-oo 

para los coeficientes de Fourier am de f. El espacio H 8 ('ll') es llamado un 
espacio de Sobolev. 
En el caso s = O, obtenemos un espacio de Hilbert que es isométricamente 
isomorfo a L 2 (1I'). 

Teorema 3. H 8 (1') es un espacio de Hilbert con el producto escalar definido 
por 

00 

(!, g)s = L (1 + m 2
)

8 am bm, 
rn=-oo 

para f, g E H 8 (1I') con coeficientes de Fourier am y bm, respectivamente. 
Note que la norma sobre H 8 (1I') es dado por 

00 

lllfllls = { L (1 + m2rlaml 2 }~. 
m=-oo 

Demostración. Vea [8]. D 

Definición 4. Sea X e Y dos espacios de Banach. El operador T : D(T) ~ 
X --7 Y es llamado compacto si, y solo si, 

i) T es contínuo; 

ii) T lleva conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos. 

Definición 5. Sean X e Y dos espacios de Banach sobre IR con X ~ Y, y 
el operador de inmersión 

j: X --t y 
u H j(u) =u. 

i) La inmersión X ~ Y es llamada contínua, denotado por X c....;. Y si, y 
solo si, j es contínua, esto es, 

llully :S constl!ullx; (para todo u E X). (8) 

ii) La inmersión X ~Y es llamada compacto, denotado por X<---+<---+ Y si, 
y solo si, j es compacto, esto es, {8) es verdadero, y cada sucesión (un) 
acotada en X posee una subsucesión (Un') el cual es convergente en Y. 
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Proposición 4. Sean X, Y, Z tres espacios de Banach sobre OC. Entonces, si 
la imersión X ~ Y y Y ~ Z son contínuas, X ~ Z tambiém lo es. 
Si ademas, una de las imersiones X ~ Y o Y ~ Z es compacta, entonces 
X ~ Z tambiém es compacta. 

Demostración. Vea [5]. o 
Teorema 4. Seas, r E~' s ~ r. Entonces H 8 ('1f') es denso en Hr('lf') con 
inmersión contínua H8 (1') c.....t Hr ('lf'); y si s ~ r ~ O la imersión es compacta 
con 

lllflllr ~ lllfllls ; (\:/ J E H8 (1f')). 

Demostración. Vea [2], [8]. o 
di f . 

Teorema 5. Sea m E N, entonces fE Hm('lf') si, y solo si, -
0 

. = f(J) E 
xJ 

L2 (1f') , j = O, 1, ... ,m; donde la derivada es tomada en el sentido de las 
distribuciones (~'('lf')). Además, lllflllm Y 

m 

llfll~ = L: llf(j)ll~, 
j=O 

son equivalentes, esto es, existen m, Cm >O y c:n >O tal que 

Cmlllflll~ ~ llfll~ ~ c~lllflll~; (\:/fE Hm('lf')). 
Demostración. Vea [2]. o 

Teorema 6. Si s > ~' entonces H 8 ('1f') c.....t C('Jf') y 

donde am es el coeficiente de Fourier de f. 

Demostración. Vea [2]. O 

Definición 6. Por (H 8 ('1f'))' denotamos el espacio dual de H 8 ('1f'), que es, 
por definición el espacio de funcionales lineales sobre H 8 ('lf'). 
Proposición 5. (H8 ('1f'))' es isomorfo isometricamente a H- 8 ('1f') para todo 
s E ~ la dualidad es implementada por el par 

00 

(f,g)s = L am bm; (fE H- 8 ('1f'), g E H 8 (1f')), 
k=-oo 

con am, bm coeficientes de Fourier de f y g respectivamente. 
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Demostración. Vea [2). o 

Consideraremos funciones vectoriales n-dimensionales de variable real con 
componentes en L2 (1r) o H8 ('JI'). Usaremos las notaciones: 

L 2 ('JI') = ( L 2 ('JI')) n = {V = (V¡, •.. ' Vn); Vi E L 2 ('JI')' 1 :::; i :::; n}' 

H 8 (1I') = (H8 (1I')t = {v = (v¡, ... , Vn)i Vi E H 8 ('lr), 1 :S: i :S: n}, 

D('lr) = (&J('JI')t ={O= (0¡, ... , On); Oi E &J('lr), 1 :S: i :S: n}, 

y asumiremos que estos espacios productos son equipados con la norma usual, 
o con una norma equivalente (excepto &J('lr), lo cual no es un espacio nor­
mado). 

n 

llvlb = (L !!vil!~)~; para vE L2 ('lr). 
i=l 

n 

l!vi!H8 (1!') = (L !!vil!~)~; para vE H 8 ('lr). 
i=l 

El producto escalar y la norma son denotados por (·,·)y 11 · IIP sobre V('lr) 
o LP('JI'). 

3.5 Espacios LP(O, T; V). 

Sean O < T < oo y V un espcio de Banach, una función u :]0, T[-t V 
es llamada medible en ]0, T[, si la función real t r-+ (f, u(t))v'xV es medible 
según Lebesgue en ]O, T[ para todo f E V', donde V' es el dual topológico de 
V y (., .)v'xV denota la dualidad entre V' y V. En este caso, decimos que u 
es una función medible en el sentido de Bochner. 
Una función u :]0, T[-t V es llamada integrable en el sentido de Bochner en 
]0, T[, si u es medible en ]0, T[ y la función real t r-+ l!u(t)l!v es integrable 
según Lebesgue en ]0, T[. En este caso, la integral de esta función es un vector 

tal que 1T u(t)dt E V, y es caracterizado por la siguiente propiedad 

(f, 1T u(t)dt)v'xV = 1T (f, u(t))v'xvdt ; (V fE V'). 

Si 1 :::; p < oo, denotaremos por V(O, T; V), el espacio vectorial de las (clases 
de) funciones vectoriales u :]0, T[-t V medibles, y tales que t r-+ llu(t)llv es 
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integrable según Lebesgue en ]0, T[. Note que este espacio vectorial, es un 
espacio de Banach con la norma 

Si p = 2 y V es un espacio de Hilbert, entonces L2(0, T; V) también es un 
espacio de Hilbert con producto interno 

(u,v)L2(0,T;V) = 1T(u(t),v(t))vdt. 

Si p = oo denotaremos por D'0 (0, T; V) el espacio vectorial de las funciones 
vectoriales u :]0, T[-+ V que son medibles, y tal que el supremo escencial de 
{llu(t)llv; t E]O, T[} es finito. L00 (0, T; V) es un espacio de Banach con la 
norma 

lluiiLoo(o,T;V) = supess iiu(t)iiv· 
tE)O,T[ 

Valen los seguientes resultados (5]: 

Proposición 6. Sea V un espacio de Banach y O < T < oo. Entonces 
IJ'(O, T; V) es separable en el caso que V es separable y 1 ~ p < oo. 

Proposición 7. Sean X, Y dos espacios de Banach. Si la inmersión X~ Y 
es contínua. Entonces para todo 1 ~ q < p ~ oo la inmersión V'( O, T; X) ~ 
Lq(O, T; Y) es también contínua. 

Proposición 8. Sea V un espacio de Banach. El espacio dual de LP(O, T; V) 
. . 1 1 

es zsomorfo al espacw Lq(O, T; V'), donde - +- = 1; 1 ~ p, q < oo. 
p q 

3.6 Distribuciones Vectoriales. 

Sea V un espacio de Banach. Se denomina una distribución vectorial so­
bre ]0, T[ con valores en V, a toda aplicación lineal y contínua sobre ~(0, T) 
(contínua en el sentido de la convergencia definida en !11(0, T)). Dada una 
distribución T su valor en cp se denota como de costumbre, por (T, cp). 
Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre )0, T[, denotaremos por 
~'(O, T; V). Sea u E IJ'(O, T; V), 1 ~ p ~ oo la función definida por 

Tu: ~(O,T) -+ V 

'P 1--+ {Tu, cp) = 1T u(t)cp(t)dt 
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pertenece a .@'(O, T; V). Las distribuciones Tu definidas por u E V(O, T; V), 1 :::; 
p :::; oo son unívocamente definidas, y identificaremos u con la distribución 
Tu. Luego V(O, T; V) ~ .@'(O, T; V). 
Decimos que una sucesión (Tk)kEN ~.@'(O, T; V) converge para TE .@'(O, T; V), 
cuando (Tk, cp) converge para (T, cp) en V para todo cp en .@(0, T). 

Derivación en .@'(O, T; V). 
Dada una distribución vectorial u definimos su derivada en el sentido de las 

distribuciones vectoriales, denotado por u' o ~~, como 

du dcp 
( dt, cp) = -(u, dt ); (para todo cp E .@(0, T)). 

En general la derivada de orden n es definida como 

d!"u n dncp 
( dtn, cp) = ( -1) (u, dtn ); (para todo cp E .@(0, T)). 

En particular, todo elemento u E V(O, T; V) posee derivada de todas las 
ordenes en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0, T[. 
Sea V un espacio de Banach. Representaremos con C([O, T]; V) al espacio de 
las funciones que son contínuas de [0, T] en V. 

Sean V y H dos espacios de Hilbert real, con sus respectivas estructuras 
{V,(·, ·)v, 11 · llv }, {H, (·, ·)H, 11 · IIH }. Asumiremos que V~ H, esto es, V 
está continuamente inmerso en H, con V denso en H (ifii·IIH = H). Por 
dualidad, identificamos H con su dual H', por el teorema de Representación 
de Riesz obtenemos V ~ H = H' ~ V', donde cada espacio es denso en el 
siguiente y las imersiones son contínuas. 

Lema 7. Sean V, H y V' espacios de Hilbert, cada espacio incluido y denso 
en el siguiente (V ~ H ~ V'), V' dual de V. Si u E L2(0, T; V) y u' E 
L2(0, T; V') entonces u E C([O, T]; H) y se tiene 

! llu(t)ll~ = 2(u'(t), u(t))v'xv, 

en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0, T[. 

Demostración. Vea [7]. 

Sea 
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sabemos que W(O, T) unido de la norma 

llullw(o,T) = l!u!IL2(o,T;H1 (1l')) + !lut!IP(o,T;H-l('ll')) 

es un espacio de Banach, ademas W(O, T) Y C([O, T]; L2('lr)) Y C([O, T]; H-1('Ir)). 
(Ver [7]). 

3.7 Convergencia en IY(O, T; V). 
Sea V un espacio de Banach y (uk)kEN una sucesión en V. Decimos que 

( uk)kEN converge fuerte en V si existe u E V tales que !luk- ul!v -+ O cuando 
k-+ oo. En este caso denotamos por uk-+ u. Decimos que (uk)kEN converge 
débilmente en V si existe u E V, tal que 

(!, uk)V'xV-+ (!, u)v'xv; (para todo f E V'). 

En este caso denotamos por uk ~ u. 

Proposición 9. Sea (uk)kEN una sucesión en V, que converge débil para u 
en V. Entonces 

Demostración. Vea [9). o 

Proposición 10. Sea ( uk)kEN una sucesión en V, si converge fuerte entonces 
converge débil para el mismo limite. 

Demostración. Vea [9). o 

Sea (uk)kEN una sucesión en .V(O, T; V) y u E LP(O, T; V); decimos que 
( uk)kEN converge debilmente a u en .V(O, T; V) si: 

(!, Uk)Lq(O,T;V')xLP(O,T;V) -+ (/, u)Lq(O,T;V')xLP(O,T;V} 

para todo fE Lq(O, T; V'), donde!+!= l. Esto significa que, 
p q 

1T (f(t), uk(t))v'xvdt-+ 1T (f(t), u(t))v'xvdt, 

para todo fE Lq(O, T; V'). 
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Observación 5. 
En el caso V= H 1(1f), tenemos que V'= H-1(1f), 

(G,v)H-l('ll')xHl('ll') = (G,v), (para todo G E L2 (1f) vE H 1 (1l')), 

Hl (1r) <---+ L 2 ('Jf) "' ( L 2 (1r) )' <---+ H-1 ('Jf). 

Luego 

1T (w(t), uk(t))dt-+ 1T (w(t), u(t))dt, 

donde (uk)kEN ~ L2 (0, T; H 1 (1r)) y w E L2 (0, T; L2 (1f)). O 
Sea V un espacio de Banach, siendo V' su dual topológico, dotamos la norma 
de V' por 

llfllv' = sup l(f,u)l. 
llullv9 

Decimos que una sucesión ( uk)kEN de V' converge débil estrella a u en V' y 

denotamos por uk ~u si, y solamente si, (uk, w) -+ (u, w) para todo w E V. 
Así, uk ~u en L00 (0, T; V'), si, y solamente si, (uk, w)L""(O,T;V')xLl(O,T;V) -+ 

(u, w)L""(O,T;V')xLl(o,T;V) para todo w E L1 (0, T; V), esto es, 

Observación 6. 
Si V= L2 (1r) y uk ~u en L00 (0, T; L2 (1!.')') significa que 

(uk, w)L""(O,T;(L2('ll'))')xLl(O,T;L2('ll')) -+ (u, w)L""(O,T;(L2('ll'))')xLl(O,T;L2('ll')), 

para todo w E L1 (0, T; L2 (1f)), esto es 

1T (uk(t), w(t))(L2('ll'))'xL2('ll')dt-+ 1T (u(t), w(t))(L2(1!'))'xL2('ll')dt; 

para todo w E L1(0, T; L2 (1r)). Por tanto uk ~u en VXl(O, T; L2 (1f)) si, y 
solamente si, 

1T (uk(t), w(t))dt-+ 1T (u(t), w(t))dt; (V w E L1 (0, T; L2 (1f))). 
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3.8 Resultados Importantes. 

Lema 8. (Lema de Gronwall) Sea y E 0 1 ([0, T]), '1/J E C([O, T]) satisfaciendo 

y'~ Cy(t) + 'ljJ(t), O~ t ~ T 

para algún C 2: O. Entonces 

y(t) ~ ect{y(O) + ¡t 1'1/J(r)ldr}, O~ t ~ T 

Demostración. Vea Anexo Lema 15. O 

Lema 9. (Lema de Picard} Sea r¡k(t), k= O, 1, · · · denota una sucesión de 
funciones continuas no negativas los cuales cumplen las desigualdades 

r¡k+l(t) ~a+ b ¡t r¡k(r)tr, O~ t ~ T, 

con a, b constantes no negativas. Entonces 

k-1 bvtv bktk 
r¡k(t) ~a'"'"" - 1 +-k, máx r¡0 (r), 

L._¿ lJ. . O<r<t 
v=O - -

para O~ t < T y k= O, 1, · · ·. En particular la sucesión r¡k(t), O~ t ~ T, es 
uniformemente acotado. Si a = O, entonces la sucesión converge uniforme­
mente para cero. 

Demostración. Vea Anexo Lema 16. o 

Sea (um)mEN ~ C 00 (1I' X (0, oo)) una sucesión de funciones. Para todo 
entero no negativo p, q, existe una constante C(p, q) independiente de m tal 
que av+q 

máx 1 a a Um(x, t)l ~ C(p, q) 
x,t xP tq 

Teorema 10. Existe una función u E coo, y una sucesión mi -t oo con 

av+q ap+q 
máx 1 a a Um.(X, t)- a 0t u(x, t)l -t 0 cuando ffij -tOO. 

x,t xP tq 3 xP q 

Es decir existe una subsucesión de Um convergiendo junto con todas sus de­
rivadas en C00 ('JI' X (0, oo)). 

Demostración. Vea Anexo Teorema 17. o 
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5. Materiales y Métodos 

Los materiales utilizados para la elaboración de éste trabajo fueron: Li­
bros, servicios de internet, CDs, fotocopias, espiralados, tipeos e impresiones, 
papel de impresión, y el editor l}'JEX. 

La metodología empleada en este trabajo es el enfoque inductivo y de­
ductivo. Inductivo pues inducimos las definiciones, teoremas, proposiciones, 
lemas, corolarios, etc. y el deductivo porque deducimos demostraciones de 
teoremas, proposiciones, lemas y corolarios. 
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6. Resultados 

5.1 Teorema de Existencia Local 

En este capítulo, mostraremos la existencia y unicidad de soluciones lo­
cales para el problema de Cauchy: 

Ut + A(u)ux éUxx' 
u(x, O) - uo(x), 

en lR x (0, oo), 

en JRx{t=O}, 

(9) 
(10) 

donde admitimos que el dato inicial en (10), Uo E C00 (1l) y A: ]Rn -rlRnxlRn, 
es una función suave dada. 
Asumiremos que A y todas sus derivadas son globalmente acotadas, es decir, 

L ID 11 A(u)i ~ Kp, para todo u E lRn, p =O, 1, 2, 3, · · · (11) 
v=p 

Sea 
Ur¡ ={u E lRn: llu- uo(x)ll < r¡ para algún x} 

lar¡- vecindad para el dato inicial u0 . 

Escojamos la función escalar cutt-off 4>: JRn -r lR de de clase coo tal que 

y sea 

o/(u) :~ { : 
u E U'!l. 

4 

_ { cf>(u)A(u) ; u E Ur¡ 
A(u) := 

O ; u fj. Ur¡, 

observamos que A es suave y todas sus derivadas son acotadas, esto es, 

L ID11 A(u)i ~ dp, para todo u E lRn, p =O, 1, 2, 3, · · · (12) 
v=p 

Luego el sistema alterado es: 

1 

Ut + A(u)ux = Uxx; k= O, 1, · · · 
u(x, O) = uo(x). 

20 
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Teorema 11 (Existencia Local). Si A : IRn -+ IRn x IRn, es una función 
de clase coo en una vecindad del dato inicial, entonces el sistema parabólico 
(9}-(10} tiene una única solución u = u(x, t) en algún intervalo de tiempo 
O~ t ~T. T >O. 

Teorema 12. Dada la acotación global (12} el sistema parabólico (13) tiene 
una única solución suave u= u(x, t) definida para O~ t < oo. 

Demostración del Teorema 2 
Consideremos las iteraciones 

1 

u~+l +A( uk)u~+l = u~t1 ; k = O, 1, · · · 
uk+l(x, O) = uo(x). 

con u0 (x, O) = uo(x) 

5.1.1 Primer Paso: estimativas. 

Lema 13. Para cada j = O, 1, 2, · · · existe Mi tal que 

lluj(., t)l12 ~Mi en O~ t ~T. 

donde Mi. Mi(lluojll2)· 

Prueba, de la ecuación (14), tenemos que 

< 2dol!uk(., t)lbllu~(., t)lb- 2llu~(., t)ll~ 

< ~ lluk(., t)ll~ + 2llu~(., t)ll~- 2llu~(., t)ll~ 

- ~ iluk(., t)l!~, 
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entonces 

!uuk(.,t)ll~:::; ~lluk(.,t)II~­
Integrando de O a t < T 

lluk(., t)ll~ -lluk(., 0)11~:::; ~ 1t l!uk(., s)i!~ds, 

es decir 

por Gronwall 

por tanto 
l!uk(., t)ll2 :::; Mo. 

Así queda probado el lema para j =O. 
Ahora probemos para.J = l. ~ 
Sabemos que u~= -A(uk-l)u~ + u~x = -A(uk-l)u~ +u~, entonces 

Luego, 

Entonces 

u;x = u;1 = -(A(uk-1)uth +u;, 

1 d k k 
2 d/U¡, U¡) - (u~, u~t) 

- (u~, -(A(uk-1)u~h +u~) 

- -(u~, (A(uk-1 )u~)¡) +(u~, u~) 

< (u~, A(uk-1)un -llu~(., t)lb 

< lu~, A( uk-l )u~) 1 - llu~( ., t) 11~ 

< dollu~(., t)lbllu~(., t)lb -llu~(., t)ll~ 

< ~ llut(., t)ll~ + llu~(., t)ll~ -llu~(., t)ll~ 

1 d ( k k) d51 k )112 2 dt U¡ ' U¡ :::; 2 1 U¡ (.' t 2 
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integrando de O a t < T. 

llu~(., t)JI~- l!u~(., 0)11~::; ~ 1t l!u~(., T)ll~dT 
esto es, 

Por gronwall 

por tanro 
llu~(., t)ll~ ::; M1 

Así probamos para el caso j = l. 
Antes de aplicar el método de inducción veamos para j = 2. 

u~= -A(uk-1 )u~ +u~ 

k (A-( k-1) k) k ut2 = - u u 1 2 + u4 

entonces 

Observación l. . 

Luego 

ld k k - - k 2 dt (u2 , u2 ) < (u~, A(uk-l )u~+ A'( uk-l )u1-
1ut) - l!u~(., t)ll~ 

- (u~,A(uk-1 )u~) + (u~,A\uk-1)u~-1u~) -llu~(.,t)ll~ 

23 
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Observación 2. . 

• 

• 

IIA(uk-1 )u~ll~ - ¡
1

IIA(uk-1 )u~(x,t)ll 2dx 

< ¡1 

IIA(uk-1 )11 2 llu~(x, t)ll 2dx 

< 411 

llu~(x, t)ll 2dx 

- lf511u~(.,t)11~ 

entonces IIA( uk-1 )u~ll2 = dollu~(., t) ll2 

sabemos que 

entonces 

< 11 

IIA'(uk-1
) ll 2 llu~-1 (x, t) ll 2 llu~(x, t)ll 2dx 

- di ¡
1

llu~- 1 (x, t)11 2 llu~(x, t)ll 2dx 

< dillu~(., t)ll~ 1
1

llu~-1 (x, t)ll 2dx 

- d~llu~(., t)ll~llu~- 1 (., t)ll~ 

IIA'(uk-l)u~-1u~ll~ < 2d'f.llu~-1 (., t)ll~(llu~(., t)ll~ + llu~(., t)ll~) 

- 2d'f.llu~- 1 (., t)ll~llu~(., t)ll~ + 2d'f.llu~- 1 (., t)ll~llu~(., t)ll~ 

por hipótesis 

11A'(uk- 1 )u~-1u~ll~ ~ 2diMt + 2diM[IIu~(., t)ll~ 
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también sabemos que 

lo que implica que 

o 
Luego 

~ :t llu~ll~ < llu~(., t) 1l21lA( uk-1 )u~ll2 + llu~(., t)lbiiA'(uk-1 )u~- 1u1112- llu~(., t) 11~ 

- dollu~(., t) ll21lu~(., t) lb+ ( vÍ2d1M[ + vÍ2d1M11lu~(., t) ll2) llu~(., t) 112-

-llu~(., t)ll~ 

- (do+ V2d1M1)IIu~(., t)ll2llu~(., t)ll2 + vÍ2d1Mrllu~(., t)ll2 -llu~(., t)ll~ 

- ellu~(., t)ll2llu~(., t)ll2 + fllu~(., t)ll2 -llu~(., t)ll~ 

Así 

:t llu~ll~ ::S e2 llu~(., t)ll~ + ! 2, 

Integrando de O a t < T, 

esto es 

Por Gronwall 

entonces 
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Ahora veamos para j = 3 

k (A-( k-1) k) k 
Ut3 = - U U¡ 3 + U5 

entonces 
ld k k k k 
2dt(u3,u3)- (u3,u3t) 

- (u~, -(A(uk-1 )u~h +u~) 

Observación 3. 

d ( k k) ( k k) ( k k) • dx u3, u4 = u4 , u4 + u3 , u5 entonces 

como (u~, u~)= -(u~, u~), entonces (u~, u~)= O 
luego 

(u;,u~) = -llu~(.,t)il~ 

• (A(uk-1)u~h = A(uk-1 )u~ + A'(uk-1)u~-1u~. 

- A(uk-1 )u~ + 2A'(uk-1)u~- 1 u~ + A'(uk-lu~-1u~ + A"(uk-1 )ur- 1u~-1u~ 

o 
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Entonces 

~! llu~(., t)ll~ - (u~, A(uk-1)u~ + 2A'(uk-1 )u~-1u~ + A'(uk-1 )u~-1ut+ 

+A"( uk-1 )u~-1u~-1ut) - llu~(., t) 11~) 

- (u~,A(uk-1 )u~) +2(u~,A'(uk-1 )u~-1u~) + (u~,A'(uk-1)u~-1u~)+ 

+(u~, A"( uk-1 )u~-1u~-1ut) - llu~(., t)ll~) 

Observación 4. . 

• 

IIA( uk-1 )u~-1u~ll~ - 11 

IIA'(uk-1 )u~-~u~ll 2dx 

< 11 IIA\uk-1)11211u~-1(., t)11211u~(x, t)112dx 

< di 11 
llu~-1 (x, t)ll 2 llu~(x, t)ll 2dx 

< dilu~-1 (., t)ll~ 11 
llu~(x, t)ll 2dx 

- dilu~- 1 (., t)ll~ll~(., t)ll~ 

< 2dillu~(., t)ll~(llu~- 1 (., t)ll~ + llu~- 1 (., t)ll~) 

Entonces 
IIA(uk-1 )u~-1 u~ll2::; e 
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• 

• 

IIA\ uk-l )u~-1u1 11~ - ¡111A'(uk-1)u~-1u~ll2dx 

< ¡1 

IIA'(uk- 1 )1l 2 1lu~-1 (x, t)ll 2 1lu~(x, t)ll2dx 

< d~ ¡1 

llu~-1 (x, t)ll 2 1lu~(x, t)ll 2dx 

< ~~~u~(., t)ll~ ¡1 

llu~- 1 (x, t)ll2dx 

- ~~~u~(., t)ll~llu~- 1 (., t)ll~ 

< 2d~llu~-1 (., t)ll~(llu~(., t)ll~ + llu¡(., t)ll~) 

entonces 
IIA'(uk-1)u~-1u~ll2 <e 

IIA"(uk-1 )u~-1u~- 1u~l!~ - ¡1 

IIA"(uk-1 )u~-1u~- 1u~ll 2dx 

Así 

< d~ ¡1 

llu~- 1 (x, t)ll 2 1lu~- 1 (x, t)ll 2 1lu~(x, t)ll 2dx 

< d~llut- 1 (., t)ll~ ¡1 

llut(x, t)!1 2dx 

- ~llu1-1 (., t)ll~llu~(., t)ll~ 

< 2~1lu1(., t)ll~(llu~- 1 (., t)ll~ + llu~- 1 (., t)ll~) 

o 
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Luego 

~! llu~(., t)ll~ < llu~(., t)II2IIA( uk-l )u~ll2 + 2llu~(., t) II2IIA'(uk-l )u~- 1u~lb+ 

+llu1(., t) II2IIA'( uk-l )u~-1utll2+ 

+llu~(., t)112IIA"(uk-l)u~-lu~-1uTII2 -llu~(., t)ll~ 

- -
4 1 k( 2 11 k( 2 (28 +e+ C)2 111 k( 112 < 2lu3 .,t)ll2+2lu4 .,t)ll2+ 2 +2 U4 .,t) 2-

-llu~(., t)ll~ 

entonces 

:t llu~(., t) 11~ ::; d~ llu~(., t) 11~ + g2 

integrando de O a t < T 

esto es 

Por Gronwall 

por tanto 
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Supongamos que el lema está probado para j - l. Es decir 

lluJ_1(.,t)lb:::; Mj-b en O:::; t:::; T. 

Entonces 

(uj, -(A(uk-l)u~)j + uH2) 

- -(uj, (A(uk-l)ut)i) + (uj,uj+2) 

Observación 5. 

(A(uk- 1 )u~)l = A(uk-1 )u~ + A'(uk-1 )u~-1 u~ 

(A( uk-1 )u~h = A( uk-l )u~+2A'( uk-1 )u~-1u~+A'( uk-1 )u~- 1ut+A"( uk-l )ut-1ut-1u~ 

En general 
(A(uk-1)ut)j-1 = A(uk-1)uj + Qj 

Se sigue de {12}, la desigualdad 

y por la hipótesis inductiva. 

Por tanto 

1 d k 2 
2dtlluj(.,t)112 

o 

(uj+l, A(uk-1 )uj) + (uj+l, Qj)- lluj+l (., t)ll~ 

< dolluj(., t)lblluj+l(., t)ll2 + Cilluj+l(., t)lb -lluj+l(., t)ll~ 

d611 k ( ) 112 111 k ( ) 112 e¡ 1 1 k 2 k 2 < 2 ui ., t 2 + 2 ui+l ., t 2 + 2 + 21 ui+l(., t)ll2 -lluj+l(., t)ll2 
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entonces 
1d k 

1
2 d~ 11 k( )ll2 e; 

2dtlluj(.,t)12:S;2 uj .,t 2+2 
integrando de O a t < T 

así 

por gronwall 

Por tanto 

o 
Tenemos una estimativa en norma L2 , para todas las derivadas espaciales de 
la sucesión (uk)kEN en O:::; t:::; T. (T = T(lloll2)) 
Sabemos que: 

entonces las funciones uj(x, t) son también acotadas en norma máximo, luego 
por la ecuación 

las derivadas con respecto a la variable temporal son también acotadas. Por 
tanto: 

ap+q 
11 a a uk(., t)lloo; O:::; t:::; T. xP tq 

donde C(p, q) es independiente de k. 

5.1.2 Segundo Paso: Existencia local de 
soluciones de {13). 

Consideremos los sistemas ( 14). Sea 
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1 d 2 dt (V (. , t), V (. , t) ) - (V (. , t) , Vt (. , t)) 

(v(., t), -A(uk-1)vx + (A(uk- 1)- A(uk))u~+l + Vxx) 

- -(v,A(uk-1)vx) + (v, (A(uk- 1 )- A(uk))u~+l) + (v,Vxx) 

< 1- (v,A(uk- 1)vx)l + l(v, (A(uk- 1 )- A(uk))u~+l)l + l(v,Vxx)I­

Por la limitación global y desigualdad de valor medio, tenemos 

Observación 6. 

l(v, (A(uk- 1)- A(uk))u~+1 )1 - 1 ¡1 

(v, (A(uk- 1
)- A(uk))u~+l)dxl 

< ¡1

1(v, (A(uk-1
)- A(uk))u~+l)ldx 

< fa 1

11viiiiA(uk-1
)- A(uk)llllu~+llldx 

< llu~+llloo ¡1

llviiiiA(uk-1
)- A(uk)lldx 
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Luego 

< d¡llu~+llloo 11 

llvllllwlldx 

< d¡llu~+llloo(1
1

llvll 2dx)~(1
1

llwll 2dx)~ 

< d¡llu~+l(., t)lloollv(., t)ll2llw(., t)112· 
o 

~ :t llv(., t)ll~ < dollv(., t)ll2llvx(., t)ll2 + d¡llu~+l(., t)lloollv(., t)lbllw(., t)ll2- llvx(., t)ll~ 

< ~ llv(., t)ll~ + llvx(., t)ll~ + G\llv(., t)ll2llw(., t)ll2 -llvx(., t)ll~ 

< ~611v(., t)ll~ + ~C2 IIv(., t)ll~ + ~llw(., t)ll~ 

:::::. 1 2 

- Cllv(., t)ll~ + 2llw(., t)ll2 

entonces ! llv(., t)ll~::; 2CIIv(., t)ll~ + llw(., t)ll~ 
Por lema de Gronwall tenemos: 

Observación 7. 

- uo(x)- uo(x) 

- o 

entonces llv(, ,0) 11 = O o 
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por tanto 

Esto es, 

es decir 

iiuk+l(., t)- uk(., t)il~:::; e 1t iiuk(., T)- uk-1(., T)ii~dT, o:::; t:::; T, 

donde e independe de k. Así por el lema de Picard tenemos que, {un(., t)}nEN 
es una sucesión de Cauchy en L 2 • Como L 2 es completo entonces ::Ju(., t) E L 2

. 

Como 
av+q 

rnáxla a uk(x,t)i:::; e(p,q), o:::; t:::; T, o:::; X:::; 1 x,t xP tq 

tal que e(p, q) independe de k. Entonces existe una subsucesión (kj)jEN de 
(k) kENU{O} tal que kj ---t 00 y 

ap+q ap+q 
a a ukj (x, t) ---t a a u(x, t), cuando kj ---t 00 xP tq xP tq 

en la norma máximo. Por tanto por el teorema 10 u E eoo. Además 

lírn ( u;i+l +A( uki)u~i+l) = lírn u~~+l 
~~00 ~~00 

entonces 
Ut + A(u)ux = Uxx 

y 

entonces 
u(x, o) = uo(x) 

Por tanto u es una solución local de (13). Acabarnos de probar la existencia 
de un tiempo T1 > O y una solución de clase eoo u = u(x, t) definido para 
O :::; t :::; T1 . Corno 

iiu(.,T¡)ib:::; eo 
Podernos usar la función x t--+ u(x, T1) corno nuevo dato inicial y aplicar el 
teorema de existencia local. La solución empezando con el dato inicial u(., T1 ) 
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existe en un intervalo de tiempo O ::; t ::; T2 . Poniendo las dos soluciojuntos 
tenemos una solución u de 13) definida para O ::; t ::; T1 +T2. El puimportante 
es que las estimativas 

iiu(.,t)lb::; Co, para O::; t::; T1 +T2 

implica que 

con algún constante C0 como antes.Así usando el teorema de existencia local 
podemos hacer extender la solución para un intervalo de tiempo grande T. 
Esto muestra el teorema de existencia global de 13).Luego por la continui­
dad, la solución u= u(x, t) de 13) está en U¡ para algún intervalo O ::; t::; T. 
Aqui u= u(x, t) resuelve el sistema (9)-(10). 

5.1.3 Tercer Paso: Unicidad de solucio­
nes de {9). 

Sean u, v dos soluciones, entonces 

Ut + A(u)ux = Uxx 

y 
Vt + A(v)vx = Vxx 

Ut- Vt + A(u)ux- A(v)vx = Uxx- Vxx 

si w =u- v, entonces 

Wt + A(u)ux- A(v)vx = Wxx 

A(u)ux- A(v)vx - A(u)ux- A(u)vx + A(u)vx- A(v)vx 

A(u)wx +(A( u)- A(v))vx 

notemos que 

lA(u)- A(v)l = lA(u- v)l = JA(w)l ::; IAllwl ::; C1lwl. 

IA(u)- A(v)l ::; C1lwl 
luego de (15) tenemos 

Wt + A(u)wt + (A(u)- A(v))vx = Wxx 
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entonces 
Wt = -A(u)wx +A( -w)vx + Wxx 

por tanto 

1 d 
2 dt (w, w) - (w, Wt) 

- (w, -A(u)wx- A(w)vx + Wxx) 

- -(w, (u)wx) + (w, A( -w)vx) + (w, Wxx) 

Observación 8. 
d 

dx(w,wx) = (wx,Wx) + (w,Wxx) 

(w, Wxx) = d~ (w, Wx)- llwx(., t)ll~ 
como (wx, w) = (w, wx), entonces (wx, w) =O, luego 

(w,Wxx) = -llwx(.,t)ll~ 

Así 

1 d 2 dt (w, w) - -(w, A(u)wx) + (w, A( -w)vx) -llwx(., t)ll~ 

- -(w, A(u)wx) + C1llw(., t)ll~llvxlloo -llwx(., t)ll~ 

- C2llw(., t)ll2llwx(., t)ll2 + Cdvxlloollw(., t)ll~ -llwx(., t)ll~ 

D 

< 3;11w(., t)ll2( J2ilwx(., t)lb) + Clllvxlloollw(., t)ll~- llwx(., t)ll~ 

por tanto 

< ~'i llw(., t)ll~ + llwx(., t)ll~ + Cdvxlloollw(., t)ll~ -llwx(., t)ll~ 

- (~'i + CI!Ivxlloo)llw(., t)ll~ 

- C311w(.,t)11~ 
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integrando de O t < T y teniendo en cuenta que w(x, O)= O 

llw(., t)ll~ -llw(., 0)11~ ~ 2C3 ¡t llw(., s)ll~ds 

llw(., t)ll~ s; 2C3 ¡t llw(., s)ll~ds 
por Gronwall, tenemos 

llw(., t) 11~ s; Oe2c3 t; para todo tE [0, T], 

entonces 

w(x, t) =O; para todo tE (0, T], para todo Os; x s; 1, 

por tanto 
u(x, t) = v(x, t). 

Así demostramos el teorema 2. 

5.2 Teorema de Existencia Global. 

Teorema 14 (Existencia Global). Supongamos que IA(u)l ~ K 1 (1+ lul) y 
que la solución u= u(x, t) de (9}-(10} está definida para O s; t s; T < oo e 
satisfaciendo 

Enances 

llu(., t)i12 s; K2; para todo Os; t < T, 

¡t llux(., T)IJ~dT s; K3; para todo Os; t <T. 

sup llu(.,t)IIHl y así sup llu(.,t)lloo 
09<T 09<T 

son finitos; Así u= u(x, t) puede ser extendida para todo t 2': O, Además 

donde K4 solo depende de K1, K2, K3 y iiu(., O)IIHu pero no depende de T. 

Prueba del teorema 7. 
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Observación 9. 
Ut = -A(u)ux + Uxx 

Utx = -(A(u)ux)x + Uxxx 

Observación 10. 

pero 

entonces 

Luego 

- (uxx, -(A(u)ux)- lluxx(., t)ll~ 

< K1(1 + llu(., t)lloo)lluxlblluxx(., t)lb -lluxx(., t)ll~ 

Kr 
1 

( ) 2 2 ( . 2 2 < 4(1 + iu ., t lloo) lluxll2 + lluxx ., t) ll2- lluxx(., t)ll2 

< ~f (1 + llu(., t)lloo) 2 lluxll~ 
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Observación 11. 

o 

Sabemos que 

llu(., t)!!~ ~ 2llu(., t)!bllux(., t)!b + llu(., t)ll~ 

luego 

~ :t llux(., t) 11~ < ~I (1 + 2llu(., t)l!2llu.1:(., t) lb+ !!u(., t)IID llu.1:(., t) 11~ 

~I llux(., t)l!~ + Kfl!u(., t)ll21!ux(., t)l!~ + ~I llu(., t)ll~l!ux(., t)!l~ 

Ki 2 2 3 Ki 2 ( 1 2 < T!lux(., t)l!2 + K1K21!ux(., t)!l2 + 2K2!1ux ., t) !2 

< ~I (1 + K~)!lux(., t)ll~ + KfK2IIux(., t)!l~ 
Así tenemos que 

donde 

sea 
y(t) = !!ux(., t)!b O~ t < T 

entonces mostramos que 

Si y(t) = O entonces ux(x, t) = O, lo que implica que u(x, t) = u(t) por 
tanto la conclusión se cumple. 

Si y( t) =/= O entonces 

y'(t) ~ o:y(t) + {3y2 (t) (16) 
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Para acotar y(t), fijemos un tiempo O::; t < T con y(t) > l. 

Caso 1: Si existe t0 < t con y(t0 ) = l. Sea T0 el máximo de los t0 , entonces 
y(T) > 1 para T0 < T::; t integrando de T0 a t <Ten (16) obtenems que 

por tanto 

y(t)- y(To) ::; (a+ /3) t y2(T)dT 
lro 

y(t) ::; 1 +(a+ f3)K3 

Caso 2: Para O ::; T < t, tenemos que y(T) > l. Integrando de O a t, en 
(16) tenemos que 

y(t) ::; y(O) +(a+ f3)K3 

por tanto 
llux(., t) lb ::; Ks; V O::; t < T 

como u(., t), ux(., t) E L2 entonces u(., t) E H 1 y 

llu(., t)ll~l = llu(., t)ll~ + llux(., t)ll~ 

entonces 

luego 
sup llu(.,t)IIHl::; K4 

OSt<T 

Sabemos que: 
llu(., t)ll = máx ju(x, t)j 

OSx9 

y 
llu(., t)ll~ ::; jju(., t)ll~ + 2jju(., t)l12llux(., t)lb 

entonces 
llu(., t)lloo::; K6, V O::; t < T 

luego 
sup llu(., t)lloo ::; K6 

OSt<T 
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7. Discusión 

El método empleado en este trabajo puede ser dirigido y aplicado en di­
versas aplicaciones. 

Una de las motivaciones para el estudio de este problema es la aplicación 
de los resultado en las ecuaciones de la dinámica de los gases. 

De acuerdo a Smoller [14), para obtener soluciones globales de una cierta 
clase de problemas parabólicos no lineales, la hipótesis natural es suponer que 
el sistema admite regiones acotados invariantes, esto es, regiones acotados L 
en el espacio de fase, con la propiedad de que si el dato inicial está en L: 
entonces la solución permanece siempre en ¿. Así 2::: impone una acotación 
a priori en la norma del supremo de la solución, lo que permitirá que las 
soluciones locales sean extendidas para todo t > O. En general, esta técnica 
no se aplica para las ecuaciones de la dinámica de los gases con términos 
disipativos de viscosidad y conductividad térmica, pues puede existir regio­
nes invariantes para estas ecuaciones y estas regiones son generalmente no 
acotadas, y así no podemos concluir que las soluciones locales sean acotadas 
apriori. 
Este trabajo es un caso del trabajo desarrollado en [15] Existencia de So­
luciones Regulares Periódicas para una Clase de Sistemas Parabólicos no 
Lineales. Informe Final de investigación. Resolución de consejo de facultad 
N° 089-2011-CF-FCNM. Resolución Vicerrectora} N° 090-2011-VRI. 2011. 
Un resultado interesante sería aplicar las técnicas desarrolladas en este tra­
bajo para demostrar la existencia global de soluciones para problemas de 
valores iniciales con flujo multifásico en medios porosos. En esta dirección, 
para un problema de valor inicial particular fue probado por J. C. da Mota: 
en su tesis de doctorado "solucoes Fundamentais para Escoamentos Térmico 
de Fluidos Multi'ásicos em Meios Porosos. PUC-RJ. 1988"la existencia local 
de soluciones, mas la existencia global aún no ha sido probada. 
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9. Apéndice 

Para teoremas de existencia local no hay ninguna diferencia esencial entre 
ecuaciones lineales y no lineales. Sin embargo el teorema de existencia global 
requiere acotaciones globales. Un tal resultado para sistemas parabólicos se 
da en el teorema 14. Otros resultados se pueden encontrar en Smoller [14] 
y en Ladyzhenskaya, Solonnikov, y Uralceva [11]. Se sabe poco para el caso 
no viscoso e = O. No podemos esperar la existencia global. Las soluciones 
clásicas dejan de existir más allá de un cierto tiempo T > O, véase [16], [17]. 
Si podemos escribir las ecuaciones en forma de conservación 

Ut + (g(u))x =O, (g(u))x = A(u)ux 

entonces se puede introducir de nuevo las soluciones débiles. Una función (no 
necesariamente suave) v es una solución débil si 

¡oo ¡:00 

(qJtV + </Jxg(v))dxdt + ¡:00 

<P(x, O)v(x, O)dx =O 

Para todo <P E C0 . Las soluciones débiles no son únicos. En [18] introdujeron 
condiciones de entropía de los sistemas. En [19] se demostró que siempre hay 
una solución débil global que satisface estas condiciones de entropía, propor­
cionando los datos iniciales suficientemente cerca a un vector constante. Sin 
embargo, no se sabe si la solución es única. Para los resultados posteriores 
nos referimos a [20] y [21]. Un ejemplo importante es el sistema de las leyes 
de conservación de la dinámica de gases: 

Pt + (pu)x =O 

(pu)t + (pu2 + P)x =O 
1 

(pE)t + [pEu + pu]x =O, E= e+ 2u2
. 

Donde p, u, p, e denota la densidad, velocidad, presión, y la energía inter­
na, respectivamente. También, una ecuación de estado que relaciona e, p, p 
tiene que ser especificado. Muchas personas han estudiado estas ecuaciones 
en los últimos 150 años, utilizando menos maquinaria matemática. ver [22], 
[23], y [24]. Poco se sabe sobre el comportamiento de las soluciones de (9) 
cuando e-+ O. Sin embargo, Gilbarg (1951) [25] demostró que las ecuaciones 
de la dinámica de los gases viscosos permiten ondas viajeras que convergen 
para e -+ O a una solución débil de la ecuación límite. Para otros resultados 
referimos a Smoller (1983) [14]. 
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10. Anexo 

Lema 15. (Lema de Gronwall) Sea y E C1 ([0, T]), 'ljJ E C([O, T]) satisfa-
ciendo 

y' ::; cy(t) + 'ljJ(t), O::; t::; T 

para algún e 2 O. Entonces 

Demostración. Para la función z(t) = e-dy(t) se cumple que 

Integrando obtenemos 

z(t)- z(O) ::; 1t 1'1/J(r)ldr 

ahora consideremos 

entonces 

D 

Lema 16. {Lema de Picard) Sea r/(t), k= O, 1, · · · denota una sucesión de 
funciones continuas no negativas los cuales cumplen las desigualdades 

con a, b constantes no negativas. Entonces 

para O ::; t ::; T y k = O, 1, · · · . En particular la sucesión rl ( t), O ::; t ::; T, es 
uniformemente acotado. Si a = O, entonces la sucesión converge uniforme­
mente para cero. 
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Demostración. La Demostración lo haremos por inducción. Para k = O, la 
estimativa es cierto. Supongamos que la estimativa es válida para el índice 
k. Entonces probaremos para el índice k+ l. Sabemos por hiótesis que 

entonces 

Integrando tenemos que 

de aquí tenemos que 

D 

Sea (um)mEN ~ C 00 (1I' X (0, oo)) una sucesión de funciones. Para todo 
entero no negativo p, q, existe una constante C(p, q) independiente de m tal 
que ap+q 

máx 1 a a U m (X, t) 1 ::; C (p, q) 
x,t XP tq 

Teorema 17. Existe una función u E coo, y una sucesión mi ~ oo con 

ap+q ap+q 
máx 1 a a Um.(X, t)- a a u(x, t)l-+ 0 cuando mj-+ OO. 

x,t xP tq 1 xP tq 

Es decir existe una subsucesión de Um convergiendo junto con todas sus de­
rivadas en C 00 ('JI' X (0, oo)). 

Demostración. Por el Teorema Arzela-Ascoli existe una una función u con­
tinua y una sucesión m = mi -+ oo con 

lum - uloo -+ O, cuando m = mj -+ oo 

Ahora aplicando el resultado Arzela-Ascoli a la sucesión 

aumj 
ax 
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y obtenemos la existencia de una función continua v y una sucesión Jk--+ oo 
con 

I
OUm l ox - v oo --+ O, cuando m = mJk --+ oo 

desde que 

( ) 
{x Oum(r, t) 

um(x, t)- Um O, t =Jo Bx dT 

llegamos a la conclusión de que para m= mJk--+ oo, 

u(x, t)- u(O, t) = 1x v(r, t)dT 

Por lo tanto u es diferenciable en x y 

o u 
-=V 
ox 

Mostramos que 

I
OUm- oul --+o cuando m= mJ·--+ 00 
8x 8x 00 

' 

Es decir tenemos la convergencia cuando mj --+ oo no sólo para la subsucesión 
mJk. Este se desprende de un argumento general que se formula para una 
sucesión de números reales. La generalización a una sucesión de funciones es 

sencillo. Dado que todos los límites posibles de subsucesiones de a;:i es igual 
a ~~ obtenemos el resultado. Claramente la existencia de 't; y la convergencia 

OUm 8u ITt - ot loo --+ o, cuando m = mj --+ oo 

se sigue de la misma manera. También, podemos aplicar los argumentos an­

teriores para a;:j y diferenciabilidad de ~~ por inducción. O 
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