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2. Resumen

Existencia Global de Soluciones Clésicas Periédicas para Sistema.
Parabdlico no Lineal

Dionicio Orlando Moreno Vega

En este trabajo estudiamos la existencia y unicidad de soluciones clasicas
para un sistema parabdlico de la forma,

u+ A(W)uy = €Uy, TER, >0 (1)

w(z,0) = up(z), z€R (2)

donde u : R x Rt — R" es una funcién desconocida, A : R® — R” x R" es
una funcién suave dada y £ es una constante positiva

Haciendo el siguiente cambio de variable,

t=er 1T>0,
r=e€¢y yER

u: RxRf — R®
(z,t) +— wu(z,t) = (ui(z,t),u2(z,t),...,u.(z,t))
Ou _ (Ou Ouz  Oun,
dx “Ox’ Oz’ T ox "
vy, T) = u(z, t)
ov_oudn _ on
ar  ator ot
Lo _dudr_ ou
dy  ozoy oz

&v _ i(.‘z‘i) - ,i( @) - ?._(Qﬁ) — 6?_2_3.% - 62@
By:  Oy'Oy’ Ay dx  Oy'dx’ Ox2dy © 0x2’



y reemplazando en (1) obtenemos que,

1 1

€
L + ZA('U)'Uy = 2V

vr + A(V)vy = vy

Entonces nuestro estudio se reduce aun sistema cuando € = 1.

Los resultados de existencia de soluciones periddicas del problema, se ob-
tienen usando la técnica de corte.

Palabras claves: Sistema de ecuaciones diferenciales parciales, solucio-
nes locales, técnica de corte, soluciones globales.



3. Introduccidn

En la actualidad los modelos matemadticos relacionados con procesos de-
pendientes del tiempo son intensamente estudiados. Las ecuaciones de evo-
lucién representan situaciones fisicas tales como: oscilaciones de la cuerda,
difusién de gases, vibraciones de membrana, etc. Asi es como se implementan
diversos métodos para obtener soluciones de los modelos propuestos.

Este trabajo esta basado en el libro de Kreiss H. O. y Lorenz J., [4] sobre
problemas parabdlicos no lineales. Especificamente estudiamos el siguiente
problema,

ut + A(w)uy = euz; en R x (0,00), (3)

con dato inicial
u(z,0) = up(z) en R x {t =0}, (4)

donde u(z,t) € R™ es desconocido, la funcién A : R* — R™ x R™ es una fun-
cién suave dada y € es una constante positiva. Restringiremos nuestro estudio
para dato inicial periédico. El caso n = 1 es estudiado por Ladyzenskaya,
Solonikov y Ura’lceva en [11].

Si n > 1 para matriz de viscosidad no lineal, siempre que el dato inicial es
“pequeiio”, la existencia global fue estudiado por varios autores, por ejemplo
Kawashima [Tesis de Doctorado] para dato inicial préximo a una constante
en L?(R) o Hagstrom - Lorenz [10] para el caso periédico.

Este trabajo generaliza estos resultados para la funcién matricial A con
dato inicial periddico. Con A y todas sus derivadas acotadas globalmente.
En el capitulo 3 mostraremos la existencia y unicidad de soluciones clasicas
del sistema (3)-(4).

Para determinar la existencia de soluciones primero aplicamos la técnica
de corte para encontrar una solucién local. Las estimativas obtenidas nos
permiten extender la solucién para todo ¢ > 0. La unicidad es hecha siguiendo
el método usual.

Una de las motivaciones para el estudio de este problema es la aplicacion
de los resultado de los resultados en las ecuaciones de la dindmica de los gases.



4. Marco Tedrico

3.1 Funciones de Prueba

Sea ]a,b[C R un intervalo abierto. Denotaremos por £(]a,b]) o C*(a,b)
al conjunto de las funciones infinitamente diferenciables sobre Ja, [, &(]a,b[)
es un espacio de Fréchet con la topologfa de convergencia uniforme de funcio-
nes, junto con todas sus derivadas, sobre subconjuntos compactos de ]a, b].
Sea u :}a,b[— R una funcién escalar. El soporte de u es el cerrado en |a, b]

del conjunto {z €]a, b[: u(z) # 0}, y es denotado por supp(u).

Observacién 1. El soporte de u es el menor conjunto cerrado fuera del cual
u = 0 en el siguiente sentido:

i) supp(u) es cerrado en Ja,b] y u = 0 en |a, b[—supp(uw).

ii) Se W es un conjunto cerrado de Ja,b[ y © = 0 en ]a,b[—W entonces
supp(u) C W.

Por C§°(a,b) denotaremos al espacio vectorial de todas las funciones con so-
porte compacto en ]a, b| que poseen derivadas continuas de todos los érdenes
en la, b[.

Decimos que una sucesién (¢x)ken de elementos de C§°(a,b) converge para
v € C§°(a,b) si, y sélo si,

i) Existe un compacto fijo K de |a, b[ tal que todos los soportes de los ¢y, k €
N estan contenidos en K.

ii) La sucesién (pg)ren converge para ¢ uniformemente en K, juntamente
con todas las derivadas de todas los érdenes.

El espacio vectorial C§°(a,b) con esta nocién de convergencia se denota por
P(a,b) y se denomina el espacio de las funciones de prueba en ]a, b.

Observacion 2.
i) La convergencia en 2(a, b) serd denotado por ¢ — .

ii) el operador = : 9(a,b) — P(a,b) es continuo.



3.2 Espacio de las Distribuciones

Se denomina distribucién sobre ]a, b[, a toda forma lineal T' sobre Z(a, b)
continua en el sentido de la convergencia definida en %(a,b). Esto es; una
distribucién, es una aplicacién

T: 9(eb) — R
¢ = T(p)

tal que
i) T(arp1+aops) = anT(p1)+axT(w2); (Yay,az €ER, V1,02 € D(a,b)).

ii) T es continua, esto es, si (¢k)ren € Z(a,b) converge para @ en Z(a,b).
Entonces (T(px))ren converge para T(p) en R.

Consideremos el espacio de todas las distribuciones sobre ]a,b[. En este es-
pacio una sucesién (T)xen converge para T' y denotaremos por Ty, — T si,
y solo si, la sucesién (Tx(¢))ren converge para T(p) en R; para todo ¢ en
P(a,b).

El espacio de las distribuciones sobre ]a, b|, con esta nocién de convergencia,
seréd denotado por 2’(a, b). El valor de la distribucién T en ¢ se denotars tam-
biém por (T, ¢) (dualidad entre 2'(a,b) y 2(a, b))

Diremos que una distribucién se anula en un abierto & si para todo ¢ €
P(a,b) tal que suppp C & tenemos que T'(p) = 0. Denotaremos por Qp el
mayor abierto donde la distribucién T se anula. El conjunto cerrado Ja, b[—2
es llamado soporte de la distribucién, y es denotado por supp(7'); concluimos
que si existe un cerrado F tal que T se anula en |a, b[—F, entonces

supp(T) C F.

Teorema 1. Sea F € P'(a,b) una distribucidn con soporte compacto en-
tonces F' se extiende de modo idnico a una funcional lineal continua sobre
E(la,b]); y si G es una funcional lineal continua sobre £(Ja,b]) entonces
G D(ap) €5 UG distribucion con soporte compacto; esto es,

&'(Ja,b]) = {T € P'(a,b) : Tes una distribucién con soporte compacto}.

Demostracion. Vea, [3]. ‘ O

Derivada Distribucional
Sea T € 2'(a,b); se denomina derivada de orden m de T a la distribucién



E—T definida por
dz™
(2T 0) = (“)™T, 20 (V¢ € D(a,b).

Se sigue que, cada distribucién T sobre |a, b| posee derivadas de todos los
drdenes. Se Observa tambiém, que la derivacién en sentido de las distribu-
ciones es una operacién continua en 2'(a, b).

Traslacion de las Distribuciones.

Sea p € 9(R), h € R. La traslacién 7,y de ¢ por h es definido por m,p(x) =
@o(x — h). Definiremos entonces la traslacién 7,17 de una distribucién T' por
h por la férmula

T (p) = T(T-np)-

Observacién 3. Si f € L}, (R), entonces 7,f = g < 7,(Ty) = T, donde Ty
y T, son respectivamente distribuciones definidas por f y g.

3.3 Propiedades Generales de las Distri-
buciones Periddicas.

En lo que sigue, periédica, significa una funcién peridédica de periodo 1.

Definicién 1. Decimos que una distribucidn F es periddica (de periodo 1)
st \F = F, para todo A € Z.

Denotaremos por 2'(T) al conjunto de las distribuciones periédicas, y es un
subconjunto de Z'(R). Sea

P(T) = 2(T) N E(R).

Un elemento de Z?(T) es una funcién periédica indefinidamente diferenciable.
La convergencia en el espacio &2(T) es definida como sigue: una sucesién
(6,)ven es dicha convergente en Z(T) para una funcién limite 6; si cada
9, € P(T) y si para cada entero no negativo k la sucesién (65) converge
a 0 uniformemente; luego se sigue que a funcién limite § € 2(T) y, por
tanto, (T) es cerrado con esta convergencia.



Transformaciéon Periédica de una Distribucién con soporte com-
pacto.

Definicién 2. Sea ¢ € 2(R). Definimos

W =Y Trp. (5)

AEZ

Se observa que, sobre cualquier intervalo acotado existe solo un niimero finito
de términos no nulos en esta suma; teniendo en vista que ¢ tiene soporte
acotado. Asi podemos derivar término a término para obtener

(@p)P(2) = Y _(ne)P(a), (6)

AEZ

por tanto Wy es una funcién periddica de clase C* llamada transforma-
cién periddica de la funcién ¢. Ademss, si (¢, ) en converge en Z(R) para
¢ y si relacionamos cada ¢, con una 8, en 2(T) por (5), entonces (6,),en
converge en (T para 6.
Sea ahora T una distribucién con soporte compacto, definimos

(@T, o) = (T, wyp), (pe€ 2R)),

la forma lineal @T', definida sobre 2(R) es llamada transformacién periédica
de la distribucién 7.

Proposicion 1.

i) La aplicacién lineal W envia continuamente 2(R) en E(R) y £'(R) en
2'(R).

1) Para todo T € E'(R), la distribucién WT es periddica. Ademds,
W(aT) = n(aT) = aT; (A€ Z),
1) Para todo F € 2'(T) y todo ¢ € 2(R), tenemos
wW(YF) = F(wy).
Para todo f € P(T) y todo T € £'(R), tenemos
W(fT) = f(@T).

Demostracion. Vea [1]. O



Particién Periédica de la unidad en 2(R).
Llamamos particién periddica en 2(R) de la unidad a una funcién 8 € 2(R)
de modo que

wo = 1. (7
Afirmamos que existe una particién periédica en 2(R) de la unidad. En
efecto, sea v una funcién positiva sobre R, no nula sobre 27, onde I =}0,1[y
perteneciendo a 2(R). Poniendo § = -u%; como Wy es periédica estrictamente
positivo, # es un elemento de 2(R); por otro lado, como Wy es periédica

tenemos de la proposicién anterior (iii) que

1
Wl = —unp = 1. [
wy v
Sobre cualquier intervalo acotado el nimero de términos no nulos sobre el lado
izquierdo de (7) es finito porque 6 tiene soporte acotado. Consecuentemente,
podemos diferenciar término a término para obtener

@0) () =Y (np)P(@)=0 (k=1,2,3,..).

A€Z

Observamos que si f € F(T) y 6 es una particién de la unidad, entonces
0f estd en P(R). Ademas, si la sucesién (f,)ven € H(T) converge en P(T)
para f, entonces la sucesién (0f,),en converge en Z(R) para 6f.

Lema 1 (Lema de sobreyectividad).

i) Toda funcion periddica de clase C* es la transformacidn periddica de una
funcién de clase C*® con soporte compacto.

11) Toda distribucidn periddica es una transformacion periddica de una dis-
tribucion de soporte compacto.

Demostracion. Vea [1]. 0

Dualidad entre #Z(T) y 2'(T).
Denotaremos por 47'(T) al conjunto de las formas lineales continuas sobre
P (T); el valor de L € Z'(T) en el punto f € (T) serd denotado por

(L7 f)']I‘

Teorema 2 (Teorema de Dualidad). Los espacios vectoriales topoldgicos
P'(T) y D'(T) son isomorfos (algebraicamente y topoldgicamente,).

Demostracion. Vea [1]. O



e

Expresién de Dualidad entre 2'(T) y £(T).

Proposicién 2. Identificando 2'(T) con P'(T), entonces la dualidad entre
2'(T) y #(T), se expresa por

(F,fly=(T,f); (FeZ'(T), feZ(T),

donde T' es una distribucion con soporte compacto cuya transformacion pe-
riodica es igual a F.

Demostracidn. Vea [1]. O
Observacion 4.

i) Para toda distribucién periédica F' podemos considerar siempre como una
transformacién periédica de una cierta distribucién con soporte com-
pacto, por el lema de sobreyectividad es preferible escribir

(@T, f)g = (T, f).

ii) Si F es una funcién periédica localmente integrable, entonces podemos
considerar T = 1;F (I =]0, 1[); consecuentemente,

(F, f)r = /1 F(z)f(z)dz.

3.4 Espacios de Sobolev H*(T).

Denotaremos por L*(T) al conjunto (clases) de funciones definidas sobre
R (de periodo 1) localmente cuadrado integrable sobre R,

L*(T) = 2(T)N L2 (R).

loc

Unimos L?(T) de la topologia inducida por la de L? (R); esta topologia es

loc

equivalente a una otra definida por el siguiente producto escalar
(ho)e = [ f@gle)iz (1 =po,1).

Proposicién 3. Unido de la estructura pre-hilbertiana, el espacio L*(T) es
completo.

Demostracion. Vea [1]. O

10



Definicién 3. Sea s € R. Por H*(T) denotamos el espacio de todas las
funciones f € L2(T) con la siguiente propiedad

+00
Z (14 m?)®|an|? < oo,

me=—00

para los coeficientes de Fourier an, de f. El espacio H*(T) es llamado un
espacio de Sobolev.

En el caso s = 0, obtenemos un espacio de Hilbert que es isométricamente
isomorfo a L*(T).

Teorema 3. H*(T) es un espacio de Hilbert con el producto escalar definido
por

(f,9)s = Z (1 +m2)s am b,

m=-—0o0

para f, g € H*(T) con coeficientes de Fourier a,, vy by, respectivamente.
Note que la norma sobre H*(T) es dado por

A1ls ={ Y- (1 +m?)lanl’}z.
Demostracion. Vea [8]. 0

Definicién 4. Sea X eY dos espacios de Banach. El operador T : D(T) C
X =Y es llamado compacto si, y solo si,

i) T es continuo;
i1) T lleva conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos.

Definicién 5. Sean X eY dos espacios de Banach sobre R con X C Y, y
el operador de inmersion

j: X =Y
u = jlu) =u

i) La inmersion X C Y es llamada continua, denotado por X — Y si, y
solo st, j es continua, esto es,

llully < constllullx; (para todo u € X). (8)
it) La inmersién X C Y es llamada compacto, denotado por X —— Y si,

y solo si, j es compacto, esto es, (8) es verdadero, y cada sucesion (u,,)
acotada en X posee una subsucesion (un ) el cual es convergente en Y.

11



Proposicion 4. Sean X,Y, Z tres espacios de Banach sobre K. Entonces, si
la imersion X CY yY C Z son continuas, X C Z tambiém lo es.

Si ademas, una de las imersiones X CY oY C Z es compacta, entonces
X C Z tambiém es compacta.

Demostracion. Vea [5]. O

Teorema 4. Sea s,r € R, s > r. Entonces H*(T) es denso en H"(T) con
inmersion continua H*(T) — H"(T); y si s > r > 0 la imersidn es compacta
con

WA < HIFWs 5 (Y f € H(T)).
Demostracion. Vea [2], [8]. O

d’ ,
Teorema 5. Sea m € N, entonces f € H™(T) si, y solo si, 5}%( = fU) ¢

L*T), j =0,1,..,m; donde la derivada es tomada en el sentido de las
distribuciones (2'(T)). Ademds, ||| f|llm v

1112, = S 1FO1E,

son equivalentes, esto es, eristen m, ¢, >0 y c’m > 0 tal que

emll1fllln < WAl < enlllflllm i (¥ f € H™(T)).

Demostracion. Vea [2]. O

Teorema 6. Si s > -;—, entonces H*(T) — C(T) y

A Moo < llamlle < clllfllls 5 (v f € H¥(T)),
donde a,, es el coeficiente de Fourier de f.
Demostracidn. Vea [2]. 0

Definicién 6. Por (H*(T))' denotamos el espacio dual de H*(T), que es,
por definicion el espacio de funcionales lineales sobre H*(T).

Proposicién 5. (H*(T))' es isomorfo isometricamente a H=*(T) para todo
s € R la dualidad es implementada por el par

(f,9)s= D ambn; (f€H™(T), ge H(T)),

k=—00

CON Gy, by, coeficientes de Fourier de f y g respectivamente.

12



Demostracion. Vea [2]. O

Consideraremos funciones vectoriales n-dimensionales de variable real con
componentes en L*(T) o H*(T). Usaremos las notaciones:

LY(T) = (LXT)" = {v = (vn,...,w); v € LX(T),1 <i<n},

H(T) = (H*(T))" = {v = (v1,...,v); v; € H*(T),1 < i < n},
D(T) = (Z(T))" = {0 = (61,...,0,); 6; € P(T),1 <i<n},

y asumiremos que estos espacios productos son equipados con la norma usual,
o con una norma equivalente (excepto Z(T), lo cual no es un espacio nor-
mado).

lIolla = 3 lluili3)%; para v € LX(T).

=]

n ) .
ollseny = Q Ilwill3)7; para v € HY(T).
i=1
El producto escalar y la norma son denotados por (-,-) y || - ||, sobre LP(T)
o LP(T).

3.5 Espacios LP(0,T; V).

Sean 0 < T < oo y V un espcio de Banach, una funcién » :]0,T[— V
es llamada medible en 10, T, si la funcién real ¢t — (f, u(t))v <y es medible
seglin Lebesgue en |0, T'[ para todo f € V', donde V’ es el dual topolégico de
V v (., . Jv'xv denota la dualidad entre V' y V. En este caso, decimos que u
es una funcién medible en el sentido de Bochner.

Una funcién u :]0, T[— V es llamada integrable en el sentido de Bochner en
10, T, si v es medible en |0, T y la funcién real ¢ — ||u(t)}|y es integrable
seglin Lebgsgue en |0, T'[. En este caso, la integral de esta funcién es un vector

tal que / u(t)dt € V, y es caracterizado por la siguiente propiedad
0

T T
(. /0 w(B)dt)yrey = /O Frul))yvdt s (7 f € V).

Si 1 < p < oo, denotaremos por LP(0,T; V'), el espacio vectorial de las (clases
de) funciones vectoriales w :)0, T[— V medibles, y tales que ¢ — ||u(t)||}, es

13



integrable segin Lebesgue en ]0,T[. Note que este espacio vectorial, es un
espacio de Banach con la norma

llull e o,mvy = (/0 IIu(t)H{’,dt)%.

Sip= 2y V es un espacio de Hilbert, entonces L?(0,T’;V) también es un
espacio de Hilbert con producto interno

(2, 0)gr0.230) = /0 (u(t), v())vt.

Si p = oo denotaremos por L>(0,T; V) el espacio vectorial de las funciones
vectoriales u :]0, T[— V que son medibles, y tal que el supremo escencial de
{Ilw®llv; t €]0,T[} es finito. L>=(0,T;V) es un espacio de Banach con la
norma

[|wllzooo,r;vy = supess |[u(t)]|v.
t€]0, T

Valen los seguientes resultados [5]:

Proposicién 6. Sea V un espacio de Banach y 0 < T < oo. Entonces
LP(0,T;V) es separable en el caso que V es separable y 1 < p < 0.

Proposiciéon 7. Sean X, Y dos espacios de Banach. Si la inmersion X CY

es continua. Entonces para todo 1 < g < p < oo la inmersién LP(0,T; X) C

L0, T;Y) es también continua.

Proposicién 8. Sea V un espacio de Banach. El espacio dual de LP(0,T;V)
1 1

es isomorfo al espacio L1(0,T; V"), donde P + p =1, 1<p,q<oco.

3.6 Distribuciones Vectoriales.

Sea V' un espacio de Banach. Se denomina una distribucién vectorial so-
bre ]0, T'[ con valores en V, a toda aplicacién lineal y continua sobre 2(0,T)
(continua en el sentido de la convergencia definida en 2(0,T)). Dada una
distribucién T su valor en ¢ se denota como de costumbre, por (T’ ¢).

Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre |0,T[, denotaremos por
2'(0,T;V). Sea u € LP(0,T;V), 1<p < oo la funcién definida por

T.: 20,T) —» V )
o = (Tug)= f u(t)p(t)dt

14



pertenece a 2'(0,T; V). Las distribuciones T,, definidas por v € L*(0,T;V), 1 <
p < oo son univocamente definidas, y identificaremos u con la distribucién
T,. Luego L*(0,T;V) C 2'(0,T;V).

Decimos que una sucesién (T )ren € 2'(0,T; V) converge paraT € 2'(0,T; V),
cuando (T, ) converge para (T, ¢) en V para todo ¢ en 2(0,T).

Derivacién en 2'(0,T;V).
Dada una distribucién vectorial u definimos su derivada en el sentido de las
distribuciones vectoriales, denotado por v’ 0 —, como

dt

(% o) = ~w, 2); (para todo ¢ € D0, T))

En general la derivada de orden n es definida como

d™u dr

(S #) = (“1)"(w, ZE5); (para todo ¢ € 2(0,7)).

En particular, todo elemento u € LP(0,T;V) posee derivada de todas las
ordenes en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre [0, T'|.

Sea V un espacio de Banach. Representaremos con C([0,T]; V) al espacio de
las funciones que son continuas de [0,7] en V.

Sean V' y H dos espacios de Hilbert real, con sus respectivas estructuras
{‘/a ('7 ')V7 ” ) HV}’ {H7 (') ')Ha “ : “H} Asumiremos que V < H, esto es, |4
est4 continuamente inmerso en H, con V denso en H (VI'l# = H). Por
dualidad, identificamos H con su dual H’, por el teorema de Representacién
de Riesz obtenemos V C H = H' C V', donde cada espacio es denso en el
siguiente y las imersiones son continuas.

Lema 7. Sean V, H y V' espacios de Hilbert, cada espacio incluido y denso
en el siguiente (V C H C V"), V' dual de V. Siu € L*0,T;V) yu' €
L*(0,T; V") entonces u € C(|0,T); H) y se tiene

d :
@l =20/ @), u(®))vexv,
en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre |0, T.

Demostracion. Vea [7]. O

Sea
W(0,T) = {u:u € L*0,T; H(T)), u; € L*(0,T; H (T))}
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sabemos que W(0,T) unido de la norma

fullwor) = Nullr2r;m @y + uel| 20,2581 (y)

es un espacio de Banach, ademas W(0,T) — C([0, T]; L*(T)) — C([0,T]; H~Y(T)).

(Ver [7]).
3.7 Convergencia en LP(0,T;V).

Sea V un espacio de Banach y (ux)ren una sucesién en V. Decimos que
(uk)ren converge fuerte en V si existe u € V tales que ||ux —ully — 0 cuando
k — oo. En este caso denotamos por u; — u. Decimos que (ug)ren converge
débilmente en V si existe u € V, tal que

(f, uk)V,XV -3 <f, ’u,)fov; (para todo f € V’)
En este caso denotamos por u; — u.

Proposicion 9. Sea (ui)ren una sucesion en V, que converge débil para u
en V. Entonces

Demostracion. Vea [9]. O

Proposicion 10. Sea (ug)ren una sucesion en V., si converge fuerte entonces
converge débil para el mismo limite.

Demostracion. Vea [9]. O

Sea (uk)ren una sucesién en LP(0,T;V) y u € LP(0,T;V); decimos que
(uk)ken converge debilmente a u en LP(0,T; V) si:

(f, u) Lao.mivryxLro.1svy = (F> W) Le(0,13v) x Lo (0.T3v)

para todo f € L(0,T; V"), donde % + 5 = 1. Esto significa que,

/0 T(f(t),uk(t))wxvdt — /0 T( F&), u(t))yrxvdt,

para todo f € L7(0,T; V).
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Observacién 5.
En el caso V = H(T), tenemos que V' = H(T),

(G, 0)-syern = (G,v), (para todo G € LX(T) v € HY(T)),
HY(T) < L*(T) = (L*(T)) — H™Y(T).
Luego - ’
| w @i~ [ wo,uee

donde (ux)ren € L2(0,T; HY(T)) y w € L%(0,T; L*(T)). O
Sea V' un espacio de Banach, siendo V'’ su dual topolégico, dotamos la norma
de V' por

lfllv: = sup [{f,u)].

Hluflvy <1

Decimos que una sucesién (ug)reny de V' converge débil estrella a wen V' y
denotamos por uy, — u si, y solamente si, {ug, w) — (u, w) para todo w € V.
Asf, up S u en L®(0,T; V"), si, y solamente si, (uz,w) Loo(0,T5V")x LL(0,T;V) —*
(t, W) oo (o,1;v")x L1 (0,T;v) Para todo w € L1(0,T; V), esto es,

‘/0T<’uk(t), 'w(t))levdt - ‘/0T<u(t),w(t))levdt; (V w e Ll(O,T; V))

Observacién 6.
SiV = L*(T) y ux =u en L=(0,T; L*(T)') significa que

(Uk, 'w)L°°(0,T;(L2('JI‘))’)xLl(O,T;LZ(']I‘)) - (U, w)L°°(0,T;(L2(T))')xL1 (0,T;L2(T))»

para todo w € L(0, T; L*(T)), esto es

T T
/ ('u,k(t), 'lU(t)>(L2(T))le2(11‘)dt — A (u(t), 'w(t))(Lz(T)):xLZ(T)dt;
0

para todo w € L*(0,T; L*(T)). Por tanto u; —wu en L*(0,T;L*(T)) si, y
solamente si,

/0 (ur(t), w(t))dt — /0 (u(t), w(t))dt ; (VY w e L0, T; L*(T))).
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3.8 Resultados Importantes.

Lema 8. (Lema de Gronwall) Seay € C*([0,T)), ¥ € C([0,T]) satisfaciendo
Yy <Cylt)+¢(), 0<t<T
para algin C > 0. Entonces

y(t) < e{y(0) + /O t l(r)ldr}, 0<t<T

Demostracién. Vea Anexo Lema 15. O

Lema 9. (Lema de Picard) Sea n*(t), k = 0,1,--- denota una sucesidn de
funciones continuas no negativas los cuales cumplen las desigualdades

t
0 <atd [ e 0T,
0

con a,b constantes no negativas. Entonces

Vv kak
n(t)<a§j“ D i (),

k' 0<r<t
v=0

para 0 <t<T yk=0,1,---. En particular la sucesion n*(t), 0 <t < T, es
uniformemente acotado. Si a = 0, entonces la sucesidn converge uniforme-
mente para cero.

Demostracion. Vea Anexo Lema 16. O

Sea (Um)men € C*(T x (0,00)) una sucesién de funciones. Para todo
entero no negativo p, ¢, existe una constante C(p, q) independiente de m tal

que
6p+¢1
18X | st (1, £)] < C(p, 0)

Teorema 10. Existe una funcidn u € C*, y una sucesién m; — oo con

. orta gr+e
8% | 5 g v (B 8) = a rge

Es decir existe una subsucesion de u,, convergiendo junto con todas sus de-
rivadas en C*(T x (0, 00)).

z,t)] =+ 0 cuando m; — oo.

Demostraciéon. Vea Anexo Teorema 17. O
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5. Materiales y Métodos

Los materiales utilizados para la elaboracién de éste trabajo fueron: Li-
bros, servicios de internet, CDs, fotocopias, espiralados, tipeos e impresiones,
papel de impresion, y el editor BTEX.

La metodologia empleada en este trabajo es el enfoque inductivo y de-
ductivo. Inductivo pues inducimos las definiciones, teoremas, proposiciones,
lemas, corolarios, etc. y el deductivo porque deducimos demostraciones de
teoremas, proposiciones, lemas y corolarios.
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6. Resultados

5.1 Teorema de Existencia Local

En este capitulo, mostraremos la existencia y unicidad de soluciones lo-
cales para el problema de Cauchy:

up + A(u)uy, = €ug, en R x(0,00), 9)
u(z,0) = wue(z), en R x{t=0}, (10)

donde admitimos que el dato inicial en (10), up € C*°(T) y A : R® —» R"xR",
es una funcién suave dada.
Asumiremos que A y todas sus derivadas son globalmente acotadas, es decir,

Z |D¥A(u)| < Kp, paratodo ue€R", p=0,1,23,--- (11)
v=p

Sea
U,={u€R": |ju—up(z)|| <n para algin z}

la n- vecindad para el dato inicial uyg.
Escojamos la funcién escalar cutt-off ¢ : R®™ — R de de clase C™ tal que

1 ; ue U‘Z
Pu) =
0 ; ué Uz,

y sea
B d(uw)A(w) ; uel,
A(u) ==
0 y U ¢ U’?)
observamos que A es suave y todas sus derivadas son acotadas, esto es,

Z |D"Z(u)| <d,, paratodo u€R", p=0,1,2,3,--- (12)
v=p
Luego el sistema alterado es:

ut-i—ﬁ(u)ux:um; k=01,---

U(l‘,O) - Uo(:])) (13)
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Teorema 11 (Existencia Local). Si A : R® — R™ x R®, es una funcidén
de clase C*™ en una vecindad del dato inicial, entonces el sistema parabdlico
(9)-(10) tiene una dnica solucion u = u(x,t) en algin intervalo de tiempo

0<t<T.T>0.

Teorema 12. Dada la acotacion global (12) el sistema parabdlico (13) tiene

una dnica solucion suave u = u(z,t) definida para 0 <t < oco.

Demostracion del Teorema 2
Consideremos las iteraciones

ub o ARkt = B k=01,
uk*1(z, 0) = up(x).

con u°(z, 0) = up(x)

5.1.1 Primer Paso: estimativas.

Lema 13. Para cada j =0,1,2,--- existe M; tal que
b t)e <M; en 0St<T.
donde Mj = MJ(”’U,o]”g)
Prueba, de la ecuacién (14), tenemos que

d
'd—t(uka uk) = 2(uk7 uf)

= 2(u’°,—-g(u’°‘1)u,’§+u§z

< —2(uk, A(uF)uk) + 2(uk, uk)
< 2l(uF, A N)ub)| + 2(uk, uk,)
< 2dplluF (-, 8 llalluk (L, E)ll2 — 20wk (., )11
d2
< —29||u’“(-,t)l|§ +2|[us (L )3 — 2lluE(, 8113

d3
= 2l

21
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entonces
dg
2

S0 < D, )13

Integrandode O at < T

I 01 = O < B [t o)l
es decir 2 [
It 1 < Tl + 2 [ ol

por Gronwall

2 d3
llu* (., 1)113 < lluoli3e® < lluollze ™ = Mg = Mg (Jluol))
por tanto
[u*(., )2 < Mo.

Asi queda probado el lema para j = 0.
Ahora probemos para j = 1.

Sabemos que uf = —A(uF)uf + uf, = —A(uF1)uk + uk, entonces
i = o =~y + o,
Luego,
1d
A kal) = ()

= (uf, —(A*)ub)s +uf)

= —(uf, (A(FD)ub)y) + (ub, uf)

< (ub, A(uFN)ub) — [lub(, 1)z
< luk, A Yab)] - (b )12
< dolluk () llluB ()l — llub (., 8113

dz
< -f-IIU’f(-,t)Ilﬁ + lus (05 — llug (- )13

Entonces L d P
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integrandode 0 a t < T.

dZ t
R — (02 < 2 / k(.7 |3dr
esto es,
B[ e
I8 < uonl+ 2 [ k(e

Por gronwall

2
4
2

| 2
(L 15 < Nluorllfe? < Jluorllze®™ = My = My(Jlucillz), 0<i<1.

por tanro
lui (- )17 < M

Asi probamos para el caso j = 1.
Antes de aplicar el método de induccién veamos para j = 2.

uk = — AW )b b
ufy = —(AWF " )ub)s + uf
entonces
1d
Ea(u'g,u’g) = (ul2c7u,2Ct)

= (uf, —(A(uF"Yub)y +uf)

= —(uf, (A )ub)g) + (ub, uf)

< (ub, (A@FNub)r) — b, 012
Observacién 1. .

(A "Yub) = Al + A b

Luego

1d - - _ |
53;(“’5,“'5) < (b, AQuF )b + A (WF el k) — k()12

= (uh, A(uFYub) + (ub, A (uF )b ub) — [lub (L )13
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Observacion 2. .

A1)k )3 = / 1Ak (z, )| Pd
< / JAES )Pl (e, 2) | Pde

1
< & [ I t)Pas
0

= dj|lus(., )13
entonces || A(uF1)uk|l, = dollut(, 1)|2

VA ()3 = / A () (z, b (a, ) P
< [ 1RGP @ 0Pl @ OlPds
0
- /nu o, t) Pl (a2, )| Pda

< Bt / = (z, ) Pde

= dilluf(, %M )13

sabemos que

lluf (- )l1ze < 2(lHufa (S OIZ + llus (1113

entonces
A (b k3 < 2d|ub G I3 UlECLE)IB + b (L 1))

= 2d}luy ™ (L O3S (L )13 + 23 ey~ () 3k (., ) 113
por hipodtesis

A" ()b~ k|2 < 22 ME + 2d2 M2 |ul(., )2
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también sabemos que
Vat+b<va+ Vb abeZt
lo que implica que

A" (b1, < V2di M2 + V2dy M f|ub () lo.

Luego
%%IIUSII% < 5 Gl At bl + ()oY (uh b~ uf s — (le(, )13
= dollub(., O)llalluf (., Dll2 + (V2L MT + V2 Ma||u§ (., 1) 2|45 (., ) o
=Jlus(, I3
= (do + V24 My)||[u5(., ) lallek (-, )2 + V2 ME || (., )l — (., )3

= elluf (., )ll2llul(, )ll2 + Fllu§(, )ll2 — llug(, I3

IA

e? 1 1 1
OB + SISO+ 217+ S5 — I3

Asi p
a;llugllg < eXllus (., )3 + f2,

Integrandode 0 at < T,

k()12 — Wb, O)I2 < FT + €2 / & (., 7) | 2dr,

esto es .
llu (., )13 < (lluozll3 + fT) + € /O lluz (., 7)lI3dr,
Por Gronwall
a5 (> )13 < (luoal3+5T)e™ < (fuoall+FT)e™™” = CF = C3(l[uoill2); 0<i<2,
entonces

lug (. t)ll2 < Co

25



Ahora veamos para j = 3
= —zzlv(uk'l)uic + u¥

ufy = —(A(u* )ug)s + ug
entonces

5&?(u§’u§) = (ul?f’u’?ft)
= (uf, —(A@WrF k) + ub)
= —(uf, (A" )uk)s) + (uf, uf)

= (uf, (AW )ub)2) = uf (., )11

Observacién 3.

d
. E;(u'g,ui) = (uf,ul) + (uf,ul) entonces
(ug, ug) = (u3,u4) (AT
como (uf,uf) = —(uk, uk), entonces (uk,uf) =0
luego
(5, ug) = ~llug (. 113

o (A(ub~1)uk); = A(ub-1)uk + A (uk- 1)u'lC Luk.
(A Nub), = (Aol + Ay ub)
= A@FDuk + A (W ub b 4+ A (b )bk A (el

4+ A" (uk— V)b~ tyk-1qk

- A’(uk—l)ulg+2Z/(uk—1)ullc—1ul§+21(uk—l k—1 k—{-—A”(uk 1)uk 1

a
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Entonces

H

2dt” us(, t)l3 (uf, A(uF—1)uk + 24" (ub=1)ub 1k + A (ub-1)ub~lub+

+A ()b b ) — (e, 1)13)
= (uf, AQh)ub) + 2(uf, A'(wF)uf T b) + (uf, A/ () uf)+

+(uf, A" (@Y g ) - b 8)11)

Observacién 4. .

1 o~
W e /0 1A (e 2

IA

/0 A (L) b 8 b e, 8P

< & / = (2, 8) Pl ) 2

IA

Bl DI / bz, )| de

I

Blui™ ()2 lus . O3

2d3|us (-, N3~ ()13 + lui ™, O3)

IA

Entonces
Au* b~ k)l < C
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VA (Y k| = / A (Y kP
< / 1A ) Pl )Pl 8) P
< & / ™ (a, OIP el (z, )P

< Bl / e (2, ) de

= dilufC, Ol% s~ )13

< 2dflluz ™ ( OIBUEC, O3 + (L O13)

entonces _
1A @Ak, < §
1
VA Ny kb2 = / A @Ay b b P
! 1 2 k 2
< & / 1z, &) 2l (e, Pl (o, ) |Pde
0
! k
< B4 / ik (z, £)|2de
= Bl O G 812
< 28t )RR G DI + I L IR
Ast

14" (Mt e < ©
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Luego
%ggllu’g(-,t)lli < G0l AGE)uk s + 2luk ()2l A7 (61 )bk o+
+lluk(., t)“z”A'(Uk DS uk|lo+

+lub () llall A" (et~ b bl — b ()13

< Aol Dl Oll + 28 Ol + T+
+Oluk(, )l ~ Ik, £)13

= ol Ol Dll + (28 + C + EllC Dl — (., 13

< B+ Dt on + CEEEL L L -
(. B

43 2, (ZC+C+§)2

= By g+ 29FE

entonces d
=S, I3 < dBllu (., )13 + g2

integrandode 0 a t < T

lus (., 13 — lus(, O3 < ¢°T +df /Ot luz (., T)lizdr,
esto es .
lus (., )12 < (luosliz + g°T) + dﬁfo lus (., )li3dr,
Por Gronwall
O < (luosl3+a*T)e™t = (luos|l3+9°T)e®” = M3 = M (fluoill>), 0< i < 3.

por tanto
lus (., )lls < Ms
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Supongamos que el lema estd probado para j — 1. Es decir

lub_ ()2 < Mj—y, en 0Zt<T.

Entonces B
uf = —A(uF )k + ub
uf, = — (ANl +ub
—i?ii(uj,uj = (ub,uf)

= (uf, —(A@WF)uk); + uj10)
= ( , (A ( i 1)“1) )+( J+2)

(ub s (AFYub)s 1) + llubin (D113

Observacion 5.
(AP uf)y = AW )b + A (uFuf~ub
(A( k— l)ullc)z__ ( k— 1)U3+2AI( ) k-1 k+A/(uk l)uk 1 k+A//( )ullc 1u'f lu’f

En general

(A by = AW N)ub + @
Se sigue de (12), la desigualdad

5 (5 )% < 2(llufa G OIE + 15 (1)

y por la hipdtesis inductiva.

1Q5ll: < C;

Por tanto

Sl GO = (e, A1) + Q) — ks ()13

(ufy, A1) + (b, Q) — llubia ()13

< dolluf (-, )llalleka (Ol + Cilluya ()2 — [l (- 2)113
g & 2 % 2 k
< S lluiollz + |I uia (013 + 3 +3 |Iuj+1( Bl = llugsa (5 I3
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entonces -
1d
2dt
integrandode 0 at < T

2

i %
It 18 < Dk, O + -

t
[ 82 — [l (., 0) |2 < TC + B / (., 7) 2,

asi
t
b (a3 < (luoill +TCZ) + dﬁfo [[ub (., T)lI3dr,

por gronwall
ot 2 et 2 . .
luf (D113 < (luos I3+TCHe®" < (luos|l3+TCHe” = M3 = My(luoillz), 0<i < 5.

Por tanto
luf (., t)ll2 < M;

a
Tenemos una estimativa en norma L?, para todas las derivadas espaciales de
la sucesién (u*)reny en 0 <t < T. (T =T(|loll2))
Sabemos que:

125 (5 2 < Nus G ON3 + 205 (, Ozl (O 112

entonces las funciones uf (z,t) son también acotadas en norma méximo, luego
por la ecuacién

uy = ~ A(uF b b
las derivadas con respecto a la variable temporal son también acotadas. Por

tanto:
8p+q

| OzPota
donde C(p, q) es independiente de k.

U ()]|oo; 0<tLT.

5.1.2 Segundo Paso: Existencia local de
soluciones de (13).

Consideremos los sistemas (14). Sea



v = (uk+1__ut
- ( k)uk+1+uk+l+A( )uk_uk

= Z(uk‘l)ufc — A(uF)uftt okt —

T

~

= A(ubVub — A(F b+ Akt — A(uF)ukt 4 v,
= Ak — uk) + (A =AM + v
= AW, + (A@WFY) — A(F))ubt + o,
L2 0,000) = @.0,u(,0)
= (v, 1), ~A@ ), + (A(uF) — AW*))ul™ + va)
=~ A, + (v, (AwF) = A@Wh)ub™) + (v, v70)

< | = (o, AW ws)] + (v, (A@FY) = A@W))uf )] + (9, vea)-

Por la limitacion global y desigualdad de valor medio, tenemos
IA@*™) — A@h)|| < daffu*™ — u¥|| = dufju]

Observacion 6.

(v, (A1) - A@b)ut+)) = | / () — Aub))uk ) da|
< [ 1A - At
< / ol A2 — A)| o+ | de

< fuE / ol A@) - A(ub)||da
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IN

1
mwﬁwwzuuwmm

1 1
< mwﬁwa/uwmmulnmmw%
0

< difluzt( Dlleolv (s Dlizllw(, Dl

Luego

OMCE < dolloCtd ol Bl + ¥ ()l ) o, )z — e 2B

%Ilv(-,t)llg + [[va (s )15 + Callo( t)llallw(, Oz — llva (., )13

IA

d(z) 2 1~2 2 1 2
2 DIE + 580 )1 + 5w, )13

IA

1

= (d—g+—52)llv( t)||2+ll|w( )i
4 2 N2 g A T2

=~ 1 2
= Cllv(, 0|3+ gllw(-,t)llz
entonces

(0113 < 20 ) + ., I3

Por lema de Gronwall tenemos:
~ i
lo(, )13 < e“{llv(., 0|3 +/0 lw(,,7)|3d7}, 0<t<T.

Observacién 7.

v(z,0) = u**(z,0) — u¥(z,0)
= ug(z) — ug(x)
= 0

entonces ||v(,,0)|| = 0 O

33



por tanto
ol < o [ o m)lEar, 0<t<T.
Esto es,
420 IR < o [ al(or) — o lBdn, 0SES T,
0
es decir
(., t) — uf (., 1)|12 < C’/Ot lu®(.,7) —u* (., 7)|3dr, 0<t<T,

donde C independe de k. Asi por el lema de Picard tenemos que, {u™(.,t) }nen
es una sucesién de Cauchy en L2. Como L? es completo entonces Ju(.,t) € L2
Como

q
k
R (z,1)]| < C(p,q), 0<t<T, 0<z<1

tal que C(p,q) independe de k. Entonces existe una subsucesién (k;) en de
(k)kenuqoy tal que k; — ooy

x,t

ap-i—q A 317—!—!1
OxPOote OxPOt?

u¥(z,t) —
en la norma méaximo. Por tanto por el teorema 10 u € C*°. Ademés

u(z,t), cuando k; = o0

lim (uf”1 + g(ukf)uﬁj“) = lim uft!
kj—o0 kj—o0
entonces _
u + A(u)uy = Uyy
Y ki+1
Ii i 0) =
S v (x,0) = uo(x)
entonces

u(z,0) = ug(x)

Por tanto u es una solucién local de (13). Acabamos de probar la existencia
de un tiempo 73 > 0 y una solucién de clase C* u = u(z,t) definido para
0<t<Ty. Como

lu(, To)ll2 < Co

Podemos usar la funcién z — u(z,Ti) como nuevo dato inicial y aplicar el
teorema de existencia local. La solucién empezando con el dato inicial u(., T7)
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existe en un intervalo de tiempo 0 <t < T,. Poniendo las dos soluciojuntos
tenemos una solucién u de 13) definida para 0 < t < T +T5. El puimportante
es que las estimativas

lu(,,t)lla < Co, para 0<t<TI 4+ T,

implica que
lu(., Ty +T2)ll2 < Co

con algin constante Cy como antes.Asf usando el teorema de existencia local
podemos hacer extender la solucién para un intervalo de tiempo grande T
Esto muestra el teorema de existencia global de 13).Luego por la continui-
dad, la solucién u = u(z,t) de 13) estd en Uy para algiin intervalo 0 <t < T
Aqui u = u(z, t) resuelve el sistema (9)-(10).

5.1.3 Tercer Paso: Unicidad de solucio-
nes de (9).
Sean u, v dos soluciones, entonces

Uy + AW ug = Uy

vy + A(0)vy = Ugg
U — Uy + A(u)uy — A(W)Up = Upy — Vgg
si w = u — v, entonces
wy + A(w)uy — A(V)U; = Wey (15)
Alu)u, — A)v, = A(u)u, — Alu)v, + A(u)v, — A(v)v,
= A(w)ws + (A(u) — A(v))v,

notemos que
[A(u) = A(v)] = |A(u — v)| = |A(w)| < |A]lw| < Ciluwl.

|A(u) — A(v)| < Cylw

luego de (15) tenemos
wy + Aw)w; + (Alw) — A(W)) vy = Wy
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entonces
wy = —A(uw)wy + A(—w)vy; + Wy

por tanto
——(w,w) = (w,w)
= (w, —A(w)wy — A(W)Vs + Wez)

= —(w, (Ww) + (w, A(—w)v,) + (W, Wyy)
Observacion 8.

E_x_(w>w$) = (wm,w:c) + (wawx:c)
(0, wsz) = - (w,w5) — [Ja )2
W, W) = dz y Wg z\ ) 2

como (wg,w) = (w,w,), entonces (wy, w) = 0, luego

(W, wsz) = —[lwa(, I3

Asi

1d 2
SEww) = —(w, Awu) + (0, A(w)u) = w3
= —(w, A(w)ws) + Cillw(, )3 lvslleo — lwa(., 1)II3

= Coflw(, )ll2llwa(., )2 + Crllvalloollw (., OIIF = llws (., )13

IA

%Hw(-,t)!lz(\/illwz(-,f)llz) + Cillvslloollw(, I — llwa (-, B)I13

2

C
NGOl + w1 + Cllvelloollw( 15 = llwa (- O3

IA

2

C.
= (- + Cillvalleo) w3

= Gillu(, 1)l

por tanto

=l DI < 2Callw(, 1)1}
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integrando de 0 t < Ty teniendo en cuenta que w(z,0) =0

(B2 = (., )| < 2Cs / (., ) 12ds

t
w1 <20 [ fo(. 9)lfds
por Gronwall, tenemos
lw(.,t)||? < 0e*°®*; para todo t € [0,7],
entonces
w(z,t) = 0; paratodo t € [0,T], paratodo 0 <z <1,

por tanto
u(z,t) = v(z,t).

Asi demostramos el teorema 2.

5.2 Teorema de Existencia Global.

Teorema 14 (Existencia Global). Supongamos que |A(u)| < K3(1+ |u|) y
que la solucidn u = u(z,t) de (9)-(10) estd definida para 0 <t <T < o0 e
satisfaciendo

lu(.,t)]l2 < Ka; para todo 0<t<T,

¢
/ llug(., 7)||3dT < K3; para todo 0 <t <T.
0

Fnonces

sup ||u(,t)lm v asi sup |Ju(-,t)|oo
0<t<T 0<t<T
son finitos; Asi u = u(z,t) puede ser extendida para todo t > 0, Ademds
lu(, Ol < Kyg; 0<t<T
donde K4 solo depende de Ky, Ky, K3 y ||u(.,0)||m,, pero no depende de T.

Prueba del teorema 7.
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QObservacién 9.
up = —A(u)ug + Uge

Uty = _(A(u)uz);c + Upgy

Ld

thnuw(vt)”g = (uw7u$t)

= —(u$7 (A(u)u:c)cc) + (uza uxa}w)
Observacién 10.
d

dz

d
(umau.’tmx) = 'd}‘(umauxa:) - ”umx(vt)”%

pero
(ua:; urz:a:) = "'(uz:uux)
entonces
(Ug, Uzz) = 0.
Luego
1d 2 5
'Q*Ei”ux(’t)nz = (U, (A('U')Ua:)w) - llum(:t)uz

= (Uge, —(A(u)uy) — ”um(vt)“%

< KU ) o) el = O
e 08 I A
< S Ol sl
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Observacion 11.
20b < a® + b?

Sabemos que

Il 1136 < 2llul Ollallus(, )2 + llul, 12

luego
1d 2 K7 2 2
szl Ol < =+ 2l llllus (s )ll2 + llul, 1) s, Dl
K? 2 g2 s, K3 2 2
5 M (5 B)llz + Kl Ollallus (1)l + 5~ lluls Dllallua(, O3
K 2 2 s Ko 2
< Sl O + KEKallua(, 011 + S K llua ., )13
K? 2 2 2 3
< 514+ K llua(, )12 + K7 Kallua(., D)2

2

Asi tenemos que

d
a;lluz(-,t)llg < 20 |ug (- )13 + 2Blua(., D)3
donde
K12 2 2
a = 3—(1 —+ K2)7 ,B = K1K2
sca

y(t) = lua(,8)ll2; 0<t<T

entonces mostramos que

L(Ziiyz(t) = 2y(t)y'(t) < 2007(t) + 264°(0).

Si y(t) = 0 entonces u,(z,t) = 0, lo que implica que u(z,t) = u(t) por
tanto la. conclusién se cumple.

Si y(t) # 0 entonces
y'(t) < oy(t) + By* (D) (16)

39



Para acotar y(t), fijemos un tiempo 0 <t < T con y(¢) > 1.

Caso 1: Si existe tg < t con y(tg) = 1. Sea Ty el méximo de los ¢y, entonces
y(7) > 1 para Ty < 7 < t integrando de Ty a t < T en (16) obtenems que

y(t) — y(To) < (@ + ) [T y(r)dr

por tanto
y(@) <1+ (a+B)Ks

Caso 2: Para 0 < 7 < t, tenemos que y(7) > 1. Integrando de 0 a ¢, en
(16) tenemos que

y(t) <y(0) + (a + B) K3

por tanto
lug(, )]s < Ks; VO<t<T

como u(.,t), us(.,t) € L? entonces u{.,t) € H' y

(s Ol = llul, O3 + lua(, I3

entonces
lu( t)m < Kiy VO<t<T
luego
sup u(.,t)llm < Ki

0<t<T
Sabemos que:

(. )1 = guix Ju(z, )
y , .

lu(, % < fluC, O3 + 2)ul., Ollzlua(., )l

entonces
luego

sup [[u(., t)]leo < Ko
0<t<T
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7. Discusion

El método empleado en este trabajo puede ser dirigido y aplicado en di-
versas aplicaciones.

Una de las motivaciones para el estudio de este problema es la aplicacién
de los resultado en las ecuaciones de la dindmica de los gases.

De acuerdo a Smoller [14], para obtener soluciones globales de una cierta
clase de problemas parabdlicos no lineales, la hipdtesis natural es suponer que
el sistema admite regiones acotados invariantes, esto es, regiones acotados Y
en el espacio de fase, con la propiedad de que si el dato inicial estd en )
entonces la solucién permanece siempre en Y .. As{ > impone una acotacién
a priori en la norma del supremo de la solucién, lo que permitirda que las
soluciones locales sean extendidas para todo t > 0. En general, esta técnica
no se aplica para las ecuaciones de la dindmica de los gases con términos
disipativos de viscosidad y conductividad térmica, pues puede existir regio-
nes invariantes para estas ecuaciones y estas regiones son generalmente no
acotadas, y asi no podemos concluir que las soluciones locales sean acotadas
apriori.

Este trabajo es un caso del trabajo desarrollado en [15] Existencia de So-
luciones Regulares Periddicas para una Clase de Sistemas Parabdlicos no
Lineales. Informe Final de investigacién. Resolucién de consejo de facultad
N° 089-2011-CF-FCNM. Resolucién Vicerrectoral N° 090-2011-VRI. 2011.
Un resultado interesante seria aplicar las técnicas desarrolladas en este tra-
bajo para demostrar la existencia global de soluciones para problemas de
valores iniciales con flujo multifasico en medios porosos. En esta direccién,
para un problema de valor inicial particular fue probado por J. C. da Mota:
en su tesis de doctorado ”solucoes Fundamentais para Escoamentos Térmico
de Fluidos Multi “dsicos em Meios Porosos. PUC-RJ. 1988”1a existencia local
de soluciones, mas la existencia global aiin no ha sido probada.
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9. Apéndice

Para teoremas de existencia local no hay ninguna diferencia esencial entre
ecuaciones lineales y no lineales. Sin embargo el teorema de existencia global
requiere acotaciones globales. Un tal resultado para sistemas parabélicos se
da en el teorema 14. Otros resultados se pueden encontrar en Smoller [14]
y en Ladyzhenskaya, Solonnikov, y Uralceva [11]. Se sabe poco para el caso
no viscoso ¢ = 0. No podemos esperar la existencia global. Las soluciones
clasicas dejan de existir més alla de un cierto tiempo T > 0, véase [16], [17].
Si podemos escribir las ecuaciones en forma de conservacion

ur+ (9(w)e =0, (9(u))e = A(w)u,

entonces se puede introducir de nuevo las soluciones débiles. Una funcién (no
necesariamente suave) v es una solucién débil si

/oo /+w(¢tv + ¢og(v))dxdt + " &(z,0)v(z,0)dz =0
0 —00 — )

oo

Para todo ¢ € Cg§°. Las soluciones débiles no son unicos. En [18] introdujeron
condiciones de entropia de los sistemas. En [19] se demostré que siempre hay
una solucién débil global que satisface estas condiciones de entropia, propor-
cionando los datos iniciales suficientemente cerca a un vector constante. Sin
embargo, no se sabe si la solucién es unica. Para los resultados posteriores
nos referimos a [20] y [21]. Un ejemplo importante es el sistema de las leyes
de conservacién de la dindmica de gases:

p+ (pu)z =0
(pu)e + (pu? +p)z =0

1
(pE): + [pBu+pul, =0, E=e+ §u2-

Donde p, u, p, e denota la densidad, velocidad, presion, y la energfa inter-
na, respectivamente. También, una ecuacién de estado que relaciona e, p,p
tiene que ser especificado. Muchas personas han estudiado estas ecuaciones
en los tltimos 150 afios, utilizando menos maquinaria matematica. ver [22],
[23], ¥ [24]. Poco se sabe sobre el comportamiento de las soluciones de (9)
cuando € — 0. Sin embargo, Gilbarg (1951) [25] demostré que las ecuaciones
de la dindmica de los gases viscosos permiten ondas viajeras que convergen
para € — 0 a una solucién débil de la ecuacién limite. Para otros resultados
referimos a Smoller (1983) [14].

44



10. Anexo

Lema 15. (Lema de Gronwall) Sea y € C*([0,T]), v € C([0,T]) satisfa-
ciendo
y <ey(t)+9(), 0<t<T

para algin ¢ > 0. Entonces

t
) < efu0)+ [ Wi}, 0<e<T
0
Demostracion. Para la funcién z(t) = e™“y(t) se cumple que
2(t) = —ce™y(t) + ey (t) < e Y(t)
Integrando obtenemos
1
2(0)=20) < [ W(rlar
0

ahora consideremos
y(t) = e*2(t)

entonces

) < e(e0) + [ Wwinlar) < w0)+ [ winlar)

(W]

Lema 16. (Lema de Picard) Sea n*(t), k= 0,1, -- denota una sucesién de
funciones continuas no negativas los cuales cumplen las desigualdades

¢
77’“+1(t) < a+b/ nk(T)dT, 0<t<LT,
0

con a,b constantes no negativas. Entonces

X k-1 b bktk 0
t) < —— ma
M) <)+ max nl(r),
v=0
para 0 <t<T yk=0,1,---. En particular la sucesion n*(t), 0 <t < T, es
uniformemente acotado. Si a = 0, entonces la sucesién converge uniforme-
mente para cero.
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Demostracion. La Demostracién lo haremos por induccién. Para k = 0, la
estimativa es cierto. Supongamos que la estimativa es valida para el indice
k. Entonces probaremos para el indice k£ + 1. Sabemos por hidtesis que

t
10 Satd [ ot
0

entonces

ViV k1k
k+1(t)<a+b/ th bt 77(7‘)

K <r<t
—0 k! 0 T
Integrando tenemos que

butu bk+1tk+1

k-l—l < 0
de aqui tenemos que
¥ bk+1tk+1
k1) < 0
T < a2 Tt Gy ()

]

Sea (Um)men © C(T X (0,00)) una sucesién de funciones. Para todo
entero no negativo p, ¢, existe una constante C(p, q) independiente de m tal

que
Gp+a

R R

Teorema 17. Eziste una funcion v € C*, y una sucesidn m; — 0o con
. opte gr+a

| garra s (% Y) ~ poan

Es decir existe una subsucesion de u., convergiendo junto con todas sus de-
rivadas en C(T x (0, 00)).

t)] < Clp,q)

u(z,t)] = 0 cuando m; — oo.

Demostracion. Por el Teorema Arzela-Ascoli existe una una funcién w con-
tinua y una sucesién m = m; — 0o con

[Um — Uloo = 0, cuando m =m; — oo
Ahora aplicando el resultado Arzela-Ascoli a la sucesién

Oy,

Ox
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y obtenemos la existencia de una funcién continua v y una sucesién jx — oo
con

desde que
® Oum (T, 1)
m 7t W O,t == ——-———-—-——-d
U (2, t) — um (0, 1) /0 9z T

llegamos a la conclusién de que para m = m;, — o0,

u(z,t) — u(0,t) = /: v(r,t)dr

Por lo tanto u es diferenciable en z y

ou _
or

v

Mostramos que

Oy,
Oz
Es decir tenemos la convergencia cuando m; — oo no sélo para la subsucesién

m;,. Este se desprende de un argumento general que se formula para una
sucesién de nimeros reales. La generalizacién a una sucesion de funciones es

ou
— —a—xloo — 0, cuando m =m; = o0

. ;. . . Oum,; .
sencillo. Dado que todos los limites posibles de subsucesiones de — - es igual
a % obtenemos el resultado. Claramente la existencia de %“t‘ y la convergencia

ou ou
-6—:—51‘”_)0’ cuando m = m; — 0o

se sigue de la misma manera. También, podemos aplicar los argumentos an-
um,;
. . . .1 @ . s
teriores para —_* y diferenciabilidad de J por induccién. O
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