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RESUMEN

Las ideas de Geometria Riemanniana fueron iniciados por G. Riemann un
10 de junio de 1854, por medio de su investigacion titulada: Sobre las
hipotesis que estan en los fundamentos de la geometria. En esta sesion
afirma que toda coleccion continua de fendmenos puede ser considerado
como espacio. Esto inici6 la geometria Riemanniana, siendo mas
especifico, este topico consiste en el estudio de variedades diferenciables,
donde si a estas, se les introduce una forma particular de medir sus
longitudes de curvas, estariamos hablando de variedades Riemannianas,
en esta seccion se abordan ramas de la matematica, como el analisis,
topologia, algebra y geometria, esto depende del estudio del problema. Es
por ello que, este capitulo presenta las ideas fundamentales que se
aplicaran a o largo de esta tesis, tales como: variedades diferenciables y
los espacios tangentes a estas variedades, ademas, se definird la métrica
Riemanniana, geodésica, curvatura, gradiente y Hessiano de funciones o
matriz Hessiana de una funcién en una variedad Riemanniana. Respecto a
la métrica, se denotara una clase de métricas Riemannianas diagonales,
estas nos ayudaran a obtener interesantes propiedades con la finalidad de
obtener nuevos algoritmos en optimizacién, debido a que, en una variedad
Riemanniana se puede derivar un campo vectorial tangente a lo largo de
una curva, la cual se llamara derivada covariante a lo largo de curvas que
dependen de la métrica. Se formalizara dichos resultados en las siguientes

secciones.
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ABSTRACT

The ideas of Riemannian Geometry were initiated by G. Riemann on June
10, 1854, through his research entitled: On the hypotheses that are in the
foundations of geometry. In this session he states that every continuous
collection of phenomena can be considered as space. This initiated
Riemannian geometry, more specifically, this topic consists of the study of
differentiable varieties, where if a particular way of measuring their curve
lengths is introduced to these, we would be talking about Riemannian
varieties, in this section branches of mathematics are addressed, such as
analysis, topology, algebra and geometry, this depends on the study of the
problem. That is why, this chapter presents the fundamental ideas that will
be applied throughout this thesis, such as: differentiable varieties and the
tangent spaces to these varieties, in addition, the Riemannian metric,
geodesic, curvature, gradient and Hessian of functions or Hessian matrix of
a function on a Riemannian manifold will be defined. Regarding the metric,
we will denote a class of diagonal Riemannian metrics. These will help us
obtain interesting properties for the purpose of obtaining new optimization
algorithms. This is because, on a Riemannian manifold, a tangent vector
field can be derived along a curve. This derivative will be called a covariant
derivative along curves that depend on the metric. These results will be

formalized in the following sections.
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INTRODUCCION

La geometria de Riemann fue aplicada por Einstein en 1915, en su teoria
de gravitacion universal, la cual origind las diferentes aplicaciones de esta
geometria en diferentes campos de la ciencia, las cuales son muy
estudiadas en estos tiempos, sobre todo en el campo de la Optimizacion
matematica. El estudio de la geometria Riemanniana con la optimizacion
se origina en el afio 1972, con los estudios realizados por Luemberguer,
donde aplica el método de menos el gradiente geodésico, obtiene la

convergencia del método gradiente para el siguiente modelo:
Min f(x),x € R"*
s.a. h(x)=0
Donde f:R-> R™ h:R - R, n>m

Estas investigaciones fueron continuadas por Gabay en el afio 1982, donde
estudia el método del gradiente reducido, generalizando el método de
Cuasi- Newton, obteniendo la convergencia superlineal. EI método de
gradiente 0 maximo descenso, estudiado por Cauchy en 1847, es uno de
los métodos mas conocidos para resolver problemas de optimizacion con
funciones objetivos continuamente diferenciables. Sin embargo, para
funciones arbitrarias, la convergencia no es muy fuerte ya que es global.
Ahora cuando la funcion objetivo es convexa se tiene convergencia global
y local a su vez, porque asumiendo solamente que el conjunto de
soluciones dptimas es no vacio, el método del Gradiente con busqueda de
Armijo y con una regularizacion proximal converge a un punto 6ptimo. Este
método en variedades Riemannianas, considerando un problema de
optimizaciéon con funcion objetivo-arbitraria, fue estudiado por Udriste,
Smith y Rapcsak, obteniendo los mismos resultados clasicos de

convergencia. Para el caso convexo en estas variedades con curvatura

Xiii



seccional no negativa, la convergencia global usando la regla de busqueda
de Armijo, pasos fijos y una regularizacién proximal, fue generalizada por
Da Cruz Neto y para funciones cuasiconvexas solamente en espacios
euclidianos, por Kiwiel y Murty. La dificultad que encontramos es conseguir
expresiones geodésicas y precisamente hace casi imposible encontrar el
siguiente punto iterativo de acuerdo con el método, razon por la cual, las
retracciones sobre variedades Riemanniana son la alternativa para
encontrar el optimo siguiendo el método del gradiente, visto en P. Absil.
Hasta el momento no ha sido posible la minimizacion de funciones cuasi
convexas usando retracciones en el método del Gradiente sobre
herramientas de variedades Riemanniana. De acuerdo con la literatura
revisada solamente se logrado la minimizacion de funciones cuasiconvexas

usando el método del gradiente a través de geodésicas.
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. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de larealidad problemética

En la actualidad, existen muchos problemas en las ciencias e ingenieria
orientados a optimizar recursos, en un sentido previamente establecido
(maximizar o minimizar), esta situacion se puede representar mediante
modelos matematicos clasificados en: teoria de control, la demanda, de
economia, de aproximacion y otros problemas que son modelados por
ecuaciones matematicas, cuya soluciébn se enmarca en el area de la
optimizacién matematica, ésta a su vez, utiliza distintas metodologias de
aproximacion en cuanto a su solucion que, de acuerdo a las caracteristicas
del modelo, el investigador elige un método apropiado para resolverlo.

Estamos interesados en estudiar el siguiente problema:
Min f(x),x € M

Donde M es una variedad Riemanniana y f una funcion definida sobre M.
aqui podremos analizar cual es su comportamiento mediante la

convergencia del algoritmo del Gradiente.

El problema presentado, pertenece al campo de las ciencias bésicas
aplicadas al area de optimizacién matematica; en particular la optimizacion
matematica expuestos sobre variedades Riemanniana que surge como una
extension natural de la teoria y métodos de optimizacion en espacios

euclidianos a espacios mas generales.

Una de las ventajas de usar herramientas de Geometria Riemanniana es
gue se puede construir problemas de optimizacién sin restricciones
considerando las propiedades intrinsecas de la propia variedad. Otra
ventaja es que, problemas de optimizacion con funciones objetivo no
convexo pasan a ser convexo usando apropiadamente la métrica

Riemanniana.
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1.2

1.2.1.

1.2.2.

1.3.

1.3.1.

1.3.2.

Formulacion del problema

Problema General

¢, Como minimizar funciones cuasiconvexas usando retracciones en
el método del Gradiente usado herramientas de geometria

Riemanniana?

Problemas especificos

¢, Como determinar la minimizacién de funciones cuasiconvexas para
obtener convergencia usando retracciones en el método del
Gradiente?

¢,Como usar las retracciones en el método del Gradiente para
minimizar funciones cuasiconvexas sobre variedades
Riemannianas?

¢El uso métricas Riemannianas especificas favorecera la
transformacion problemas de minimizacibn no convexos en

convexos?

Objetivo
Objetivo general

Demostrar la convergencia del método del Gradiente, para la
minimizaciobn de funciones cuasiconvexas usando retracciones

sobre herramientas de geometria Riemannianas.
Obijetivos Especificos

Obtener la minimizacion mediante la convergencia de funciones
cuas convexas usando retracciones en el método del Gradiente,
sobre herramientas de variedades Riemannianas.

Analizar las retracciones en el método del Gradiente para la
minimizacion  funciones cuasiconvexas sobre variedades

Riemannianas.

16



e Definir métricas Riemannianas especificas para transformar
problemas de minimizaciobn no convexos en convexos sobre

variedades Riemannianas.

1.4. Justificacion

En la presente investigacion se analizar en la busqueda de la convergencia
del método del gradiente, con lo cual se utilizardn aproximaciones en la
geodésica, a partir de las retracciones R, generando asi las sucesiones

X1 = Ry, (tni); donde n € T,, M, con la buUsqueda de Armijo sea
convergente en un punto, ndtese que T, M es un espacio tangente de la

variedad M en el punto x,, ademas t;, es una constante, n, es la direccion
de la gradiente. Este concepto de Optimizacién de funciones convexas
aplicando las variedades Riemannianas en general fue estudiado por
Udriste (1997). La convergencia que se plantea en la forma general del
método de minimizaciéon por el método de gradiente sobre funciones
cuasiconvexas usando la busqueda de Armijo, esta investigacion fue
realizada por Papa Q. et. al. (2008), sin embargo la metodologia fue
propuesta por Absil P.et al (2012), donde se comienza a buscar la
convergencia sobre estas variedades Riemannianas de curva no negativa,
de esta forma se logra garantizar un punto candidato para ser minimo en la

funcién cuasiconvexa.
1.5. Limitantes de la investigacion

1.5.1. Tebrico

La investigacion realizada en este trabajo busca, mediante la aplicacion de
la teoria y las definiciones basicas de geometria Riemanniana y
optimizacién, encontrar la convergencia de un método, la cual ayudara a
obtener el minimo valor aplicada a una funciéon cuasiconvexa. Esta
minimizacion sera de importancia para los estudiantes, docentes e

investigadores en general, debido a que se obtendra resultados que son
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mas generales de las existentes en la literatura de optimizacion
matematica, debido a que ya se conocen otros métodos para hallar la
minimizacion de funciones, lo que se busca con este trabajo es
optimizacién la accién y el trabajo para hallar dicho valor, a través de las

retracciones y la busqueda de Armijo.

1.5.2. Tecnoldgica

Los resultados de la generalizacion de la convergencia del algoritmo del
Gradiente contribuirdn a generar algoritmos sofisticados, los que, al ser
implementados computacionalmente, permitirdn aplicaciones tecnoldgicas

importantes y soporte computacional en el area de ciencias e ingenieria.

1.5.3. Econémico

El modelamiento del problema de minimizacion de funciones
cuasiconvexas permite reducir costos de implementacion computacional,

que conlleva al ahorro en tiempo y dinero.
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II. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1 Internacional

Gabay (1992) donde, del punto de vista de esta teoria, estudia el método
de gradiente reducido, generaliza los métodos de Cuasi-Newton
obteniendo convergencia superlineal. Gabay también hace un analisis
computacional mostrando que la teoria y la practica interrelacionadas
pueden dar buenos resultados. El método de maximo descenso o llamado
también método del Gradiente, estudiado por Cauchy en 1847, es uno de
los métodos mas antiguos y conocidos en la literatura para resolver
problemas de optimizacibn con funciones objetivo continuamente
diferenciables. Sin embargo, para una funcion arbitraria los resultados de
convergencia no son muy fuertes ya que la convergencia global, como
también la existencia de puntos de acumulacion no son garantizados.
Solamente podemos asegurar que cualquier punto de acumulacién, si
existe, es un punto critico del problema. La situacién es muy diferente
cuando la funcién objetivo es convexa, porque asumiendo solamente que
el conjunto de soluciones optimas es no vacio, el método del Gradiente con
busqueda de Armijo y con una regularizacién proximal converge a un punto
Optimo. Este método en variedades Riemannianas, considerando un
problema de optimizacion con funcién objetivo-arbitraria, fue estudiado por
Udriste, Smith y Rapcsak, obteniendo los mismos resultados clasicos de
convergencia. Para el caso convexo en estas variedades con curvatura
seccional no negativa, la convergencia global usando la regla de busqueda
de Armijo, pasos fijos y una regularizacién proximal, fue generalizada por
Da Cruz Neto y para funciones cuasiconvexas solamente en espacios

euclidianos, por Kiwiel y Murty. Esta tesis, esta orientada a extender los
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resultados de Kiwiel y Murty en variedades Riemannianas completas y con

curvatura seccional no negativa.

2.1.2 Nacional

Quispe (2008) en su investigacion titulada “El método de maximo descenso
para funciones cuasiconvexas en variedades Riemannianas”, donde el
problema que se plante6 fue de obtener la minimizacion en funciones cuasi
convexas, donde por medio de propiedades de geométricas y geodésicas,
y aplicando el método de méaximo descenso se hallard la convergencia
usando la regla generalizada de busqueda de Armijo. EI método que se
aplicé constituye en el inductivo — deductivo. Los resultados de esta
investigacion es que se prueba que la sucesion generada por el método,
usando la regla de basqueda generalizada de Armijo, converge a un punto
critico de la funcién, mostrando la importancia del uso de métricas
diagonales que faciliten el analisis de un problema de optimizacion en
variedades Riemannianas. Nuestro resultado extiende la convergencia del

método, del caso convexo para el caso cuasiconvexo.

Cruzado (2014) en su investigacion titulada “Método de maximo descenso
usando retracciones en variedades Riemannianas”, donde se plantea el
problema de optimizar funciones en una variedad Riemanniana, la cual
aplicara el método de maximo descenso con retracciones, para luego
resolver un problema de busqueda lineal, finalmente plantear el método en
MATLAB como aplicacion para algunos problemas particulares. El estudio
de la investigacion es de caracter teérico-aplicativo. En el desarrollo del
trabajo si se obtiene los resultados deseados, esto sera un nuevo aporte
cientifico, muy significativo en optimizacion en la busqueda de algoritmos
mas eficientes tanto tedrica como computacionalmente. El método de esta
investigacion es inductivo — deductivo, finalmente se concluye que
aplicando este método probamos que todos los puntos de acumulacion de
la sucesion de iteraciones generada por el algoritmo dado es un punto

critico de la funcién objetivo, siendo este hecho de suma importancia para
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analizar la convergencia, dicho resultado involucra al menor y al mayor
autovalor del Hessiano en un punto critico. Ademas, Aplic6 el método
desarrollado para minimizar el cociente de Rayleigh sobre la esfera unitaria
y también para minimizar la funcién de Brocket sobre la variedad de Stiefel

e implementamos sus respectivos algoritmos en MATLAB.

2.2 Bases tedricas

2.2.1 Bases epistémicas

Las bases epistemoldgicas que orientan esta investigacion se fundamentan
en los principios de la geometria euclidiana, establecidos por Euclides entre
los afios 325 a.C. y 265 a.C., considerada un pilar esencial en el desarrollo
del pensamiento cientifico occidental. Este modelo fue cuestionado
posteriormente por destacados matematicos como Bolyai, Gauss y
Lobachevski, quien desafié el quinto postulado euclidiano y propuso una
alternativa revolucionaria: la geometria hiperbdlica. Esta propuesta genero
un profundo impacto en la vision cientifica de la época al evidenciar que era
posible construir nuevas formas de entender el espacio. A partir de ese
momento, Lobachevski desarrollé formalmente la geometria hiperbdlica,
sustentandola con rigurosas demostraciones que consolidaron su validez
como una nueva forma de geometria. Mas adelante, el mateméatico aleman
Félix Klein, en 1870, reinterpretd esta geometria, demostrando que en ella
se cumplen todas las propiedades de la geometria euclidiana excepto el
quinto postulado. Esto permitié confirmar la existencia de geometrias no
euclidianas, como la hiperbdlica, la esférica, la eliptica y la geometria

diferencial.

En cuanto a la geometria eliptica, fue Bernhard Riemann (1826-1866)
qguien introdujo sus fundamentos. En este sistema, el plano se concibe
como la superficie de una esfera, donde un punto equivale a un par de
puntos diametralmente opuestos y las lineas rectas corresponden a

circulos maximos o geodésicas. Esta vision, conocida como geometria
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Riemanniana, resulta especialmente adecuada para describir fendbmenos
del mundo fisico. De hecho, la teoria de la relatividad adopta esta geometria
para explicar la métrica del universo, lo cual impulsé el avance de diversas
disciplinas cientificas e ingenierias a través del uso de la geometria

diferencial.

En tiempos recientes, una de las ramas que ha evolucionado sobre este
marco geomeétrico es la Optimizacion Matematica. Por ejemplo, Wen H.
(2013) en su tesis doctoral desarrolld6 modelos computacionales basados
en funciones generales —diferentes a las utilizadas en este estudio, que
emplea funciones cuasiconvexas—. También se destacan investigaciones
relacionadas como las de Baygorrea (2017), Papa et al. (2015), Da Cruz
Neto (2013) y Bento et al. (2013), realizadas principalmente en el noreste
de Brasil, especialmente en la Universidad Federal de Piaui, donde se ha
concentrado una importante produccion académica en torno a las

variedades Riemannianas.

2.2.2 Bases cientificas

El sustento tedrico de esta investigacion se centra, entre otros elementos,
en el analisis del problema a partir de modelos matematicos de caracter
abstracto. Estos seran examinados rigurosamente para posteriormente
estructurar una metodologia basada en procesos tanto deductivos como
inductivos, con el fin de obtener resultados clave que permitan resolver el
modelo planteado. El problema central gira en torno a la programacién no
lineal, y su objetivo es hallar soluciones 6ptimas en el contexto de funciones
cuasiconvexas. Este problema se aborda desde tres ejes fundamentales:
las variedades Riemannianas, la optimizacion continua y la implementacion
del método del gradiente. El estudio se desarrolla sobre el marco de las
variedades Riemannianas, con el objetivo de alcanzar criterios de
convergencia adecuados que faciliten la identificacion de Optimos. La

estrategia metodolégica se construye a partir del analisis del
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comportamiento de algoritmos aplicados previamente a problemas
similares, comparando factores como el tiempo de ejecucion y la eficiencia
en la localizacién de soluciones éptimas. A partir de este contraste, se
valida la hipétesis de convergencia del método del gradiente, hipotesis que
seran sometidas a verificacion y analisis riguroso para evaluar su

efectividad.

Para sustentar este trabajo, se ha elaborado un marco teorico solido que
se apoya en estudios y referencias cientificas reconocidas, en las cuales
se presentan resultados relevantes que sirvieron como base para la
formulacion de las hipétesis. Estos fundamentos conceptuales se

desarrollan y explican en las siguientes secciones.
Investigacion de operaciones

En el campo de la investigacibn de operaciones, se han desarrollado
modelos de programacién tanto lineal como no lineal. En la programacion
lineal, tanto las variables de decision como la funcién objetivo presentan
una estructura lineal. En cambio, en los modelos no lineales, las variables
de decision y/o la funcién objetivo o las restricciones se expresan mediante
funciones no lineales. Esta flexibilidad permite modelar situaciones en las
gue los supuestos de proporcionalidad no son aplicables, como en el caso

de economias o deseconomias de escala.

Dentro de este enfoque que se analizara en la investigacion, el método del
gradiente también conocido como método de Cauchy o método del
descenso mas pronunciado constituye un algoritmo especifico para la
resolucién de problemas de programacion no lineal sin restricciones. Se
clasifica como un método general de descenso en diversos espacios,
especialmente analizado en variedades Riemannianas, donde la busqueda
de soluciones o¢ptimas implica la resolucion secuencial de problemas

unidimensionales.
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Métodos computacionales

Los métodos computacionales se definen como técnicas numéricas que
permiten aproximar soluciones de forma eficiente. Estas herramientas son
estudiadas desde una perspectiva matematica para evaluar aspectos como
su precision, eficacia y aplicabilidad. Tal como se menciona en Burden
(2016), estos métodos permiten abordar una amplia variedad de problemas
provenientes de distintas disciplinas cientificas. Su implementacién se
realiza a través de software especializado como Maple, Fortran y Matlab,
siendo este Ultimo uno de los mas utilizados en el &mbito de la ingenieria
por su versatilidad y potencia en célculos numéricos complejos o en

diversas ramas.

2.3 Marco conceptual

Definicién 1. (Superficie Regular de R™) Un subconjunto S ¢ R™ es una
superficie regular de R™ de dimension k < n si para cada p € S existe una
vecindad V de p en R®, un subconjunto abierto U c R¥ y una aplicacion

sobreyectiva X: U — S NV tal que:
1. X es diferenciable en U

2. X es homeomorfismo, esto significa que si X es diferenciable si y

solo si, su inversa es continua.

3. Para todo qEU,qu:]R{""—>lR%” es inyectiva, donde dX, es la

diferencial de X en el punto q.

Para cada p € S, la aplicacion X:U — S nV es llamado parametrizacion de
S en p, o sistema de coordenadas locales en p. S NV es llamado vecindad

coordenada de p.

En forma particular, podemos realizar un grafico en R3, tomando S c R3;
un punto p € S, existe una vecindad V en R3 y una aplicacion X:U - SnV

de un subconjunto abierto U de R? sobre Sn V.
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Figura 1. Superficie Regular

\U/ ?LL. \ >-\j
kfzf’////zlﬁhﬁ)aSPUN)rlhhﬁﬁ
p &

Fuente: Elaboracion propia
Ejemplo 1. Se demostrara que la esfera en unidad es una superficie regular
s?2={(x,y,z) R, x? +y2 + 22 =1}

Primero verificaremos que la aplicacion x,: U ¢ R? - R3 dada por

x1(x,y) = (x,y,\/l - (x2+ yz)): (x,y) €U

Donde R? = {(x,y,z) ER3,z=0} y U ={(x,y) € R?,x? + y?> < 1} es una
parametrizacion de S?. Observe que x;(U) es la parte abierta de S? por

encima del plano XY.

Debido a que x?+y? <1, la funcién /1 — (x2 +y2) tiene derivadas
parciales continuas de todos los 6rdenes. Por ende, x;es diferenciable y

cumple la condicion 1.
La condicion 3 se verifica inmediatamente puesto que

a(x,y)

o(x,y) !

Para comprobar la condicion 2, se observa que x; es inyectiva y que x;*
es la restriccion de la proyeccion continua m(x,y,z) = (x,y) sobre el

conjunto x; (U), por lo tanto, x;* es continua en x; (U).
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Ahora recubriremos la esfera con parametrizaciones similares

x(y) = (xy,—1- 7 +39)
x5 (0,y) = (0,1 = (7 +22),2)
1, (0,y) = (x,—/1= (7 +22),2)
xs(0y) = (VI= 07 +79,9.2)

x6(x,y) = (/1= 02 +79),7,2)

Los cuales junto a x; recubren totalmente a S?, demostrando asi que S? es

una superficie regular.
Ejemplo 2. Sea p = {(x,y,2z) € R3,x =y} un plano y sea x:U c R? - R3
definida por

x(u,v) = (u+v,u+vuv)

Donde U = {(u,v) € R, u >v} donde x(U)c P, ademds x es una

parametrizacion de P, observe que x(U) es la parte abierta de P.

Se puede observar que x es diferenciable, por ello cumple la condicion 1.
La condicién 3 se da debido a que se cumple que la derivada parcial es
mayor a cero, como se puede observar

d0(x,2)
d(u,v)

=u—-v>0
Debido a esto podemos probar la condicién 2, ya que cumple el teorema
de la funcién inversa. Por lo tanto, x es un homeomorfismo.

Proposicién 1. Sea U un subconjunto abierto de R™ y F:U - R™ una
funcion diferenciable en U con valor regular a € R™, entonces F~1(a) es

superficie regular de dimensién n — m.

Demostracion: Sea p € f~1(4) denotamos asi los puntos y las contantes

definidas
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X = (xl’ ""xk); y = (yl’ ""ym); a= (al’ "'ram)
(X, y) = (xlr o X Y1 ""ym)
Se denota la funcién f asi f(x,y) = (f1(x,), ..., fm(x,¥)). Como a es valor

regular de f, se asume, reordenando los ejes si es necesario, donde la

derivada parcial se obtiene

0(fi, wves fin)

a(ylﬂ "'ﬂym) (p) ” 0

En p se define F: A c R® - R" por F(x,y) = (xl, v Xio f16 ), o, fin (x, y))

entonces:
1 ... 0 0 .. 0
0 .1 0 .0
det(dFp) = g—i g—i §—Q ;f; =§((£::§T;))¢O
O OUn Un  Um
axy T dx dy. T Oym

El teorema de la funcién inversa garantiza la existencia de conjuntos
abiertos de conjuntos abiertos U de p y V de f(p) tal que F:U -V es

difeomorfismo y sigue F~1:V - U es difeomorfismo y esta definido:

F7Y(xq, e, X tyy ooy b)) = (xl, s Xpr G (X, oo, Xpo ...,tm))

Donde (x,t) = (x4, ..., X, t1, ..., ty) €V y ademas se cumple que el punto

evaluado en g es

GOq, e, Xty ey b)) = (gl(x, t), o, Gm(x, t))

Se denota la funcion proyeccion de R™ sobre R¥ por m esto significa que

m(x,y) = x. Ahora cualquier punto (x,y) € f~1(a) n U tiene la forma
(6, y) =F 1o F(x,y) = F 1 (xy, oo, i, f(x, 7)) = F 1 (x,a) = (x,9(x,a))
Con x en el abierto (V) de R¥. Sea h(x) = g(x,a) entonces

@ nU ={(xh(x)):x € n(U) = graf(hn U)}
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Lo que muestra que f~1(a) N U es una carta local, por ser gréfica de la
funcion diferenciable, por lo tanto cualquier punto p € f~1(a) se puede

cubrir con una carta local.

Corolario 1. Sea U un subconjunto abierto de R" y f: U — R una funcion
diferenciable tal que (Vf)(x) # 0, para todo x € f~1(a). Entonces es una

superficie regular de la forma S = f~1(a).

Demostracion: Como se sabe que (Vf)(x) # 0 donde a es un valor regular,
luego por la Proposicion 1 se obtiene el corolario, esta proposicion nos
indica que si cumple las condiciones mencionadas sera una superficie

regular.

Podemos aplicar esta teoria en el campo de la optimizacibn matematica,

mostrando asi, una familia de superficies regulares en dicho campo.

Ejemplo 3. Consideremos los problemas de optimizacion lineal

(P) mincTx (D) maxb™A
s-a. Ax="»b s-a. ATA+s=c
x=0 s=0

Donde x,s,c € R™; 4,b € R™" y A € R™*" es de rango m < n. El problema

(P) es el primal y (D) es el dual.

1) Si S={x € R%,:Ax = b} es el conjunto de restricciones del problema
primal (P), definimos la funcién f:R%, - R™ donde F(x) = Ax — b,
tenemos que dFx = A para todo x € R%},, donde A es una matriz de
rango m. Aplicando la Proposicion 1 se tiene que F~1(0) =S es
superficie regular de dimensiéon n — m.

2) Si S={(4,s) eER"xR%,:ATA+ s = c} es el conjunto de restricciones

estrictas del problema dual (D), definimos la siguiente funcion

fiR" x R?, - R"
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Donde
F(As) = ATA+s = [AT]] [’;] —C

Tenemos que dF(4,s) = [ATI] con rango n, para todo (4,s) € R" x R%,,
por la Proposicion 1, tenemos que F~1(0) = S es una superficie regular

de dimension m.

Ejemplo 4. Consideremos un problema de programacion no lineal PNL de

la siguiente forma:
min f(x)
s-a. h(x)=0
x €U

Donde U es un abierto de R™, f:U - Ry h: U - R™ son funciones, Si h es
diferenciable y su J,(x) matriz jacobiana tiene rango m, el conjunto
{x € U;h(x) = 0} es superficie regular, tenemos en particular que
{x € R"; h(x) = 0}y {x € R™; h(x) = 0 y x > 0} son superficies regulares en

el espacio R™.

Podemos observar que la regularidad de la superficie no depende de la
parametrizacion, es decir, podemos usar otros parametros de la superficie
en el punto p € S, con sus propiedades diferenciables. Esto nos ayuda a
generalizar las definiciones de superficies regulares a variedades

diferenciables.

Teorema 1. (Cambio de pardmetro) Sea X—-S y Y-S dos

parametrizaciones de S en el punto p tales que:
W=XU)nYV)+0

La aplicacion Y~1 o X: X~1(W) - Y~1(W) es llamado cambio de parametro,
ademas es un difeomorfismo. Esto es que la funcion de la composicion
Y 1o X =h es diferenciable y tiene funcién inversa, h™! es también

diferenciable.
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Figura 2. Cambio de parametro

R X0

R Qh'-‘i\'; X o

Fuente: Elaboracion propia

Demostracion: Es una aplicacion del teorema de la funcién inversa. En
efecto h = Y= o X es un homeomorfismo, ya que esta compuesta de dos

homeomorfismos.
Sear e X"*(W)yq = h(r) si
(uq, ..., uy) €V S R%, (vy, ..., v,) ER?
Ademas, sea y(uq, ..., uy) = (vl(ul, ey U ),y wee, U (Uq, ...,uk)) definida como
una parametrizacion de S entonces la diferencial de Y en cualquier punto

de su dominio tiene rango k, por tanto, se puede asumir renombrando los

ejes si es necesario que,

0(vy, Uy oo, V)
a(ul,uZ, ,uk)

(@ #0

Se extiende y a la funcion F:V x R** — R" definida por:

F(uq, ooy Up, tiogqy oor bty ) = (01 (W), v, v (W), Vigy (W) + trgry oo, vy (w) + t5)
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Donde u = (uq, ..., u) € V,t; € R es claro que F es diferenciable y que la

restriccion F /V x {0} se obtiene

0v; 0v;

ou;  Ouy 0 .. 0

e v 0 .. 0

ou, g, A(vy, .., V)

detdF, = == # 0
q avk_,_l 617k+1 a(ul, ey uk) (q)

ou;, ~~ oduy, 1 .. 0

v, v, 0 .. 1

ou,  Ouy

Por ello es posible aplicar la propiedad de funcién inversa, la cual garantiza
la existencia de un par de conjuntos abiertos V; de Y(q) en R* y V, de

{qg x 0} en R™ tal que F es un difeomorfismo.
Por la continuidad de X, existe un conjunto abierto U; de r € V tal que
XU, cV,.

Noétese que sobre Uy, h|U; = F~1 o x|U; es una composicion de funciones
diferenciables de esta manera se puede aplicar la regla de la cadena para
concluir que h es diferenciable en r; como r es arbitrario, h es diferenciable
en X~1(W). De la misma manera se puede demostrar que h~! es

diferenciable y asi h es un difeomorfismo.

Observacion 1. Sea M una k-superficie contenida en R* y F = {(u;, ¢;)}

una estructura diferenciable de M.

a) Si (w, )Y (uj,9,;) son elementos de F con p € ¢;(w;) N g;(u;) =W,

entonces el teorema de cambio de parametro dice
h=@it e pipr (W) - ¢ (W)

Es un difeomorfismo, es decir, si las coordenadas de (u;, ¢;) Yy (uj, (pj)

SON x4, ..., Xk € ¥4, ..., Vi fespectivamente, entonces h se representa por
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las funciones y; = y;(xy, ..., Xx) € Vi = yr (x4, ..., X)) y para cada q en el
dominio de h

a(ylﬂ ---;yk)

— () #0

0(xq, ., x )(p)

b) El teorema de cambio de parametro garantiza que para cada una de

las parametrizaciones (u;, ¢;) existen subconjuntos abiertos de la forma
U; x R** de espacio euclidiano R" y una funcién F;: U; x R* % — R"
tal que F; es un difeomorfismo de una vecindad abierta en el conjunto
»71(p) € U; x R* ¥ sobre una vecindad abierta de p € M € R", con

F;lu; = ¢, lo que indica que cada ¢! es diferenciable.

c) A la familia {(v;, ¥;)}, donde v; = ¢;(U;) y ¥; = ¢; ', se conoce como

atlas para M y al par (v;,y;) es una carta.

Proposiciéon 2. Sea X una parametrizacion de la superficie regular S, tal
que X:UcR?->S en el punto g € U, el subespacio de dimension 2

dX,(R*) c R3y coincide con el conjunto de vectores tangentes a S en X(q)

Demostracion: Para la demostracion de esta proposicion se tomo el libro
de Do Carmo (2025) p.98. Donde se puede observar que toman la nocion
de plano tangente para hablar asi, de la diferencial de una aplicacion e

insertar este conce pto.

Definicion 2. Sean S, y S, dos superficies regulares y considerando @:V c
S, = S, una aplicacion diferenciable de un conjunto abierto VV de S; en §,.

Sip € V se sabe que todo vector tangente w € T,5; es el vector velocidad

a'(0) de una curva diferenciable a.

Teniendo a:(—€,¢) -V con a(0) =p. La curva = ¢ ° a es tal que

B(0) = ¢(p), Yy por tanto B'(0) es un vector de Tpp)S2-
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Proposicién 3. En consecuencia con la anterior definicion, dado que w; un

vector 3'(0) no depende del camino «. La aplicacion
d(pp: Tpsl g T(p(p)SZ

Definida por dg,(w) = '(0) es de la forma lineal

Demostracion: Se tomo6 como referencia la demostracion de Do Carmo
(2005) p.150.

Proposicién 4. Si S; y S, son superficies regularesy ¢:V c §; - S, es una
aplicacion diferenciable de un conjunto abierto U c S1 tal que la diferencial

de, enp € U es un isomorfismo, entonces ¢ es un difeomorfismo local del
punto p.

Demostracion: Aplicando el teorema de la funcién inversa se puede obtener

este resultado.

Definicion 3. (Variedad diferenciable) Una variedad diferenciable de
dimensién n es un conjunto M y una familia de aplicaciones inyectivas
X,:U, » M,a € I (conjunto de parametros), definidos en abiertos U, de R"

en M tales que cumplen:

1. M=, XUs)

2. VXq Xg con Xo(Uy) N X5(Ug) = W # @ los conjuntos X' (W) y X5 (W)
son abiertos en R™ y las aplicaciones Xz ' o X,: X' (W) = Xz (W) son
diferenciables.

3. La familia {(U,, X,)} es maxima relativamente de las condiciones

mencionadas (1) y (2).

La condicion (3) aparece por razones solo técnicas. Dada una estructura
diferenciable en M, podemos completarla en una maxima, agregando a

ella, todas las parametrizaciones que cumplen la condicion 2. Por tanto,
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podemos decir que una variedad diferenciable es un conjunto pequefio de

una estructura diferenciable.

Observacion 2. El par (U,X,) con peX,(U, es Illamada
parametrizacion. Una familia {(U,, X, )} satisface los items 1y 2 es llamada
estructura diferenciable de M. Asi la variedad M es un conjunto con

estructura diferenciable.

Una estructura diferenciable es una variedad diferenciable M induciendo
de forma natural topologia en M definida por A ¢ M es un abierto en M si
Va € 1,X;*(An X, (U,)) es abierto en R. Observemos que la topologia es
definida de tal manera que los conjuntos X,(U,) son abiertos y las

aplicaciones X, son continuas.

Ejemplo 5. La esfera S"={x € R""! /|x|| =1} es una variedad
diferenciable de dimension n donde sus abiertos coordenados son los

conjuntos
Uy, = {xesr/(-1))xk>0}(=01..,k=1,..,n+1)
Los homeomorfismos coordenados son
@iy Uk, = B (1) = {x e R"/[|x|| = 1}

k-1 ,.k+1 xn+1)

1
x - (x* L, xRk L

Resulta facil demostrar que este atlas es diferenciable pues la aplicacién

que se define a continuacién

Pic; By (1) = ™
Tiene la coordenada k-ésima igual a:

1/2
: N
(-1)/ (1 - Z(xl) )
ik

Que es una funcion diferenciable en el sentido usual Bi(1) y Pk; €s la

restriccion de una aplicacién diferenciable de R**! en R".
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Ejemplo 6. (La banda de Moebius)

Consideremos en R? la figuraR = {(x,y) E R?/0<x < 10; 0 <y < 2} un

rectadngulo

Figura 3. Banda de Moebius

2 D T

En el definimos la relacién se equivalencia siguiente
x=x', y=y, 0<x<10,0<y<?2
(, )~ y)Yes x=0,x"=10,y=2—-y', 0<y<2
x=10,x"=0,y=2—-y', 0<y<?2

Para definir en M un atlas de clase C* procedemos como sigue: Sea
p: R = M (R topologia inducida por el plano) la proyeccién canénicay U,, U,

abiertos de R dado por
U ={(x,y) ER/2<x<80<y<2}
U, ={(x,y) ER/0<x<4,6<x<10,0<y<2}
Sean U; = p(Ui),i = 1,2 que son abiertos en M, se puede observar.
Definimos ahora @,: U; » W; € R?y @,: U, » W, c R? definidos por

- - X, sie<x <10
P1(x,y) = (x,y) Py = { x.y)

(10+x,2—y) si0<x<4

Es claro que @, y @, son continuas y W; y W, son los abiertos de R? dado
por:
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W, ={(x,y) ER?/2<x<80<y<?2}
W, ={(x,y) ER?/6 <x < 14,0 <y <2}

Como @, y ¢, son compatibles con la relacion de equivalencia en R se
inducen las aplicaciones @;:U; > W, c R* y @,:U, > W, donde se
comprueba su homeomorfismo. Para ver que las funciones generan un
atlas {(Uy, 1), (U,, 9,)} de clase C* en M, basta comprobar que ¢, o ¢;?

Yy @1 © @3 son difeomorfismo. En efecto, por ejemplo

@20 01 @1 (Up NU) = @p(Uy N U)
Este dado por

(x,y) si6<x<8, 0<y<?2

o ! =
(@22 017)(%y) {(10+x,2—y) si2<x<4, 0<y<2

Proposicién 5. Toda superficie regular de R™ de dimensiébn m es una

variedad diferenciable de la misma direccion.

Demostracion: Sea M una superficie regular en el espacio R™ de dimension
k, entonces por definicion, para cada punto p, € M existe una vecindad V,
de p, Yy una aplicacion X,:U, -V, nM tal que X, es diferenciable,

homeomorfismo y Vq, € U,, (dX,),, €S inyectiva. En consecuencia la
familia de parametrizaciones X,: U, € R™ - M son inyectivas.

La condicion 1 es facil de verificarse, la condicion 2 parte de la definicion
de variedad diferenciable donde se debe considerar un par de
parametrizaciones X,y Xz con X,(Ug) N Xﬁ(Uﬁ) =w # @. Por lo tanto,

obtenemos
Xg' o Xo: Xt (W) = X5 ' (W)

Esta expresion es diferenciable, ademas, X;1(W) son abiertos, pues W es
abierto en R" donde las intersecciones de los abiertos X, (U,) N Xz (Up) es

un abierto y continua por X,.
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Observacion 3. Toda superficie de dimension m es de clase ¥, M™ c R",
es una variedad diferenciable de dimension m de clase C* con el atlas A
formado por los sistemas de coordenadas X:U — R™, inversas de las
parametrizaciones ¢:U, € R™ - U c M, de clase C*. En la realidad A es
un atlas maximo de clase C*. De hecho sea z: W — z(W) c R™ un sistema
de coordenadas admisibles en relacion con A. Entonces la siguiente
relacion ¢ = z71:z(W) ¢ R™ - W c M es un homeomorfismo para cada
p € W existe una parametrizacion ¢: U, » U,p € U c M de clase C* como
z es admisible, @ylyY:z(UNV) - ¢ 1(UNnW) es un difeomorfismo de
clase C*. Por lo tanto la expresion, o (@ toy):z(UNW)>UNW es
una parametrizacion de clase C* de un entorno de p. Comop € W y es
arbitrario, seguido que ¥ = z"1(W) - W e una parametrizacion de clase

C* donde z € A. Entonces A es maximo.

Definicion 4. (Variedad de Hausdorff de base numerable) Una variedad
diferenciable M, es llamado de Hausdorff si, M con la topologia dada, es

un espacio Hausdorff.

Es de Hausdorff si sea x,y € M, entonces las vecindades V de X y U de y
para la interseccién es no vacia. Ademas, las variedades diferenciables M
tiene base numerable si ella puede ser cubierta por una cantidad
numerable de entornos, esta dado si existe una sucesion {(X,,,U,)}n € N

de entornos tales que
M = U X,,(Un)

Es este capitulo tomaremos a las variedades diferenciables M es de
Hausdorff y de base numerable. En resumen, Para decir que (M, A) es una
variedad diferenciable de dimension m de clase C* diremos que cumple

las siguientes condiciones:

1. M es un espacio topologico de Hausdorff con base numerable.
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2. A es una colecciéon de homeomorfismos X:U — R™, de conjuntos

abiertos U c M sobre abiertos X(U) c R™.
3. Los dominios U de los homeomorfismos x € 4 recubren todo M.

4. Dados X:U - R™eY:V - R™ pertenecena AconU NV # ¢ entonces

oxy = X(UNV) - YU V) es un homeomorfismo de clase Ck.

5. Dado un homeomorfismo z: W — R™ de un abierto W < M sobre un
abierto z(W) c R™, tal que @y Y @xz Son de clase C* para cada punto

x€EA-zE€EA.

Para todo r <k, una variedad de clase C* puede ser tomada pues
cualquier atlas de clase C* contenida en un Gnico atlas maximo es de clase
ck.

Definicion 5. (Aplicaciones diferenciables entre variedades) Sea una
funcién f:U c M - R, donde U es un subconjunto abierto de la variedad
diferenciable M. Diremos que f es diferenciable en p € U, si para alguna
parametrizacion X,:U, c R™ - M, con pe€X,(U,) cU, la funcion
compuesta f o X,: U, € R™ - R es diferenciable en x;(p). Se dice que f
es diferenciable en U si, es diferenciable en todo punto del conjunto no

vacio U.

Esto es posible debido a la definicion de variedad diferenciable, la condicion
2, debido a que la diferenciabilidad sobre una variedad diferenciable M no
depende de la parametrizacion, entonces tenemos otra parametrizacion de
la forma Xz: U ¢ R™ - M tal que p € X3(Ug) c U podemos expresarlo de

la siguiente forma:
fOX[g =f°Xa°X;1 OXB:UB cR*"-> M
Debido a que f » X, es diferenciable por definicion y X;* o X, también lo es

por cambio de parametro, por tanto la funcién composicién f o Xz es

diferenciable.
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Figura 4. Aplicaciones diferenciales entre variedades

K; cli'g

™

F®)

/ f \ 'FO‘XQL CL(.P

~ - = Per;c\il?.enu

Fuente: Elaboracion propia

Ejemplo 7. Sea (U, ) una carta en M y sean (x?,...,x™) las n funciones
coordenadas de la carta; es decir x* = r‘ o @ donde i = 1, 2, ..., n considerar
que r:R™ - R las proyecciones dadas por r‘(ay,..,a,) = a‘' que son

diferenciables.

Entonces cada coordenada x; € F,x € U (F es el conjunto de aplicaciones
diferenciables de M). En efecto, basta tener en cuenta la siguiente

equivalencia

Definicion 6. Una curva y:1 - M sobre la variedad, donde I = (—¢,¢€)
diremos que y es diferenciable en todo I, si para alguna parametrizacion
X,:U, cR"* > M con y(t,) € X,(Ua), la funcibn compuesta se genera de
la forma g = X;1 o y:1 - U, es diferenciable en t,, donde y(I) c X,(Ua).
Si y es diferenciable en todo t € I, diremos que y es diferenciable en el

conjunto /.
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Figura 5. Curva sobre una variedad

UoLC'(Rﬂ u
P = Xmox\ dll;-

Fuente: Elaboracion propia

Estas definiciones pueden ser extendidas a teoria de la diferenciabilidad

entre variedades.

Definicion 7. (Difeomorfismo entre variedades diferenciables) Sea M; y M,
variedades diferenciables, se dice que f:M — N es diferenciable en el
punto p € M si existe una parametrizacion X,: U - R™ en M, Xz:V - R™ en
N, donde p€e U y f(U) cV tal que se tiene que la expresion Xz o f o
X7 X,(U) > Xp(V) c R" es diferenciable en el punto X (p).

Debido a que la diferenciabilidad no depende de la parametrizacion,
podemos tomar x,: U > R™en M, xz: V' > R*en N conp € U', f(U") c V',
la aplicacion x o f o (x,)~" es diferenciable en el punto x; (p).

Podemos decir que f: M — N es diferenciable si f fuera diferenciable en

todos los puntos de M.

Ademas podemos decir que si f: M —» N es difeomorfismo si f es inyectiva
y f~1 es diferenciable. f es difeomorfismo local en p € M, si existen
vecindades U de p y V de f(p) tal que la funcién f:U -V es un

difeomorfismo.
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Figura 6. Difeomorfismo entre variedades

Fuente: Elaboracion propia

Definicién 8. (Vector tangente en un punto de una derivada diferenciable)

Sea M una variedad diferenciable. Consideremos una curva diferenciable
yi(—¢g,e)-> M

Donde y(0) =p y sea Dp = {f: M — R} donde f es diferenciable en p, se

define un vector tangente a la curva y en t = 0 como la funcion

d(f o
V'(O)fEV'(O)f=%(t)lp feD,

Un vector tangente en el punto p cuando t = 0 de alguna curva de la forma
y:(—¢,¢) > M cony(0) = p. Si M es una superficie regular, donde M c R",

se define el vector tangente y'(0).

Definicion 9. (Espacio tangente a una variedad diferenciable) El espacio

tangente a una variedad M en un punto p es representado por T,M,

representa al conjunto de todos los vectores tangente a M sobre el punto
p. De esta forma, se define T,M = {v € R} donde v es el vector tangente

en el punto.
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Observacion 4. Si se tiene una parametrizacion X:U c R®™ - M con el
puntop = X(0) y el punto g € U, por lo tanto, podemos hacer una restriccion

sobre f € D, y lacurvay:(—¢,¢) » M, donde la parametrizacion es

foX(q)=f(9) = f(qu..qn)

Ademas por la inversa lo podemos escribir

X toy®) = (q:(®), .. 42(D))

Aplicando la definicion se tiene

d(f o d
o) = (];t P Oleco = a0 (@ ©,a:0, ., 6®)], =0
Por lo tanto
’ 12 af ! < a >
0 = i O A = i 0 . —
y'OFf E 4i(0) <6qi(p)> E () )1

Obteniendo asi
n
= ao.((5) ) 0
y'(0) = q;(0)-| {5—
' aql 0
i=1
Esta expresion representa la curva y sobre el punto p con respecto a la

parametrizacion X.

Observacion 5. Parala curvaen U, B;(x;) = (0, ..., x;, ...,0), Se obtiene que
la funcién que forma la composicion de la parametrizacion X o §; = y; sera

una curva de M y de la ecuacion (I), Especificamente en el caso si vemos

y'(0) = (aiqi)odonde el vector que sigue la curva y es (aiqi)o.

0

Por otro lado, si escogemos n vectores de la forma ( o
12

) dondei=1,..,n
14

estos vectores pueden generar el espacio de los vectores tangentes T,M.
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Proposicion 6. El espacio tangente de una variedad diferenciable, que es

un subconjunto abierto en R™ es el mismo R"

En consecuencia de la proposicion se pueden obtener los resultados
a) T,R%, = R", T,R" = R"

b) SiM = {(4,5s) € R™ x R™:s > 0}, entonces T,M = R™*"

Ejemplo 8. Se define una funcién g:U c R® - R™, esta funcion cumple

que su jacobiano es de la forma j,(x) = dg, con un rango de m.

Consideremos la variedad M = g~1(x) = {x € U, g(x) = 0}, obteniendo

gue el espacio de vectores tangentes es el nucleo del jacobiano

Tp(g7(0)) = ker (J,(x))

Definicion 10. (Métrica Riemanniana) Sea S una variedad diferenciable.
Una métrica Riemanniana es una aplicacion que asocia a cada p € M un

funcional (, ),
(,)p:TpM X TpM - R
Cumpliendo las siguientes condiciones:

1) (,), es un producto interno (Definida positiva, simétrico y bilineal) para

cadap € M.

2) (,), varia diferenciablemente en el sentido siguiente: Si la aplicacion
X:U c R™ - M es un sistema de coordenadas en torno al punto p, con
X(xq, o, x,) = q € X(U) yaixi(q) = dX,(0, ...,1,...,0) entonces la funcién
gij: U — R definido por

d
axi

0

9, Goas o) = (o= (@15 (@)
q

0xj

Es diferenciable

Estas funciones son llamadas métricas Riemannianas dentro del sistema

de X y la matriz G usando la métrica Riemanniana, ademas como se tiene
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que X es un difeomorfismo y dXq es un isomorfismo, por tanto la matriz G
es invertible, generando asi la matriz relacionada con la métrica

Riemanniana tenga una representacion invertible.

Definicion 11. (Variedad Riemanniana) Una variedad diferenciable para la
cual se define una métrica Riemanniana se denomina una variedad

Riemanniana.

Ejemplo 9. Sea M = R", con la parametrizacion X: R" - R" y se define la

métrica (, ),: R" x R" - R, donde (x,y ), = x"y. Sea el punto g € R"
9]
a—xi(CI) = dXqe; = ¢

De esta forma la matriz g;;: U - R se puede definir como
W= (@) =), =g =0
glj X) = axi x,aXi X x— el,e] x—eie]— ij
Son diferenciables en R", ademas si M = re™, con la métrica G seria una
variedad Riemanniana.
Ejemplo 10. Sea M la variedad de la siguiente forma
M = {(x1,x;) € Rz'xz > 0}

Donde el producto interno sea

1
(1, x2), 1, ¥2) )p = By (X171 + x2¥2)
2

Sea el punto g € M donde sus derivadas parciales sean los vectores

unitarios e;. Ademas definimos la matriz
1 1
9ij(x1,x3) = x_z(ei' ej) = x—25ij
Es diferenciable y por lo tanto M es una variedad Riemanniana con la
métrica G(p) = p—lz(ld)zx2 la cual se conoce como métrica de Lobatchesky

o Poincaré.
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Ejemplo 11. Sea la variedad Riemanniana (R? G(x)) con la métrica
Riemanniana (u,v)pzuTG(p)v se llamara métrica Riemanniana de
Udriste, donde se sabe que la matriz G (p) tiene la forma:

4pt+1 -2
6(p) = Iilzpl 1P1]

Definicion 12. (Campo de vectores en una variedad diferenciable) Un
campo de vectores X en una variedad diferenciable M es una correspon-

dencia que a cada punto p € M asocia un vector X(p) € T,M.

Se considera la parametrizacion X, donde es posible escribirlo asi
n

X@) = Z @) (5)p

i=1
. .. 3] .
Para cada a; es una funcion definida en M y (E)p es una base asociada
i
a la parametrizacion. Esta sera diferenciable si las funciones a; lo son para

alguna parametrizacion. Considerando los campos vectoriales ¢:D — F

%
(pfH(P) = z a:(p) 5 ~(P)

i

donde

Donde el conjunto D es el conjunto de funciones diferenciables en M y F,
estudiando las trayectorias de M se considera los campos restrictos a una

curva.

Definicion 13. (Campo de vectores a lo largo de la curva) Un campo
vectorial V a lo largo de una curva a: 1 — M es una aplicacion que a cada
a(t) € M asocia un vector tangente V(t) € Ty )M. Se dice que V es
diferenciable si para cada funcion diferenciable f en D, la funcion V(t)f es
una funcion diferenciable en I. Sea X un campo definido en M, el campo X

sobre a seréd denotado V(t) = X(a(t)) y diremos que es inducido por X.
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Definicion 14. (Una conexién afin es una aplicacion) Tomando la relacion
V:H x H - H donde cada par de campos (X,Y) se asocia a otro campo de

la forma VY tal que paratodo X,Y,Z € Hy f,g € D se verifica:

3) TafY = fTY + X(DY, donde X(N) = ) ()42

Considerando la curva a en M es diferenciable y se denota el conjunto de

campos vectoriales a lo largo de la curva como H,,.

Proposiciéon 7. Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin V.

Entonces existe una Unica aplicacion donde a cada V € H, se asocia otro
DV .,
campo en H,, denotado por e tal que para todo V,W € Ha y la funcion

f:1 - R una aplicacién diferenciable se cumple:
D DV DW

1) E(V-I_W) _E-I_E
D T bv

2) —(fV)=_V+[f—

3) SiV(t) =Y(a(t)), dondeY € H, entonces 2 —t = VaaY .

at

, . . D
Donde el simbolo de la derivada covariante es -

Observacion 6. La anterior proposicibn muestra que cada derivada
covariante es producto de la eleccion de una conexién afin de M, ademas
al realizar la demostracion de la proposicibn se encuentra una

caracteristica de la derivada covarianza sobre la parametrizaciéon

VXl

Ademas, se debe tener en cuenta que la conexion afin ofrece una forma

de derivar sobre el campo de vectores a partir de curvas, particularmente
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da .,
en el campo V =— Ia cual llamaremos la aceleracion de una curva en M

y se denotara asi — (Zot’)

Observacion 7. Podemos analizar la conexion afin relativa a coordenadas
locales donde se puede suponer los campos X,Y € H son representados

en una cierta vecindad, de modo que algun punto p, por simplicidad de

., d .
notacion usaremos —— = X;, por lo tanto se tiene que
i

n n

d - d -
= ) —_—) = X = | — :A:E: .
X E xl(axi) Z"X Y E yl(@x) Vi
i=1

= =1 =1
=1

Por las propiedades de la definicion de conexion afin

ay]
VXy VE;XAX :E:)ﬁ _':E:xh :E:Jﬁ ‘X += xl ax
i

Donde V. X; € H y es representado también como una base local, es decir

n
7 X = ) X, an
k=1

Obteniendo asi el resultado siguiente

n
n

n
0y
Vyy = > oyl + E x| X
l

i,j n
J =1
k=1

Definicion 15. (Simbolos de Christoffel) Los simbolos de Christoffel, o
coeficientes de la conexién afin V en U, son las funciones diferenciables
definidas anteriormente en la ecuacion (I1), la cual podemos definirlas de

la forma I;%: U ¢ M - R.

Podemos expresar la derivada covariante en términos de los simbolos de

Christoffel, para ello se define un sistema X: U - M y un punto p € M.
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De la observacion 6 podemos reemplazar el resultado de la ecuacion (1),

DYV

Donde por operaciones con sumatorias podemos presentarla también

obteniendo asi

n
n

Dv dv¥ dx;
E: W'i‘ ‘UJE[%J- Xk (III)

ij=1

De esta forma, presentamos la derivada covariante en términos de los

simbolos de Christoffel y términos locales.

Definicion 16. Una curva parametrizada a:1 - M es una geodeésica si el

da pn
campo tangente E verifica que

D (da) B
de\dt/
Por otro lado, por la definicibn podemos sobre campos paralelos, lo cual

dado una variedad diferenciable M, una conexion afin V' y un campo V se

. . dVv . ;s -
dice que es paralelo si i 0, paratodo t € I. Por ende, si a es geodésica

da
entonces — es paralelo.

Podemos considerar la expresion anterior (I1I), un campo paralelo V
donde se cumple que

n
n

dv¥ N jda Y =0
dt dt W |7k

ij=1

k=1
Lo cual igualando a cero la parte interior de la sumatoria y como es una

, - . P da; p .
geodeésica, se tiene que v' = %, transformandose asi
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n

d (dak) N da; dairk _ 0 v
dt\ dt dt dt "~ )

i,j=1

Donde k=1,2,..,n y el cual genera un sistema de n ecuaciones

diferenciales de segundo orden, las cuales poseen solucién Uunica,

verificando que x(0) = a(0) =py %(0) =a'(0) =v.

Definicién 17. (Conexion afin en variedades Riemannianas) Sea M una
variedad diferenciable con una conexién afin V y una métrica Riemanniana
(,). Se dice que V es compatible con la métrica (,) si para todo par de
campos de vectores V'y W a lo largo de la curva diferenciable a:1 - M se

tiene:

L= )+ 2

Proposicién 8. Si la conexiéon afin V es compatible con (,) y V,W son
campos paralelos a lo largo de una curva diferenciable a: I - M entonces,

(V,W) es constante. En el caso de las geodésicas, para un a(t) entonces

. da da
el producto interno <E'Z> es constante.

Proposicién 9. Sea M una variedad Riemanniana. Una conexién afin V7 es

compatible con (,) siy solo si, X(Y,Z) = (VyY,Z) ,paratodo X,Y,Z € H.

Definicidn 18. Una conexiéon afin V es una variedad diferenciable M es

llamada simétrico si
VXy - VyX = [X, Y]
Donde [X,Y] = XY —YX

Observacion 7. Podemos notar por la definicién anterior que
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1) Enun sistema de coordenadas (U, X) la simetria de la conexién implica

que

En efecto, para toda funcion f € D
XiX;(f) - X Xi(f) =0
2) Como resultado de lo anterior se tiene
n
Vy Xj — Vx,Xi = Z(Fi,kj — )X =0
k=1
Por la independencia lineal de {X,} se obtiene que I;¥ = ;¥ donde la

condicion reciproca es inmediata

Por el siguiente teorema nos garantiza la unicidad y existencia de una
conexion simétrica, donde es compatible a la métrica de la variedad

Riemanniana.

Teorema 2. (Levi-Civita) Dada una variedad Riemanniana M, existe una

Unica conexién afin V en M satisfaciendo las condiciones:

a) V es simétrica

b) ¥V es compatible con la métrica Riemanniana
Esta conexidn es denominada conexidon Riemanniana

Observacion 8. Se puede identificar una relacion entre la métrica

Riemanniana y los simbolos de Christoffel, donde tomando un sistema
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(U, X), los simbolos de Christoffel I}f‘j: U - R definen los coeficientes de las

n
conexiones Vy X; = z ;X X,, obteniendo asi que
' k=1 "’

1IN0 0 0 .
ij — 2 axig]k ax]gkl axkglj g

a 9 . .
Donde g;; = <6_xla_x]> son elementos de G(x) y g¥ son de su inversa, por

lo tanto haciendo un cambio % = X; y respectivamente para j y k. Se

obtiene que (Z, VyX) es igual a
1
Ademas, se tiene que

<Xk,|7X > {X( JXie) + XX, X;) — Xied X3, X;))

n
Como Vy X; = Z I"l-ijk y por la propiedad lineal del producto interno, se
=1

tiene que

Z .09 ——{X( ,Xie) + X (X, Xo) — X (X, X;)
Obteniendo asi

0 0
Z ]gkl 6 g]k ax]gkl axkgij

Denominando asi a todo como un by, k = 1,2, ...,n obteniendo un sistema

lineal de la forma Gy = b donde y = (I;},I;5,...I;} ) Y b = (b1, ba, ..., by),
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puesto que es G es invertible por la definicion de métrica Riemanniana,

entonces y = G~ 1b, asf la siguiente expresion

e 0, 0. 9 km wIn
iLj — 2 axigjk ax] ki axkglj g

Ejemplo 12. Sea la variedad Riemanniana M = R, con la métrica

1 1 1
G(x) = diag( , A )
(h(xD)” (ha(x))” (hn(x)’

Para funciones h;: R, ., — R, diferenciables y la matriz inversa G(x) es

61(x) = diag ((hy ()" (h2(x))’, o, (haG6n)”)

Para obtener los simbolos de Christoffel, recordamos la ecuacion (VII) y

cuando k # m la expresion g™* = 0, obteniendo la expresion:

rm 1(0 N ad 0 .
Ty axigim ox; Imi axmgij 9
El primer caso es considerar si i = j
rm 1{ 0 N d 0 } m
i =7 0x, 9im ox; Imi 9%, 9ii(9

1 0 ] )
hi(x;) 0x; h;(x;)) y sim # i entonces [;]* =

Sim =i se tiene que I} = —

El segundo caso es considerar si i # j

5] 2 axl m ax] mi
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Sim=isetienequem=#jy 1}; = 0, analogamente para m = j, de igual

forma param # i # j se obtiene que I;;" = 0.

Analizando ambos casos se obtiene

m 1 6(”’1’(3(1'))
[V = — . .. 174
ij hl( i) i 61m611 ( III)

Es la relacion de la métrica G (x) con los simbolos de Christoffel, en forma
particular se tiene

e Sihi(x) =1, entonces, G(x) =1.I;]' =0,Vi,jm=1,..,n
e Sih;(x;) = x;, entonces, G(x) = X 2. L= —%Sim&j,Vi,j,m =1,..,n

r

o Sih(x;) =x? entonces, G(x) =X [T = —%%Gim&-}-

Para la obtencion de la derivada covariante podemos tomar la ecuacién

(V1II) y reemplazarla en (I11), obteniendo asi el siguiente resultado

n

DV dvt 1 a(h(x)) ,dx; X
at dt  h(x)  ox  C de )

i=1

En forma particular si:

DV n
e Sih;(x;) = x;, entonces, o= Z

n .
. DV davt .
e Sih(x;) =1, entonces, — = E (d—vt) X; es la derivada usual
i=1
i=1
r
2

dt Xi dt
e Sj hl-(xl-) = X.

n ,
DV dvt 1 :dx;
, entonces, — = E (L_Z_vl xz) X,
l at j=1 N\dt  2x; dt

Por ultimo, para obtener la ecuacion geodésica se tomap € R, y el vector

v € TpR}, — R" con la curva definida

a:l > R a(t) = (al(t),az(t) ...,an(t))
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Donde a(0) =p y su derivada es v, sustituyendo los simbolos de

Christoffel de la ecuacion (VIII) en la ecuacion (1V), se obtiene

dzai 1 a(hl(al)) (dai

dt a hi(ai) aai dt

2
) =0,Vi=1,..,n (IX)
Como «;(0) = p; y «;(0) = v;, la ecuacion diferencial se reduce

dai
E = hi(a;)a;

Donde a; es una constante, lo cual es analogo a la expresion

J

1
hi(afi) dai = ait + bi (X)

Donde a; y b; son constantes en R para todo i = 1,...,n. De esta forma

obtenemos la Unica geodésica con métrica G(p) sobre el punto p y en la

direcciéon v. En forma particular si:
e Sih;(a;) =1, entonces G(p) =1 y considerando la expresion (X)
a;(t) = vit +p;

Donde las geodésicas son curvas a: R —» R}, y ara valores de t tal que

vit+pi > 0.

e Si h;(a;) = a;, entonces G(p) = X~2 y considerando la expresion (X)

las curvas geodésicas son funciones exponenciales

vl 172 le
a(t):( ex (—t), ex (—t),..., ex (—t))
b1 €Xp ~ b2 €xXp ~ Pn €Xp »

n

Donde p € R}, y v € R", la geodésica cumple para todo t € R.

Definicion 19. (Aplicacion de curvatura) Sea A(H,H) el conjunto de

aplicaciones de H en H y V la conexion afin es una variedad Riemanniana
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M, por el teorema de Levi-Civita. La curvatura K de variedad Riemanniana

M es una relacion de la forma K: H X H - A(H, H) definido por
K(X, Y)Z = Vyvxz - vayz + V[X,Y]Z

Observacion 9. Si la variedad M = R", entonces se tiene K(X,Y)Z = 0,
para todo X,Y,Z € H. Esto se cumple tomando Z = (z,...,z,) E R" y la

conexion afin definida como VxZ = (X,, X,,, .., X, ).

Ademas si consideramos un sistema en (U,X) centrado en el punto p,

donde {X;} es una base del espacio tangente T,M, de esta forma se obtiene
K (X X)X = (7, Vx, = Vx,Vx, ) X

Observacion 10. La curvatura K es antisimétrica, esto se puede demostrar

ya que para todo Z € H se cumple
KX, V)Z +K(Y,X)Z = VixZ + Viy.x1Z

Ademas se cumple que [X,Y] = —[Y, X], de esta forma paratodo Z € H se

cumple:
KX, Y)Z+KY,X)Z=0
Demostrando asi la antisimetria ya que K(X,Y) = —K(Y,X)

Proposicién 10. La curvatura K de una variedad Riemanniana es trilineal

ya que cumple dos condiciones
a) K esbilinealen H x H,dado que f,g e D(M) y X;,X,,Y1,Y, EH
K(fX1+ gX,, Y1) = fK(X1, Y1) + gK (X5, Y1)

K(Xllfyl + gYZ) = fK(XI, Yl) + gK(Xl, Yz)
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b) Paratodo X,Y € H, el operador de curvatura K(X,Y): H —» H es lineal
ya que paratodo f e D(M)y Z,W € H.

KX, Y)Z+W)=KX,Y)Z+KX, Y)W
KX, Y)(fZ) = fK(X,Y)Z

Proposicion 11. Sea (U, X) un sistema de coordenadas en tornoap € M

y {Xi} una base de T,M en este sistema de coordenadas. Entonces:

n

K(Xi, X)Xy = Z Kl X,

=1

Donde as componentes Kiljk esta definido como
n n
Kl = Xl = Xil+ ) TR =) LTk
s=1 s=1

Observacion 11. Si en el sistema de coordenadas (U, X) denominamos

n n n
X = Zuixi Y = vaxj 7 = Zwkxk
i=1 j=1 k=1
Por la propiedad de linealidad de curvatura se puede expresar

n
KX, Y)Z = Z Kl wkx,
i,j,kl=1

Ejemplo 13. Sea M =R}, y M = C}' con estructuras de una variedad

1 1 1
(hi(xD)? (ha(x2))®” " (n(an))’

simbolos de Christoffel definidos, ademas por la trinealidad de K, en

Riemanniana G(x)=diag< ) y con los

consecuencia a todo lo mencionado tenemos:

56



K (X, X)X1e = Wy, (VX)) — T, (7, X ) + Vixox; X
Como la conexion cumple el teorema de Levi-Civita, se tiene [X;, X;| = 0
K (X0 X)X = Vx, (VX)) = T, (7, X )

Sii = j, entonces K(X;, X;)X; = 0

n

Si i # j, entonces Vy X; = Z I"i{;Xj, sustituyendo los simbolos se tiene
j=1

n

inXk=Z< ! a(hi(xi))ai,-aik>xj= ! a(hi(x‘))aikxi XD

() ox; () ax
=1

Luego tomando la conexion Vx; se obtiene

_ 1 6(hl(xl))
ij(inXk) = ij <_ h(x)  ox; SikXi>

Por la linealidad y definicion de la conexion se tiene

Chi(x)  ox

ik i

01 Vo X; + Xi | —
eV i ]< hi(x;)  0Ox;

Usando la ecuacion (XI) y como i # j toda la expresion se vuelve cero, es
decir K(X,Y)Z = 0. Luego, por las variedades Riemannianas la curvatura
es cero. Ejemplo, la métrica I,X™" € R"* y cosec*(mx), X"(I — X)™" € C§

son variedades con cero de curvatura.

Proposicion 12. (Curvatura seccional) Sea o c T,M un subespacio

tridimensional, donde x,y € g, se cumple
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K(x,y)x,
e = K25

Donde los vectores son linealmente independientes, y se puede observar

que la curvatura no depende de la eleccion de los vectores.

Por otro lado, podemos definir la gradiente y Hessiana de la variedad, ya
gue si se tiene una variedad Riemanniana M y una funcion diferenciable
f:M — R, donde p € M, por el teorema de Riesz se puede afirmar que

existe un Gnico elemento V), f (p) € T,M donde Vv € T,M se cumple

dfpy(v) = (Vuf (p),v) (X1I)

Ademas sus madulos son igual, ya que la diferencial se caracteriza por
tener el producto interno, definiendo asi un campo vectorial grad f : M - TM
cumpliéndose que grad f(p) = Vy f(p), definiendo la expresion (XII) para

todo X € H de la forma

df,(X(p)) = (grad f (p) , X(p))

Se puede definir la aplicacién df: H - M* = L(M, R), donde el conjunto de
funciones en M esta denotado por £L(M,R), tal que df(X) = (grad f, X),

ademas ﬁ,(X(p)) es una composicion de la forma f o y para alguna curva

cony(0) =pyy'(0) = X(p), obteniendo asi dfp(X(p)) =X(f)(p), asi

df (X) = (grad f,X) = X(f)

Definicion 20. La gradiente de una funcion diferenciable f: M - R es un
campo vectorial grad f: M — TM métricamente equivalente a la diferencial,

esto es,

df,(X(p)) = (grad f(p), X(@))X(0)(f), VX € H
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Observacion 12. Sea M c R™ una variedad Riemanniana con la métrica
(v,w), = vTG(x)w donde la matriz G(x) es simétrica y definida positiva,

donde el campo gradiente tiene la forma
gradf(q) = G () f'(9)

Donde la matriz inversa de G es (g"f(q)) y f' es la coleccién de las

derivadas parciales de f o X, por lo tanto

df,) = f/(@"v = (CDf' (@) 6@V = (G f' (@), v)q

Ejemplo 14. Sea la variedad Riemanniana R" con la métrica euclidiana I,

entonces la gradiente sera la usual, de la forma grad f(x) = f'(x).

Ejemplo 15. Sea la variedad Riemanniana R’ con la métrica G(x) para

funciones h;: R}, — R},

1 1 1
70 = diag ((hl @) ()’ (hnocn))z)
Donde la gradiente sera de la forma
graf (x) = diag [ (hy (x1))", (h2 ()", ., (A ()] £/20)
En forma particular si:
o Sih(x;) = x;, entonces, gradf(x) = X2f'(x)

o Sihi(x) = x?, entonces, gradf(x) = X" f'(x)

Ejemplo 16. Si la variedad Riemanniana C§ con la métrica G (x) definida
como csc*(mx) = diag(csc*(xy), csc*(x,), ..., csc*(x,,)) entonces se obtiene

la gradiente como grad f(x) = Sen*(mx)f'(x).
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Definicion 21. Sea M una variedad Riemanniana y un punto p € M. Se dice

que p es punto critico si grad f(p) = 0.

Definicion 22. (Hessiana de una funcién) Sea f: M — R una funcién de
clase C* donde k > 2. La Hessiana de la funcion, denominada por H', esta

definida como la covariante del campo gradiente, es decir
HI =2 (grad f)
= grad f

De esta forma, la Hessiana en el punto sobre la direccion de v € T, M es:

D
H) (v) = — (grad f)(p) = V, grad f (p)

Desde este concepto, se puede definir aplicaciones H,f (v):T,M - T,Myde
H/:M — £L(TM,TM) donde el conjunto de aplicaciones lineales de TM en

TM es el espacio L(TM,TM)y H' (p) = H;,‘ € L(T,M , T,M )

Proposicién 13. Para cada p € M, el operador Hz’::TpM - T,M es lineal y
autoadjunto, esto significa que (H; (v), w)p = (v, H] (w))p.
Se puede introducir una forma cuadratica donde para cada punto p € M se

tiene q{j: T,M x T,M — R, definida por
q£ (v,w) = (Hz],cv, W)p

En forma general, se puede definir ¢/: H x H - L(M,R) dado por
q’(X,Y) = (Vygrad f,Y) (XIID)

Esta expresion obtenida en la ecuacion (XI11) tiene un punto en contra que
depende de la métrica y de la conexion afin, sin embargo, debido al teorema
de Levi Civita, convierte a la siguiente proposicibn en una adecuada
caracterizacion para la obtencion de una métrica adecuada y de una

conexion afin.

60



Proposiciéon 14. Paratodo X,Y € H se cumple que
¢/ (X,Y) = (XY = VyV)f = (VX — W X)f

Observacion 13. En un sistema (X, U), donde los términos de su base {X;}

estan definidos de la forma:

q’ (X, X;) = (XX Z I ¢ )

Obteniendo por las proposiciones anteriores el resultado

n

0?2 0
¢’ (X, X;) = (H) X, X;) = / —ZFJ”% (XIV)

Oxl-axj

m=1
Ejemplo 17. Sea la variedad Riemanniana R" con la métrica I, los simbolos

de Christoffel son I}i* = 0,Vi,j,m = 1,...,n, por lo tanto la matriz Hessiana

usual es de la forma H} (p) = " (p).

. . . . n o Sij
Ejemplo 18. Sea la variedad Riemanniana R%}, con g;; = PRESTRE! como

la métrica Riemanniana, ademas por lo estudiado con anterioridad los

simbolos de Christoffel son de la forma

m=__16hl_(xl) s
Yooh(xg) oxg Y

Entonces por la observacion anterior y la expresion (XIV) se tiene que

n

1 6hi(xi)
q’ (X, X)) = X.X; + E o) ox, 8im0ijXm

m=1

En el caso que m # j, se cumple que J;,6;; = 0, obteniendo asi con la

expresion anterior

1 ahi(xi) d
1 (X“ ]) <6xlax] hi(x;) Ox; (SUB_xi f
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De esta forma la matriz que representa la Hessiana de f es de la forma H,’:

1

H = f1 0+ 6002 (60 72) F'()

4 7 a a [
Donde F (x) = dlag( ;ij)l ey af;x)), G(x) = dla,g ((h (i ))2; eny (h (;lc ))2> y
n 1 1 n\+n

" . o%f o%f
f (X) = dlag (a_xf' ,ﬁ)

Corolario 2. Si el punto p € M es un punto critico de la funcion f, ademas

se tiene que X,Y € H, entonces se cumple que

HI(X(),Y(®)) = X®)Y (o) f

Demostracion: Recordemos que:

HL(X@),Y 1)) = XY@ — (7, Y (), gradf ()

Esta formula viene de la definicion general del Hessiano de una funcion f
sobre una variedad M, cuando X,Y son campos vectoriales y V es una
conexion afin. Por definicion, como p es un punto critico de f, entonces

gradf(p) = 0, por lo tanto

(Y 0, gradf @) = 0

Cumpliendo asi el Corolario 2.

Definicion 23. Una variedad Riemanniana M es llamada geodésicamente
hablando como completa si para todo p € M, las geodésicas que parten de

p estan definidas para todos los valores del parametro t € R.

Ejemplo 19. En el espacio R™ con la métrica I, geodésicamente es
completa, pues dado un punto x € M y una direccién arbitraria v € T, M,
donde la i-ésima componente de la geodésica cumple que «;(0) = x; y el

vector «;(0) = v;,Vi =1, ...,n, donde «; = x; + tv; definido vt € R.
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Se considerara en el estudio que la variedad Riemanniana tiene la
propiedad de conexidad, esto es, para un par de puntos p,q € M. Existe la

curvay:|la,b]: » M, tal que y(a) = p,y(b) = q.

Definicion 24. Dado los puntos p,q € M, la distancia Riemanniana esta

denotada por d(x,y), esta definida por

b
d(P,q) = infy f Iyl de V)

Proposiciéon 15. El espacio M es un espacio métrico, esto se debe a la

distancia geodésica definida en la expresion (XV)

Definicion 25. (Retraccidén) Definimos una retraccion R sobre una variedad
M como una aplicacion regular del plano tangente TM sobre M que

satisface las propiedades:
a) R,(0,) =xy 0, denota el elemento cero del espacio T, M.

b) Para la identificacion candnica T, T,M ~ T, MR, satisface la igualdad
DR,(0,) = idr, M (XVI)
Donde id;, M denota la aplicacion identidad sobre T, M.

Como T, M es un espacio vectorial, existe una correspondencia natural
entre el espacio tangente en el vector nulo 0, dentro de T,,M con el mismo
espacio. Es decir, se puede identificar T,_(T,,M) ~ T,,M lo que permite tratar
elementos de T,M como si fueran puntos de la variedad M. Esta
observacion destaca la relevancia del uso de retracciones, como se

discutird mas adelante.

Ademas, nétese que R, representa la restriccién de una retraccion general
R al espacio tangente T, M en un punto x € M. Esta retraccion cumple una
condicion de rigidez local, ya que conserva la direccion del gradiente en el
punto x. En esta formulacién, se asume que el dominio de R abarca todo el

fibrado tangente TM.
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A partir de la propiedad inicial (punto a), se tiene que la retraccion R, lleva
el vector nulo 0, al punto base x, es decir, R,(0,) = x , lo cual serd una

propiedad clave para lo que sigue.

Definicién 26. Considere la aplicacion regular F entre dos variedades
Riemannianas M, N, esto es F: M — N. Y sea ¢, un vector tangente en el
punto x € M, se puede mostrar la aplicacion D" (x)[¢,] de jru)(N) en R
definido por:

(DF 1) =E(f o F) (XVII)

Es un vector tangente a N en F(x)

El vector tangente D (x)[£,] es obtenido por la composicion f o F y la curva

y trazada por &,. La relacion

DF(x): TM = TpyN

§ = DF(x)[¢]
Es llamada la aplicacion diferencial por Absil (2008), también llamadas
derivada o aplicacion tangente de F. Donde j, (M) es el conjunto de
funciones suaves sobre una vecindad de x.
Se puede afirmar que F es una inmersion & DF(x):TyM - TpyN €s
inyectiva, al ser N un espacio vectorial ¢, se tiene la identidad Ty ()¢ = ¢, la

cual nos da como resultado que

DFOLE = ) (EF)e @i

De igual forma la descomposicion de F(x) es de la forma F(x) = X;F'(x)
con la base e; donde i =1, ...,n. El resultado se puede expresar cuando

N = R, expresando de forma mas sencilla de la siguiente manera

DF(x)[$x] = §xF (XIX)

Aclarando la expresion (XVIII) donde se tiene la identidad canonica
Tr€ = ¢ se puede revisar Absil (2008), pp. 39,40.
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Por ultimo, el operador DF(x)[¢,], se puede usar é,F para referirse a la
derivada. Esto se cumple si M y N son variedades lineales, se puede
identificar el espacio tangente a una variedad, es decir ,M = My T,N = N

y usando la definicion de la derivada se tiene

DF()[E,] = lim it tf’;) —Ft) XX)

Como F: M — TN es una funcion diferenciable y el campo vectorial ¢ sobre

la variedad M, denotado asi
DF[é]:M - TN
x = DF(x)[¢,]

En forma especifica si f: R - M sobre el campo ¢ en la variedad M, de esta

forma, se puede escribir Df (&) = f¢.

Definicién 27. (Minimo: global, local y estricto) Sea M una variedad

Riemanniana completay f: M — R una funcion
a) X € M es un minimo global de f si, f(¥) < f(x),Vx € M
b) x € M es un minimo local de f, si existe § > 0 tal que
f(x) < f(x),vx € B(x,6)
Donde B(x,6) = {x € M,d(x,x) < 6}

Cc) X € M es un minimo local estricto si, existe § > 0 tal que f(x) < f(x),

para todo x # x,x € B(X, 9).
El problema de optimizacion a resolver es el modelo
min f(x) (XXI)
Lo cual significa encontrar los minimos globales de la funcion f sobre la

variedad Riemanniana M, se llama problema de optimizacion sobre

algunas restricciones en su dominio, este modelo también se puede
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expresar como un problema de optimizacion en forma de maximizacion de

la siguiente forma
"y 10
Solo es cuestion de definir la funcién f(x) = —g(x).

Definicion 28. (Existencia de minimo global) Una funcion f:M - R es
denominada semicontinua inferior en ¥ € M, para toda sucesion {x*} e M

convergente a x se obtiene que:
lim inf f(x*) = f (%)

Si f es semicontinua inferior para todo x € M, entonces se dice que f es
semicontinua inferior en M. A continuacion, el siguiente teorema logra
garantizar la existencia de un minimo global para el problema de

optimizacion.

Teorema 3. (Weierstrass) Considerando el problema de optimizacion, si la
funcion f: M — R es semicontinua inferior y M es compacto, entonces

existe un punto minimo global de f.

Demostracion: Se demuestra primero que la funcion f es limitada

inferiormente, esto se debe ya que existe @ € R, tal que a < f(x),Vx € M.

Por contradiccidon, supongamos que la funcion f no es limitada

inferiormente, por lo tanto existe una sucesion {x*} c M tal que

Jlim f(x) = —oo (XX11)

Como M es compacto, entonces existe la subsucesion {x*i} c {x*} tal que

lim xki = %

Jj—o+oo

Por la semicontinuidad de la funcién tenemos

lim inf f(x) 2 f®)
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Contradiciendo la ecuacion (XXII), por lo tanto f es limitada inferiormente
en M. De esta forma, existe f* € R tal que f* = inf{f (x): x € M}. Como es

infimo, entonces existe una sucesion {x*} c M tal que
Lim f (x) = f
Como M es compacto, existe x y {x*/} c {x*} tal que lim xki=xeM
Jjo+oo

De igual forma, por la semicontinuidad inferior de la funcion
liminf f(x*) > f(%)
Jj—ooo

Como {f(x*)} converge a f*, la subsucesion {f(x*/)} converge a f*, de

esta forma se obtiene
fr=zf&
De esta forma, x es un punto minimo global de f en M

Teorema 4. (Condicion necesaria de primer orden) Sea f: M — R de clase

C'. Si x* es un punto minimo local, entonces grad f(x*) = 0.

Demostracion: Se toma un vector v € T,M y una curva y:R - M con
condiciones iniciales y(0) =x* y y'(0) = v. Definiendo la aplicacion h
donde h: R - R tal que h(t) = f(y(t)). Como x* es punto minimo local para

la funcién, entonces existe § > 0 tal que

h(0) = f(x?) < f(y(0)) = (1)

Donde Vt € (-6, ), lo cual genera en t = 0 se tiene un punto minimo local

de h. Debido a la condicién necesaria de primer orden se tiene
h'(0) = (grad f(x*),v) =0
En forma particular si se toma v = gradf(x*) se tiene que gradf(x*) =0

Teorema 5. (Condicion necesaria de segundo orden) Sea f:M — R de

clase C2. Si x* es punto minimo local, entonces (v, H)’:*v) =0,Vv € Ty-M.
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Demostracion: Sea el vector v € T,-M y la curva geodésica y: R - M donde
se tiene y(0) = x* y ¥'(0) = v. Definiendo la aplicacion h donde h: R - R
tal que h(t) = f(y(t)). Del teorema anterior de la condicién necesaria de
primer orden, se tiene que cuando t = 0 se tiene un minimo local de h, por

lo tanto la condicidén necesaria de segundo orden h'(0) =0y h"(0) = 0

') = (grad f(y(®)),y' ()

d
h'(t) = E(grad flr®),v'®)

W/(©) = (2 (radf (4(©)), ' ©) + {gradf (r(0), . 0 ()

' () = (H oy (©,7(0)

h'(t) = (v, Hf:*v) = (Hf*v, v) >0

X

Teorema 6. (Condicion suficiente de segundo orden). Sea f:M — R de

clase C2. Si x* € M que satisface:

a) gradf(x*) =0

b) H,’:* definida positiva

Entonces, x* es un punto de minimo local estricto de f

Demostracion: Se demostrara por contradiccién, supongamos que x* no

es un punto minimo local estricto, entonces existe una subsucesion de la
forma {x*} € B (x%) / {x*} cumpliendo que
) = f(x") (XXIII)

Sea la curva geodésica y;:[0,1] — R tal que los puntos de las condiciones
iniciales son y,(0) = x*, y, (1) = x*,y,(0) = v, y d(x*, x*) = ||exp,-x¥||. Se
define h: R — R tal que h(t) = (f o y;)(t) y por el desarrollo de Taylor de

segundo orden de h en 0.

h(t) = h(0) + th’(0) + %tzh”(O) +6(|t]?)
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o(|tl*) _

|c]?

Donde lng = 0, obteniendo de esta forma

FO©) = £ + = (2 grad £ Yoy ) + 1)

En forma particular, reemplazandoent =1

fx®) =f(x)+= (vk, f*vk) + H(dz(x x )) (XXIV)
Dond e que Lim 2CE)
onde se cumple que lim (@) =
Definiendo z¥ = —, la sucesion {z"} es limitada, por lo tanto existe una

||
subsucesion {z"/} c {z"} donde {z*/} - z. Reemplazando en la ecuacion

(XX1V) el valor de k por k;, se tiene

f(xkf) =f(x*)+ %<vkj, Hj;vkj> +0 (dz(x*,xki)) (XXV)
H(dz(x*,xkf))
Donde se cumple que I%W =0

De la expresion (XXIII) y aplicando el limite cuando j — o en la expresion

(XXV) se obtiene que

0> (z, H.2)

X

Contradiciendo la hipotesis del teorema, de esta forma x* es un punto

minimo local estricto.

Definicion 29. (Convexidad en una variedad) Sea M una variedad
Riemanniana completa, se dice que A c M es totalmente convexo, si para
cualquier par de puntos p y q de A (no distintos necesariamente), las

geodeésicas que unen estos puntos estan contenidos integramente en A.

Ejemplo 20. Si la variedad M = R"™ con la métrica de la identidad G (x) =1,
cualquier conjunto de la variedad que sea convexo en un sentido clasico,

es totalmente convexo.
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Ejemplo 21. Sip € M, existiendo una relacion geodésica en forma no trivial
en p, 6sea una curva y:[a,b] - M, donde se cumple y(a) = p = y(b) con
y(t) # p paraalgunt € [0,1], por lo tanto el conjunto A = {p} no es completo
en forma total. De esta forma, se puede deducir que no necesariamente los

conjuntos unitarios son convexos totalmente.

Definicion 30. Decimos que A ¢ M es convexo si para todo par de puntos
p Y q de A existe una geodésica minimal que une los puntos p y g contenido

en A.

Ejemplo 22. El mismo espacio M y los conjuntos unitarios son espacios

convexaos.

Definicién 31. Sea f: M — R es llamada funcién convexa si su restriccion
a cualquier geodésica de M es una funcion convexa en R, es decir, si la

curvay:R - M es una geodésica entonces:
fey:R-=>R
Es convexa

Teorema 7. Sea f:M — R es convexa si, y solamente si, para todo

segmento de geodésica y: [a, b] - M y para cualquier A € [0,1] se verifica
fr(1=Da+2b) < (1 - Df(y(@) - Af (v (b)) (XXVI)

Demostracion: Sea f convexa y h: R — R, donde h(t) = f(y(t)). Para los

puntos a,b € [a,b] y A1 € [0,1] se obtiene que
h((1 = Da+ab) < (1 — Dh(a) + Ah(b)

Obteniendo asi la expresion (XXVI), en forma reciproca se define el punto
t =(1—A)a+ b con A € [0.1] entonces

foy(®) =f(y(1=Da+2b) < fy(1—Da) + f(y(Ab))
foy(® <A -Df(a)+Af(y(D))

foy(® =@ —-ADfoy(a) +Af oy(b)
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Observacion 14. La definicion anterior es la forma general de la definicion
clasica de convexidad en M = R™ con su métrica usual. Esto ocurre ya que

para un par de puntos p y q de la geodésica y: [0,1] - M que los une es
YD =p+Aq—p)=010-Dp+41q
Luego por el teorema 7 se puede obtener
flr@) = F((A = Dp +2q) < (1 = Df () — A (@)
fr@) = F(A=DO) +2(D) < A - Df (¥(0) = Af (¥(1))
fr@) = A= Df ) - 2f (@)
Para a € R, se define el conjunto de nivel M® = {x € M; f(x) < a}

Teorema 8. Si f=M - R es convexa, entonces M% es totalmente

convexo.

Demostracion: Sea los puntos p y g € M* y la geodésica y:[a,b] » M tal

que y(a) = p y y(b) = q. Se puede probar que y(t) € M%,Vt € [a, b].

En efecto, sea t = (1 —A)a + Ab para algun A € [0,1], debido a que la

funcion f es convexa y por el teorema 7 se puede obtener
flrM) = fy(1 = Da+2b) < 1= Df(y(@) - Af (v (b))
fr®) < A =-Df @) - 4 (@
frD)<A-Da+ia=a
De esta forma se obtiene que f(y(1)) < a, por tanto y(t) € M*

Teorema 9. Sea f:M — R, es convexo en p si y solo si, para cualquier

geodésica y: R - M con y(0) = p, cumple la desigualdad

flr®) = f®) = t(grad’ (), y"(0)) (XXVII)

Demostracion: Se define una aplicacion h:R — R tal que h(t) = f(y(t)),

donde h es convexa en 0 desde que f es convexa en p, teniendo asi

h(t) — h(0) > th'(0)
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Luego se puede obtener
f(r(®) = f(p) = (grad f (p),y'(0))
De forma analoga, si f(y(t)) — f(p) = (grad f(p),y’(0)), esto significa que
h(t) — h(0) = th'(0)
Por lo tanto h es convexa en 0 y ademas f es convexa en p

Teorema 10. Si f: M — R es convexa, entonces todo punto critico de f es

un punto minimo global de f.

Demostracion: Sea x € M, por el teorema de Hopf-Rinow se puede
considerar una geodésica y:R - M tal que y(0) =x y y(b) =y, debido a

que f es convexa por el teorema 9
f(r®)) - £(¥(0)) = b(grad £ (y(0)),y'(0))
Esto significa que
fy(®) — f(x) = b(grad f (x),y'(0))

Debido a que grad f(x) = 0 entonces f(y) = f(x), paratodo y € M. Por lo

tanto x es punto de minimo global de f.

Teorema 11. Sea f: M — R de clase C?, f es convexa siy solo si, para todo

p € M laHesianade f enp
f.
H):T,M - T,M
Es semidefinida positiva

Demostracion: Sea el vector v € T,M, p € M y la geodeésica y:R - M tal
gue se cumple y(0) =p y y'(0) = v. Definiendo la aplicacién h: R — R tal
que h(t) = f(y(t)) se sabe que h es convexa y de clase C?. De la condicion

de convexa se puede obtener que h''(t) = 0, de esta forma
h' () = (grad f(y (D) ,¥' ()

Ademas como h”(0) = (v, Hjv) > 0
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En forma analoga, si (v, Hgv) > 0 entonces f es convexo. En efecto para

la funcion h: R —» R convexa, entonces se tiene h = f o y es convexa.

Definicion 32. Sea la variedad Riemanniana M completay f: M — R una
funcion real, f es llamada cuasiconvexa en M si paratodo x,y € M,t € [0,1]

se cumple

f(r(®) < max{f(x), f(»)}
Para toda curva geodésica y: [0,1] - M, talque y(0) =xyy(1) =y
Teorema 12. Sea f: M — R una funcion diferenciable y cuasiconvexa en

una variedad Riemanniana completa M y sea x,y € M. Si f(x) < f(y) por

lo tanto

(grad f(»),y'(0)) <0
Donde grad f es el gradiente de f y y es la geodésica donde y(0) =y,
y(D = x.

Demostracion: Sea la geodésica y: [0,1] - M tal que y(0) =y, y(1) = x. Se
define h: R — R tal que h(t) = f o y(t), usando la aproximacion de Taylor

de primer orden de h ent = 0 se tiene
h(t) = h(0) + th'(0) + 6t

Donde ltirg ?, entonces se tiene
fr(®) = £(r(0)) + t{grad f(y(0)),y'(0)) + 6(|t])
Como f es cuasiconvexay f(x) < f(y) se tiene
t(grad f(y),y'(0))
Dividiendo por t y tomando limite cuando t — 0 se tiene que

(grad f(¥),y'(0)) < 0
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Definicién 33. Una funcién diferenciable f: M — R es pseudoconvexa si,
para todo par de puntos distintos x,y € M y toda curva geodésica que une
x con (y(0) =x e y(1) = y) se tiene

(grad f(¥),y'(0)) = 0 entonces f(y) = f(x)

Teorema 13. Sea f: M — R una funcion diferenciable y pseudoconvexa.

Entonces x* es un minimo global de f, siy solo si, grad f(x*) = 0.

Demostracion: Sea la geodésica y: R, — M tal que y(0) = x* y se define la
aplicacion h: R - Rcon h = f oy, por el teorema de Taylor de primer orden
dehenO

h(t) = h(0) +th'(0) + 6(|t])

. 6(|t .
Donde ltlTBl _Tltll)’ entonces se tiene
-

flr@®) = f&x) + tlgrad £ (x"),v'(0)) + 6(It])

Como x* es minimo global entonces f(x*) < f(y), en forma particular para

y = y(t) entonces se tiene
f) = f(x7) = t(grad f(x*),y"(0)) + O(|¢t])
Luego
t(grad f(x*),y'(0)) + 6([t]) = 0

Que cuando el limite t — 0,(grad f(x*),y'(0)) +6(|t]) =0, por ultimo
considerando y'(0) = —grad f(x*), se tiene grad f(x*) = 0. EIl reciproco
solo se puede demostrar considerando la definicion de la funcion f ser

pseudoconvexa.
2.4 Definiciones de términos basicos

Superficie regular: Una superficie regular es un conjunto de puntos en el
espacio tridimensional que, cerca de cada uno de ellos, se puede
representar mediante funciones suaves y sin cruces o pliegues. Esto

significa que, en una pequefia regién alrededor de cualquier punto, la
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superficie se comporta como un plano y permite aplicar el calculo

diferencial. Ejemplos comunes incluyen formas como la esfera o el cilindro.

Variedad diferenciable: Una variedad diferenciable es un tipo de espacio
que, a pesar de tener una estructura compleja o curva en su totalidad, se
asemeja localmente a un espacio euclidiano como R", lo que permite
utilizar herramientas del calculo diferencial. Un ejemplo de esto es la
superficie de una esfera, que aunque es curva, en regiones pequefas se
comporta como un plano. Una variedad diferenciable en general es un
espacio topoldgico (no precisamente vectorial) semejante localmente al

espacio euclidiano cuya relacion tiene el soporte de la diferenciabilidad.

Espacio tangente a la variedad: Un concepto muy importante en la teoria
de variedades diferenciables es el espacio tangente. Si imaginamos que la
variedad esta inmersa en el espacio euclidiano R", se puede hacer
corresponder p € M un cierto espacio vectorial, el espacio de los vectores
tangentes a M en p, asi la esfera S? inmersa en R3, el plano tangente en
un punto p, es el conjunto de los vectores ortogonales al vector posicién p,
es decir {¥# € R3/¥ - p = 0}

Dichos vectores tangentes también son conocidos como vector velocidad
en R3. Como en variedades no se dispone del soporte de un espacio
ambiente, nos enfocamos de una caracteristica del vector tangente para
sustituir la nocion de velocidad. Se recuerda algunas nociones en

superficies regulares.

Sea e > 0,y:(—¢, &) » R™ una curva regular donde sus elementos tienen la
forma y(t) = (y1(t), v2(t), ., va (1)), por lo tanto y(0) = (y1(0), ., ¥x(0)) y
y'(0) = (¥1(0), ...,¥2(0)) = v € R™

Sea ademas f: R™ — R una funcion diferenciable en R™ en una variedad de

p, entonces se puede restringir f a la curva y y calcular la derivada

direccional de f en direccion hacia v denotado como:
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n n
d(fey) _ of dyi .\ _ , J
S Oleo= > 0O GO =( Y (5 ) |f
i=1 i=1
Por lo tanto, la derivada direccional sobre el vector v es un operador sobre

las funciones diferenciable que depende de v, sobre esta propiedad se

usard la definicion del vector tangente en variedades.

Métricas Riemannianas en variedades diferenciables: Estas métricas
nos permiten calcular distancias y angulos y dentro de la variedad. Consiste
en asignar, en cada punto, un producto interno al espacio tangente, lo que
convierte localmente a la variedad en un espacio similar al euclidiano, pero
con una geometria que puede variar de un punto a otro. Esta estructura
permite extender conceptos del calculo vectorial y la geometria clasica a

espacios mas generales y curvos.

Se definira la métrica dentro del espacio tangente T,M donde podemos
definir el producto interno:
v, w)p = Z viw; Yy (v,w), = Zgijviwi = (Gv,w)
i ij
Donde G es una matriz simétrica definida positiva, esta definicion aparece
al realizar cambios en las coordenadas, ya que si se define las coordenadas

x e z pertenecientes a R", donde se cumple que x(t) = x(z(t))

Entonces paratodoi = 1,2, ...,n se cumple que

n

dxl- _ 6xl- aZJ
dc dz; ot

j=1

Si definimos a v* como las derivadas de cada coordenada de x respecto a

t y analogamente definimos a v? se puede obtener que
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n n

dx\* 0x;
X2 — ) — t,z
v = § (@) E 72

i=1 =1
i=1

Haciendo un cambio entre k e i, obtenemos lo siguiente

n n
axi Zaxi z 6xk 6xk 7z 7z
—vp— |v7 = —— | vV
J L7J
0z, ~ 0z 0z; 0z;
k=1 k=1

i=1 j=1 ij=1

n
. . E 9 0 . )
Definimos la matriz G = g;; = ZkZZk  obteniendo asi

aZj aZi
k=1

n
(5, v%) = V1% = ) (g)vfvf = (6v%,v?)
i,j=1
Con este resultado, queda claro el cambio de coordenadas no debe alterar

la métrica, ya que si consideramos a v = G/?w se obtiene que el producto

interno (v,v), = (Gl/ZW,Gl/ZW)p = (Gw,w), = (W, w),,.

Campos de vectores: En el estudio de las variedades Riemannianas, se
consideran los campos de vectores como asignaciones que a cada punto
de la variedad le asocian un vector perteneciente a su espacio tangente.
Estos campos resultan especialmente relevantes en el contexto de la
Optimizacion Mateméatica, ya que permiten modelar las posibles
direcciones de desplazamiento que puede seguir un algoritmo iterativo
desde un punto inicial. Al analizar la evolucion continua de dicho algoritmo,
se obtiene una trayectoria cuya forma incluyendo propiedades como la
curvatura o la torsion esta influenciada directamente por la estructura del
campo de vectores que guia su movimiento. Por este motivo, se hace
necesario introducir nociones analogas a la derivada de funciones, pero
adaptadas a la geometria de las variedades, que permitan medir co6mo

varia un campo de vectores a lo largo de la variedad. Esto da lugar a
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herramientas como la derivada covariante, fundamentales para
comprender el comportamiento dinamico de los algoritmos en espacios

Curvos.

Conexiones afines: es una estructura matematica que permite derivar y
comparar vectores en distintos puntos de una variedad diferenciable. Su
funcién principal es definir la derivada covariante, lo que hace posible
estudiar como varian los campos de vectores a lo largo de otros campos.
Gracias a esto, se pueden definir conceptos como geodésicas y curvatura,
extendiendo el célculo diferencial a espacios curvos. Es esencial para
analizar trayectorias, variaciones y transportes de vectores en geometria y

optimizacién sobre variedades.

Geodésicas: Una geodésica es la trayectoria mas corta (o mas recta) entre
dos puntos en un espacio curvo. Generaliza la idea de linea recta en
geometria euclidiana. En términos técnicos, es una curva que no cambia
de direccién segun la geometria del espacio, es decir, su aceleracion

covariante es cero. Es decir que

d(da)_o
de\dt)

Curvatura de una variedad Riemanniana: Describe cémo varia la forma
del espacio en torno a cada punto, comparado con un espacio plano.
Informa sobre como se curvan las geodésicas, como cambia la distancia
entre vectores paralelos transportados y cdmo se comporta la geometria

en diferentes direcciones.

Variedades Completas: En el contexto de la optimizacién desde la
perspectiva de la geometria Riemanniana, es fundamental asumir que la
variedad en cuestion sea completa. Esto, en términos practicos, implica que
cualquier geodésica dentro de la variedad puede extenderse
indefinidamente a lo largo del parametro t € R. Un resultado clave

relacionado con esta propiedad es el Teorema de Hopf y Rinow, que
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establece que, en una variedad completa, para cualquier par de puntos
existe siempre una geodésica que representa la distancia minima entre
ellos, comparada con todas las curvas que los conectan y que son

suavemente diferenciables por tramos.

Una inquietud natural que surge es si seria posible formular métodos
basados en geodésicas bajo condiciones menos estrictas que la
completitud, por ejemplo, definiendo una medida en la variedad mediante
el producto interno del espacio tangente, de modo que las geodésicas estén

definidas en casi todo punto, salvo en un conjunto de medida nula.

Retraccion sobre variedades: Las retracciones son herramientas
esenciales en el desarrollo de esta investigacion, ya que permiten trasladar
conceptos del espacio euclidiano al contexto de variedades diferenciables.
De manera general, una retraccion se define como una aplicacion suave
qgue lleva vectores del espacio tangente en un punto de la variedad de
vuelta a la propia variedad. Esta funcion esta estrechamente relacionada
con el concepto de exponencial Riemanniana, ya que en muchos casos la
retraccion se construye a partir de ella, lo cual establece una conexion

directa con las geodésicas, como lo sefiala Boothby (1975).

El problema de optimizacion y sus condiciones de optimalidad: Los
fendmenos observados en la naturaleza pueden ser analizados mediante
modelos matematicos, los cuales, en numerosos casos, se expresan como
problemas de optimizaciéon. Uno de estos modelos sera presentado mas
adelante. Para abordar adecuadamente tales problemas, es fundamental,
en primer lugar, establecer las condiciones que aseguren la existencia y
caracterizacion de soluciones 6ptimas. Solo entonces se podra proponer

un algoritmo efectivo que permita resolver dichos modelos de optimizacion.

Con ese proposito, es necesario definir con precision el espacio sobre el

gue trabajaremos. En este contexto, introducimos el concepto de variedad
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convexa y, dentro de ella, nos enfocaremos en una clase especial de

funciones: las funciones convexas y cuasiconvexas.

Andlisis convexo y cuasiconvexo: El desarrollo del analisis convexo en el
contexto de variedades Riemannianas fue abordado por Rapsack (1997) y
Udriste (1997). En su trabajo, Rapsack demuestra que en una variedad
diferenciable cuya métrica proviene de R", es posible obtener
caracterizaciones de primer y segundo orden aplicables a problemas de
optimizacién definidos sobre dicha variedad. Por su parte, Udriste (1997)
estudia esta problemética en el marco mas general de una variedad
Riemanniana abstracta, extendiendo de forma independiente la teoria de la

convexidad.

En cuanto al concepto de convexidad, los estudios orientados al analisis
convexo con aplicaciones a la teoria de optimizacién han experimentado
un avance considerable desde entonces. Un ejemplo de ello es el trabajo
de Da Cruz Neto et al. (1998), quienes analizan variedades Riemannianas
completas con curvatura seccional no negativa. Inspirados en esta linea de
investigacion, se desarrolla aqui una aproximacion al analisis convexo en

el contexto de variedades Riemannianas.

Funciones cuasiconvexas: Se dice que una funcién f: X — R siendo X un
subconjunto convexo de un espacio vectorial es cuasiconvexa si se cumple
flax + (1 — @)y) = min{f(x), f(y)} donde 0<a <1. La funcidon f es
cuasiconvexa siy solo si —f es cuasiconcava. Ademas, por la definicion de
cuasiconvexidad que f es cuasiconvexa siy solo si se cumple la expresion
fla+ (1 —a)y) <max{f(x),f(y)},0 < a <1 donde X es un subconjunto
convexode R*"y f: X - R.

Se cumplen algunas propiedades de funciones concavas las cuales son la

desigualdad f(ZiL a;x;) = XL a;f (x;), es decir que el valor que toma la
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funcién céncava es una combinacion convexa de elementos de X mayor o

igual que la combinacion convexa de dichos valores.

El subgrafo s ={(x,1) e X XR:1 < f(x)} de una funcién concava, es
convexo en R"™ x R, donde es una combinacion lineal no negativa de
funciones convexas definidas en un conjunto convexo, lo cual es una
funcion concava. Observando que estas definiciones solo han sido
desarrolladas en geometria euclidiana, se generalizara en forma particular

en variedades Riemannianas.
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IIl. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 Hipotesis
Hipotesis general

La geometria Riemanniana tiene herramientas que determinan la
demostracion de la convergencia del método del Gradiente para la

minimizacion de funciones cuasiconvexas usando retracciones.
Hipotesis Especificas

e El uso de sucesiones convergentes determina la minimizacion de
funciones cuasiconvexas usando retracciones en el método del
Gradiente.

e Para minimizar funciones cuasiconvexas sobre variedades
Riemannianas se debe reemplazar las geodésicas por retracciones
en el método del Gradiente.

e Las métricas Riemannianas especificas favorecen la transformacion
de problemas de minimizacién no convexos en cuasiconvexas sobre
variedades Riemannianas.

3.2 Operacionalizacion de las variables

Definicién conceptual de variables

Variable Dependiente (D)

Convergencia del Método del Gradiente sobre variedades Riemannianas,
es la propiedad que asegura que las sucesivas aproximaciones generadas
por este método tienden a un punto 6ptimo sobre la variedad. Este
comportamiento se analiza adaptando el calculo del gradiente a la
estructura geométrica de la variedad, utilizando herramientas como la

retraccion y el producto interno definido por la métrica Riemanniana.
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Variable Independiente (I)

Retracciones en el Método del Gradiente para minimizar funciones cuasi

convexas, son aplicaciones que permiten proyectar vectores del espacio

tangente de un punto sobre la variedad de regreso a la propia variedad,

siguiendo una trayectoria que respeta su geometria. En el caso de

funciones cuasiconvexas, las retracciones aseguran que el método del

gradiente pueda avanzar hacia una solucién éptima sin salirse del dominio

de la funcion, facilitando asi la convergencia del algoritmo.

Tabla 1. Operacionalizacion de la variable

cuasiconvexas

Variables Dimensiones Indicadores Método Técnica
Independiente | Variedades Elementos de Documentos
Retracciones Riemannianas | variedades cualitativos
en el método Riemannianas
del Gradiente
sobre Variedades Revision
varledadgs diferenciables ; bibliogréfica
Riemannianas Método

Retracciones | /... mdgctl\{o -
en variedades Deductivo
Riemannianas
Geodesicas Trabajos con
grupos de
Método del Algoritmo del Investigacion
Gradiente Gradiente
Dependiente | -, jiciones de Funciones Doclym_entos

S ., . . cuasiconvexas cualitativos
Minimizacion optimalidad Método
de fu_nmones | inductivo — o
cuasiconvexas Convergencia Deductivo Revision

de funciones bibliografica

Fuente: Elaboracion Propia
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IV. METODOLOGIA DEL PROYECTO

4.1 Disefio metodoldgico

4.1.1.Tipo de investigacion

Se trata de una investigacion de tipo basica y descriptiva, cuyo objetivo
principal es contribuir al desarrollo del conocimiento en torno al
planteamiento del problema. La metodologia que se seguira durante el
desarrollo del proyecto responde a un enfoque analitico-deductivo,
centrado en el estudio riguroso de conceptos, definiciones, teoremas y
corolarios, asi como en la elaboracion de demostraciones que permitan
obtener y discutir los resultados. Esta investigacion no esta orientada a una
aplicacion computacional directa.

En este sentido, se clasifica como una investigacion demostrativa,
fundamentada en marcos tedricos propios de estudios basicos y
descriptivos. Su finalidad es ampliar el cuerpo tedrico existente,
enfocandose en la generacidbn de nuevo conocimiento, sin abordar
directamente aplicaciones practicas derivadas de los andlisis tedricos

realizados.
4.1.2. Disefio de la investigacion

La presente investigacion es de tipo no experimental, ya que no se realiza
manipulacion directa de la variable independiente con el fin de observar
efectos sobre la variable dependiente. En este caso especifico, la
convergencia del método para minimizar funciones esta determinada
principalmente por la retraccion utilizada en el método del gradiente, la cual,
a su vez, depende de la métrica Riemanniana seleccionada, tal como se

establece en la hipotesis de estudio.
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De forma similar, las funciones cuasiconvexas consideradas en esta
investigacion permiten garantizar la existencia de un éptimo, debido a sus
propiedades mas generales en comparacion con las funciones convexas.
Esto respalda el cumplimiento de la hipétesis planteada, la cual sera
examinada y sustentada a lo largo del desarrollo y analisis de los resultados

de esta investigacion.

4.2 Método de investigacion

En consecuencia, debido con la naturaleza del trabajo de investigacion, el
método usado es el basico tedrico.

4.3 Poblacion y muestra

El problema abordado en esta investigacion no posee una dimensién
factica, ya que no se refiere a hechos observables o medibles en una
poblacidén especifica. Se trata, mas bien, de un problema de naturaleza
formal, cuya complejidad radica en las dificultades teoricas inherentes a su
formulacion y andlisis. Por esta razén, no implica el estudio de una muestra

ni requiere la identificacién de una poblacién objetivo.
4.4 Lugar de estudio y periodo desarrollado

Por el tipo de investigacién que se ha realizado, el presente trabajo tiene
como lugar de estudio la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica en
el periodo de estudio del afio 2018 y 2019.

4.5 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la
informacion documental

Se empled una técnica de recopilacion de informacion basada en la revision

documental, utilizando fichas de investigacion como herramienta principal

para reunir conocimientos vinculados al problema planteado. Este proceso

incluyd el uso de diversas definiciones tedricas, teoremas y propiedades, a

partir de los cuales se derivaron resultados que sirvieron como base para
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la demostracion de la hipétesis general, asi como de la hipétesis especifica

gue aborda el problema de investigacion.

4.6 Anadlisis y procesamiento de datos

Para fundamentar y desarrollar las hipétesis de esta investigacion, se
recurrio al uso de definiciones, conceptos, teoremas y propiedades
tedricas, los cuales sirvieron como base informativa. Esta informacion
permitié establecer comparaciones entre resultados intermedios vy finales,
mediante un proceso de analisis y demostracion sustentado en

razonamientos deductivos y analdgicos.

Con ese proposito, se llevé a cabo la recopilacién de textos y articulos
especializados en el campo de la Optimizacion Matematica y disciplinas
afines. Posteriormente, dicho material fue organizado teméticamente y

clasificado de manera cronoldgica segun las areas a las que pertenecen.

4.7 Aspectos éticos en investigacion

La presente investigacion cumple con las normas establecidas (articulo
427-438 del codigo penal, Ley sobre el derecho del autor, decreto
legislativo N°822) en el Per, no incurriendo en el delito contra la fe publica.
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RESULTADOS

5.1 Resultados descriptivos
Debido a que el trabajo de investigacion es de tipo basica, no cuenta con
datos estadisticos o aplicacion de herramientas estadisticas en su analisis,

por lo tanto, este trabajo no cuenta con resultados descriptivos.

5.2 Resultados inferenciales
Debido a que el trabajo de investigacion es de tipo basica, no cuenta con
datos estadisticos o aplicacién de herramientas estadisticas en su analisis,

por lo tanto, este trabajo no cuenta con resultados inferenciales.

5.3 Otro tipo de resultado estadistico, de acuerdo con la

naturaleza del problema de hipo6tesis
Debido a que el trabajo de investigacién es de tipo basica, no cuenta con
datos estadisticos o aplicacion de herramientas estadisticas en su analisis,

por lo tanto, este trabajo no cuenta con resultados estadisticos.

5.4 Resultados del método de gradiente sobre una

variedad
Segun Burden (2016), el método de gradiente fue estudiado inicialmente
por Hestenes y Stiefel, método que se usa para la solucion de sistema de

ecuaciones lineales. Los paso son los siguientes:

e Paso 1: Considerar un punto inicial x = x°. Haciendo k = 0

e Paso 2: Escoger la direccion de descenso d* = —Vf(x*)
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e Paso 3: Realizar la busqueda lineal seleccionando un paso a; donde
se cumple que g, (a)) = f(x* + a*d*) < f(x*) = £,.(0)

e Paso 4: Hacer x***D = xk 4 g, d¥

e Paso 5: Haciendo la prueba de convergencia donde ||Vf(x*)|| < &,
si converge se detiene el método. Caso contrario se hace k =k + 1

y se regresa al paso dos.

En esta investigacion se analiz6 la convergencia, la cual se usé para
comprender la convergencia global sobre una variedad Riemanniana,
usando la regla de Armijo en forma general, considerando el problema de

optimizacién no lineal

minf (x) V.1)
Donde la funcién f: R™ - R es una funcién de clase C' y M es una variedad
Riemanniana completa.

Para generalizar el método de Gradiente de los espacios euclidianos a
variedades con retracciones se analiza la siguiente expresion, donde un

punto x, € TXM se tiene
Xi+1 = Ry, (EkMk) V.2)

Donde 7, € T,, M, representando el espacio tangente a M en el punto xy, t;

es un escalar que sigue la direccion de la busqueda de Armijo, generando

la sucesion x,,; Y R es la retraccion definida por Absil (2008).
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Sabiendo que el método de gradiente sobre una variedad genera una
sucesion de puntos {x*} dados por:
x°eM V.3)
xk*1 = exp k(—t; grad f(x*)) (V.4)
Donde exp .« es una aplicacion exponencial en el punto x*, t; es parametro
positivo, — grad f(x) es la gradiente, esto es sefalado por Papa (2008). En
forma particular si M = R™ se puede obtener una expresion equivalente a
V.4)
Xkt = xk — ¢, VF(xk)

De esta forma se generaliza el método de méximo de maximo descenso en

variedades a el maximo descenso en R".

Hay muchas formas de escoger el parametro t,, lo vual su eleccion
dependera de método computacional, mostrando asi los métodos mas

usados:
Método A: Gradiente con busqueda exacta

1. Dado x*, calcular el gradiente sobre el plano T,«M

2. Determinar la geodésica y(t),t = 0, de la variedad M, cumpliendo asi
que y(0) = x* y y'(0) = —grad f (x*)

3. Minimizar f(y(¢t)),t = 0 obteniendo el pardmetro y definiendo
X =y (ty)

Método B: Gradiente con Regla de Armijo
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1. Dado x*, calcular el gradiente sobre el plano T, xM

2. Determinar la geodésica y(t),t = 0, de la variedad M, cumpliendo asi
que y(0) = x*yy'(0) = —grad f (x")
3. Haciendo
ty = 27"
Donde i, es el menor entero positivoy a € (0, %) cumpliendo que

fr(t) < F(*) — atyllgrad £ ()12

Definicion 34. Una funcién f: M — R es llamada gradiente Lipschitziana
con constante I" si Vp,q € M y la curva geodésica y: [0,a] - M cumpliendo

que y(0) = p y y(a) = q verificando que
lgrad £ (¥ (£)) — py() grad £ (p)|| < T'L(¢)
Para todo t € [0, a], donde P, es el transporte paralelo de y(0) = p ay(t)

Método C: Gradiente con pasos fijos

1. Dado x*, calcular el gradiente sobre el plano T, M
2. Determinar la geodésica y(ty), t, = 0, de la variedad M, cumpliendo asi
que y(0) = x* y y'(0) = —grad f (x*)
3. Dados 64,6, > 0 tales que
o.r+6,>1
Donde I" es la constante Lipschitziana asociada al campo gradiente de

f , escogiendo asi al parametro
2
tk E 61,?(1_62)
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5.5 Resultados sobre el analisis de convergencia del

método gradiente
Resolviendo el problema de optimizacion:
(p) minf(x)
Donde M es la variedad Riemanniana conexa, completa de dimension finita
y f:M — R es continuamente diferenciable y cuasiconvexa.

La siguiente hipotesis nos ayuda a analizar la convergencia a partir de la

generacion de sucesiones convergentes en un espacio no vacio.
Hipotesis Al.

El conjunto de puntos 6ptimos del problema de optimizacién es llamado X*,
se denota el valor 6ptimo del problema de optimizacion por f*. Definiendo

el conjunto
U= {x EM: f(x) < igff(xk)}

Es necesario introducir una definicion importante la cual consiste en la
sucesion cuasi Fejér insertado por Ermoliev (1973) y desarrollado por
Svaiter (2011) y Burachik (1995) sobre un espacio métrico.

Definicion 35. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Una sucesion
{yi}, k = 0 de X es cuasi Fejér convergente al conjunto U c X, donde para
cada u € U existe una sucesion {e,} €R tal que ¢, = 0,X{ex <oy

ademas d?(y**t,u) < d?(y*,u) + .

Teorema 14. En un espacio métrico completo (X, d), si {y*} es Cuasi Fejér
convergente para un conjunto U € X, entonces y* es limitada. Si ademas

un punto de acumulacién y de {y*} pertenece a U. Entonces {y*} converge
iyt =y

Demostracion: Sea u € U un valor fijo y usando la desigualdad

d?(y** 1 u) < d?(y*,u) + g
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Sumando telescopicamente desde k = 0 hastan — 1
n-1 o
d?(y™u) < d?(y°%u) + z g <d*(y%u) + Z £k
k=0 k=0

El lado derecho es infinito, por lo tanto {y*} es acotada

Analizando la convergencia, sea y € U un punto de acumulacion de {y*}
como es acotada y por Bolzano Weierstrass existe una subsucesion

convergente y*i — y. De la desigualdad anterior tenemos

2y, y) < d* (N, 9) + &
Si consideramos a;, = d?(y*, ¥) con un punto de acumulacién en y, el cual
cumple que agyq < ax + & , Zeg, < o y ademas a; = 0, demostrando asi
que ;iil?oyk =y.
Definicion 36. Sea un espacio métrico X y 0 < p < oo. La sucesion (x,) en

X es cuasi Fejér convergente a 2 c X. Si para cada x* € 12, existe una

sucesion no negativa (p,,) tal que d(x*, x,,)° < d(x*, xp_ )F + pp,n = 1,2, ...

El Lema que se muestra a continuacion es de suma importancia ya que
muestra que la sucesion generada por el método de maximo descenso es

cuasi Fejér convergente a U

Lema 1. Sea f:M — R una funcidbn continuamente diferenciable y
cuasiconvexa en una variedad Riemanniana conexa, completa y de

dimension finita con curvatura seccional no negativa, entonces
d?(x**1,x) < d?*(x*, x) + tillgrad - £ (x)||?
Para todo x € U y todo t; > 0.

Demostracion: Sea x € U un valor arbitrario. Sea la curva y;:[0,l,] - M la
geodésica minimal que une x* y x con y(0) = x*. ||y’(0)|| = 1 ademas

v,:[0,1] » M es una geodésica que une x* y x**1 esto es y,(0) = x*,
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¥2(1) = x**1 con y;(0) = —t, grad f(x*). Por propiedad de homogeneidad
de geodésicas, donde y, es parametrizada tal que
v2: 10, tillgrad - fF ()] > M

Tal que y,(tillgrad - f(x*)|]) = x** y teniendo asi
ly2(Oll =1
Del teorema 14 se tiene
d?(x**1, %) < d?(x", x) + tg llgradf (X I? + 2¢; d(x*, x)(grad f (x*), y1(0))
Como f es cuasiconvexay f(x) < f(x*) del teorema 12 se tiene

(grad f(x*),y1(0)) < 0
Usando el resultado de la desigualdad, se obtiene la demostracion.

A continuacion se tomara los resultados del algoritmo generalizado de

Kiwiel (1996) generalizando asi el espacio euclidiano

Método de Armijo generalizado

En 1966, Armijo publicé su trabajo titulado “Minimization of functions having
Lipschitz continuous first partial derivatives”, en el cual establecio la
convergencia del método del gradiente. Desde entonces, sus aportes han
sido ampliamente utilizados como base para desarrollar mejoras y
extensiones tedricas y computacionales. En el marco de nuestro estudio,
implementamos el método del gradiente sobre variedades Riemannianas,

empleando una version generalizada de la regla de Armijo.

En esta subseccion, demostramos la convergencia global del método en el
contexto cuasiconvexo. Estos resultados amplian los trabajos de Kiwiel y
Murty (1996) al ambito de las variedades Riemannianas, y a su vez
extienden los aportes previos sobre convergencia en el caso convexo
realizados por Burachik et al. (1995) y Cruz Neto (1998).
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El método del gradiente con regla de Armijo genera una sucesion de puntos
{x,}, definida segun las expresiones (V.3)-(V.4), cumpliendo con ciertas

hipodtesis que se detallan a continuacion.

Hipotesis A2.

Sea @: R, - R, una afirmacion tal que:

A2.13a € (0,1),7t, > 0, tal que Vt € (0,7,]: p(t) < at
A2.23B > 0,75 € (0,+], tal que V¢ € (0,75] N R: ¢p(t) < Bt?

A2.3Vk, f(x**1) < F(F) — o) llmef KNPy 0 <ty < 1

A2.4 3y >1,1,>0, tal que Vk:t, =1, 0O existe t, € [ty,yt,] donde
b £ (Ros (B () ) = £G4 = dE e f I

Observacion 15. Se puede observar que la hipétesis A2 satisface la regla
de Armijo para los valores ¢(t) =at,f=a,y=2 Yy 1,=13=17,= 1.
Ademas la hipétesis también satisface por el método de gradiente con
pasos fijos y generalizo en variedades Riemannianas. Esto ocurre ya que
dado 4, y 6, tal que §,I' + 6, < 1, donde I' es la constante de Lipschitz

asociado a la gradiente, en particular seleccionar

2
ty € <51’f(1 — 62)>

rs, .
2(1-65)" Y

Se define ¢(t) = pt?, con B = = 01,73 = %(1 —08,),a € (0,1)
arbitrariamente y 7, = a / 8, de esta forma se garantiza la hip6tesis A2.

Proposicion 16. Sea f: M — R una funcién continuamente diferenciable y
cuasiconvexa. Suponga que la hipotesis A1 y A2 cumplen. Entonces la
sucesion {x*} generado por el método del gradiente con la regla de Armijo

es cuasi Fejér convergente a U.

Demostracion: De las hipoétesis A2.2 y A2.3 se tiene
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Btillgradf (XII? < f(x*) = f ) (V.5)

Implicando asi

[ee]

Z t,%||gradf(x")||2 <

k=0

0\ __ £+
[T

De Lema 1y la definicion 35 se tiene el resultado.

Teorema 15. Sea f:M — R una funcion continuamente diferenciable y
cuasiconvexa. Suponga que las hipoétesis A1y A2 cumplen. Entonces la
sucesion {x*} generado por el método del gradiente con la regla de Armijo
es convergente. Ademas, converge para un punto estacionario 6sea un

punto X donde grad f(x) = 0.

Demostracion: De la proposicion anterior, se tiene que {x*} es cuasi Fejér
convergente en U, por lo tanto por el teorema 14 la sucesion {x*} es
limitada. Por lo tanto, existe x y una subsucesion {x"i} de {x*} que converge

a x. Como f es continua se obtiene
limf(x) = (%)
j—o00
Debido a que {f(x*)} es una sucesién no creciente, con una subsucesién
que converge para f(x), se tiene que para toda sucesion
f(X) < f(x*),vk €N

Implicando asi que x € U. Por el teorema 14, se puede concluir que {x*}
converge para x. Por ultimo, se puede probar que grad f(x) = 0. Por el

método de contradiccion, suponemos que grad f (x) # 0.
Podemos obtener que grad f(x*) — grad f(x) £ 0y f(x*) » f(%)
De la expresion (V.5) se puede obtener

limt, =0 (V.6)

k—co

Por otro lado, usando A2.4 y A2.1, se tiene que cuando k es

suficientemente grande
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F (Rat(=Eumef () ) = £G4 = —aellmef OIP v.7)

Ademas, por el teorema del valor medio, para cada k, 3t; € [0, ;] tal que

= (e (Rot(=timf ) ). Py s () = —allgrad £

Donde P, o es el transporte paralelo sobre la geodésica y; tal que
Yk (0) = x* y y,.(0) = —n £ (x*). Por la expresion (V.6) y la hipétesis A2.4
Se obtiene que:

limt, =0

k— o0

Haciendo que k — +oo por la desigualdad anterior y tomando en cuenta que
la gradiente de funcién f es continua, ademas la retraccion R y el transporte
paralelo también lo es, se tiene que 1<a, lo que contradice A2.1,

obteniendo la conclusion que 1, f(x) =0
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V. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacion de la hipotesis

1. Se logra obtener como resultado a partir del método de busqueda de
linea definido en el algoritmo anterior. Estas afirmaciones estan
inspiradas en la teoria convencional. La geometria Riemanniana
obtienen como resultados la demostracion de la convergencia usando
retracciones con la finalidad de minimizar funciones cuasiconvexas con
la teoria estudiada en la presente investigacion.

2. Dentro de la demostracion se insertd el concepto de Retraccién como
una extension de aplicaciones que usan las métricas especificas tales
como lo usa Quispe (2008) p.22. En general, se tomo sucesiones de
forma que sean convergentes para determinar la minimizacion de
funciones cuasiconvexas mediante la Gradiente como método de
solucion.

3. Tal cual como se demostré la convergencia, la presente investigacion
us6 bondades de las funciones cuasiconvexas, lo cual nos permite
obtener puntos Optimos que sean Utiles para la toma de situaciones
ante problemas contextualizados, donde reemplazamos las geodésicas
por retracciones del método del Gradiente y en variedades
Riemanniana se logra minimizar funciones cuasiconvexas.

4. EI uso de métricas especificas Riemannianas favorece
considerablemente la transformacion de funciones no convexas a
cuasiconvexas sobre estas variedades Riemanniana, esta afirmacion

se puede demostrar solo considerando la métrica clasica euclidiana.

6.2 Contrastacion de los resultados con estudios

similares
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En Absil y Malick (2012), unos de sus resultados son similares al obtenido
en la presente investigacion, con la diferencia que este autor muestra la
convergencia deébil, esto se debe, a que este autor trabaja con funciones
en general, por lo cual, diversos autores pueden hacer una generalizacion
sobre este planteamiento en situaciones especificas, el resultado obtenido

fue el siguiente.

Teorema 16. Sea {x;} una sucesion infinita de iteraciones generada por el
algoritmo 1. Entonces todo punto de acumulacién {x,} es punto critico de

la funcién costo f.

Al comparar este resultado con el obtenido en la investigacion se puede ver
gue, en la hipétesis del teorema anterior no se denotan condiciones sobre
esta funcion costo, a diferencia de nuestra investigacion, usamos las

funciones cuasi convexas. Otro resultado es el siguiente corolario

Corolario 3. Sea {x;} una sucesion infinita de sucesiones generadas por
el algoritmo. Supongase que el conjunto de nivel L = {x € M: f(x) < f(xo)}

es compacto. Entonces
Jim llgrad £ (o)l = 0

Lo cual no realiza la busqueda lineal de Armijo a diferencia del resultado de

esta investigacion.
6.3 Responsabilidad ética

La presente investigacion tiene como responsabilidad ética motivar e
incentivar la investigacion, donde se brinda un aporte para que pueda ser
usado en proximas investigaciones. Se acredita que la investigacion es
legitima, usando referencias bibliograficas y usando de forma regular los

textos.
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VI. CONCLUSIONES

1. Se tienen muchas ventajas positivas para la generalizaciéon de modelos
en la optimizacion matematica, estos modelos son tratados
adecuadamente en funciones cuasiconvexas. En la presente
investigacion se ha podido obtener la convergencia sobre un punto
critico o candidato para ser punto Optimo, el cual, aplicAndose las
retracciones se ha podido llegar a su introduccion y clasificacién de dicho
punto.

2. Esta investigacion muestra que el método para problemas de
optimizacién se puede extender en una variedad Riemanniana completa
de curvatura seccional no negativa, sobre estas se han definido las
retracciones, donde a partir de su métrica se lleg6 a la minimizacion de
la funcion cuasiconvexa.

3. Los problemas con funciones no convexas se pueden transformar en
funciones convexas, a partir de definir una métrica donde se puedan
encontrar puntos candidatos a ser 6ptimos, donde por medio de las
sucesiones de Armijo del método gradiente se pueden generar

sucesiones convergentes en la variedad Riemanniana.
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VIl. RECOMENDACIONES

1. Una de las recomendaciones de la presente investigacion a partir de los
resultados obtenidos es respecto a la busqueda de expresiones
particulares en las retracciones, estan son diferentes a la planteadas por
Absil (2012)

2. Se recomienda el uso de propiedades geométricas especialmente en el
analisis de la geometria Riemanniana con curvatura no positiva
especialmente en la optimizacion.

3. Laimplementacién en forma computacional de los resultados obtenidos
en la presente investigacion con la finalidad de obtener comparaciones

y ver el modelo optimo o modelos similares.
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ANEXO

Matriz de Consistencia

PROBLEMA

OBJETIVO

HIPOTESIS

METODOLOGIA Y
POBLACION

Problema General

¢ Cémo obtener la
convergencia del
Método del
Gradiente usando
retracciones para
minimizar funciones
cuasi convexas
sobre variedades
Riemannianas?

Problema
Especifico

1. (Eluso de
retracciones con
métricas especificas
en el Método de
Gradiente viabiliza la
minimizacion de
funciones cuasi
convexas sobre
variedades
Riemannianas?

2. ¢Las funciones
cuasi- convexas
permiten encontrar
Optimos por me- dio
del Método de
Gradiente sobre
variedades
Riemannianas?

Objetivo General

Demostrar la
convergencia del
Método del
Gradiente usando
retracciones para
minimizar
funciones
cuasiconvexas
sobre variedades
Riemannianas.

Objetivo
Especifico

1. Usar
retracciones con
métricas
especificas en el
Método de
Gradiente que
viabilice la
minimizacion de
funciones
cuasiconvexas
sobre variedades
Riemannianas.

2.Usar funciones
cuasiconvexas
permite encontrar
Optimos por medio
del Método del
Gradiente  sobre
variedades
Riemannianas

Hipotesis General

La demostracién de
la convergencia del
Método del
Gradiente usando
retracciones
minimiza funciones
cuasi convexas
sobre variedades
Riemannianas.

Hipotesis
Especifica

1.Existe retracciones
con métricas
especificas en el
Método de Gradiente
que viabiliza
minimizar funciones
cuasiconvexas sobre
variedades
Riemannianas.

2.El uso de
funciones
cuasiconvexas
permite encontrar
Optimos por medio
del Método de
Gradiente sobre
variedades
Riemannianas.

Tipo de investigacion

Es estrictamente una
investigacion bésica.

Disefio de investigacion

Disefio no experimental,
hipotético-deductivo

Poblacién y muestra

El problema pre- sentado
no tiene magnitud factual,
es un problema que tiene
magnitud formal plasmado
por el grado de dificultad
que tiene la naturaleza
propia del problema para
su investigacion, por tanto
carece de poblacién
muestral.

Técnicas e instrumentos
de recolecciéon de datos

Para la realizacion de
nuestro trabajo se reunié
bibliografia especializada y
recopilacion de
investigaciones
relacionadas con el método
de retraccion y gradiente.

Plan de anélisis
estadisticos de datos

La presente investigacion
no requiere plan de analisis
estadistico de datos.
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