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RESUMEN

El presente trabajo visa a estudiar las inclusiones estrictas con relacion a la o-
algebra de Borel, a la o-algebra de Lebesgue y a la o-dlgebra del conjunto de partes,
en particular se mostrara la existencia de los conjuntos de Bernstein los cuales
pertenecen al o-algebra del conjunto de partes pero no es un Conjunto Lebesgue

medible.

Palabras Clave:

= Conjunto de Bernstein

= Ordinal

= Lebesgue medibles

= o-algebra

= conjuntos Borelianos

s Cardinalidad
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ABSTRACT

The present work aims to study the strict inclusions in relation to the Borel o-
algebra, the Lebesgue o-algebra and the o-algebra of the set of parts, in particular
the existence of the Bernstein sets which belong to the o-algebra of the set of parts

but it is not a measurable Lebesgue Set.

Keywords:

Bernstein set

Ordinal

Lebesgue-measurable

o-algebra

Borel set

Cardinal numbers
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INTRODUCCION

En éste trabajo vamos a dar a conocer algunas aplicaciones de recursiones transfi-
nitas, mostrando la existencia de conjuntos Lebesgues medibles pero no Borelianos
y ademas se construira el conjunto de Bernstein, que es un ejemplo de un conjunto

que no es Lebesgue medible.

El principio de buen orden afirma que en cualquier conjunto de nimeros naturales
existe un minimo, es decir, un nimero no mayor que algin otro del resto, siempre
y cuando dicha colecciéon no esté vacia. Esto diferencia al conjunto de los niimeros
naturales de otros conjuntos ordenados de niimeros, como por ejemplo los ntimeros
enteros o los numeros reales. El principio de buena ordenaciéon es equivalente al

principio de induccién: uno puede demostrarse a partir del otro.

Recordemos que podemos hablar de dos tipos de induccién: la ordinaria y la transfi-
nita. La induccion transfinita es una extension de la induccion matematica a (gran-

des) conjuntos bien ordenados, tales como conjuntos de ordinales o cardinales.

Cuando hablemos de conjunto de Bernstein es un 6ptimo ejemplo de conjuntos
con propiedades no usuales. La construccion de ese conjunto envuelve muchos pa-

sos, la inducciéon transfinita no sera suficiente y para facilitar las demostraciones se

XV



presentara diversos lemas, todo eso con la intuiciéon de probar la existencia de la

construccion.
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I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcién de la realidad problematica

En el presente trabajo se pretende construir diversos ejemplos que muestren la
existencia de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos y ademés describir los

conjuntos de Bernstein que son conjuntos en los reales que no son Lebesgue medibles.

1.2. Formulacién del Problema

1.2.1. Problema General

.Existen ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no Lebesgue medibles?

1.2.2. Problema Especifico

» ; Existen ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos?

» ; Existen conjuntos en R no Lebesgue medibles?



1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Mostraremos ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no Lebesgue medibles.

1.3.2. Objetivo Especifico

= Mostraremos ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos.

= Mostraremos ejemplos de conjuntos en R no Lebesgue medibles

1.4. Justificaciéon

El siguiente trabajo esta dedicado a todos los lectores que quieran y les guste aplicar
métodos de teoria de conjuntos fuera de la teoria clasica de conjuntos, a partir de

la Teoria de la medida.

La importancia de la Teoria de Conjuntos radica en que a partir de ella se pueda
reconstruir toda la matematica, mientras que la teoria de la medida es de importan-
cia central en la geometria, la probabilidad y en la estadistica, ya que permite crear
nuevas formas de medir conjuntos desde el punto de vista de la longitud, el area, el

volumen, etc.

Es asi que el motivo principal del presente trabajo es dar a conocer la importancia



de estudiar la teoria de conjuntos y los métodos tipicos de la teoria moderna de
conjuntos como: la induccion transfinita, el lema de Zorn y la hipotesis del continuo,

obteniendo resultados relevantes en el estudio de las o-algebras de los reales.

Se mostraré la existencia de subconjuntos de R con algunas propiedades extranas,
como lo son los conjuntos de Bernstein. Para ello se desarrollaran temas como in-

duccion y recursividad transitiva, aritmética cardinal, entre otros.

1.5. Delimitantes de la Investigaciéon

1.5.1. Teoérico

No aplica.

1.5.2. Temporal

No aplica.

1.5.3. Espacial

No aplica.



II. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1. Antecedentes Nacionales

No se encontré antecedentes nacionales.

2.1.2. Antecedentes Internacionales

CIESIELSKI, K. Set Theory for the Working Mathematician. England:

Cambridge University Press, 1997.

En el texto el autor se concentra en los métodos tipicos de teoria de conjuntos mo-
derna: induccion transfinita, lema de Zorn, hipotesis del continuo. La eleccién de
los temas y la forma en que se presentan esta subordinada a un propoésito: obtener
las herramientas que son mas ttiles en las aplicaciones, especialmente en geometria
abstracta, anéalisis, topologia y algebra. En particular, la mayoria de los métodos
presentados en el libro van acompanados de muchas aplicaciones en geometria abs-

tracta, anélisis real y, en algunos casos, topologia y algebra.

ALFRED TARSKI’'S WORK IN SET THEORY, AZRIEL LEVY. The

Journal of Symbolic Logic, Mar., 1988, Vol. 53, No. 1 (Mar., 1988)

Un motivo central en el trabajo de Tarski en teoria de conjuntos, y también en

logica, fue la idea de algebraizacion. Tarski probablemente esperaba que un calculo

4



algebraico de la teoria de conjuntos hiciera que las s6lidas herramientas desarrolladas
en la teoria de conjuntos estuvieran disponibles para muchos casos diferentes, tanto
en la teorfa de conjuntos como fuera de ella. Esta algebraizacion se llevo a cabo
principalmente en dos direcciones diferentes. Una direccion es la de las algebras de
Boole y sus modelos-campos de conjuntos naturales; nos referiremos a ella como
la direccion algebraica booleana. Esta direccion resulté ser inmensamente exitosa y
dio muchos frutos para la investigacion en grandes cardenales y forzamiento. La otra
direccion de la algebraizacion de la teoria de conjuntos llevada a cabo por Tarski es la
del analisis de la acciéon de funciones uno-uno que conducen a las algebras cardinales
y ordinales; nos referiremos a ella como la direccion algebraica. Tarski y algunos de
sus alumnos invirtieron mucho trabajo e ingenio en esta direccién, pero no resultd
ser una fuente importante de matematicas fructiferas. El modelo principal para la
direccion algebraica fue la teoria aditiva finita e infinita de los cardinales en ausencia
del axioma de eleccion, posiblemente en presencia de alguna version débil de este
axioma. El axioma completo de elecciéon permite operaciones de caracter altamente
no constructivo, y no es probable que uno pueda algebraizarlas de ninguna manera
util. Por tanto, los teoremas teéricos de conjuntos que mencionaremos en nuestra
descripcion de esta direccion seran teoremas demostrables sin utilizar el axioma de

eleccion.

On the Berstein—Svarc theorem in dimension 2 ,BY ALEXANDER N.
DRANISHNIKOV AND YULI B. RUDYAK, Department of Mathema-

tics, University of Florida, 358 Little Hall, Gainesville, FL 32611, U.S.A.

En el trabajo de Dranisshikov se demostraré que para cualquier grupo 7 con dimen-



sibn cohomologica al menos n la enésima potencia de la clase de Berstein de m no

es trivial. Esto nos permite probar el siguiente Berstein-Svarc teorema para todo n:

"Para un complejo X conectado con dimX = catX = n,

tenemos b’y # 0 donde bx es la clase Bernstein de X .

Previamente esto es cierto para n > 3
También probamos que, para cada aplicacion f : M — N de grado £1 de varieda-
des orientables cerradas, el grupo fundamental de N es libre siempre que el grupo

fundamental de M lo sea.

2.2. Bases Teoéricas

Esta seccion estéd dedicada a mostrar el contenido teérico necesario para la reali-
zacion del presente trabajo, con esta finalidad seguiremos los resultados mostrados
en LEFSCHETZ, S. Introduction to Topology. United States: Princeton University
Press, 2015 ; y Folland, G.B. 1999. Real Analysis: Modern Techniques and their

Applications. 2nd edition. John Wiley & Sons Inc.

2.2.1. Buen Orden

El principio del buen orden afirma que en cualquier conjunto de ntimeros naturales
existe un minimo, es decir, un niimero no mayor que algin otro del resto, siempre y

cuando dicha coleccién no esté vacia.



Veamos algunas definiciones.

Definiciéon 2.2.1. Sea A un conjunto ordenado por <, decimos que ag € A es un

elemento minimo (min), si para todo a € A se tiene que ay < a.

Definiciéon 2.2.2. Dada < una orden sobre X , decimos que < es una buen orden
si, dado cualquier A C X no vacio, existe a € A tal que a = min A, esto es, a < b,

para todo b € A.

Teorema 2.2.3. Todo buen orden en un conjunto X es total.

Demostracion

Sea a,b € X, entonces a < boa >b.

Teorema 2.2.4. Sea (A, <) un orden total. Entonces (A, <) es un buen orden si y

solo si no existe sucesion (X, )new tal que, para todon € w, x,11 < T,

Demostracion

Primero suponga que (A, <) es un conjunto bien ordenado. Considere una sucesion

arbitraria (X,,)new-

Sea S = {x, : n € w,}. Sea y el menor elemento de S. Asi y = x,. Entonces

Tp < Tpa1. Porlo tanto .11 £

Ahora, suponga que (A, <) no es un conjunto bien ordenado. Por lo tanto, existe

S C A tal que S # 0 y S tiene un menor elemento.

Definimos una sucesion x, por recursion en n € w como sigue. Para el inicio,
tomemos xq € S. Para el caso sucesor tomemos x,11 € S con x,11 < xy.
Note que esto es posible pues S no tiene un menor elemento.
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Proposicion 2.2.5. Toda sucesion en un conjunto totalmente ordenado admite sub-
sucesion constante, o admite una subsucesion estrictamente creciente o admite una

subsucesion estrictamente decreciente.

Demostracion

Sea (x,)ne, una sucesion de un conjunto X totalmente ordenado por <.
Supongamos que T, # T, sin #m
Decimos que x, es un pico si,para todo k£ > n, tenemos que x; < z,.De ello vemos

los siguientes casos.

Caso 1

Supongamos que existen infinitos picos. Entonces enumeramos los picos

aumentando subindices:

Tngs TnyyLngy e ooy Lngyeee -

Dado que cada término es un pico, tenemos:

Tng > Tpyy Tpg > ooy Ty > o e

Po lo tanto, la subsucesion (x,, )ke, €s decreciente de X

Caso 2

Supongamos que X tiene un nimero finito de picos (posiblemente cero).
Comencemos por enumerar por subindices crecientes z,,,, Tmy,, - - ., Tm

g
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Ahora tomemos sy = m, + 1 el primer indice después del tltimo pico, &
de esto tenemos que z,, no es un pico, entonces existe s; > sy tal que
Tsy < Ts,.

Analogamente como xs, no es un pico, entonces existe so > s; tal que

Ts, < Xs,.Siguiendo el proceso obtenemos una subsucesion estrictamente

creciente (s, )rew de X.

Proposicion 2.2.6. w; es un espacio primero numerable

Demostracion

Fijemos « € w;. Note que para v € «, tenemos el abierto |y, « + 1].
De aquello tenemos una base de vecindades B, = {]v,a + 1[: ¥ < a} numerable

para a.

Teorema 2.2.7. Principio del Buen Orden de Zermelo: Todo conjunto X

admite un buen orden.

Demostracion Ver teorema 4.3.3. |Ciesielski, 1997]

Ejemplos:

1.- El conjunto S = {1—21 : n € N,n > 0}U{1} es un subconjunto bien ordenado
de (R, <) desde Sy = {1 — < : n € N,n > 0} esté ordenado de la misma que N

y 1 es mayor que cualquier ntimero de Sy

2.- El intervalo [0; 1] con el orden habitual esta ordenado y tiene el elemento més
pequeno. Sin embargo, no esté bien ordenado, ya que su subconjunto (0; 1) no
tiene un elemento més pequeno (0 no es un elemento de (0;1)).
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3.- El principio de buen orden es equivalente al axioma de eleccion. En el presente

trabajo, vamos a suponer que vale el principio del Buen Orden de Zermelo.

2.2.2. Principio de induccién

Definicion 2.2.8. Sea A un subconjunto de niimeros naturales tal que

1CcA

SinC Aentoncesn+1C A

Teorema 2.2.9. Principio de induccion = Principio de buen orden

Demostracion

Ver en [Pineda Ruelas M., |

2.2.3. Principio de induccién transfinita

Teorema 2.2.10. Si un conjunto A es bien ordenado, B C A, y para todo a € A el

conjunto B satisface lo siguiente:

{reAd:x<a}CB=acB

entonces B = A.
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Demostracion

Ver teorema 4.1.6. |Ciesielski, 1997

Por lo tanto, el principio de induccién se puede aplicar a cualquier conjunto.

Corolario 2.2.11. 5i B C N y para todon € N, el conjunto B satisface lo siguiente:

{reN:z<n}CB=neB

entonces B =N

Demostracion

Ver corolario 4.1.7. [Ciesielski, 1997]

2.2.4. Ordinales

Definiciéon 2.2.12. Decimos que un conjunto X es transitivo si, para todo y € X,

tenemos que y C X.

Definicién 2.2.13. Un conjunto es un numero ordinal (un ordinal) si él es transitivo

y bien ordenado por €.

La idea de definir ordinales es

a<fsiysolosiaef, ya={p:5<a}

Denotaremos ordinales con letras griegas minisculas «, 3,7, etc. La clase de todos
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los ordinales es denotada por Ord.

Definimos

a < fsiysolosiacf

a<fBsiysolosi (a<foa=p)
Lema 2.2.14. a) 0 =0 es un ordinal
b) Si o # B son ordinales y o C 3, entonces o € 3
c) Si v es un ordinal y B € «, entonces (B es un ordinal

d) Sia, f son ordinales entonces o« C 5 0 B C «

Demostracion

Ver pag. 19 Lema 2.11. [Jech, 1978|

Proposicién 2.2.15. Sea o, 3 y v numeros ordinales

a. a < fByp <, entonces a <y

b. Se cumple exactamente uno de las siguientes propiedades: a« < 8 o a = 3 o

g <«

c. Todo conjunto no vacio de ordinales tiene un < menor elemento. Consecuen-

temente, todo conjunto de niumeros ordinales es bien ordenado por <.

d. Para todo conjunto de nimeros ordinales X, existe un numero ordinal o ¢ X
( en otras palabras, “El conjunto de todos los nimeros ordinales” no existe)
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Demostracion Ver péag. 44 y teorema 4.2.2. [Ciesielski, 1997|

Usando el Lema 2.2.14 y la Proposiciéon 2.2.15 se obtiene:

1. < es un orden total en la clase Ord.

2. Para cada o; a = {f: f < a}

3. Si C' es una clase no vacio de ordinales, entonces [ C' es un ordinal, (|C € C

yNC =mfC.

4. Si X es un conjunto no vacio de ordinales, entonces |JX es un ordinal y
UX = supX.
5. Para todo a, a|Ja es un ordinal y o Joo = nf {3 : 5 > a}.

Definiciéon 2.2.16. Los conjuntos parcialmente ordenados (X, <) y (Y, <) son iso-
morfos si hay una biyeccion f: X — Y tal que a < b si y solo si f(a) < f(b) para

todo a,b € X.

La funcién f es llamada isomorfismo de orden entre X y Y.

En este caso decimos que X y Y son orden- isomorfos.

Teorema 2.2.17. Todo conjunto bien ordenado es orden-isomorfo a un unico ni-

mero ordinal.

Demostracion

Ver pag. 20 Teorema 2.12. [Jech, 1978]

Lema 2.2.18. Sean o y B ordinales que B € «. Suponga que exista v € «, sea y el
menor tal que € . Entonces v = U {5}
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Demostracion

Ver pag. 20 [Jech, 1978]

Proposicion 2.2.19. Sea o un ordinal. Entonces existe € « tal que « = U {S}

o para todo B € «, tenemos S U{B} € a.

Demostracion

Suponga que exista 5 € « tal que BU {f} ¢ a. Note que S U {5} C «a.
Suponga o ¢ B U {fS}, esto es, existe v € o\ (U {S}) podemos suponer que v sea

el menor con tal propiedad.

Note que 8 € v (de hecho, como v, € «, si § ¢ v como € es un orden total sobre

a, tendriamos que 5 = v o v € . Pero ambos de esos casos contradicen el hecho

que v € a\ (BU{B}).

Entonces por el lema 2.2.18, tenemos que v = 5 U {5} contradiciendo el hecho que

veay (BU{B}) ¢a.

Con esto denotamos s(a) = a U {a}, siendo a un ordinal, mas atin denotemos

aU{al=a+1.

Definicion 2.2.20. Sea « un ordinal. Si a = § + 1 para algtn 3 ordinal, decimos
que « es un ordinal sucesor. Si « no es un ordinal sucesor, entonces o = sup{f :

f < a=Ja},aes llamado ordinal limite.

Note que todo n € w = {0,1,2,...} no vacio es un ordinal sucesor. Note también

que w es un ordinal limite.
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Ademas si a es un ordinal limite y 8 € «, entonces § + 1 € a.

Debemos verlo de la siguiente manera.

Partiendo del conjunto vacio usamos la operacion

ar—a+1l=aU{a}

en etapas sucesoras y tomar uniones en etapas limite para generar todos los ordina-

les que comienzan con los niimeros naturales.

0 =10
1 = {0}
2 = {0,1}
3 = {0,1,2}

el siguiente ordinal después de todos los nimeros naturales es el conjunto de todos
los nameros naturales

w=1{0,1,2,3,4,...}

Después de w viene la sucesion infinita de ordinales

w+1 = {0,1,2,3,4,...,w}
w2 = {0,1,2,3,4,...,w,w+1}

w+3 = {0,1,2,3,4,...,w,w+ 1,w+ 2}
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Seguido de infinitamente més ordinales

W+ w = {0,1,2,3,4,...,w,w+1L,w+2,...}
w+w+1l = {0,1,2,3,4,...,w,w+1,w+2,...,w+w}

w+w+2 = {0,1,2,34,... ,w,w+1l,w+2,...,.wtwwt+w+1}

después de lo cual viene el ordinal

w+w+w

Saltando hacia adelante, eventualmente llegamos a

wHwt+wtw

y, algo mas tarde, a

W w=w+w+...+w+...

La lista de ordinales nunca termina. Observe que, para ntimeros naturales, la relaciéon
de pertenencia € coincide con la habitual estricta lineal ordenado < en los ntimeros
naturales, y que este patrén continua a través de los ordinales que hemos enumerado
anteriormente.

A saber,

lele2e...cwewtlew+2e...

Teorema 2.2.21. (Induccion transfinita para ordinales)

Sea ¢ una formula tal que, si para todo o ordinal, tenemos que vale p(f3) para todo

16



B € a, entonces p(a). Entonces, para todo ordinal o, tenemos que vale o(a).
Demostracion

Ver teorema 2.5.1. [Roberto, |

Ahora vamos a enunciar una version de la recursion transfinita para un ordinal

fijado. Recuerde que recursion es un método de definir funciones.
Teorema 2.2.22. (Recursion transfinita)

Sea 2 un nimero ordinal, A es un conjunto, y S = U A% es el conjunto de todas
a<)
las sucesiones de A de longitud menor de §2.

Demostracion
Ver teorema 4.3 [Ciesielski, 1997]

Sea g : S — A una funcion. Entonces existe una funcion f: € — A tal que

g(a) =g(f | @) para todo a < 2

Si € es un ordinal y f es una sucesion transfinita de longitud £ en un conjunto A,

es decir f : £ — A es una funcion, veamos la notacion

f=A{an:a <)

El teorema 2.2.22 establece que si g es una funcién en el conjunto de todas las
sucesiones transfinitas de elementos de A de longitud menor que €2 con valores en
A, entonces existe una sucesion transfinita (a, : « € Q) tal que para todo a < €,
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aa = g({aa 1 a <§))

2.2.5. Topologia en los ordinales

Fijando un ordinal «, hay una topologia muy natural en él, la topologia del orden:

Definicién 2.2.23. Dado un ordinal «, llamamos de topologia del orden a la

topologia generada por los conjuntos de la forma

[0,¢[1€,nl v In, af

Donde &, 7 € a.

Definicion 2.2.24. Un espacio topologico X es llamado un espacio 75 o espacio
de Hausdorff, si para todo par de puntos distintos =1, x5 € X existen conjuntos

abiertos Uy, Us tales que

xleUl,xgeUszlﬂngﬂ)

Proposicion 2.2.25. Todo ordinal es un espacio de Hausdorff

Demostracion
Sea o un ordinal y sean v < § € a, asi v+ 1 < 4.

Ahora considere los abiertos disjuntos

0,y +1[y d €]y, ]
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Tenemos que:

yel0,y+1[y d €]y, af

Ademés

0,7+ 1[N}y, a[=0

Definiciéon 2.2.26. Un espacio topoldgico X es llamado compacto si X es Hausdorff
y toda cobertura abuierta de X tiene una subcobertura finita, es decir, si para toda

cobertura abierta{|  s}scs del espacio X existe un conjunto finito {sq, so, ..., sx } tal
que X = {UJ,, ulU,,U...ulU,, }

Proposicion 2.2.27. Si «a es un ordinal limite diferente de 0, entonces a no es

compacto.

Demostracion

Basta tomar que {[0, 5+ 1[: 5 € a} es una cobertura abierta sin subcobertura finita.
Proposicion 2.2.28. Si a es un ordinal sucesor, entonces es compacto.
Demostracion

Como « es un ordinal sucesor, entonces sea ( ordinal tal que o =+ 1

» Si 5 =0. En este caso « = 1 = {0}, el cual es compacto.

= Si [ es original tal que = v + 1, luego tenemos que @ = (y+ 1) + 1 =
(v+1U{y+1}.
Por hipétesis de induccion f = v + 1, es compacto, luego a es un compacto

unido con un punto, por tanto es compacto.
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= Si (3 es ordinal limite. En este caso, sea % una cobertura de abiertos para «.

» Sea C' € ¥, note que existen &,& tal que 8 €]&,&[C O, asi [&,8]C C, y

como (3 es limite, tenemos que & + 1 < .

Por hipotesis de induccion, existe " C € finito tal que [0,&] =& +1 C U %

Finalmente, note que ¢" U {C} es una subcobertura finita para a = [0, 3].

Definicion 2.2.29. Un espacio topologico X es llamado separable si existe un

subconjunto numerable D de X tal que D = X

Definiciéon 2.2.30. Sea X un espacio topologico y = € X.

= Un conjunto N C X es llamado una vecindad de x en X si existe un conjunto

abierto U con z € U C N.

» Una base de vecindades en z es una familia B, de vecindades de z (en X) tal

que toda vecindad de x contiene algiin miembro de B, .

Definicion 2.2.31. Un espacio topolégico X es llamado primero numerable si X

tiene una base de vecindades numerable en cada punto.

Definicion 2.2.32. Un espacio topologico X es llamado segundo numerable si existe

una base numerable de abiertos para X.

OBS 2.1. Todo espacio segundo numerable es separable y primero numerable.

Definicion 2.2.33. Un espacio topoldgico X es llamado secuencialmente compacto

si X es Hausdorff y toda sucesion de puntos de X tiene una subsucesion convergente.
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2.2.6. w; el primer ordinal no numerable

Definicién 2.2.34. Un conjunto X es finito si existe f : n={0,1,--- ;'n—1} - X

para algiin ntimero natural n. X es infinito si no es finito.

Definicion 2.2.35. Decimos que un conjunto A es numerable si es finito o existe

biyeccion f: A — w

Teorema 2.2.36. Eziste un conjunto bien ordenado no numerable X tal que {y €

X 1y <z} es numerable para todo v € X

Demostracion

Sea X un conjunto no numerable y sea < un buen orden sobre X (esto es posible
por el PRINCIPIO DEL BUEN ORDEN DE ZERMELO).

Para cada x € X, definimos I, = {y € X;y < x}, tenemos los siguientes casos:

= Si para todo x € X, I, es numerable, entonces X es un w;

= Caso contrario, esto es, existe un x € X tal que I, no es numerario. Tome
xo como el minimo con aquella propiedad (esto es posible pues X es bien
ordenado). Afirmamos que [, satisface las hipotesis del teorema. En efecto,
como X es bien ordenado, entonces I, es bien ordenado.

Ahora, sea y € I,,. Note que {z € I, : 2 < y} es numerable.

Sea X como el teorema 2.2.36. Denotaremos por w; al tinico ordinal orden-isomorfo

a X (esto es posible por el teorema 2.2.17)

Otra caracterizacion de w; es el siguiente teorema
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Teorema 2.2.37. Sea wy definido por

wy = {a: «a es un ordinal numerable}

Entonces wy es el menor ordinal no numerable.

Demostracion

Ver pag.38 [Rodrigo Hernandez, |

Proposicion 2.2.38. Sea A un subconjunto numerable de wy. Entonces A es limi-

tado.

Demostracion

Sea A = {a, : n € w} C w; una enumeracion de A. Luego b = U a, = supA es un
new

ordinal, y como cada a,, es numerable, entonces b es numerable. luego b € wy.

Note que para cada n € w, se tiene que a, < b.

De aquello tenemos:

wy es el primer ordinal no numerable.

Par cada o € wy, el conjunto {f € w; : B < a} es numerable.

= Como w; es bien ordenado podemos aplicar el método de recursion transfinita

sobre el.

Si A ={a, : n € w} es un subconjunto numerable de wy, tenemos que existe

SupA = U A
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y ademés

supA € wy

Definiciéon 2.2.39. Llamamos de w; un conjunto bien ordenado y no numerable tal

que para cada o € wy, el conjunto {8 € wy : B < a} es numerable.

Por lo tanto w; es el primer ordinal no numerable. Note que w; = | Jw;, entonces w;

es un ordinal limite.

Proposicion 2.2.40. Sea A un subconjunto numerable de wy. Entonces A es limi-

tado.

Demostracion

Suponga que ng. Osea, para cada b € w; existe a € A tal que b < a.

Entonces

w1:U{b€w1:b<a}

a€A
Note que para cada a € A, {b € wy : b < a} es numerable, luego w; es una uniéon

numerable de conjuntos numerables, asi w; es numerable.
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Propiedades topologicas de w,

1. wy es un espacio compacto de Hausdorff, y esto es gracias a las proposiciones

2.2.25y 2.2.27.

2. wq no es un espacio separable.

Proposicion 2.2.41. w; no es un espacio separable

Demostracion

Suponga que w; es separable, luego existe un subconjunto numerable denso
D. Ademés por la proposicion 2.2.38, tenemos que D es limitado de aquello
podemos ver que existe un « € w; tal que D C [0, af.

Por otro lado vemos que D N |a, wi[= () lo cual es una contradiccion ya que

D es denso en wj.

3. w; es secuencialmente compacto.

Lema 2.2.42. Toda sucesion (x,)new estrictamente creciente de puntos en wy

es convergente.

Demostracion

Como A = {x, : n € w} es numerable, tenemos que A admite supremo. Sea
a € wy tal supremo, entonces « es un ordinal limite ya que de lo contrario la
sucesion tendria un mayor elemento, lo cual contradice el hecho que la sucesion

es estrictamente creciente.
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Entonces |3, a] =|B,a + 1] es un abierto conteniendo «, tenemos que , existe
a, > [y todo xy con k > n es tal que z,, €|3,a] por lo tanto se tiene el

resultado.

Teorema 2.2.43. w; es secuencialmente compacto.

Demostracion

Sea (Zn)new € wi ademés como w; es totalmente ordeno entonces (,)new,
admite una subsucesion constante o admite una subsucesién estrictamente

creciente o admite una subsucesién estrictamente decreciente.

De aquello tenemos los siguientes casos:

» (Z,)new admite subsucesion constante. En este caso, el resultado es trivial.

» (Z,)new admite subsucesion estrictamente decreciente, esto no se puede
dar ya que por el teorema jque teorema? no existe sucesion (z,)ne. tal

que, para todo n € w, T,11 < Ty.

» (Z,)new admite subsucesion estrictamente creciente entonces por el teo-

rema 2.2.43 tenemos que (Z,),ec,, €S convergente.

Por lo tanto w; es secuencialmente compacto.

Toda funcién continua f : w; — R es eventualmente constante

Proposicion 2.2.44. Sea [ : w; — R una funcion continua. Entonces existe

a < wy tal que f(B) = f(a) para todo f > «.

Demostracion
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Fijemos n > 1.

Afirmacion Existe a,, < w; tal que |f(ay,) — f(8)] < £ para todo 8 > w,.

2.2.7. Cardinales

Definicién 2.2.45. Dos conjuntos A, B tienen la misma cardinalidad (ntmero car-

dinal, cardinal), y escribimos A ~ B si existe una biyeccion f : A — B.

Recordemos que por el TEOREMA DE ZERMELO y por el teorema 2.2.17, para

todo conjunto A existe un ordinal « tal que A =~ «

Definicién 2.2.46. El numero ordinal més pequeno con esta propiedad se llama

cardinalidad de A y se denota por |A|. Esto es,

|A| = min{a : a es ordinal y A ~ a}

OBS 2.2. = Para todo conjunto A, |A| = A4;

» si A, B son conjuntos, entonces A ~ B siy solo si |A| = | B]

2.3. Conceptual

2.3.1. Teoria de conjuntos

Es una rama de la logica matematica que estudia las propiedades y relaciones de

los conjuntos: colecciones abstractas de objetos, consideradas como objetos en si
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mismas. Los conjuntos y sus operaciones mas elementales son una herramienta de

cualquier teoria matemaética.

2.3.2. Teorema del buen orden

El teorema del buen orden establece que todo conjunto puede ser bien ordenado. Un
conjunto X esta bien ordenado por un orden estricto si todo subconjunto no vacio

de X tiene un elemento minimo bajo dicho orden.

2.3.3. Espacio Topolégico

Un espacio topologico es una estructura matematica que permite la definiciéon for-
mal de conceptos como convergencia, conectividad, continuidad, vecindad, usando

subconjuntos de un conjunto dado.

2.3.4. Axioma de eleccion

En teoria de conjuntos, el axioma de eleccion es un axioma que postula que, para
cada familia de conjuntos no vacios, existe otro conjunto que contiene un elemento

de cada uno de aquellos.

2.3.4.1. Conjunto de Bernstein

Un subconjunto B de R es un conjunto de Bernstein si tanto B como su comple-

mento corta a cada cerrado no numerable. Esta propiedad hace que los conjuntos
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de Bernstein sean bastantes fieros, o en términos mas finos, ‘irregulares’.

2.4. Definicion de Términos Basicos

2.4.1. Espacios Topolégicos

Definicién 2.4.1. Un espacio topologico es una pareja (X, 7) tal que X es un

conjunto y 7 una coleccion de subconjuntos de X tales que satisfacen

1. 0,X e,

2. Ul,"'UnETiﬂ?leiET

3. Uyer, paratodoae I =, ., U, €T

acl
Definicion 2.4.2. Sea a € R” y r > 0. Llamamos bola abierta de centro a y radio

r al conjunto B,(a) ={z € R" : d(z,a) <1}

Definiciéon 2.4.3. Sea a € R" y r > 0. Llamamos bola abierta de centro a y radio

r al conjunto B,(a) = {z € R" : d(z,a) < r}

Definicion 2.4.4. Sea A C R"™ es abierto si para todo = € A, existe r > 0 tal que

B,(x) C A.

Definicion 2.4.5. Sea A un subconjunto de R™, un elemento a € A se dice que es
un punto interior de A, si existe una bola abierta con centro en a contenida en A es

decir si existe > 0 tal que B,(a) C A
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Definicién 2.4.6. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Decimos que A
es cerrado si v solo si su complemento A° es abierto. La cerradura A de A es la
interseccién de todos los cerrados que contiene a A, El interior £ de A la definimos

como la unién de todos los subconjuntos abiertos de A.

Definiciéon 2.4.7. La frontera de un conjunto A C R™ es el conjunto fr(A) formado
por los puntos de X que no son interiores a X, unido con los puntos de R" — X que
no son interiores a R" — X. Esto es, z € fr(X) cuando toda bola abierta con centro

x contiene puntos de X y puntos de R" — X.

Definicion 2.4.8. . Sucesiones Una sucesion en R” es una funcion f : N — R”
que asocia a cada entero k£ un punto x; € R” llamado el k—énesimo término de la

sucesion. Utilizaremos las siguientes notaciones,

(xlax% """ axkv"")v (xk’)kEN 0 (:Bk)

Para cada i = 1,...,n indicamos con x; la i—ésima coordenada de x;. Asi, 2, =

(g1, Th2y .oy Thp ). Asi dar una sucesion en R” equivale a dar n sucesiones de nimeros

reales (Zx1)ken, -y (Thn)ken-

Definiciéon 2.4.9. Si la sucesion (xy) converge al punto a, si para todo € > 0 existe

ko tal que xp € B.(a) para todo k > ky.

2.4.2. Espacios de medida

Definicion 2.4.10. Algebras.
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Sean Q(# () un conjunto y C una familia no vacia de subconjuntos de €.

Se dice que C es un algebra en 2 cuando se cumple que:

» Si A € C entonces A¢ € C.

s Si A,B € C entonces AUB €C.
OBS 2.3. Si C es un algebra en Q entonces (), 2 € C.

Definiciéon 2.4.11. o-algebras.

Se dice que C es un o-dlgebra en €2 cuando se cumple que:

= Si A € C entonces A° € C.
w Si A, A As, . € C entonces ;- , Ax, € C.
OBS 2.4. » Si C es un o—algebra en () entonces también es un algebra en (2.

= Si F es un o—éalgebra en ) entonces: el par (£2,C) es llamado espacio medible;

(2, espacio muestral; y los elementos de F, conjuntos medibles.

w F1 = {0,Q} es un o—algebra en Q. Es conocido como el o—algebra trivial de

Q.

» Fc = 2% (conjunto potencia de Q) es un o—4algebra en €. Es conocido como

el o—algebra total de €.

Definicién 2.4.12. Borelianos en R

El o—4lgebra de Borel en R es el o-dlgebra generado por la familia de interva-
los abiertos de R y es denotado por B(R). Los elementos de B(R) son llamdados
borelianos de R o conjuntos de Borel de R.
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Definicién 2.4.13. Una medida en el espacio medible (§2, F) es una funcion
p: F — [0, 00]

que satisface las siguientes condiciones:

= u() =0.

» (o—aditividad) Si Ay, Ag, As, .... son conjuntos medibles disjuntos dos a dos

entonces
p(lJ A0 = D7 n(An).
n=1 n=1

OBS 2.5. Sea p una medida sobre (€2, F).

» La terna (€2, F, u) es llamada espacio de medida.

» Se dice que p es finita cuando () < oo.

Definicién 2.4.14. Semialgebras.

Sean ) un conjunto no vacio y C una familia no vacia de subconjuntos de 2. Se dice

que C es un semiélgebra en {2 cuand se cumplen:

» Si A, BeC entonces ANB eC.

» Si A € C entonces existen k € Z* y By, By, B3 € C disjuntos dos a dos tales

que A = U?:l B;.
OBS 2.6. » Si C es un semidlgebra en ) entonces () € C.
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= Si C es un algebra en () entonces también es un semiélgebra en (2.

Definicién 2.4.15. Medidas Exteriores

Sean Q un conjunto no vacio. Una medida exterior en € es una funciéon u* : 2% —

[0, 00] que safisface las siguientes condiciones:

= 5(0) =0
» (Monotonicidad) Si A C B C 2 entonces p*(A) < p*(B).

» (sub o—aditividad) Si A;, Ay, A3, ..... € 22 entonces
r(Unzy An) <5200 1w (An).

Teorema 2.4.16. Sean C una familia de subconjuntos de Q y p : C — [0, 00] una

funcion tales que:

Entonces la funcion p* : 2 — [0, 00| definida por

pr(A) =mf{> p(Cp): C1,Cy, Cs.. €C y | JCo D A}
n=1

n=1

es una medida exterior en €.

Demostracion

Ver Proposicion 1.10. pag.29 |hijos, |
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Definiciéon 2.4.17. Una medida completa en el espacio medible €2, F es una

medida en (2, F) que satisface:

» SSIACB,BeFyu(B)=0entonces A € F.

Teorema 2.4.18. Sea p* una medida exterior en ). Considere la familia M, de

los subconjuntos E de ) tales que
w(A) =pu (AN E)+ p (AN Epara todoA C Q.

Entonces

a) M, es un o—dlgebra en €.
b) La restriccion de p* a M, es una medida completa en el espacio medible

(Q, M3)

Demostracion

Ver teorema 1.3.2. pag. 22 de [Athreya and Lahiri, 2006]

Teorema 2.4.19. Teorema de extension de Caratheodory

Sean C un semidlgebra en Q y p: C — [0, 00] una funcion que satisface:

= 4(0)=0

s 51 Ay, A, A, .. € C son disjuntos dos a dos y |J.~; A, € C entonces

,U(U An) = Z,U(An>
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Entonces i = ji*| . (donde p* y M- son construidas como los teoremas 2.4.16 y

2.4.18) es una medida completa en (2, M,+), la cual es una extension de fi.

Es decir,

» 10(A) = p*(A) = u(A) para todo A € C

Demostracion

Ver teorema 1.3.3. pag. 24 de [Athreya and Lahiri, 2006]
Definicion 2.4.20. Medida de Lebesgue en R

Sea C la familia de intervalos de R de las formas:

<a,b], 0, <—00,b], <a,+o00>, R.

Sea p: C — [0, 00] la funcion definida por

1(A) = longitud de A.

Entonces:

= C es un semialgebra.

= p(0) =0.
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» Si Ay, Ay, As, ... € C son disjuntos dos a dos y |J,~; 4, € C entonces

a4 = 3 (A

Sean p* y M- construimos como en los Teoremas 2.4.16 y 2.4.18.

Por el teorema 2.4.16, p* es una medida exterior en R. Esta medida exterior es

denotada por mx* y es conocida como la medida exterior de Lebesgue de R.

Por el teorema 2.4.18, M« es un o—algebra. Este o—élgebra es denotado por L(R)

y sus elementos son conocidos como conjuntos Lebesgue medibles de R.

Por el teorema 2.4.19, la funcion p*| M, €s una medida completa en el espacio
medible (R, B(R)). Esta medida es denotada por m y es conocida como la medida

de lebesgue en R
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ITII. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipotesis

3.1.1. Hipoétesis General

Existen ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no Lebesgue medibles.

3.1.2. Hipétesis Especificas

» Existen ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos

= Existen conjuntos en R no Lebesgue medible

3.2. Definicion conceptual de variables

3.2.1. Variable Independiente (I):

Conjuntos en R

Dado el conjunto de los reales consideraremos a los conjuntos en R como todos los
elementos del conjunto de partes de R. El conjunto de partes de R en particular es

el mayor o-algebra sobre los reales.
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3.2.2. Variables dependientes (D):

Conjuntos Borelianos y conjuntos Lebesgue medible

Un conjunto de Borel es un elemento de la llamada o-algebra de Borel, la cual no

es més que la minima o-algebra que contiene a una topologia dada.

Un conjunto B de R" se dird medible si, para todo conjunto A, se verifica la siguiente
identidad:

mx(A)=mx(AUB)+m=x*(A\ B)

Donde mx* es la medida exterior de Lebesgue.
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3.2.3.

Tabla 1: Operacionalizaciéon de las variables

Operacionalizaciéon de las variables

Medida de con-
juntos

o-algebras

Variable Dimensiones Indicadores Método Técnica
Topologia. Topologia en or- Documentos
dinales. cualitativos.
Cardinalidad. Hipotesis del | Método de | Revision biblio-
I Continuo. escritorio o | grafica.
de bibliote-
ca.
Lema de Zorn Principio de Trabajo con
Eleccién equipos de
investigacion.
Conjuntos Bore- | Conjuntos abier- Documentos
lianos tos. cualitativos.
Conjuntos  Le- | Medida exterior. | Método de | Revision biblio-
D besgue medible. escritorio o | grafica.
de bibliote-
ca.

Trabajo con
equipos de
investigacion.

FUENTE: Elaboraciéon propia
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IV. METODOLOGIA DEL PROYECTO

4.1. Diseno metodolégico

4.1.1. Tipo de investigaciéon

La investigacion es de tipo basica, pura o fundamental, pues se utiliza las teorias

existentes para profundizar en ellas, generando nuevos conocimientos o criterios.

4.1.2. Diseno de la investigacién

La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo — deductivo tratando

de ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracion.

Se empezara definiendo los términos basicos relacionados a la topologia y a la teoria
de la medida, posteriormente se encontrara los resultados analizando la topologia
sobre los reales y estudiando las diferentes o-algebras que se pueden generar sobre

ellos.

Finalmente se expondran ejemplos que son Lebesgue medibles pero no Borelianos y
en particular se construiran los conjuntos de Bernstein que ejemplifica un subcon-

junto de los reales que no es Lebesgue medible.
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4.2. Meétodo de investigacion

Por la naturaleza de la investigacion, al ser tipo basica, el método empleado es el
método de escritorio o de biblioteca, es decir, se realizara un anélisis bibliografico a

profundidad con respecto a las teorfas relacionadas al presente tema de investigacion.

4.3. Poblacién y Muestra

No se aplica.

4.4. Lugar de estudio

Se puede considerar lugar de estudio todo espacio fisico que contribuya en la ela-
boracion del presente trabajo, por ejemplo, la Facultad de Ciencias Naturales y
Matematica de la UNAC, la biblioteca Central de la Universidad Nacional del Ca-

llao.

4.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccién de

la informaciéon

La técnica aplicada al presente trabajo proyecto de investigacion fue la técnica del

analisis documentario, cualitativo. Ello se basa en el analisis de documentos exis-
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tentes en articulos, libros, revistas cientificas. Acorde a nuestra investigacion no se

aplica instrumento de recoleccién de informacion

4.6. AnAlisis y procesamiento de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité procedimientos de re-
coleccion de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas web, paper,

etc.)

4.7. Aspectos Eticos en Investigacion

El presente trabajo cumple las normas establecidas (articulo 427-438 del Codigo
Penal, Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822) en nuestro pais,

no incurriendo en el delito contra la fe publica.

4.8. Si la orientacion es hacia un proyecto de inver-
sion, considera: Estudio técnico, estudio econo-
micofinanciero, estudio de la organizaciéon ad-

ministrativa

No se aplica.
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4.9. Si el proyecto se orienta al impacto ambiental,
considera: Area de estudio, evaluacién del im-
pacto ambiental, medidas ecolbégicas, plan de

supervision ambiental

No se aplica.
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V. RESULTADOS

5.1. Resultados descriptivos

No se aplica para este tipo de trabajo.

5.2. Resultados inferenciales

Debido a la naturaleza del trabajo nuestros resultados deductivos-inductivos podrian

ser considerados inferenciales

Construcciones de subconjuntos de R

En este capitulo, vamos a mostrar la existencia de subconjuntos de R con algunas
propriedades extranas. Estas construcciones usarédn técnicas vistas en el capitulo

anterior.

5.2.1. Infinitos conjuntos Lebesgue medibles pero no Borelia-

nos

Recordemos que el o-algebra de Borel Bor es el menor o-algebra o[7] en (R, 7) que

contiene 7, a saber,

Bor = o[r] = ﬂ{A CPR):7C Ay Aes un o-dlgebra en R}
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Los elementos de Bor son llamados borelianos.

Nuestra motivacion son las siguientes preguntas:;Sera que podemos dar una descrip-
cion més especificas de Bor?;Podemos cnstruir Bor a partir de 77 Las respuestas

son algo més complicadas.

Mas precisamente, para todo a < w; definimos las colecciones Zg y MY de R por

induccién transfinita:

Yo=rh=1

S°% — conjuntos abiertos de R;

. [‘Ig = conjuntos cerrados de R;

Paral <a <w, M ={R\A:A4c>?}

para 1 < a < wy,
- {U Ay s (Vn)(3B, < a)(A, € mgn)}

Comenzaremos con algunos lemas:

Lema 5.2.1. Para todo o < wy, se tiene que
0
>0 C Bor
Proposicion 5.2.2. Para § < a < w; se tiene que

(a) 35S >0,

(b) M5 € Mo
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(¢) X5 S0,

(d) %y

Finalmente, tenemos el gran resultado

Teorema 5.2.3. La familia Bor de subconjuntos de Borel de R es igual a

Bor = U SO = U e

a<wi a<wi

Demostracion. Escribimos F = U Zg Por el lema 5.2.1, F C Bor. Ya que F
a<wi
contiene T es suficiente demostrar que F es un o-algebra, asi tendremos que Bor C F.

Por lo tanto, tenemos que demostrar que F es cerrado bajo complementos y uniones

numerables.

= Si A € F entonces, existe o € wy tal que A € 3.0 Por lo tanto R\ A € %, C

SO CF

a+l =
= Si {A; ik €w} € F. Para todo k € w, existe ay € wy tal que Ay, € My, . Note
que a = sup{ay : k € w} € wy. Asi, para todo k € w
0 0
Aver . c | m
B<a+1
Entonces

UareXi, cF

kew

Teorema 5.2.4. La familia Bor de todos los borelianos de R tiene cardinalidad ¢
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Demostracion. Vamos a probar por inducciéon que para todo o < wq,

[Yal=ro=c
Note que | 32 | =M% = ¢, pues tenemos la biyeccion.
fo¥e =
A = f(A) = R\A
Ahora mostraremos que | ) | = ¢. Observe que {]z,0[: < 0} C |27, asi ¢ < |7].
La desigualdad | 37} = |7| < ¢ es justificada por la siguiente funcion sobreyectiva
g : PB) — 71
u — gU) = Uu

donde B es una base de abiertos numerable (por ejemplo, tome B = {]q,7[: ¢,7 € Q})
de R, con |B| = w. Asi, | 32} | = 7 = ¢. Ahora, supongamos que para algin 1 < a < w

tenemos que |Z% | =|Mg]=c

Pero, por la hipotesis inductiva

U

B<a

= |af - sup{| M3 | : B < a} = |al - ¢ = ¢(ya que |a| < w))

Mas atin, la funcion

F (U ﬂ%) — Zg

B<a

(Ao, Ay, ) = (F(Ag, Ar,)) = | An

es sobreyectiva. Asi
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w

0
122l <

-|Ur

B<a

— (2w)w — 2w =c

(Ur)

yaave 7= 320 € | 320 | tenemos que ¢ = | 327 < [ X201,

Por lo tanto | 320 | = c.

Finalmente recuerde que el conjunto de Cantor K = 2“ es compacto, medible con

medida nula y |K| = c.
Asi tenemos.

Teorema 5.2.5. Fuxisten conjuntos Lebesque medibles no Borelianos en R.

Demostracion. Como subconjuntos de conjuntos de medida nula tienen medida nula
y por tanto son medibles, tenemos que P(K) C L, Luego ¢ < 2¢ = 2IKl = |P(K)| <

|L], esto es, £\ Bor # 0.

OBS 5.1.

» Note que P(K) C L C P(R). Asi, |£| = 2. Por Teorema 5.2.4, |Bor| = c.

Recuerde que Bor C L. Asi,
2° = |L| = |Bor| + |L\ Bor| = mdz {c,|L\ Bor| = |L\ Bor|} donde ¢ < 2°.

Por lo tanto | £\ Bor| = 2°. Asi, existe una cantidad no numerable de conjuntos

Lebesgue medibles que no son Borelianos.
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5.2.2. Conjunto de Bernstein

El conjunto de Bernstein es un 6ptimo ejemplo de conjunto con propiedades no usua-
les. La construccion de ese conjunto envuelve muchos pasos,la induccion transfinita
no sera suficiente y para facilitar las demostraciones vamos a presentar diversos le-
mas, todo esto con la intuicién de probar la existencia de la construccion. Primero,

vamos a definir tal conjunto.

Definicion 5.2.6. Decimos que X C R es un conjunto de Bernstein si X es no
numerable y, para todo F© C R cerrado no numerable, tenemos que FNX # 0 y

FNR\ X) # 0.

Para demostrar la existencia del conjunto de Bernstein, es necesario recordar algunas

propiedades del conjunto de Cantor.

OBS 5.2. Como ya es bien conocido, el conjunto de Cantor tiene cardinalidad ¢ .
Denotamos tal conjunto por 2¢. El conjunto de Cantor 2 es compacto, nunca denso

y sin puntos aislados.

Lema 5.2.7. Todo subconjunto F' C R cerrado no numerable es tal que |F| = c.
Lema 5.2.8. Existen ¢ no numerables.

Demostracion. Sea F = {F C R : F es cerrado y no numerable}. Note que {[x,0] :

r < 0} C F, asi, ¢ < |F|. Por otro lado, existen ¢ conjuntos abiertos, por tanto

existen ¢ conjuntos cerrados. Asi, |F| < ¢. Por tanto |F| = ¢.

Finalmente, tenemos resultados suficientes para demostrar el proximo teorema.
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Teorema 5.2.9. Fuxiste un conjunto de Bernstein

Demostracion. Sea F = {F C R : F es cerrado y no numerable}. Por el lema 5.2.8,
escribimos, F = {F¢ : £ < ¢}. Vamos a usar induccién transfinita, en £ < ¢, para

construir sucesiones (Z¢)e<c ¥ (Ye)e<c, escogiendo en el paso § < ¢, x¢ # ye tales que:

Te,ye € Fe \ ({ze: ¢ <& U{ye - (< €}) (5.1)

Esto es posible ya que [{z¢ : ¢ <&t U{ye : ¢ <& = ¢l +[¢] = €] < € < ¢, y por

el lema 5.2.7, |F¢| = c.

Sea X = {ze: & <c}eY = {y : £ < ¢} para x¢,ye satistaciendo 5.1, vamos a

mostrar que X e Y son conjuntos de Berstein.

Sea F' un cerrado no numerable, entonces existe £ < ¢ tal que F' = F¢. Por construc-
cion, XNFe #Dy Y NFe #0, pues ve € X NFeyye €Y N Fe. Ademés, z¢ ¢ Y,

ye @ X. Asi, FUR\X)#0y FUR\Y) #0

Teorema 5.2.10. Todo conjunto de Bernstein no es Lebesque medible.

Demostracion. Sea B un conjunto de Bernstein. Afirmamos que

(1) Para cualquier conjunto compacto K tal que K C B, tenemos que K es

numerable.

(2) Para cualquier conjunto abierto U tal que B C K, tenemos que R\ U es

numerable.
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En efecto, miramos (1). Suponga que K no es numerable, luego como K es compacto,
tenemos que K es cerrado no numerable. Luego (R\ K)N B = (), contradiccion. Por

tanto K es numerable.

Ahora, veamos (2). Supongamos que R\ U es no numerable. Como U es abierto,
R\ A es cerrado no numerable. Asi, (R\ U)N B = (), contradiccion. Por tanto R\ U

es numerable.

Ahora suponga que B es medible. Como la medida de Lebesgue m es regular, tene-

mos que

m(B) = inf{m(U): BC U y U es abierto }
sup{m(K) : K C By K es compacto }

Por la afirmacion (1), tenemos que

sup{m(K): K C By K es compacto } =0,

pues K C B es numerable, por tanto tiene medida nula.

Por la afirmacion (2), si U es un conjunto abierto tal que B C U tenemos que

oo =m(R) =m(U) +m(R\U) =m(U), pues R\ U tiene medida nula. Asi,

inf{m(U) : B C U y U es abierto } = oc.

Lo cual es una contradiccion. Por tanto B no es Lebesgue medible.
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5.3. Otro tipo de resultados estadisticos, de acuerdo

a la naturaleza del problema y la Hipotesis

No aplica para este tipo de trabajo.
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V1. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastaciéon y demostracion de la hipétesis

con los Resultados

Esta seccion esta dedicada a verificar las hipotesis postuladas en la secion 3.1.

Para esto se comenzara comenzara contrastando las Hipotesis Especificas planteadas
en la seccion 3.1.2.
Hipotesis Especifica 1 : Existen ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos

Hipotesis Especifica 2 : Existen conjuntos en R no Lebesgue medible

Con respecto a la Hipotesis especifica 1, el teorema 5.2.5 muestra que existen con-
juntos Lebesgue medibles no Borelianos en R a partir del estudio de la cardinalidad,

lo que verifica la Hipotesis Especifica 1.

Conrespecto a la Hipoteisis especifica 2, el teorema 5.2.10 muestra que todo conjunto

de Bernstein no es Lebesgue medible, lo que verifica la Hipotesis especifica 2.

A partir de la verificacion de las Hipotesis especificas planteadas, se muestra que la

Hipotesis general

Existen ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no Lebesgue medibles.

se comprueba directamente.
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6.2. Contrastacion de los resultados con otros estu-

dios similares

SET THEORY FOR THE WORKING MATHEMATICIAN (No 39).
Krzysztof Ciesielski, Cambridge University Press, 1997 En el libro, se men-
cionan algunas construcciones tipicas de transfinitos utilizando la construcciéon re-
cursiva de subconjuntos de R™ con propiedades geométricamente extranas, como el
conjunto de Bernstein. Se logra demostrar que el conjunto de Bernstein en R™ no es

medible y carece de la propiedad de Baire.

6.3. Responsabilidad ética de acuerdo a los regla-

mentos vigentes

Conforme al codigo de ética de investigacion de la Universidad Nacional del Callao
aprobada por consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio del 2017, en
nuestra investigacion se respet6é y cumplié con las normativas institucionales que
regulan su proceso, se procedio con el rigor cientifico para la validacion, fiabilidad y
credibilidad de los métodos y fuentes de consulta, utilizados con responsabilidad y

transparencia en todo momento.
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CONCLUSIONES

1 Como se demostr6 en el presente trabajo, los conjuntos de Bernstein son ejem-
plos de que la o-algebra del conjunto de partes de los reales incluye estricta-

mente al o-algebra de los conjuntos Lebesgue medibles.

2 En la seccion 5.1. se demostrd que es posible generar sobre cualquier conjunto
con medida de Lebesgue positiva la existencia de un conjunto perteneciente al
o-algebra de los conjuntos Lebesgue medibles, pero que no sea Borel medible.
En general se demostré que los conjuntos Lebesgue incluyen estrictamente a

los conjuntos Borel medibles.
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RECOMENDACIONES

(1)

Como se vi6 en el desarrollo del presente trabajo, la teoria transinfinita fue
fundamental para demostrar los objetivos planteados. Se recomienda explorar

esta teoria para buscar resultados con relacion a la Hipotesis del Continuo.

En este trabajo se probo la existencia de los conjuntos de Bernstein, se re-
comienda explorar mayores caracteristicas sobre estos conjuntos, como por

ejemplo su dimension fractal.

Uno de los objetivos principales de este trabajo fue demostrar la siguiente

cadena de inclusiones estrictas

Bor ¢ L(R) ¢ 2F

donde Bor representa el o-algebra de los Borelianos, £(R) representa el o-
algebra de los Lebesgue medibles y el 2% el o-algebra del conjunto de partes. Se
recomienda estudiar la posibilidad de probar la existencia de otras o-algebras

no triviales intermediarias en dicha cadena.
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ANEXOS

Tabla 2: Matriz de consistencia

FORMULACION

DEL OBJETIVOS | HIPOTESIS | METODOLOGIA VARIABLES
PROBLEMA
Problema gene- | Objetivo gene- | Hipétesis Tipo de investigacion: Variable Inde-
ral: ral: general: La investigacion es de tipo bési.ca'm, pendiente
(Existen ejemplos | Mostraremos Existen ejemplos I;:ﬁsotigiﬁi?gh&ze;:fau;;E: Conjuntos en R.
de conjuntos en | ejemplos de | de conjuntos en | fundizar en ellas, generando nue- | variable
R no Borelianos y | conjuntos en R | R no Borelianos | vos conocimientos o criterios. Dependiente

no Lebesgue medi-

no Borelianos

y no Lebesgue

bles? y no Lebesgue | medibles.
medibles.
Problema espe- quetwO espe- Hipotesis
. cifico: R
cifico: especifica:

Existen ejemplos
de conjuntos Le-
besgue medibles no
Borelianos?

(Existen conjuntos
en R no Lebesgue

medibles?

Mostraremos
ejemplos de con-
juntos Lebesgue

medibles no
Borelianos.
Mostraremos
ejemplos de
conjuntos en

R no Lebesgue

medibles

Existen ejemplos
de conjuntos Le-
besgue medibles
no Borelianos.
Existen conjun-
tos en R no Le-
besgue medible

Diseno de la investigacion:
La investigacion que se desarro-
lla presenta el tipo inductivo —
deductivo tratando de ser lo mas
exhaustivo posible en cada demos-
tracion.

Se empezaréa definiendo los térmi-
nos bésicos relacionados a la to-
pologia y a la teoria de la medi-
da, posteriormente se encontrara
los resultados analizando la topo-
logia sobre los reales y estudian-
do las diferentes o-algebras que se
pueden generar sobre ellos.
Finalmente se expondran ejem-
plos que son Lebesgue medibles
pero no Borelianos y en particu-
lar se construiran los conjuntos de
Bernstein que ejemplifica un sub-
conjunto de los reales que no es
Lebesgue medible.

Meétodo de la investigacion:
Por la naturaleza de la investiga-
cién, al ser tipo bésica, el méto-
do empleado es el método de es-
critorio o de biblioteca, es decir,
se realizara un analisis bibliogra-
fico a profundidad con respecto a
las teorias relacionadas al presente
tema de investigacion.
Poblacién y muestra:
Poblacion: Conjuntos en R.
Muestra: o-algebras en R

Lugar de estudio:

Se puede considerar lugar de estu-
dio todo espacio fisico que contri-
buya en la elaboracion del presen-
te trabajo, por ejemplo, la Facul-
tad de Ciencias Naturales y Mate-
matica de la UNAC, la Biblioteca
Central de la UNAC, pero debido
a la situacion actual originado por
el COVID-19 el lugar de estudio
serd en mi hogar.

Técnicas e instrumentacion
para la recolecciéon de infor-
macioén:

Para la realizacion de este trabajo
de tesis se revis6 bibliografia es-
pecializada y recopilacion de in-
formacién obtenida relacionada al
tema de interés.

Conjuntos Bore-
lianos y conjun-
tos Lebesgue me-
dible

FUENTE: Elaboracion propia
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