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RESUMEN
UNA EXPOSICION DIDACTICA DELA EXISTENCIA DE SOLUCION DEBIL
PARA UN SISTEMA EL{PTICO NO LOCAL DE TIPO P-KIRCHHOFF BAJO
CONDICIONES DE NEUMANN

Milagros Anculli Llamoca

Octubre - 2014

Asesor: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa

En este trabajo se hara una exposicién detallada sobre el articulo publicado por
Correa y Nascimento [4], cuyo objetivo es probar la existencia de solucién débil del
‘sistema

—[Ml(fQIVulpdx)]p—lApu = f(u,v) + py(x) en O

® - 7oPdx)]" 8yr = g(u,v) + p,(x) en

ou v
o 0 endQ

donde 0 ¢ RV, N > 1, es un dominio suave y acotado, 1<p<N, 7 es el vector unitario
exterior en d{1, A, es el operador p-Laplaciano:
Apu = div({7ulP~27u)

Las funciones involucradas en el problema satisfacen las siguientes condiciones:



Ml, Mz: R+ - R
" (M) { son funciones continuas y existe una constante positiva my > 0
tal que M, (t), M,(t) =2 my > 0, paratodot = 0;

Existe una funcién F:R? - Rde clase €?, tal que:

(Fy) { E,(u,v) = f(u,v) y E,(u,v)=g(uv) paratodo (u,v) € R%;

- (F) Existek>DtalqueF(u+k,v+kj=F(u,v),paratodo (u,v) € R?
®) L €L, 2+==1,1<q<p'y [op =[qp =0

donde:

es el exponente critico de Sobolev.

Aqui [, h significa [ h(x)dx.

La existencia de la solucion débil del sistema (*) es probada aplicando el Principio
Variacional de Ekeland. |

Luego se estudiaré la regularidad de la solucion débil, esto es si u es solucion débil de
| (*) entonces u es solucion clasica de (*).

Ademais, verificaremos que las derivadas normales estdn bien definidas en 91} via

teoria del trazo, dado que el sistema (*) se encuentra bajo condiciones de Neumann.

Palabras Claves: Existencia de solucién, Regularidad de 1a solucién débil, Principio

Variacional de Ekeland y teoria del trazo.



ABSTRACT

A didactic exposition of the existence of solution for a non-local elliptic system of

p-Kirchhoff type under Neumann condition
MILAGROS ANCULLI LLAMOCA
October-2014

Advisor: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa

In this work we give a detailed exposition of the Correa and Nascimento” s article [4],

which is about the existence of weak solution for the system

—[M1(fﬂ|Vu|pdx)]p—1Apu = f(u,v) + py(x) en

*) ~[M, (fﬂleI”dx)]p—lApv = g(u,v) + pa(x) enQ
du _ v _
.a_TI = =0 en d}

where & < RY, N > 1, is a bounded smooth domain, 1<p<N, 7 is the unit exterior
vector on 911, A, is the p-Laplacian operator:
Apu = div(|Vu[P~2vu)

The involved functions in the problem satisfy:



M]_, Mz: R+ >R
(M) < are continuous functions and there is a positive constant my > 0
such that M, (t), M,(t) = my > 0, forallt = 0;

() { Thereisa C! — function F: R > R , such that:
1 E,(u,v) = f(u,v) and E,(u,v) = g(u,v) forall (u,v) € R%;

(F,) Thereisk > 0suchthat F(u +k,v + k) = F(u,v),for all (u,v) € R?;
®) PLp €L, +==1,1<q<p'y fop =[gp =0

Where:

si1<p<N

£

p =3N-p
o si p=2N

is the critical Sobolev exponent.

Here [ h means [ h(x)dx.

The existence of a weak solution for system (*) is proved by ’using the Ekeland’s
Variational Principle. Then, we will study the regularity of the weak solution, that is,
if u is a weak solution of (*) then u is a classic solution.

Furthermore, we will verify that the normal derivatives are well defined in ) by the

trace theory, because the system is under Neumann conditions.

Key words: Existence of weak solution, Ekeland’s Variational Principle and trace

theory.



CAPITULO1
PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1. Identificacion del problema

En este trabajo se hara una exposicion detallada sobre el articulo realizado por Correa y Nascimento
[4], cuyo objetivo es demostrar la existencia de solucion débil para el sistema no local eliptico tipo

p- Kirchhoff siguiente:

~[M ([ I7ulPdx)]” 7 Apu = F(u,v) + py () en 0

-1
" =M viPdx)]" T By = g, v) + po(x) en
u __ _8_1: _
P 0 endQ)

donde 2 R¥,N > 1, es un dominio suave y acotado, 1<p<N, 7 es el vector unitario
exterior en 9, A, es el operador p-Laplaciano:
Apu = div(|VulP~2Vu)
Las funciones involucradas en el problema satisfacen lo siguiente:
M, M,:R* > R
(M) { son funciones continuas y existe una constante positivamg > 0

tal que M, (t), M,(t) 2 my; > 0, paratodot = 0;

(F) { Existe una funcién F:R? - R de clase ¢*, tal que:
! E,(w,v) = f(u,v) y E,(u,v) = g(u,v) paratodo (u,v) € R%;

(F,) {Existe k > Otalque F(u + k,v + k) = F(u,v),para todo (u,v) € R?
P pup2€LI(D), %'*'“1;:1: 1<q<p'y fnp1 =fnP2 =0

Donde:

si1<p<N

*

p =4N-p
© si p=2N

es ¢l exponente critico de Sobolev.



1.2 Formulacién del problema

Se pretende analizar y responder la siguiente interrogante:

¢ El sistema (*) admite solucion? ; si admite jen qué clase se encuentra?

(Hay una explicacion didactica de la demostracion de la existencia de solucion débil para
(*)?

1.3. Objetivos de la investigacién

1.3.1. Objetivo general

El objetivo general de este trabajo es exponer de forma detallada la existencia de solucién

débil para (*), hecha de forma resumida en el articulo de Nascimento y Correa [4].

1.3.2. Objetivo especifico

El objetivo especifico es lograr que nuestro trabajo sea de gran entendimiento para cualquier
estudiante o profesional interesado en matematicas y mostrar al Principio Variacional de

Ekeland como una herramienta de bastante aplicabilidad en las EDP’s.

1.4. Importancia y justificacion de la investigacién

Este trabajo es de mucha importancia en matematica pura y aplicada, puesto que el problema
a tratar es un sistema de ecuaciones que involucran el operador p-laplaciano y esto establece
una diferencia con la mayoria de trabajos de mateméitica en esta linea, realizados
actualmente en el pafs. Es importante resaltar el uso de la teoria del Andlisis Funcional que

se observa en el desarrollo de 1a tesis.

El Principio Variacional de Ekeland, en este trabajo, permite llegar al resultado deseado de
forma efectiva y asequible, o que seria més complicado utilizando otras técnicas del Célculo

Variacional, por ejemplo el teorema del “Paso de 1a Montafia™.



Habiendo pocos trabajos en esta linea de investigacion, que han abordado la resolucion de
estos problemas con las técnicas aqui usadas, consideramos nuestro trabajo de mucha
utilidad en el campo de las E.D.P ’s elipticas, por lo que estd plenamente justificada.
Asimismo esperamos que sirva de gufa y base para otros estudios en esta linea de

investigacion y asi contribuir al avance la Matematica en nuestro Pais.
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CAPITULO I
MARCO TEORICO

2.1. Preliminares

En este capitulo daremos las deﬁnicionesy propiedades necesarias para la comprensién
de la tesis.
2.1.1 Espacios LP (Q)
Empecemos recordando las definiciones basicas y dos resultados muy ttiles de la teoria de
integracion.
Sea 1 ¢ R™ es un conjunto abierto.
Definicion 2.1 L) ={f =u—-v /u,v .E UuQ)}
Cada elemepto de L) es una funcion integrable segin Lebesgue y se define la integral de
f € L(f)), mediante:

Jof =g = fov

donde: U(11) es el espacio de las funciones superiores en ), donde f € U(f) si existe una
sucesion creciente de funciones escalonadas {s, },», tal que:

1) Ss=f c.s.en.

i) 3limeefos vy [of =limee [ s

Definiciéon 2.2 £1(0) es el espacio de funciones medibles u, definidas en Q tales que

lul € L(Q).

11



Observacion 2.1 La relacion:
u~v Su=v c.t.p.enQl uv € L)

es de equivalencia.

Luego, por el teorema fundamental de la relacién de equivalencia:

1
L' = ..Lﬂ

~

Por 1a teorfa de integracién de Lebesgue, se identifican dos funciones de L' () que
coinciden c.t.p., es decir coinciden excepto en un conjunto de medida nula.
Teorema 2.1.1 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue)
Sea (f,) una sucesion de funciones en L. Supongamos que:

a) fn(x)=f(x) ctp enn,

b) Existe una funcién g € L* tal que para cada n, 1fnOl € g(x) c.t.p. en Q.
Entonces f € LX)y flfu—fl-0
Demostracién: Ver [23]. Pag 231.
Ahora nos enfocamos en los espacios LP (12).
Definicién 2.3 Seap € Rcon 1 < p < oo; se define

LP(Q) = {f: 0 - R/ f medibley |f|P € L*(Q)}

Teorema 2.1.2 L?(2) es un espacio normado cuya norma se denota con:
1,
flle = [/, 1f (0)IPdx]

Demostracién: Ver [2]. Pag.57.

Definicién 2.4 Se define

L®(Q) = {f: 2 - R; f es medible y existe una constante € > 0 tal que |f(x)] < € c.t.p.en 1}

12



Teorema 2.1.3 L®(2) es un espacio normado cuya norma se denota con:

Il = Inf{C: [f(x)| < Cc.t.p.en2}

" Demostracién: Ver [2]. Pag. 56.

Teorema 2.1.4 (Desigualdad de Holder)
Seanf € LlPyg€liconl<p<ooy %+%= 1

Entonces f.g € L' y

J1fgl < Uflleliglla
Demostracién: Ver [2]. Pag. 56.
Teorema 2.1.5 LP(12) es un espacio de Banachpara1 < p < co.
Demostracién: Ver [2]. Pag. 57.
Definicion 2.5 Se define

€3 () = {u: 0 - R/ues infinitamente continuo diferenciable, Sop(u) compacto € 0}

donde Sop(u) ={x € Q1 : u(x) # 0} (clausura en 1) denota el soporte de la funcion u.
Definicién 2.6 Sea 1 < p < oo ; se dice que una funcion f: Q - R pertenece a LPj, () si
flx € LP (&) para todo compacto K < Q.

Lema 2.1

Sea f € L', (Q)tal que:

loc
fnfu=0 Yue€e C;(Q)
Entonces: |

f=0ctp.en(}

Demostracién: Ver [2]. Pag. 61.
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Teorema 2.1.6 (Inmersiones en espacios LP{1) ).
Sea 2 ¢ R” es un conjunto abiertoy acotadoy 1 < p < q < oo,
Luego:
L(n) & LP(n) (Inmersion continua)
ie) Existe C > 0 tal que:
e < Cllflle s v f € L)
Demostracién: Ver [20]. Pag. 486
Teorema 2.1.7
Sea () una sucesion de funciones en LP (2). Supongamos que ||f,(x) — f()li, - 0
Luego existe una subsucesion (f,,) y una funcion g pertenecientes a LP(2) tal que:
i} f (X)) = f(x)etp.ennl
i) | (X)| < g(x) paratodo n, c.tp. en 1.
Demostracién: Ver: [2]. P4g. 58.
2.1.2 Espacios de Sobolev
Estos espacios son de gran importancia en el anilisis de las ecuaciones diferenciales
parciales y de mucha utilidad en este trabajo.
Definicién 2.7 Seau € L1, .(Q), 1<i<n

Diremos que v € LY;,.{€) es la derivada débil de u respecto a x;, si se cumple que

a¢
fnug;;=—fnv¢ Ve Gy (D)
. du
Notacién: v = =——
dx;
Observacion 2.2

1. La derivada débil de u es dnica.

14



2. Si u € C1(Q), las derivadas débiles de u existen y coinciden con las derivadas
clésicas.
Definicién 2.8 Sea (. c R" abierto, m € N§ ,u € L', (D) y1<i<n.
Se dice que v € L .(Q) esla deﬁvada m-ésima de u en el sentido débil, si se cumple que:
Jqub™¢ = (=)™ [ v V¢ e ()
Notaci6én: v,, = D™¢.
Observacién 2.3
En el caso de T € D'(f)): Espacio de las distribuciones, la derivada débil coincide con la
derivada distribucional.
Definiciéon 2.9 Seak > 1, 1< p < 400, ) c R" abierto.
Definimos el espacio de Sobolev como:
W™P(Q) = {u € LP(Q) tal que Vm € Ng,con|m| < k, D™u € LP(Q) }

Lanorma en este espacio para 1< p < +ooes

1
- (z uomuuip(m)

Imisk

Sip=o0

||u||wm'°°(n) = Z ||Dmu||1,°°(m
Imisk

Notacién: W™2(Q) = H™(Q)

Teorema 2.1.8 W™?(Q2) es un espacio de Banachy si p = 2 es un espacio de Hilbert.

Demostracion: Ver [8]. Pag. 249.

15



Definicién 2.10 Se define:
W3P(Q) = CXYWP® = {u € WIP(Q): existe u, € CZ(Q) tal que u,, > uen WP(Q)}
Teorema 2.1.9 (del trazo)
Existe un operador lineal continuo de WP () en LP(0Q). Este operador es por definicion
el trazo de u sobre 80, también se le denota como u|3q. Este operador trazo satisface las
siguientes propiedades:
i) Si u € WP (), entonces ufzq € wl“/v'l’(an) y
Mtloalltipp oy < Cltllwiogay  Vae € WHP()
Ademds, el operador traza uv—ulzy, es sobreyectivo de
WP () sobre W'~/p?(302) .
ii) El micleo del operador trazo es Wol'p (), esdecir
Wo P () = {u € W'P(2): ulao =0}
Demostracién: Ver [8]. Pag. 258.
Observaci6n 2.4
1. Se verifica la identidad de Green:
Si R es un dominio acotado con frontera suave, u funcién de clase C* y X un campo

vectorial diferenciable en R (continua salvo en la dR):
f uX.ndA = f (Vu. X + udivX)dvV
3R R

2. Se verifica la formula de Green

~f pBu.vdx = [ Pubvdx = [ 5, Zodl  Vu e H(2), Vv € HY(Q)

16



Observacion 2.5
Se demuestra que el operador
y: W2P(Q) - LP(8Q) x LP(9<)
u = (Yo, y1u)
ou

donde: you=1ulgq y ru=gl con u € C*(f), es lineal y

continuo; aqui v denota el vector normal unitario exterior en la frontera de ().

2.1.3 Operadores unifofmemente elipticos
Definicién 2.11 Sea ) c R™ abierto. Diremos que un operador L de segundo orden es un
operador en forma de divergencia si se puede escribir de la forma siguiente:

n n
L) = - z (a¥ (x) uxi)xj + Z bt (x)uy, + c(x)u
ij=1 i=1

donde, x € O, a¥, bi(x), c(x) € L=(Q) y a¥(x) = all(x).
Observacién 2.6
La forma de divergencia de un operador facilita la aplicacion de los métodos variacionales,
pues se puede realizar integracién por partes.
Definicién 2.12 Un operador en forma de divergencia es uniformemente eliptico si existe

una constante 8 > 0 tal que

n
z al (x)g; & = B|el? VxEN,P>0,e€ER"
i,j=1

Ejemplo: Si a/=6;; ,b' =0, c = 0, el operador L es -A.

17



2.1.4 Funciones semicontinuas inferiormente
Definicion 2.13 Sea E un espacio normado. Una funcién ¢:E = ]—oo, 4] se dice
semicontinua inferiormente (respectivamente débilmente semicontinua inferiormente) en
u € E | si para toda sucesién (u) en E se tiene que :
Si: wy,—u = liminfe(u) =)
Respectivamente:
Siu = u = liminfe(u,) 2¢eW)
Propiedades:
1. Lasuma de dos funciones s.c.i (resp. d.s.c.i) es s.c.i. (resp. d.s.c.i).
2. El producto de una funcién s.c.i. (resp. d.s.c.i) por una constante positiva es s.c.i.
(resp. d.s.c.i). |
3. Si (@) 1ea s una familia de funciones s.c.i.(resp. d.s.c.i), la funcién sup;e, definido

por
(S“P w) (u) = sup ¢, (w)
A€A A€A

es s.c.i. (resp. d.s.c.i)

Definicién 2.14 Sea E un espacio de Banach. Una sucesién (x,,) c E se denomina

minimizante para una funcién ¢: E - R, si
lim ¢(x,) = inf(x)
Nota:

La convergencia débil en espacios de Banach ser4 explicada brevemente en la seccién 2.1.5.

18



2.1.5 Algunos resultados fundamentales del Andlisis Funcional
En este capitulo, presentamos resultados del Anélisis Funcional necésarios en las secciones
que siguen. Las demostraciones de estos resultados se pueden encontrar en {2] o [7].
Definicién 2.15: Sea E un espacio de Banach y E’ su espacio dual correspondiente.
La topologia débil o(E, E") sobre E es la topologia menos fina sobre E que hace continuas a
todas las aplicaciones (¢f)sep': E — R.
Notacién.: Dada una sucesion (x,) en E, se designa por x,, — x la convergencia de x, a x
en la topologia débil (E,E').
Proposicién 2.1 Sea (x,,) una sucesion en el espacio de Banach E. Se verifica:

xn = xeno(E,E) © (f,x,) ={f,x) VfEE
Demostraciéon: Ver [2]. Pag. 36.
Teorema 2.1.10
Sea E espacio de Banach reflexivo. Las normas en E son funciones semicontinuas
inferiores.
Demostracion: Ver [2].Pag. 36.
Lema 2.2 Sea (M, d) un espacio métrico completo y F,, n € N una sucesion decreciente
de subconjuntos cerrados no vacios cuyos didmetros tienden a cero, es decir:
E, oF,, , diamF, -0 cuandon - o

Entonces: 3!x € M tal que:

ﬁFn ={x}

n=1

Demostracién. Ver [22]. Pag.14.
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Definicion 2.16 Sean X y Y dos espacios normados con norma H.lly v I.lly

respectivamente, y supongamos que X € Y. Decimos gue X < Y es una inmersién compacta

si:

» X estd inmerso continuamente en Y. Es decir, existe una constante € tal que [{xi}, <

Clxlly paratodox € X.

* La aplicacion de inclusién de X en Y es un operador compacto, es decir, para todo

conjunto A acotado en X , el conjunto f(A) esun compactoen?Y.

Teorema 2.1.11

Sean E,F espacios de Banach. Si T € L(E,F) es un operador compactoy si u, ~u en E

luego Tu, — Tu fuertemente en F.
Demostracién Ver [24]. Pag. 410.
Teorema 2.1.12 (Rellich-Kondrachov)

Supongamos 11 ¢ RY abierto y acotado de clase C*. Se verifica

Si  p<N,entonces WLP (ﬂ) S IT(R), Yrel[lp«] dondep+=

Si  p=N,entonces WW(R)SL'(2), Vrell +oo,
Si  p>N, entonces WYW(R) o C(R),

con inmersiones compacitas.

Demeostracion Ver [2]. Pag 169.

Teorema 2.1.13 Teorema de Eberlein-Shmulyan

Sea X espacio de Banach.

X es reflexivo «» Toda sucesion acotada, posee una subsucesioén débilmente convergente.

Demestraciéon Ver [21]. Pag. 141.

DN
N—p
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2.1.6 Métodos Variacionales
Muchas leyes de la fisica y otras disciplinas cientificas abarcan varios fenémenos que
pueden ser modelados mediante una ecuacién diferencial parcial. Los métodos variacionales
representan una herramienta adecuada para estudiar dichos modelos.
Ahora introducimos algunas ideas que motivan la formulacién variacional de un problema.
Suponiendo que deseamos resolver una ecuacién diferencial parcial, la cual por simplicidad
escribimos en la forma |

A(u) =10 _ | . (2.0)
donde A(.) denota un operador diferencial parcial posiblemente no lineal , u es la funcién
incognita, y que fuera posible expresar A(.) como la derivada de un funcional apropiado de
“energia” I[. ], esto es:

0=A¢)=1I[] ..(22),

El problema (2.1) se convierte en

I'fuj =0 ..(2.3)
En este caso diremos que el problema (2.1) es variacional.
La ventaja de esta nueva formulacién es que las soluciones de (2.1) son los puntos criticos
de I[.] . Esto en algunas circunstancias es facil de encontrar, por ejemplo: el funcional I[.]
tiene un minimo en u, luego presumiblemente (2.3) es valido y luego u es una solucion de la
EDP (2.1).
Usualmente es dificil resolver (2.1) directamente, por lo que una forma de facilitar la

resolucion es descubriendo un minimo, un méximo u otros puntos criticos del funcional I[. ].
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A. Soluciones débiles
Para clarificar ¢l estudio que realizaremos respecto a un sistema con condiciones de tipo
Neurnann, primero ilustraremos el concepto de solucion débil para el caso de una ecuacion.

Sea (1 ¢ R™ un dominio acotado, abierto y bien regular y sea v la normal exterior unitaria,
. a . .
Denotamos por ﬁ la derivada normal exterior de u en la frontera.

Ahora consideramos el problema:

2 (24

L =0enon

{—Au+u=fenﬂ
av

Por la férmula de Green, si u es solucién cléasica, es decir si u satisface (2.4), luego u €
HY () y u satisface
JoVuVv+ [ quv = [ fv .(25)
para todo v € H*(1).
Si f € L() luego:
Definicion 2.17 u es solucion débil de (2.4) siu € H*(Q) y satisface (2.5) para todo
v E H'\().
Si u es solucion débil y u € H2()) luego en particular (2.5) se cumple para todo v €

Cq” () . Luego aplicando la formula de Green se obtiene que
Jo—Bduv+ [ juw + J‘an%” = [,fv paratodo v € C5° ()
Luego como v € 5 {{l), la integral en Q2 se anula, y se fiene
—Au + u = f en el sentido de las distribuciones.

Esto también es debido a que C5°(€1) es denso en L2((Q1).
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Asimismo, paré todo v € H1(Q), se tiene que
du
foaZv=0 .(2.6)

Sin embargo vizq € H 0L (€0) el cual es un espacio denso en L?(3Q) por tanto en (2.6)

Ju
— 2
. Oen L*(00))

Luego si u € H2(f)) y si es solucion débil de (2.4) luego u satisface —Au+u = f ctp. y

3
m4s aun — = 0.
v

Si mas atin se demuestra que u € C2(f1), luego u serd solucién clasica de (2.4).
Observacion 2.7 |

Gracias al ejemplo anterior sobre el concepto de solucién débil, destacamos una importante
diferencia entre los problemas de Dirichlet y Neumann. En los problemas de Dirichlet la
condicion de frontera u=0 (0 u = g) tiene que ser impuesta previamente en el espacio de
funciones en el cual se desea probar existencia. Por otro lado, para el problema de Neumann
nosotros no imponemos previamente las condiciones en el espacio de funciones y mas aun la
solucién débil autométicamente satisface la condicion de frontera como se vio en el ejemplo
anterior. Es por ello que los problemas bajo condiciones de Neumann son llamados
problemas con condicién de frontera natural.

B. Derivadas de Fréchet y de Giteaux

Sean (X, Il llx), (¥, |l lly) espacios de Banach. U abierto en X.
Definimos L(X,Y) como el espacio de operadores lineales y continuos 7: X — Y. Su norma

: fiT=ll
es dada por: |T|L(X,Y) = SUPxex\(6} lell}: )
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Definicion 2.18 (Derivada de Fréchet)

Seax € U € X abierto, una aplicacion f: U — Y es diferenciable segun Frécheten x € U si

existe un operador lineal A, € L(X,Y) tal que

IfGe+m)~fG-aehlly _

limy,q il
Equivalentemente:
. leemll
f+h) —f(x)=Ah+(x,h) talque limypy1g uhu; ==

El operador A, se denota con:
DA =4, =f(®)
Observacion 2.8
La aplicacién Df:X - L(X,Y)
x = Df(x) = Ay
.se llama derivada de Fréchet de f.
Definicién 2.19 (Derivada de Gdteaux)
Seall € X abierto, ;] UECX —Y, uel.
Decimos que ] es diferenciable segun Géteaux en U si existe 4, € L(X,Y) tal que

litn Y+ tv) —J(u) _
t—0 | t

=0
Y

Ay

Vv € X.

En este caso se denota J'(u) = A, y se llama la derivada de J segin Gateaux en u.

En particular: J:X-X
ur J'(u):X->R

v 'y = {J'(W),v)
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Definici6n 2.20

Sea U € X,U abierto , J: X - R. Si la derivada segun Fréchet DJ: U —» X' es continua,
decimos que J € C(U).

Teorema 2.1.14

Sea f: U — R con derivada de Gdteaux continua en U.

Entonces f es diferenciable segin Fréchet en U y las derivadas segin Gdteaux y Fréchet
coinciden.

Demostracién. Ver [17] proposicion 4.8, pag. 137.

* Observacién 2.9

En las condiciones del teorema anterior, resulta f € C1(U).

Teorema 2.1.15 '

Sea X espacio de Banach, ¢:X — R Fréchet diferenciable y supongamos que exista u € X
tal que p(u) = infy @. Entonces {¢'(u),v) =0, Vv € X.

Demostracion. Ver [25]. Pag. 394.

Teorema 2.1.16

Toda derivada segiin Fréchet en x es tambié’n derivada segiin Gdteaux en x.

Demostracién. Ver [17] proposicion 4.8, pag. 137.

Teorema 2.1.17

Si f es derivable segin Fréchet en x entonces f es continua en x.

Demostracién. Ver [17] proposicion 4.8, pag. 137.

Los siguientes resultados y definicion muestran como se representan las derivadas parciales

de una funcién definida en un producto cartesiano de dos espacios de Banach.
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Definicién 2.21

Sean U,V espacios dé Banach, f:D(f) c U XV = R. Sea v, € V, f(u, vp) es una funcién
cuya derivada en u,, si existe, es llamada derivada parcial de f con respecto a u, y es
denotada por f;, (u,, Vo). La derivada parcial f,(ug, v,) es deﬁnida similarmente.

Teorema 2.1.18

Si f es Fréchet diferenciable en (ug,v,), luego las derivadas parciales f,(uy,vg) y
fo(uo, ) existeny

(' (o, vo), (B, kD) = (fiuCt, Do), B) + (o (o, o), K) , RE UK EV  ...(8)

Y consecuentemente:

(Fulo, o), =i, o LTI LR 1G4, v3) (1, 0)

(f o v, )=l L2 HETEOM) £y, 1) 0, )

donde f' es la derivada de Fréchet o Gdteaux, en particular derivada de Gteaux gracias
al teorema 2.1.16. Reciprocamente, si f,,(uy,vy) ¥ f,(Ug, Vo) existen en una vecindad de
(uo, vo) y son continuas en (ug, vy), luego f es F- diferenciable en (uq, vy) y se tiene (A).
Demostracién. Ver [18], proposicion 5.3.15, pag.231.

Teorema 2.1.19 (Regla de la cadena)

Sea x fijoy f(x) =y. Sean f:U(x)SX->Y y g:U)CY - Z con f(U(x)) € U(y),
donde X,Y y Z son espacios de Banachy U(x) y U(y) vecindades. Se define la composicion
gef:UXx) € X - Z. Supongamos que f'(x) y g'(f(x)) existen como F- derivadas.
Entonces: |

a) La funcién composicion H= g o f es F- diferenciable en x y se tiene que

H@=g(f(®)f .
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b) Si f'(x) existe solo como G- derivada en x, luego H es G- diferenciable en x y se

obtiene  H'(x) = g(f@) e (0.

Demostracién. Ver {17] proposicién 4.10, pag. 138.

2.2 La desigualdad de Poincaré- Wirtinger
De aqui en adelante & ¢ RM sera un conjunto abierto y acotado. Y 1 <p < N pues es
condicion en ¢l sistema en que se basa este trabajo. Esta desigualdad seréd de mucha utilidad
y es por ello que se adecua a las condiciones de nuestro problema central de estudio.
Definicién 2.22

e W, = (1) es un subespacio de W*? (1) generado por la funcion constante 1.

o Wy={zeW(@Q):[,z=0}.
Proposiciéon 2.2.1 WP(Q) = W, W,
Demostracion:
Primero veamos que se cumple que

i) WeNWw, = {6}
En efecto:
Sabemos que 8 € W,NW, por ser W, y W, subespacios de WP (Q).
Veamos que se cumple el reciproco:
Dado w € W,NW, , luego por definicién como w € W, luego [ w=0
y como w € W, | existe algin real a tal que

w=a .(2.7)
Luego:
Jqa=0 ....(2.8)
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y como Q es acotado , desarrollando (2.8) se obtiene que:
a.med(}) =0
Y como med((1) > 0, se tiene que
a=0

Por tanto , remplazando (2.10) en (2.7) tenemos que

w=0,
Porello:  w € {6}
ie) WoNW, c {6}
- WoNW, = {6}
if) WiP(Q) = Wy + W,
En efecto:
Seau € WLP(Q).
Escribamos u = (u — i) + i dondeﬁ=-7-n-;:—(f-l-)-fnu ER

Observamos que u — i € W, pues:

.. (2.9)

(2.10)

jn(u—ﬁ)=fgu—fn(,_n';‘1'65fﬂu)=fnu—m(fnu)med(ﬂ)=fnu—fﬂu=0-

Ademas i € W, pues es un real por su misma definicion.
Por lotanto: u € W, + W,
Es decir: WP(Q) c W, + W,
Y como W, y W, son subespacios de WP (1), también tenemos que
Wo + W, c WLP(Q)
S W) =W, + W,

De i)y ii) se obtiene que WiP(Q) = W, W,
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Teorema 2.2.1 (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger)
Existe una constante positiva C tal que

JolzlP < cf vzl ,Vz €W,

Demostracion:

Sea y: W, — R el funcional dado por:

V() = [, |vzlP, vz € W,
Y M la variedad
M={zeW;:[,lzIP =1}
Ahora, como Y(z) = [, IvzIP 2 0 vz € W,
En particular PYz)=0 . VzeM
Es decir:

1 esta acotada inferiormente en M.
Luego:
Existe (z,) € M minimizante, ie)
Y(z,) - infy
Ademas por (2.11) y por definicién de infimo:
Yo=Infyyp =20
Luego como (z,) c M :
folzalP =1 vneN
Y como (z,) es convergente luego es acotada ie) existe ¢; > 0 tal que:
W) <c, VneEN
Que equivale a: JolVZ,/P <¢; VneEN

Ahora por (2.13) , (2.14) y definicién de norma en WP (Q):

~(211)

.. (2.12)

.. (2.13)

(2.14)
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"Zn"wl-l’(n) = ("ZnHZIJ(g) + "VZn"fp(n))l/P = (f‘n|zn|p + fﬂIVanP)l/p sv(l + C1)1/p

Por tanto: (2,) es acotada en WP (Q).

vneN

Ahora, por el teorema 2.1.13 y como WLP(Q) es reflexivo, la sucesion(z,) posee una

subsucesioén que converge débilmente, ie)
Jue W (Q)/ z,, = u en WP(Q)
Ahora recordemos que por ¢l teorema 2.1.12
WiP(Q) o L7(0)

Np

e exponente critico de Sobolev.

para 1<r<p*'=

Y por teorema 2.1.11:

N
Zy, > u enl™(Q) para 1Sr<p*=1_v_._.1_?_5

Por otro lado, como (z,,) € Mc W,, luego:
Jo2n, =0

Entonces: limy, o [ ,Zn, = 0
Y por (2.17), para r =1:

Zy, 2 u enL'(Q)
. Ademés: por definicion de limite en (2.19)
Ve>0,an, eNk=ng = [ |z, —ul< e
Y como: |f yzn, = S ol < 5|20, —ul < € parak =n,
Obtenemos que:

Jazn, = Jqu

Y luego por (2.18) y unicidad del limite con (2.20)

..(2.15)

...(2.16)

. (2.17)

..(2.18)

..(2.19)

. (2.20)
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Jou=0 » ~(221)
De otro lado, tomando limite en (2.13):
limf |z,|P =1 ...(2.22)
Y por (2.17) tomando r = pyaquep <p* ... (pues 1 < p < N):
Zy, = u enLP(Q) ..(2.23)
Luego por unicidad del limite en (2.22) y (2.23)
S lul? =limf |z, [P =1 - (224)
Por tanto de (2.21) y (2.24) se concluye que :

UEM. ..(2.25)

Afirmacién: P, > 0.
Prueba.
Supongamos absurdamente que ¥, = 0 (por2.12)

Luego en (2.12), en particular para la subsucesion (z,,) :

¥z ) >0 = 0=limfy|Vz,, [ =lim(J ,|Vz, " + [olm,|” = Salzn ")

= lim(“an"prp(m - "an"pl,p(n))

= lim||zn, 1”1y = liml|2za, I

wiP(Q) LP(Q)

= tim inf || zn, I wp gy = limllze, |7

wiP(Q) LP()

Y como WP (1) es reflexivo, luego todas las normas son d.s.c.i, y por (2.15):
s p .
0 =limf [Vz,,|" = lullPy1p gy — lim||z,, ||”

LP()

Y por (2.23) 2 "u"pwlm(m - "u"pbp(g) =fﬂlvu|p 20
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En conclusion:
S lPulP =0
Ycomou € M c WP (Q) c LP(Q)) c I (Q) c L},.() , porlema 2.1:
| Vu=0 c.t.p. enf}
Y como
Vu(x) € R" recordemos que en el analisis en R" si una aplicacién tiene derivada igual al

nulo , luego la aplicacion es constante.

Por ello:

u=c ct.penil .. (2.26)
Ahora integrando en (2.26)

Jou=J,¢ ' (227
Y por (2.21) y (2.27):

0=/,c

Y como Q es acotado:

c=0 | ..(2.28)

Pero (2.28) contradice lo obtenido en (2.24), pues tendriamos que: 0=1 (absurdo)

a Py >0 .

Ahora, volviendo a la demostracién de la desigualdad y repitiendo los pasos que se hicieron

en la prueba de la afirmacién anterior:
o = ipfy = limf V2, P = limf,|vz,,|°

= lim inf("z,lk"pwl,p(n) - "an”pl}’(ﬂ))
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2 "u"pwlmm) = "uIIpr(m

= [, IVulP = ¢, ... por definicién de infimo

Yo = [ lVulf = P(u)
Abhora:

Como ¥, < [ |Vz[?, VzeM ... por definicion de infimo.

Sea z # 6 € Wy ,luego [, |z|P # 0. (Pues LP(£2) es espacio normado).

2
Ademas —— € M, pues [, [——| =1
( glziPy?  glziPyP
Entonces en (2.29):
P
z 1
IIJO = fn V( 1) =J‘ Izlp'fﬂlvzlp
(J plzlP)? @
Luego:
[ |zIP < L J |vzfp vz € W,
nlzl = ¢0 0 ZI Z 0
Observacion 2.10

.. (2.29)

. % que por la afirmacién probada, es mayor que cero, es la constante buscada en la
0

desigualdad de Poincaré-Wirtinger

e De aqui en adelante se tendra en cuenta, tanto la desigualdad como la proposicion

2.2.1, en el desarrollo de la tesis.
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2.3 El Principio Variacional de Ekeland

Teorema 2.3.1 Sea (M,d) un espacio métrico completo y @: M - R U {400} una funcion
semicontinua inferior y acotada inferiormente.
Sean iy € > 0 tales que:
p@ < infye+ e
Luego, paracada 2 > 0, 3w, € M tal que:

i) o (W) < o (1)

ii) dlu,u) <2 y
i) @) <@ W) +d(u,u) . Yu#u
Demostracioén.

Sea A > 0. Definimos la métrica dj: M X M —» R*

(29) = da(3) = 7d(x,)
Se demuestra de forma sencilla que d, es una métrica para M.
Ahora, se define la siguiente relacion en M:

usv & o) <o) —-ed;(y,v)
Afirmacién: “<” es una relacion de orden parcial en M.
En efecto:
e < esreflexiva:
Seau € M, como d;(u,u) = 0 , luego: o) < p) —e(0)

Yasi: u < u,es decir,< es reflexiva.
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» X eyanlisiméirica:
Supongamos que u<v y v <u, por definicion: @(u) < o(v) ~edi(u,v) ¥
p(v) < @(w) — e dy(v,u). Luego,
edi(w,v) < () —oW)
edi(v,u) < p(u) — @ (v)
Sumando ambas desigualdades y dado que d; es métrica,
obtenemos que: d;(u,v) =0 y asi u = v, es decir, < es antisiméirica.
* < es lransitiva; |
Supongamos que u<Xv y v =w, por definicién o(u) £ p(v) —ed;(u,v) y
(V) < (W) — ed,;(v,w). Luego,
eda(w,v) £ @(v) ~ @)
e da(v,w) < (W) — ¢(v)
Sumando ias desigualdades anteriores, se obtiene:
| e [da(v) + dy (0 W)] 5 (W) - 9w
Y como dy es métricaen M:  d;(u,w) < d;(u,v) + di(v,w)
Asi se tiene que: € dg_(u,.w) < @(w) — (1) , equivalente a : g(u) < o(w) —e d; (4, W)
Por tanto: u < w, campliéndose la transitividad de <.

De esta forma queda demostrado que < es una relacion de orden parcial en M,
- Construccion de (S,) paran € N
Definamos ahora una sucesion de subconjuntos de M, (S,,) de la forma siguiente:
Tomemos y; = #, se define: S; ={u € M/u < ,} y observamos que S; # @ pues en

particular 4, < 4 ya que < es reflexiva.
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Abora, dado que ¢ es acotado inferiormente en M, en particular, ¢ es acotado inferiormente

en (S,) & M y luego por definicién de infimo:
. €
I, €S1/o() < 1£f‘P +53

Seguidamente, definamos: S; = {u € M /u < u,} y observamos que S, # @ pues en
particular y, < u, ya que < es reflexiva. Ademas, como p, € S, ,por definicion u, < ;.

Asi: S, € §;, puesto que si w € S,, entonces W < u, < Y, y por transitividad w < p,, luego
wES,;.

Procediendo inductivamente y de forma anéaloga a lo hecho anteriormenté, construimos los
conjuntos S, con

S, ={u€M/u<p,}donde u, € S,
Y por definicién de infimo, satisface que:
€
e(uy) < si,flfl ¢+
Ademas, dadow € S, , luego: w < p,. Y como i, € S;,_q, iy < Up—1 Y por transitividad:
WX U, q,porellow €S,. Asi S,, € S, y en general:
525,285 2-25,2: paran € N fijo arbitrario.
Afirmacion 1: Cada S,, es un conjunto cerrado.
Sea (W) € Sy, n fijo, arbitrario, tal que wy, - w.

Como cada termino de w,, pertenece a S, por definicién de S, wy < iy, 10 cual equivale a:
oWy ) < () —€ da(wy, 1)

Luego, tomando limite inferior en ambos miembros de la desigualdad:
liminfy_,c, @(Wy ) < liminfy_o, @(p,, ) — liminfy o, € d; (Wi, 1, ...(2.30)
Dado que ¢ es semicontinua inferior en M, y como w;, = w, luego:

@ (W) < liminf,_,, (Wi ) ...{23))

Luego, por transitividad de (2.30) con (2.31) y dado que la distancia es en particular funcion
continua, y por tanto también semicontinua inferior:
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oW < (y) — ey (liminfwi, pn)
Y como wy, = w: ew) <o, )— edy(w,u,)
Lo que significa que: w < p,,y asimismo: w € S,,.
Por lo tanto: S, € S,
Y asi: S;, es un conjunto cerrado Vn € N.
Afirmacion 2: Diam(S,)— 0 cuando n — 0.
Sea w € S, n fijo arbitrario, entonces por definicion de S,,,:

W) < Uy ) — € dy(w, ) ...(2.32)
Por la construccion de S, ¢(u, ) <infs _ @+ -zfn-,
y como S, € Sp,—;, luegow € S,,_; y en particular: @(w) = infs __ ¢.
Las desigualdades anteriores implican que: @, ) < ¢(w) + -zin ...(2.33)
De las desigualdades (2.32) y (2.33) se desprende que:

dy (W, y) < o VWES, (234

Ahora, sean vy w elementos de S,,. Como d; es métrica en M, se cumple que:
dy(v,w) < dy(v, py) + dy (g, w) ...(2.35)
Luego, aplicando (2.34) en (2.35) y dado que n era fijo arbitrario en (2.34):
ho,w) S5+ =27 ...(2.36)

Observamos en (2.36) que cada S, es acotado, pues 27! < 1, paratodo n > 1y por tanto
tomando supremo y por su definicién se tiene que:

0= Sup,,wes, dl(v: W) < 2l (237)
Y dado que supy,wes, da(v, w) = diam S,,, tomando limite en (2.37) se obtiene que:

0 < lim diam §,, < lim 27™*! =0

n-oo n-oo
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Por tanto:

Diam S,, » 0 cuandon = oo,

Dado que M es completo, (S,) es una sucesion decreciente de conjuntos cerrados en M y
diam S,, =» 0 cuando n — oo, se tiene las hipétesis del lema 2.2, por tanto:

Al u; € M tal que

ﬁ Sn = {wa}

Queda entonces probar que u; satisface i), i) y iii).
Prueba de i)
Como Ny=1 S, = {u3},uy €S, paratodon € Ny como S, es decreciente luego u, € S,.
Asi:uy < 1 = py. Y por definicién de <

e(wa) < o) — € di(py, up)
Ycomoe >0y d;(u,uy) =0,

o) — e di(u,wy) < ()
Luego por transitividad se obtiene que ¢(u;) < @(uy)-
Prueba de ii)
Como # = y, y aplicando desigualdad triangular:

dy(n, ) < da(uy, ) + dy(ua, pt3) + -+ dy(Bpey, i)

Recordando la desigualdad (5) en 1a demostracion de la afirmacion 2:

1
dy(w,py) < on VweS,
Luego dy(uy,pz) < '.}' pues p, €S, Sy, da(ppp3) < ziz pues U3 €S3CS; y

. asi:

'271—1 > °

procediendo inductivamente: d; (4,1, y) <
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n-1 n—1

Qi) < 3Gt o) + dyGiaa i) + -+ dallnessbn) = ) oy bjan) < ZZ,

j=1
Y haciendo tender n a o0 , como Np=y S, = {1}, Un = Uy y como las distancias son

continuas en el espacio métrico M:

-1 1
lim dy G, ) = dy () < 257 1=
Jj=1

Y

B

Es decir: d;(uy, @) = %d(ul, 7)< 1.
Por tanto: d(u,, ) < A
Prueba de iii)
Seau € M, conu # uy.
Afirmamos que u £ ;.
Si suponemos lo contrario, es decir, que © < u;, como Y, € S, Y, < yn paratordon € N. Y
por transitividad u <, para todo n € N, es decir: u € S, para todon € N.
Luego: u € N Sp. Y como Np=; S, = {13}, entonces: u=1u; ,locual esuna
contradiccién. Por fanto u % u,. Y ahora por negacion de “<”:
pw) > p(w) — edi(u,uy)
Es decir: ' o) < e(w) + §d(u, w)  Yu#u.

Asi queda demostrado el teorema 2.3.1.

Corolario 2.3.2 Sea (M, d) un espacio métrico completo y ¢: M - R U {+oo} una funcion
semicontinua inferior y acotada inferiormente.

Supongamos que para cada € > 0, existe fital que ¢ (7) < inf, @ + €

Entonces, existe ¥ € M tal que
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) eW=se®

i) d@u)<ve y
i) @) <o @) +Vedu,?) . Yu#ED
Demostracion

Basta tomar 1 = /€ en el teorema anterior.

Corolario 2.3.3 Sea X un espacio de Banach y ¢: X — R un funcional de clase C* , acotada
inferiormente.
Dada una sucesion minimizante (u,,) para @, existe otra sucesion minimizante (v,,) tal que:
) o) <o)
i)  llva—upll > 0enX
i) llo'(wllx- >0
Demostracién
Recordemos que u,, €s sucesién minimizante para ¢ si:
lim @(uy) = infe =c

Prueba de i)

Luego por definicion para € = 1: existe m; € N tal que si n = m, entonces

lo(u,) — cf < 1. De la misma forma para € ='§: existe m, € N tal que si n = m, entonces
leu,) —c| < -_i; Procediendo de forma inductiva obtenemos que : para € = %: existe
m, € N tal que si n = m, entonces {@(u,) —c| < % Y en el caso de que n < m,, puede
pasar que |@(u,) —c| < % o lo(u,) —cl 2 % Ademas, si @(u,) —c< 0, obviamente
¢@0—C<i
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Por tanto, tomando g,, = max{i-, @ (u,) — c}, lvego

0<=< eny o) Sc + € ... (2.38)

, Yy asi se satisfacen las condiciones para aplicar el corolario 2.3.2, debido también a que X al
ser espacio de Banach en particular es métrico y completo , ¢ al ser de clase C! en particular
es continua y asf mas aun semicontinua inferior y por hipotesis ¢ es acotada inferiormente.
Luego, aplicando el corolario 2.3.2, y de forma inductiva para cadan € N, existe (v,)
sucesion de puntos en X tal que:

o(v,) < e(u,) paracadan € N ... (2.39)
Ademas como ¢ es cota inferior de @ en X, luego ¢ < ¢(1,) , haciendo n tender a o y por
(2.39):

Jim e < lim p(on) < i plun) = ¢

Por tanto ¢ = limg,., ().

Asi se ha probado el inciso i), ademés gue (v,,) es una sucesioén minimizante para ¢.

Detl corolario 2.3.2, también se desprende que;
d(on = un) = v, —unll < Je& .-(2.40)
o) <o +Ved(u,v,) Yuzxv,enX ,paracadan€N.. .(241)

Prueba de ii)
B 1
De (2.40) vimos que [|v, — u, |l < /€, donde €, = max{=, ¢(u,) = c}.

Luego haciendo n tender a oo : 0 £ lim,0]|v, — uy )| £ lim fe,
n—00
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Observemos que si is o(u,) —c , luego }Llrg JE,: = [lime(u,) - ¢ =0 pues u, es

n-»0

sucesion minimizante.

Ysiiz rp(zq,)—é,luego%i_fgo\/-rs—,,-=rlli_r’{£ %= 0.

Por tanto:0 < lim,,_,ellvy, — u,ll < 0 yasi por teorema del Sandwich ,
limy, o llv —unll = 0.

Prueba de iii)

Seau=wv,+th con heX\ {6} yt>0.

Observamos que u # vy, luego en (2.41):
@(Wn) < vy + th) + Jeullvn = (W + th)l
< ¢(vn + th) + /&l —thl]
Luego: ~Jenllthll < (v, + th) — ()

—tJellhll < @ (v, + th) — @(v,)

—‘/E;”h" < (v, + t}? - ()

Luego haciendo tender t — 0% y como por hipétesis ¢ es de clase C?, ¢ es Géteaux

diferenciable, por tanto:
~Jenllhll < (@' (), h)

Y como h € X \ {6}, ||| > 0. Entonces:

{@’(vn),h)
linil ()

—Jen <
Ahoratomandou=v,—th conhe X\ {0} yt>0.
Como u # v, , luego en (2.41):
@) < @(v, — th) + ey llvn = (v, — th)|
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< ‘P(vn - th) + \/-e_n”th"

Entonces: —Jen tihll < (v, — th) — ()

_Jen Ihll < o — tht) = ¢(vn)
Cuando t - 0% y como ¢ es Giteaux diferenciable:
— Ve IRl < 9 (o), ~h)
—Jen Ikl < —(@" (W), b)

Luego: ' ,/EZQL%)'Q - (B)
Y aside (a) y (B):
‘() h
K(pﬁ;l”) )ISJe_n hEX\ {8}

Como el supremo es la menor de las cotas superiores:

. [{p" (), h)|
0< llo"@llyr = sup ————< [e,
nex\iey Al

~ Luego, haciendo n tender a o, y como se vio anteriormente que ,/e,, — 0, obtenemos que:

lo’(wu)llx+ = 0
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2.4 Estudio de la Existencia de solucion débil del sistema (*)
Teorema 2.4.1
Bajo las condiciones (M), (F), (Fy) y (p), el problema (*) posee una solucién débil
(u,v) € WHP(Q) x WP (Q).
Observacién 2.11
Procediendo como se hizo en la seccién 2.1.6 de soluciones débiles, definimos el concepto
de solucién débil para el problema (*).
Sean ¥, ¢ € WP (Q).
Luego , multiplicando la primera fila de (*) por ¢ :
~[My(folPulP )P By = [F,) + py O]Y
Anélogamente en la segunda fila por ¢:
~m(J d7oIPA) " 8,7, ¢ = [g(u,v) + po ()]
Y luego integrando
S ol=[M(J QlvulPax)" ™ div(VulP~2vu). ) = [ {[f (0. v) + o, (O1Y }

Andlogamente:
Jol=IM(S anUI”dx)]p_l- div(|Vw[P2Ww). @} = [ {[gw,v) + p2 ()]0 }
Luego aplicando 1a identidad de Green vista en la observacion 2.4:

Como g% = g—: =0 en dQ quedard lo siguiente:

[My(f S IVulPdx)]P~ [ IPulP=2vure = [ [f (u, v) + py O] ...(2.42)

Y [Mo(J (J791Pdx)]P ™ [ o1 V0IP~20V0 = [ [g(u, v) + pa ()] ...(2.43)
Vi, 0 € WIP(Q).

Luego definimos una solucién débil para (*) de la siguiente forma:



Es toda funcioén (u, v) € WP((}) X WLP(Q) que satisface (2.42) y (2.43)

Y, @ € WIP(Q),

Demostracién del teorema 2.4.1

Sea X= WP (0) x WP () que es un espacio de Banach gracias a que W*P(() lo es.

Empecemos definiendo el funcional J: X - R dado por:
Juv) = %ﬁz(fnlwl") + %@(IQIWP’) — JoFv) = fopu— [ op,v

para todo (u, v) € X, donde:
— t
M, (t) =f [M;()P~'ds, i=1,2
0

Proposicion 2.4.1 £l funcional ] esta acotado inferiormente.
Demostraciéon
- Primero veamos que ] esté bien definida.
Observamos que por desigualdad de Holder y por
Japiu < [ olpsul < llpullzaltulle < llpgllze llullyn
Analogamente:
Jap2v < [ glp2vl < lp2lliallvlle < lpalliallvllym

para todo (u,v) € X.

condicién  (p):

(2.44)

(2.45)

Por otro lado, tenemos que por condicion (M), para i = 1,2, M;(s) son continuas y funciones

positivas . Luego [M;(s)]P~! también son funciones continuas por tanto integrables, es

decir: M,(t) = [[[Mi(s)]P~ds existe parai=12.

Luego, por teorema de valor medio para integrales en R, existe ¢, € [0, f ol Vul?] tal que

falvul?
fo [My(S)Ptds = [My (t)]P~2(f |vul? — 0)
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Y existe t; € [0, f,|V{¥] tal que

L)IV”[P
[ topds = el g do - 0)
1]
Entonces:
1. 1_ 1 -1 ol 1 -1 D
|5M1<fnlwlp)+5Mz(fﬂlwlp) < S P Hullysy + 5 P vl

para todo (u,v) € X. (2.46)
Solo falta verificar que: [, F(u,v) este bien definido, veamos:
Por condicion (F,), existe k > Otal que F{u + k,v + k) = F(u,v) es decir F es periddica,
adem4s por condicién (F;), F es en particular, continua en [0, k] X [0, k]. Luego al ser F
continua en un compacto, €s acotada para cada (u,v) € R?, asi en particular, existe una
constante € > 0 tal que:

Fuv)<Cc Vv(uv)eX.
Seguidamente, integrando ¥ como £ es acotado:

S Fu,v) € € med(Q) < . (2.47)

De (2.44), (2.45), (2.46) y (2.47) se obtiene que J esta bien definido.

- Abora veamos que J estd acotado inferionnente:

Gracias a la proposicién 2.2.1 se tiene que:

Dado (u,v) €X, u=y+a,v=v,+f donde ayf ER yuy, v, € W, es decir
fnuo =0y fnvo = (.

Luego:
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J,0) = =M (f | VulP) + B ([ o [VolP) = [ F (o + &, vq + B) = f p1 (o + ) -
fnpz(vo + B)
Por (2.47); F(uy+ a,vy + B) < C med(£1)

Entonces:
J(u,v) 2 SFLU o IVulP) + 2 B (f g |9917) = € med(9) = [ o1 (o + @) = [ 402 (Vo + B)

155 1o
= ;Ml(fnlvulp) + ;MZ Unlvvlp) =-C mEd(n) - fnP1uo - aInP]. - fnpz'l’o - ﬂIQPZ
.-(2.48)

Ademas por condicién (p), py, p, € LI(2),y como u, , ¥y € Wy © LP(Q), aplicando

desigualdad de Holder se obtiene que:

Joprtio < lpallalivollr y S opzv0 < Hpzlliolivolive ..(2.49)

Luego remplazando (2.49 )en la desigualdad (2.48) y tomando en cuenta que por condicion

(P):fnpi :IQPZ =0

1 1
Jwv) a;r?ﬁ(f al V) + =My ol961?) = Cmed (@) = loy|  Heollir = {los [l s 1ol

...(2.50)
Y ahora por condicion (M): My(t), M,(t) = m,
Entonces, integrando:
fqlvVul?
F(alv) = [ P s 2 momi(fplvulP)
T(J l0vP) = [ iy (s)rtds = m2(f fvwl?) .251)

Luego, remplazando las dos desigualdades de (2.51) en (2.50):
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J,v) 2 mgP ([ o [Vul?) + meP~t ([ [VoIP) - C med () — {lp, || Mluollr —
ol Jltvolly ...252)

Seguidamente, utilizando la desigualdad de Poincaré-Wirtinger pues

Uy , Vg € Wy

Y, Y,
luollr < () " Ual7ua ey Mwollp < () " Splvwel) o 253)

- Luego remplazando (2.53) en (2.52):

1,
Jwv) = mol"‘l(fﬂWuP + fﬂlva’) -Cmed(Q) — "p1”m (—;pl-o-) P (fﬂlvuolp) Yo —

‘ , 1
leallo (52) 7 Ualvwoly 7o . 2.59)

Ahora, observamos que:
me? ([ VP + [ VoP) 2 0 ..(2.55)

pues [ [VulP 2 0, [ |Vw[P = 0y m, > 0.

. lloyll,q 1 fleall 4
Y la funcién: (s, t) > — —4— /p — L (t ...(2.56
(58) = = =2 (5) Yo — —2 - (1) o (2.56)

es acotada inferiormente paratodos,t = 0 , debido a que:

Como ) e < (3)1/17 + (0 Yo
Luego: J'_"JM( Y < l;?'_)'a;( Yo "”1""’ (t) .(2.57)
Andlogamente;
liealla_ /. 1/ liezll,q HleI q
Ll P < I2A _L_
ooy p(t) oo p( ) (t) .--(2.58)

Entonces, sumando (2.57) y (2.58), y cambiando de signo tenemos que:
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_ lpiliLa 1/p__ lio2lle

OX
T (Yoo
ip1llza 1 ||P1||1ﬁ 1 "Pz":ﬂ 1 ||P2||L'7 1
> - () Vo = () o= () Vo - ®
T T (Po)'Te (Po)'/e
||91"Lq "Pz"yi; ) 1/p 1/
= +t/p .. (2.59)
( (u«,)’” “Gh)C )

Y como sabemos por el calculo en R? la funcién (— o ‘"';7 - ""2"';7 )(sl/p + ti/p)
(o) P (PP

posee minimo por el criterio de la Hessiana , ya que:

Dy = (_ "P1"1iq _ upz"ﬁq ) (%) (_1_ _ 1) Sl/p—z >0 ya que;t_ <1

(w)?  (w)?) WP
Y
—{_ ||P1"1q "Pz" q 1 1/,-2
Dtt—( (vo) 7 (w)L/”)()(P 1)
Luego:

Dss. De>0

- flpallpa _ llp2llyq 1/ 1 P .
Por lo tanto ( o e /p)(s P + t'/P) posee minimo, luego en (2.59) y (2.56).

la funcién (s, t) — I":"g;p (s ) - - I:: |)|§‘;p (t ) es acotada inferiormente.

Y asi, remplazando (2.56) en (2.54), y con lo desarrollado anteriormente, concluimos que el

funcional ] esta acotado inferiormente, para todo (u,v) € X.
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Proposicion 2.4.2 El funcional ] es de cla@e Ccr(X).
Demostracién |

i) J es Fréchet diferenciable.

En efecto:
Para probar que J es Fréchet diferenciable, probaremos que J,(u,v) y J,»(u, v), estdn bien
definidas, existen y son continuas, para luego aplicar el Teorema 2.1.18 y concluir que J es
F- diferenciable. -

Para ello definamos:

Vi,p) EX:

Uy (), ) ='[M1(h[ |Vu|P)]p-1fﬂ |Vu|1"2Vth/)—fﬂ f(u,V)!lo'-'J;1 Py

Uy, v), @) = [MZ(IJ; |V1;|P)]1:».--1fﬂ |V17|1°—2V1;V<p--j;1 a(u, V)‘P"L P2

Afirmacion 1: J,(u, v) y J,,(u, v) estdn bien definidas.

1t ), 91 = [[My( ! vuP | 1vuprvuv = | o= [ o

A

- p=-1
M vul? VulP~2vuv A
<‘[| ul )] fnn ul u¢l+fn|f(u v)|1¢|+fn|p1u¢|

. pues M; (t) > 0, y por Desigualdad de Holder en |p, |[¥] y en |Vu|P~1|Vi|, ya que
[VulP~t € L1(Q) y [Vy] € LP(Q):

. p-1
W, v), ) < [ M, ( f IVuI”)] VLl a0y IVllir ) +L |f Cu, ]
(Y}

+ e llagy ¥l o)
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1 P
q

1 kS
Y como [[VulP~lyaqy = (f, IVul®=99)" = (, IVulP)* < Jlull A

wirq) Ilullwl,pm)

- 1/p
Asimismo: como [[YlIP y1piqy = J WIP + [ [VIP luego (f IthJl”) < lllwir

Entonces:
p-1

(v, ) < | My f Dl )| Il o W llwne oy + jﬂ I (w1l
2

+ o lla@yllpliwreay

. p-1 -
Haciendo [M; ([, IVulP)|” ey = Kum ¥ IPlliaga = K3(uy) , tenemos

[, ), )] < K umplillnirg +f If u, V)] + k2 1l rriay
a

Ademas, por condicion (F,): E,(u,v) = f(u,v) y F es de clase C*, luego f es continua y en
particular |f(u, v)|? es continua por tanto integrable. Asi |f(u,v)| € LP(Q).
De este modo, aplicamos la desigualdad de Holder en | f (u, v)||y] , v se obtiene:
[, v), ) < K lldllwreqy + 1 @ D lp@llllie @) + k2w lWllwreq)
Y haciendo If G, V)llie(a) = My y como l[Yllr) < IPllwregy :

[uuv), PNl < kl(u,v)"‘l)"wwm) + M(u.v)||¢||w1m(a) + kz(u,v)||¢||w14’(n)
Luego: _
[, v), ) < Ky llpllwinny YV € WHP(Q)
donde: Ky, vy = k') + Mauwy + k2 ).
Por lo tanto J, (u, v) esta bien definido en W ().
Anélogamente se demuestra que J,(u, v) esta bien definido.

Por tanto J,,(u, v) y J, (4, v) estan bien definidas.
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Afirmacién 2: J,, (4, v) y J,(u, v) existen en WHP(Q2).
Queremos demostrar que existe:

J@ + tw,v) = J(u,v)
t

(]u(un v): W) = %1_1;%

donde (J,(u, v),w) = [My(f, IVul?)P~* [, [VulP~2Vuvw — [ f(u,v)w— [, p;w para
todow € WiP().

La prueba de que J,(u,v) existe en WP (Q) séré analoga a la que se demostrari a
continuacién para J,, (u, v).

En efecto:
Ju+tw,v) = i—ﬁ; (fﬂ [V(u + tw)l”) +%IVI’2 (fﬂ IVUI”) - J, Flu+tw,v)~
Jo pru+tw)—f pov

y Jau,v) = 28, ([, 1VulP) + 2%, ([, IVoP) - [, Fasv) = f puu— [ oprv

Luego:
. ](u+ tW,U) —](u,v)
lim
t—0 t
1 1~
M (0 MG+ tw)P) + S B ([ IVl ) = [, FQuttw,0) = [ puCut tw) = [ pov
~ (57 (o 1Vl ) + 27 (f, 1991P) = [, FGtw) = oy = f 0]

t

2 fo IVt ew)P)2AT, ([, (VulP)-| [, Fluttw)-[; Fum)]-f, patw
t

=lim,_,q ...(2.60)

Ju+tw,v)—J(w,v)
t

. p-1
Y asi para demostrar que lim,_ = [M1 ( Iy |Vu|”)] I, 1Vu|P~20uvw —

fa f(ulv)w - fﬂ LW
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bastara verificar que se cumpla lo siguiente;

a. IW=M, ( fn IVuIP) es Giteaux diferenciable con derivada

((w),w)=p [M1 ( f, |vm|r’)]”_1 S, 1VulP~2Vuvw  paratodo w € W'P(02).

fn Flu+twv)=], Flup)
t

b. limt—m = jﬂ f(u; 'IJ)W
Prueba de a.
SeaI(w) = M, (f, [VulP) ,u € W'P(Q).

« Supongamos que # = 0 en WP (Q).

Luego:

CJu+w)=I(w)  Hew)-=1(0) | I(tw) —1(0)
lim = lim = lim .

t=0 t ()] t t=0

B il U0 i

=0 t

Aplicando la regia de L’ Hdpital y por consecuencia del ler teorema fundamental del

cdlculo pues M, es continua por condicién (M):

o lu+tw) —I{w)
lim t

t-0

= limMs(e [ (WP~ p.er [ [T
1 1

Por la continuidad de M, y aplicando limite cuando t — 0:

o Hu+tw) —-I(w)
lim "

lim = M,(0).p.0=0

Es decir:
{I'(0),w)=10 vYw € WIP(2)

Por lo tanto ] es G-diferenciable en el origen.
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e Ahora, seau € WP () \ {0}
Y sean P:WP(2) - LP(2)
w - |[Vw|

Q:LP(0) > R

v-*f fvl?
F?]

M:R-R

t
to> FE(t) = fo [M, (5)]P"ds

Como () = T, (f, 1vul? )= 2™ (M, (sy)~*ds
Vemos que: [ = Mj o Q o P. Por tanto segin el teorema 2.1.19 bastar4 probar que M; y Q
son F- diferenciables en su correspondiente dominio y P es G-diferenciable en u €
wiP(Q)\ {0).
1° M, es F- diferenciable.
Prueba:
Por definicion: M; (t) = | ot [M,(s)}P"1ds
Y por condicién (M), M, es funciéon continua, lueg§, aplicando el primer teorema
fundamental del célculo:
3 M) = M (P
Por lo tanto M; es derivable, en particular, es F-diferenciable en R.
2° Q es F- diferenciable.

Prueba:
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Primero probaremos que @ es G- diferenciable y luego que Q' es continua para aplicar el
teorema 2.1.14 y asf verificar que Q es F- diferenciable.

e es G- diferenciable:
Seanu,v € LP(Q) y t € [0,1]

Definimos h:[0,1] > R
1
t- h(t) = Elu(x) + tv(x)|P

Observamos que h es continua en R, en particular en [0,t], con t € ]0,1[ luego podemos
aplicar el teorema de valor medio, es decir, existe & € ]0,1[ con td € ]0,¢[ tal que
h(t) — h(0) = [K'(t8)]1(t - 0)
= t[lu(x) + tov(x)|PLsgn(u(x) + tov(X))v(x)] ...(2.61)
Entonces:

h(t) = h(0
MTLH = [Ju(x) + tév ()P~ v ()l] ..(2.62)
pues [sgn(u(x) + tév(x))| = 1 por definicién de la funcion signo.
Aplicando desigualdad triangular en (2.62) y como t6 < 1 (en particular < 1):

Por otro lado, aplicando desigualdad de Holder (Teorema 2.1.4):

p=i 1
D p
{ f IV(x)I"]
0

con |fu(o)| + Iv(x)llp—llv(x)l € 11(Q) .. (2.64)

j [l + @I w0l < [ f |lu()] + lv(x)ll”]
QO N

Lo anterior se debe a que:

como u, v € LP(Y), [u(x)| + [v(x)| € LP(£)), luego
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P
[ T+ weatP " = [ ol + el <
Q

i
PR _
Por ello |fu()} + vl ' € [77(Q) y como v € LP(2) con i—+p—p—1 =1 se aplica la

desigualdad de Holder y se obtiene (2.64).
Asi gracias a (2.64) y (2.63), se puede aplicar el teorema de convergencia dominada de

Lebesgue (Teorema 2.1.1):

i [ HO=HO)_ [ 1 MO~ HO

t—0 t-0 t

" donde h(t) — h(0) = %Iu(x) + tv(x)|? - i— [u()|? ..(2.65)
Gracias a lo visto anteriormente, probaremos que Q es G- diferenciable.

Q) — Q@) . fy () + w@)IP = [, lu@)lP
lim = lim

t-0 t t-0 t

- ltl_{n'lg[ [ tut + @l = @ IP)ax
0

Despejando ju(x) + tv(x)[? — [u(x)|? en (2.65) y reemplazando el resultado en (2.61):

I Q(u + tv) — Q)
m

t—0 t

=lt1_r)r5-1£-f p t[lu(x) + tdv ()P~ sgn(u(x) + tdv(x))v(x)]
b

= ]ti_{%p f [lu(x) + tov()P~1sgn(ulx) + tév(x))v(x)] dx
a

Debido a lo obtenido en (2.64) y (2.63), y lo concluido en (2.65) se aplica ¢l teorema de

convergencia dominada de Lebesgue:
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i 2t 1) — Q)
im

=p f lti_r’rg[lu(x) + tov ()P Lsgn(ulx) + tév(x))v(x)] dx
h!

t—0 t
+tv) —
y-{%Q(u vt) Q@) =pf|u|7"1sgn(u)v dx VYvelLP(Q).
!

Asi 3Q’ (segin Giteaux) y mas ain: (Q'(w),v) =p fﬂ [ufP~tsgn(W)vdx Vv € LP(Q).
e Q'escontinua en LP(Q):
Consideremos la funcién real a:R = R tal que a(t) = plt|P"1sgn(t) que es continua
gracias a que en ¢l punto problema cero lo es analizando por limites laterales.
Luego, como ;1,- + % = 1:
la(®)}? < pt]®P~D9 = p[|P
Entonces: fla@®1? < p? [|t|?

Luego, para u € LP(£1):

f la(ue))|9dx < p° f lu)Pdx < oo
[y} [9]

Entonces: a(u) € L(Q).
Ahora construyamos el operador:
T:LP(Q)) — L1(Q)
u-Tw) = a(u)
v Probemos que T es continuo en LP (1):

En efecto:
Sea (Uy)v=y € LP(Q) , u € LP(Q) tal que u, - u en LP(Q).
Por teorema 2.1.7, existen (u,, )x>1 subsucesion de (u,),»;1 y H € LP(Q) tal que:

U,, »>u ctp.enf) 'y
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fuy, )| < H(x) c.tp.en Vkx1
Y haciendo tender k al infinito: ju(x)] < H(x) c.t.p en{}

Delacontinuidadde a: R - R

a (uvk(x)) - a(u(x)) ctp enl

Ademas:
Ia (u‘vk (x)) - a:(u(x))l < Ia (u,,k (x))l + |a(u())|

< pluy, @ + plu@)P?

< 2plH(x)P

Entonces: | (i, () ~ a@)|’ s @p)IHE)IPD7 = 2p) | HD)P
Luego por teorema de convergencia dominada:
a(uy,) = T(w,) > a@) = T(w) enl(Q) ...(4)
Como tenfamos al inicio, sean (W)y=y € LP(Q) , u € LP(Q) tal que u, = u en LP({1).
Supongamos absurdamente que existe € > 0 tal que:
HT(uw,) = T(W)|,a = € paracualquier v
La desigualdad anterior implica que no existe ninguna subsucesién de T (u,,) convergente, lo
cual es una contradiccion con la existencia de u,, que cumple (A).
Asi: T: LP(Q)) - L7(Q) es continuo.
v Q:LP(22) - (LP(2))’ es continua:

En efecto, sea 1, = uen LP(N2) yv € LP(N).

KQ' (), v) = (Q'(w), v} =

p f fuy [P~sgn(u,)v dx —pflu]”“lsgn(u)v dx
h) 2
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ja(uv(x))v(x)dx—-ja(u(x))v(x)dx

0 ft

< [ lo(u ) - awE|lveldx
n

Apticando desigualdad de Holder:
KQ' () v} = (@' (W), )| < la(w,) — a(Wllallvili»
Asi
0 < KQ'(w), v} —{Q' (), V)| < [IT(wy) — T lalivlie
Y como probamos que T es continua y u,, — u en LP (2), haciendo v — oo:
T () =Tl = 0

Y por tanto: KQ'(w,), v} —{(Q'(w),v)| - 0 .
Luego Q' es continua en LP (12).
Asi, al probar que @ es G- diferenciable y Q' es continua' en LP((2), segin el teorema 2.1.14

obtenemos que @ es F- diferenciable,

3° P es G-diferenciable.
Prueba:
Recordemos que P se define como:
P:W1P(Q) - LP(Q)
v — |V
¢ Siu = co funcién nula, se cumple trivialmente pues |Vu| seria 0 y asi P'(u) = 0.
« Supongamos que u fuera una funcién en WP (1) no constante y por tanto no nula y

v € WIP(Q).
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P(u+hv) —P(u) _ [Vu+ hVy| = [Vu|  ([Vu+ hvv| — [VvuD(Vu + hVw| + [Vu))
h B h B h(IVu + hVv| + [Vu))

_ |Vu+hVyl? - |[Vu|?
" h(|Vu + hVY] + |Vul])

_ |Vul? + 2hVu. Vv + h?|Vp]? — |Vul?
- h(IVu + hVv| + |Vu})

_ 2Vu.Vv+ h|vv|?
~ |Vu + hV] + |V

|Vul

donde esta expresion converge puntualmente a cuando h tiende a 0. ...(2.66)

Por otro lado, segin consecuencia de la desigualdad triangular:

[IVu + hVy| — |Vu] - [Vu + hVv — Vu|
| h |~ Al

= |Vv| . (2.67)

Asi, por desigualdad triangular, desigualdad de Cauchy-Schwartz y por (2.67):

[IVu + hVy| = [Vu|  Vu. V| [Vul. |Vv|
- < |Vy| + —— =
| B war | = Vo = AW
Elevandoa p
[lVu + hVy| — [Vu|  Vu Vv|p

- < 2P|yy|P
| - vl I < 2P|V . (2.68)

Como 2P|Vv|P € L1(9), pues v € WP (Q), y con lo probado en (2.68) ¥ (2.66), se procede

a aplicar el teorema de convergencia dominada (Teorema 2.1.1), con lo cual se obtiene que

- P
limy, o [ }'vwhv:i vul _ VI';Z;’ I = 0, lo que significa que
P(u + hv) - P(u) Vu. Vv
converge a en LP((1),cuando h - 0.
h [Vu|
Asi:
, Vu. Vv
(P'(w),v) = Val
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Es decir, P es G- diferenciable Vv € WP ().

Gracias a lo demostrado en los items 1° 20 y 3° y por el teorema 2.1.19 la fxméién

composicion:
I = M o Q o P es G — diferenciable Yu € W'P(2) \ {0}.

Y més atin, por regla de la cadena:

(I'(w),w) = (M, (@ = P)(u), (Q ° P)' (). w)

f [Vul? 1.4Q"(P(w)),P'(w)w) pues M.’ es una funcién de R enR

Como conocemos M’ , Q' y P’ por lo desarrollado anteriormente en los items 1°, 2° y 3°:

{I'(w),w) = [My( j IVulP)IP~L.p j [VulP~1sgn(|vul). VTVVIW

Como |Vu| > 0, entonces sgn(|Vul) = 1.

Luego:

(1", w) = pMy ([ 19?31 [ 19202 9w
0 a

Por tanto, en resumen:

I(w) = (M Qo P)w) =M, ( I8 IVuP’) es Gateaux diferenciable con derivada

-1
(I'w,w)=p [M1 (fn |Vu|?’)]p fﬂ |VulP~2vuVw  para todo w € WiP().

Queda probada la parte a.

Prueba de b:

Jq Fluttwp)—-[, F(uv)
t

= fn ’f(u,v)w

Debemos probar que lim,_, ¢
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En efecto:
" Recordemos por la condicion (Fy) : f(x,y) = E(x,y) con (x,y) € R%
Luego, por definicién de derivada parcial en R?

£50 L y)t— ey - E(y) = f(xy)  (2.69)

Sean u,v y w € WYP(£)), en particular (u(x),v(x)) € R? y como t— 0 en particular
tw - 0, reeplazando (u(x), v(x)) en (2.69):

lim F(u(x) + tw(x), v(x)) — F (u(x), v(x))
tw-0 tw

= flu(x),v(x)) ctpxeq

Seguidamente:

1 I Fu(x) + tw(x), v(x)) — F(u(x), v(x))
Wi ¢

= f(u(x),v(x)) c.tpx€Q

Entonces:

i P00 + W), v()) = Fu(2), v())

t-0 t

= f(u@),v(@X))w ctpxen

Ahora, sea L(t) = F(u(x) + tw(x),v(x)) — F(u(x), v(x)) y t € [0,8]. Observamos
que L es funcién continua en R, en particular en [0, 6] y derivable en(0, §) por la condicién
(F;). Luego, aplicando el teorema de valor medio para derivadas, existe &, € R tal que
o<[&l<ltly:

L)—=LO)=L({).(t—-0) ..(2.70)
Entonces, por condicion (Fy) y en (2.70):

|F(u(x) + tw(x), v(x)) — F(u(x), v())|
t

= [f () + Ew(x), v ()| Iw @]

= |B,(u(x) + §ew(x), v())llw ()l

Y como |f(u(x)+ &Ew(x), veO)I|Iw(x)l| € L*(), se puede aplicar el teorema de

convergencia dominada, obteniéndose que:
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ff(u,v)w _ ltl_{%f F(u+tw,vt) ~ F(u,v)
h! a

Con lo cual queda demostrado el inciso b.
Asi de las proposiciones probadas a y b, y reemplazando las igualdades obtenidas en la
expresion (2.60), obtenemos vque existe el siguiente limite:

Ju+twp)=-J(uw) _
t

lim,_,q

%ﬁl( fa |V(u+tw)|P)—%1tT1(fn |Vu|P)-[jﬂ Fluttwy)—f, F (u,v)]—]'n pitw
t

1imt—>0

Y que més aun tiene la forma:

. Ju+tw,v) - J(u,v)
lim ,

t-0 t

=[M1 ( [oure lp—l [ | |Vu|v-ZVqu]— ,[ £, vyw = ‘! piw

0

Por tanto existe J,, (u, v) y mas aun

-1
M, (h[ IVul”)]p [L IVul”"ZVuVW] —! f(u,v)w-hfmw

para todo w € W1P(Q). .. @271

Uu(u: 17), W) =

Anéalogamente y verificando los pasos en a y b para las funciones gy M, se obtiene que

existe J,,(u, v) donde:

p—-1
U, v), @) = (M| | [VW|P [ IVvI”‘ZVva}— gwv)e— | po@
frr)] o] aon-

para todo ¢ € WP (). ..(2.72)
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Afirmacién 3: ], (u, v) (y respectivamente J,,(u, v)) son funciones continuas en W17 ().
Para ello tendremos en cuenta los siguientes lemas y propiedad:
Lema A.
Sip € [2, 400 > entonces vale:

NzlP~2z — ly|P2yl < Blz - yl(lzl + [y])P* Vy,zeRVyBEeR
Demestracion: Ver [19], pag.5.
Lema B.
Sip € < 1,2] setiene:

1zIP~2z ~ |y["?yl < Blz—y| P~ Vy,zeRVyBEeR.
Demostracién: Ver [19], pag.5.
Propiedad 2.4.1

(a+ b <2P(aP+b?) Vabz20yp=1

Demostracion:
Dado que f(x) = xP es funcion no decreciente y no negativa para x =2 0 , p = 1 y dados

a,b = 0, observamos que:

a+b

Sia < b, entonces: f(a) < f(5) < f(b) vy

a+b

Sib < a, entonces: f(b) < f(—) < f(a) .

Asi, se obtiene que:

f (a; b) < max{f(a),f(b)} < f(a) + f(b) ,paratodoa,b =0

Bsdeci.  (22) < (@) + ()
2
Porlotanto: (a+ b)P < 2P(a? + bP).

Prueba de la afirmacion 3:



I. Veamos la continuidad del siguiente funcional:
(G, ¥) = IIVulp_ZVuVI,b , VP € WIP(Q),u € WP(Q)
! :

En efecto:
Definamos G:WP(1) » WiP(Q)
u-Gu):wir() - R

¥ = (GG, ¥) = [, [VulP2Vuvy
G esth bien definida pues [ ||VufP~2Vul? = [ (VuP~1)?= [ |Vu|? <o ,
P € WHP(()) y luego por la desigualdad de Holder, se obtendr4 1a buena definicién de G.
Sea (u,) en WP (Q) tal que u, ~ u en WP(Q).
Ademds sabemos que por definicion de norma de un funcional:

!IG(uv)—G(u)Ilwl.p(mr=‘ sup  [{Guy, v) — (Gu, v)| - (2.73)

Vnwl,p=1
Primer caso: para p € [2,+o0 >

16Gy) — Gl ey = sup [(Gu,,v) — (Gu, v}

4""“l,v'l,[;tzl

= sup IUVu,,}P”—Vuv ~ |Vu[?7?Vu] Wy
lh’“=1 a EL"T(Q) ELP(-Q)

Luego, por desigualdad de Holder:

6 Q) ~ G(Wlwirqy = "5‘"1]31 N1V, |P>Vu, — Wulp-zvu“m(n]“VU"LF(n)
B

= sup |||Vu1,|p'2Vu,, - lvu|pﬂzvu“1ﬂ(n)"v“wlrr’(n)

Nolyrp=1
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< [V, P72V, — {VulP~2Vull aq)

Asi: 16 (uy) = G(Wllyrr(ay < 11V [P72Vu, — [Vu|P2Vull o)

= [ f 1V, P2 Vu, — |VujP=2vuf? . (2.74)
1]

Luego, aplicando el lema A en (2.74), existe § € R tal que:

1
q
16) = Glyrscay < | [ (BITu, = Vul (V| + [Val)P~2 )5
Q

1

q

-
= 8| [ 17 = VP (V] + [Pu P23
a eLPH) e:.'r';':—;(n)
Y como ,Ti"{ + 2—_’_‘: = 1, se aplica designaldad de Holder;
1
1 p=21q
p—1

p
<B J'IVuv — vuf? J'(IVuvl + [Vul)?
1 i}

1
D ™

g
Entonces: |G (u,) = G(W)llwrrqy < [(fn iVu, — \Julp)p (fn (IVu,i + IVuI)P)’.H]

Ademaés, segtn {a propiedad 2.4.1:

_p=Z_
(p-1)q

110

P(p~-2
l6(w) — Gllwiray < B f {Vu, — VulP | 2(~1) f Vi, P + [VulP
0 0
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' p=2
< .27 [ 19y = Vul? | [y + Nty P
n .

p=2
< £.277 2w, — ullyyan [l I op + Nulllysp] P

Y como u, = u en WP(Q), luego |lu, — ullwx.p -0y "uv";n.p = "u"syl.p , por lo

tanto:

l6(wy) — G)llwsray = 0
Obteniéndose asi la continuidad de G en WP (Q}) para p € [2, +o0 >.
Segundo caso: Paral <p <2

Supongamos que u, - u en W1 (). Repitiendo los pasos desde (2.73) hasta (2.74)

tenemos que:
i
q

16) = G@lhwsacay < | [ 1172720, = [Fulp~2vue
[1}

Aplicando el lema B, existe B € R tal que:

1
q
"G(uv) - G(u)llep(ﬂ)l < [Bq f |Vuv - Vul(P"'l)q]
Q

Luego:

p-1
14

16t = Gallysrgy < B f Vi, — Vul?
4]

i, p-t
< B(llwy —ullysp) 7

Entonces: [|G(w,) = G@llwrry < Bllwy — ulll5



Y como u, - u en W (Q), luego |G (w,) — G llwrpqy = 0

Por lo tanto G es funcional continuo en WP () paral <p < 2.

| ]
Ahora resumiendo:
Dado que:
L), P) = [M vulP-t VulP~2vuvy — ’ _
Uut, ), ) [1(S[Iul)] fnum vy Lf(uv)tb Lpﬂll

Es lo mismo que escribir:

Uty ), ) = [My( j wuPPe@ ) - [ faow-| sy @79

a n (9}

Se ha probado que G (u) es continuo Vi € WP(Q). Por otro lado:

- M; es funcién continua por la condicion (M) , ahora, si (u,) en WP (Q) tal que
u, — u en WP ((2), luego por teorema 2.1.12 (Rellich-Kondrachov) ya que

convergencia fuerte implica convergencia débil:

u,-»uenl'(), 1<r< p*:;v-hi_—’;-

Y como p < -&% , luego u,, = u en LP(N2), y por tanto:
M, (f, IV, [P) - My (f, [VulP) y asi [M;(.)]P~* es continua en WP (Q).
Solo falta verificar que [, f(w,v)¥y f, p1¥ sean funcionales continuos.
II. Sea v € W'P(Q) fijo. El funcional A(u) tal que (A(u),{) = Jo f, V)Y es
continuo V{f € WHP(Q).
En efecto:

Sea (A(w), ) = [, flw,v)¥ (vfijoen W'?(0))
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Si u, = u en WP (Q), entonces:

(A — Au), ) = fn f g 0Yp — [ﬂ o

< f 1y, v) = F Q)Y .-(276)
0

Luego por condicion (F;), f(u,v) = E,(4,v) y F es de clase C?, luego f es continua c.t.p.
en (). Es decir:
Fn (), () > F(u(x),v(x)) c.tp. enQ.
Ademas |f(u,,v)|? € L'(Q), por tanto, aplicando teorema de cbnvergencia dominada se
obtiene que:
flu,,v) = f(u,v) en L1(Q | ..(2.77)

Por otro lado, aplicando desigualdad de Holder en (2.76):

(A(wy) — A, P) < fn 1 G 0) = F ] < 1 (e ) = £t o)l o

Haciendof/ - oo, gracias a (2.77). ||f (wy,v) — f(W,v)|lpa = 0
Por lo tanto: (A(w,) —A@),YP) >0
Demostrandose que A(w) es continuo VY € WiP(Q).
IL  Elfuncional B(u) =/, p,Ys es continuo V{§ € WiP(Q).
En efecto: |
Dado que el funcional B(u) no depende de u debido a como esta definido, B es funcional

continuo Vi € WiP(Q).

Asi gracias a lo probado en las afirmaciones I, II y III tenemos que el funcional J, (u, v)

definido como:
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Uu(u, v)'lp) = [Mi(;[ |Vu|7")]’°"1.fﬂ IVqu"ZVuV1p—-L fu,v)y —fn pp

= M, ITulPYIP G, $) = (4G, ¥) = B, ¥)
(1]

es continuo para todo ¥ € WP (02) puesto que G(u), A(u) y B(u) lo son.

Y de la misma forma se verifica que J, (4, v) definido como:

-1
M, ( (j; IVvl’f’)lp [ fn IVvI’”’szVq)]— {[ gu,v)p — Jl’ P29

es continuo para todo ¢ € WP (). (donde aqui u sera fijo)

o1, v),0) =

Queda asi demostrada la afirmacién 3.

Y por tanto, de las afirmaciones 1, 2 y 3, concluimos por el Teorema 2.1.18, que como

Ju(,v) vy J,(u,v) existen y son continuas, luego | es F-diferenciable en WP (Q2) x

WP (), y mas atm:

@), @) = u@v), )+ LWwv),e), Yo eWPW) ..(2.78)
Y reemplazando (1 ) y (2) en (2.78):

@), o)) = o vy [ 1vuprvavy - [ fuo- [ e+
o a 0 n '

o _2 — -
[M>( !! [Vu|P)]P? fﬂ [V|P~2VuVe fﬂ gu,v)e fﬂ P29 . (2.79)

Con lo cual queda demostrado el inciso #) de la proposicion 2.4.2.
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ii) J' es continua en X,
Prueba:
Sea (u,, v,) una sucesion en X que convergea (u,v) en Xy (), 9) € X.
Gracias a lo obtenido en (2.78):

V@), @)= @) P) + @)@, $eeWP(Q)
donde: J:X-X
(w,v) = J'(w,v)

Y por la igualdad (2.79):

W' (uy, »), (B, 0)) — ' (w,v), @, @)=

My ( ! [Vu, [P)]P? fﬂ Va1, P~ 202, Vi — fﬂ £t 2D — jﬂ Py

+

s |

MZ( J IVva”) L V2, [P~2V5,Vp — fﬂ 90 ,)0 — fﬂ P20
-

M, ( ‘[ |Vu|">d fn (Va2 uvyp — jﬂ f vy — [ﬂ pr¥

p—-1 .
M, ( J IVvI”)} fn |Vo|P=2VpVe — fn g, v)e - fn pzrp)‘

|0, 19 P3P 193 P2, — [ () 10P)] [ 1929y -

—(

4+

oy F 0+ [ F o+ My (Jy 19 P)] 1907200, 9

[Mz (fn I\7v|”)]p~1 Jo VoP2Vuvg - [ g(u, w)e + f, g, v)qol
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=

p—-1

: [MZ ( f .w,,.p)

M, ( | [Vuul”)] - fn IVaty P2V, V3 —

+UQ g(m.m)¢—Lg(u.v)¢

P-l‘
M | IVul? |Vu|P~2vuvy
)|

f 73, IP-2V,Vg -
(1]

. p=1
~ M, (f IVvlp)l f [Vp|P~2VuVe
2 0

; fﬂ Flu oy~ | fauv

...(2.80)

Ahora, recordemos que en la parte 1 de la afirmacién 3 se probd que los funcionales

[M1 ( Jq IVuIP)]puly G(u) son continnos (analogamente para [M2 ( o invl*’)]p-l- y para

una funcional asociada a v). Y repitiendo los pasos hechos en ia parte {1 de Ia afirmacién 3,

(usando teorema de convergencia dominada) se verifica que [ f(u, »)¥ — [, f(u, V)Y

en X (analogamente para g).

Por lo tanto, si v = oo, se obtiene que:

. p=-1 _
-M1 ( l quvI”>] fn [Vae, P72V, Vi — |

p-1 i
M, f[vvvlp f IVv,,IP"ZVv,,ch -
a o

fn Faumyp- | oo

ap—-1
fqulp) f [VulP"2vuVyp | - 0
an

-1
fIVvl") f |[Vv|{P~2VuVp| = 0
0

-0
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-0

fﬂ gy, ) — L g, v)e

Por lo tanto tomando limite y reemplazando lo anterior en (2.80):

K]’(uv' vv): (4") (0)) - (]'(u, 17), (‘I)r (P))| -0

Entonces J' es funcional continuo en X.

Y asi probados los incisos i) y ii) , tenemos que J es un funcional F- diferenciable y con F-

derivada continua, por tanto J es de clase C* y queda demostrada la proposicion 2.4.2.

Continuacion de la demostracion del teorema 2.4.1
Nuestro objetivo sera encontrar un punto critico del funcional J .
Por la proposicion 2.4.2, | es de clase C', y por la proposicién 2.4.1 | es acotada
inferiormenfe, y como X = WP(0) x W'P(Q) es espacio de Banach, aplicamos el
corolario 2.3.3 del Principio Variacional de Ekeland , el cual ﬁos dice que existe una -
sucesién minimizante ((u,,v,)) C X, tal que

I’ (s v )llx+ = 0
Y por la proposicion 2.2.1, WP (Q) = W,® W, , luego:
ParacadanEN, Up=u+a,y v, =v0+ 8,
donde a,,, B, € R constantesy uy, v§ € Wy ,ie) f ul =0y [ v) =0.
Como ((uy,, v,)) es sucesion minimizante, tenemos que:

lim J(u, v,) = inf]
n—-oo X

Luego, en particular J(u,, v,) es sucesion acotada, i€) | J (1, v)| < Cy ...(2.8D
para alguna constante C, positiva , y paratodon € N.
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Ahora remplazando (u,, v,,) en la desigualdad (2.54), y acotando por (2.81):
Cl 2 ] (um vn)

2 me" ([ o IVin P + [ o |V0,IP) - C med(€)

1\ 1\ Yr
el (52)  Salvatiy o= ol () Slvasier e

...(2.82)
Y como vimos, la funcién en (2.56) es acotada inferiormente, por ello en (2.82):
existe M € R, tal que

1
P4 ol l? + V517 ~C (@) ~ sl (5 ) Ulvutiey e
= liealie (- ) Ul o = M

...(2.83)

Combinando las desigualdades (2.82) y (2.83):
Y,
M < mg? (g IVunl? + J g |V0alP) - € med(@) = llpallua (552) 7 U ol vul?) o —
1 1/1’ o 1/ |
lealla (=) ™ U lvwsiy o < ¢, . (2.84)

Y como Vu, = V(ul + a,) =Vud, Vi, = V@ + B,) = Vu? yremplazando en (2.84):

1
- 1\
M S m? U IVidlP + [l VklP) ~C med(@) =~ lpalha (=)~ oIy

1
1\ 7
— llpzllLa (‘;p-;) U lvmeiny e < ¢

..(2.85)

Afirmacion: [ |Vul|Py [ IVul|P son acotadas.

74



En efecto:
Si [, |VuglP = :0 o [ olVeRIP = 0 se cumplirfa trivialmente.
Veamos ahora cuando J,|Vud|P # 0 y [ IVu3|P # 0.
Supongamos primero que [ q|VuR [P no es acotada y f anv,‘,’Ip si lo es, luego:
lim,, [ IVud|P =co ...(2.86)
JoIVoRIP < €, donde C, es una constante positiva ‘ ...(2.87)

Dividiendo entre [ ,|Vu3|? en (2.85):

M Pl [ VEOP. € med(Q) 1\ 1
s smy (A T e () -
JolVuslp JolVunlP” - fo|vuglP Yo (faquﬁlp)l /o

I\ v
= liealle () I
Yo Jolvuglp = [ lvudlp

...(2.88)

Y como | ol ViR |P es acotado y por (2.86), los siguientes limites existen:

[olvwgl? _

lim =
™ falvudl’f

Cmed(})

lim,, £22%) —
e 7 vatl?

1
U vwRp) e
lim 5 =
n folvudlp

M
lim, ————=20
n Iﬂlvuglp
. 1
lim

)
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€y

lm”mmw=0 ...(2.89)

Luego, tomando limite en (2.88) y remplazando cada uno de los limites anteriores en (2.88)
quedaré:

0<mP1=04+0<0
Es decir: my =10
Lo cual contradice la condiciéon (M), de que m, > 0.
Si suponemos ahora que [, |Vv2|” no esacotaday [ ,IVupl? silo es, y repetimos los pasos
desde (2.86) hasta (2.89) donde ahora se dividirs entre [ olVoRlP , llegaremos de forma
andloga al mismo resultado es decir mq = 0 lo que contradice la condicion (M).

Por lo tanto concluimos que: [, [VulIPy [ [V2|P son acotadas.

Continuando con la demostracién del teorema 2.4.1, como ud,v? € W,, aplicamos la

desigualdad de Poincaré—Wirtinger:
SobahlP < 3= folVubl? y [olol? < o= 1VstlP (2.90)
Y gracias a que [ |VuplP y [,|Vv|P son acotadas, luego en (2.90), observamos que
[ Judt? y f ,|v31P también son acotadas.
Por ello: 2P ooy = JolVURIP + [ hadlP < Ky
NonllP wamgay = JolVodlP + [ IRP <k, --(2.91)

donde K, y K, constantes positivas,

Y asi vemos en (2.91) que (u2) y (12) son sucesiones acotadas en WP (Q).
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Ahora, recordando la condicién (F,), | existe
k > 0tal que F(u +k,v + k) = F(u,v), para todo (4, v) € R? en particular, para
(up + an, v + Bn).
Luego se tiene que : @, y ﬁn € [0, k] . Luego a,, y By, son acotadas.
Por tanto, como: U, =ul+a, y v, =v’+ B, y vimos que ul ,v? son acotadas en
WiP(Q), luego (u,) y (1) son acotadas en WP (02).
Ahora, por el teorema 2.1.13 (Eberlein- Shmulyan) y como WP (Q) es reflexivo,
las sucesiones (u,)y (»,) poseen cada una, una subsucesion (un,) ¥ (Vo)
respectivamente que converge débilmente, es decir:

i e WP(Q)/ u,, - i en WP (Q)
Y 35 € WIP(Q)/ vy, — 7 en WP(Q) | ...(2.92)
Ahora por definicion de convergencia débil, tomando en cuenta por condicién (p)
p1, P2 € L1(Q) y L1(Q) c WP (Q)*, luego py, p, € WP (Q)*:

fﬂP1unk - fﬂplﬁ

S ap2Vn, = [ 027 ..(2.93)

Y por teorema 2.1.12 (Rellich-Kondrachov):
WiP(Q) » L'(2), Vre[l,px*] dondep*= %
Luego en (2.92):
Uy, DUY Vp, > Venl'(2), 1<r<px ...(294)

donde p =* es el exponente critico de Sobolev.
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Luego por (2.94) y por teorema 2.1.7, existe una subsucesion Un,,, de u,, que por unicidad

del limite, y por ser subsucesion de una sucesion convergente, converge también a # c.t.p. en -
0, andlogamente para vy, , existe Uy subsucesion convergente c.t.p. a ¥:
Uny,, -1ix)y Ung, (x) » 7(x) ctp.enf ...(2.95)
Por otro lado, gracias a la condicion (F;), F es en particular continua, luego evaluando F en
(2.95): |
F(up, (%),vq, (x)) - F(U(x),7(x) ) ctp.en ...(2.96)
Y como vimos en la proposicién 2.4.1, remplazando en la desigualdad (2.47), tenemos:
F(uy, x), Vny, ()| < Cymed(Q) con C, constante positiva, en particular esa
acotaciéon ocurre c.t.p.en . ..2.97)
Luego de‘(2.96) y (2.97), aplicamos el teorema de convergencia dominada de Lebesgue , lo
que dara:
JoF Gny s Vny, ) = [ oF (@,7) ...(2.98)

Recordemos ahora, que como (uy, v,) es sucesion minimizante, tenemos que:

o~

; | | . r
infy ) = Tim JCup,v,) = lim] (u, v, ) = lim 270 v, |+

m-—oop

P
) - J-QF(unkmﬁ v) — fnplu"km - fﬂpzvnkm ‘ .. (@

1~
S o |0,

Y como ya verificamos la convergencia de [ piun, , J aP2Vny, Y JoF (Un, ,Vn, )

(gracias a (293) y (298)), solo nos falta analizar la convergencia de

W (f o [Vitn,,, [y B (S V0, D
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Recordemos que tuvimos en (2.94) u,, >y v, 2 7ven L' (), 1<r< p* ,luego
en particular para  u,, y vn, ~ ypara v =p puesp < P (yvaquel <p < N):

Up, —UY Uy, —>Ten LP (),

ie)

Soltn, | = ol P

4 —
fﬂlvnkml - [T P ..(2.99)
Como WYP(Q) es reflexivo, ademas como las normas son ds.ci. y en (2.92), para

Uny Y Uny tenemos:

"ﬁ"pwwm) = lmgf(fﬂ Ivu’lkmlp + fﬂ Iu’"kmlp)

"17 ||pw1,p(n) < limﬂ_l_)igf (fn Iankm Ip + fﬂ Ivnkmr’)
...(2.100)
P P '
Ahora, recordando que (J a IVunkml ),y ( f a Iankml ) son acotadas, como se vio al inicio,

en particular a o menos poseen cada una, una subsucesion convergente en R, luego en

(2.100):
2P 20y < Jim, ([P, |+ S | )
Y
17 1Py < Jim ([ 190, |+ S [, | )
(2101
Nota:
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En (2.101) , esa desigualdad se cumple para alguna subsucesion de ([ ﬂl\71,aﬂkmlp), y

» o . . .
( fq lenkml ) para facilitar la notacién de la subsucesiéon convergente no cambiaremos de

variable, pero se ha de sobrentender que se trata de subsucesiones de subsucesiones.

Luego en (2.101):

NP sy = Sl VP + S olal? < lim (5o [Putm,, |+ o Jtm, ] )

1717 ey = S lV81 + [ 117 < lim (£ |90, [ + T o |2 | )

Remplazando (2.99):

lim (fﬂ IVu,lkmlp +fq |unkm|p)= lim (fn IVunkmr) + [ \alP

m-0 m-oo

s (T [P0+ S o) Jim, (S P [) + Sl

Luego combinando (2.102) y (2.103):

Folva + [P < m (fo |Vun, | )+ folaP

S lVolP + [ o517 < lim ([, |Von, )+ FololP

Ahora eliminando [ [@[? y f ,[TIP en (2.104):
. P
falvaP < lig (fo[vun,,|')

alvoP < lim (fq |von,,|*)

..(2.102)

..(2.103)

L(2104)

...(2.105)
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Ahora probaremos las siguientes afirmaciones:

Afirmacion 1: M,(¢) = fot [M;(MP~tdr, | i = 1,2 , son funciones continuas.
Prueba:

Sea (s,) € Rtal que s, = s.

Por condicién (M), las funciones M;(s)son continuas, para i = 1,2. Y como 1<p,
[M;(r)]P"* también son continuas.

Luego, por el teorema fundamental del Calculo existe una funcion derivable Hen R tal que:
H(®) = H(O) = [,IMi(")P"dr, i=12 ...(2.106)

Luego en particular para t=s,, :
Sn
Hs) - HO) = [ M@Pdr, =12
0
Ahora tomando limite en la igualdad anterior:
Sn
lim [H(s,) — H(0)] = lim f M, dr, i=12
n—oo n-»00 0

Y como H es derivable en R, en particular H es continua , luego el limite pasa dentrode H y

se obtiene:
1{1_{2 fo sn[M,-(r)]""ldr =H (rlll-f?o sn) -H@{), i=1.2
 =H(9)=H(0) ..(2.107)
Y como: Lm#7(s,) = lim TP tar, i=12 ..(2.108)
De (2.107) y (2.108):
Lm(s,) = H(s) = H(O) L oi=12 ...(2.109)

Haciendo t = s en (2.106):
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H(s) = H(0) = [J[M(P~dr, i=12 ..(2.110)

Luego de (2.109) y (2.110):
«© 0

=M/(s), i=12
Por lo tanto:
- M, son continuas , con i = 1,2.
Afirmacién 2: M,(t) = | Ot [M;(r)}P"1dr, son funciones crecientes parai = 1,2.
Prueba:
Seas <t
Ademas por condicion (M), las funciones M; son positivas, luego en particular, como s < t :
0 < J, M@ tdr 2.111)

Y sumando en ambos miembros fos [M;(M]Ptdr en(2.111):

[ MP-idr < | M-l + | M@ Ptdr
0 0 s

t
= [ cryp-rar
o
Es decir:
M(s)<M,(t) parai=12
Por lo tanto la afirmacién queda probada.

Continuando con la demostracién del teorema, gracias a la afirmacion 2, tenemos que en

(2.105);
o ad Fo o p
. oIvaP) < M, (lim § [vun,, [*)

m-—o m
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— el e Py
Mz(fanI”) =M, (nlll.m,fﬂ IV”nka )
..(2.112)
Como ya vimos que las M(t) son continuas, luego en los segundos miembros de las

desigualdades en (2.112), tenemos que:
— _ - p
M, (J,Ival’) < lim i, (o |vum,| )

M,/ 41V5P) < lim I, (fa oo, Ip)

..(2.113)
Y por transitividad de las desigualdad (2.113) e (I), tenemos que:
inf] = lim J(utn, v) = W (. V)
. 155 p 1 p
=lim M, |Vatn,,,| ) + 205U o [P0y, | ) = S oF (g 9) = S grt,, —
fnp2vnkm}
2 2 IValP) + 2 M, [V91P) = lim [ F(un, ,9) = lim [ o pritn, =
Tim [ pavm,
...(2.114)

Reemplazando ( 2.93) y (2.98) en (2.114):
infy ] 2 2 My ([ oIVaP) + S ([ g IVOP) = [oF (@,5) = [ qpail = f po = J@,9)
Y por ultimo, se tiene por definicion que infy ] < J(#, 7) |
Por lo tanto:
inf] = J(u,7)

Asi (i, 7) es minimizador globalde J en X = WP (Q) x WP(Q).
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Dado que (&, 7)€ X = W¥P(Q) x WLP(Q}) es un minimizador global de / y en la
proposicién 2.4.2 se obtuvo que J es de clase C1(X), se tienen las condiciones para aplicar
el teorema 2.1.15, es decir, concluimos que:
U'@), @ eNyxx =0

paratodo (¥, @) € X.
Reescribiendo:  (J'(IL,7), (W, @))yuy =0 (L@, 9),9) + (U, D), ¢0) = 0
Luego, evaluando en (¥, 0), para todo y € WP (Q):

0=('@D.@0),,, =Uu@s),P)
Por lo tanto:

[Mu(f o7 )P~ [ VAP -2vavy — [, [F @, D) + p1 Ol = 0 Vi € WHP(Q)
.(2.115)

Asimismo, evaluando en (0, ¢), para todo ¢ € WP (Q):.

0=('@?).0,0),,, =@ e

Por tanto:

[M2( nf IvalP)P fﬂ IVolP~2vave — fn 9@ e - fn P20 =0 Vo EWP(Q)

..(2.116)
En conclusion, gracias a (2.115) y (2.116), (I, 7) € X = WP (Q) x WP (Q) es solucién
débil de (*) pues satisface (2.42) y (2.43).
Ademés (ii, 7) satisface la condicién de Neumann de forma natural, gracias a lo hecho en la
seccién 2.1.6 parte A.

Por tanto, el teorema queda demostrado. m
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CAPITULO 111

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1 Variables de la investigacion

Nuestras variables independientes estan definidas en un abierto Q de R™. Las

soluciones estan en el espacio de las Distribuciones y Espacios de Sobolev.

3.2 Operacionalizacién de la variable

Variable Definicion Definicion Dimensiones Indicadores
conceptual operacional
(u,v) | Esuna funcién Esuna funcion | ] esdeclase | Como
perteneciente al perteneciente al | C*(X) y es consecuencia
espacio de Banach | espacio de acotada del Principio
WP (Q) x Banach inferiormente | Variacional de
WP (). WP (Q) x en todo Ekeland, existe
WP(Q), donde | (u,v) € solucion débil
nuestro estudio | WiP(Q) x | parael sistema
radica en WP (). *).
analizar las
propiedades del
funcional ] y de
J'(u, v).

3.3 Hipétesis general ¢ hipétesis éspecificas

Hipétesis general

Existe una forma mas detallada de demostrar la existencia de solucion débil para el
sistema (*) en el espacio WP (Q2) x WP (Q).

Hipétesis especifica

La soluci6n débil para el sistema (*) es un minimo global del funcional | en
WP (Q) x WP (), donde | es de clase C*.
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CAPITULO IV
METODOLOGIA

4.1 Tipo de investigacién
La investigacion es de tipo cientifico - te6rica y la metodologia utilizada es de tipo

inductivo-deductivo fundamentando las demostraciones de la forma mas rigurosa posible.

4.2 Diseiio de la investigacién
El procedimiento para la demostracién de los resultados es el siguiente:

Se comienza dando una definicion de solucién débil para el problema (*) y dado que se
trabajara en el espacio W1P((), el funcional asociado al problema (*) dejara de ser
COEICivo.

Ademds verificamos que WP (Q) = W, @ W, donde W, es un subespacio de WP(Q)
donde las funciones tienen integral de Lebesgue nula,y W, =< 1 > . Esto y la desigualdad
de Poincaré- Wirtinger permitieron desarrollar la acotacion inferior del funcional asociado a

*).

Y prosiguiendo con el método variacional, para la demostracion formal del teorema
principal de existencia de solucion débil de (*) se utilizo6 una herramienta importante que es
el Principio Variacional de Ekeland, el cual nos encamind a la existencia de un minimo
global para el funcional asociado al problema, y gracias a que se demostré que el funcional
es Fréchet diferenciable se logré encontrar un punto critico del funcional, el cual fue la
solucién débil al problema (*).

4.3 Poblacién y muestra

La abstraccion del trabajo nos indica que no existe poblacién que estudiar, sin embargo,
nuestro estudio se desarrolla en el espacio WP () x WP (Q).
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4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos
Para la realizacion de la tesis se ha revisado bibliografia especializada y articulos en internet.
4.5 Procedimientos de recoleccion de datos

Debido a la abstraccion de la tesis, no se necesité mas procedimientos de recoleccién de
datos que la revision de bibliografia en libros y articulos.

4.6 Procesamiento estadistico y analisis de datos

Ninguno.
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1)

2)

3)

4)

" CAPITULOV
RESULTADOS

Una condicién fuerte es que J € €1, y debido a ello, se expone detalladamente la
demostracion, la cual usualmente no se encuentra en los textos de métodos

variacionales.

Los puntos criticos del funcional J: WP (Q) x WiP({2) - R, introducido en el
trabajo (al ser de clase C*), son las soluciones débiles del problema (*). Pero J no es
coercivo en WP (Q) x WlP(Q) y asi no necesariamente es acotado infeﬂomiente
en WiP(Q) x WP(Q), por lo que usamos una descomposicion de WP (1), dada
por la proposicion 2.2.1. Asi, esta proposicién es de vital importancia para obtener

una cota inferior para |.

La derivada de Fréchet del funcional [ es obtenida explicitamente como suma de
derivadas parciales, 1o que es de suma utilidad para poder llegar hasta 1a expresién
(2.79) de la proposicion 2.4.2, que permite obtener los puntos criticos componente a

componente.
Usamos el Principio Variacional de Ekeland para haller el minimo global del

funcional j que, como es sabido, es un extremo de J y de lo afirmado en 1), resulta

ser solucion débil de (*).
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CAPITULO VI

DISCUSIONES

1. La proposicién 2.4.2 requiere demostrar que los funcionales J,(w,v) y J,(u,v)
existen y son continuos, similarmente a lo que sucede en R™ respecto a las derivadas

parciales y la diferenciabilidad.

2. Al aplicar el Principio Variacional de Ekeland, fue indispensable utilizar también la
proposicién 2.2.1, que incluye la desigualdad de Poincaré- Wirtinger y asi demostrar
que el punto de convergencia de la subsucesion de la sucesién minimizante, sea el

punto minimo buscado.
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES

1. Se defini6 el concepto de solucién débil para el problema (*) teniendo en cuenta la
observacién 2.7, la cual nos indica que los problemas bajo condiciones de Neumann
son llamados problemas con condicion de frontera natural y de esa forma no fue

dificil definir su solucién débil en el espacio WP () x WiP(Q).

2. Se expuso la demostracién detallada de 1a descomposicion de WP (Q) = Wo® W,
la cual es pieza fundamental en la prueba de la desigualdad de Poincaré- Wirtinger

para un mejor entendimiento.

3. Se desmfoll() el estudio del Principio Variacional de Ekeland y sus corolarios mas
importantes, poniendo énfasis en el corolario 2.3.3, el cual se utilizd para comprobar

la existencia de un minimo global para el funcional J.

4. El funcionél ] es de clase C' y se expres6 su forma a través de suma de derivadas
parciales segin cada componente ‘en WLP(Q), lo cual permiti6 analizar la
continuidad de cada derivada parcial J,, (w, v) y Jy (u, v). Luego junto a lo dicho en 3,
concluimos que ese punto minimo es punto critico del funcional ] y luego solucién

débil de (*).

90



CAPITULO VIII

RECOMENDACIONES

1. Dado a la gran importancia del analisis funcional no lineal y ecuaciones diferenciales
parciales en este trabajo, se recomienda la tesis a futuros estudiantes en la linea de
investigacion de anélisis funcional para un mejor entendimiento de la aplicacion de

los métodos variacionales en las EDP’s elipticas.

2. Como la tesis es una exposicion detallada de lo demostrado de forma resumida en
[4], se recomienda la lectura de dicho articulo y de [5], donde se exponen diversos

ejemplos de EDP’s y su estudio mediante métodos variacionales.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipotesis Metodologia Poblacion
En este trabajo se hard una | Objetivo General Hipotesis general Tipo de investigacion La
abstraccién
exposicion detallada sobre el | El objetivo general de este Existe una forma mas Cientifico — tebrica. del trabajo
detallada de demostrar la nos indica
articulo realizado por Correa | trabajo es exponer de forma existencia de solucién Método que no
débil para el sistema (*) en existe
y Nascimento {4], cuyo | detallada la existencia de el espacio WiP(Q) x Inductivo-deductivo. poblacién
WP (). que estudiar,
objetivo es demostrar la | soluci6n débil para (*), hecha Disefio sin
Hipotesis especifica embargo,
existencia de solucién débil | de forma resumida en el El procedimiento para la | nuestro
La solucién débil para el demostraciéon de los | estudio se
para el sistema no local | articulo de Nascimentoy sistema (*) es un minimo resultados es el siguiente: | desarrolla
global del funcional J en Se comienza dando una | enel
eliptico tipo p- Kirchhoff | Correa [4]. W) x wir(Q), definicién de solucién | espacio
donde ] es de clase C*. debil para el problema (*) | WP(Q) x
™*). Objetivo especitico y dado que se trabajard en | W1®(Q).

Planteamiénto del problema
Se pretende analizar y
responder la  siguiente
interrogante:

¢El
solucién? ; st admite jen qué

sistema (*) admite
clase se encuentra?
¢Hay

didéctica de la demostracién

una  explicacién

de la existencia de solucién

débil para (*)?

El objetivo especifico es

lograr que nuestro trabajo sea

de gran entendimiento para

cualquier  estudiante

0

profesional interesado en
mateméticas y mostrar al

Principio
Ekeland

herramienta  de
aplicabilidad en las EDP's.

como

Variacional de
una
bastante

el espacio W'P(Q), el
funcional asociado al
problema (*) dejard de ser
COEICivo.

Ademés verificamos que
WP () = W, & W
donde W, e un
subespacio de WP(Q)
donde las funciones
tienen integrat de
Lebesgue nula, y W; =<
1> . Esto y la
desigualdad de Poincaré-
Wirtinger  permitieron
desarrollar la acotaciéon
inferior del funcional
asociado a (*).

Y prosiguiendo con el
método variacional, para
la demostracién formal
del teorema principal de
existencia de solucibn
débil de (*) se utiliz6 una
hemramienta  importante
que es el Principio
Variacional de Ekeland,
el cual nos encaminé a la
existencia de un minimo
global para el funcional
asociado al problema, y
gracias a que se demostrd
que el funcional es
Fréchet diferenciable se
logré encontrar un punto
critico del funcional, el
cual fue la solucién débil
al problema (*).
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Desigualdad de
Poincaré — Wirtinger.

Principio Variacional
de Ekeland

Existencia de solucion
debil para (*).

Figura 1.
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