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RESUMEN 

UNA EXPOSICIÓN DIDÁCTICA DE LA EXISTENCIA DE SOLUCION DÉBIL 

PARA UN SISTEMA ELÍPTICO NO LOCAL DE TIPO P-KIRCHHOFF BAJO 

CONDICIONES DE NEUMANN 

Milagros Anculli Llamoca 

Octubre - 2014 

Asesor: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa 

En este trabajo se hará una exposición detallada sobre el artículo publicado por 

Correa y Nascimento [4], cuyo objetivo es probar la existencia de solución débil del 

sistema 

(

-[MtCf n1Vu1Pdx)]p-
1
Llpu = f(u,v) + Pt(x) en.O 

(*) -[M2(J 0 1VviPdx)Y-
1
Llpv = g(u, v) + p2(x) en .n 

au = ~ = o en a.n 
ar¡ ar¡ 

donde .n e JffiN, N > 1, es un dominio suave y acotado, 1 <p<N, r¡ es el vector unitario 

exterior en a.n, Llp es el operador p-Laplaciano: 

Las funciones involucradas en el problema satisfacen las siguientes condiciones: 
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(M) 

(p) 

{ 

Mt, M2: ~m.+ ~ 1m.. 

son funciones continuas y existe una constante positiva m 0 > O 
tal que M1 (t), M2 (t) ~ mo > O, para todo t ~ O; 

{ 
Existe una función F: Im.2 ~ 1m.. de clase C1 , tal que: 

Fu(u, v) ={(u, v) y F,(u, v) = g(u, v) para todo (u, v) E 11~?; 

Existe k> O tal que F(u +k, v +k)= F(u, v), para todo (u, v) E Im..2 ; 

PvP2 E Lq(n), !. +!. = 1, 1 < q < p* Y f n P1 = f n P2 =O 
p q 

donde: 

p*={NNoo~p 
si 

si 1 < p <N 

p;:;:N 

es el exponente critico de Sobolev. 

Aquí f n h significa f n h(x)dx. 

La existencia de la solución débil del sistema(*) es probada aplicando el Principio 

V ariacional de Ekeland. 

Luego se estudiará la regularidad de la solución débil, esto es si u es solución débil de 

(*)entonces u es solución clásica de(*). 

Además, verificaremos que las derivadas normales están bien definidas en an via 

teoría del trazo, dado que el sistema(*) se encuentra bajo condiciones de Neumann. 

Palabras Claves: Existencia de solución, Regularidad de la solución débil, Principio 

Variacional de Ekeland y teoría del trazo. 
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ABSTRACT 

A didactic exposition of the existence of solution for a non-local elliptic system of 

p-Kirchhoff type under Neumann condition 

MILAGROS ANCULLI LLAMOCA 

October-2014 

Advisor: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa 

In this work we give a detailed exposition of the Correa and Nascimento' s article [ 4 ], 

which is about the existence of weak solution for the system 

¡-[MtCf n1Vu1Pdx)]p-t.1pu = f(u,v) + p1 (x) en O 

(*) -[M2 (J n1Vv1Pdx)t-
1
Apv = g(u, v) + p2 (x) en n 

au = av = o en an 
iJr¡ iJr¡ 

where n e IR!.N, N > 1, is a bounded smooth domain, 1 <p<N, 11 is the unit exterior 

vector on on, Ap is the p-Laplacian operator: 

The involved functions in the problem satisfy: 
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(M) 

(p) 

{ 

MvM2: ~+-+ ~ 
are continuous functions and there is a positive constant m 0 > O 

such thatM1 (t),M2 (t) ~ m 0 >O, forall t ~O; 

{ 
There is a C1 - function F: ~2 -+ ~ , such that: 

Fu(u, v) = f(u, v) and Fv(u, v) = g(u, v) for all (u, v) E ~2; 

There is k> O such that F(u +k, v +k)= F(u, v), for all (u, v) e 1m2
; 

Where: 

si 1 < p <N 

p~N 

is the critical Sobolev exponent. 

Here f n h means f n h(x)dx. 

The existence of a weak solution for system (*) is proved by usíng the Ekeland's 

Variational Principie. Then, we will study the regularity ofthe weak solution, that is, 

if u is a weak solution of (*) then u is a classic solution. 

Furthermore, we will verify that the normal derivatives are well defined in an by the 

trace theory, because the system is under Neumann conditions. 

Key words: Existence of weak solution, Ekeland's Variational Principie and trace 

theory. 
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CAPÍTULO! 

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACIÓN 

1.1. Identificación del problema 

En este trabajo se hará una exposición detallada sobre el artículo realizado por Correa y Nascimento 

(4], cuyo objetivo es demostrar la existencia de solución débil para el sistema no local elíptico tipo 

p- Kirchhoff siguiente: 

(

-[MtCf niVuiPdx)Y-
1 
Apu = f(u, v) + p1 (x) en n 

(*) -[M2Cfn1Vv1Pdx)Y-
1
Apv=g(u,v)+p2(x) en!l 

~ = élv = o en an 
élTJ 071 

donde n e JRN, N > 1, es un dominio suave y acotado, 1 <p<N, r¡ es el vector unitario 

exterior en an, Ap es el operador p-Laplaciano: 

Las funciones involucradas en el problema satisfacen lo siguiente: 

(M) 

(p) 

{ 

M11 M2 : ~m.+ -;IR 
son funciones continuas y existe una constante positiva m0 > O 

tal que M1 (t),M2 (t);;:::: m 0 >O, para todo t;;:::: O; 

{ 
Existe una función F: IR2 -; IR de clase C1 , tal que: 

Fu(u,v) = f(u,v) y Fv(u,v) = g(u,v) para todo (u,v) E IR2 ; 

{Existe k> O tal que F(u +k, v +k)= F(u, v), para todo (u, v) E IR2
; 

Donde: 

si 1 < p <N 

p;;:::;N 

es el exponente critico de Sobolev. 
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1.2 Formulación del problema 

Se pretende analizar y responder la siguiente interrogante: 

¿El sistema (*) admite solución? ; si admite ¿en qué clase se encuentra? 

¿Hay una explicación didáctica de la demostración de la existencia de solución débil para 

(*)? 

1.3. Objetivos de la investigación 

1.3.1. Objetivo general 

El objetivo general de este trabajo es exponer de forma detallada la existencia de solución 

débil para (*), hecha de forma resumida en el articulo de Nascimento y Correa [ 4 ]. 

1.3.2. Objetivo específico 

El objetivo específico es lograr que nuestro trabajo sea de gran entendimiento para cualquier 

estudiante o profesional interesado en matemáticas y mostrar al Principio V ariacional de 

Ekeland como una herramienta de bastante aplicabilidad en las EDP' s. 

1.4. Importancia y justificación de la investigación 

Este trabajo es de mucha importancia en matemática pura y aplicada, puesto que el problema 

a tratar es un sistema de ecuaciones que involucran el operador p-laplaciano y esto establece 

una diferencia con la mayoría de trabajos de matemática en esta línea, realizados 

actualmente en el país. Es importante resaltar el uso de la teoría del Análisis Funcional que 

se observa en el desarrollo de la tesis. 

El Principio V ariacional de Ekeland, en este trabajo, permite llegar al resultado deseado de 

forma efectiva y asequible, lo que sería más complicado utilizando otras técnicas del Cálculo 

V ariacional, por ejemplo el teorema del "Paso de la Montafia". 
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Habiendo pocos trabajos en esta línea de investigación, que han abordado la resolución de 

estos problemas con las técnicas aquí usadas, consideramos nuestro trabajo de mucha 

utilidad en el campo de las E.D.P 's elípticas, por lo que está plenamente justificada. 

Asimismo esperamos que sirva de guía y base para otros estudios en esta línea de 

investigación y así contribuir al avance la Matemática en nuestro País. 
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2.1. Preliminares 

CAPÍTULOII 

MARCO TEÓRICO 

En este capítulo daremos las definiciones y propiedades necesarias para la comprensión 

de la tesis. 

2.1.1 Espacios LP(fi) 

Empecemos recordando las definiciones básicas y dos resultados muy útiles de la teoría de 

integración. 

Sea .n e 1m.n es un conjunto abierto. 

Definición 2.1 L(.Cl) = {f = u - v /u, V E U (.Cl) } 

Cada elemento de L(.Cl) es una función integrable según Lebesgue y se define la integral de 

f E L(.Cl), mediante: 

f nf = f n u - f n v 

donde: U(fl) es el espacio de las funciones superiores en .n, donde fE U(fl) si existe una 

sucesión creciente de funciones escalonadas {sr }r<!:l tal que: 

i) Sr-+ f c.s. en fl. 

ii) 3 limr-->oo J n Sr y J nf = limr-->oo J n Sr 

Definición 2.2 L1 (fl) es el espacio de funciones medibles u, definidas en .n tales que 

jul E L(fl). 
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Observación 2.1 La relación: 

u ,._ V ~ U = V c. t. p. en 0 U, V E L(O) 

es de equivalencia. 

Luego, por el teorema fundamental de la relación de equivalencia: 

Por la teoría de integración de Lebesgue, se identifican dos funciones de U (O) que 

coinciden c. t. p., es decir coinciden excepto en un conjunto de medida nula. 

Teorema 2.1.1 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue) 

Sea Cfn) una sucesión de funciones en L 1 . Supongamos que: 

a) fn (x) ~ f(x) c.t.p. en n, 

b) Existe una función g E L 1 tal que para cada n, lfn (x)l :S; g(x) c.t.p. en !J. 

Entonces f E L1 (!J) y flfn - fl ~ O 

Demostración: Ver [23]. Pág 231. 

Ahora nos enfocamos en los espacios LP(fi). 

Defmición 2.3 Sea p E 1m. con 1 :=::; p < oo; se define 

LP(fi) = {f: n ~ ~/ f medible y lfiP E L1 (0)} 

Teorema 2.1.2 LP (!J) es un espacio normado cuya norma se denota con: 

Demostración: Ver [2]. Pág. 57. 

Definición 2.4 Se define 

L'x'(ll) = {f: n-+ IR; fes medible y existe una constante e> O tal que lf(x)l ~ e c. t p. en ll} 
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Teorema 2.1.3 L00
({).) es un espacio normado cuya norma se denota con: 

llfiiLco = lnf{C : lf(x)l ~ C c. t p. en{).} 

Demostración: Ver [2]. Pág. 56. 

Teorema 2.1.4 (Desigualdad de Htilder) 

1 1 
Sean f E LP y g E L q con 1 ~ p ~ oo y - +- = 1. 

p q 

Entonces f. 9 E L1 y 

Demostración: Ver [2]. Pág. 56. 

Teorema 2.1.5 LP (n.) es un espacio de Banach para 1 ~ p ~ oo. 

Demostración: Ver [2]. Pág. 57. 

Definición 2.5 Se define 

C~(.(l) ={u: n ~ lRI./u es infinitamente continuo diferenciable, Sop(u) compacto~ n} 

donde Sop(u) = {x En : u(x) -::;:.O} (clausura en n) denota el soporte de la función u. 

Definición 2.6 Sea 1 ~ p ~ oo; se dice que una función f: n ~ lR1. pertenece a LP1oc(.n) si 

fiK E LP (fi) para todo compacto K e n. 

Lema 2.1 

Sea f E L1 loc(n) tal que: 

fnfu =O vu E c:cn) 

Entonces: 

f =O c.tp.enn 

Demostración: Ver [2]. Pág. 61. 
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Teorema 2.1.6 (Inmersiones en espacios LP(fi) ). 

Sea !l e ¡m_n es un conjunto abierto y acotado y 1 :::;; p < q :::;; oo. 

Luego: 

L q (n) 4 LP (n) {Inmersión continua) 

ie) Existe C > O tal que: 

Demostración: Ver [20]. Pág. 486. 

Teorema 2.1.7 

Sea (fn) una sucesión defunciones en LP(fl). Supongamos que llfn(x)- f(x)llp-? O 

Luego existe una subsucesión ifnk) y una función g pertenecientes a LP (fl) tal que: 

i) fnk(x) ~ f(x) c.t.p. en n. 

ii) lfn(x)l:::;; g(x)para todo n' c.t.p. en n. 

Demostración: Ver: [2]. Pág. 58. 

2.1.2 Espacios de Sobolev 

Estos espacios son de gran importancia en el análisis de las ecuaciones diferenciales 

parciales y de mucha utilidad en este trabajo. 

Definición 2.7 Sea u E L1
10c(fl), 1:::;:; i :::;:; n. 

Diremos que v E L1
10c(n) es la derivada débil de u respecto a xi, sí se cumple que 

N '6 í:Ju otac1 n: v =­
í:Jx¡ 

Observación 2.2 

l. La derivada débil de u es única. 

V </J E C;:'(il) 
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2. Si u E C1 (!1), las derivadas débiles de u existen y coinciden con las derivadas 

clásicas. 

Definición 2.8 Sean e ¡mn abierto, m E N~ , u E L1
10c(il) y 1 S i S n. 

Se dice que v E If10c(il) es la derivada m-ésima de u en el sentido débil, si se cumple que: 

v 4J E c;>(n) 

Observación 2.3 

En el caso de TE D'(il): Espacio de las distribuciones, la derivada débil coincide con la 

derivada distribucional. 

Definición 2.9 Sea k~ 1, lS p S +oo, !1 e !Rn abierto. 

Definimos el espacio de Sobolev como: 

wnt·P(.O.) ={u E LP(fi)talqueVmE N~,conlml S k, Dmu E LP(fi)} 

La norma en este espacio para 1 S p < +oo es 

Si p = oo 

llullwm,cocn) = L IIDmuiiLco(n) 
lml:::k 

Teorema 2.1.8 wm,p (.Q) .es un espacio de Banach y si p = 2 es un espacio de Hilbert. 

Demostración: Ver [8]. Pág. 249. · 
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Definición 2.10 Se define: 

Teorema 2.1.9 (del trazo) 

Existe un operador lineal continuo de W1·P (!1) en LP can). Este operador es por definición 

el trazo de u sobre an, también se le denota como ulan· Este operador trazo satisface las 

siguientes propiedades: 

Además, el operador traza u..._... ulan es sobreyectivo de 

ii) El núcleo del operador trazo es w;·P (n), es decir 

Demostración: Ver [8]. Pág. 258. 

Observación 2.4 

l. Se verifica la identidad de Green: 

Si R es un dominio acotado con frontera suave, u función de clase C1 y X un campo 

vectorial diferenciable en R (continua salvo en la aR): 

( uX.ndA = l (Vu.X+udivX)dV 
laR R 

2. Se verifica la fórmula de Green 

- f nilu. vdx = f n VuVvdx - f an :: vdf' 

16 



Observación 2.5 

Se demuestra que el operador 

donde: y0u = ulan Y éJul Y1U=-av an con u E C00 (i1), es lineal y 

continuo; aquí v denota el vector nonnal unitario exterior en la frontera de n. 

2.1.3 Operadores uniformemente elípticos 

Definición 2.11 Sea .n e IRI.n abierto. Diremos que un operador L de segundo orden es un 

operador en fonna de divergencia si se puede escribir de la fonna siguiente: 

n n 

L(u) = - ~ (aii (x) Ux.) + ~ bi (x)ux. + c(x)u L l Xj L l 

i,j=l i=l 

Observación 2.6 

La fonna de divergencia de un operador facilita la aplicación de los métodos variacionales, 

pues se puede realizar integración por partes. 

Definición 2.12 Un operador en fonna de divergencia es unifonnemente elíptico si existe 

una constante e > o tal que 

n L aii (x)E¡ Ej ~ 8lel 2 

i,j=l 

'V X E ff, 8 > 0, E E lm.n 

Ejemplo: Si aii=óii, bi =O, e= O, el operador Les -/1. 
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2.1.4 Funciones semicontínuas inferiormente 

Definición 2.13 Sea E un espacio normado. Una función <p: E -+ ]-oo, +oo] se dice 

semicontinua inferiormente (respectivamente débilmente semicontinua inferiormente) en 

u e E , si para toda sucesión (uk) en E se tiene que: 

Respectivamente: 

Propiedades: 

l. La suma de dos funciones s.c.i (resp. d.s.c.i) es s.c.i. (resp. d.s.c.i). 

2. El producto de una función s.c.i. (resp. d.s.c.i) por una constante positiva es s.c.i. 

(resp. d.s.c.i). 

3. Si ( lfJ.íi.).;¡_EA es una familia de funciones s.c.i.(resp. d.s.c.i), la función sup.íi.EA definido 

por 

(sup <p1) (u) = sup lfJl (u) 
lEA lEA 

es s.c.i. (resp. d.s.c.i) 

Definición 2.14 Sea E un espacio de Banach. Una sucesión (xn) e E se denomina 

minimizante para una función <p: E -+ IR!., si 

lim <p(Xn) = inf <p(x) 
n-ooo XEE 

Nota: 

La convergencia débil en espacios de Banach será explicada brevemente en la sección 2.1.5. 
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2.1.5 Algunos resultados fundamentales del Análisis Funcional 

En este capítulo, presentamos resultados del Análisis Funcional necesarios en las secciones 

que siguen. Las demostraciones de estos resultados se pueden encontrar en [2] o [7]. 

Definición 2.15: Sea E un espacio de Banach y E' su espacio dual correspondiente. 

La topología débil a(E, E') sobre E es la topología menos fina sobre E que hace continuas a 

todas las aplicaciones (lfJr )reE': E ----+ IR. 

Notación: Dada una sucesión (xn) en E, se designa por Xn ...... x la convergencia de Xn a x 

en la topología débil a(E, E'). 

Proposición 2.1 Sea (x11 ) una sucesión en el espacio de Banach E. Se verifica: 

Xn ...... x en a(E,E') ~ {f,xn)----+ (f,x) Vf E E' 

Demostración: Ver [2]. Pág. 36. 

Teorema 2.1.10 

Sea E espacio de Banach reflexivo. Las normas en E son funciones semicontinuas 

iriferiores. 

Demostración: Ver [2].Pág. 36. 

Lema 2.2 Sea (M, d) un espacio métrico completo y Fn, n E N una sucesión decreciente 

de subconjuntos cerrados no vacíos cuyos diámetros tienden a cero, es decir: 

diamFn ~ O cuando n ~ oo 

Entonces: 3! x E M tal que: 

Demostración. Ver [22]. Pág.14. 
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Definición 2.16 Sean X y Y dos espacios normados con norma ll.llx y ll.lly 

respectivamente, y supongamos que X~ Y. Decimos que X 4 Y es una inmersión compacta 

si: 

• X está inmerso continuamente en Y. Es decir, existe una constante C tal que llxlly S 

Cllxllx para todo X e X. 

• La aplicación de inclusión de X en Y es un operador compacto, es decir, para todo 

conjunto A acotado en X, el conjunto f(A) es un compacto en Y. 

Teorema 2.1.11 

Sean E,F espacios de Banach. Si T e L(E, F) es un operador compacto y si Un _.. u en E 

luego TUn ~ Tu fuertemente en F. 

Demostración Ver [24]. Pág. 410. 

Teorema 2.1.12 (Rellich-Kondrachov) 

Supongamos n e ~N abierto y acotado de clase C1 . Se verifica 

Si 

Si 

Si 

p < N , entonces 

p = N , entonces 

p > N , entonces 

W1·P(fl) 4 Lr(n), 'Vr e [1, +oo[, 

W 1·P(fl) 4 C(.il), 

con inmersiones compactas. 

Demostración Ver [2]. Pág 169. 

Teorema 2.1.13 Teorema de Eberlein-Shmulyan 

Sea X espacio de Banach. 

X es reflexivo <::::> Toda sucesión acotada, posee una subsucesión débilmente convergente. 

Demostración Ver [21]. Pág. 141. 
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2.1.6 Métodos Variacionales 

Muchas leyes de la fisica y otras disciplinas cientificas abarcan varios fenómenos que 

pueden ser modelados mediante una ecuación diferencial parcial. Los métodos variacionales 

representan una herramienta adecuada para estudiar dichos modelos. 

Ahora introducimos algunas ideas que motivan la formulación variacional de un problema. 

Suponiendo que deseamos resolver una ecuación diferencial parcial, la cual por simplicidad 

escribimos en la forma 

A(u) =O ... (2.1) 

donde A(.) denota un operador diferencial parcial posiblemente no lineal , u es la función 

incógnita, y que fuera posible expresar A(.) como la derivada de un funcional apropiado de 

"energia" /[. ], esto es: 

O= A(.)=/'[.] o o .(2.2), 

El problema (2.1) se convierte en 

J'[u] =O ... (2.3) 

En este caso diremos que el problema (2.1) es variacional. 

La ventaja de esta nueva formulación es que las soluciones de (2.1) son los puntos críticos 

de/[.] . Esto en algunas circunstancias es fácil de encontrar, por ejemplo: el funcional/[.] 

tiene un mínimo en u, luego presumiblemente (2.3) es válido y luego u es una solución de la 

EDP(2.1). 

Usualmente es dificil resolver (2.1) directamente, por lo que una forma de facilitar la 

resolución es descubriendo un minimo, un máximo u otros puntos críticos del funcional J[. ]. 
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A. Soluciones débiles 

Para clarificar el estudio que realizaremos respecto a un sistema con condiciones de tipo 

Neumann, primero ilustraremos el concepto de solución débil para el caso de una ecuación. 

Sea n e JR{n un dominio acotado, abierto y bien regular y sea v la normal exterior unitaria. 

Denotamos por :: la derivada normal exterior de u en la frontera. 

Ahora consideramos el problema: 

{
-.óu + u = f en n 

a u 
-= Oenan av 

... (2.4) 

Por la fórmula de Oreen, si u es solución clásica, es decir si u satisface (2.4), luego u E 

H1 (!l) y u satisface 

... (2.5) 

para todo v E H1 (!l). 

Si f E L2 (!l) luego: 

Definición 2.17 u es solución débil de (2.4) si u E H1 (!l) y satisface (2.5) para todo 

Si u es solución débil y u E H2 (!l) luego en particular (2.5) se cumple para todo vE 

C~(!l). Luego aplicando la fórmula de Oreen se obtiene que 

J n- .óu. v + J nuv +Jan=~ v = J nfv para todo vE c:c.n) 

Luego como v E C~ (!l), la integral en an se anula, y se tiene 

-llu + u = f en el sentido de las distribuciones. 

Esto también es debido a que e: en) es denso en L2 {!l). 
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Asimismo, para todo v E H1(íl), se tiene que 

f au 
ana.;v =O ... (2.6) 

Sin embargo vlan E H
1
/2(íl) el cual es un espacio denso en L2 (an) por tanto en (2.6) 

Luego si u E H2 (íl) y si es solución débil de (2.4) luego u satisface -A.u +u= f c.t.p. y 

a u 
más aun¡; = O. 

Si más aún se demuestra que u E C2 (ñ), luego u será solución clásica de (2.4). 

Observación 2. 7 

Gracias al ejemplo anterior sobre el concepto de solución débil, destacamos una importante 

diferencia entre los problemas de Dirichlet y Neumann. En los problemas de Dirichlet la 

condición de frontera u=O (o u= g) tiene que ser impuesta previamente en el espacio de 

funciones en el cual se desea probar existencia. Por otro lado, para el problema de Neumann 

nosotros no imponemos previamente las condiciones en el espacio de funciones y más aun la 

solución débil automáticamente satisface la condición de frontera como se vio en el ejemplo 

anterior. Es por ello que los problemas bajo condiciones de Neumann son llamados 

problemas con condición de frontera natural. 

B. Derivadas de Fréchet y de Gateaux 

Sean (X, 11. llx ), (Y, 11. llv) espacios de Banach. U abierto en X. 

Definimos L(X, Y) como el espacio de operadores lineales y continuos T: X ~ Y. Su norma 

1 1 
. nn:lly 

es dada por: T L(X,Y) = SUPxEX\{8) Uxllx . 
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Definición 2.18 (Derivada de Fréchet) 

Sea x E U &; X abierto, una aplicación f: U ~Y es diferenciable según Fréchet en x E U si 

existe un operador lineal Ax E L(X, Y) tal que 

¡· Jlf(x+h)-f(x)-Axhlly _O 
Imh-+8 llhllx -

Equivalentemente: 

f(x + h)- f(x) = Axh + cp(x, h) tal que l . llrp(x,h)IIY 
lffillhll-+8 llhllx =O 

El operador Ax se denota con: 

(Df)(x) = Ax = f'(x) 

Observación 2.8 

La aplicación Df:X ~ L(X, Y) 

x~Df(x)=Ax 

se llama derivada de Fréchet de f. 

Definición 2.19 (Derivada de Gáteaux) 

Sea U~ X abierto,]: U~ X~ Y, u E U. 

Decimos que] es diferenciable según G~teaux en U si existe Au E L(X, Y) tal que 

l . ~~(u+ tv)- ](u) 11 1m -Auv =O 
t->0 t 

. y 

\fv E X. 

En este caso se denota ]' (u) = A u y se llama la derivada de] según Gateaux en u. 

En particular: ]':X~ X' 

u H ]'(u):X ~ 1ll 

VH]'(u).v= (J'(u),v} 
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Definición 2.20 

Sea U &;; X, U abierto , ] :X -+ lit Si la derivada según Fréchet D]: U -+ X' es continua, 

decimos que] E C1 (U). 

Teorema 2.1.14 

Sea f: U -+ IR{ con derivada de Gdteaux continua en U. 

Entonces f es diferenciable según Fréchet en U y las derivadas según Gateaux y Fréchet 

coinciden. 

Demostración. Ver [17] proposición 4.8, pág. 137. 

Observación 2.9 

En las condiciones del teorema anterior, resulta fE C1 (U). 

Teorema 2.1.15 

Sea X espacio de Banach, qJ: X -+ IR{ Fréchet diferenciable y supongamos que exista u E X 

tal que <p(u) = infx <p. Entonces (<p'(u), v) =O, V vE X. 

Demostración. Ver [25]. Pág. 394. 

Teorema 2.1.16 

Toda derivada según Fréchet en x es también derivada según Gateaux en x. 

Demostración. Ver [17] proposición 4.8, pág. 137. 

Teorema 2.1.17 

Si f es derivable según Fréchet en x entonces fes continua en x. 

Demostración. Ver [17] proposición 4.8, pág. 137. 

Los siguientes resultados y definición muestran cómo se representan las derivadas parciales 

de una función definida en un producto cartesiano de dos espacios de Banach. 
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Definición 2.21 

Sean U, V espacios de Banach, f: D(f) e U x V-+ lit Sea v0 E V, f(u, v0 ) es una función 

cuya derivada en u 0 , si existe, es llamada derivada parcial de f con respecto a u, y es 

denotada por fu(u0 , v0 ). La derivada parcial fv(u0 , v0 ) es definida similarmente. 

Teorema 2.1.18 

Si f es Fréchet diferenciable en (u0 , v0 ), luego las derivadas parciales fu(Uo, v0 ) y 

(f'(uo, Vo), (h, k))= (fu(Uo, Vo), h) + (fv(Uo, Vo), k), hE U, k E V ... (ll) 

Y consecuentemente: 

donde f' es la derivada de Fréchet o Gáteaux, en particular derivada de Gáteaux gracias 

al teorema 2.1.16. Reciprocamente, si fu(u0, v0 ) y fv(u0 , v0 ) existen en una vecindad de 

(u0 , v0 ) y son continuas en (u0 , v0 ), luego fes F- diferenciable en (u0 , v 0 ) y se tiene (ll). 

Demostración. Ver [18], proposición 5.3.15, pág.231. 

Teorema 2.1.19 (Regla de la cadena) 

Sea x [ljo y f(x) =y. Sean f: U(x) ~X-+ Y y g: U (y)~ Y-+ Z con f(U(x)) ~ U(y), 

donde X, Y y Z son espacios de Banach y U (x) y U (y) vecindades. Se define la composición 

g o f: U(x) ~X-+ Z. Supongamos que f'(x) y g'(f(x)) existen como F- derivadas. 

Entonces: 

a) La función composición H= g o f es F- diferenciable en x y se tiene que 

· H'(x) = g'(f(x)) o f'(x). 
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b) Si f'(x) existe solo como G- derivada en x, luego Hes G- diferenciable en x y se 

obtiene H'(x) = g'(f(x)) o f'(x). 

Demostración. Ver [17] proposición 4.1 O, pág. 138. 

2.2 La desigualdad de Poincaré- Wirtinger 

De aquí en adelante n e JRN será un conjunto abierto y acotado. Y 1 < p <N pues es 

condición en el sistema en que se basa este trabajo. Esta desigualdad será de mucha utilidad 

y es por ello que se adecua a las condiciones de nuestro problema central de estudio. 

Definición 2.22 

• Wc = (1) es un subespacio de W 1·P (ll) generado por la función constante l. 

• W0 = {z E W1·P(fi):f nZ =O}. 

Proposición 2.2.1 W 1·P(fl) = W0 Ea Wc 

Demostración: 

Primero veamos que se cumple que 

i) Won Wc = {8} 

En efecto: 

Sabemos que() E W0nl4';; por ser W0 y \IV;; subespacios de W1·P(fl). 

Veamos que se cumple el recíproco: 

Dado w E W0 nWc, luego por definición como w E W0 luego f nw =O 

y como w E Wc , existe algún real a tal que 

w =a 

Luego: 

... (2.7) 

.... (2.8) 

27 



y como n es acotado , desarrollando (2.8) se obtiene que: 

a.med(!l) =O 

Y como med(!l) >O, se tiene que 

a=O 

Por tanto , remplazando (2.1 O) en (2. 7) tenemos que 

w=O. 

Por ello: w E {8} 

ii) W1·P(fl) = Wo + Wc 

En efecto: 

Sea u E W1·P(fl). 

Escribamos u= (u- ü) + ü donde ü = me~(n) f nu E IRl. 

Observamos que u - ü E W0 pues: 

... (2.9) 

.... (2.10) 

f nCu- u)= f nu- f nC;;_e~(n)J nu) = f nu- me~(n) (f nu)med(!l) = f nu- f nu =O. 

Además il E Wc pues es un real por su misma definición. 

Por lo tanto: u E W0 + Wc 

Es decir: W1·P(fl) e W0 + Wc 

Y como W0 y Wc son subespacios de W1·P {!l), también tenemos que 

W0 + Wc e W 1·P (!l) 

:. W 1
·P (!l) = W0 + Wc 

Dei) y ii) se obtiene que W 1·P(fl) = W0 E9 Wc 

• 
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Teorema 2.2.1 (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger) 

Existe una constante positiva e tal que 

f 12 lz!P :5 e f 12 1VziP 

Demostración: 

Sea t/J: W0 ~IR{ el funcional dado por: 

t/J(z) = f 12 1VziP, 'rlz E W0 

Y M la variedad 

, 'rlz E W0 

Ahora, como 

M= {z E W0 :f12 1ziP = 1} 

1/J(z) = f 12 1VziP ~O 'rlz E W0 

En particular 

Es decir: 

1/J(z) ~O 

t/J esta acotada inferiormente en M. 

Luego: 

Existe (zn) e M minimizante, ie) 

'r/z E M 

t/J(zn) ~ infM t/J 

Además por (2.11) y por definición de ínfimo: 

t/J0= InfM t/J ~ O 

Luego como (zn) e M : 

'rln E N 

Y como tjJ(zn) es convergente luego es acotada ie) existe e1 > O tal que: 

11/JCzn)l :5 C1 'rln E N 

Que equivale a: J 12 1Vzn1P :5 e1 'r/n E N 

Ahora por (2.13), (2.14) y definición de norma en W1·P(O): 

... (2.11) 

... (2.12) 

... (2.13) 

... (2.14) 
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VnE W 

Por tanto: ( z,¡) es acotada en W l,p (!l) . 

Ahora, por el teorema 2.1.13 y como W 1·P (!l) es reflexivo, la sucesión(zn) posee una 

subsucesión que converge débilmente, ie) 

Ahora recordemos que por el teorema 2.1.12 

para 1 ::;; r < p* =.!!E.. exponente crítico de Sobolev. 
N-p 

Y por teorema 2.1.11: 

Por otro lado, como (znk) e Me W0, luego: 

Entonces: 

Y por (2 .17), para r = 1: 

Además: por definición de limite en (2.19) 

Obtenemos que: 

Np 
para 1 < r < p* = --- N-p 

Y luego por (2.18) y unicidad del límite con (2.20) 

... (2.15) 

... (2.16) 

... (2.17) 

... (2.18) 

... (2.19) 

... (2.20) 
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f u- O n -

De otro lado, tomando limite en (2.13): 

Ypor(2.17) tomando r = p ya quep < p * ... (pues 1 < p <N): 

Luego por unicidad del límite en (2.22) y (2.23) 

Por tanto de (2.21) y (2.24) se concluye que: 

uEM. 

Afirmación: 1/Jo > O. 

Prueba. 

Supongamos absurdamente que 1/Jo = O (por 2.12) 

Luego en (2.12), en particular para la subsucesión (z11k) : 

1/J(zuk) ~O = O= limf 12 jvznklp = limÚ 12 jVznkiP + f nl~t¡¡Y- f nlzukjp) 

= lim(llznkllp wl·P(n) -llznkiiP LP(n)) 

= limllznk IIP wl·P(n) - limllznk IIP LP(n) 

= lim infllznk IIP wl·P(n) - limjJznk IIP LP(n) 

Y como W 1·P (fl) es reflexivo, luego todas las normas son d.s.c.i , y PO! (2.15): 

Ypor(2.23) 

O= Iimf niVznkiP ;;::: lluiiP wl·P(n)- limjJznkiiP LP(n) 

~ lluiiP wl·P(n) -lluiiP LP(n) =f 12 1VuiP ~O 

... (2.21) 

... (2.22) 

... (2.23) 

... (2.24) 

... (2.25) 
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En conclusión: 

Y como u E M e W1·P(Q) e LP(Q) e L1 (0) e Lfoc(O), por lema 2.1: 

Vu =O e. t. p. enn 

Y como 

Vu(x) E Jm.N recordemos que en el análisis en Jm.N si una aplicación tiene derivada igual al 

nulo , luego la aplicación es constante. 

Por ello: 

u = e c. t. p en n ... (2.26) 

Ahora integrando en (2.26) 

... (2.27) 

Y por (2.21) y (2.27): 

O -J e - n 

Y como n es acotado: · 

e=O ... (2.28) 

Pero (2.28) contradice lo obtenido en (2.24), pues tendríamos que: 0=1 (absurdo) 

:. tPo >O · 

Ahora, volviendo a la demostración de la desigualdad y repitiendo los pasos que se hicieron 

en la prueba de la afirmación anterior: 
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= f n 1 VuiP ;::: t/Jo ... por definición de ínfimo 

·· t/Jo = f niVuiP = t/J(u) 

Ahora: 

Como '1/Jo ~ f n 1 VziP, 'Vz E M ... por definición de in:fimo. . .. (2.29) 

Sea z =f:. 8 E W0 ,luego f nlziP =f:. O. (Pues LP(.Q) es espacio normado). 

Además 
2 

.lE M, pues f n 
2 ~IP =1 

<f nlziP)P ú nlziP)P 

Entonces en (2.29): 

p 

Luego: 

VzEW0 

• 
Observación 2.10 

• ~o que por la afirmación probada, es mayor que cero, es la constante buscada en la 

desigualdad de Poincaré-Wirtinger 

• De aquí en adelante se tendrá en cuenta, tanto la desigualdad como la proposición 

2.2.1, en el desarrollo de la tesis. 
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2.3 El Principio Variacional de Ekeland 

Teorema 2.3.1 Sea (M,d) un espacio métrico completo y <p: M ~ ~U { +oo} una función 

semicontinua inferior y acotada inferiormente. 

Sean ü y E > O tales que: 

Luego, para cada A. > O, 3 u1. E M tal que: 

i) <p (U¡) $ <p (ü) 

ii) d(u¡, u) :5 A. y 

iii) <p (u¡)< <p (u)+ ¡d(u, u¡) Vu::f:.u¡ 

Demostración. 

Sea A. > O. Definimos la métrica d¡: M x M ~ ~+ 

1 
(x,y) ~ d¡(x,y) ==-¡d(x,y) 

Se demuestra de forma sencilla que d¡ es una métrica para M. 

Ahora, se define la siguiente relación en M: 

u~ v ~ <p(u) :5 <p(v)- E d¡(u, v) 

Afirmación: "~" es w1a relación de orden parcial en M. 

En efecto: 

• =;; es reflexiva: 

Sea u E M, como d1.(u, u)= O , luego: <p(u) :5 <p(u)- é(O) 

Y así: u ~ u, es decir,~ es reflexiva. 
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• ~ es antisimétrica: 

Supongamos que u~ v y v ~u , por definición: qJ(u):::;; qJ(v)- E d¡(u, v) y 

qJ(v):::;; qJ(u)- E d1 (v, u). Luego, 

E d1 (u, v) S qJ(v)- qJ(u) 

E d1 (v, u) S qJ(u)- qJ(v) 

Sumando ambas desigualdades y dado que d1 es métrica, 

obtenemos que: d1 (u, v) =O y así u= v, es decir,~ es antisimétrica. 

• ~ es transitiva: 

Supongamos que u~ v y v ~ w, por definición qJ(u) S qJ(v)- E d1 (u, v) y 

qJ(v) S qJ(w)- E d1 (v, w). Luego, 

E d1 (u, v) s; qJ(v)- qJ(u) 

E d;.(v, w) S qJ(w)- qJ(v) 

Sumando las desigualdades anteriores, se obtiene: 

E [d1 (u, v) + d;.(v, w)] :S qJ(w)- qJ(u) 

Y como d¡ es métrica en M: dil(u, w) :S dil(u, v) + d¡(V, w) 

Así se tiene que: E d¡(u, w) :S <p(w)- <p(u), equivalente a: <p(u)::;; <p(w) -E d;.(u, w) 

Por tanto: u~ w, cumpliéndose la transitividad de~. 

De esta forma queda demostrado que ~ es una relación de orden parcial en M. 

- Construcción de (SrJ para n E N 

Definamos ahora una sucesión de subconjuntos de M, (Sn) de la forma siguiente: 

Tomemos J.l.i = ü, se define: Si = {u E M /u ~ JLd y observamos que Si =F 0 pues en 

particular Jli ~ Jli ya que ~ es reflexiva. 
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Ahora, dado que cp es acotado inferionnente en M, en particular, cp es acotado inferionnente 

en (Sn) ~ M y luego por definición de ínfimo: 

Seguidamente, definamos: S2 = {u E M fu ~ J.l2} y observamos que S2 * 0 pues en 
particular J.l2 ~ J.l2 ya que~ es reflexiva. Además, como J.l2 E S1 ,por definiciónJ12 ~ J11 . 

Así: S2 ~ S1 , puesto que si w E S2 , entonces w ~ J12 ~ J11 y por transitividad w ~ Jlt> luego 
w ES1 . 

Procediendo inductivamente y de fonna análoga a lo hecho anterionnente, construimos los 
conjuntos Sn, con 

Sn = {u E M fu ~ J.ln} donde Jln E Sn-1 

Y por definición de ínfimo, satisface que: 

Además, dado w E Sn, luego: w ~ Jln. Y como J.ln E Sn_1 , J1n ~ Jln-1 y por transitividad: 
w :::;; Jln-1 , por ello w E Sn_1 . Así Sn!;; Sn-1 y en general: 

paran E M fijo arbitrario. 

Afirmación 1: Cada Sn es un conjunto cerrado. 

Sea (wk) !;; Sn, n fijo, arbitrario, tal que wk ~ w. 

Como cada termino de wk: pertenece a Sn, por definición de Sn: wk: ~ Jln, lo cual equivale a: 
cp(wk:)::;; cp(Jln) -E d¡(wk,J.ln) 

Luego, tomando límite inferior en ambos miembros de la desigualdad: 

lirninfk-.oo cp(wk)::;; lirninfk:-+oo cp(Jln) -lirninfk....,oo E d¡(wk,Jln) 

Dado que cp es semicontinua inferior en M, y como wk: ~ w, luego: 

... (2.30) 

... (2.31) 

Luego, por transitividad de (2.30) con (2.31) y dado que la distancia es en particular función 
continua, y por tanto también semicontinua inferior: 
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Y como wk ---+ w: q>(W) ~ q>ÚJ.n)- E d¡(W,Jln) 

Lo que significa que: w ~ Jln.Y asimismo: w E Sn. 

Por lo tanto: Sn ~ Sn 

Y asi: Sn es un conjunto cerrado 'v'n E N. 

Afirmación 2: Diam(SrJ---+ O cuando n ---+ oo. 

Sea w E Sn, n fijo arbitrario, entonces por definición de Sn,: 

... (2.32) 

Por la construcción de S11 : qJÚJ.n) ~ inf5n_
1 

({J + 
2
En' 

y como Sn ~ Sn-1> luego w E S11_ 1 y en particular: ({J(W) ~ infsn-t ((J. 

Las desigualdades anteriores implican que: ({JÚln) ~ ({J(w) + 
2
: ... (2.33) 

De las desigualdades (2.32) y (2.33) se desprende que: 

... (2.34) 

Ahora, sean v y w elementos de S11 • Como d¡ es métrica en M, se cumple que: 

... (2.35) 

Luego, aplicando (2.34) en (2.35) y dado que n era fijo arbitrario en (2.34): 

d ( ) < .!.. +.!.. = z-n+l 
A. V, W - 2n 2n ... (2.36) 

Observamos en (2.36) que cada S11 es acotado, pues z-n+l :s; 1, para todo n ~ 1 y por tanto 
tomando supremo y por su definición se tiene que: 

o :s; SUPv,wESn d;¡_(V, w) :s; z-n+l ... (2.37) 

Y dado que SUPv,wesn d¡(v, w) = diamS11, tomando limite en (2.37) se obtiene que: 

O :s; lim diam Sn :s; lim z-n+l = O 
11-+00 11-+00 
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Por tanto: 

Diam Sn ..., O cuando n ..., oo. 

Dado que M es completo, (Sn) es una sucesión decreciente de conjuntos cerrados en M y 
di a m Sn ..., O cuando n ..., oo, se tiene las hipótesis del lema 2.2, por tanto: 

3! UA_ E M tal que 

Queda entonces probar que u¡ satisface i), ii) y iii). 

Pruebadei) 

Como n~=t Sn = {u;¡} , U;¡_ E Sn para todo n E N y como Sn es decreciente luego U;¡_ E S1 • 

Asi: u¡~ ü = J.lt· Y por definición de~ 

Y como E > O y d¡ CJ.lv u¡) ~ O, 

Luego por transitividad se obtiene que qJ(u¡) ~ qJ(J.l1 ). 

Prueba de ii) 

Como ü = J.lt y aplicando desigualdad triangular: 

Recordando la desigualdad (5) en la demostración de la afirmación 2: 

Luego 

procediendo inductivamente: d;¡_ CJ.ln-v J.ln) ~ 
2
:_1 , así: 
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n-1 n-1 

d;.CJ.tn,u) :5 d;.(JJ.11 p2 ) + d;.ÚJ.2,J13) + ···+ d;.(Jln-vJln) = L d;.(Jli,Jli+1) :5 Lz~· 
j;1 j;1 

Y haciendo tender n a oo , como n~1 Sn = {u;.}, Jln -+ u;. y como las distancias son 

continuas en el espacio métrico M: 

Es decir: d;.(u¡, u)= ¡d(u;., u) :51. 

Por tanto: d(u;., u) :5 A.. 

Prueba de iii) 

Sea u E M, con u * u;.. 

Afinnamos que u =~; u;.. 

Si suponemos lo contrario, es decir, que u~ uA., como u;. E Sn, uA. ~ Jln para todo n E N. Y 

por transitividad u ~ Jln para todo n E N, es decir: u E Sn para todo n E N. 

contradicción. Por tanto u =/; u;.. Y ahora por negación de"~": 

Es decir: 

qJ(U) > qJ(U;.)- E d;.(U, U;.) 

qJ(u;.) < qJ(u) + ¡d(u, u;.) 

Asi queda demostrado el teorema 2.3.1. 

u=u;. 

Vu :¡:.U;.. 

, lo cual es una 

Corolario 2.3.2 Sea (M, d) un espacio métrico completo y qJ: M -+ 1m. u { +oo} una función 

semicontinua inferior y acotada inferiormente. 

Supongamos que para cada E > O, existe u tal que lfJ (u) :5 infM qJ + E 

Entonces, existe v E M tal que 
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i) cp (v) ::::; cp (ü) 

ii) d(v, ü) ::::; ..JE y 

iii) cp (v) < cp (u)+ ..JE d(u, v) 

Demostración 

Basta tomar 1 = ..JE en el teorema anterior. 

Corolario 2.3.3 Sea X un espacio de Banach y cp: X ~ ~un funcional de clase C1 
, acotada 

inferiormente. 

Dada una sucesión minimizanté (Un) para cp, existe otra sucesión minimizante (vn) tal que: 

ii) llvn -Unll ~ OenX 

iii) llcp'(vn)llx- ~O 

Demostración 

Recordemos que Un es sucesión minimizante para cp si: 

lim cp(Un) = inf cp = e 
n~oo X 

Pruebadei) 

Luego por definición para E = 1: existe m1 E N tal que si n :;:: m1 entonces 

ICfJ(Un)- el < 1. De la misma forma para E = -i: existe m2 E N tal que sin :;:: m2 entonces 

lcp(Un)- el < !.. Procediendo de forma inductiva obtenemos que : para E=!.: existe 
2 n 

mn E N tal que si n:;:: mn entonces lcp(Un)- el<!.. Y en el caso de que n < mn puede 
n 

pasar que lcp(Un) -el < !. o lcp(Un)- el 2:: !.. Además, si cp(Un) -e < O, obviamente 
n n 

1 
cp(u,J- e < -. 

n 
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1 
Por tanto, tomando En= max{-,qJ(Un)- e}, luego 

n 

... (2.38) 

, y así se satisfacen las condiciones para aplicar el corolario 2.3.2, debido también a que X al 

ser espacio de Banach en particular es métrico y completo , qJ al ser de clase C1 en particular 

es continua y así más aun semicontinua inferior y por hipótesis qJ es acotada inferiormente. 

Luego, aplicando el corolario 2.3.2, y de forma inductiva para cada n E N, existe (v11) 

sucesión de puntos en X tal que: 

para cada n E N ... (2.39) 

Además como e es cota inferior de qJ en X, luego e ::5 qJ(vn) , haciendo n tender a oo y por 

(2.39): 

lim e ::5 lim qJ(Vn) ::5 lim qJ(Un) = e 
n-+co n-+co n-+co 

Así se ha probado el inciso i), además que (vn) es una sucesión minimizante para ((J. 

Del corolario 2.3 .2, también se desprende que: 

... (2.40) 

(/J (vu) < (/J (u)+ .JE d(u, Vn) \fu =1:- Vn en X , para cada n E N .... (2.41) 

Pruebadeü) 

De (2.40) vimos que llvn- Unll ::5 JE; donde En= max~,qJ(Un)- e}. 

Luego haciendo n tender a oo: O :5limu-.oollvn- ~~11 ::5 lim JE; 
n-+co 
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Observemos que si 2:. ::;; <p(Un)- e , luego lim Fn = jlim <p(Un) -e =O pues Un es 
n -oo - 00 

sucesión minimizante. 

Y si 2:. ~ cp(u,J- e, luego limFn = lim {!=O. 
n n-+oo n-+oo..J-; 

Por tanto:O ::;; limn-.oo llvn -Un 11 ::;; O y así por teorema del Sándwich , 

Prueba de iii) 

Sea u= V11 + th con hE X\ {8} yt >O. 

Observamos que u =f:. Vn, luego en (2.41 ): 

Luego: 

<p(Vn)::;; <p(V11 + th) + Fnllvn- (V11 + th)ll 

S <p(Vn + th) + Fnll-thll 

-Fnllthll S <p(Vn + th)- <p(Vn) 

-tFnllhll S tp(Vn + th) - tp(Vn) 

-Fnllhll S tp(Vn + th; - <p(Vn) 

Luego haciendo tender t ~ o+ y como por hipótesis <p es de clase C1
, <p es Gllteaux 

diferenciable, por tanto: 

Y como hE X\ {8}, llhll >O. Entonces: 

_ r;:- < (tp'(vn),h) ( ) 
...¡En- llhll ... a 

Ahora tomando u = Vn- th con h E X\ {8} y t > O. 

Como u =f:. Vn, luego en (2.41): 
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Entonces: 

~ <p(Vn- th) + .JEn'llthll 

-.JEn' tllhll ~ <p(Vn- th) - <p(Vn) 

-.JEn' llhll ~ <p(Vn - th; -<p(Vn) 

Cuando t ~ o+ y como <p es Gateaux diferenciable: 

-Fn llhll ~ (<p'(vn), -h} 

-Fn llhll ~ -(<p'(vn), h} 

Luego: r;:- > (qJ'(vn),h} (a) 
...¡en - llhll ... p 

Y así de (a) y ({1): 

,hEX\{8} 

Como el supremo es la menor de las cotas superiores: 

. Luego, haciendo n tender a oo, y como se vio anteriormente que .JEn' ~ O, obtenemos que: 

• 
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2.4 Estudio de la Existencia de solución débil del sistema (*) 

Teorema 2.4.1 

Bajo las condiciones (M), (FJ, (F2,) y (p), el problema (*)posee una solución débil 

Observación 2.11 

Procediendo como se hizo en la sección 2.1.6 de soluciones débiles, definimos el concepto 

de solución débil para el problema(*). 

Luego , multiplicando la primera fila de (*) por t/J : 

Análogamente en la segunda fila por <p: 

Y luego integrando 

Análogamente: 

Luego aplicando la identidad de Green vista en la observación 2.4: 

e iJu iJv ed ál · · omo a
71 

= 
811 

= o en an qu ar o stgmente: 

y 

[M1(f niVulPdx)t-
1 f .aiVulP-2VuVt/J = f n[f(u, v) + p1 (x)]t/J 

[M2 (J niVvlPdx)t-
1 f n1Vv¡P-2VvV<p = f n[g(u, v) + p2 (x)]<p 

Luego definimos una solución débil para (*) de la siguiente forma: 

... (2.42) 

... (2.43) 
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Es toda función (u, v) e W1·P(O) x W1·P(O) que satisface (2.42) y (2.43) 

Demostración del teorema 2.4.1 

Sea X= W1·P(fi) x W1·P(fi) que es un espacio de Banach gracias a que W1·P(O) lo es. 

Empecemos definiendo el funcional J: X ~ ~ dado por: 

para todo (u, v) E X, donde: 

Proposición 2.4.1 El funcional ] esta acotado in{ eriormente. 

Demostración 

- Primero veamos que 1 está bien definida. 

Observamos que por desigualdad de Hólder y por condición (p ): 

(2.44) 

Análogamente: 

(2.45) 

para todo (u, v) E X. 

Por otro lado, tenemos que por condición (M), para i = 1,2, M¡(s) son continuas y funciones 

positivas . Luego [Mi(s)]P-l también son funciones continuas por tanto integrables, es 

decir: Mt(t) = J:[M¡(s)]P-1 ds existe para i = 1,2. 

Luego, por teorema de valor medio para integrales en ~.existe t0 E [O, f niVuiP] tal que 
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Y existe t 1 E [0, f niVviP] tal que 

Entonces: 

para todo (u, v) E X. (2.46) 

Solo falta verificar que: f nF(u, v) este bien definido, veamos: 

Por condición (F2), existe k > O tal que F(u + k, v +k) = F(u, v) es decir F es periódica, 

además por condición (F1), F es en particular, continua en [0, k] x [0, k]. Luego al ser F 

continua en un compacto, es acotada para cada (u, v) E ~2 , así en particular, existe una 

constante C > O tal que: 

F(u, v) $",e V (u, v) E X. 

Seguidamente, integrando y como .a es acotado: 

f nF(u, v) $;e med(fl.) < oo. (2.47) 

De (2.44), (2.45), (2.46) y (2.47) se obtiene que] está bien definido. 

- Ahora veamos que l está acotado inferiormente: 

Gracias a la proposición 2.2.1 se tiene que: 

Dado (u, v) E X, u= u0 +a, v = v0 + P donde a y PE~ y u0 , v0 E W0 , es decir 

Luego: 
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](u, v) = ;M;_(f niVujP) + ;M;(f niVviP)- f nF(uo +a, Vo + {3)- f nPt(uo +a)-

f nP2(vo + {3) 

Por (2.47): F(u0 +a, v0 + {3) :S e med(O) 

Entonces: 

= :_M1(f niVuiP) + :_M2(f niVviP)- e med(O)- f nPtUo- af nPt- f nP2Vo- Pf nP2 p p 

... (2.48) 

Además por condición (p), Pv p2 E Lq(O), y como u0 , v0 E W0 e LP(O), aplicando 

desigualdad de H<>lder se obtiene que: 

... (2.49) 

Luego remplazando (2.49 )en la desigualdad (2.48) y tomando en cuenta que por condición 

(p) : f n Pt = f n P2 = O : 

1 1 
](u, v) ~ ¡;M';.Cf niVujP) + ¡;Kfzcf n1Vv1P)- e med(O)- IIP1 IILqlluoiiLP -IIP2 11LqllvoiiLP 

... (2.50) 

Y ahora por condición (M): M1 (t),M2 (t);?: m 0 

Entonces, integrando: 

rfniVuiP 
~(f niVuiP) =Jo [Mt(s)]P-1ds ;;:: moP-1(f niVuiP) 

M;(f niVviP) = J!niVviP[M2(s)]P-1ds ;;:: mop-lÚ niVviP) ... (2.51) 

Luego, remplazando las dos desigualdades de (2.51) en (2.50): 
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](u, v) ~ m0P-
1cf niVuiP) + ml-1cf niVviP) -C med(íl)- IIP111Lqlluolla•-

IIPziiLqllvoiiLv ... (2.52) 

Seguidamente, utilizando la desigualdad de Poincaré-Wirtinger pues 

u0 , v0 E W0 : 

( 
1 )1/p f 1j lluoiiLv $ -;¡;; ( .aiVuoiP) P ... (2.53) 

Luego remplazando (2.53) en (2.52): 

](u, v) ~ ml-1Cf niVuiP + f niVvjP) - C med(íl)- IIP1 11Lq ( ~J11P cf niVuoiP) 
1
/P-

11 11 ( 
1 )1/p f p 1jp Pz Lq -;¡;; ( niVvol ) ... (2.54) 

Ahora, observamos que: 

m0P-1 (J niVuiP + f n1Vv1P) ~ O 

pues f niVujP ~O, f niVvjP ~O y m0 >O. 

es acotada inferiormente para todo s, t ~ O , debido a que: 

Como 

Análogamente: 

Entonces, sumando (2.57) y (2.58), y cambiando de signo tenemos que: 

... (2.55) 

. .. (2.56) 

... (2.57) 

... (2.58) 
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_ IIP1IILq (s)1fp _ IIPziiLq (t/IP 
( 1/Jo)lfp ( 1/Jo)l/p 

~ _ IIP1ll~q (s)1fp _ IIP1II~q (t/IP- IIP2II~q (s/IP _ IIP2II~q (t) 1jp 
( 1/Jo) /p ( 1/Jo) /p ( 1/Jo) /p ( 1/Jo) /p 

... (2.59) 

Y como sabemos por el cálculo en Jm2 la función(- IIP1 1l~q - IIP2 II~q )(s1
1P + t 1

1P) 
( t/Jo) /p ( t/Jo) /p 

posee mínimo por el criterio de la Hessiana , ya que: 

D = (- 11Ptll1q - IIP211iq) (!.) (!.- t) //p-2 >O ya que!.< 1 
ss ( t/Jo) lv ( 1/Jo) lv p p p 

y 

Luego: 

Por lo tanto(- IIP1 1l~q - IIP2 IItq )(s1
1P + t 1

1P) posee mínimo, luego en (2.59) y (2.56): 
( t/Jo) /p ( t/Jo) /p 

es acotada inferionnente. 

Y así, remplazando (2. 56) en (2.54 ), y con lo desarrollado anterionnente, concluimos que el 

funcional] esta acotado inferionnente, para todo (u, v) E X. 
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Proposición 2.4.2 El funcional 1 es de clase C1 (X). 

Demostración 

i) J es Fréchet diferenciable. 

En efecto: 

Para probar que 1 es Fréchet diferenciable, probaremos que 1u(u, v) y 1v(u, v), están bien 

definidas, existen y son continuas, para luego aplicar el Teorema 2.1.18 y concluir que] es 

F- diferenciable. · 

Para ello definamos: 

'1(1/J,cp) E X: 

<lv(u, v),cp) = [M2 (J IVviP)]P~1 L 1VviP-2VvVcp- L g(u, v)cp- L P2CfJ 

n 

Afirmación 1: 1u(u, v) y 1v(u, v) están bien definidas. 

pues M1 (t) >O, y por Desigualdad de Holder en IP1 IIl/JI y en IVuiP-1 1Vl/JI, ya que 
IVuiP-t E Lq(n) y IVlfJI E LP(fi): 

1 u. (u, V). 1/1>1 :,; [M, (¡IVuiP) r' 111 Vul'-'11 L q (n) IIV.P 11 L' (fi) + In lf (u, V) 111/11 
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( 

1/p 
Asimismo: como 111/JIIP wl·P(n) = J 11/JIP + f IV1/JIP luego J IVl/JIP) ~ 111/JIIwl·P(n) 

Entonces: 

Además, por condición (F1): Fu(u, v) = f(u, v) y Fes de clase C1, luego fes continua y en 

particular lf(u, v)IP es continua por tanto integrable. Así lf(u, v)l e LP(fi). 

De este modo, aplicamos la desigualdad de H<>lder en lf(u, v)lll/JI, y se obtiene: 

Y haciendo 

Luego: 

donde: Kcu,v) = Pcu,v) + Mcu.v) + k 2 cu,v)· 

Por lo tanto lu (u, v) esta bien definido en W 1·P (O). 

Análogamente se demuestra que }17 (u, v) está bien definido. 

Por tanto lu(u, v) y lv(u, v) están bien definidas. 
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Afirmación 2:Ju(u, v)y lv(u, v) existen en W 1·P(fl). 

Queremos demostrar que existe: 

(J ( ) ) l
o J(u+tw,v)~](u,v) 

u u,v ,w = 1m 
t-+0 t 

todo w E W 1·P (fl). 

La prueba de que lv(u, v) existe en W 1·P(fl) será análoga a la que se demostrará a 

continuación para lu (u, v )o 

En efecto: 

In P1 (u+ tw)- In P2V 

y ](u, v) =;M;. {In IVuiP) +;M; {In IVviP)- In F(u, v)- In P1U- I nP2V 

Luego: 

o ](u+ tw, v)- ](u, v) 
hm-------
t ... o t 

o ~M;. {In IV(u + tw)IP) +! M2 {In IVviP)- In F(u + tw, v)- In P1 (u+ tw)- In p2v 
=hm P 

t-+0 t 

-[~M;. {In IVujP) +~M; {In IVviP)- In F(u, v)- In P1U- f nP2v] 
t 

. ](u+tw,v)-](u,v) [ ( )]p-1 
Y así para demostrar que hmt~o t = M1 In IVuiP In IVuiP-2VuVw -

In f(u, v)w- In P1W 

52 



bastará verificar que se cumpla lo siguiente: 

a. /(u)= M;_ (In IVuiP) es Gateaux diferenciable con derivada 

l . In F(u+tw,v)-fn F(u,v) J. ( ) 
b. lffit-+0 t = .a t u,v w 

Prueba de a. 

• Supongamos que u = O en W 1·P (fl). 

Luego: 

. I(u + tw) -/(u) . J(tw) -/(0) . J(tw) -/(0) 
hm =hm =hm-----
t-+o t t-+o t t->o t 

. J.fn IVtwfP[Ml(s)]P-lds 
= hm-:0:....--------

t-+o t 

Aplicando la regla de L' Hopital y por consecuencia del ler teorema fundamental del 

cálculo pues M1 es continua por condición (M): 

J(u+tw)-l(u) J J lim = lim[M1 (tP IVwiP))P-1.p. tP-1 IVwiP 
t->0 t t-+0 

n n 

Por la continuidad de M1 y aplicando límite cuando t ...._. 0: 

. /(u+ tw) -/(u) 
hm = M1 (0).p.O =O 
t->0 t 

Es decir: 

(/'(O), w) =O Vw E W 1·P(fl) 

Por lo tanto 1 es G-diferenciable en el origen. 
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• Ahora, sea u E W 1·P(J2) \{O} 

y sean P: W 1·P (n) ~ LP (n) 

w--+ IVwl 

Q:LP(J2) ~ ~ 

v~ L lviP 

M;.:~~~ 

t ~ M;_(t) = Lt[M1 (s)]P-1 ds 

Comol(u) =M,. (fn IVuiP)=JfnlVu(P[M1 (s)]P-1ds 

Vemos que: 1 = M1 o Q o P. Por tanto según el teorema 2.1.19 bastará probar que M;. y Q 

son F- diferenciables en su correspondiente dominio y P es G-diferenciable en u e 

W1·P(J2) \ {0}. 

1° M1 es F- diferenciable. 

Prueba: 

Por definición: M1 (t) = J;[M1 (s))P-1ds 

Y por condición (M), M1 es función continua, luego, aplicando el primer teorema 

fundamental del cálculo: 

3 M¡'(t) = [M1(t)]P-l 

Por lo tanto M1 es derivable, en particular, es F-diferenciable en~. 

2° Q es F- diferenciable. 

Prueba: 
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Primero probaremos que Q es G- diferenciable y luego que Q' es continua para aplicar el 

teorema 2.1.14 y así verificar que Q es F- diferenciable. 

• O es G- diferenciable: 

Sean u, vE LP(fi) y tE [0,1] 

Definimos h: [0,1] ~IR{ 

1 
t ~ h(t) = -lu(x) + tv(x)IP 

p 

Observamos que hes continua en IR{, en particular en [0, t], con tE ]0,1[ luego podemos 

aplicar el teorema de valor medio, es decir, existe 8 E ]0,1[ con tli E ]O, t[ tal que 

h(t)- h(O) = [h'(tli)](t- O) 

= t[lu(x) + tliv(x)IP-1sgn(u(x) + tliv(x))v(x)] ... (2.61) 

Entonces: 

lh(t)- h(O)I = [lu(x) + t/iv(x)IP-1 Iv(x)l] 
t 

pues lsgn(u(x) + tliv(x))l = 1 por definición de la función signo. 

Aplicando desigualdad triangular en (2.62) y como t/i < 1 (en particular :5 1): 

lh(t) ~ h(O)I :5 [l!u(x)l + lv(x)llp-llv(x)l] 

Por otro lado, aplicando desigualdad de Holder (Teorema 2.1.4): 

... (2.62) 

... (2.63) 

p-1 .! 

jllu<xJI + lv(xlll"-'lv(xJI,; [Jilu<xll + lv<xlll•] • [Jiv(x)l•r 

... (2.64) 

Lo anterior se debe a que: 

como u, vE LP(fi), lu(x)l + lv(x)l E LP(!l), luego 
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J [llu(x)l + lv(x)llp-
1]#r = J llu(x)l + lv(x)IIP < oo 

n n 

Por ello l!u(x)l + lv(x)llp-
1 

E LP~1 (fi) y como vE LP(fi) con !. + p-1 = 1 se aplica la 
p p 

desigualdad de Holder y se obtiene (2.64). 

Así gracias a (2.64) y (2.63), se puede aplicar el teorema de convergencia dominada de 

Lebesgue (Teorema 2.1.1 ): 

lim J h(t)- h(O) = J lim-h(_t)_-_h_(o_) 
t->0 t t->0 t 

n n 

1 1 
· donde h(t)- h(O) = -lu(x) + tv(x)IP- -lu(x)IP 

p p 
... (2.65) 

Gracias a lo visto anteriormente, probaremos que Q es G- diferenciable. 

. Q(u + tv)- Q(u) . In lu(x) + tv(x)IP- In lu(x)IP 
hm = hm....::..------...:.::----
t-.o t t-->O t 

= lim!_[J (lu(x) + tv(x)IP -lu(x)!P)dx] 
t-->0 t 

.n 

Despejando lu(x) + tv(x)IP -lu(x)IP en (2.65) y reemplazando el resultado en (2.61): 

Q(u + tv)- Q(u) 1 J 
lim =lim- pt[lu(x) + tov(x)IP-1sgn(u(x) + tov(x))v(x)] 
t-->0 t t-->0 t 

n 

= limp J [lu(x) + tov(x)IP-1sgn(u(x) + tov(x))v(x)] dx 
t-->0 

n 

Debido a lo obtenido en (2.64) y (2.63), y lo concluido en (2.65) se aplica el teorema de 

convergencia dominada de Lebesgue: 
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Q(u + tv)- Q(u) J 
lim = p lim[lu(x) + tó'v(x)IP-1sgn(u(x) + tó'v(x))v(x)] dx 
t~o t t~o 

n 

Q(u + tv)- Q(u) J 
:. lim =p luiP-1sgn(u)vdx 

t~o t 
\fv E LP(fl). 

n 

Así 3Q' (según G~teaux) y más aún: (Q'(u), v) = p fn luiP-1sgn(u)v dx \fv E LP(fl). 

• O' es continua en LP (!1): 

Consideremos la función real a: IR?.~ IR?. tal que a(t) = pltiP-1sgn(t) que es continua 

gracias a que en el punto problema cero lo es analizando por limites laterales. 

1 1 
Luego como-+- = 1: 

' p q 

Entonces: 

Luego, para u E LP(f.l): 

Entonces: 

L la(u(x))lqdx S pq L lu(x)IPdx < oo 

a(u) E Lq(n). 

Ahora construyamos el operador: 

u ~ T(u) = a(u) 

~ Probemos que Tes continuo en LP (!1): 

En efecto: 

Sea (Uv)v~1 s;; LP(fl), u E LP(fl) tal que Uv ~u en LP(fl). 

Porteorema2.1.7, existen (Uvkh~1 subsucesión de (Uv)v~1 y HE LP(fl) tal que: 

Uvk ~ u c. t p. en .n y 
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lu,k(x)l s; H(x) c. t p. en n 'Vk ~ 1 

Y haciendo tender k al infinito: lu(x)l s; H(x) c. t p en n 

De la continuidad de a: ~ ~ ~ : 

Además: 

la ( Uvk(x))- a(u(x))l s; la ( u,k(x) )1 + la(u(x))l 

s; Plu,k(x)lp-1 + plu(x)IP-1 

s; 2piH(x)IP-l 

Entonces: la ( u,k(x))- a(u(x))r s; (Zp)qiH(x)ICp-l)q = (2p)qiH(x)IP 

Luego por teorema de convergencia dominada: 

Como teníamos al inicio, sean (Uv)v<!:l ~ LP(.Q), u E LP(.Q) tal que 1Lv ~u en LP(.Q). 

Supongamos absurdamente que existe E > O tal que: 

IIT(u,)- T(u)ll 1q ~E para cualquierv 

La desigualdad anterior implica que no existe ninguna subsucesión de T(u,) convergente, lo 

cual es una contradicción con la existencia de Uvk que cumple (Ll). 

Así: T: LP (.U) -4 Lq (.U) es continuo. 

~ Q': LP(fl) -4 (LP(fl))' es continua: 

En efecto, sea u, -4 u en LP(fl) y vE LP(fl). 

I(Q'(u,), v)- (Q'(u), v)l = p J lu,IP-1sgn(u,)v dx- p J luJP-1sgn(u)v dx 

n n 
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= J a(Uv(x))v(x)dx- J a(u(x))v(x)dx 
n n 

~ J la(Uv(x))- a(u(x))l!v(x)ldx 
n 

Aplicando desigualdad de H6lder: 

I(Q'(Uv), v}- (Q'(u), v}l ~ lla(Uv)- a(u)IILqllviiLP 

Así 

y como probamos que T es continua y Uv ~ u en LP (fl), haciendo V ~ oo: 

IIT(Uv)- T(u)IILq ~O 

Y por tanto: I(Q'(Uv), v}- (Q'(u), v}l ~O . 

Luego Q' es continua en LP (n). 

Asi, al probar que Q es G- diferenciable y Q' es continua en LP(fl), según el teorema 2.1.14 

obtenemos que Q es F- diferenciable. 

• 
3° P es G-diferenciable. 

Prueba: 

Recordemos que P se define como: 

v~IVvl 

• Si u= e o función nula, se cumple trivialmente pues IVul seria O y asi P'(u) =O. 

• Supongamos que u fuera una función en W 1·P (íl) no constante y por tanto no nula y 

V E W1•P(fl). 
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P(u + hv)- P(u) IVu + hVvi-IVul (IVu + hVvi-IVui)(IVu + hVvl + IVul) 
= = 

h h h(IVu + hVvl + IVul) 

= 

IVu + hVvl2 
- 1Vul 2 

= h(lVu + hVvl + IVul) 

1Vuj2 + 2hVu. Vv + h2 1Vvl2 -1Vul2 

h(IVu + hVvl + IVul) 

2Vu. Vv + h1Vvl 2 

- IVu + hVvl + IVul 

Vu.Vv 
donde esta expresión converge puntualmente a IVul cuando h tiende a O. 

Por otro lado, según consecuencia de la desigualdad triangular: 

IIVu + hVvi-IVul' < IVu + hVv- Vul = l l 
h - lhl Vv 

Así, por desigualdad triangular, desigualdad de Cauchy-Schwartz y por (2.67): 

Elevando a p 

IIVu + hVvl -IVul_ Vu. Vvl < l l IVui.IVvl = l l 
h IVul - Vv + IVul 2 Vv 

IIVu + hVvi-IVul Vu. Vv'P 
h - IVul S 2PIVviP 

. .. (2.66) 

... (2.67) 

... (2.68) 

Como 2PIVviP E L1 (.fl), pues vE W1·P(fl), y con lo probado en (2.68) y (2.66), se procede 

a aplicar el teorema de convergencia dominada {Teorema 2.1.1), con lo cual se obtiene que 

. J. IIVu+hVvi-IVul Vu.Vv'P . . 
hmh-+O n h - IVul = O, lo que s1gmfica que 

Así: 

P(u + hv)- P(u) Vu. Vv 
h converge a IVul en LP(fl), cuando h -+O. 

Vu.Vv 
(P'(u), v) = IVul 
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Es decir, Pes G- diferenciable 'r/v E W1·P(fi). 

Gracias a lo demostrado en los ítems 1 o, 2° y 3 o y por el teorema 2.1.19 la función 

composición: 

1 =M;. o Q o Pes G- diferenciable 'r/u E W1·P(.Q) \ {0}. 

Y más aún, por regla de la cadena: 

(l'(u), w) =(M¡' (Q o P)(u), (Q o P)'(u). w) 

= M,' (I IVuiP} (Q' (P(u) ), P' (u )w) pues M,' es una función de 111. en IR! 

Como conocemos M¡', Q' y P' por lo desarrollado anteriormente en los ítems 1°,2° y 3°: 

Como IVul > O, entonces sgn(IVul) = 1. 

Luego: 

(I'(u), w} = p[M1 <J IVuiP)]P-1 J 1Vu1P-2Vu. Vw 
n n 

Por tanto, en resumen: 

I(u) =(M;_ o Q o P)(u) =M;_ (In IVuiP) es G!teaux diferenciable con derivada 

(I'(u), w} = p [M1 (In IVuiP)r-
1 

f.o IVuiP-2VuVw para todo w E W1·P(.Q). 

Queda probada la parte a. 

Pruebadeb: 

. J F(u+tw,v)-J F(u,v) 
Debemos probar que hmt-+O n t n =f.o [(u, v)w 
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En efecto: 

Recordemosporlacondición(F1): f(x,y) = Fxex,y) con (x,y) E 1m2
. 

Luego, por definición de derivada parcial en 1m2 

. Fex + t,y)- Fex,y) ( ) te ) hm = Fx X, y = X, y 
t--+0 t 

... (2.69) 

Sean u, v y w E W1·Pefl), en particular (uex), v(x)) E 1m2 y como t-+ O en particular 

tw-+ O, reeplazando (u(x), vex)) en e2.69): 

. Feu(x) + tw(x), vex))- Feu(x), vex)) ( e ) e )) 
hm = {U X ,V X 

w--+o tw 
c.t.px E fl 

Seguidamente: 

1 . F(u(x) + tw(x), v(x))- F(u(x), v(x)) ( ( ) ( )) 
- hm = { U X , V X C. t. p X E fl 
Wt--+0 t 

Entonces: 

. F(uex) + tw(x), v(x))- F(u(x), v(x)) ( ( ( ) 
hm .• = f u x), v x) w 
t--+0 t 

c.t.pxEfl 

Ahora, sea L(t) = F(u(x) + tw(x), v(x))- F(u(x), v(x)) y t E [O, 8]. Observamos 

que Les función continua en !IR, en particular en [O, ó'] y derivable en(O, o) por la condición 

(F1 ). Luego, aplicando el teorema de valor medio para derivadas, existe {t E 1m tal que 

o < l{tl :5 ltl y: 

L(t) - L(O) = L' ({t)· (t- O) ... (2.70) 

Entonces, por condición (F1 ) y en (2.70): 

_1 F_( u_(_x )_+_tw_e_x)_, v_(_x)_)_-_F_( u_(_x_),_v(_x_) )_1 = !Fu ( u(x) + {t wex), v(x)) llw(x) l 
t 

= lf(u(x) + {tw(x), v(x))llfw(x)!l 

Y como lf(u(x) + {tw(x), v(x))ll!w(x)fl E L1 (fl), se puede aplicar el teorema de 

convergencia dominada, obteniéndose que: 
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J . J F(u + tw, v)- F(u, v) 
f(u,v)w = hm 

t~o t 
n n 

Con lo cual queda demostrado el inciso b. 

Así de las proposiciones probadas a y b, y reemplazando las igualdades obtenidas en la 

expresión (2.60), obtenemos que existe el siguiente límite: 

1
. ](u+tw,v)-](u,v) 
liDt-tO t = 

. ~M 1 (In IV(u+tw)!P )-~M 1 (In IVuJP )-[Jn F(u+tw,v)- In F(u,v) ]-Jn p1 tw 
hmt~o t 

Y que más aún tiene la forma: 

l
. ](u+ tw, v)- ](u, v) tm--------------t .... o t 

Por tanto existe fu (u, v) y más aun 

para todo w E W1·P(fi). ... (2.71) 

Análogamente y verificando los pasos en a y b para las funciones B y M; se obtiene que 

existe fv(u, v) donde: 

para todo <p E W 1·P (ll). ...(2.72) 

• 
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Afirmación 3: lu (u, v) (y respectivamente lv(u, v)) son funciones continuas en W 1·P (fl). 

Para ello tendremos en cuenta los siguientes lemas y propiedad: 

Lema A. 

Si p E [2, +oo > entonces vale: 

Demostración: Ver [19], pág.5. 

Lema B. 

Si p E < 1,2] se tiene: 

llziP-2z -lyiP-2yl S iJiz- Yl p-l 'r:/y,z E !Rl.N Y~ E !Rl.. 

Demostración: Ver [19], pág.5. 

Propiedad 2.4.1 

Demostración: 

Dado que f(x) = xP es función no decreciente y no negativa para x ~O , p ~ 1 y dados 

a , b ~ O, observamos que: 

Si a S b, entonces: f(a)::;; f(a+b)::;; f(b) y 
2 

Si b S a, entonces: f(b) S tt+b) S f(a) 
2 

Asi, se obtiene que: 

(
a+ b) f -

2
- S max{f(a),f(b)}::;;; f(a) + f(b) ,para todo a, b ~O 

Es decir: e;bt ::;; (a)P + (b)P 

Por lo tanto: (a+ b)P::;;; 2P(aP + bP). 

Prueba de la afirmación 3: 

64 



l. Veamos la continuidad del siguiente funcional: 

{G(u), 1/J} = f IVuiP-2VuVl/J' Vl/1 E W1·P(.fl) 'u E W1·P(.fl) 
n 

En efecto: 

Definamos 

1/J -+ {G(u), l/J) = fn 1VuiP-2 VuVljl 

1/1 E W 1·P (.fl) y luego por la desigualdad de Holder, se obtendrá la buena definición de G. 

Además sabemos que por definición de norma de un funcional: 

IIG(Uv)- G(u)llwt·P(n)' = sup I{GUv, v}- {Gu, v>l 
ltvllwt,p=l 

... (2.73) 

Primer caso: para p E [2, +oo > 

IIG(Uv)- G(u)llwt·P(n)' = sup I(GUv, v}- (Gu, v)l 
ltvllwt.p=l 

Luego, por desigualdad de Holder: 
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1 

= [¡11Vu,I.-2 Vu, -1Vui•-2Vui• r ... (2.74) 

Luego, aplicando el lema A en (2.74), existe {3 e~ tal que: 

1 

IIG(u,)- G(u)iiw'·P(n)' ,;; [¡ CPIVu,- Vui(IVu,l + IVui)P-Z )• r 
1 

= {3 [J IVUv- Vull-"r (IVUvl + 1Vui)CP-2)qlc¡ 
.n E LP-1 (.0) E=! 

E LP-2(.Q) 

Y como - 1
- + p-

2 = 1, se aplica desigualdad de H5lder: 
p-1 p-1 

1 

,;; P[(¡IVu,- Vui• )* (¡ (IVu,l + IVui)P )~f 
1 

!l. .!!::! q 
Entonces: IIG(Uv)- G(u)llwl·P(.n)' ~ {3 [ (J.n IVUv- VuiP )P (fn (IVUvl + IVui)P )v-1

] 

Además, según la propiedad 2.4.1: 

( )~ ~( )#=& IIG(u,)- G(u)iiw'~(nJ',;; P ¡IVu,- Vui• 2<P-~Jq ¡IVu,l" + IVul" 
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Y como Uv ~u en W1·P(.O), luego IIUv- ullw1,p ~O y llu.vll~1,p ~ llull~t,p, por lo 

tanto: 

IIG(Uv)- G(u)llwt·P(.n)' ~O 

Obteniéndose así la continuidad de G en W1·P (n) para p e [2, +oo >. 

Segundo caso: Para 1 < p < 2 

Supongamos que Uv ~u en W1·P(.O). Repitiendo los pasos desde (2.73) hasta (2.74) 

tenemos que: 

1 

fiG(u,)- G(u)flw'·•(n)' S[¡ JIVu,IP-2Vu, -IVuiP-2Vul•r 

Aplicando el lema B, existe ~ E ~ tal que: 

1 

fiG(u,)- G(u)flwLP(n)' S [~• f IVu,- Vul(p-tJqr 

Luego: 
p-1 

fiG(u,) - G(u)flw'·•(n)' S ji[! IVu, - VuiP r 
p-1 

s ~(IIUv- ull~1.vfiJ 
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Y como Uv-+ u en W 1·P(.O), luego IIG(Uv)- G(u)llwl·P(n)'-+ O 

Por lo tanto G es funcional continuo en W 1·P (.O) para l < p < 2. 

• 
Ahora resumiendo: 

Dado que: 

Es lo mismo que escribir: 

... (2.75) 

Se ha probado que G(u) es continuo Vl/J E W1·P(.O). Por otro lado: 

- M1 es función continua por la condición (M), ahora, si (uv) en W 1·P(.O) tal que 

Uv -+u en W1·P(.O),luego por teorema 2.1.12 (Rellich-Kondrachov) ya que 

convergencia fuerte implica convergencia débil: 

Y como p < .!!!J!_, luego Uv -+ u en LP (Jl), y por tanto: 
N-p 

Solo falta verificar que In f(u, v)l/J y fn p11/J sean funcionales continuos. 

11. Sea vE W1·P(fi) fijo. El funcional A( u) tal que (A( u), liJ) =In f(u, v)liJ es 

continuo VliJ E W1·P(fi). 

En efecto: 

Sea (A(u),l/J) =In f(u, v)l/J (v fijo en W1·P(Jl)) 
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Si Uv -+ u en W 1·P (il), entonces: 

(A(Uv)- A( u), l/J) = { f(Uv, v)l/J-L {(u, v)l/J 

S L lf(Uv, v)- {{u, v)lll/JI ... (2.76) 

Luego por condición (F1 ), f (u, v) = Fu (u, v) y F es de clase C1
, luego f es continua c. t. p. 

en n. Es decir: 

f(Uv(X), v(x)) -+ f(u(x), v(x)) c. t. p. en n. 

Además lf(Uv, v)lq E L1 (il), por tanto, aplicando teorema de convergencia dominada se 

obtiene que: 

f(Uv, v)-+ {(u, v) en Lq(.n 

Por otro lado, aplicando desigualdad de Holder en (2. 76): 

... (2. 77) 

(A(Uv)- A(u), l/J) S L lf(Uv, v)- {(u, v)lll/11 S llf(Uv, v)- {(u, v)IILqlll/JihP 

Haciendo v-+ oo, gracias a (2.77): llf(u,, v)- {(u, v)IILq -+O 

Por lo tanto: (A(Uv)- A(u), l/J) -+ O 

Demostrándose que A(u) es continuo Vl/J E W1·P(J2). 

III. El funcional B(u) =f0 p1llf es continuo Vllf E W1·P(fi). 

En efecto: 

Dado que el funcional B(u) no depende de u debido a como está definido, Bes funcional 

continuo Vl/J E W 1·P (fl). 

Asi gracias a lo probado en las afirmaciones I, II y m tenemos que el funcional lu (U, V) 

definido como: 
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= (Mt cf IVuiP)]P-l(G(u), 1/J)- (A(u), 1/J)- (B(u), 1/J) 
n 

es continuo para todo 1/J E W1·P(.fl) puesto que G(u), A(u) y B(u) lo son. 

Y de la misma forma se verifica que fv(u, v) definido como: 

es continuo para todo rp E W1·P(.fl). (donde aquí u será fijo) 

Queda asi demostrada la afirmación 3. 

Y por tanto, de las afirmaciones 1, 2 y 3, concluimos por el Teorema 2.1.18, que como 

fu(u, v) y fv(u, v) existen y son continuas, luego 1 es F-diferenciable en W1·P(.fl) x 

W 1·P(.fl), y más aún: 

(}'(u, v), (1/J, rp )) = Uu (u, v),l/J) + Uv(u, v), rp), 1/J, rp E W1·P (.fl) ... (2. 78) 

Y reemplazando (1 ) y (2) en (2.78): 

(j'(u,v),(l/J,rp))= [M1 (J1VuiP)]P-l L IVu1P-2 VuVl/J- Jn f(u,v)l/J- L Ptl/J+. 
n 

... ( 2.79) 

Con lo cual queda demostrado el inciso i) de la proposición 2.4.2. 
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ii) ]'es continua en X. 

Prueba: 

Sea (Uv, vv) una sucesión en X que converge a (u, v) en X y (1/J, cp) E X. 

Gracias a lo obtenido en (2. 78): 

(/'(u, v), (1/J, qJ )} = (/u(u, v), 1/J} + (fv(u, v), cp} , 1/J, cp E W 1·P(fl) 

donde: ]':X-+ X' 

(u, v)-+ ]'(u, v) 

Y por la igualdad (2. 79): 

I(J'(u,, Vv), (1/J, cp)):... (/'(u, v), (1/J, qJ ))1= 

[M1CJ IVttviP)]P-l L IVttviP-2Vu,Vl/J-L f(ttv. vv)l/J- L P1l/J 
n 

+ [M, (i IVv, 1•) r L IVvv ¡•-'vv. \7"' - L 9 (u,. "')q> - L P2'P 

-<[M, (f 1vu1• )r L ¡vu¡•-'vuvw - L r<u.vJw- L p,,¡. 

+[M, (i IVvl• )r' L IVvi•-'VvVq> - L g(u, v)q>- L Pz'P) 
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:;; [M. (iiVu,IP )r L IVu,IP-'Vu,Vt/J -[M. (iiVui" )r· In IVuiP-'VuVt/J 

+ ¡M, ü IVv,IP )r L 1Vv,IP-2Vv,Vq¡ 

- [M, (IIVviP) r L IVviP-'VvVq¡ 

+ lfn /(u,, Vv)l/J- In f(u, v)l/JI + IL g(u,, Vv)(/1- L g(u, v)(/11 

... (2.80) 

Ahora, recordemos que en la parte I de la afirmación 3 se probó que los funcionales 

[M¡ Un IVuiP) r-\ G(u) son continuos (análogamente para [ Mz Un IVvviP) r-l y para 

una funcional asociada a v). Y repitiendo los pasos hechos en la parte II de la afirmación 3, 

(usando teorema de convergencia dominada) se verifica que In f(u,, vv)l/J ~In f(u, v)l/J 

en X (análogamente para g). 

Por lo tanto, si v ~ oo, se obtiene que: 

[M. (¡IVu,l" )r L IVu.I,_'Vu.Vt/J -[M. (¡¡vul" )r In IVui"-'VuVt/J ... o 

¡M, (¡IVv,l" )r L IVv,I"-'Vv,Vq¡- [M. (IIVvl" )r L IVvi"-'VuVq¡ ... o 

IL /(u,, Vv)l/J- L f(u, v)l/JI ~O 
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Por lo tanto tomando límite y reemplazando lo anterior en (2.80): 

I(J'(Uv, Vv), (1/1, qJ))- (/'(u, v), (t/J, qJ))I-+ O 

Entonces]' es ftmcional continuo en X. 

Y así probados los incisos i) y ii) , tenemos que] es un funcional F- diferenciable y con F-

derivada continua, por tanto] es de clase e1 y queda demostrada la proposición 2.4.2. 

• 
Continuación de la demostración del teorema 2.4.1 

Nuestro objetivo será encontrar un punto critico del ftmcional] . 

Por la proposición 2.4.2, ] es de clase e1 , y por la proposición 2.4.1 ] es acotada 

inferiormente, y como X = W 1·P (!l) x W 1·P (n) es espacio de Banach, aplicamos el 

corolario 2.3.3 del Principio Variacional de Ekeland , el cual nos dice que existe una 

sucesión minimizante ((Un, Vn)) e X, tal que 

11]' (Un, Vn) llx• -+ O . 

Y por la proposición 2.2.1, W1·P(fi) = W0 EB Wc, luego: 

Para cada n E N, Un = 14 + an y Vn = V~ + Pn 

donde an, Pn E Jffi. constantes y u!:_, v~ E W0 , ie) f .nu!:. = O y f n v~ = O. 

Como ( (Un, vn)) es sucesión minimizante, tenemos que: 

lim ](Un, vn) = inf] 
n-+oo X 

Luego, en particular ](Un, v.,J es sucesión acotada, ie) 1 ](Un, vn)l :::;; e1 ... (2.81) 

para alguna constante C1 positiva , y para todo n E N. 
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Ahora remplazando (Un, Vn) en la desigualdad (2.54), y acotando por (2.81): 

-IIP,II,. ( ~.f· (f niVU::IPJ '1•- IIP211,. ( ~.r· (f n1Vv.'11P) '1• 

... (2.82) 

Y como vimos, la función en (2.56) es acotada inferiormente, por ello en (2.82): 

existe M e Im., tal que 

... (2.83) 

Combinando las desigualdades (2.82) y (2.83): 

M S mop-l(f niVUniP + f niVvniP) - C med(!l) -IIPtiiLq ( ~J 
1

/p cf n1Vu!!IP) 1
/P-

... (2.84) 

Y como VUn = V( u!! + an) = Vu!!, Vvn = V(vi: + Pn) = Vvi: y remplazando en (2.84): 

... (2.85) 

Afirmación: J n1Vu!!IP y f n1Vv,~IP son acotadas. 
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En efecto: 

Si f n1Vu~IP =O o f n1Vv~IP =O se cumpliría trivialmente. 

Supongamos primero que f niV~IP no es acotada y f niVv~IP si lo es, luego: 

f n1Vv1~IP S e2 donde e2 es una constante positiva 

Dividiendo entre f niV~IP en (2.85): 

... (2.86) 

... (2.87) 

M p-l f niVv,?IP e med(fl) ( 1 )ljp 1 

J IV o¡p S mo (1 + J IV o¡p) - J IV o¡p -IIPtiiLq -:;¡; 1 _11 n Uñ n Uñ n Uñ o (J niV~~IP) P 

( 
1 )

1
/p Ú niVv~IP) 1/p el · 

-IIPziiLq l/Jo f niV~IP :::;; f niV~IP 

... (2.88) 

Y como f n1Vv~IP es acotado y por (2.86), los siguientes limites existen: 

l. e med(fi) _ O 
liDn fniV~IP-

. (f niVvgiP) 1
/p 

hm f 1 o¡ =O n Vu P n n 
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l . C¡ Q 
lllln f 1 o¡p = n 'i7Uñ 

... (2.89) 

Luego, tomando límite en (2.88) y remplazando cada uno de los limites anteriores en (2.88) 

quedará: 

Es decir: m0 =0 

Lo cual contradice la condición (M), de que mo > O. 

Si suponemos ahora que f .n1Vv~IP no es acotada y f .niVug.IP si lo es, y repetimos los pasos 

desde (2.86) hasta (2.89) donde ahora se dividirá entre f .niVv~IP , llegaremos de forma 

análoga al mismo resultado es decir m 0 = O lo que contradice la condición (M). 

Por lo tanto concluimos que: J .niV~IP y f n1Vv~IP son acotadas. 

Continuando con la demostración del teorema 2.4.1, como u!!_.v~ E W0 , aplicamos la 

desigualdad de Poincaré-Wirtinger: 

... (2.90) 

Y gracias a que f .n1Vu~IP y f niVv~IP son acotadas, luego en (2.90), observamos que 

f .ni~IP y f .nlv~IP también son acotadas. 

Por ello: 

... (2.91) 

donde K1 y K2 constantes positivas, 

Y así vemos en (2.91) que (u!!_) y (v~) son sucesiones acotadas en W 1·P(fi). 
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Ahora, recordando la condición (F2), existe 

k> O tal que F(u +k, v +k)= F(u, v), para todo (u, v) E lffi.2 en particular, para 

(~ + an, V~+ fln)· 

Luego se tiene que : an y Pn E [0, k] . Luego an y Pn son acotadas. 

Por tanto, como: Un = ~ + an y Vn = v~ + Pn y vimos que ~ , v.g son acotadas en 

W 1·P(n), luego (Un) y (vn) son acotadas en W1·P(n). 

Ahora, por el teorema 2.1.13 (Eberlein- Shmulyan) y como W 1·P(n) es reflexivo, 

las sucesiones (Un) y ( Vn) poseen cada una, una sub sucesión ( Un,.J y ( Vn") 

respectivamente que converge débilmente, es decir: 

3 ü E W 1·P(n)j Un"_.. ü en W1·P(n) 

y ... (2.92) 

Ahora por definición de convergencia débil, tomando en cuenta por condición (p) 

PvP2 E Lq(il) y Lq(il) e W 1·P(1l)", luego p1,p2 E W1·P(1l)*: 

f nP1Un" ~ f nP1Ü 

Y: 

f nP2Vn" ~ f nP2V 

Y por teorema 2.1.12 (Rellich-Kondrachov): 

W1·P(.Q) ~Lr(fl), VrE [l,p*[ dondep*= :~P 

Luego en (2.92): 

Un"~ ü y Vnk ~ven Lr(n), 1 :s; r :s; p * 

donde p * es el exponente critico de Sobolev. 

... (2.93) 

... (2.94) 
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Luego por (2.94) y por teorema 2.1.7, existe una subsucesión Unkm de Unk que por unicidad 

del limite, y por ser subsucesión de una sucesión convergente, converge también a ü c. t. p. en 

!J., análogamente para Vnk' existe Vnkm subsucesión convergente c.tp. a v: 

... (2.95) 

Por otro lado, gracias a la condición (F1 ), F es en particular continua, luego evaluando F en 

(2.95): 

F(Unkm (x), Vnkm (x))-+ F(ü(x), v(x) ) c.t.p. en fl ... (2.96) 

Y como vimos en la proposición 2.4.1, remplazando en la desigualdad (2.47), tenemos: 

con C1 constante positiva, en particular esa 

acotación ocurre c. t. p. en n. . .. (2.97) 

Luego de (2.96) y (2.97), aplicamos el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, lo 

quedará: 

... (2.98) 

Recordemos ahora, que como (Un, Vn) es sucesión minimizante, tenemos que: 

... (1) 

(gracias a (2.93) y (2.98)), solo nos falta analizar la convergencia de 
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Recordemos que tuvimos en (2.94) Un~c ~ ü y Vn~c ~ iJ en Lr(n), 1 Sr S p• , luego 

en particular para Un~cm y Vnkm y para r = p pues p S p* (ya que 1 < p < N): 

Unkm ~ Ü y Vnkm ~ iJ en LP (ll), 

ie) 

y 

... (2.99) 

Como W1·P (ll) es reflexivo, además como las normas son d.s.c.i. y en (2.92), para 

Unkm y Vnkm tenemos: 

llüiiP Wl·P(n) $l~~f(f n lvllnkmr + f .n IUnkmlp) 
y 

... (2.100) 

Ahora, recordando que (f .n lvllnkm r ), y (f .n lvvnkm r) son acotadas, como se vio al inicio, 

en particular a lo menos poseen cada una, una subsucesión convergente en !m., luego en 

(2.100): 

y 

... (2.101) 

Nota: 

79 



En (2.101) , esa desigualdad se cumple para alguna subsucesión de cJ .niVUnkmiP), y 

(I .nlvvnkmr) para facilitar la notación de la subsucesión convergente no cambiaremos de 

variable, pero se ha de sobrentender que se trata de subsucesiones de subsucesiones. 

Luego en (2.101): 

llüi!P wt·P(n) = f niVüiP + f nlüiP ~ J!.Too (f n IVunkmr + f n lunkmr) 

y 

Remplazando (2.99): 

~i.To, (f n lvUnkmr + f .niUnkmr)= ~i.To, (f n lvUnkmlp) + f .olüiP 

~i.To, (f .nlvvnkm¡v + f n lvnkmr)=~i.To, (f n lvvnkmiP) + f nlviP 

Luego combinando (2.102) y (2.103): 

f niVüiP + f nlüiP :S)!~ (f n lvUnkjP) + f niU:IP 

f niVVIP + f nt'viP::; r!~ (f n lvvnkmr) + f .oliW 

Ahora eliminando f nlüiP y J nlviP en (2.104): 

f nl\fuiP::; r!~ (f n IVUnkmr) 

f nlVVIP::; j!EJ, (f n lvvnkmr) 

... (2.102) 

... (2.103) 

... (2.104) 

... (2.105) 
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Ahora probaremos las siguientes afirmaciones: 

Afirmación 1: Ml(t) = f:[M¡(r)]P-1dr, i = 1,2 , son funciones continuas. 

Prueba: 

Sea (s11) e 1m. tal que S11 --+ s. 

Por condición (M), las funciones Mi (s )son continuas, para i = 1,2. Y como 1 <p, 

[M¡(r)]P-1 también son continuas. 

Luego, por el teorema fundamental del Cálculo existe una función derivable H en lR tal que: 

... (2.106) 

Luego en particular para t=s11 : 

H(Sn)- H(O) = Lsn [Mi(r)]P-1dr, i = 1,2 

Ahora tomando límite en la igualdad anterior: 

i
sn 

lim [H(sn)- H(O)] = lim [M¡(r)]P-1dr, 
n-+oo n-+oo 

0 

i = 1,2 

Y como H es derivable en 1m., en particular H es continua , luego el limite pasa dentro de H y 

se obtiene: 

i
sn 

lim [M¡(r)]P-1dr = H ( lim sn)- H(O), 
n-+oo 

0 
n-+oo 

i = 1,2 

= H(s)- H(O) ... (2.107) 

Y como: ... (2.108) 

De (2.1 07) y (2.1 08): 

lim M;Csn) = H(s)- H(O) , i = 1,2 
n-+oo 

... (2.109) 

Haciendo t = s en (2.1 06): 
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H(s)- H(O) = f:[M¡(r)]P- 1dr, i = 1,2 

Luego de (2.1 09) y (2.11 O): 

= M1 (s) , i = 1,2 

Por lo tanto: 

ÑÍ¡ son continuas , con i = 1,2. 

Afirmación 2: ÑÍ¡(t) = f:[M¡(r)]P- 1dr, son funciones crecientes para i = 1,2. 

Prueba: 

Seas< t. 

... (2.110) 

Además por condición (M), Jas funciones M¡ son positivas, luego en particular, como s < t : 

Y sumando en ambos miembros J;[M¡(r)]P-1dr en (2.111): 

Es decir: 

L5

[Mi(r)]P- 1dr < L5

[M¡(r)]P- 1dr + it[Mi(r)]P- 1dr 

= it [M¡(r)]P-1dr 

ÑÍ¡(s)<ÑÍ¡(t) para i = 1,2 

Por lo tanto la afinnación queda probada. 

... (2.111) 

Continuando con la demostración del teorema, gracias a la afinnación 2, tenemos que en 

(2.105): 
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... (2.112) 

Como ya vimos que las Mt(t) son continuas, luego en los segundos miembros de las 

desigualdades en (2.112), tenemos que: 

... (2.113) 

Y por transitividad de las desigualdad (2.113) e (1), tenemos que: 

... (2.114) 

Reemplazando ( 2.93) y (2.98) en (2.114): 

infxJ 2:: ;MtCf 0 IVujP) + ;M;cf 0 IVviP)- f 0F(i1, v)- f nPtil- f 0p2v = ](u, V) 

Y por último, se tiene por definición que inf x] ~ ] (ü, V) 

Por lo tanto: 

inf 1 = J(ü, v) 
X 

Asi (il, V) es minimizador global de ] en X = W1·P (O.) x W 1·P (O.) . 
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Dado que (ü, V) E X= W1·P(!1) x W1·P(!1) es tm minimizador global de ] y en la 

proposición 2.4.2 se obtuvo que J es de clase C1 (X), se tienen las condiciones para aplicar 

el teorema 2.1.15, es decir, concluimos que: 

(J'(ü, V), (1/J,<p))x·xx =O 

para todo (1/J, <p) E X. 

Reescribiendo: (J'(ü, v), (1/J, <p))X'XX =o~ Uu(ü, v), 1/J) + Uv(ü, v), <p) =o 

Luego, evaluando en (1/J, 0), para todo l/J E W1·P(!1): 

O= (/'(ü,v),(l/J,O)\,xx = Uu(ü,V),l/J) 

Por lo tanto: 

[Ml{f nlt7ü1Pdx)t-l I n1Vü1P-2VUV1/J- I nif(U, V)+ Pt(x)]l/J = o 'Vl/J E W1'P(!1) 

... (2.115) 

Asimismo, evaluando en (0, <p), para todo <pE W1·P(!1): 

O= (/'(ü,v),(O,<p))x'xx = Uv(ü,v),<p) 

Por tanto: 

... (2.116) 

En conclusión, gracias a (2.115) y (2.116), (ü, v) E X= W1·P(!1) x W1·P(!1) es solución 

débil de(*) pues satisface (2.42) y (2.43). 

Además (ü, v) satisface la condición de Neumann de forma natural, gracias a lo hecho en la 

sección 2.1.6 parte A. 

Por tanto, el teorema queda demostrado. • 
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CAPÍTULO 111 

VARIABLES E HIPÓTESIS 

3.1 Variables de la investigación 

Nuestras variables independientes están definidas en un abierto .n de IR{n. Las 

soluciones están en el espacio de las Distribuciones y Espacios de Sobolev. 

3.2 Operacionalización de la variable 

Variable Definición Definición Dimensiones Indicadores 
conceptual operacional 

(u,v) Es una función Es una función ] es de clase Como 
perteneciente al perteneciente al C1 (X) y es consecuencia 
espacio de Banach espacio de acotada del Principio 
Wl·P(!l) X Banach inferiormente V ariacional de 
Wl·P(!l). Wl·P(!l) X en todo Ekeland, existe 

W1·P(!l), donde (u, v) e solución débil 
nuestro estudio Wl·P(!l) X para el sistema 
radica en Wl·P(!l). (*). 
analizar las 
propiedades del 
funcional ] y de 
]'(u, v). 

3.3 Hipótesis general e hipótesis específicas 

Hipótesis general 

Existe una forma más detallada de demostrar la existencia de solución débil para el 

sistema(*) en el espacio W1·P(!l) x W 1·P(!l). 

Hipótesis específica 

La solución débil para el sistema (*) es un mínimo global del funcional] en 

W 1·P(!l) X W1·P(!l), donde] es de clase C1. 
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CAPÍTULO IV 

METODOLOGÍA 

4.1 Tipo de investigación 

La investigación es de tipo científico - teórica y la metodología utilizada es de tipo 

inductivo-deductivo fundamentando las demostraciones de la forma más rigurosa posible. 

4.2 Diseño de la investigación 

El procedimiento para la demostración de los resultados es el siguiente: 

Se comienza dando una definición de solución débil para el problema (*) y dado que se 
trabajará en el espacio W1·P(.O.), el funcional asociado al problema (*) dejará de ser 
coercivo. 

Además verificamos que W1·P(.O.) = W0 E9 Wc donde W0 es un subespacio de W1·P(.O.) 
donde las funciones tienen integral de Lebesgue nula, y Wc =< 1 > . Esto y la desigualdad 
de Poincaré- Wirtinger permitieron desarrollar la acotación inferior del funcional asociado a 
(*). 

Y prosiguiendo con el método variacional, para la demostración formal del teorema 
principal de existencia de solución débil de(*) se utilizó una herramienta importante que es 
el Principio V ariacional de Ekeland, el cual nos encaminó a la existencia de un mínimo 
global para el funcional asociado al problema, y gracias a que se demostró que el funcional 
es Fréchet diferenciable se logró encontrar un punto crítico del funcional, el cual fue la 
solución débil al problema (*). 

4.3 Población y muestra 

La abstracción del trabajo nos indica que no existe población que estudiar, sin embargo, 
nuestro estudio se desarrolla en el espacio W 1·P(.O.) x W1·P(fi). 
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4.4 Técnicas e instrumentos de recolección de datos 

Para la realización de la tesis se ha revisado bibliografia especializada y artículos en internet. 

4.5 Procedimientos de recolección de datos 

Debido a la abstracción de la tesis, no se necesitó más procedimientos de recolección de 
datos que la revisión de bibliografia en libros y artlculos. 

4.6 Procesamiento estadfstico y análisis de datos 

Ninguno. 

87 



CAPÍTULO V 

RESULTADOS 

1) Una condición fuerte es que 1 E C1 , y debido a ello, se expone detalladamente la 

demostración, la cual usualmente no se encuentra en los textos de métodos 

variacionales. 

2) Los puntos críticos del funcional 1: W1·P(fl) x W1·P(fl)-+ IR{, introducido en el 

trabajo (al ser de clase C1), son las soluciones débiles del problema(*). Pero 1 no es 

coercivo en W1·P(fl) x W 1·P(fl) y asi no necesariamente es acotado inferiormente 

en W 1·P(fl) x W 1·P(fl), por lo que usamos una descomposición de W 1·P(fl), dada 

por la proposición 2.2.1. Asi, esta proposición es de vital importancia para obtener 

una cota inferior para 1. 

3) La derivada de Fréchet del funcional 1 es obtenida explicitamente como suma de 

derivadas parciales, lo que es de suma utilidad para poder llegar hasta la expresión 

(2.79) de la proposición 2.4.2, que permite obtener los puntos críticos componente a 

componente. 

4) Usamos el Principio Variacional de Ekeland para hallar el minimo global del 

funcional 1 que, como es sabido, es un extremo de 1 y de lo afirmado en 1 ), resulta 

ser solución débil de(*). 
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CAPÍTULO VI 

DISCUSIONES 

l. La proposición 2.4.2 requiere demostrar que los funcionales /u(u, v) y /v(U. v) 

existen y son continuos, similarmente a lo que sucede en Im.n respecto a las derivadas 

parciales y la diferenciabilidad. 

2. Al aplicar el Principio V ariacional de Ekeland, fue indispensable utilizar también la 

proposición 2.2.1, que incluye la desigualdad de Poincaré- Wirtinger y así demostrar 

que el punto de convergencia de la subsucesión de la sucesión minimizante, sea el 

punto mínimo buscado. 
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CAPÍTULO VII 

CONCLUSIONES 

l. Se definió el concepto de solución débil para el problema(*) teniendo en cuenta la 

observación 2.7, la cual nos indica que los problemas bajo condiciones de Neumann 

son llamados problemas con condición de frontera natural y de esa forma no fue 

dificil definir su solución débil en el espacio W 1·P(.O.) x W1·P(.O.). 

2. Se expuso la demostración detallada de la descomposición de W1·P(fi) = W0 EB Wc, 

la cual es pieza fundamental en la prueba de la desigualdad de Poincaré- Wirtinger 

para un mejor entendimiento. 

3. Se desarrolló el estudio del Principio Variacional de Ekeland y sus corolarios más 

importantes, poniendo énfasis en el corolario 2.3.3, el cual se utilizó para comprobar 

la existencia de un minimo global para el funcional ]. 

4. El funcional 1 es de clase C1 y se expresó su forma a través de suma de derivadas 

parciales según cada componente en W1·P(.O.), lo cual permitió analizar la 

continuidad de cada derivada parcial 1u(u, v) y 1v(u, v). Luego junto a lo dicho en 3, 

concluimos que ese punto mínimo es punto crítico del funcional 1 y luego solución 

débil de (*). 
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CAPÍTULO Vlll 

RECOMENDACIONES 

l. Dado a la gran importancia del análisis funcional no lineal y ecuaciones diferenciales 

parciales en este trabajo, se recomienda la tesis a futuros estudiantes en la linea de 

investigación de análisis funcional para un mejor entendimiento de la aplicación de 

los métodos variacionales en las EDP' s elípticas. 

2. Como la tesis es una exposición detallada de lo demostrado de forma resumida en 

[4], se recomienda la lectura de dicho artículo y de [5], donde se exponen diversos 

ejemplos de EDP's y su estudio mediante métodos variacionales. 
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ANEXOS 

ANEXO 1: Matriz de consistencia 

Problema Objetivos 

En este trabajo se hará una Objetivo General 

exposición detallada sobre el El objetivo general de este 

artículo realizado por Correa trabajo es exponer de fonna 

y Nascimento [4], cuyo detallada la existencia de 

objetivo es demostrar la solución débil para(*), hecha 

existencia de solución débil de fonna reswnida en el 

para el sistema no local articulo de Nascimento y 

elíptico tipo p- Kirchhoff Correa [4]. 

(*). 

Planteamiento del problema 

Se pretende analizar y 

responder la siguiente 

interrogante: 

¿El sistema (*) admite 

solución? ; si admite ¿en qué 

clase se encuentra? 

¿Hay una explicación 

didáctica de la demostración 

de la existencia de solución 

débil para (*)? 

Objetivo especílico 

El objetivo específico es 

lograr que nuestro trabajo sea 

de gran entendimiento para 

cualquier estudiante o 

profesional interesado en 

matemáticas y mostrar al 

Principio Variacional de 

Ekeland como una 

herramienta de bastante 

aplicabilidad en las EDP' s. 

Hipótesis 

Hipótesis general 

Existe una forma más 
detallada de demostrar la 
existencia de solución 
débil para el sistema (*) en 
el espacio W1·P(.fl) x 
Wl·P(.fl). 

Hipótesis especifica 

La solución débil para el 
sistema (*) es un mínimo 
global del funcional] en 
W'·P(.fl) X W'·P(.fl), 

donde] es de clase C1 • 

Metodología 

Tipo de investigación 

Científico- teórica. 

Método 

Inductivo-deductivo. 

Diseño 

El procedimiento para la 
demostración de los 
resultados es el siguiente: 
Se comienza dando una 
definición de solución 
débil para el problema (*) 
y dado que se trabajará en 
el espacio W 1·P(.fl), el 
funcional asociado al 
problema (*) d~ará de ser 
coercivo. 
Además verificamos que 
Wt..P(.fl) = Wo EEl Wc 
donde W0 es un 
subespacio de W'"'(!l) 
donde las funciones 
tienen integral de 
Lebesgue nula, y Wc =< 
1> Esto y la 
desigualdad de Poincaré­
Wirtinger permitieron 
desarrollar la acotación 
inferior del funcional 
asociado a (*). 
Y prosiguiendo con el 
método variacional, para 
la demostración formal 
del teorema principal de 
existencia de solución 
débil de(*) se utilizó una 
herramienta importante 
que es el Principio 
Variacional de Ekeland, 
el cual nos encaminó a la 
existencia de un mínimo 
global pam el funcional 
asociado al problema, y 
gmcias a que se demostró 
que el funcional es 
Fréchet diferenciable se 
logró encontrar un punto 
critico del funcional, el 
cual fue la solución débil 
al problema (*). 

Población 

La 
abstracción 
del trabajo 
nos indica 
que no 
existe 
población 
que estudiar, 
sin 
embargo, 
nuestro 
estudio se 
desarrolla 
ene! 
espacio 
W'·P(.fl) X 

w•·P(.fl). 
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo 

Desigualdad de 
Poincaré - Wirtinger. 

Existencia de solución 
debil para(*). 

Figura l. 

Principio V ariacional 
de Ekeland 
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