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RESUMEN

Programacién Multiobjetivo o Vectorial Convexa

OSMAR ARNALDO BERMEO CARRASCO

Asesor: Mg Edison Montoro Alegre.
Titulo obtenido: Licenciado en Matemadtica

En este trabajo de tesis investigaremos como encontrar las soluciones de un pro-
blema multiobjetivo o vectorial en espacios dimensionales finitos de la forma

Min(max) f(z)
s.a: P
zes

donde asumimos que S es un subconjunto no vacio de R* y f : S — R™ es una
funcién vectorial dada.

Para resolver el problema (P) introducimos los conceptos basicos de optimi-
zacién vectorial.

Seguidamente, presentaremos como ordenar vectores en R™, bajo la teorfa
de conjuntos parcialmente ordenados, donde podemos usar conos convexos para
caracterizar un ordenamiento parcial, seguidamente presentaremos los conceptos
de las variantes de la nocién de eficiencia, débil, propia, fuerte eficiencia esencial.
Las relaciones entre estos diferentes conceptos son investigados y estudiados con
ejemplos sencillos.

También estudiaremos la escalarizacién de problemas de optimizacién vecto-
rial basandose en varios conceptos de monotonia, se describen los resultados de
escalarizacién y se investiga en detalle el enfoque de suma de pesos o ponde-
raciones. Daremos a conocer las condiciones de Kunh-Tuker para optimizacién
vectorial.

En la dltima seccién estudiaremos el Método de Mayor Pendiente Descendente
para optimizacién multiobjetivo o vectorial.

Palabras Claves. Optimizacién vectorial, programacién multiobjetivo, cono

convexo, cono polar, cdpsula convexa, solucién eficiente, 6ptimo de pareto, mayor
pendiente, gradiente y escalarizaciéon
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ABSTRACT

Programming I Multitarget Convex

OSMAR ARNALDO BERMEO CARRASCO

Adviser: Mg Edison Montoro Alegre.
Obtained Degree: Mathematician

In this work of thesis we will investigate like, to find the solutions of a multiob-
jective or vectorial problem in dimensional finite spaces of the form

s.a: (P)
zeS

Where we assume that S is a not empty subset of R* and f : § — R™ is a vectorial
given function.

To solve the problem (P) we introduce the basic concepts of vectorial optimi-
zation.

Immediately afterwards{Continuously), we will present like to arrange vectors
in R™, under the theory of sets partially tidily, where we can use convex cones for
caracteriazar a partial classification, immediately afterwards(continuously) we will
present the concepts of the variants of the notion of efficiency, weak, own(proper),
strong and efieciencia essential. The relations between (among) these different
concepts are investigated and studied by examples simply.

Also we will study the escalarizacion of problems of optimazacion vectorially
being based on several concepts of monotony, the results are described of esca-
larizacion and there are investigated in detail the approach of sum of weight or
praises (deliberations, weighting). We will announce Kunh-Tuker’s conditions for
vectorial optimization. '

In the last section we will study the method of major descending earring (slo-
pe) for optimization multiobjectively or vectorially.

Key words: vectorial optimization programming I multitarget, convex co-

ne ,polar cone convex capsule ,efficient solution, ideally of pareto, major ea-
rring(slope), gradient, escalarizacion.
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Introduccion

Gran parte de los problemas del mundo real implican la optimizacién simultdnea de va-
rios objetivos que generalmente presentan conflictos entre ellos; es decir, la mejora en
uno conduce a un deterioro en el otro. La presencia de tales tipos de problemas es tan
significativa, que consume gran parte de nuestro tiempo cotidiano en tomar una deci-
si6n. Se trata por ejemplo, de escoger el medio ideal para llegar al trabajo, establecer el
orden de nuestras tareas, elegir el restaurante para el almuerzo, hacer las compras en el
supermercado, preparar la cena y la distribucién de actividades en el tiempo de ocio res-
tante. También es el mismo tipo de problemas que enfrentan los ingenieros, economistas
y técnicos a la hora de disefiar e implementar sistemas de todo tipo: existen multiples
objetivos a cumplir y se espera lograrlos todos en la medida de lo posible. Aunque la
mayoria de los problemas de decisién involucran este tipo de situaciones, las propuestas
computacionales de automatizacién que se han presentado para resolverlos habitualmen-
te se limitan a convertir el problema de objetivos muiltiples en uno en que existe un solo

objetivo.

Esta reduccién es debida a los modelos matematicos empleados y puede realizarse de
varias maneras, por ejemplo se prioriza uno de los objetivos y los demés se colocan como
restricciones, o también se genera un objetivo compuesto otorgando pesos a los objetivos

en juego y armando una suma ponderada de los mismos. De todos modos, ninguna de



estas reducciones refleja fielmente al problema y, por tanto, tampoco otorga soluciones
completamente satisfactorias.

Se pone como ejemplo el problema de la compra de un automévil. El comprador desea
un automévil 6ptimo y por tanto no puede preocuparse solamente en minimizar el precio
del auto, ya que también le interesan otros factores. Si se tratase de un problema de
objetivo 1inico, se conformaria con llamar a todos los distribuidores y hacer una lista de
precios (sin considerar marcas, modelos, tamafo, confort, etc.) y escogeria el automévil
de menor precio sin mayores complicaciones. Sin dudas, el modelo matematico que estd
empleando en su bisqueda jno es el méas apropiado! Por ende, los resultados tampoco
son satisfactorios, y por ahorrarse unos pesos inicialmente, el comprador acaba gastando
todos sus ahorros en combustible y costos de mantenimiento. Sin embargo, el estado
actual de la ciencia podria generar mejores resultados ya que existen modelos mateméti-
cos que se ajustan mejor a la naturaleza de éstos problemas. Tales modelos provienen
de un drea de la Investigacién de Operaciones conocida como optimizacién con objetivos

miltiples o multiobjetivo.

En los problemas de optimizacién de un solo objetivo (SOPs, del inglés Single Ob-
jective Problem) el resultado 6ptimo deseado estd claramente definido. Partiendo del
ejernplo anterior el objetivo seria minimizar precio del automévil, y el resultado seria el
automdévil con menor precio. Sin embargo, esta condicién no se cumple para los problemas
de optimizaciénmultiobjetivo (MOPs, por sus siglas en inglés: Multiobjective Optimi-
zation Problem) donde, en vez de un tinico éptimo, contamos con todo un conjunto de
soluciones de compromiso.

Para evidenciar este hecho se vuelve al ejemplo del problema de la compra de un
automévil. El comprador tiene varios objetivos que desearfa alcanzar, pero también
muiltiples restricciones. En cuanto a objetivos podriamos mencionar, minimizar el costo
del automévil, la cantidad de combustible consumida en una distancia dada, los gastos

de mantenimiento implicados, etc. Ademds, deseard maximizar el confort, el espacio, la



confiabilidad.

La seguridad, tiempo transcurrido entre mantenimientos, costos de reventa, etc.
Cuando se plantean las restricciones descubrimos que este comprador cuenta con un
presupuesto limitado, desea un vehiculo fabricado en la regién y confia mds en algunas
marcas que en otras. Los conflictos que surgen entre los objetivos mencionados son ob-
vios e inmediatamente -considerando la propia experiencia- surgen posibles soluciones.
Asi tenemos el automdévil que tiene el menor precio, pero estd bastante alejado de los
objetivos relacionados al confort, la seguridad y la confiabilidad. También tenemos el de
costo superior a los demds pero con éptimas caracteristicas, aunque amplio consumo de
combustible. Asf podemos citar numerosos ejemplos. Entre éstos se encuentran los auto-
moéviles promedio, que cumplen con las restricciones dadas y que implican una solucién
de compromiso entre todos los factores en juego. Entre ellos no se puede decir que alguno
sea mejor, ya que al alterar un factor para mejorarlo, estamos empeorando otro. Asf, en
un problema de optimizacién multiobjetivo cotidiano, resulta evidente la existencia de
muiltiples soluciones y la imposibilidad de decidir cuél de ellas es mejor si se consideran
todos los objetivos al mismo tiempo. En el caso del comprador, para realizar su eleccién
deberd necesariamente contar con algin criterio, posiblemente de indole subjetiva, que

le permita optar por una u otra alternativa.

Se dice que las soluciones de un problema con objetivos miiltiples son 6ptimas porque
ninguna otra solucién, en todo el espacio de bisqueda, es superior a ellas cuando se tienen
en cuenta todos los objetivos al mismo tiempo, i.e. ningin objetivo puede mejorarse sin
degradar a los demés. ' '

Para ilustrar mejor la idea ponemos un ejemplo de un problema de ingenieria es-
tructural en esta tesis. A continuacion haremos una resena histérica de la optimizacién
multiobjetivo el primer tratado de un problema de optimizacién multiobjetivo fue dado
por el economista politico F.Y .Edgeworth (1845- 1926) en su obra Mathematical Psichics

(1881) . otro economista Wilfredo pareto (1848-1923) , en su obra manuale de economia



politica (1896), extendi6 la teoria y proporciono condiciones necesarias para lo que hoy
denominamos optimo de Pareto .El concepto de multicriterio también fue tratado por
otros autores en el marco de la teoria de juegos , es el caso de borel en los anos 20 , de
Von Neumann o de la obra cldsica de esté ultimo y Morgenstern theory of games and
Economic Behavior (1943) sin embargo el primer tratamiento matematico formal de un
problema de optimizacién vectorial en espacios de dimencion finita se encuentra incluido
en el celebre trabajo de programacion no lineal de Kunh y Tuker (1951) , y el primero

de los casos vectoriales fue dado por otro economista L. .Hurwitz en 1958 .

El primer resultado sobre condiciones de optimalidad, para un programa multiobjeti-
vo Pareto con restricciones de desigualdad fue dado por.Kunh y Tuker utilizando el lema
de Farkas . Es obligado decir que este resultado ya habia sido establecido por Karush , en
1939, en su tesis doctoral bajo la direccién Graves . La razén de la falta de difusién es que
,en aquel momento , el centro de interés era el calculo de variaciones y no se podia prever
el potencial de aplicaciones que tendria .Sin embargo , el trabajo de Kunh y Tuker tuvo
un gran impacto ya que se publico después del desarrollo por Dantzig del algoritmo sim-

plex lo que habia despertado gran interés por los programas con restricciones desigualdad.

Dado la referencia anteriores donde Kuhn y Tuker ya proporcionaron resultados sobre
| la programacién multiobjetivo también destaco otro trabajo crucial el libro de Charnes
y Cooper (1961) y desde entonces puede decirse que empezé la importancia y auge de
la optimizacién multiobjetivo con trabajo como Zeleny (1974) Thiniez y Zionts (1976),
Ignizio (1976), Cohon (1978) Zionts (1978). Durante la década de los 80 se produce la
gran explosién dando lguar a grandes cldsicos dentro de la materia, como los trabajos de
Zeleny (1982), Yu (1985), Ignicio (1982 y 1985), Rios y Rios-Insua (1989), etc. La larga
lista. de aportacién en este campo se completa con la aparicién de los tltimos trabajos
importantes como los de Carlos Romero (1991 y 1993), Rios-Insua (1990), Vincke (1992),
Jahn (1991), Miettnien K.M (1999), Jahn J (2004) y Ehrgott. M (2005). Desde los



puntos de vista de los tipos de problemas a resolver hay que destacar que una gran parte
de la biografia citada hace énfasis en los problemas multiobjetivos lineales. El trabajo que
presentamos se centra en el caso convexo por ser éste el que presenta mejores propiedades
tanto del punto de vista tedrico como para la obtencién en la practica. Asi el problema

que estudiaremos en general serd

Min(max) f(z)

rzeX

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera.

En el capitulo 1, presentamos algunos ejemplos y nociones de optimizacion vectorial
las relaciones de orden en R" y los resultados del analisis convexo.

En el capitulo 2 estudiaremos los conceptos de solucion en maximizacion vectorial y
ejemplos de aplicacion .

En el capitulo 3 desarrollaremos el Metodo de Escalarizacion para el problema de op-
timizacion vectorial , asi como algunas caracterizaciones usando los conceptos de monoto-
nia tambien estudiaremos el enfoque de suma de pesos o ponderaciones y las condiciones
de Kunh-Tucker en programacion multiobjetivo.

En el capitulo 4 presentaremos el Metodo de Mayor Pendiente Descendente ,donde
hacemos enfasis a la regla de armijo el cono polara positivo y algunos conceptos de analisis

convexo.Para concluir con dos algoritmos generados por el metodo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nociones de Optimizaciéon Vectorial

Los problemas de optimizacién vectorial,es decir con mudltiples criterios aparecen con
mucha frecuencia en economia, ingenieria, matematica aplicada y en la fisica por citar
algunos de ellos. A continuacién, como un ejemplo didéctico discutiremos un problema
de ingenieria estructural:

Ejemplo 1.1.
Consideremos el diseno de una viga con una seccién rectangular y una longitud dada I

(ver Figura 1.1y 1.2). La altura z; y el ancho 23 tiene que ser determinado.

Figura 1.1



Figura 1.2

Las variables de disefio #; y x2 tienen que ser elegidas en un drea que tenga sentido
en la practica. Ciertas condiciones de tensién deben satisfacerse, es decir, las tensiones

presentes deben ejercer una tensién factible. Esto conduce a la desigualdad
2000 < 33'%$2

Ademds debe garantizarse cierta condicién de tensién, con el fin de evitar una viga

demasiado delgada requerimos
71 <4dxy , T2 T
Finalmente, las variables de disefio deberian ser no negativos lo cual significa
2120, 22 >0

De entre todos los valores factibles para z; y z; estamos interesados en aquellos que
conduzcan a una construccién ligera y barata. En lugar del peso podemos también tomar
el voldmen de la viga dado por [, z; y £ como un posible criterio (donde asumimos que
el material es homogéneo), como una medida para los costos tomamos el drea seccional

de un tronco del cual una viga de altura z; y ancho zy pueda ser cortada.

-



Por simplicidad este tronco es asumido para ser un cilindro. El &rea seccional esta

dada por g(aﬁ + 22) (ver Figura. 1.3).

[ S d d=+/a} + a3
/I
7/
/
/
/7 .
// W)
/7
Figura 1.3

De aqui, obtenemos un problema de optimizacién vectorial de la siguiente forma

Adx1ze =V

T 2 2
‘Z(ml +x3)=A
S.a. 2000 — z2z5, <0

.’171—4-’17250

max

—$1+1172§0
—m1§0
—.’EQSO

En éste capftulo investigamos problemas de optimizacién vectorial en espacios dimensio-

nales finitos de la forma general

"max” f(z) (1.1)

zeS
Asumimos que S es un subconjunto no vaciode R* (n e N)y f: S = R™ (m € N) es
una funcién vectorial dada.
En el caso de m = 1 este programa reduce a un problema de optimizacién standard

con una funcién escalar f.



Desde que f es una funcién vectorial se habla de problema de optimizacién vectorial
también llamado problema de optimizacién multi-objetivo. El conjunto S es llamado
conjunto de restriccién y la funcién vectorial f es llamada funcién objetivo. De hecho no
tiene importancia si investigamos problemas de maximizacién o minimizacién. En este

capitulo consideraremos solamente problemas de maximizacién vectorial.

La maximizacién de una funcién real f significa que buscamos el méximo valor de
todos los valores de la funcién f(z) con z € S. En el caso de evaluacién vectorial tenemos
que aclarar en que sentido maximizamos vectores f(z) € R™ con z € S (ver fig. 1.4).

La importante pregunta de cémo ordenar vectores en R™ es investigada en la siguiente

seccion.

v

v
v

Figura 1.4

1.2 Relaciones de orden

La teorfa matematica de conjuntos parcialmente ordenados, proporciona la herramienta
fundamental para la pregunta sobre cémo ordenar vectores en R™. Un ordenamiento

parcial en R™ es definido como sigue.



Definicion 1.1.

(a) Todo subconjunto no vacio R del espacio producto R™ x R™ es llamado una relacion

binaria R sobre R™ (se escribe Ry para (z,y) € R).

(b) Toda relacion binaria < sobre R™ es llamada un ordenamiento parcial sobre R™,

st para vectores arbitrarios w,x,y,z € R™ se cumple las siguientes propiedades
(i) z<z (reflexiva)

(#) <y, y<z=>z< 2. (transitiva)

(#) <y, w < 2= z+w < y+ 2 (compatibilidad con la adicion)

() z<y,c e Ry = az < ay. (compatibilidad con la multiplicacion escalar)

(¢) Un ordenamiento parcial < sobre R™ es llamado antisimélrico, si para vectores

arbitrarios z,y € R™ se tiene

c<y,y<z=>e=y.

En el caso en que el espacio vectorial R™ es dotado de un ordenamiento parcial dire-

mos que es un espacio vectorial parcialmente ordenado.
Ejemplo 1.2. Definamos el ordenamiento parcial denotado <,, sobre R™ por

<m={(z,y) eER™" X R™ [ z; <y Vie {1,...,m}}.

Asi, R™ es un espacio vectorial parcialmente ordenado.

Noétese que dos elementos arbitrarios de un espacio vectorial parcialmente ordenado
no siempre pueden ser comparados con respecto al ordenamiento parcial. Por ejemplo,
el vector (1,2) no es ni mds grande ni mds pequefio que el vector (2,1) con respecto al

ordenamiento parcial dado en el Ejemplo 1.1.

10



La siguiente definicién muestra que también es posible introducir un ordenamiento

completo sobre R™ permitiendo comparar vectores arbitrarios.

Definicidon 1.2. Un vector € R™ es llamado lexicogrificamente mas grande que un

vector y € R™, si ¢ 5 y y el primer componente de x — y es positivo distinto de cero.

Es obvio que para vectores arbitrarios z,y € R™ la siguiente afirmacién cumple: o
z =y 0 z es lexicogrificamente mas grande que y o y es lexicograficamente mas grande

que z. Por ejemplo, el vector (2, 1) es lexicograficamente més grande que (1, 2).

A partir de que tenemos un ordenamiento parcial sobre el espacio vectorial R™, no
es necesario trabajar con la estructura algebréica de la Definicién 1.1 pero podemos usar

conos convexos caracterizando un ordenamiento parcial.

Definicién 1.3. Sea C un subconjunto no vacio de R™. Diremos que
(a) C es un cono, si dados = € C y A > 0, entonces Az € C (ver figura 1.5).

(b) Un cono C es llamado puntiagudo, si dados z € C y —x € C, entonces z = Ogm

(ver figura 1.6).

Figuras 1.5 y 1.6. Cono y cono puntiagudo.

11



Ejemplo 1.3. El conjunto
RY={zecR™ /z; 20, Vie{l,...,n}}.

es un cono puntiagudo.

Definicién 1.4. Un conjunto T C R™ es llamado convezo st para cada z,y € T,

enlonces

Az+(1—-XNyeT, VYielol].

(ver Figura 1.7y 1.8)

Figura 1.7 y 1.8 conjunto convexo , conjunto no-convexo

Si T es un cono, entonces la convexidad es simplemente caracterizada por el siguiente

teorema.

Teorema 1.1. Un cono C' C R™ es convezo si y sélo si x +y € C, para todo z,y € C.

Demostracion.

(a) Como C es un cono convexo, se sigue que para todo z,y € C
1 1 1
luego por ser C cono , para A =2,2 (3 (z+y)) € C

12



lo cual implica que z +y € C.
(b) Sean vectores arbitrarios z,y € C y A € [0,1], por la Definicién 1.3 (a) tenemos
Az € Cy (1= Ay € C,y luego, por hipétesis concluimos que

Az+(1-NyedC,
i.e., el cono C es convexo. M

Ahora llegamos a una relacién central entre un orden parcial y un cono convexo.

Teorema 1.2.
(a) Si < es un ordenamiento parcial sobre R™, entonces el conjunto
C={a:€]Rm/ORm <z}
es un cono convezo. Ademds si el ordenamiento parcial es antisimélrico, entonces

C es puntiagudo.

(b) Si C es cono convexo en R™, entonces la relacion binaria
<={(z,y) eR" xR™ /y—z € C},

es un ordenamiento parcial en R™. Ademds si C es puntiagudo, entonces el orde-

namiento parcial < es antisimétrica.

Demostracion.

Prueba de (a). Desde que el ordenamiento parcial < es compatible con la multiplica-
cién escalar, es evidente que C es un cono. Ahora, tomando vectores arbitrarios z,y € C,
se sigue que Ogm < ¢y Og= < y, ¥ usando la Definicién 1.1 (b) obtenemos Og= < z + v,

lo cual significa que z + y € C. Entonces usando el Teorema 1.1, concluimos que C es

13



convexo. Luego al asumir que z € C' y —z € C, esto implica que Ogm < 2y = < Ogm, ¥

por la definicion de antisimetria de < tenemos que z = Ogm. Asi, C es puntiagudo.

Prueba de (b) Desde que Og= esta siempre contenido en un cono, la relacién binaria
< es reflexiva. Paraz <y yy < z (2,9,2 € R™) tenemos y —z € Cy z—y € C. La
convexidad de C implica que z — z € C o z £ z. Esto muestra la transitividad de <,
para z,y,w,z € R™ arbitrarios con z < y y w < 2, tenemos que y —z € Cyz—w € C
y a causa de la convexidad concluimos que (y+ 2) — (z+w) € C, i.e. z+w < y+ 2. Asi,
la relacién binaria < es compatible con la adicién. Para la prueba de la compatibilidad
con la multiplicacién escalar tomamos z,y € R" y o € Rt con z € y. Luegoy —z € C,
y a causa de que C es un cono, concluimos que ay — az € C. Finalmente, asumimos que
el cono C' es puntiagudo y toma todo z,y e R conz < yyy € z. Entoncesy—z € C'y
—(y — z) € C implicando que y — © = Ogm 0 z = y. Consecuentemente, el ordenamiento

parcial < es antisimétrico.

Definicion 1.5. un cono convero que caracteriza el ordenamiento parcial sobre R™ es
llamado un cono de ordenamiento .(o tambien un cono positivo)
Ejemplo 1.3.
(a).Para el ordenamiento parcial de componentes dado en el ejemplo 1.1 dan al cono
de ordenamiento en ejemplo 1.2
(b).Elcono de ordenado
C={zeR? Jz: 20y z2=0},

induce el ordenamiento parcial <¢ con

TLcY S T1SY1y T2 = Yo

En lo sucesivo denotamos al ordenamiento parcial inducido por un cono ordenado C C R™
por £¢, vy asumiremos que el cono ordenado es puntiagudo implicando que el ordena-

miento parcial inducido <¢ es antisimétrico.
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1.3 Resultados del And&lisis Convexo

Definicién 1.6. Sea C C R™ un conjunto convezo. Diremos que la funcién f: C — R
9]

es convexa en C si,
Vi, yeC,Vael0,1]: flaz+ (1 —ay) < af(z)+ (1 - a)fy).

Proposicién 1.1. (Convexidad de suma de funciones convexas) Sea C C R™ un
congunto convezo y las funciones convexas f; : C — R, para cada i =1,...,p. Entonces

para cualquier t; € R, i =1,...,m, la funcion f : C — R definida por

f(z) = i t:fi(z),

g==1

es conveza en C.

Demostracién. Sean z, y € C y a € [0, 1]. Por la definicién de f tenemos que
faat (1 -a)y) = 3 tfs(ax + (1 - o))

donde t; > 0, para cada i = 1,...,m. Entonces usando el hecho de que las funciones f;

son convexas en C, tenemos que
few+ (1-0)y) < St (@fila) + (1 - o) 1)

Pero

Stlefil@) +(1-a) W) =aLtfi@)+1-a) S i)

Asi,
flaz+(1—a)y)<af(@)+(1—a)f(y)

i.e., f es convexa en C.
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Lema 1.1. (Lema de Minkowski) Sea D C R™ un conjunto convexo no vacfo. Si

z ¢ cl (D), entonces existen @ € R*\{0} y c € R {ales que
(a,m) =G <a>y> >¢, VyeD.
Demostracién. Ver [11].

Lema 1.2. Sea D C R™ un conjunto convezo no vacto. Si z € fr(D), entonces existen

a € R*\ {0} y c € R tales que
(a,2) = ¢, (a,y) >c, Yy € D.

Demostracién. Ver [11].

Teorema 1.3. Sea S un conjunto convezo cerrado no vacio en R* y y ¢ S. Entonces

existen un vector p no nulo y un escalar o tal que p'y < o y Pz > a para cada z € S.
Demostracién. Ver [1].

Teorema 1.4. (Teorema de separacién) Sean C; y Ca conjuntos convexos no vactos

de R™tales que intCy N intCy = ¢.Entonces existen a € R™ \ {0} y a € R tales que
(a,2%) < a < (a,2%), ¥z € C), Va2 € C.

Demostracién. Es claro que el conjunto C' = Cy — C es convexo y no vacio, puesto que
C; y Cy son convexos con intCy N intCe = ¢. Ahora hay dos posibilidades: 6 0 ¢ ¢l(C),

6 0 € fr(C) para separar 0 del conjunto C en el primer caso usaremos el Lema 1.1 y en
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el segundo caso usamos el Lema 1.2, concluimos que existe a € R™ \ {0} tal que
(a,2) >0, Vz € C,
ie.,
(a,2* — z') > 0 para todo 2® € G , z' € (.

De aquf
(a,2*) > {a,2") ,Va® € Cp,Vz' € ).

En particular, la funcién (a, ) es limitada inferiormente en Cy y limitada superiormente

en ;. Ademss de la relacién de arriba obtenemos que

= i 2 1N
v = jnf (a,7%) 2 sup. (a,2') = n.

Definimos o = (y1 + y2)/2 tomemos que yo > a > 1,

vz! € C, <a, x1> < sup <a,m1> =y <C:
ey

Va2 e Oy, <a,x2> < inf <a,3:2> =yp<CRL
22€Cy

En el caso en que la estructura de ordenacién en R™ venga dada por el cono constante
R? (ortante positivo) el concepto de eficiencia da lugar al de Optimalidad de Pareto, el
més usado dentro de la Programacién Multiobjetivo. Esto nos motiva, a dar la siguiente

definicién
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Definicién 1.7. (De Optimalidad de Pareto). Un punto T € X se dice que es un

optimo Pareto del problema (1.1) si no eziste ningin = € X tal que

f@+f(2) yf(@ e f(z)-RT

o, dicho de otra forma, si no existe un z € X, tal que f(Z) < f(z). FEzpresado por
componentes, x € X serd un d&ptimo Pareto del problema (1.1), si no eziste ningin

z € X, tal que

(@) < fs(z), Vse{l,...,p}

Dicho de otra forma, T es un 6ptimo de Pareto de (1.1) si y sélo si, para cada z € X tal
que fs(Z) < fs(z), para algin s € {1,...,p}, existe entonces un r € {1,...,p} tal que
fr(z) < f-(Z). Esta visién emana del concepto de optimalidad dado por el economista
italiano Wilfredo Pareto en 1896. Segiin éste, una colectividad se encuentra en su estado

6ptimo si ningiin individuo puede mejorar su situacién sin que empeore la de otro.
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Capitulo 2

Conceptos de Solucién en

Maximizacion Vectorial

Consideremos el problema de optimizacién vectorial (1.1) con¢g # S CR*y f: § — R™.
Ahora asumimos que el espacio vectorial R™ esta parcialmente ordenado por una relacién
binaria <¢ inducida por un cono ordenado puntiagudo C. Esta es la suposicién habitual

para esta seccién.

Definicion 2.1. Sea T un subconjunto arbitrario no vacto de R™. Se dice que

(a) €T es un elemento mazimal de T, si

no existey €T cony#7 yy <c y-

(b) €T es un elemento minimal de T, si
noexisteye T cony#7 yy <c 7.

Ver figura 2.1.

19



Y2 4 L
7
[ ek lv29
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i es un elemento
y maximal de T
T
{veR*|y <y]
Jes un elemento
minimal de T
o] Y1

Figura 2.1 Elementos maximal y minimal de T con respecto a C=R

Ejemplo 2.1. Considerando el circulo unitario en R?

T={(y,52) €R* [yi +95 <1}

y asumiendo que C' = R? | el conjunto de todos los elementos maximales de T' esta dado

{(yl,yz) €R2/y1 €01 ,p= \/_1_:;%}

y el conjunto de todos los elementos minimales de T puede ser escrito como

{(yl,yg)eRz/yle[—l,O] 7y2=—\/1—vy§}.

En la préctica los elementos maximales de T' = f(S) no desempeiian el rol central sino

por

sus preimagenes.
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Y2 .
elementos maximales
7
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T
-1 0 1 >
Yi
elementos minimales
de T -1
Figura 2.2

Definicién 2.2. Diremos que T € S es una solucidn eficiente (o un punto optimo ed-
gewoth pareto o una solucion mazximal o un punto no dominado) del problema (1.1) si

f(Z) es un elemento mazimal del conjunto imdgen f (S).
La nocién de soluciones eficientes usadas en economia, mientras que la nocién ~ Edge-
worth - pareto éptimo”~ se pueden encontrar en ingenieria y en las matematicas aplicadas

se llaman soluciones maximales. El concepto de eficiencia ha sido introducido por Koop-

mans.

Ejemplo 2.2. Considerar el conjunto de restriccién
S = {(z1,22) €R2/m§—$2\<\0,x1+2m2~3<0},

21
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y la funcién vectorial f : § — R? con

Zi
f(zy,22) = , YV (zy,22) € S.
—& — 1?%
Suponinedo que C' = R2, calcularemos el conjunto de todos los elementos maximales de

f(S). Seazg=2% y ——% < x; < 1, entonces

f(mlymZ) = f (mlax{i) = ( Y )

w (Y1)

3_331

donde w (y1) = —y1 — y{. De la misma manera, si zo =

e =1(a25%)- 1)

R(y) = —% [ — 4y +9] = —% (31 —2)* + 5]

se sigue que

donde

Ahora encontremos el méximo de w, usando el criterio de la segunda derivada.
w' (1) = =1 — 435 =0,

entonces
V2

n=—7

Luego
W (Y1)lyye 9372 = (—1260) ], __ g5/ = —3V4 <0

Entonces el conjunto maximal esta dado
3
{(yl,yz) € R“”/yl € [—-‘é—ﬁ;l} Y2 = Y1 ——yf} C f(5)
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y el conjunto de soluciones eficientes sera

(ver fig. 2.3).
X, A
3 —
Y2
1 -
N
| > TR N
-2 I —2 17T 0PN
soluciones / 1
eficientes |~
/
. i i s
fS) -
-3 -
elemento
minimal
de T -4 -
Figura 2.3
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El concepto de eficiencia es la principal nocién de optimalidad empleada en la op-
timizacién vectorial, pero hay también otros conceptos que son mas débilmente o mas

fuertemente formulados. Primero presentamos una nocién de optimalidad m&s débil.

Definicién 2.3 Seq el cono ordenado puntiagudo C que tiene un interior no vacio int(C).
Diremos que T € S es una solucién débilmente eficiente (o un punto débilmente dptimo
de edgeworth-pareto, o una solucién débilmente mazimal) del problema (1.1), si hay un

z €S con

f(=) — f(@) € int(C).

Esta nocién de eficiencia débil es con frecuencia solamente empleada si es dificil repre-
sentar teéricamente las soluciones eficientes o determinarlas numéricamente. En general,
en las aplicaciones uno no se interesa en las soluciones débilmente eficientes; esta nocién

de optimalidad es solamente de interés matematico.

Ejemplo 2.3. Consideremos el problema de optimizacién vectorial (1.1) con el conjunto
S={($17$2)€R2/0§m1<1, ngggl},

La identidad f : S — R? con f(x1,22) = (z1,72) para todo (z1,z2) € S, y asumimos
C = R2, S describe un cuadrado en R2. A partir de que f es la identidad, el conjunto

imdgen f(9) equivale a S. El punto (1,1) es la tnica solucién eficiente, ademds el conjunto
{(z,22) €5 /21 =10z =1},

es el conjunto de todas las soluciones débilmente eficientes (ver fig. 2.4).

24



A\

0 1 4

Figura 2.4

Prueba de solucién débilmente eficiente
Veamos que el punto (zg, 1) cumple con la definicién de solucién débilmente eficiente. En
efecto, sea T = (1, 1) una solucién débilmente eficiente por lo tanto no existe un z € S
tal que

f(@) < f(z), vz € S.

supongamos que lo hubiera

ie., (zo,1) < (z,1) implica que 0 < (z — zg,0). Luego
(0,0) <(z—20,0) ©0£L0 A O<z—20

Por lo tanto, las soluciones de la forma (zg, 1) son débilmente eficientes.

Similarmente para las soluciones de la forma (1, y,) cumple con la definicién.

Prueba de solucién eficiente
Probaremos que (1, 1) cumple con la definicién de solucién eficiente, i.e., que no existe

un z # %, con z € S tal que f(Z) < f(z). En efecto, si

i

T (1,1),

z = (z,1)
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(0,1)

(20,1) — (1,1)
0 < (z0—1,0)

(0,0)

(1,1)
0

IAN A

IA

(zo—1,0) = 0£zo—1 A 0<0

0 £ o — 1 no se cumple porque 0 < zy < 1 (contradiccién), de aqui (1,1) es solucién

eficiente.

En el ejemplo previo el conjunto de soluciones eficientes esta contenido en el conjun-
to de soluciones débilmente eficientes. Este hecho se cumple en general (en el caso de

int(C) # ¢) y es probado en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea C el cono ordenado puntiagudo que tiene un interior no vacio. En-

tonces toda solucion eficiente del problema (1.1.) es una solucién débilmente eficiente

del problema (1.1.).

Demostracién. Si T € S es una solucién eficiente del problema (1.1). Entonces no hay
un z € Scon f(z) # f(ZT) y
f(@) <o (=)

o equivalentemente

flz) - f@) €C,

consecuentemente, no hay tampoco un z € $ con
flz) — f(z) € int(C).

Esto significa que Z € .S es una solucién débilmente eficiente.

Nétese que la reciproca del Teorema 2.1 no es cierta en general (comparar el ejemplo
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2.3).

Definicién 2.4. Sea C = R7}. Se dice que T € S es una solucidn propiamente eficiente (o
punto de Edgeworth - Pareto propiamente optimal o una solucién propiamente mazimal)
del problema (1.1), si T es una solucién eficiente y eziste algun nidmero real > 0, talgue

para cada i € {1,...,m} y cada z € S que verifiqguen f;(z) > fi(Z)} eriste al menos un

Jje{1,...,m} talque f;(z) < fi(Z) y

fi(2) — fi(@)
5@ = f@) S

una solucion eficiente la cual no es propiamente eficiente es también llamada una solu-

cion impropiamente. eficiente.

En las aplicaciones las soluciones impropiamente eficientes no son deseadas porque

un posible arreglo de un componente conduce a un deterioro préictico de otro componente.

Ejemplo 2.4. Por simplicidad investigamos el problema de optimizacién vectorial (1.1)

con el circulo unitario

S = {(z1,20) € R?* /2% + 22 < 1},

la identidad f : § — R? con
flzy,xo) = (21, 22) V(x1,22) € S,
y C =R2 por ejemplo 2.1, el conjunto de soluciones eficientes se lee
{(1‘1,1’2) ER? )z, €[0,1] yzo = lvzz:f}

(Ver fig. 2.2).

Excepto los puntos (0,1) y (1,0) todas las otras soluciones eficientes son también
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soluciones propiamente eficientes. A continuacién mostramos que el punto z = (0,1) es

una solucién impropiamente eficiente. Para un n € N arbitrariamente consideramos el

punto

z(n) = (%m, 1- %)

del circulo unitario. Para cada n € N tenemos fi(z(n)) > f1 (@) y folz(n)) < o (@) y

concluimos
1
A@) - fils()  Fi—aym) O pvEIR-L
ham) - @) wmm -z [ L, YT
n

Es obvio que una cota superior p > 0 de este término no existe. Consecuentemente,

Z = (0,1) es una solucién impropiamente eficiente.
A continuacién vayamos a una nocién de optimialidad muy fuerte.

Definicién 2.5. z € S es llamada una solucién fuertemente eficiente (o un punto
Juertemente optimal de Edgeworth Pareto o una solucién fuertemente mazimal) o del

problema (1.1) si
f(z) <c f(@) Yz € S,
o equivalentemente si no hay € S tal que f;(zT) < fi(z) para i = 1,...,m y para al

menos un valor i, fi(Z) < fi(z).

Ejemplo 2.5. Consideremos el problema de optimizacién vectorial en el ejemplo 2.3 don-
de el punto (1,1) es una solucién fuertemente eficiente. Ademss, el problema, discutido
en el ejemplo 2.4 no tiene soluciones fuertemente eficientes.

Del ejemplo 2.3 tenemos que
S={(z1,25) €ER*/ 0< 2, <1, 0< 23 <1},
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f:8—R? con f(z1,22) = (z1,22); C = R3.

I a

\4

figura 2.5

Probaremos que Z = (1, 1) es una solucién fuertemente eficiente, veamos que no existe
un z € S, z # T tal que f(Z) < f(z); si f es la identidad tenemos; (1,1) < (21, %2), de
aquf 1 <z A 1 < zy y por el conjunto de solucién tenemos z; < 1y zo <1 por lo tanto
la contradiccién, de aquf (1,1) es una solucién fuertemente eficiente.

Del ejemplo 2.4 tenemos que
S = {(z1,z5) € R? / 2 + 2% < 1}.
La identidad f : S — R? con
f(z1,22) = (1, 22), V(21,22) €S,

y C = R%, por lo desarrollado en el ejemplo 2.1 el conjunto de soluciones eficientes estéd
dado por
{(z1,20) €ER? [ 21 €[0,1] y za = 4/1 — 23, }.
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(0,1)
y
VoS /Seluciones eficientes
v (X o)
x Xy =Rt
=< x,
figura 2.6

Probaremos que la solucién eficiente (zg,y0) € S no es fuertemente eficiente, i.e.,hay
un z € § talque.
f(@) <. flz), Yz € S.

Veamos, (zg,%) < (z,y) con (z,y) € S de aqui:

zo <« A yo < y variando z e y, tenemos ( ver figura 2.6 ):
(1) o<z Ay <yo
(i) <z A Yo <y

De (i) y (i) concluimos que la solucién eficiente (zo,yo) no es comparable con las

dem4s soluciones eficientes, por lo tanto el resultado.

Teorema 2.2. Toda solucidn fuertemente eficiente es una solucion efciente.

Demostracién. Sea Z € S una solucién fuertemente eficiente, i.e.,

f(z) <c f(@) Vz € S.

Entonces no hay z € S con f(z) # f(Z) y f(Z) <¢ f(z). De aqui, Z es una solucién
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eficiente.
Definicién 2.6. T € S es llamada una solucion esencialmente eficiente (o un punto
esencialmente optimal de Edgeworth - Pareto o una solucidn esencialmente maximal) del

problema (1.1), si f(T) es un elemento maximal de la envoltura convexa del conjunto

imagen f(S).

A partir que el conjunto imagen f(.9) esta contenido en su envoltura convexa es evi-
dente que toda solucion esencialmente eficiente € S es tambien una solucién eficiente.

Ademas hay tambien una relacién con el concepto de eficiencia fuerte.

Definicién 2.7.5ea ¢ # S C R* y C un cono ordenado puntiagudo,definimos que un

elemento f (Z) € f(S) es llamado un elemento fuertemente maximal del conjunto f (S),

5i f(S) C @} -Co(f@ <c f@) Vaes)

Teorema 2.3. Cada solucion fuertemente eficiente es una solucion esencialmente efi-

ciente.

Demostracion. Sea T € S una solucién fuertemente eficiente entonces tenemos

fz) <. f(@), V2 € S

o equivalentemente
f(S) c {f(@)} — C, por definicién 2.7.
(7 denota la diferencia algebraica de conjuntos).

Si C es cono convexo entonces {f(Z)} — C es convexo a partir de que el conjunto

{f(Z)} — C es convexo, concluimos que la envoltura convexa Co(f(S)) de f(S) es la
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interseccién de todos los subconjuntos convexos de R™ conteniendo f(S).

f(8) = n A; / f(S) € A; donde A; convexo
Co(f(S)) C U@H ¢

Luego no hay y € Co(f(S)) con y # f(Z) y f(T) <. y de aqui, f(Z) es un elemento

maximal del conjunto Co(f(S)), i.e. T es una solucién esencialmente eficiente.

Ejemplo 2.6. Considerese el problema de optimizacién vectorial (1.1) con el conjunto

de restricciéon discreto.

§=1{(0,3),(1,1),(3,0)}.

La identidad como funcién objetivo f y C = R2 (ver fig 2.7).
Todo punto factible es una solucién eficiente, pero solo los puntos (3,0) y (0, 3) son

soluciones esencialmente eficientes.

T A
3
2
1 - .
0 l | >
o 1 2 3 g

figura 2.7

Resumiendo las relaciones entre los conceptos de optimalidad presentados obtenemos
el diagrama en la tabla 2.1. Notese que las implicancias inversas no son ciertas. En

general
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Eficiencia Fuerte

4

Eficiencia Esencial

i

i i . C=RT . . int(C)#£D
Eficiencia propia =" Eficiencia " Q#

tabla 2.1

Eficiencia débil.
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Capitulo 3
Método de Escalarizacion

En general, escalarizacién significa la sustitucién de un problema de optimizacién vec-
torial por un problema de optimizacién escalar apropiado, el cual es un problema de
optimizacién con una funcién objetivo evaluada en los reales. Este principio hace posible
gue las soluciones de un problema de optimizacién vectorial pueda ser caracterizado y
tambien resuelto usando estos problemas escalares. En economia estos problemas son
tambien llamados problemas auxiliares, programas auxiliares o modelos de compromiso .

En esta seccién discutimos problemas de optimizacién escalar los cuales pueden ser
usados para escalarizacién y presentamos sus bases teéricas. Estas investigaciones encie-

rran la eficiencia y los conceptos de eficiencia débil y propia.

3.1 Resultados generales

Para la formulacién de una condicién suficiente general para soluciones eficientes del
problema de optimizacién vectorial (1.1) necesitamos conceptos de monotonia apropiados.

Empleamos la misma notacion standard empleada en el capitulo 2.
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Definicién 3.1. Sea M un subconjunto no vacio de R™.

(a) Una funcion ¢ : M — R es llamada mondtonamente creciente en M si
TyeM , z<cy= p(z) < ey)
(b) Una funcién ¢ : M — R es llamada fuertemente mondtona creciente sobre M si
nYyEM, 2y, 2 <oy = ¢lz) <ply).

(¢) Dado C C R™ con int(C) # ¢, una funcion ¢ : M — R es llamada mondtona

esctrictamente creciente sobre M s1
z,y € M, y—z € int(C) = o(z) < o(y).

Es evidente en el caso que int(C) # ¢ que cada funcién fuertemente mondtona

estrictamente monétona es creciente también.
Ejemplo 3.1. Sea C = RT = {:c € R™/x; 20 ,i=1..m}.

(a) Para numeros reales arbitrarios ¢y, ...,%, = 0, sea la funcién ¢ : R™ — R definida
por

m
oY1,y Ym) = Ztiy,-, Y(Y1,. .- Ym) € R™.
i=1

Entonces ¢ es mon6tona creciente sobre R™. Con el fin de ver esto, fijamos vectores

arbitrarios z,y € R™ con z gw y. Dado que ty,...,t, 20y
:ciéyiVéE {1,,m}

concluimos que

o(z) = itﬂi < iiiyi = ©(y).

i=] i=1
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(6)

(e)

Esto completa la prueba.

Sean los nimeros reales arbitrarios t1, ..., %, > 0, y la funcién ¢ : R™ — R, definida

por

m
WL Ym) = D1 V(¥1,- -, Ym) € R™.
i=1

Entonces ¢ es fuertemente monétona creciente sobre R™. Para la prueba de esta
afirmacion elegimos vectores arbitrarios z,y € R™ con & # y y ¢ <gr y- Entonces
tenemos

t,,;.’L‘i < i,;yi, Vi c {1? . ,m},

donde para al menos un 7 € {1,...,m} esta desigualdad es estricta. Consecuente-

mente, tenemos

p(z) = zmjtimi < f:tiyz' = ¢(y)-

i=1 g==1

En R™ las normas pueden fdcilmente ser estrictamente o fuertemente mondétonas
crecientes sobre M = R7. Cada norma de peso I, con p € [1,400) es fuertemente
mondétona creciente sobre R (y, por tanto, también estrictamente monétona cre-
ciente sobre R™?). Para la prueba basta tomar para un p € [1,+00) y la norma de

peso I, | . ||, definida

m ‘1/2’
”y”p = (Z wy k%:}p) , VyeR™

i=1

donde los pesos wy, . . . , w,, son nimeros reales positivos (ver fig. 3.1 ) para vectores

arbitrarios z,y € R} con z # y y = <gr y. se sigue
0<a? <of, Vie {l,...,m},

donde la desigualdad de la derecha es estricta para al menos 2 € {1,...,m}. En-
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tonces concluimos que

1/p

m 1/p m
=ll, = (ZMIM”) < (Zwi |yilp) = |lyll, -
i=1 i=1

De aquf, la norma de peso [, ||.||, con p € [1,4+00) es fuertemente mondtona cre-

ciente sobre ]R’j:.

Por otro lado la norma de peso méxima ||.||,, definida como.

lylleo = max ) {wilyi|, Yy e R™ ],

ie{l,....,m
(w1, ..., wn > 0) es mondtona estrictamente creciente sobre R7T. Para la prueba
tomar vectores arbitrarios x,y € RT con z; < y;, para todo i € {1,... ,m}. Luego,
obtenemos que

|l oo =, egﬁfm} {ws |zl } <Z.€F11"‘ﬁ4_3’<m} {w; [yil} = 19l -

v

\‘ .
y1/ -
TTT QY
(L
g o=

Figura 3.1
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(d) Sea la funcién definida por ¢ : R™ — R

W1, - Ym) Ztyu (W1, Ym) ER™

Entonces ¢ es monétona estrictamente creciente sobre R™. Para la prueba de esta
afirmacién elegimos vectores arbitrarios z,y € R™ tales qué z; < ¥, para todo

i € {1,...,m}. Entonces se sigue

plz) =, max {zi} < max {y:k=py).

El siguiente teorema proporciona un resultado de escatorizacién bésica.

Teorema 3.1.

(a) Sea ¢ : f(S) — R una funcién fuertemente mondtona creciente sobre f(S). Si hay

un T € S con

e(f (@) 2 p(f(2)), Vz € S. (3.1)

Entonces T es una solucion eficiente del problema (1.1).

(b) Sea ¢ : f(S) — R una funcién mondtonamente creciente sobre f(S). 8¢ hay un

TES con

o(f(@)) > o(f(2)), Yz € Scon f(z) # f(T). (3.2)
Entonces T es una solucién eficiente del problema (1.1).

(¢) Teniendo C un interior no vacio int(C), y siendo ¢ : f(S) — R una funcién

estrictamente mondtona creciente sobre f(S) si hay un T € S con

o(f(@)) > p(f()), Vo € 8. (3.3)

Entonces T es una solucion debilmente eficiente del problema (1.1).
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(d) Sea C =RT, yt1,...,tm > 0 miimeros reales dados si hay un T € S con
m m
Y oufi(@) 2> tifi(z), Vo e S, (3.4)
g=1 i=1

Fntonces T es una solucidn propiamente eficiente del problema (1.1).

Demostracion.
En los dos primeros casos asumimos que T no es solucién eficiente. Entonces hay un

z € 5, con

f@) < flz) y fla) # f(T).

Prueba de (a). Aplicando la definicién de funcién fuertemente monétona creciente ob-
tenemos ¢(f(Z)) < ¢(f(z)), el cual es una contradiccién con la desigualdad (3.1). Por

lo tanto, Z es una solucién eficiente del problema (1.1).

Prueba de (b). Aplicando la definicién de funcién monétona creciente obtenemos
o(f(F)) < (f(z)), el cual es una contradiccién con la desigualdad (3.2). Por lo tanto,

Z es una solucion eficiente del problema (1.1).

Prueba de (¢). Asumiendo que T no es una solucién débilmente eficiente del problema

(1.1), entonces hay un z € S con

f(@) — f(@) € int(C),

a partir de que ¢ es estrictamente mondtona creciente sobre f(.S) se sigue que

p(f(@)) < ¢(f(2))

es una contradiccién con la desigualdad (3.3). Luego, T es una solucién débilmente

eficiente del problema (1.1).
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Prueba de (d). Desde que la funcién ¢ : f(S) — R definida como
@(yla et Jyn) = Ztiyi: Vy € f(S)

Es fuertemente monétona creciente sobre f(S) (comparar el ejemplo 3.1 de la parte (b)).
Por la parte (a) de este teorema Z es una solucién eficiente del problema (1.1). Asumir

que T no es solucién propiamente eficiente. Luego podemos eleguir.

t;
p=(m-—1) max {i}param>2

i,5€{1,....m}
y obtenemos para algin ¢ € {1,...,m} y algin z € S con f;(z) > fi(%)
filz) — fi(Z) : —
e >u, VjE€{l,...,m} con fi(z) < f;(Z
fJ(SE) _fj(x) @ J { } nf]( ) f.?( )
esto implica

F@) = 5(@) > u55() = £5(0) = (m = DE(5(E) - (o)

para todo j € {1,.. m} \ {i}.

Multiplicando con 1 y sumando con respecto a j s 4 conduce a

f@) ~ () > (m=DE(@ - (=)

t; » -
(m— 1)(fé(~’€) - @) > (@) - fi(x)
ZQm (fi@) - ())>§ZHL - f(@)
:r#
(mt ) @)D L > Zt] fi@) = fi(=))
;;i J#z
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U@ - E@)m =) > Y45 - 5e)
=

W) - @) > Y6 - fie)
2

tifi(x) — t:fi(Z) > thfj(f) -thfé(m)

b i
tfi(@) + ) tifil@) > Y 45(@) + fi(@)
g i
dotifi@) > Y t£@)
j=1 J=1

contradiciendo la desigualdad (3.4) por tanto el resultado. W

3.2 Enfoque de suma de pesos

Si se combina las afirmaciones del Teorema 3.1, (b), (¢) para C = R con las obser-
vaciones del ejemplo 2.12; (a), (b) (i.e., ¢ es elegido como una funcién lineal especial),
entonces obtenemos los resultados de escalarizacién dados en la tabla 3.1., el resultado
del Teorema. 3.1, (d) también es considerado. Este enfoque emplea la suma de pesos de
los componentes de la funcién vectorial objetivo. Por lo tanto se habla de un enfoque de

suma de pesos.
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Toda solucién del problema de optimizacion escalar

M8Xzes i ti fi(z)

i=1

t,t9, ...ty >0 t1,t0y ity > 0 t1,t9, eyt > 0

(Condicién suficiente) | ¢; > 0 para algin
b1, b, et > 0 ic{1,2,..,m}
t; > 0 para algn
ie{1,2,...,m}

(Condicién necesaria)

es
Una solucién Una solucién Una solucién
propiamente eficiente del débilmente
eficiente del problema (1:1) eficiente del
problema. (1.1) problema (1.1)

Tabla 3.1 Condiciones suficientes para soluciones éptimas.

Ejemplo 3.2.

(a) En el gjemplo 2.2 hemos ya investigado el siguiente problema de optimizacién vec-

torial (ver también la fig 2.3)

Z1
max
() ¢ BN

s.a. m% — 25 <0

$1+2$2—3~<\0
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Para el cdlculo de una solucién propiamente eficiente de este problema se puede elegir,

por ejemplo {; = 1 y t» = 2. Entonces se resuelve el problema de optimizacién escalar

max —z; — 273
(p1){ sa. 22—z,<0

$1+2$2~—3 € 0

11
donde 7 = L Z) es la solucién 1inica del problema (p;), por el teorema 3.1 (d) T es

tambien una solucién propiamente del problema de optimizacién vectorial (p)

2°4

1
acontinuacion probaremos que T = (—-—1— —) es la unica solucion del problema (p;).
Sea la funcién objetivo f(z1,x2) = 21 + 225 donde

1 0 0
Ve, zz) = , V2f (21, 22) =
4332 0 4

al ser su matriz semidefinida positiva podemos asegurar que f es una funcién convexa.

sean las restricciones.

g1(z1,Te) = 93%—332’50

go(z1,22) = x1+222—3<0

donde g es lineal por lo tanto convexa y como g; es no lineal, veamos si es convexa.

23}'1 1 2 0
Vi1, z9) = , Vg1 (21, 32) =
-1 0 0

al tener matriz hessiana semidefinida positiva podemos asegurar que g; es una funcién

convexa,

1. Luego, bajo estas caracteristiéas, las condiciones de Kuhn-Tucker son necesarias y

suficientes para obtener el minimo global del problema, el cual no puede ser tinico.
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Las condiciones de Kuhn-Tucker son

1 2z 1 0
+ A + Az
Az, -1 2 0

)\1( x?wﬂ’}g) = {)

I

)\2($1 + 229 — 3) = )\1, Ao 2> 0.

o La resolucién de las condiciones de Kunh-Tucker se reduce a los siguientes casos:

o Si A1 =0, A2 = 0 tenemos

por lo tanto no existe solucién.

o Si Ay # 0, Ay = 0 tenemos

1+ 2M2 _ 0

4.’132—)\1 . O
1+20\z;=0=>1z -t

L1 — 1—2A1
4:B2—,}\130:>SE2=%

Ahora reemplazando z,, Z3 en g; obtenemos el valor de A;.

W) - ()

1=
A 4/\% =0,AM#0,A>0

(1 _}‘?) =0,
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1
De aqui, A; = 1. La solucién serd z; = 3 T2 = 7.

o Sid; = 0, Az # 0 tenemos

14 A 0
Az + 2X9 0
o Si A # 0, Ag # 0 tenemos
1 + 2)\13}1 -+ )\2 0
dzg — X1 +2Xg / 0
Veamos,
A
142021+ 2 = 0=z = M
22
AL —2
4o — X +2h = 0= 29 = —1—4—)\2-
Ademaés
M(z? —x3) =0
e 2) con Ay, g >0

(22 —z9) =0 = 12 = Iy

($1+2$2—3)=0 = 21— 3= —2Z2

Ahora reemplazando z1, 23 en g; ¥ g2, concluimos que

13A01 4+ 1303+ A7 #0. 8

(b) La aplicacién del Teorema 3.1 para problemas discretos permite un célcu-

lo répido de soluciones eficientes. Acontinuacion presentaremos el siguiente
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ejemplo,sea el conjunto discreto
S = {(16,9), (6,14), (11,13), (10,10)} C R?,
y la funcién vectorial f : § — R? definida como

f(icl;&?z) = (21, Z2), Y(z1,22) € S,

donde ,los elementos maximales de S son exactamente las soluciones eficientes
del problema

max f(z),

-para el cdlculo de estas soluciones eficientes se puede escoger el vector de peso

t=(a,1—a)cona e [0, 1] y se obtiene el problema de optimizacién escalar,

max axi+{1— o)z
(z1,22)€S 1 ( ) 2

para a € [0, 1] arbitrario. Los elementos maximales del conjunto S estan

dados en la tabla 3.2.

o T a1 + (1 — o)z,
0<a<, (6, 14) 6a+ 14(1 — )
o= é (6,14) o (11,13) %§
c<a<y| (1,13 |lla+13(1-a)
o= 5| (11,13)0(16,9) =
g <a< 1 (16,9) 16+ 9(1 — )
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Calculo de las soluciones eficientes.

Sea L(z1,25) = az; + (1 — &)z y evaluando en cada punto (z1,z,) € S, tenemos

L{6,14) = 6a+(1—a)ld=1- 8«
L(16,

9) = 16a+(1-a)d=Ta+9
L(11,13

)
) = la+(1-a)13=13 -2
)

L(10,10) = 10a+ (1 — )10 = 10

Ahora encontrando la variacién del pardmetro ¢, consideremos: & = (6, 14) como solucién

eficiente. Por lo tanto, tendremos
L(6,14) > {L(16,9); L(11,13); L(10,10)}

<>14—8a29+7a;5215a;%—2a
<>14—-8a213—2a;126a;-é_>_a
<>14~—8a210;4l‘_>8a;%2a

1
De aqui 0 < o < 6

Sea T = (11, 13) tendremos,

L(11,13) > {L(6, 14); L(16,9); L(10, 10)}.
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©13—-2a> 14—8a; 6> 1; 0 >

S| =

ol3—2a29+7a;429a;§-2a

3
013—20:210;32205;—2-205

i
<€ } » R
1
Sea T = (16,9) tendremos,
L(16,9) > {L(6,14); L(11,13); L(10, 10)}.
1
©9+T7a > 14 — 8a; 15&25;a2§
¢ 9470 > 13 — 2¢; 90:24;0:2%
¢ 9+ Ta > 10;7&21;0:2—;-
P
<€ . » R
0

figura 3.4

Sea Z = (10,10) tendremos, L(10,10) > {L(6,14); L(16,9); L(11,13)}.

¢ 10 > 14 — 8a; 8a > 4; O!Z%

¢ 10> 9+ To; 12 Ta; >

~3|

© 10 > 13 — 2q; 20 > 35 a >

[N V]
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En este caso no cumple L(10,10) # L(11,13). Por lo tanto, T = (10,10) no es solu-

cién.

Observacion.

Notar que para problemas de optimizacién vectorial no lineal generales no toda solu-
cién eficiente puede ser determinada usando el enfoque de suma de pesos, por ejemplo,
la figura 3.3 muestra que solamente dos puntos maximales del conjunto 7" pueden deter-
minarse de tal manera. Solamente estos dos puntos son puntos de apoyo de una funcién

de apoyo apropiada.
LA

elementos

maximales
< de T

Figura 3.3
El enfoque de suma de pesos parece ser solo adecuado para problemas convexos, como
para problemas lineales. En general, este enfoque no puede ser usado para problemas de
optimizacién vectorial que aperecen en ingenieria, para estos problemas son mas adecua-
dos otros enfoques, por ejemplo, el enfoque de la norma médxima de peso. A continuacién

respondemos para que problemas en especial el enfoque de suma de pesos es apropiado.
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Teorema 3.2. Sean C'= RT y el conjunto convero
f(8)—RT = {y e R™ / y <gn f(x), para algin z € S}.

Si T €S es una solucién débilmente eficiente del problema (1.1), entonces hay niémeros

reales ty,...,tm 2 0 con t; > 0, para al menos un i € {1,...,m} y que
S 4fi(@) 2 Yo tifi(z), Vz € S.
fmm] i=1

Demostracién. Sea Z € S una solucién débilmente eficiente del problema (1.1), entonces

no hay z € S con
fi(z) > fi(®@), Vie {1,...,m}.

Si definimos los conjuntos

A={yeRY [ 4> fi@), Vie {1,...,m}}

B={y eRY} /y<gr f(z), para algim z € S}.

Concluimos
AN B=¢.

Es evidente que el conjunto A es convexo y abierto. Por asuncién el conjunto B es

convexo también. Por el Teorema 1.3, hay ndmeros reales t4,..., &, con t; # 0 para al
menos un ¢ € {1,...,m} y un nimero real o y que
Ztiap@ >az thbz Y (al,...,am) €A Y Y (bl,...,bm) € B. (3.5)

i=1 g1

50



Si cl(A) denota la cerradura de A4, i.e.,
cd(A)={yeR™ [y > fi(Z), Vie {l,...,m}}.

Entonces f(Z) € cl(A) N By se obtiene por (3.5), @ = > _ ¢, f;(Z). Entonces concluimos
i=1

f:lte(fi(%) L) > i:ltz-(fi(f)), Vor oz 30

0
Ztgz@ = 0, Vzl,...,zm P 0.
i=1

Esto implica que %1, ..., son no negativos. Finalmente, del lado derecho de la desgual-

dad (3.5), tenemos que
in: tfi(T) 2 i tifi(z), Yz € S.
=1

g=]

Esto completa la prueba. &

El teorema precedente puede ser ficilmente extendido para conos ordenados arbitra-
riamente con interior no vacfo. Para conos con interior vacio se tiene que aplicar un

teorema de separacién especial en R™.

Con el fin de senalar la importancia del enfoque de suma de pesos para problemas
de optimizacién vectorial convexa (i.e., para problemas en los cuales f(S) — R7 es un
conjunto convexo), combinamos los resultados del teorema 3.1 (¢) (en conexién con el

ejemplo 3.1, (a)) y del teorema 3.2 en el siguiente corolario.
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Corolario 3.1. Sean C = RT y el conjunto convexo
£(8) =BT = {y € R™ / y <ar f(a) para algin o € S}.

Entonces T € S es una solucién débilmente eficiente del problema (1.1) si y sdlo si hay

niimeros reales t1,...,t, >0 con t; > 0 para al menos un i € {1,...,m} y que

it%fz(‘.’f) = itif.i(a:), Yz € S.

g==1 i=1

Aunque el concepto de eficiencia débil no es apropiado en aplicaciones (ver ejemplo
2.7), el corolario previo muestra que una representacién teéricamente refinada es posible

bajo asunciones de convexidad.

El siguiente corolario ilustra que el concepto de eficiencia no puede ser tratado en una

forma. tedéricamente uniforme.

Corolario 8.2. Sea C = R™.

(a) Sean t1,...,tm > 0 ndmeros reales dados o si existe un T € S con

S 4::(@) > S tfile), Ve € S,
F==]

i=1
entonces T es una solucién del problema (1.1).

(b) Sea el conjunto f(S) —RY ={y € R™ / y <gr f(z) para algin z € S} convezo.
Si T € S es una solucion eficiente del problema (1.1) entonces existen nimeros

reales t1,...,t, > 0 con t; > 0, para al menos un i € {1,...m} tal que

i tifi(Z) = i tifi(z), Vz € 5.
i=1 i=1
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Demostracién.
Prueba de (a). Consideremos la afirmacién del Teorema 3.1 (a). En conexién con el
ejemplo 3.1 (b). Es decir que para nimeros reales arbitrarios t,...,%, > 0, la funcién

¢ : f(S) — R, definida por

o(f (@) = f; t:f:(x) para todo z € S,

es fuertemente monétona creciente y por la parte (@) del Teorema 3.1 hay Z € S tal que

¢(f(Z)) 2 ¢(f(z)) para todo z € S.

De aqui
i tfi(Z) > i t;fi(z) para todo z € S.
i=1

de=1

Luego 7 es una solucién del problema (1.1).

Prueba de (b). Por el Teorema 3.2 tenemos que toda solucién eficiente del problema
(1.1), es una soluci6én débilmente eficiente del problema (1.1). Por lo tanto, Z € S es una
solucién débilmente eficiente, y por el Teorema 2.1 hay nimeros reales 1, ..., %, > 0 con
t; > 0 para al menos ¢ € {1,...,m} y

in: tzfz(f) > i t§f§($) para todo z € S,
g=1

por lo tanto el resultado.

En economia el resultado del Corolario 3.2 también es llamado Teorema de Eficiencia.
Ahora completamos esta suma de pesos con una investigacién del concepto de eficiencia

propia.
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Corolario 3.3. Sea C' = RT y el conjunto convexo
f(8) -RY ={y e R™ / y <rr f(z)para algin z € S}.

Entonces T € S es una solucidn propiamente eficiente del problema (1.1) si y sdlo si hay
numeros reales t1,...,tnm > 0 y que

SS L@ > 3 tifi(z), Vo € 8.

q=] g=1

Demostracion.
Para la parte inversa: asumimos que T € S es una solucién propiamente eficiente de
(1.1) luego hay un nimero real y > 0 y asi para cada i € {1,...,m} y cada z € S con

[:i(Z) < fi(z) existe al menos un j € {1,...,m} con f;(Z) > f;(z) y

fi(z) - fi(T) ,
fi@) = 1@ =" (36)
Consecuentemente consideremos para cada i € {1,...,m} el sistema
fi@) < fi(z) 3.7)
fi(@) + uf5(®) < fiz) + pfi(2), Vi€ {L,...,m}\{d} (3.8)

No tiene una solucién z € §, para ver esta implicacién asumimos que para algin i €
{1,...,m} el sistema (3.7) y (3.8) tendrd una solucién z € S. Sinohayunj € {1,...,m}
con f;(Z) > f;(x), Z no puede ser propiamente eficiente. De otro lado si hay algin

je{l,...,m} con f;(Z) > fi(z) obtendremos de (3.8)
fi(z) = fu(@) > p(f3(Z) — fi())

contradiciendo la desigualdad (3.6).
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Ahora procedemos con la prueba del corolario y elegimos un ¢ € {1,...,m} arbitrario.

Definamos el conjunto no vacio.

M@ .
fi(z) + pfi(z)

N
-~

eR™ /z eS8
fi(@)

fi(@) + pfm(z)

desde que f(S)—R7T es asumido como convexo, uno puede demostrar con célculos simples

/

que el conjunto M es convexo, si tomamos

fi(@) + i + p(f1(Z) + 1)
Y, = ' eR™, conay,...,a, >0
fi(@) + i + p(fn (T) + 0im)

hacemos notar que el sistema (3.7) y (3.8) no es solucionable. Concluimos
M N int({7;} + RY) = 6.

Entonces por el Teorema de separacién, existen mimeros reales )’\gi) ey 2D con AG) # Opm

y

A (fi@) + o+ p(AE@) +ar)) + ... AP (@) + ) + ...
FAD (@) + i + p(fm(E) + am)) (3.9)
> M) + p(AL@) + ..+ A Hi@) + .+ XD (file) + pfm(2))

Para todo z € S y para todo a3,...,an, >0

Para z = T obtenemos inmediatamente A{,..., A, > 0, para oy = 0 = a,, = 0,
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concluimos de (3.9)

£@ SN+ f(@) > fila) z X 4 53 AD £(2)

F=1 F=1 Fe=1

J#E J#E

y como Z /\() > 0, tenemos
j=1

f:i(Z) + ;;,Z — {)f;(a:) > fi(z) + ;,LZ fg(m) para todo z € S. (3.10)
= A j= A0
PR 7 2;.1 ¢
La desigualdad (3.10) se mantiene para cada i € {1,...,m}, seguidamente sumamos

estas m desigualdades y obtenemos

Ay \
I ERT S L) TSRS o] FRWH I
=1 =1 A i=1 =1 A
t>0 £:>0

Consecuentemente T es una solucién eficiente.

Los resultados concernientes al enfoque de suma de pesos son resumidos en la tabla

3.4, los resultados mateméticos correspondientes pueden encontrarse
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en los Corolarios 3.1, 3.2 y 3.3.

Si el conjunto f(S) — R™, es convexo
entonces una solucién del problema

de optimizacién escalar

MAXges f: tifi(x)

i=1
€s
Una solucién Una solucién Una solucién
propiamente eficiente del débilmente
eficiente del problema (1.1) eficiente del
problema (1.1) problema (1.1)
Siy sélo si
t, 80, oy tm > 0|ttt > 0 t1,toy eyt > 0

(Condicién suficiente) | ¢; > 0 para algin
t1,tg, eyt > 0 i€ {1,2,..,m}
t; > 0 para algin
1€ {1,2,...,m}

(Condicién necesaria)

Tabla 3.4 Condiciones necesaria y suficiente para soluciones 6ptimas

En economia los problemas de optimizacién vectorial son con frecuencia lineales i.e., son

de la forma
max Cz
sa. Az <b (3.11)
xR

donde C'y A son matrices apropiadas (notar que R7 es el cono ordenado y b es un vector
dado (comparar ejemplo 3.2, (c))). Para estos problemas el conjunto f(S) — RT es siem-

pre convexo y por lo tanto los resultados de la tabla 3.4 pueden ser aplicados. Ademsds,
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puede mostrarse que las soluciones eficientes y propiamente eficientes coinciden en este

caso. Esto es resultado del siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sea el problema de optimizacion vectorial (3.11) dado, donde C es una
matriz real de orden n x m, A es una matriz real de orden k x n y b € R* es un vector

dado. Sea el conjunto restriccion no vacto y acotado
S={zeR"/ Az < b},

y sea el cono ordenado RT. Entonces T € S es una solucién eficiente del problema de
optimizacidn vectorial (3.11) si y solo st T € S es una solucion propiamente eficiente del

problema (1.1).

Demostracidn.

<) Por la definicién 2.4 tenemos que cada solucién propiamente eficiente es también una
solucién eficiente. A

=>) Sea T € S una solucién eficiente del problema (3.11), es decir f(Z) = ¢Z € T es un

elemento méximal del conjunto imagen.
T={czxeR"/z e S}

Afirmacion: ({cz} + R7)NT = {cz}

En efecto, es claro ver que ¢Z € {cZ} +R7 pues ¢Z = ¢z + O donde OR? € RT. Asi
{cz} c ({cz} +R}) NT.

Probemos la otra inclusién. Sea z € ({cZ} + R7) N T, entonces
z = c¢T+ycony €RY T (3.12)
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z € T (3.13)

Supongamos que
y € RY\{Ogrp} es decir y # Ogr (3.14)

De (3.13), existe z' € S tal que z = cz', luego de (3.12) tenemos, cz’ = cz +y por (3.14),
obtenemos cz’ # ¢Z y ¢z <gyp cz’, el cual es un absurdo pues ¢z elemento maximal de

tal afirmacién concluimos que
R N (T — {ez}) = {Opp }-

Ahora, desde que S es acotado, entonces T' es acotado por tanto es un politopo (ver [6])
en consecuencia T’ es un poliedro, ademds si 7" es un poliedro, es convexo por lo tanto

T — ¢ convexo. Entonces el cono generado por I’ — ¢Z es un cono poliedrico.Es decir,
cone(T — {cz}) = {w € R*/w = ez — ¢T),cx € T,\ > 0,z € S}

y concluimos

qu N CO’R&(T ha {—2—3}) = 31[@11

Por el teorema de separacion,para conos (ver [12]) existen mimeros reales ty,1a,...,tn
con t; # 0 para al menos uni € {1,...,m} y
m m
Zt,;zz- <0< th—yi, Vy € RT y Vz € cone(T — {cT}), (3.15)
i=1 i=1
y m
th-yg- >0, Vy € RT\ {Og= }, (3.16)
i=1
si tomamos los vectores unitarios en R™, obtenemos de la desigualdad (3.16), ¢1,t2, ..., tm >
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0. La desigualdad (3.15) implica

k¢
Zté(c:ci —¢%;) <0, para todo z € S,
i=1

m m
Zticxi < Z t;cx;, paratodo x € S,
=1 =1

consecuentemente por el Teorema 3.1 (d) concluimos que T es una solucién propiamente

eficiente.

3.3 Condiciones de Kuhn-Tucker en Programacién

Multiobjetivo.

Consideremos el problema de Programacion Multiobjetivo.

min f(@) = (fu(2), .., fula))

(P)
sa. z€ X ={ze R"/g(z) <0}

donde f:R™ — R™ , g:R"™ — RP son al menos de clase 2 y convexas en su repectivo

dominio de definicion.

Definicién 3.2 (Eficiencia propia de Kuhn Tucker). Un punto z* € X se dice que

es propiamente eficiente en el sentido de Kuhn-Tucker del problema

min f(z) = (fi(z),..., fu(x))

(
sa. g(z)<0 (317

si es eficiente y no existe ningin h € R tal éue

Vfi(z*)*h < 0, para todoic {1,...,m},
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Vis(z)h < 0,para algin s € {1,...,m}, y
Vgi(a")'h < 0,para todo j € J(z*) = {j € {1,...,p}/ g;(z") = O}.

Este concepto de eficiencia propia exige que, a partir de un punto eficiente, no existan
direcciones factibles (es decir, de descenso para las restricciones activas en z*), que sean
a la vez de descenso para todas las funciones objetivo f;, siendo dicho descenso estricto

para alguna de ellas.

Caracterizaciéon de la eficiencia propia. Al igual que para los problemas con un
inico objetivo, a partir de la definicién de una funcién lagrangiana, también se pueden
establecer condiciones de Kuhn-Tucker para problemas multiobjetivo. En este caso, es
necesario construir una funcién de Lagrange generalizada, donde cada funcién objetivo
lleve también su correspondiente multiplicador. El siguiente teorema da condiciones de
Kuhn-Tucker para la eficiencia propia.

Asf pues, a partir del problema de programacién multiobjetivo (P), donde las funcio-

nes
AR —=Ryg: :R"—=R

son continuamente diferenciables, definimos la funcién de Lagrange generalizada

i=1

¢(z, 1, ,\)‘= i pifi(z) + 32 Aig;(2),

donde i € R? y A € R™. Ademsds, denotamos por

Bl ) = X VA + 3 A Ve@)

gzzl

En estas condiciones, se verifica el siguiente teorema, que nos proporciona condiciones

necesarias para que un punto sea propiamente eficiente en el sentido de Kuhn-Tucker.
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Teorema 3.4. Una condicidon necesaria para que £* € X sea una solucion propiamente
eficiente en el sentido de Kuhn- Tucker del problema (P) es que ezistan multiplicadores y

tales que

(1) 175;(-’1?*,#*: A*) =0,

(i) Vi=1,...,m, Xg;(z*) =0,
(i5) p* >0, A* > 0.

Demostracién. De la definicién de eficiencia propia de Kuhn-Tucker, se sigue que no
existe ningin A € R™ tal que V f;(z*)'h < 0 para todo i = 1,...,p con desigualdad

estricta para, al menos, algin i € {1,...,p}, y tal que
Vg;(z*)'h <0, para todo j € J(z*).

Entonces, por el Teorema de la Alternativa de Tucker (Mangasarian, 1969), existen u; >
0, (i=1,...,p) y A; >0 (j € J(z")), tales que

P
Z_:luZVfi(w*) + 32 AjVg(z™) =0.

JjeJ(z*)

Tomando A} = 0, para todo j ¢ J(z%), el teorema queda demostrado. B
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Capitulo 4

Método de mayor pendiente
descendente para el Problema

Multiobjetivo

4.1 Definiciones Basicas

Sea K un cono convexo puntiagudo cerrado de R™ con interior no vacfo. El orden parcial

en R™ inducido por K, denotado por <g, es definido como
u<gve v—ue€ K.
Considerando también el orden parcial inducido por int(K) en R™, es decir
u<gve v—uc€iint(K).

Dada una funcién continua diferenciable F' : R* — R™, consideraremos el problema de
hallar un K — minimizador irrestricto de F, i.e. un punto z* € R" tal que no existe

otro z € R™ con F(z) <y F(z*) y F(z) # F(z*). En otras palabras estamos buscando
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minimizadores de pareto irrestrictos, para F' en el orden parcial inducido por el cono K.

Denotemos este problema como:

ming F(z) (4.1)

El siguiente teorema formaliza una condicién necesaria, (pero en general no suficiente)

para la K— optimalidad dc un punto € R” es

—int(K) N Imagen(JF(z)) = ¢ (4.2)
donde JF'(z) establece el jacobiano de F en z.
Teorema 4.1. Sea z € R™ solucidn de ming F(z) entonces

—int(K) N Imagen(JF(z)) = ¢.

Demostracién. Sabemos que F : R® — R™. Asi,

oF; R'—R™
0$~:$ apj(m),izl ..... n,j=1..m
i _

&ri

JF(z) = Pﬂ(w)} R = R7
L% s v JF(z)v

Asi podemos ver el jacobiano como una aplicacién lineal de R™ a R™ definida por el

producto de matrices. Entonces,
JF(z)-veR™ YveR".

Luego, tiene sentido hablar de la interseccién de —int(K) con la Imagen(JF(z)).
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Supongamos que el teorema no es cierto, i.e.,

Jw /w e —int(K) A w € Imagen(JF(z)).

De (4.3), w € Imagen(J F(z)), entonces existe

v € R” tal que JF(z) - v = w.

Por otro parte, como F' es diferenciable en z, tenemos que para todo y € R™ :

Flz+y)=F(z) + JF(z).y + r(y) con 11/1_r.r(1] TI(Tyi) =0

En particular para y = v tenemos

r(v)

F(lx+v) = F(z)+ JF(z)v+r(v), con lim Tl = 0
Flz+v)—F(z) = JF(z)v+r(v)
Flz4+v)—F(z) = w+r(v)
(F(z) — F(z4+v)) = N —r(v)
int(K)

podemos hacer r(v) muy pequena.

(4-3)

De (4.3), —w € int(K), entonces existe ¢ > 0 tal que B(—w,e) C int(K) C K.

Siendo —r(v) muy pequeiio, podemos suponer que

|—w —r@)| <e,

Asit, —w—r(v) € int(K) o también —(F(w+v)—F(w)) € int(K). Luego, F(z)—F(z+v) €

int(K), entonces

F(z+v) <k F(m)

Como z solucién de min, F(z) entonces, F(z) <k F(y), para todo y € R", i.e.,
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F(y) - F(z) € K, Yy € R™.
En particular si y = = + v, entonces

y por (4.4),
F(z)— F(z +v) € K.

Luego, siendo K puntiagudo tenemos que F(z + v) = F(z). Por lo tanto,
0= F(z) — F(z + v) € int(K),
lo cual es un absurdo puesto que int(K) no contiene al origen.

Lema 4.1. Sea K un cono puntiagudo convezo entonces 0 ¢ int (K) .

Demostracién. Supongamos que 0 € int(K), entonces como int(K) es abierto 3¢ > 0
/ B(0,¢) € int(K) pero también B(0,¢) C int(K) CK. Seaz # 0 € B(0,¢), como es
simetrica entonces —Z € B(0,¢), ambos estan en K. Esto es Z,—Z € K, por definicién
de cono puntiagudo, Z = 0 (contradiccién). Luego 0 ¢ int(K). A

Definicién 4.1. Un punto z € R” satisfaciendo (4.2) es llamado k— critico.

Definicion 4.2. Si el punto z € R™ no es K— critico entonces existe v € R™ tal que

JF(z)-v € —int (K) o también
JF(.’B)-U-<K0 (45)

donde v es llamada una direccion K—descendiente de la funcién objetivo F.
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Lema 4.2. Si v satisface ({.5) entonces existe t > 0 tal que
F(z + tv) <k F(z), Vt € (0,1] (4.6)

Demostracién. Por la diferenciabilidad de F', tenemos que

t
F(z + tv) = F(z) + JF(z)(tv) + r(tv) :lim T'(t;]l) =
También por satisfacer v la relacion (4.5), tJF(z)v € —int(K)

F tv) — F(x) =tJF(x). tv), t>0
(z +tv) — F(z) (z).v +r(tv)
e—int(K)
podemos hacer 7(tv) muy pequeiio tal que
tJF(z).v + r(tv) € —int(K) Vi € (0,] .
Asi, existe t > 0 tal que,
tJF(z) v+ r(tv) € —int(K) Vi € (0,7] .

Luego F(z+tv)—F(x) € —int(K),Vt € (0,1] o también F(z+tv) <x F(z),Vt € (0,7] . ™

Definicién 4.3. Si v es una direccion k— descendiente en x diremos que t > 0 satisface

la k regla de Armijo, para algunos t, si F(z + tv) < F(z) + ftJF(z).v,8 € (0,1).

Definicién 4.4. Diremos que v € R™ es una direccion descendiente de la funcion

f:R*” > R en un punto z € R", si existe € > 0 tal que f(z+ tv) < f(z), Vt € (0,¢].

La Regla de Armijo caso escalar. Sea f diferenciable en z*, fijamos ¢ > 0, 3, 6 €
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(0,1), tomamos ¢ := 1.

Paso 1. Verificamos si la desigualdad
F(a* + td*) < f(a¥) + BV f(c*).d" (4.7)

Paso 2. Si (4.7) no es satisfecha, tomamos ¢ := ¢ y retornamos al paso 1.

Caso contrario, aceptamos t* = ¢ como el valor de longitud de paso.

1
1

Oi

&+ } > R
0 i 02t 0t

~>

En otras palabras t; es el mayor nimero entre todos los niimeros de la forma ¢ = %\Oi,

i=1,2,... que satisfaga la desigualdad (4.7).

Valores Aceptados Valores Rechazados
T \\ ;
o L 4 ’\—b
0 Tty = BIKE 9? {

—2\

FO+ . dS = £

"7)1 V ]L (;_); ke :} _ di}.

£V f(a).db

Figura 4.1

Lema 4.3. (Regla de Armijo) Sea f : R® — R, diferenciable en z* € R™ y suponga
que d* € R™ satisface (f'(z),d*) < 0. Entonces la desigualdad ( 4.7 ) es satisfecha para

todo t > 0 suficientemente pequenio. En particular la regla de armijo esta definida y
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termina con un t; > 0.

Demostracién. Sea t > 0 suficientemente pequeno, ademds desde que f es diferenciable

en z*, tenemos

flzF+td*) = f(zF)+ f(F)td* + r(td¥)
Flak )~ f(a) = £(f(),d) + 0
= AP ) + (- B)E(F (e, ) 1600
= A e 0= ) (P )+ 2]

. r{tdF
como %ml ) = 0, entonces

~0 |[td*||
lim%t):o, t>0. ‘ (4.8)

t—-0

Desde que {f'(z*),d*) < 0, entonces
(1-B)t{f(z*),d*) <.
Por (4.8), existe § > 0 tal que si 0 < ¢ < §, entonces
(1=P8)(f(z*),d*) + %ﬁ < 0.

Luego
fla + td) — £(a*) < Bt(f'(a*), d*)

fla® +tdb) < f(a*) + Bt (f'(a*),d*). m
Proposicién 4.1. Sea 8 € (0,1), si JF(z)-v <k 0, entonces existe t > 0 tal que

F(z + tv) <k F(z) + BtJF(z).v; Vt € (0,7].
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Demostracién. Siendo F' diferenciable tenemos

Flz+1tv) = F(z)+ JF(z).(tv) + r(tv). ||tv] , con %1_{% r(tv) =0
Flz+tv) = F(z)+t(JF(z).v+ r(tv). ||v])
R(t)

F(z + tv) = F(z) + t(JF(z).v + R(t)), con lim R(t)=0 (4.9)

como JF(z)-v <k 0 entonces JF(z)-v € —int(K) por otro lado consideremos g3 € (0, 1),

entonces
(1-pB)JF(z) v e —int(K),

pues — int(K) es cono. De aquf existe £ > 0 tal que
vVt € (0,t); (1 — B)JF(z) - v+ R(t) € —int(K)

o también
R(t) <x —(1 = B)JF(z) - v,Vt € (0,7] .

Luego en (4.9) tenemos

Flz+tw) = F(z)+t(JF(z) v+ R(t))
Flz+tv) = F(z)+ (BJF(z).v+ (1 - B)JF(z)-v+ R(t))

c—int(K)
= F(z+tv)— F(z) —tBJF(z) - v— € int(K)

= F(z+ 1) <y F(z) +tBJF(z) - v, V¢t € (0,7.

Algoritmo 1 (Generando un método K — descendiente)

1. Tomar 3 € (0,1), z° € R, sea k = 0.

2. Si z* es k— critico, parar; caso contrario.

70



3. Encuentre una v* direccién k— descendiente en z*.

4, Calcule t; > 0 tal que

F(zF + t)0%) x F(2F) + ptiJF(z).0F.

5. Seazhtl =gF L ok ki=k+1leira2.

Para éste algoritmo solo se pueden probar propiedades generales.

Proposicién 4.2. Sea {x’“} una sucesion infinita generada por el algoritmo 1. 51 T es

un punto de acumulacion de {z*} entonces:
F@%KﬂﬁLkangwﬂzﬂm
En particular, F' es constante en el conjunto de los puntos de acumulacion de {x’“}

Demostracién. Supongamos que {z*} es la sucesién generada por el algoritmo 1, y
ademds que todos los =¥ no son k- criticos, { F(z*)} es k— decreciente, ie., F(z¥) <
F(zi), si k> i.

Suponga que zF — T en R", entonces para j suficientemente grande, tal que k; > k

tenemos
F(z%) <k F(mk)

en el lfmite F(z) <, F(z*), Vk. W
Sea ahora Z otro punto de acumulacién, entonces existe una subsucesién {k*»} de
{z*} / a¥» — T y ademds,
F(%) < F(z*); Vk,.

Tomando limite
F(@) <x F(3) (4.10)
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También
F(z**) xx F(z*), parak, > k.

Tomando z*» — Z

F(7) <g F(a*).

Similarmente cuando k£ — oo
F(Z) <y F(Z). (4.11)

de (4.10) y (4.11) concluimos que F(Z) = F(Z).

Acontinuacion presentaremos un procedimiento para obtener los ¢

Obtencioén de los i :

1. Seat = 1.

2. Si F(z* + tv*) <k F(z*) + BtJF(z*), entonces

Hacemos t* = t. Caso contrario.

3. Establecer t =¢t/2 e ir a 2.

Observar que el procedimiento recursivo previo tiene siempre terminacién finita, gracias

a la proposicién 4.1 méds atn.
t, =max {277 /j € N, F(z* + 2770%) <4 F(2*) + B2~ JF(z*).v* .}

por otro lado veamos una manera de obtener los v
Obtencién de los v :

Supongamos que hemos dado un punto z € R" y definimos

A= JF(z),
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y la funcién f: R* — R™, como
fo(v) = max{(Av); /i=1,..,m},
Aqui f, es convexa y homogénea positiva de grado 1. Es decir
fo(Mv) = Afo(v), YA€ R,
Considerar el problema de minimizacién sin restricciones.

. 1
min f,(0) + 5 ol
s.a. veER”

Para este problema usamos la Optimizacion Cldsica con m = 1; k = R, en este caso

€scojemos
¥ = —VF(z)

la cual es una direccion de decenso y una solucién de:
1
min (v, VF(z*)) + 3 lv||?, ve R

y la Optimizacion Multiobjetivo con (m > 1), donde K es el octante

positivo R™ Fliege y Svaiter (ver [11]) propusieron tomar v* como la solucién de:

1<Li€m

min { max ((v, VFi(z)}) + % ||v|]2} ,vER™, (4.12)

donde F(z) = (Fi(z), ..., F(2)).

En la siguiente seccién extenderemos la nocién de direccién de mayor pendiente para

el orden parcial <k y propondremos el método de K — mayor pendiente.
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4.2 Meétodo de K - mayor pendiente

Definicién 4.5. El cono polar positivo de un conjunto A CR™ es el conjunto
A*={weR™ / (y,w) >0, Vy € A}.
Ejemplo 4.1. Sea X = {(1,1) ,(1,0)}. Su cono polar viene dado por

X:{(mhmg) € R*\ z; + 2o >0, a:lZO}.

N

Figura 4.2

Proposicién 4.3. Sea K un cono convezo cerrado no vacio de R™ entonces
(i) K* es un cono convezo y cerrado.
(it) K = K*

Demostracién.

(i) Sean z € K*yy € K*, i.e.,{z,w) > 0y (y,w) > 0, para todo w € K, tenemos que
(az + (1 —a)y,w) = a{z,w) + (1 —a) (y,w) >0,

es decir, az + (1 — o)y € K*, por tanto K* es convexo.
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Veamos ahora la cerradura.
Sea {y*} C K*, {y*} — y (k — o0). Fijando w € K arbitrario y tomando el limite
cuando & — oo es (y*,w) > 0, obtenemos que (y,w) > 0. Por lo tanto como w € K era

arbitrario, entonces y € K*, con esto K™ es cerrado.
(i) =) Sea z € K, arbitrario por demostrar (y,z) > 0, Yy € K*,

ie.,x € K (K C K™).

En efecto, para todoy € K* y z € K, (z,y) > 0, pero (z,y) = (y,z) de aqui tenemos
que {y,z) > 0 para todo y € K*, en consecuencia z € K** asi K ¢ K**.
<=) Por demostrar que K** C K.

En efecto:

Supongamos que z ¢ K por el teorema 1.3 existen p # 8 y a € R tales que

{z,p) < @ | (4.13)

{y,p) 2 @, Yye K (4.14)

Como K es un cono, entonces contiene el origen, luego de (4.14)
(0,p) 2 o,
ie, a <0,y en (4.13) tenemos
(z,p) <0 (4.15)

Afirmacién: p € K*.
Supongamos que p ¢ K*, i.e.,

{y,p) < 0, para algin y € K.
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Tomando A > 0 suficientemente grande tenemos que Ay € K, pues K es un cono,
luego
{(Ay,p) <0,

ésta tltima desigualdad es un absurdo asi p € K* y de (4.15) se sigue que z ¢ K**. i

Dado que K = K** por la proposicién anterior, por tanto tenemos

—K={yeR"/ (y,w) <0, Vw € K*}

—int(K)={y €< R™ / {y,w) <0, Vw e K*\ {0}}.

Definicién 4.6. La envoltura convera de A es el menor subconjunto convezo de R™ que

contiene a A, i.e., Conv(A) =N{D CR™: D es convero y A C D}.

Definicién 4.7. La envoltura cénica de A C R™ es el menor cono convezo que contiene

a A, i.e., Cone(A) =nN{C CR™: C es un cono convexo y A C C}.

De aqui en adelante asumimos que tenemos un conjunto compacto C' C R™ tal que

0¢C (4.16)
Cone(con(C)) = K* (4.17)

Observacién

1. Dado que 0 ¢ C tenemos que C C K*\ {0}. En efecto, si
C C conv(C) C cone(conv(C)),

tenemos que C' C cone(conv(C)). Por (4.17), C C K* y por la definicién de cono
polar se sigue que 0 € K*. Asi, como 0 ¢ C, concluimos C C K*\ {0}. m
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2. Dado que C C K*\ {0}, tenemos que conv(C) C conv(K*\{0}), dado que K*\ {0}

es convexo, conv(C) C K*\ {0}, asi 0 ¢ conv(C). Por lo tanto tenemos
—K={ueR™/ (u,w) <0, Vw e C} (4.18)

—int(K) ={u e R™ / (u,w) <0, Yw e C} (4.19)
Consideremos lo siguiente para C.

3. En la optimizacién cldsica K = R, y podriamos tomar C = {1}, donde C es
compacto y ademds cumple con (4.16) y (4.17). ie.,

0 ¢ C
cone(conv(C)) = Ry, conv({1}) = {1}
cone{l} = R, A

4. Para la optimizacién multiobjetivo K, K* son el octante positivo de R™. i.e., si

K = RT y ademds el polar siguiendo la definicién sera
K*={weR™/(y,w) >0,vy € RT}

odriamos tomar C como las bases canénicas de R™, i.e., C = {ey, ..., ex }, siendo
p H 3 3 3

C' compacto y cumpliendo con las condiciones (4.16) y (4.17).

Definicion 4.8. Sea €l conjunto
C={we K"/ |wl, =1}

(donde ||wll; = |wi| + ...+ |wa|), que satisface las condiciones (4.16), (4.17). Se define
ahora ¢ : R™ — R dada por
©(y) =sup (y,w) (4.20)
welC
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En vista de (4.18) y (4.19) y la compacidad de C, la funcién ¢ proporciona una caracte-
rizacién de —K y —int(K) :

~K={yeR™: p(y) <0} (4.21)

—int(K) = {y € R™ : ¢(y) < 0}. (4.22)

Con el siguiente lema establecemos algunas propiedades elementales de la funcién ¢ las

cuales serdn utilizadas en lo sucesivo.

Lema 4.4.

(4) Sean y,y € R™, entonces p(y+y') < o(y) + ¢(¥) v ¢(y) — () < oly —¢').
(i) Sean y,y' € R™, siy <x ' (y <k ¥), entonces p(y) < p(y') (p(y) < o(¥)).
(#i) La funcion ¢ : R™ — R es Lipschitz continua.

Demostracion.

(i) Sean y,y e R™ y

ply+y) = sup (y+y,w)
ely+y) = sup {{y,w) + {/,w)}
ply+y) < sup (v, w) + sup (¥, w)
ply+y) < oly) +ey)

Ademds, es claro ver que para algin wy € C, sup (y, w) = {y, wy) . Ademss,
weC

(o, w) ﬁsgg {(y/w), para todow € C.
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En particular para w = wy tenemos

- 8up <ylaw> S - (y’)w0> .

wel

Asi,

¢ (y) — ¢ (y) =sup (y,w)— sup (¥, w) < (y,wo) — (', wo) .
weC wel

Le.,

o)~ o) < (y—y/w) <sup {y —y,w)
Por tanto, ¢ (y) — ¢ (y') < oy —¢) M

(#%) El hecho que y — ¢ € —int(K)(y — ¥ € —k) es equivalente a p(y —y') < 0
(p(y —y') < 0), por definicién (4.21) y (4.22) y por (i) tenemos o(y) — p(y') <
p(y —¢') < 0 de aqui p(y) — @(y') <0, por tanto, ¢(y) < (), (¢(y) < ¢(y)) W

(i) En virtud de lo establecido en (i),
e)—eW)<ely—v) ¥y ely)—el)<ely-y).
De aqui tenemos que
eW-eW)<el—-v), ¢l)—e@) <el/ -v)
y ademds —@ (i —y) < ¢ (y) — @ (). Asi
e -y <eW-eW)<ely-v) (4.23)

Consideremos a = sup{p(y —1/), ¢ (¥ —y)} donde ¢ (y —y) < ay e(y—9¢) < o
Luego, —a < —p (v — y). De (4.23) tenemos

—a<¢y)-p@)<La
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ie.,

le(y) — ()| < sup{py—9), ey —y)}

y por la definicién (4.20)

Idw—wwﬂé{ﬁg@—yMWmey—%wﬂ

wel

y por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos

lo(y) — ()] < Qﬁﬂw—yWWN,ﬁgM/—mwwm (4.24)
< |y =y llsup{|lw| /w e C}
lo(y) — ()] <

L|y -, donde L = sup{|jw| /weC}. 1

=5

Definicién 4.9.Se define ahora para x € R*, f, : R" — R como

foly) = @(JF(z)v) (4.25)
= sup (w, JF(z)v)

weC

Proposicién 4.4. Considerando (4.18) y (4.19) y la compactibilidad de C, ademds de
la caracterizacion de ¢ en — int(K), donde —int(K) = {y € R™ / p(y) < 0}, se sigue

que v es direccion k— descendiente en z si y solo si fy(v) <O0.

Demostracién.
=) Sea v una direccién K —descendiente por lo tanto JF(z).w € —int(K) y por la

caracterizacién de ¢ tenemos ¢(F(z).v) < 0, asi f;(v) < 0, por la definicién anterior.

<) Sea f,(v) <0, asi p(F(z).v) <0, de aqui JF(z).v € —int(K) y por definicién v es

una direccién k—descendiente. B

80



Proposicién 4.5. Un punto = € R es K— crttico si y solo si f,(v) > 0, para todo
veR™
Demostracién.

=) Sea z € R™ un punto k—critico por definicién tenemos que

—int(K) Nimagen(JF(z)) = ¢ (4.26)

asi no existe un elemento en (4.26).

Consideremos que y € imagen(JF(z)) entonces existe v € R", tal que
y=JF(z).v (4.27)
Por otro lado y ¢ —int(K) y por la caracterizacién de ¢ tenemos

wly) >0,

asi de (4.27) concluimos ¢(F(z).v) > 0 por tanto f,(v) > 0.
<) Sea f.(v) > 0 para todo v € R™ por definicién de f,, ¢(JF(z).v) > 0 para todo
v € R y por la caracterizacién de ¢, JF(z).v ¢ —int(K) para algiin v y por la definicién
concluimos que z es k—critico. B

Ahora podemos extender la nocién de direccién de mayor pendiente al caso vectorial
con un cono arbitrario K que satisface las condiciones establecidas al inicio de este ca-

pitulo.

Definicién 4.10. Dado z € R*, la direccion de mayor K-pendiente (para F en z),

denotado por v, es la solucién de:

min {fm(v) + -;- Hv}lz} v e R (4.28)

el valor optimal de este problema serd denotado por .
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Observacion.

1. En el caso de la minimizacién escalar donde F' : R™ — R y K = R, tomando
C = {1} la direccién de mayor k—pendiente para F' es exactamente la direccién de

mayor pendiente clésico, en efecto.

Usando la ecuacién (4.25), tenemos
fz(v) = sup{{w, JF(z)v); w e C}.

En nuestro caso JF(z) no es mas que el gradiente de F' en el punto z y como

C = {1}, entonces
fz(v) = (1, VF(z)v) = VF(z)v = (VF(z),v),
por otro lado (||VF(z) + v||)® > 0 para cualquier v € R™, entonces
0 < [VE(@)|* + 2(VF(z),v) + ||v]*,

€N consecuencia

5 IVF@I* < VP + 5 bl

para cualquier v € R™. Pero, podemos escribir —2 | VF(z)||* del siguiente modo

_% IVF(@)|* = (\71?(3:),——V’F‘(ar))+é|l—-Vf’F(2¢)‘ll'2

= L-VF@) + 5 [-VF@*,

Entonces tenemos la siguiente desigualdad

1

Ful-VE@) + 5 I-VF@ < £2(0) + 5 ol
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para. cualquier v € R™. Esta desigualdad prueba que el
. -
min{fa(0) + 5 oI},

es alcanzado en —VF(z). Asi, v, = —VF(z) por tanto el valor optimal o, =

1 2
3 IVF@) .

. Para la optimizacién multicriterio donde K = RT* con C' dado por la base canénica

de R™, i.e., C = {ey, ey, ... }, recuperamos la direccién de mayor pendiente pro-

puesta en (4.12). Es decir., dado que f,(v) =sup {(w, JF(z).v) consideremos que
weC

en e; alcanza el supremo, asi

fz(v) = (e;, JF(z).v)
= (0,0,...,0,1,...,0)(JF(z).v)

oF  OFy or | [ ]
! 821 (9322' vee PN 6:121 1
= (030330317)0) g%‘; g—f: v;
OFp, OFm | v
B Bml e ax LAY 6.'871 d mxn L n .]
OF OF, OF; (v Un)
= was 13 ees
Ox; Oxy' 7 Oz, pren T
= VE(z)v
= (v, VFx)).
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Asi en (4.28) tenemos

min f,(v) + % |v|I*, donde f,(v) = sup (w, JF(z).v)

weC

1
min ma (v, VF(z)) + -;— lvl* = minsup (w, JF(z).v)+ 5 Bk

wel
donde F(z) = (Fi(z), ..., Fm(z)).

. Adems&s como v — f,(v) es una funcién real convexa cerrada, v;, @, estan bien

definidas.

En efecto, sea

h: R*—=R
v = hv) = fo(v), donde fo(v) =sup (w,JF (z).v)
= p(JF(z).v)

Veamos que
(i) h(v) es convexa.

Consideremos v,u € R*, t € [0, 1], asi

h(tv+ (1 —t)u) = 15028 (w, JF(2).(tv + (1 — t)u))
= sug (w, JF(z)tv + JF(z)(1 — t)u)

iiég {t {w, JF(z).v) + (1 — t) (w, JF(z) )}

IA

t S}ég (w, JF(z).v) + (1 — 1) S‘QE (w, JF(z).u)
h(tv+ (1 —t)u) < th(v)+ (1 —t)h(u) B

(ii) h(v) es convexa cerrada.

Por definicién debemos probar que h(v) es cerrada si se cumple que su epigrafo es
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un subconjunto cerrado de R+ i.e.,
{(v,\) € R"™ / h(v) < A} = Epih.

Sea (v*, A¥) € Epih, una sucesién convergente a (v, \) para k — oo siendo h(vF) <

¥ para todo k.

Asi A =k1i1£10 Ak Zklggo h(X*) y por la continuidad de h tenemos X 213530 h(XF} =
h{v).

Por tanto A > h(v) asi (v, A) € Epih M.

(iii) Dado que h(v) es una funcién real convexa cerrada v,, o, estan bien definidas.
. Dado que F es continuamente diferenciable y ¢ es lipchitz continua, la aplicacién
(z,v) — f.(v) es tambien continua.

En efecto,

- Dado que el Jacobiano JF(z) es continuo en todo z € R™ en particular sera para

' € R™, asi Ve’ > 0 existird 6; > 0, ||z — /|| < 4, tal que
|JF(z) — JE(Z)| < €.

- Por otro lado la aplicacién

JF(z): R* - R™
v— JF(z)w

para un z fijo arbitrario es una transformacién lineal entonces es lipschitziana, por

tanto continua.
i.e., Ve” > 0, exisitira 83 > 0, ||[v — v'|| < bg; ||JF(z)v — JF(z)V'|| < .

Ademsds consideremos que h(z,v) = fo(v) = ¢(JF(z).v) y por la lipschitzianidad
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de ¢ tenemos que existe un L’ > 0 tal que

lp(JF()v) — p(JF(@) )| < L' [JF(z)w— JF(z)0|
< L'|JF(z)w— JF(z).v + JF(z).v' — JF(z').V|
< L'|JF(z)w— JF(z)|| + L' | JF(z)v — JF(z')')
< fi% +L nv'nanF(m) ~ JF(@)|
SR A by

le(JF(z).0) — (JF(2)0)]| < eM

Lema 4.5.

(i) Si z es K critico entonces v, = 0,05 = 0.

1
(%) Si z es no K critico entonces v, # 0,0, <0, fr(vy) < —5 el <0y v, es una

direccion k -pendiente.

(#2) Las aplicaciones T — vy, T — ¢ SON continuas.

Demostracion.
Prueba de (7). Siz es K - critico, entonces por la Proposicion 4.5, f (v) > 0V v € R™
Dado que buscamos el minimo para (4.28), asf f, (0) = 0. Por lo tanto v, = 0. Ahora

reemplazando v, en la expresién
: ; 1 n2 n
min f(v) + 3 lvl*, Yve R

tenemos que

min 2(0) + 2 [0]F = 0.

Asia,=0.1
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Prueba de (#). Si x es no K - critico, entonces para algin v € R, f,(v) < 0. Observar

que f, (.) homogénga positiva de grado 1, i.e.,

fz (Av) =ilég (w, JF (z) . M) = A sup {w, JF (z) v) = Afs (v).

weC

Tomando
_Ja(v) T=1tv
o]

"y dado que f; (.) es homogénea positiva de grado 1, tenemos que

t=

£ ) 4510 = T (o) + 52 ol
= TR p oy LW

iz T T
e OV
WiE 2
AT
= e <Y

De aqui ¢, < 0, seguidamente v, # 0, ademds la direccién de mayor K - pendiente en z

es v, la cual es solucién de
) 1,2 n
mmfm(%}—}——z—ﬂ’uﬂ , VER™ W

Prueba de (#4). Sea z° € R™ y £ > 0 se define

S={veR"/|lvo —v| =€}

Notar que v,e es solucién para (4.28) y ademss veamos que funcién objetivo es fuerte-

) 1 .
mente cenvexa de médulo 2 en efecto, consideremos

h(v) = £u(0) + 5 Il
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1
Por demostrar h(v+(1—£)vy) < th(v)+(1—t)h'(v¢o)—§t(1~t') llv — vyol], con v, vy0 € R™,
te[0,1].
Veamos que h(v) es fuertemente convexa, i.e.,

t(1—-1)

o Iy — wao]

h(vt + (1 — t)vg) < th(v) + (1 — t)h{vm) —

En efecto,

h(vt 4+ (1 —tvge) = folvt+ (1 — t)vp) + = ]]vt+ (1 — Bl
< tfa(v)+(1- t)fx(%ﬂ) +3 ot + (1 2ol

< () + (1= ) alis) + 5 (0] + (1~ 1) s

< th)+ (1= Ofelva) + 2 ol + LS o+ 0=
< R0+ LI (- D faloe) + 1 y a5 ol? = & po?
ol ES2 O i 4 41— ) o nvwon
< tho) + (1= o) + ol + E D s 1) o o]
< th(w)+ (1 = (o) + D g D oo — e — 1) ol )
< th(s) + (1~ (v xo>+( (P + P — 2 ol s )

th) + (1 — Hh(vg) + & ” (o]l — lfoas])?

IA

thv) + (1 — )(M—“l D) oy — v

IN

Bt + (1 — £)u0) < th(v) + (1 — h(vso) — L - Dty — vo|? m

Ahora dado que h(v) es fuertemente convexa y ademds v,0 es solucién de h(v) se sigue

que

(vt + (1 — t)vgo) < th(v) + (1 — £)h(vg) — tﬂ; 2 v — vgo|?
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(g0 + (v — vg0) — h(vge) + 1 2_ J

h(vgo + t(v —vp) — h(vge) (1-1)
7 T

v —vgol|* < th(v) — h(vg)

o = vasl? < A(v) = o)

y tomando limite cuando ¢ — 0, tenemos

lim h(vgo + t(v — vg0) — h(vyo)

Ea} t

1
+ 5 lv— 'UzOH2 < h(v) — h(vg)

()0 + -é o= vol? < h(v) —h(u)

1
Vh<?)a:°)-v + 5 ”U — Uyo “2 < h(’l)) - h(’ljxc), y
como vgo es solucién de h(v) tenemos Vh(vy) = 0, de aqui

hw) > hve) + % o — vyol[?

1 1
Foo(®) 4 5 Il > fama) + 5 sl + 5¢% Vo € 5.

Siendo la aplicacién (z,v) — f,(v) continua y S compacto, de aqui concluimos que existe

§ > 0, tal que si ||z — z°|| < &, entonces

fa(v) + % o] > folvas) + -;- lva]?, v € 8.

1
Tomar ahora z € R, ||z — z°|| < § y como v — f,(v)+ 5 llv||* es convexa concluimos

de la desigualdad previa que v, es minizador de f,(.) + -é—]l”z no esta en la regién

|ve — vgo|| > €. i.e. consideremos 8 = {v € R* / ||u, — vu0]| > €}, donde v, ¢ B.

Supongamos que v, € 3, entonces; ||V, — v50|| > €;0 > £ > 0, por tanto contradicci6n.

Asi |jv — vy0]] < €, por lo tanto continua. Ademés si v, es continua tenemos que

1
fo(vz) + 3 lvz]|* continua de aqui concluimos que , continua M.
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Definicién 4.11. Sea o € [0,1 > decimos que v es una direccion mayor k - pendiente

o -aprozimada en & € R si

1,2
fo(v) + 5 ”’U“ < (1 ~0)ay
0 equivalentemente

Fol@) 4 5 I = (faloa) + 5 el) < el

Observar: Que la direccién de mayor K - pendiente en z es siempre una direccién de
mayor K - pendiente o - aproximada, porque asumimos o € [0, 1).
La direccién de mayor K - pendiente exacta en z es la nica direccién de mayor K -

pendiente o = 0 aproximada.

Lema 4.5. Sea ¢ € [0,1), st v es una direccion mayor k - pendiente o - aprozimada

entonces

lve — 'u”2 < 20 |ag| .

Demostracién.
: 1 1
La funcién v — f.(v) + 5 |lv||* es fuertemente convexa con médulo 3 Como v, es el

minimizador de esta funcién,
I, w2 1 2y o 1 2
Fa0) + S ol = (folww) + 5 0all) 2 5 llve — ]l (a)
empleando la Definicién 4.11, i.e.,

Fo@) 4 5 Tl = (o) + 5 llalP) < o o (b)
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ahora de (a) y (b) concluimos

5 llve = vl < oo

e —v|* < 20 |a,|. ™

Observacion.

Sea o € [0,1) una tolerancia preestablecida. Del Lema 4.4 se sigue que v = 0 es
una direccién de mayor K - pendiente o - aproximada en z si y sélo si, z es K - critica,
notar también que, si z es no K - critica y v es una direccién de mayor K - pendiente
o aproximada en z, entonces v es una direccién de K- pendiente, y en particular v # 0
ahora formalmente establecemos el método de mayor K - pendiente. Este algoritmo es

un caso particular del algoritmo 1.

Algoritmo 2 (Método de Mayor K - pendiente)
1. Elegir 8 € (0,1), o € [0,1), 2% € R" establecer k = 0.
2. Sies z¥ es k - critica (i.e. si fox(v) > 0, Vv € R") detenerse, de otra forma.
3. Calcular v*, una direccién de mayor k - pendientes - aproximada en z*.

4. Calcular la longitud de paso ¢, € (0,1] de la siguiente forma
ty = max {277 / j € N,p(F(z"* + 2790*) — F (z*) — B279JF (z) »*) <0}

5. Fstablecer eir a 2.

Observacién. Si z* es no k - critica, entonces v* obtenida en el paso 3 es una direccién
de k - pendiente y t; en el paso 4 estd bien definida. Ademads, tal £, puede ser obtenido
por un procedimiento recursivo como se discutié previamente. Ademds z*t! satisface

F(z*+1) <x F(z*). Asf la sucesién de valores objetivos {F(z*)} es K - no creciente.

91



Proposicién 4.6. Sea B € (0,1), z y v tales que JF(z)v <x 0. Entonces existe t, § y
& >0 tal que

v es una direccion K-descendiente en x,

F@'+ ) < gF(&')+ BtJF(2" )V,
para algiin t € [0,%), 2’ € B(z,6), v € B(v,8).
Demostracién. Por la afirmacién JF(z)v € —int(K), existe € > 0 tal que
JF(z)v+y e —int(K), Vy € R™, |ly| <e.
Como JF es continuo, existe 8;, 8, > 0 tal que si ||z’ — z|| < 6, ||/ — v|| < 83, entonces
|TF(a ~ TF(@)] <
y asi JE(z')v' <k 0. Por la continuidad de JF,
F(z+tu) = F(z) + JF(2)u + tR(z, tu).

Con

iny | R(z, tu) | = 0

uniformemente para z y « en conjuntos compactos, por lo tanto existe £ > 0 tal que para

t € (0,¢, |/ — x|l < 61y v — v| < b2, entonces

7 7 £
| R(=", t)]| < M

Luego, concluimos que para t € (0,3] e =zl <qry ||V — o] < b

F(z' +tW') = F(z') + tJF (') + R(«, &)
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Finalmente,

F(' +tv) = F(@')+t8JF(@ W + (1 - 8)JF(z' )W + R(z, 1)
= F(2')+t8JF (W +t(1 - B)[JF(z)v+ (JF(2' )W — JF(z)v)
R(z', tv'))]

-
i

1
(1-5)
< gF(@)+t8JF(z)v.
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Métodos y Materiales

Para la realizacién de este trabajo de tesis se reviso bibliografia especializada y recopila-
cién de informacién obtenida via internet relacionados al tema de interes. Asf realizando
un minucioso estudio de cada tema adecuado al objetivo de la tesis. La investigacién
realizada es bédsicamente teérica y algunos ejemplos basados en las fuentes bibliogréficas
dadas en esta investigacion.

Con respecto a la digitacién de la Tesis se usé el procesador de texto Latex, el cual

es indicado para la escritura de textos cientificos.
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Resultados

Los resultados en esta investigacién son los siguientes:

1. Para poder solucionar un problema multiobjetivo ya sea irrestricto o con restric-
ciones necesitamos previamente establecer una relacién de orden en espacios de
dimensién superior a 1 en el cual es caracterizado por cono. Dado que resulta
bésico en la programacién multiobjetivo ya que nos va permitir definir los distintos

conceptos de optimalidad.

2. En la programacién multiobjetivo encontramos un conjunto de soluciones a diferen-
cia de la programacién escalar. Cuyas soluciones son llamadas soluciones eficientes

u optimo de Pareto.

3. Dentro de los conceptos de soluciones para los problemas de programacién multiob-
jetivo convexa. El concepto de eficiencia u optimo de Pareto es la principal nocién

eficiencia.

4. Los resultados mds utilizados dentro de la programacién multiobjetivo es la esca-
larizacién por ponderaciones, utilizado en la Economia, Ingenieria y otras dreas,

etc.
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Discusiones

1. La bibliografia existente sobre programacién multiobjetivo convexa muestra las
definiciones, proposiciones, teoremas y corolario pero no da un ejemplo claro de
minimizacién y maximizacion, en la tesis hemos dado una interpretacién y mostrado

los conceptos de solucién eficiente o optimo de Pareto. Con ejemplos sencillos.

2. Los métodos para programacién multiobjetivo convexa mas usada son el método de
ponderaciones o suma de pesos y el método de la restricciéon. En esta investigacién
hacemos mencién del método de ponderacién o suma de pesos en detalle en alguna
literatura sugiere que los pesos sean establecidos de tal manera que i w; =1y
w > 0 lo cual resulta una combinaci(j)n convexa de funciones objetivos,z;zro no hay
ninguna restriccién a los valores de los pesos mds que w > 0 lo cual asegura la

optimalidad-paretiana.
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Conclusiones

De esta investigacion realizada obtenemos las siguientes conclusiones.

1. Se ha estudiado los diferentes conceptos de los problemas de programacién mul-
tiobjetivo de la forma general
max f(z)
z €S
donde S es un subconjunto no vacio de R* y f:S — R™ (m € N) es una funcién

vectorial.

2. Se ha revisado la técnica de escalarizacion para la generacién de puntos eficientes u
optimo de Pareto, asi como la caracterizaciéon, propiedades y ademés las condiciones

suficientes de primer orden de eficiencia propia de Kunh-Tuker.

3. Se ha analizado el método de mayor pendiente para optimizacién multiobjetivo en
la cual se asume que las funciones de restricciones y objetivo son continuamente
diferenciables y bajo estas condiciones, se muestra que este método converge a un
punto que satisface ciertas condiciones de primer orden, para la optimalidad de
Pareto. Un trabajo para futuras tesis de Licenciatura puede ser el estudio del

método de Newton para optimizacién multiobjetivo.
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