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ll. RESUMEN

Se presentard en este trabajo la teoria necesaria con el fin de justificar la buena
formulacién local de los tres modelos de ecuaciones diferenciales parciales de

evolucién siguientes:

0 o u(x,6)+u(x,t)+u” (x,6)0 u(x,)=0
u(x,0) =u,(x)

donde ue H°,s>% con xe R,t>0 y pe Z*.

La ecuacién de KdVg al igual que la ecuacion de Korteweg-de Vries describe en una
dimensién espacial, la propagacion de ondas de longitud de onda larga en medios
dispersivos no lineales.

Un objetivo en el presente trabajo consiste en demostrar la buena formulacién local

del problema de valor inicial en el sentido de Hadamard, cuando el dato inicial

pertenece a los espacios de Sobolev H°con s >3/2. A fin de probar la existencia y
unicidad de solucion local se utiliza el método de regularizacién parabdlica y para
probar la dependencia continua de la solucién respecto del dato inicial son utilizados

fos estimados de Bona-Smith.

0, u(x,t) +%u(x,t) +u*(x,2)d u(x,£)=0
W ux.0) =)

donde ue H',s=1 con xe R, 20.
Otro objetivo consiste en demostrar la buena formulaciéon local del problema de valor

inicial en el sentido de Hadamard, cuando el dato inicial u,pertenece al espacio de

Sobolev H” . A fin de probar la existencia y unicidad de solucién local se utilizan los

estimados lineales.



du+du+9d G(u,v)—ud’u=0, xe R,r>0
0y—0v+0 G(v,u)—pdv=0
u(x,0)=u, (x)

v(%,0)=v, ()

(1)

3 v
donde VeI ,s>%, G (u,v) = 5”2 -
De manera similar, otro objetivo consiste en demostrar la buena formulacién local

del problema de valor inicial en el sentido de Hadamard, cuando los datos iniciales
u,,v, pertenece a los espacios de Sobolev H’ con s > 3/2. Andlogamente como en

() a fin de probar la existencia y unicidad de solucién local de (Ill) se utiliza el
método de regularizacion parabdlica y para probar la dependencia continua de la

solucion respecto de los datos iniciales son utilizados los estimados de Bona-Smith.



lIl. INTRODUCCION

Para un problema de valor inicial asociado con una ecuacién en derivadas parciales
de evolucidn, se tienen tres cuestiones fundamentales: existencia de soluciones,
unicidad de solucion y dependencia continua de la solucion en los datos iniciales.
Para discutir la existencia de soluciones es necesario especificar, no solamente la
clase de funciones donde buscamos la solucién, sino también en qué sentido las
condiciones iniciales son satisfechas. Una vez garantizada la existencia de una
solucion, se debe garantizar también la unicidad de ésta y asi mismo la
dependencia de la solucién en los datos iniciales. Debemos recordar que los datos
de un problema fisico son datos experimentales que necesariamente contienen
errores de medida, es, por tanto, natural preguntarse si pequefas variaciones en los
datos conllevan pequefas variaciones en ia solucidn; es decir se debe garantizar
que si la condicion inicial sufre una pequefia variacién, es natural esperar que la
solucion del problema de valor inicial también varia continuamente en alguna
topologia. Un problema de valor inicial para el cual se satisfacen la existencia,
unicidad y dependencia continua en los datos iniciales es llamado problema bien
formulado, en caso contrario se dice que el problema es mal formulado.

La ecuacion de Korteweg-de Vries modificada (Kdvm)

0 u(x,6) +02u(x,t) +u’ (x,0)0 u(x,t) =0
Dondewx es una funcién réal con xeRy >0, €s una ecuacion en derivadas

parciales que incluye efectos de no linealidad y dispersion a la vez. El primer
término de la ecuacién denota la evolucion temporal de una perturbacion u (se
puede considerar como la elevacion de la superficie del agua relativa a su posicion

de equilibrio), el segundo término es el dispersivo debido a la tercera derivada
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parcial espacial de u y el tercer término es considerado el término no lineal debido
a la multiplicacién de »* y la primera derivada parcial respecto al espacio du. Al

igual que la vecuacién de Korteweg-de Vries
0 u(x,t)+ 9 u(x,t) +u(x,0)0 u(x,t)=0

la ecuacion de KdVm es un modelo que describe en una dimensién espacial, la
bropagaci()n de ondas de longitud de onda larga en medios dispersivos no lineales.
La propagacién‘ de ondas solitarias en la superficie del agua en canales poco
profundos, es un ejemplo de medio dispersivo en el que se pueden hallar este tipo
de ondas. En la fisica matematica representa el prototipo de un sistema no lineal
completamente integrable.
Kato en [11] y [13] demostré que el problema de valor inicial (PVI) asociado a la
ecuacion de KdV generalizada

0,u(t)+0 u(t)+u” (£)0,u(t)=0, pel’
esta bien formulado localmente en H® para s> 3/2, para ello uso la teoria cuasi-

lineal por él desarrollada. Por otro lado, Nunes demostré que el PVI asociado a la

ecuacion de KdV con coeficientes variables
o,u(t) +a(t)o u(t) +u(t)o u(t) =0
esta bien formulado localmente en H*(R) para s >3/2. Para ello usé el método de

Regularizacion Parabdlica como en [6] para mostrar la existencia de soluciones y

los estimados de Bona-Smith [3] para probar la dependencia continua de la solucion

respecto de los datos iniciales.
El requisito s>3/2 no es posible mejorarlo usando los métodos anteriores, pues
una propiedad usada en los pasos criticos de las demostraciones de Kato y Nunes,
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es la que caracteriza a los espacios de Sobolev H* como un algebra de Banach. Por
ello, con el fin obtener mejores resultados (s >3/2), es necesario prescindir de tal
prioridad o buscar un método que utiliza otras herramientas, como los estimados

lineales utilizados en la ecuacion (I1),
O,u(x, 1)+ u(x,t) +u’ (x,)0 u(x,t) =0
Esto fue hecho por Kenig, Ponce y Vega [14], [15] y [15A]. Ellos demostraron

que el PVI asociado a la ecuacién de KdVm es bien formulado localmente en H*®
para s>1/4. Para ello usaron algunas propiedades de la integral oscilatoria
definida por el PVI asociado con la ecuacién Kde lineal con el fin de obtener
estimados lineales, que les permitieron utilizar el teorema de contraccidn y aplicar el
método de punto fijo para resolver la ecuacién integral equivalente al PVI asociado a
la ecuacion de Kdvm.

En el trabajo proponemos estudiar el método de regularizacion parabdlica, los
estimados de Bona-Smith y la teoria cuasi-lineal, y utilizarlos para demostrar la

buena formulacion local de los siguientes PVI

O u(t)+0%u(t)+u? (1) u(t)=0
u(0) =u,

Ou+9du+9,G(u,v)—ou=0, xeR,t>0
dv-0v+9 G(v,u)—ud’v=0
u(x,0) =1 ()
v(x,0) =3 (x)
Para ello nos planteamos el siguiente objetivo: Demostrar la buena formulacién local

de los PVI (l) y (lll) asociado con las respectivas ecuaciones de KdVg en los
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espacios de Sobolev clasicos A (R)cuando s>3/2. Para lograr el objetivo

propuesto, dividimos nuestro trabajo en varias partes necesarias. En el apéndice,
son presentados los conceptos y propiedades de algunos temas de analisis

funcional e integracion vectorial, transformada de Fourier, espacios de Sobolev del
tipo L7, semigrupos de operadores lineales y algunos estimados lineales, asi como

. algunas desigualdades que seran utilizadas en el trabajo posterior.

En el marco tedrico estudiamos los PVI asociados con la ecuacion lineal
regularizada, la ecuacion no lineal y la ecuaciéon de KdVg y KdV-B respectivamente
(4.1) y (4.6). Los principales resultados son los teoremas 4.6, 4.10, 4.11, 4.12, 6.8,
6.9, 6.10, 6.13 y 6.14. Luego se estudia la dependencia continua de las ecuaciones
de KdVg y KdV-B respectivamente; se justifica que ante la dificultad de probar la
dependencia continua de la KdVg y KdV-B usando el método de regularizacién
parabdlica, usamos los estimados de Bona-Smith (ver apéndice 9.4); los cuales
seran usados para estudiar que el comportamiento de la distancia de dos elementos
cualquiera de una sucesién de soluciones, es controlado por el comportamiento de
la distancia entre sus estimados de Bona-Smith respectivamente, quienes a su vez
son controlados por el comportamiento de la distanéia entre sus datos iniciales

correspondientes como sera visto en los teoremas 6.3, 6.5, 6.6, 6.13 y 6.14.



IV. MARCO TEORICO

4.1. Problema lineal
Con el fin de estudiar la existencia y unicidad de la solucién del problema de
valor inicial (PVI) asociado con la ecuacién de Korteweg-de Vries

generalizada (1)

{a,u(x,t) +0%u(x, 1) +u” (x,0)9 u(x,£) =0 @)

u(x,0) = u,(x)
Donde u es una funcion real con xe R,r1>0 y pe Z*.

Consideramos en primer lugar el problema lineal determinado por (4.1)

u(x,0) = 1, (x) (4-2)

{a,u(x, D+0u(x,0)=0
Donde u es una funcion real con xe R, >0.

Definicion 4.1. Definimos el operador —A por

D(-A)=H*" seR
Au(x,t) = du(x,t)

Asi el problema lineal (4.2) puede escribirse de la forma

o u(x,t)+ Au(x,t)=0; te R
u(x,0) =y (x)

Sea el operador —A definido por (4.3), es claro que
Su(E,1)=3u(E0) =~V a(E.0) =iEaE))

para cualquier ue H**®



Proposicion 4.2. — A es lineal, tiene dominio denso, es m-disipativo y

antiadjunto en H°, para cualquier se R

Demostracion. Sea —A el operador,

A HPcH —H*

ur>—ou

La linealidad del operador —4 y la densidad sdn inmediatas. Ademas, si

ue H°", por definicion de ||, y la desigualdad|4u],, =|-0%] , <[u

HS+3

de donde —-4ue H*. Por lo tanto, Ran(—A)c H® cualquiera sea ue H*".

Probaremos que -4 es un m-disipativo en H°. En efecto:

1. —A es negativo. Sea ue H*", entonces
(—Au, u) - =_<—8iu, u>H =(—1)3 <—u, aiu>HS =—<u, aiu>H‘_ =—(u, —Au) .
Luego (—Au,u}Hs <0
2. -4 es disipativo. En efecto, existe 4, >0, para todo ve H’, existe
ue D(-A)=H*" :u+ A, Au=v. Tomemos 4 =1, entonces (/ + Au=v, esto

es u+Au=v, aplicando la transformada de Fourier en ambos miembros

de la igualdad y la definicion del operador A4, tenemos:
(1-i&)a($) =()

Despejando (&) y aplicando transformada inversa de Fourier se tiene,
(o214
1-i&

10



(9

Luego dado ve H* existe u=[1—_—53—] talque u+ Au=v
-1

Ademas ue H’, en efecto,

b = 0 [ a0
<q| Ujﬁ\ﬁ(g)ﬁ aé=cf (1+&) (&) dE <o
* (1) :

Pues ve H*, luego ue H**
3. —Aes antisimétrico en H°. Para esto, basta probar que -4 es

antiadjunto en H*. En efecto, sean u,ve H’ entonces

~Au, v, =<—aiu, V>H" =<8iu—v>Hs A
=(-1) (w3} (), =—(w-0()),,

_ <u’ > (v)>H" =(u, Av) .

Por lo tanto -4 es antiadjunto en H*

Teorema 4.3. El operador genera un semigrupo de contracciones

W, ={e]

sobre H* 520, tal que
0

2

e

(#(e)u())(&)=e""i(§)

Ademéls,{W(t)}[>0 se extiende a un grupo de operadores unitarios en H® y

cualquiera seaue H*, la funcion’ ()u:R — H*es la UGnica soluciéon del

problema de valor inicial (4.2).
11



Demostracion. La primera afirmaciéon es consecuencia del teorema 9.63.
Para demostrar (4.5), resolveremos el problema del valor inicial (4.2),

tomando la transformada de Fourier en ia variable espacial obteniendo,
0,u(&,t)=i&%i(&,1)

Luego, u(&,t) = e""fsﬁo ()

Definimos W (t)u(-)(£) =", (£) obteniendo (4.5) y por el teorema 9.68 se

cumple la dltima afirmacién del teorema.

Este teorema nos permite observar que es imposible aplicar e.I teorema del
punto fijo de Banach para resolver el problemé de valor inibial (4.1). En
efecto, al menos formalmente tenemos que el problema de valor inicial (4.1)

es equivalente a,

u(t)=w(t)uy———| W(t—7)ou?" (r)dr

en donde {W(t)}po es el semigrupo de contracciones sobre H*, s>3/2

generado por el operador m-disipativo -4 y u’du. Si ueC([O,T]:HS)
1

entonces u”axu=—+laxu”+‘eC([O,T]:H“‘). Como W (t-r)aplica H*"'en si
p

mismo, la aplicacién

Dut) =W(t)u0(t)--p-+—l [[w(e-7)our (r)dr

Transforma C({0,7]: /' )en C([0,7]: H")y no en C([0,7]:H*), como se

necesita para aplicar el teorema de punto fijo.

12



Por lo expuesto anteriormente, en las proximas secciones in-troduCirﬁos el
método de regularizacion parabdlica, lo cual nos permite demostrar la
existencia y unicidad de la solucién del problema de valor inicial (4.1).
4.2. Problema lineal regularizado |
En esta secciéon consideramos el problema lineal regularizado determinado
por

0, (x,t)+0u(x,t)— pd’u(x,t)=0

u(x,0)=u,(x)
Dondeu =0(x,t),xe R,t20,0< g <<1.
Definicion 4.4. Definamos el operador 4, por

D(A4,)=H", Au=0u—pidu

De este modo, el problema lineal regularizado (2.6) puede escribirse de la
forma

du(x,t)+Au(x,t)=0, xeR, >0

u(x,0) =u, (x)
Proposicion 4.5. El operador lineal -4, ‘H" c H* - H® es m-disipativo
en H*, s=0.

Demostracién. Notemos que —4,u =—0d%u + 9’u = —Au+ B,u donde

D(s,)- 1"
Bu = uo’u

13



Para probar que -4, es m-disipativo, verificamos que es m-disipativo, el

cual ya fue probado en la proposicion 4.2, y ademas B, es disipativo
D(-4)cD(B,), en efecto: D(~4)=H*" - H** =D(B,)

Ahora probaremos que B, es disipativo. En efecto, si ue H***
(Buu), . I (&g = I pu(E)a(E)e

(&) dE<0

= uf(i€) a(&)a(E)dé=

Luego <Bﬂ,u,u> es negativo.
Por el teorema de perturbacion de generadores probaremos que para todo
ue D(-A4) se cumple HBﬂu"Hx <a|4y|,,. + B4,

Donde 0 <a <1, #>0. En efecto, sea ue H**?, entonces

2

Il =gl = o), = [0

o

u((f)l2 dé

=i I(1+f:2>’félﬁ(f)FderI(Hszfﬂﬁ(é)iz'd’f)

:ﬂz£@+§ﬁj@@%ugﬁd§+£@+§ﬂj@aﬂu§fng

= 1 I(1+§2)S

(@) ag+[(1+&) )] daf}
=ﬂwa4;+yw¢4;

14



Para todo ue H***,
L, =, o, 45

Usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg con p=g=r=2,n=1, j=I,

m:3,6’=%,C>O

ol sclpd)

LZ
entonces

0,04, < Clzu]..- bl (4.6)

usando la desigualdad de Young con £=1 , tenemos
[l Nl <o, + el (4.7)

De (4.5), (4.6) y (4.7) tenemos:

2

9 2
o+l

3 3
"B pZ ou ou

S+Cu2(

2 2
lH-""‘u

H

<up], +2cu ], +200

2
HS

<cu (o], + 2o, el + e, )

= cp* (|02, +]ull, )2

= (1+20) " [, + 2642 |l

S(1+2C);1,2(

aiu(x,t)”; +u(x,2)

Luego, "Bﬂu"HS <C, "afu"H +C, ||u||H ,0< <<,

por lo tanto, “Byu"m <aldu|,. + By, ,
donde ¢ =C, Yy 0<ac<l; f=C,yf 20, es decir, el operador -4, =-4+B,

es m-disipativo.
15



Teorema 4.6.Si u >0 el operador -4, es el generador de un semigrupo de

contracciones {Wﬂ(t)}»o sobre H*, s>0 tal que

W, (&)= a(g ) (4.8)
y cualquiera sea u,e H°(R)la funcion Wﬂ(-)u:([O,+oo[—> H“3(R))es la

Unica solucién del problema lineal regularizado en
C([0. 4o H* (R))NC' (J0, 4o : B (R))

Ademas, para cada ¢ > 0se tiene W, (¢)e L{(H’ (R),H*" (R))para todor >0y

. SKo 1+ ! -
! (2ut)

Demostraciéon. La primera y tercera afirmacién es consecuencia del

AGE » (4.9)

teorema de Lumer-Phillips (teorema 9.63) y del teorema de existencia y
solucion para un. problema lineal. Para demostrar (4.8) resolvemos el
problema lineal regularizado tomando la transformada de Fourier en la

variable espacial obteniendo
Tu(&)=-Tu( &)+ (&) =~(E) (&) + (i&) (&)
=i8"u (&)~ pgia(§) = (i8> - ué* )i ()

Luego integrando de 0 a t,ﬁ(§)=e(i§3_ﬂ52)tﬁo(§)

Definimos Wz (1)u(-)() = Vi, (€).
A continuacién demostramos la afirmacion (4.9). En efecto, sean »>0y

ue H*
16



é‘ﬂé (

W a@u(of,. = [0+ &) o

2

i)

ei§3t |2

=Cl(1+&) (1rg") e ()l g

=J'm(1+§2)"(1+§2)5 dé

<cf (1+8) (1+&) | e a (e a¢

(&)

(&) (1+&2) d.fJ

(1+&)dé+ [ £re™ i

< C[ﬂﬁ(f)2‘+(1+§2 ) d§+.[§2"e_2”52’ i (&)

(1+&) ng

Consideremos la desigualdad §Z’e'2/‘52' < I 1 2(

(2¢)" ()

I
€

j (2,1111‘)’

paratodo 4 >0,:>0 y r>0 entonces

2 gt |y ( 4 £2 Lr 1 LY eV
e i@ (14e) dé < “{()(w),o &) a(e)f a

Il+§

(& a¢

2

e SO, +

2 Cr

H* (

de este modo, "W, (H)u(r)

”u " dondeK2 max{1,C }

1 2

7. ()u(),. <X’ (H

17



w, (t)u_(t)'

por lo tanto, |

’ 1
. <K, |1+ (le)r "u(l‘)"ﬂx

Notemos que toda solucion de la ecuacion KdVg regularizada en H°con

s 2 0 es solucién de la ecuacion integral

Para esto definimos la funcién g(r)=WwW,(t—7)u(r) donde u(r) es la
solucion de KaVg y W, (¢) es el semigrupo generado por —4u (proposicion
4.5)

Asi,  g(r)=e" " (1),
Entonces di g(7) ="y (7) + g u(7),
T

Despejando d,u(x,t) de la ecuacién KdVg resulta
ou(t)= —~Au(t)—u’ (t)0,u(t)
Luego, derivando respecto de 7, se tiene

diT g(1)= ") _ 4 u(7) 4 [—aiu () ———pil 9" (r))

L )

X

p+1 -
Integrando de 0 a t se obtiene:

(=) An) l

g(t)-g(0)=—[ e

3 u" (1) dt

X

p+l1

O L g urn (2)de
0 p+1



Por lo tanto, u(x,t)=W,(¢)u, —;% ;e"’”“‘“‘)axup“ (r)dr

4.3. Existencia y unicidad de solucion local del problema regularizado
En esta seccion aplicamos el método de regularizacién parabdlica para
mostrar la existencia de la solucion del problema de valor inicial asociado

con la ecuacion de Korteweg - de Vries generalizada regularizada (4.10)

ou(x,t)+u(x,t) +u? (x,¢)0,u(x,t)—po’u(x,t)=0
(4.10)

u(x,O) =u,(x)

Para el desarrollo de esta seccion demostramos primero que existe una
funciéon 4, continua de [O,Tﬂ]en H’, solucién unica de (4.10), luego

demostramos que el intervalo de existencia de la solucién del PVI/

regularizado es independiente de u .

Sea el problema de valor inicial (PVI) asociado con la ecuacion de (4.10).

Notemos que si » es solucién de (4.10), entonces

u(xt) =W, (£)u, —p—lﬁ.[(:VI//, (t-7)0 u" (x,7)d7 (4.10.1)

Dondc—:{VK,(z‘)},>0 es generado por el operador — 4, , de la definicion (4.4).

A continuacién mostramos que la ecuacién (4.10) tiene solucion Unica. Para
esto aplicaremos el teorema de punto fijo de Banach.

Supongamos que u,e H* Y u, #0. Dado T'>0, definimos

x,(1)={ue c((0,1]:B°):Ju(t) -, (t)u). <[}

y una métrica en X (7)como
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d(u-*v) = sup "u _v”H"' E”u—-v"

b
1e[0.7] Lo

por lo tanto (X, (T),d)es un espacio métrico completo.

Sobre X, (T)definimos la funcién ®u, como

y demostraremos algunas de sus propiedades.

Proposicion 4.7. Siu>0ys>}%,entonces due C([O,T] :H*) para cualquier 7 0.
Demostracion. Para cualquier 7>0:®u(t)e H*, te[0,T].

En efecto, para todo 7e[0,T],ue H’entoncesu’ e H*,0u"eH",
w,(t—7)ou"" € H*, por tanto due H’.

Supongamos que t,e[0,T] y sea 0<¢,<¢, demostraremos que du es
continua en [0,T].

Para ésto,

"d)u(t)—(I)u(to)"m =

1 t . + ‘o +
w (t)uo—m,(to)uo—m[ W, (1=7) w7 (2)de~ [ W, (1, ~7)d u? '(r)dr}

H*

20



S"W (t)uo -W, (tO)uOHH" +_p-:._] (:0

1
+_—
p+1-o

U

b, (t—r)axu”*'(r)"m dr

El primer y tercer sumandos tienden a cero cuando ¢ tiende a ;; ya que

{w, (1)} or 85 UN semigrupo fuertemente continuo. El segundo sumando

tiende a cero como consecuencia del teorema de la convergencia dominada

de Lebesgue. Por lo tanto ®u es continua en ;.
‘e , 30 .
Proposicion 4.8. Si u>0y u,e H*, $>3s existe 7, =7;1(||u0"H ,s,,u)e]O,T]

tal que @: X, (T,) — X, (T, ) es una contraccion.

Demostracion. Se hara en dos etapas.

Primera etapa: Probaremos que R(®)c X, (T,)en efecto. Sea ue X,(T),

entonces

[ (t)-, (1)), s——[[|Wu(t-1)2,u7 (7, ar

M H*

t 1 .
S

21



Realizando el cambio de variable

T'=2u(t-7)
Se tiene,
C p2me 1 + T' '
fouty-mmls S " e Loar (-2 ae
_Cp~ /1+l u!’“(t—i) dr'
2/1 0 T' 2,u

H!
i

p+l
dr"
H

C ’ 1 ( T'j
=— I+ —luf t ——
2070 T U 2u )
<l [ /1+—;-dr
2ut 1
=C, "uO "Z J-o " \’ 1 +;d7”u0"11-“

Como limC#||u0||fF'[2/",’1+-1—dr=0, tenemos que dado &£=1, existe
1—>0* 0 T

1 . 1
T,e[0,T]:0<t<T, entonces,

24t 1
C, uol. .[Oﬂ ,/1+;d1<1

H(I)u (1)-w, (l)u()“ S"uO"W )

Luego,

Por lo tanto ®ue X (T).
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Segunda etapa: Sea te]O,Y}j];u,ve H’. ®es una contraccidén, es decir,
dado u,ve X,(T,) demostraremos que d(®u,®v)<ad(u,v); O<a<l.En

efecto, para todo e [O,T;]

|ou()-@v(r)|,. < p+1”|W (t-7)3, (™ (7)-v" (1)) dr

p+lj \f " ur" (7)-v" (7 ))" 47

3, (u (7)-v™ (f))n

4.11)

Donde,

Slu”” (z)—v"" (Z')"H

H.v—l

P

(u(2)-v(2) ™ (2)V ()

j=0

sla=) @, 0 M

o

<=, Zzlluoll”’2lluo|l =2"|(u-v)(z),. leuoll

=2 (p+D)|(=v) (@), ol = €, [(u=v) (2, ol

En la inecuacién (4.11) tenemos

[@u()-@v(o),. < Clluly, f, 1+ 1—1) le(z)=v(2)|,.d7

u "u I dr

- CHMOHH I

= Cllu,|". j )dz'd(u V)
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C
Donde ¢ =—2
p+1

Pero Jq 1+——1—d1 tiende a cero si f tiende a 0*, en efecto:
o 2u(t-7)

r 1+,—1——df£r 1+—~1—— dT=t+\/§-
N 2u(t-t) L 2u(r-1) M

entonces si ¢ tiende a 0, j(: 1+2——(:—5d2' tiende a cero para todo
u(t—7t

te[O,]}j].

Luego, Clu,|?. I(: 1+2—1——d7<1

#(t-7)

Por tanto, |[@u(r)-@v(z)| . <d(uv);, 0<a<l

. 3 ,
Teorema 4.9. Si y>0y e H',5>2 entonces existen T, =T, (||u0||Hx,s,ﬂ)y
una funcién uﬂeC([O,I;,]:HS) solucion udnica del problema lineal
regularizado.

Demostracion. Por el teorema de contraccion, existe un unico u, e X, (T)

1 ' p+l
tal que u, (¢)®u,(t)=W, (t)uo—;ﬁjoWu(t—r)axuﬂ (r)dr

Demostraremos la unicidad en C([O, Tﬂ]:HS)
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Sean u,,v, € C([O,Tﬂ]:Hs)soluciones de la ecuacion integral (4.10.1). Para

te [0,T] cualquiera tenemos,

Nuﬂ(t)—vﬂ(t)"H il j |7 (t-) (0. (r)-2.07 (7)) @z

M

p+| Lm (1_))””%I dr

p+l

P+1-[ (- r)| uy™ (2) =y (7). a7

p+l P+l _ P=jy,)
desde que u/*' —v/* =(u, —v )Zu v, tenemos,

. (6)-v, (1)],,. < p+1 u, (7)-v, (7) ﬁou;; (o) ar
—p+1jo +2’u(t_1-)"u/l Z“pl T) dt
usando el teorema 9.39 en Ia norma de la suma, tenemos,
K P » .
b )= O, <5 L e b = @, 2 @, i o,

K, ¢ - 1 p i .
= p+l1 IO\/H 2u(t-7) ““e (7)-v, (T)"H»- ;"“u (f)ﬂf}j "sz (T)“;»-df

acotando cada uno de los factores de la suma, tenemos
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2 N .
O e M s e O N, St i

<KN'| L+

Z') “uﬂ (T)_ #( )IH dt

Donde [iurp " " =m,, [%up " "H =m,y N =max{m,,m,}.

Luego

K t 1
i () =v, 0, <287 swp (7)), [ e

K
<7V sup, (2)=, (2, (s o)
K SUP “ Vi (T)"H

1ef0.¢]
Siendo K(t)z—K—‘N”(uH,/zﬂt)una funcibn no negativa, continua vy
U

estrictamente creciente, entonces,

[0 (9)=v. (@), <K (1) sop e, (2) -, ()],

7e[0,¢]
Por el teorema del valor intermedio, existe un tnico 7% ]0,+<] tal que

K(T(')) 1y para todo te ]O T } se cumple que K(t)<K(T('))=§. Por lo

tanto, dado re ]0, T(')] cualquiera,
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: "”ﬂ (7)-v, (T)"H <K(#) sup “ “Vu (T)“H

[0 T(

<L sup “u#(r)—vﬂ(‘r)“m

zre[O,T(])]
entonces,
sup Ju, (7)=v, (7)), = sup | L sup ]
re[O.gl)]" “ ,E[O_gn] 2, [ ()]“ "
1
<3 308 b (D= 0, <0

Asi u,(t)=v,(t) para cualquier Te [O,T(')]

Si T =T, se terminé la demostracion.

si 710 <T, definimos T© = mz’n{ZT('),Tﬂ}, entonces T <7?. Sea
‘e [Tm, T(Z):|,

Luego,

"”u (1)-v, (t)“H < C"“O ”f; J.r[m 1+'271(—:__5 "uﬂ (7)-v, (T)“H dz

sghll g (), 0, e ez
< S (le-1") (=17 ) sup || 7)=v, (),
H re 104

=K(t—T ) sup u V;:(T)“Hx

]
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Por tanto, para todo te [T “),T(z)]

u, (t)—v <k(i-T") sup |u,(7)-v, (7
b0, K1) s b1,

R S

Vemos que, T® <270 y K(:-T('))s K(r®-1")= k(1?9 -10) < K(T('))

Luego,
K (1 -1 :%"%"Zx (#(T(z) ~70)4 Jou(r® _Tu))j

C
< z||uo||;. (y(zT(” —T('))+\/2,u(2T(') -7 ))

< 1
S;””o":v (ﬂT(l) "\/ZT_(J) :K(T(l)) =2

Luego, en [T(l),T(Z)] se tiene |u, (1)-v, ()], <4 su[()l)]"u# (&)=v, (@),..

Te[O.T

entonces [u, (£)—v, (t)],. =0 ze [O,T“)]
Por lo tanto, para todo IE[O,T(Z)}SG tiene u,(1)=v,(¢). Si =1,

concluimos la demostracion.

Si T(2)<7;,, construimos una sucesion T estrictamente creciente y
acotada tal que 0<T (”)<7;1, para todo ne N:T("”):min{ZT(");YL}, se

cumple para n=1. Asumimos que se cumple para n=h es decir,

w,(t)=v,(1),Vte[T",T"" |, he N.
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Por lo tanto, u, (t)=v,(¢),Vre [O,T”“].

Desde que {T("’ } es una sucesion estrictamente creciente, acotada en el
neN

compacto [O, Tu], existe supremo de 7, es decir supT" =lim 7" =T,.

u
neZ+ B

Por lo tanto, u, (¢)=v,(¢), te[O,Tﬂ]

u

Teorema 4.10. Sean x>0 Yy u,e H°con s>3. La funcion 4, del teorema
4.9 satisface u, € C([O,T/,]:H”"), para todo r>0.

Demostracion. Veremos que u, € C ([O, T, ,H”"), para todo re[0,1].

Para esto, demostraremos que «,, :[O,Tﬂ] — H*"" . En efecto, sabemos que,

w, (1) =W (t)uy———| W(t—7)d,u""'(v)dz

Donde 7 (-)u, :[0,7, | > H*"" es continua. Entonces, probaremos solamente

la continuidad para G ()= I;W (t-7)o,u”"(7)dr

sea 1[0.7,]
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HG(t)"H SJ.(:"W(t—T)axu”” (r)” dr

p+l

u(7) i

dr

Haciendo el cambio 24 (1—7)=7"y tomando [sup] “u(t)“H =m, tenemos
0,Tu

ok e

IA
~

l’;l mp+lj‘02/”(1+ 702 )dT

— K;~+l mp+l (2‘u,z.+ IZ”TT(%)d,Z-)
Iu 0

la integral impropia converge si %1-< 1, entonces G(t)e H*"".

En segundo lugar, probaremos que u, :[O,Tﬂ] — H°*"" es continua.

En efecto, sea he R* tal que t,t+he [O,Ty].

Luego,

t+h

|G(t+h)-G (1), =|[

Y

W (i +h-7)2 0" (7)do— [ W (~7)2 " (7) dr_‘

HYT

usando propiedades convenientes de la integral tenemos,
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l6(t+1)-G (1), “j (t+h=7) =W (t-2))3,u" (T)dz+ [ W (t+h=7)2 u* (7)dz

usando la desigualdad triangular para la norma y la propiedad de mayor con

la integral de una norma, tenemos,

|G (¢4 m)=G (), < [ |7 (=74 m)=W (t=2)0,u7" (7). d7

g
= [l (=)W (1=2)0.u7 (0] . a7
o
= =0 w (1y-1)2.07% 7). 4%

t+h
+]
t

usando el teorema 4.6 en cada una de las integrales, tenemos,

IG (¢ + 1) =G (¢),... SK"L’\/HW

W(t+h-7)0 u”" (r)”Hm_dr

W(t+h-1)ou"" (T)“de’l'

W(t+h-1)ou”" (z')"H_mdr

‘(W (h)-1)o u’" (r)“HH dr

t+h

+C, j{

u(t+h-t

Haciendo el cambio indicado en la segunda integral y acotando tenemos,
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6 (t+m)-G(1),.. <K J;(zﬂ(t ! = [W(h);W(O))axup+| |
+ e \ns ) (). ax
<Kh j; \/1+ (zﬂ(tl—r))"“ (W(h);W(O)Jaxw o dr
+if(2uh+ (Z#h)’“)m"*',

Luego,

|6 (¢+m)-G(2),.. <hK, | 1+(2ﬂ(t1_7))r+l (W(h);W(O)Jaxul’ﬂ(r) N dr

Cr (1-r)/2 p+l
+2ﬂ(2uh+(2,uh) )m

Por lo tanto G es continua para #» — 0*

Andlogamente se prueba que G es continua para » — 0*. Sea he R~ tal que
t,(t+h)e [0,7}1].
Luego,

lG(z+r)-G(2)

e = “J.:h W(t+h-1)0u"" (T)dT—JlO[ W(t—1)ou"' (7)d7

H

t
t+

J-(:+h(W(t+h—T)—W(t—z'))axup” (v)de—[ w(t+h-7)d.u" (r)d11

H
Habiendo usado las propiedades convenientes de integracién y la

desigualdad triangular de la norma, tenemos,
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G(+1) =G (). <[ e+ h=2)(1-W (-h))o,u"" (7)), d7+

Jq
t+h

W(t—r)axu”“(z')“ dr

HE

de manera similar como se procedié antes, tenemos:

lG(t+n)-G(¢),.. <

H" -

t+h 1 (g ' .
=l Mm@ @, 4

+ J';"'NW(t-r'—h)aqu*' (z+h)|,. dr

W (0)—W (~h)

Gt r)) ,“( - jaxum(r)

+ j:h HW(——h 7)o u” (T+1+ h)"H dr

3 +h N 1 W(O)—W(—h) W (7
[cf Ji ] .l( - Jax (7)

+ j(;h "W (=h=7)ou”" (T+t+h )"H dr

J-H-h

drt
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Jd u"" (r+t+h)|| L dr

X H

P S WO R | ]

{c]jo T el ) ()de} 3
C,m!"! 2 1-r)/2

+_—,U [—2ﬂh+(1_r)(—2,uh)( )J

Por tanto G es continua para #» — 0~ . Finalmente u, €8 continua en [O,Tﬂ].
Usando el procedimiento anterior se prueba que Ge C([O,T#],H‘*z")y por
tanto u,€ C([O,Tﬂ],H”z"). Por induccion se demuestra que para cada

ne N se cumple que Ge C([O,T/,],H””") y por tanto u, C([O,TJ,H”"’).

Este resultado sera fundamental para demostrar que el intervalo de

existencia de la solucion del sistema regularizado es independiente de u

como veremos en el teorema 4.11.

Teorema 4.11. Sean 4>0 y u,e H°,s>2% entonces la funcion 4, del
teorema 4.9 satisfaceu, € C([O, Ty]:HS)ﬂC' ([O,Q]:HH)
y es la solucién unica de (4.10). Ademas, para todo r>0

yeclor)rne ([ox):7)
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Demostracion. Veamos la existencia de una solucion. Del teorema 4.9 y de

la teoria de semigrupos tenemos 9 W, (t)u, =AW, (t)u,

Parat>0 en H’”. Para u >0, consideramos
G()=[W,(t1-7)d.us (v)dz

Para 0<¢<T, y h>0,t+he[0,T, ] se sigue,

G(t+h)-G(t)
h

1 t+h . . .
=Z( , W (t+h=1)0u" (7)dT=[ W, (1~7)0.u;] l(r)a’r)

f “

1 ‘ " t+h .
=;(LWu (t+h=-7)30" (z)dr+| "W, (t+h-7)u" (z)dr
—J'O W, (t-7)ou"(7) dr)

1/ 4] t +
_—_Z(J‘OW#(t+h—T)axu5 He)dr-[ W, (t-7)0u! (r)a’r)

+W,(t+h-C, )axu/‘,’” (C,)

en la Gltima igualdad se ha usado el teorema de valor medio para integrales

en el intervalo [z,1+h]|C, e [t,t+h] con C, e [t,t+h]

G(t+h)-G(t) 1

(j; W, (t+h—1)W,(h)0u" (T)d’l'—j[; w,(t -r)a,\_uf;“ (1) dr)

h T
+ Wu (t + h - Ch )axuﬁﬂ (Ch )
1

=—(w, () =1)[ W, (1=7)d.ul" (r)dz+, (t+h-C,)d.u." (C,)

u u
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como- 4, es el generador del semigrupo {7, (t)}[>0 tenemos

lim (W, ()~ 1) [w,(t-)auy" (t)dr==a,[ W, (t-1)0 0" (7)d7

=0t u
ademas, C, e [r,t+h] ysi h — 0" entonces C, — ¢, por tanto

lim W, (1+h—C,)d.u™ (C,) =W, (0)d,u”" (1)

isot M M u P

Asi obtenemos, 9;G(t)=-A4,G(¢t)+d.u;" (), para 0<t<T, VY

h<0,t+he [0,];,]. Haciendo un cambio de variable k=-/ >0, se sigue

G(t)-G(t-k) 1(p " -k .
P ._;(J‘OW#(t—r)axu/f (r)dr—jo W, (t—k-7)oul (z')dr)

“Hiw 3w (r)yde—{ "W, (t-k—1)9 u? (7)d

=l =0 (@)= W, (- k=)0 0 () de
[ W, (e=1),u" (7)d7)
1/ pe-k +1 ek +

:Z(Io W, (t—k=7+k)u (2)dr—[," W, (t-k-7)du" (v)dT
[ W, (t=0)a.u" (¢)dr)

_ VV,u(k)—I =k k a Pl Pl

=~ [ W, (1—k-7)0ul" (v)dz+W, (¢~ D,)d,ul™ (D,)

Como-4, es el generador del semigrupo {Wﬂ (t)}PO tenemos

k-0 #

W (k)=1) ¢+ -
lim(——”(%—J . AI/Vﬂ(t—k—r)a_\_u;’+l (T)dT=—AyJ.0 AVK,(t—k—r)axu””(r)dr
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Ademas D, e [t—k,t] y si k — 0" entonces D, — ¢, por tanto

i, (1-D,)3.4." (D,) =W, (0)a,12" 1

u u

Luego,
0,G(t)=-A4,G(t)+9.u." (t)
Asi tenemos,
a[G(t):a:'G(t):a:G(t)
Y
! 1
du,(t)=0, (Wﬂ (¢)u, _EG(t)]:a‘W" (£)u, _p_-!-—l—a G
= A, (Ot + e 4,G (1) - ——D a2 (1)
Y 0 P+ Ly p+1 My
=—A,| W, (t)u —-I—G(t) _ 1 3. (t)
H H 0 p+1 p+1 My
Luego, 0,1, (1) == A1, (1) - ——=3,2" (1)

p+1

Por lo tanto, u, :[O,Ty] — H**" satisface la ecuacion (4.10).

Demostraremos que u,(t)e C‘([O,TJ:HH). Primero veremos si d,u, (t)

es continua en [O,T#]. En efecto, de la ecuacién (4.12) basta demostrar

que -4, es un operador lineal acotado para decir que es continuo (lo

mismo para 9, ).Luego demostramos que Ju, :[0,7;,]—%1“3.

En efecto, sea 1&[0,7, |
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s |- —to| <kl o=,
_“u " +p+1 17+1 H™? _"u ”u p+1 P+1 H*
_ 1 p+!
ol Sl

| Por lo tanto u, € C‘([O,];]:HH).

Finalme.nte probaremos que u, es la solucion Unica del problema lineal
regularizado. |

Sea ve C([O,Ty];HS)ﬂC‘([O,Tﬂ]:HH) otra solucion de.l problema lineal

regularizado, entonces la funcién v satisface (4.12), es decir,

1
ov"'(t); 0<t<T
p+1 xv () H

ov(t)=—A,v(t)-

3,[W, (t-7)v(1)]=W,(1-7)3,C-(3 W (1 -7))v(7)

=W,(t —r)[—Aﬂv(r) ——1—8}\_v’”' (r)} ~W(t—-7)(~4,)v(7)

p+l1

Integrando de 0 a ¢+ a ambos miembros de la igualdad
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Observemos que ve C([0,7, |: *)NC'([0.7, ]: ) es solucién de la ecuacion

integral y por la unicidad del teorema 4.9 deducimos que v =4, en [O,Tﬂ].

A continuacion demostraremos un resultado que sera Gtil para probar la
existencia de solucién local del problema de valor inicial (4.1).

Teorema 4.12. Sean 1 >0, u,e H,s >3y sea u, la solucion del problema
lineal regularizado. Entonces existe T =T (|u,|,.,s)>0 tal que u,se puede

extender a [0,7]. Ademas existe pe C([0,T]:R)tal que
< ,0<e<T
sup p(1) < C(”“O” s.T)

Donde p satisface

{p'<t>=zcsp (o) ST (414

p(0)

También, si u,e H**" para r=0 , entonces para cada x>0 se tiene

sl <€ (ol o7), (4.15)

dondeC(.,.,.) es creciente en cada argumento.
| 39



Demostracion. Sea u,€ C([O,T/,] :HS)OC' ([O,T#]:HH)Ia solucién del
problema lineal regularizado dado por el teorema 4.11. Tenemos,

3, O, =0, 05, 0),,
. =<a,u,u ([),uﬂ (t)>H +<uﬂ (t),atu” (t)>H
= 2<u# (t),—A/,uﬂ (t) _p—iiaxyﬁﬂ (t)>H

1
p+l

- 2(<uﬂ () =4, (1)), ——(u, (¢),0,00" (t))m ]

El generador -4, es m-disipativo, sabemos que <uﬂ (t),—Au; (t)>H"' <0

luego, 3, Ju, (1)}, =-2{u, (1).uz ()3, (1)), . <2\(u, (1).uZ ()3 4, (z)>Hx|

Por la desigualdad de Kato, tenemos

2
- P
H* +“axu/‘ "H-“‘ "u/‘“m‘ ”uﬂ "HS)

2
P
3 Ju, (0, <26, (ouc], .
p 2 14
=26, (I}, Tl el B )

p+2 p+2
HJ

. =2C, (huﬂ

+

H

p+2

=4C, ”u p

HE

5

- <4C. ”u”

H

::2 =:2[:2(:s(”uh

)

por tanto 9, ”uﬂ (¢)

Consideremos #(p)=2C.p* (¢) entonces

o, O <26,
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Al resolver la Ultima igualdad, segun la teoria de ecuaciones diferenciales
. . ., . . 2 2 '
ordinarias, la solucion maximal viene dada por, d,|u, (1), . =2'B(“u#"m) 0

equivalentemente p—(%)d p=2Cdt

f

integrando y considerando la condicion inicial (0) =||u0||2 , obtenemos

2
,D(t)= ||uO||W —7 : Luego, pl/z (t)= “uOHH*' —
[I-PCJ "o"m] [1—pCst|uo||Hx:|
definida en el intervalo [O,f”[con Foe .
pCS uO"H"

2

Por lo tanto, |u, (1)[. < (1), Vte [0,7,]N[0,7]
Asi, paray >0, u, Se puede extender al intervalo [0,7], donde

Te [O,T#]ﬂ[o,f“[. Paratodo x>0 se tiene

2
o, (0, <0 =——le viefor)
(1— 2C. pt ||u0||”)

2
Entonces, sup "uﬂ (t)“z < sup ol

e[0.7] A elor) (1 _ 2CxpT||u0"Z,- )Z/P

2
““o”m - €es creciente en te [0,T]

pero, dado que la expresion T
(1-2¢.p7]ul; )

Luego, sup "lIOHZH Z/p. < "uO";\
o7l (1=2¢,p [l ) (1=26, 7 Ju, |, )

2/p
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por tanto,

2
" ZYS ””o"H"
b O e 7

Asi, para u>0, u,se puede extender si fuera necesario a un intervalo

[0,T]. Esto prueba (4.13). Ademas, si » >0 podemos concluir

2
» ¢ 2 . < "UO ”H"” =C " ,T
o] I 1, (1— 2C,pT|u |’ )2/,, (Fol-7)

lo que completa la demostracion.

4.4. ESTIMADOS LINEALES

Ahora se hara mencion de algunos resultados, necesarios para justificar la
buena formulacion de (ll). | |

Teorema 4.13. Si u e I’ entonces

Jo.# ()

i SCllull: (4.15.1)

D_ja_rW(~)ﬁ|| <c|pu

y .» SER (4.15.2)

12

si ve I' 17 entonces para cualquier T>0, "E)XJ'OIW(t—r)v(x,r)ah‘llm2 <CM,

Teorema 4.14. Si uc i1 entonces |J¥ (t)u e SClpi, @153
Teorema 4.15. Sea ue L’ entonces
"W(t)u"ddo <Cllul,; (4.15.4)
1234 (z)u||w < nDj,"‘uuLi (4.15.5)
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4.5. TEORIA DEL PROBLEMA DE KORTEWEG - DE VRIES - BURGER

La formulacion del problema esta dado por:

du+du+9 G(uv)-uu=0, xeR,t>0
0v-0v+9,G(v,u)—dv=0
u(x,0)=u,(x)

v(x,0)=v,(x)

2
Donde, G (u,v)= %uz —uv-—%, puede escribirse como:

du+Au+Gu)=0
T () (4.15.6)
u(0)=uo
Donde, o =(u0,v0),;t=(u,v),Aﬂ1;=(aiu—/18§u,—aiv—,uaf_v) y
G()=(3,G(u,v),0,G(u.v)) (4.16)

Los principales resultados que sustentan la buena formulacién local de (lil)
son los teoremas 4.22, 4.24 y 4.28. En el teorema 4.22, valiéndonos del
teorema del punto fijo de Banach, se resuelve el problema de la existencia
de solucion de la ecuacién integral asociada a 4.15.1 y mediante un
argumento usado por Kato y Fujita se logra probar la unicidad de dicha
solucion. El teorema 6.14 lo que hace es refrendar la sospecha de que la
solucién de la ecuacion integral es también es solucién del probiema
(4.15.6) y ademas, consolida la unicidad de tal solucién. El primer objetivo
del trabajo se alcanza con el teorema 6.14, al establecerse que la solucién

del problema (4.15.6) depende continuamente del dato inicial, cuando éste

es tomado en H'con s>%.
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4.6. EL PROBLEMA LINEAL ASOCIADO

El primer paso para probar la buena formulacién de un problema de valor
inicial es estudiar el problema lineal. En este sentido, la teoria de
semigrupos nos provee de un resultado fundamental que nos conduce a
probar el teorema 4.19, que como veremos nos da informacién sobre la
regularidad de la solucion.

El problema de valor inicial

Qu+du—ulu=0, xeR,t>0
0,y—0v—dv=0 (4.17)
(3.0) =1t (x).¥(3.0) = (3

Asociado con la KdV-B tiene la forma vectorial

du+Au(t)=0, xe R,t>0
! (4.18)

17!(0) =0

| =~ () ~ aiu—ﬂaiu 0 - Uy

Definimos ahora el operador 4, como sigue
D(4,)=H", 520
Au= (af.u —uaiu,—aiv—ﬂaiv), u= (u,v)e H.
Empezamos mostrando que -4, es disipativo maximal (proposiciones

4.16. y 4.17.), pues junto al hecho que #*** - H* se logra establecer que

-4, genera un semigrupo de contracciones (proposicion 9.63, Lumer-

Phillips, ver apéndice).
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Proposicion 4.16. El operador - 4, es disipativoen A, 520.
Proposicion 4.17. El operador -4, es disipativo maximal en H*, s>0.
Lema 4.18. Paratodo 4 >0,:>0 y r=>0,secumple

fz"e‘z‘fz‘” <27re”( ,tzt);". (4.19)
Teorema 4.19. Si 4 >0, el operador -4, es el generador de un semigrupo

de contracciones {Wﬂ (t)},20 en H’,s 20,tal que

W, (t)io =[E;(t)“°j . (4.20)

donde E ()son los multiplicadores de Fourier definidos por

—
pm— ﬂ,i .=

E; ()uy () = uo (&)
con A (&) =—p& £i&, (4.21)

y para cada 20 se tiene que W, (t)e L(H’,H*") con

o SK 1+ (2;”),. ], (4.22)

paratodo r>0 y uoc H".

|, (£) 2]

Ademas, cualquiera sea uoe H* la funcion
W, (Juo:Ry —H"
es la unica solucion del problema de valor inicial (4.18) en

C([0,4eef ,H*)NC' ([0, , 7).
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4.7. ECUACION INTEGRAL ASOCIADA

—

Si u=(u,v)es solucion de (4.17) y definimos Y(7)=W,(t-7)u(r),donde

{Wy (t)},>o es el semigrupo generado por - 4, del teorema 4.19.

Derivando el segundo miembro respecto de [0,+[,H" se obtiene

%T(T) =, (t-1)C(u(7)), (4.23)

Luego integrando desde 0 hasta ¢, se tiene
Y(0)-1(0)==[ w,(t-7)G (u(r))dr,
asimismo, como Y(O)=%(t)&o y Y(£)=u(z),
entonces queda claro que ues solucién de la ecuacion integral
u(t)=W,(tyuo—[ W, (1-7)G (u(r))dr. (4.24)
Por lo tanto, toda solucion de (4.17) es solucién de (llI).

—~ 3 - - .
Para uoe H® con s >5, uo 20y T >0,definimos el conjunto

e, (1)={ue c([0.7),H*):Ju(t)-W, ()|  <[io], . 0<r<T}

s u

y lo dotamos de la métrica

- - -

d (u,v) = sup

0se<T

u(t)—v(t)“ﬁx , para u,ve (7).

con lo que (&,(T),d)resulta ser un espacio métrico completo.
Ahora, para u, e H*fijo y u > 0,definamos la aplicacién

0:,(T)—&(T) (4.25)
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Por  Gu(0)=, ()i~ [ W, (1-0)G(a())dr.  re[0.T],

cualquiera sea uc ¢, (T).
Para ver que la aplicacion 8 esta bien definida, notemos que

i. Si uoe H* entonces W, (t)uoe H*, a consecuencia del teorema 4.19.

ii. Si u=(u,v)e H*, resulta que @(ﬁ(r))e H; pues G(u,v) y G(v,u)

habitan en H°, ya que H’es un algebra de Banach para s >%.
Ademas, sustituyendo s por s-71 y haciendo r=1 en el teorema 4.19, conduce
a mostrar que W, (t)e L(H*",H*);asi W, (t—r)a(z}(r))e H’ yde ahi que
' J‘;W# (t—r)@(ﬁ (r))dre H*.
Por lo tanto, 8u(¢)e H* cualquiera sea t€ [0,T].

Proposicion 4.20. Sea u>0y uoe H*, s>%. Para cualquier 7 >0, si
ue €,(T)se cumple que Gue C([0,T],H*).

Proposicion 4.21. Sea u>0yuoe H’, s> 3

), existe T, =1;,(l|ﬁo“lr,s,y)e[0,T]

tal que la aplicacion 6:¢,(T,) —£,(T,) es una contraccion.

s

Teorema 4.22. Si u>0 Yy wuoeH® s>3 entonces existen

0
T =T ("ﬁo“m,s,u)>0 y una unica funcion Zt,,eC([O,Tﬂ],Hs) que es

u "ty

solucion de la ecuacion integral (3.11).
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Teorema 4.23. Sean y>0 Yy o € H‘,s>%.La funcion 4, obtenida en el

teorema 4.22. satisface &,, € C([O, T#],H”") para todo r =0.
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V. MATERIALES Y METODOS

5.1. MATERIALES

Los materiales utilizados en el presente trabajo de investigacion son:
1.- Material bibliografico de bibliotecas visitadas.

2.- Revistas especializadas.

3.- Informacién especializada por internet.

4.- Los programas para editar MathType 5.0 y Word 2010.

5.- Una computadora Corel 2 Duo.

5.2. METODOS

El método utilizado en el presente trabajo de investigacion es el
demostrativo inferencial.

De acuerdo a la naturaleza del trabajo, por ser de indole demostrativo, no

es necesaria técnica estadistica alguna.
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VI. RESULTADOS

6.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION LOCAL DE LA KdVg (l)
Demostraremos en el siguiente teorema la existencia y unicidad de la

solucién de la ecuacion (4.1).

Teorema 6.1. Sea u,c H'Y s>2entonces existen T=T(|u,|,..s) y una

ue C([O,T],H‘)(]Cl ([0,7],H°7*) solucién dnica de (4.1) y

I/\

N, <), 0sesT

sup (1)< C (nuon,, 5.7) e

donde p satisface

rr2

'p(o 26,070 10
p(0

y C(.,.,.) es creciente en cada uno de sus argumentos. Ademas si

u,€ H""(R) con r>0 entonces

suplle (2)],... < C(oll 5, Yot oo (6.2)

[0.7]
Demostracion. Si para x>0, cada u,es solucion de (4.10) con dato inicial
u,dado por los teoremas 4.10 y 4.11 en [0,T], afirmamos que existe u tal

que u(t)=limu,(t) enL’(R) converge uniformemente en te [0,7]. Para

u—0"

esto, probaremos que {uﬂ}y , s una familia de Cauchy; en efecto, sean
> R

u,v>0 cualesquiera y , la solucion de (4.10), con dato inicial u, (0)=u(0),

esto es,
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ou,(t)+u, (1) —volu, () +uf ()0 u, (1)=0 ,
(6.4)
u, (0)=u,

Sean A4, (1) =00u(t)—pd%u(t) = (0 - ud? Ju(t) y F (u(t))=u” (¢)0,u(r)
entonces
u, (1) + A, (£)u, (£)+F(u,(1))=0 (6.5)
3y, (1)+ 4, (1), (1) + F (1, (1)) = 0 (6.6)
Sumando y restando 4, (¢)u, (1) en (6.5)
9, (64, (1, (1) 4, 1), (1) 4, (1), (1) +F (1, () =0 (67
restando de la ecuacion (6.7) la ecuacién (6.6) y tomando en cuenta que

u, (0)-u, (0)=0, tenemos:
9,1 ()1, () A, 1, ()2, () (4, = 4, () F 1, (9) = F (o, () =0
L(o>—uv<o>-o |
Si (1) =u, ()-u, () entonces & (r)satisface

0,7(t)+ AT(0) (A, = 4,0, (0 F (i, ()~ F(w, (1) =0

L(o) =0

Donde, A, (t)=(d}-ud%)u(t),
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(4, 4, (6) = 0, () 0%, ()%, () 103, (1)
- Vaiuv (t) _:uaiuv (t)
= (Vaz _:ua.zv)uv (t)

=(v-u)ou, ()

Luego para te [0,T] tenemos

J o) =2(@2.),

=2(a (1), 4,7(1) (4, - 4, ), (£) = F (u, (6)+ F (, (1)),

Ademas,

2, J7 ()} <2|(@(r).(4, - 4.)u, (t)>L2|+2|<ﬁ(t),F(uv (1)) F (4, (1)),

A continuacioén acotaremos cada uno de los productos internos del segundo
miembro.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
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(7004, 4)u 0), =K 0.0, )

=l - (3.7 (2).0,1, (1)) .| < v~ ello.7 ()] - [0.20, (8)]

Hy (t)“H“'

< -zl o (), = - e, (0w 0],

, (D], =€l -,

<ly-sc (e, O, +l 0, )

Asi,

(@ (1), (4, - 4, )u, (1)) | < cl -, (6.8)
donde en la penditima desigualdad utilizamos (4.14) y C=C(jju|,..s.T).
También, F(u, (£))—F (u, (1)) =uf (£)9,u, (1) —u? (¢)0,u, (t)

Luego, usando la férmula de integracion por partes, aplicando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz y el teorema de inmersién de Sobolev,

obtenemos,

: 2,)
=<ﬁ(t),—p171—8 j’+'—pl+laxu/’j+'>L
= <a(z),;l+—la (u —u#)jz:;u{’ fu;,>l‘
- <ﬁ(r>,pl+la ﬁ(t)gllf"ui>L
_ pil IRLT(t)< axﬁ(t)guf_ju;,>L
es decir, l<;(t),(FLt‘, ()~ (Fu, (1)), | <C, Ju, (1) =u, ()] (6.9)
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Por tanto, de (6.7), (6.8) y (6.9) se tiene, 9. ||;||; <Clv-ul+cC, ||;||i

Integrando de 0 a t se tiene, [3,[u(2)[ iz < C[/lv- i +C, [ |ul dz
Entonces, [« < clv-mT+C. [ o] a7

Aplicando la desigualdad de Gronwall, obtenemos, [/, < v~ u|Te""

Asi obtenemos que u(r) =1~ limu, (1) en H uniformemente en 7€ [0;T].  (6.10)

Por el teorema de representacién de Riez-Fréchet, para todo 7:H’ - R
lineal y acotado, Ilye H° que cumple f (u) =<&,z//>Hx,Iuego por la densidad de
H* en H* , para cada& >0existe y.eH tal que|y, -y, <&

Sean u,v >0y u,,u,como antes, y en (4.14) conC = C |lu, . -5.T), tenemos

o 00, |fo €00, -,

S OROEROR AN CRORROXAM

N

(7 (1, (0) =, (). 7" (W -v,)) |

+ KJS (u# (t)-u, (t))’JSWE >LZ

+

<u” (l‘) —u, (t) ’ stvlf >L2

< IJS (u, (£)~u, (t))"L2 “JS (v -v.)|,

L

<fu ()=, O, v =Wl oy () =20, )] e

<Ce+ “u# (t)—u, (t)“LZ ”l/lg “H“ <Ce

Asi, |(w, () -u,(0).9),| <ce (6.11)
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Entonces para todo £>0, lim(u#(t)—u‘,(t),l//f> =0 para cada te [0,7]de

u—-v HY

(4.28), proposicion 9.5 y (4.16) obtenemos (4.27).
Ademas de (4.27) sigue que ue Cw([O,T],Hs), por la proposicion (9.3) y la

desigualdad

el <P

oy ?05C il 27
[oT]

Tenemos, |u(¢)],. <liminf |u, (¢)] . < p* (¢), te[0,T].

por lo que u(¢) satisface (4.14).

Probaremos que u(t)satisface el problema (3.15) c.e.t. te[0,7] enH*.
Para ello definamos, E, (u, (1)) =—-A4,u(t)-F (u,(t)) (6.12)

Entonces, de (4.27) y porque la funcion,

CHXH > H

(u,v) Puy

es débilmente continua cuando s> ), sigue que

w—lim E, (u, (1)) = [w - lim (-4,u, (r))} - [w—- lim (-F (u, (t)))}

u—0* Hu—0* u—0"

=—du(t)=F (u(t)) = E(u(t))

Asi, w—1limE,(u,(t))=E(u(t)) en H*™ (6.13)

H—0"

Uniformemente en ¢e [0,7] . Del teorema 4.11 y de (4.29) tenemos
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o, (t)=-E,(u, (1)), te[0.T]

¢ u

Integrando desde ¢' hastat, con 0 <¢'<¢ < T,obtenemos
u, ()-u, ()= [ -E, (u, (7))7 (6.14)
Comoue C,([0,T],H*), de (4.27) y (4.28), la funcién
~E(u()):[0,T] > H*™

Es débilmente continua. Como las funciones débilmente continuas son

medibles (corolario 9.9) y por lo tanto integrables en el sentido de Bochner
(proposiciéon 9.11), de (4.28), AyeL(HS,H“")con s>%, y el teorema de

convergencia dominada (corolario 9.12) tenemos que

w—lim [ -E, (u, (z))dz=w- lim [ [-Au,(7)~F (u, (7)) |dz

u—0tde u—0* Jt

oA -0

1H—0"

- .[['[_A/’u/‘ (z)-F (u(z))]dr

= [-E(u(z))dz
enH*3, para 0<¢'<t<T.

Tomando en (4.27) el limite débil cuando x — 0*, obtenemos
u(t)-—u(t'):I”'—E(u(r))drean_3, para t',te [0,T]

Entonces uc AC([O,T],H”) y satisface (4.1) c.e.t. re[0,T]
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Probaremos la unicidad en Cw([O,T],H’)ﬂAC([O,T],HH)
En efecto, si u,ve Cw([O,T],H‘)ﬂAC([O,T],HH) satisfacen (4.1) c.e.t. en

el intervalo [OI,T], definimos # =u—v tal que satisface

du(t)=-u’(x,1)0 u(xt)—du(x,t)=- 0’ (x,8)=u(x,1)

! p+l
ov(1)=v? (x,1)0,v(x,t)—v(x,1) =— ! 18xv”“(x,t)—aiv(x,t)
. ot
luego, 8,ﬁ(t)=——+18 uZu” R N]
. P =0

usando integracién por partes obtenemos

3 Jla (). =o,(a(e).a(e)), =2(a(r).0,a (1)),

=2{ (1), pH[auZu"f j a*a>

=

=2 ﬁt)—n———auziu”’ >
12

p+l " 5

;

= 2<z,7(t),———1—axﬁiu”_jvj>f ~2(ii(r),0%) ,
g
={ro)
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Como ie H* y d,4e H** la desigualdad de Cauchy - Schwarz, el teorema

de inmersion de Sobolev y la desigualdad triangular, implican que

2 L P 2 L .
3 Ja(e).=c <a2 (t),9,) u”"v’> <c| la(z) .axz u"vildr
/=0 12 j=0

p
<C axz ut vl

j=0

P . . -
e < e[Sl Jaf
= j=0 HS

sc"ﬁ(r)"iz cet. te[0,T]

Asi,

2

L<Cla@), cer tel0T] (6.15)

(1)

Integrando (6.15) de 0 a t tenemos

Ldr, te[0,T]

i )l =Nz s = fye. i (+)

de donde, utilizando la desigualdad de Gronwall, sigue que

ﬁ(r)"izdr

Ja (I <z ), + ;<.

<|a ). exp( [lc, ||ﬁ(¢)||;dr)

=0
Luego,
u(t)=v(t) en }(R) c.et re0,T]

Sea ahora cualquier y e S(R)entonces

<ﬁ(t),1//>H,‘ =<u(t)~v(t),y/>H,, para » >0
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=V (u()=v(1)). T '¥),
=(u(t)-v(t). v ),

= "u (t) -V (t)"Lz "‘//"HZ’

Luego la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica
(@(1).9),, <u(0)=v(1)]: I, =0

Como S(R) es denso en H" obtenemos u(t)=v(¢) en H" para re [0,T]en

particular, es valido si r = sy r=s-3, yen consecuencia la unicidad en la
clase C,([0.1],H*)N4C([0.T],H")

Para completar la demostracion de existencia debemos probar que
ue C([0,T],H*)

En efecto, en primer lugar veamos que u es continua a la derecha de 0 en

H*. Como ue C,([0,T],H*) es inmediato que

t—=0*

w—limu(t)=u, en H* (6.16)

y de (4.10.1), lim sup"u (t)”H < limsup p* ()= lirg} p(t)=p*(0)= leso |,
1—0* ’ g

0%

Asi, lim §9p||u(t)||”\ <[t (6.17)

y la afirmacion sigue de (6.16), (6.17) y por la (proposicion 9.3)
limu(t)=u,

t—0"

Por lo tanto es continua a la derecha de 0.
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En segundo lugar demostraremos que u es continua por la derecha en
t,€ 10,77

En efecto, definimos, v(x,7)=u(x,z1,+1)

Con te]0,T—[, ueC,([0,7],FF) NAC([0.T],F*)

Entonces ve C,]0,T—,[ ,H' NAC(]0,T-1[,H*”) y satisface (4.1)

t

v(0)=u(t)

3 v(z)+a§_v(t)+—1+—1a5+'v(t)=o cet te10,T -1,
p

v(t) es Unica y continua por la derecha a cero, es decir, u es continua a la
derecha de ¢,

En tercer lugar demostraremos que u es continua a la izquierda en

t,€ 10,T]. En efecto, definimos w(x,¢)=u(-x,t,,¢t) con te[0,],
ueC,([0,.7),5°)N4C([0,T],F*)
entonces we C, ([0,4,],H°)NAC([0,5,],H*" )y satisface (4.10)
B,W(t)+E)f_w(t)+;i_—laf“w(t)—,uaf,w(x,t) =0 cet. te[0,,]
w(0)=u(t,)
w(t) es solucion dnica y contihua por la derecha de 0, es decir, es continua

a la izquierda de i,

Por lo tanto ueC{[0,7], 5 )y como satisface (4.10) entonces ue C'([0,7],5°)

<p(t) para t€[0,T]. Luego,

Sabemos que, "uﬂ (t)\ ;
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N
"”0( )I a — = 1 p = "uo (t)l
[1-pCu T [1-pCtluo ). ]

"“u (t)l

e SP7(E)=

H

1
P—pQT

<

Uy (t)|

H*T

g
ol |

debido aque 0<:<T<T" tenemos

0< ] - < ! <1
[-pCiuly, ] [-pCrlalf, T

< Cl, 5.7

H.( H.H-I' b

Luego, "u# (r)

como consecuencia de las propiedades de convergencia débil y el supremo,

concluimos

sup i (1)],,.. <€ (el »5.7)

Sup s
De esta manera queda demostrado el teorema.
6.2. Problema de valor inicial asociado a la ecuacion de KdVg:
Dependencia continua de la solucion respecto del dato inicial

6.2.1. Dependencia continua de la solucion dell problema

regularizado respecto del dato inicial

Después de ver la existencia y unicidad de solucion del problema (4.10), a
continuaciéon estudiaremos el teorema (6.1) en el cual se garantiza la
dependencia continua de la solucién respecto del dato inicial, es decir, que

pequefas variaciones en los datos, conllevan pequefias variaciones en la

solucion.
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Teorema 6.2. Sea x>0,u,c H'con s>+ y u,eC([0,T],H’) solucion
Unica de

{atu(x,t)+u” (x,0)0u(x,t)+d%u(x,t)— pu(x,t)=0, peZ’
u, (x,0)=1u,(x)

que satisface

o € || <p(t), 0<¢<T
£)<

(IluolL, s.7)

sup p (¢

[0.7]

Si {u,,n} _, convergente a u,e H* Yy {uﬂ,n}neN sucesion de soluciones de la
ecuacion (KdVg-r) con u,,(0)=u,, y uﬂ."eC([O,T,,]:H‘) para cada n21.
Entonces, para cualquier T<]0,7] existe n,e N tal que si n>N, No se

cumple que y,, esta definida en [O,T”] y

llmsup”u (1) —u (t)" ,=0

e ] 0 T]

Demostracion. Sea T ¢ 0,7] cualquiera. Para cada neN

2

"u,u.n (t)nH.«» S pn (t)’ te [0’]—;1]
donde p, satisface,

p,(t)=2C,[ p,(1)] ’2_2 ; te[0,7,]

pn = "“0 n “

y I[=———, Te |01,

p 2
ol

Por lo tanto, 4, para n> N, se extiende a [Oj] satisfaciendo
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It (). < C (o] -5.7)

En efecto, previamente demostraremos que sup p, (t)<C (T,S,Huo‘""HA )

[07]

.,

[1pCilnl), |

. 1
tenemos que P (t)=

luego para cada ne N

1
2

- - 14
pcrul, T [1pe Tkl ]

p:(t)= H“o.nhﬂs < "uo.,,“,,: _ 0<t<T<T<T .

(6.18)

-
desde que u,, —u, (por hipétesis), es decir, ||u0." —uollm < €, se sigue que

“u0~"“H~" —”uollﬂ-" s"uOW _uOHH-" <€
Entonces o, |.. <&+l
De (6.18) y (6.19) se sigue,

&+l

II “H
O || s
<

_ : — a
-peThul, | [1-peT(e )

En consecuencia, p? (¢)< &+,

L

|:1 — pCsi(s +||uo||Hx )p}p

tomando supremo en [O,T]

£+ ”uO “H

sup p, (¢) < sup
[0.7] (071 [1 = pC.T(&+|u,),,. )p}p
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entonces, suppj(t)< €+"”0"H»‘ ("“0”/1‘ >S5 T)

A e T(erhl, )T

yaque |u|,..C,p y e son constantes.
Luego, “ || ("uOHH. » S, T)

Para n> N,, definimos #(¢)=u, ,(t)~u,(t),1€ [O,T] y observamos que

0,y (1) + 9, (6)+— .2 (1)~ 0%, (1) =0 (6.20)
p
Ademas
1 "
ou, (t)+du,(t )+;—laxu;;;( )— 0%, (1)=0 (6.21)
Restando (6.20) de (6.21), obtenemos
1 +} +
3, (u,,, (1) —u, (1)) + 9w, (¢) - ,,(t))+ﬁa)( ufn () =" (¢)) =403 (u,, (1) =, (£)) =0

desde que u(t)=u,,(t)~u,(t), tenemos

¥ (z)+——a{ zuﬂ }aﬁ ()-ﬂaia(z)=

p+1 Jj=

a,ﬁ(t)z———l—ax[ Euﬂ" } (1) + 1% (1)

p+1




-2 om0 a0 S 000) ulea)2a0),
=fﬁ@ﬁMJo¢gﬂommﬁﬁﬂu%ﬂ%;

‘au

a0,

p .
p—;
Z ul (1),
j=0

p+1‘

~2uloa(s)[..

HS

w0, () Zu’” AOK

p+1

por la desigualdad triangular

o J7 (), <

()] [7 (1)

Sl s (0)],. - 2ufo. (1),

debido a que %, , y U, son soluciones de (4.10) y satisfacen (6.1)

2

I <cRa@), [z @, ~2eo.a (),

HS

3| (¢

2C.C
p+1

donde C =

Por la desigualdad de Cauchy con (Teorema 9.43), tenemos,

C? ?

Pl

oz (), el (@), +—— = —2up.E (),
Tomando g:_Cf_, se tiene
8u
_ C*y_
07O =517 O,

integrando de 0 a t, tenemos

65



[z, <lz O, I Jir(=

y usando la desigualdad de Gronwall, tenemos
[0, <l O ew{ £.7 -G, Ir(0)

Entonces, Ju,, (t)=u, ()], <C, |0, —uo,. 1< [O,ﬂ.

2

Asi,
sup “u (£)-u, (t)"H <C, "uo_n —uou; ,

(0.7
por lo tanto,
tim supl, (1), (1), =0
El propédsito de haber involucrado a x4 es para que finalmente sea

considerado como u — 0" lo cual nos dio buenos resultados y pudimos

probar la existencia y unicidad de solucion local de la (4.10); pero al probar

la dependencia continua el valor de ¢, — +~ cuando x — 0", lo cual hace
imposible concluir la dependencia continua de la solucion.

6.2.2. Dependencia continua del problema KdVg respecto del dato

inicial |

En esta seccion usamos los estimados de Bona-Smith presentados en el

teorema 6.2 para probar la dependencia continua de la solucién local

respecto del dato inicial.

Teorema 6.3. Sean s>1,0<d<e<l Y u,,u, € H" aproximaciones de

Bona-Smith de u,. Si u; y u, son soluciones de (6.1) con datos iniciales
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u,; Y u, Crespectivamente, entonces para cada Te[0,7], existe

C= C("“O"m ,sj) >0 tal que

[s(}JT;])"u5 (£)—u, (t)“H < C(sﬁ +“qug —uMHHS ); v=s—r-1

Dondeo<v<3

Demostracion. Probaremos este teorema en tres etapas. En la primera

etapa demostraremos, en caso sea necesario u; y u, pueden extenderse al

intervalo [O,ﬂ. En efecto, del teorema 6.2, tenemos

"u5 (t)“j, < p;(t)te0,75]

u, ()],

H¢

y <p. (1) si te[0,T.] (6.22)

Si T;,T. < T de la definicion de p, y p, del teorema 6.1, tenemos

ps(t) < C(nuoﬁum ,S,TJ) < C("“o"m ,s,T,)

y P (1) S C o, 572 ) < Sl 5.7 (6.23)

Luego, de (6.23), u, y «, ya pueden extenderse a [O,ﬂ |
En la segunda etapa vamos a probar dos desigualdades

()] <l 5 7)e

Drw(r), <

12

k]
-+

DSW(O)"; + Cse(ﬁ) +C, j(: \w(r)nzﬂ dt

|

Donde w(t)=u

(t)—us(t). En efecto. w(0)=u,, —u,;, tomando en cuenta

3

las desigualdades de (6.23) tenemos

67



du, +du, + l+la u =0 (6.24)

xXTE

y 3y + 3%y +——3 ul =0 (6.25)
p+1
Restando (6.25) de (6.24)
1 + +
a,w(t)+,aiw(t)+;+—18x (uf ‘—uf l)=O (6.26)

k=1

+1 +
9, (ur —ur) =2, rz(—n’”‘ (pkl)ucf’”'kwk‘l} w (6.27)

Reemplazando (6.27) en (6.26) obtenemos,

3 w(t)+ 3 w(t) +——3, [”i(—n“‘ (pl;])uf“‘kwk} —0

p+l1 k=1
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2 o k+l (””J ek | 1\}
== |o.w(e),| S =1 & urrw
p+1<a ()[g ) LZ

2 k+1 pil Lk
=——|> (9 .w(t),(-1 (kjuf” Awk>
285 (5.0, LZ

2 &

p+1ig

k+1

Considerando que w0 w= ;i—laxw , tenemos

o Iwtol =58 a0 (¥
;2_1 (2,7 (1) 1)“'(7) >
S () MIDE)
F(F e ober
S (F e ootk
=p—i—1fi(’?)(z%)fr%'wk‘ 0l ),

=G, Ml

Por consiguiente, 9, va(t |

N <otz €,

Luego, integrando de O a t,
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L@ ar=foe, (o] a2

de dondew(¢)|[, ~[w(O)[}, = [, €, Jw ()| =

o0 =P + ¢, (e a7

Aplicando la desigualdad de Gronwall

(o) <Pw(O); ¢ < (o)

2 ¢rT
e’
|L2

2
toe =t +[to =101

=C|

2
o =t g, <€

2
o =to] +2|

< C([

tne =t o =] +ns o]} )
Utilizando (9.18) con 0<d< e
[w(o)ll; < c(Cle® fuoll,. + 267”8 uolf,. + 26> . )

2
Uy "H

=C(" +26°5° +5”)

:C(gs+é's)2

2
ol »

Como §<eg, "w(t)"i2 <Ce* "uouil =Ce”

Por lo tanto, “w(t)l

2 S C("“o",,x ,S,T) g’

Donde C es una constante que depende de |u,],...s v T, como puede verse

2
12

al acotar 9, ||w(t)| iz y "w(t)

Ahora demostraremos

"Dsw(t)"j: < "DSW(O)"Z +C.e™ +C, I(:“W(T)| Z dt (6.28)
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Tenemos

3w (r). = 2(Dw(1),8,D°w (1)) . =2(D*w(t),Dd,w(1)).

=2<D’w() {asw-—“a [Z( “(F ) wﬂ>
= 2(D'w D), —p—i—(Ds Daf [ ] k“’k>z

considerando que (D‘w,D“Bflw)Lz =0 segun la proposicion 4.2, tenemos,
2 ) k4t +H—k

[ === 2 (w03 | ()7 Jurd

¥ p+1 k=t Iz

2 gH P+
S—Z DSW,DSax [( J ptl— Awk]
P+1 k=1 12

Jpw()

p+1 =
Llamamos,
1=(D'w,0°9, (ul"w"))
Y H:(Dsw, Dja_\_W'M>L2

Desarrollando f:
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D? axuf“_k w )+ D? (uf”_k .a\\,wk )> ,

( p
(

9wl Wt )>L2 + |<DSW,DS (uf”"k QW )>L2 |
w

saxuézﬂ—k ]
]

Dsa.\_uf”_k k>Lz +I<Dsw,8xuf+'_k.Dswk>Lzl

w,

(o

(D'w,D*
< <DSW,[ W+ ul D w >Ll | + |<Dsw, D* (uf™* 0w )>Lz I

(o

(Dw,D* (uf"™ 9 "))

12

Llamando, 4= I<D5w,[Dsaxu£’”"k]wk >L2

B= I<D’w,8xu£’”"k .Dswk>L2| y

C=|(prw,D" (uz" 2, w)) .

12

Desarrollando A:

jal<|prw), J[ D7 0,u2 1w .

<C, "w" ("8 ulk "” "W”m +"8 ulrt

o)
L ol + Je I-
el Q" e

p+1 -k

pH1-k
t e ol
p+l-k
H U, lH”' "M'H’ y
p+l-k
e“HW "W"H"“

Desarrollando A4, usando el teorema 6.2 y la proposicion 9.37, se obtiene

R A 1

Donde 8¢ J0,1[,7=(1-6)0+6s,0<y<s, luego §=y/s

W

Llamando,

yls
HE

—(p+1-k) s(l yls)
H*
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_—_CS

1+y/s —y—( p+1-k
W"H-“ P )

Escribimos y=r+k - p donde re ]l/2+p—k,+oo[ﬂ]s—1+p—k,s+p—k[
Usando la proposicion 9.49 en el tercer miembro de la ultima desigualdad,

tenemos, 4 <C, ("W"i’ + 8—E—))J =C, (

wll, +e™)

donde v=s-r-1
Desarrollando A,, usando interpolacion de H'*? entre I* y H°proposicion
9.33, tenemos,  fu] s <’

Entonces, usando el estimado (9.14) y reemplazando en A, tenemos

_ pHi-k
a4y <€l (el el ) Wl

Donde 8¢ 10,1[,y+2=(1-6)0+6s,0< y+2<s, luego ¢ = 22

“/il 85(1—6)(p+1—k) ”\’Vﬂ
H* H!

il &7 (s + sl

4,<C

5

<C,

<C

s

M/“H‘“' gBrApr-R) gl

<C ”W‘" 8(:—7—2)(p+1—k)+l
=0 e

Escribimos  y=202 - gonde re [h—breo[N]t-b,2 -8 ,a= i Y

pH-k a >a

b=(p+k)(s-2)
4, <C,([w],. e )<C (”W"ip + fb)

dondev=s-r-1
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Desarrollando B:

(w20 o), <o, o o',
DSW{
<wl,,. Co el Il < €l

<C, (I, ol )< € ol Gl sl )

<

p+1-k s,k
r ”a-"ug D'w "E

r

<Culwll, <C. (ol +&™)
Desarrollando C:

KDSW,DS (uf”_k A w )>LZ . = I<D5w,[Ds,u5+H" ] oxw* —uf*'* D (axwk )>,:‘

< KDSW,[DS,ufH_k ]axwk >Lzl+|<Dsw,uf+"k .D* (axw" )>L3l

Llamando =|<D5w,[Ds,u§+""]axw" >L1| y G =

<Dsw, u? D (8_‘,w" )>

L3

Desarrollando Cy:

=l e Jo.w],

<l (el 0w, + el 0., )
<Clwl- (el ™ Wl + el Dol ) < €U, (2 - )
=C, =<l -
<l (el sl )™ < Sl (26°)

<|ulf,, sc(Iwl}. +&™),  donde v=s-r-1
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Asi, ¢, <C, (|l +&™)

Desarrollando Co:

Por lo tanto,

C, =(D*w,wD* (9, w)) , =(w’D*w, D* @),
= <w”DSw,axDsw>L: = <aprDSW,DSW>L2

< Hax (w”Dsw)

Aol =l (2w, 1

<Pl [l Do < Il o
<ol (€Yol =1
=l I = I (el el )

<c. i (26} <l <, (ol + %)

1< 5C, (wl;,. + &) (6.30)

Resolviendo /I, tenemos

11 =|(D*w, D0, ") | = (D*w.(p +1) D* (#2.%)),

=(p+ 1)[<Dsw,[Ds, w”]axw>Ll + (Dsw, wPD* (a'\_w)>”_]

Tomando, D, = <Dsw’[Dst]a_‘_W>f y D, =<Dsw,w”Ds (axw)>L2

Desarrollando Dy:

b= (07w o), <ol [0 o],

<loll (10, 100 Pl 1000 ) < o (2005
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<c i =l Il < il (el sl ) <l (26°)°
=c Il <C (Il +&™)

Desarrollando D»:

D= <D5w,w" D’ (8xw)>L2 = <w” D’w, D’ (axw)h2
=(wD'w,d,D'w) , =(d W D'w,D'w) ,

<4, (w”Dsw) . ="w” (D‘w)“H] s+,

Dswl

L2

LT e e A T

+ 5 .
= Cs Wﬂ:f = CS M/"j-h "M}“:‘ = CS M}"I-f ("ue "H"' +I|u5"H_\. )P
<, (£ <c Al <c. (o], +£¥)

Porlotanto, 17<C, (||w||2 + e‘”)
Entonces, sustituyendo (/) y (/) en (6.29)

oot 5 SF el v ol

9,

sm[z(zp ~1)5(wl. + &7 )+ 2( el +2 )}

<C,, (I} +&™)

dondev=s-r-1 Integrando de 0 a t, tenemos

(), <|pw(O) €., [ (I (o, +£™) dz
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=(low O, +c.,e¥ )+ C., [, a2

En la tercera y ultima etapa probaremos

suplu (1) -u, (1)), < C (&7 +]

Sup Uy, -—uM“HX ) ,donde 0<v<3/2

[, < () +|

Dsw(t)"iZ )
<c, e +|[pw(o). +C, e +C,, [ |w @), .d
<c, e +C, W), +C,, [ W@, ar

<C, e +C,,

2 ’ 2
Uo.e _u0~‘s"HS + CS,PI@IIW(T)"H’ dt
Aplicando la desigualdad de Gronwall en el ultimo miembro de las

desigualdades, tenemos

s ()=, (), <(C,6% €, o~ )

2 o7

20
P — P
< Cs.p (8 + I uO,s uO.(f"H.\ ) e

Luego, s (£) -, (t)"HA <C,, (s“_ +|

Uy e~ “o,a"m )

y considerando el supremos sobre t, tenemos

Sup"ué' (t) —U, (t)“Hs < Cs.p (8# +‘ Ue —uO.(S“H.v )

[0.7]
Teorema 6.4. Sean 4, y « las soluciones del problema (4.1) en [O,ﬂ con
datos iniciales u,, Y u, para £<1 como en el teorema 9.69. Entonces
Elljgug:u en C(I:O,T],H )
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Demostracion. Por el teorema 6.2 y el teorema 6.1, {«,} _  es de Cauchy

>0
en C([O,T],H*),Iuego existe ve C([O,f],H‘)y v(0)=y tal que

limu,=v
£-0"

Probaremos que satisface la ecuacién integral asociada con el problema

(4.1).

Asi, ug(t):W(t)uo,E(t)_;i_l "W (1-7)2.u2" (7)de

ya que u, es solucion de la (4.1) con u, (0)=u,,

Tenemos que,

Hm W (t)u,, (1) =W (t)limu,, (¢) =W (t)u,(¢) (6.31)

£—0" : £50"

Pues W (¢) es un operador unitario fuertemente continuo y acotado sobre

H”'y u,, converge a u, cuando ¢ — 0*

. +1
Ademas limdu?"' (7)=9, limu?" (7)=0, ( lim u (T))p es decir,

€ £
0" £-0" £-0%

lim 3 u?* (7) =0 (7) H* (6.32)

esot Y OF

Para 7e[0,7]

lim W (¢-7)d ul™ (7) =W (t-17)lim (3,u’" (7))

£-0° g0t N Y
Luego,

m W (t—7)oul" (t)=W(t—7)0 v"" (1) (6.33)

£0"



Para 7e[0,¢]. Esto es como consecuencia de (6.32) y que

w(t-1)e L(Hs_l)- Veamos que w(t—7)d,u’" (7) es acotadaen H'".

En efecto,
=) @, - =z ().
<Cllu (r)“H
=Cllu. (o)
=¢(7)
Como |, (r)":+l es una funcién integrable sobre [0,T], luego

|7 (t-7)0.u2" (7)] .. <2(r)g(r)e L'([0.4],R) (6.34)

tenemos que, v(t)= lim u,
£

) | S +
= lim [W(t)uo.e (¢) “oith W(t—7)oul* (1) di']

L 1 o[ +
= tim [ (1), ()]~ pﬂ[ tim [ (¢~7)2,u '(T)dr]
utilizando (6.31), (6.32), (6.33), (6.34) y el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue, sigue que,

v(t):W(t)uo(t)-;l:l "W (t-7)9,v"" (r)d

con la igualdad en H’"'. Entonces v satisface el problema (6.1), y por la
unicidad probada en el teorema 6.1 tenemos que u=v, ademas
u(0)=v(0)=y entonces y =u,
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Teorema 6.5. Sean ¢£>0,s>2 y limu, =u, enH’. Entonces, dado

H—>+oo

TG]O,T[ existe N, =N, (?) tal que las soluciones u_, y u, del problema

(4.1) en [O,ﬂ con datos iniciales u,,, Yy u,, respectivamente, estan

0.

definidas en [O,ﬂ si n> N, ademas cada vez que n> N, se cumple

o) (6.35)

. sup

te[o,ﬂ

te, (1)1 ()], <C, (8— +|

uO,E,n - uO,e

Demostracion. Dado que »,_cumple las condiciones del teorema 6.2 puede

ser definida en [O,ﬂ, satisface (6.14) y (6.15). Demostremos que lo

mismo sucede con u_,

Consideremos

{= {(iluo,a s ) >0§+|u0.e o =?iu0.£ . (6.36)
Como’ luo.e.n _uO.S He S”u().n _uOI’H.\ < é"
 del teorema 6.3, existe tal que
luo.e.n He _IuO.e He SIuo.g.n —Uy . He < ; (637)
entonces
ol <& +ltoc|, siempre que > n, | (6.38)

de la definicion de p_,,la desigualdad (6.38) y teorema 6.2, para n> N, (T)

tenemos,
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uO.E.Vl HY é’+ uOE HS

(Pe. (1)) :[1fpcst A :A]%s[l_pcst(“ HS)"T
Cecpul,

< = p: (1), te[o,f]
[1-pCa(¢+Clul,. )|

uO.e.n quS

1

Asi,  (p., (1)) <p; (1), te[0.T] (6.39)
Pues de (6.36), obtenemos

<1
HY

Cst(-§+

|, )SCT(¢ +|w.],.)=CT

U e LW

esta Ultima desigualdad es consecuencia de la eleccion de T en teorema

4.13.

Para n2= N, (T) se tiene,

5,7 (6.40)

supp,, (1)< C( Uy,

[0.7] s
luego del teorema 6.1, si n=N, (T) entonces », , puede ser definida en

[O,ﬂ y satisface

2

. <p,,(t)parate[0,T ] (6.41)

ué‘.n

veamos ahora que (6.28) se cumple. En efecto, recordemos (6.16), (6.17) y

(618) y que, W(t) =u, (t) Uy, (t)’ W(O) =Uoe T Ug e

Lo Sy (€]
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e o
A e
por lo tanto, 3, [w(t)[, <C, |w(1)[... | (6.42)
integrando de 0 at, w(1)|l. ~[w ()|}, <C, [;[w(e)].a7,
Entonces, |w (/). <|w (o). +C, jq’ [w(o)|.dr (6.43)
Usando la desigualdad de Gronwall en (6.39),.se obtiene
P <O € <o) ¢
entonces obtenemos
(0 =, (O parare [0.7]

2 .
, » €s decir,
L

22 = CP "W(O)l

Luego, Eu%“w(t)l

¢ SC O =€l

Uy e —Ug e 2

supllu, (¢)—u, () , =sup|w(?
[07] Q ()IL [oﬂll )

Ademas, sabiendo que w(0)=u,, —u,,, y del resultado obtenido en el

E.n

teorema 6.3, se tiene

9|

(o), <€, (o ™).

Integrandode O a t

Dol AP w(ol, 56 (1o, o

p

[, <l + € J (@) + )
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Sumando a ambos miembroé”w(t)”; , se obtiene
[ +|pw o), <O, +[prw(O) + . Jy (w7 ez
es decir,
P, <be ol P w)f + € (b, +€™ )z
=)+ w () + .17 + C [ (0, a7
<C, (), | (O + ™ + € [ (o), a7
<C, “w(O . +Clw(). +c.Te™ «c [ |w(o),, dz
<C, (ol +& )+ C [ Iw(of, a7

“)

Idr

scs(

(). 4.

s )2
1+t

usando la desigualdad de Gronwall, tenemos

Luego, “w(t)": < CS(

W, <c. (||w0||m +e™ )2 para te [0,7‘] donde C=C(s,T,|u,. )

Entonces ||u, ()~ u,, (¢)[,. < C([u ‘ +eﬁ) para te [O,ﬂ

H’

0, " Hoen

Uy = Ugen

de donde fu%llug (t)-u,, (t)”H <C (l

e T e ) parate [O,T]

Teorema 6.6. Sean u,c H* con s>3 y ue C([0,T],H*) la solucion del

problema de valor inicial (4.1) que satisface el teorema 413. Si {,,}  es
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una sucesion en H* convergente a u, en H' y {u,} una sucesion en

C([0,7,],H*) de soluciones de (4.1) con u, (0)=u,,. Entonces para todo
Te10,T] existe N, = N, (T) tal que para > N, esta definida en [O,ﬂ y

lim sup"un (t)—u (t)“H =0 (6.44)

"> lor]

Demostracion. Como los estimados para ””n(t)“m son los mismos que

para

u,, (t)“H ,‘ la existencia de N, =N, (T) tal que » > N, implica que esta

definida en [0,7], segiin como el teorema 6.3, sea £€]0,1[, entonces

tenemos,

f(}l% "u&n (t) “Uen (t)",.,s <C (87’:—‘ + "uo.é,n U el

Cono<vsi y C:C(s,ﬂluonﬂs)-

Por tanto’ }1_?(} E(}:l%"u&n (t) - ue‘,n (t)"Hx < 61'1—13& C(g[—w—‘_ + “uo.ﬁ.n - uO.s,n
)

pero tenemos que 31_1)1(51 Upey =l €N H, uniformemente en n. Luego,

)

Asi, [s(};%"% (t)—u,, (l)"H sC (53"T + "”‘o,n T Ug e

lim f;l%uu,, ()=, (1), =fg;>]( tim u, (1) -u,,, <r)||,,.\~)=§;1%||un (6)=u, ()], =0
es decir, lim sup"u” (t)-u,, (t)"H =0

£—-0" [0‘7]
uniformemente en n. Entonces para » > N, se tiene que
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i, ()=, =l ()=t (1) e, (1) =0, (0) e (1) = (1),

S”u” (t)-u

w () =(0),

e (1) =u: (1)),

Del teorema 6.5 sigue que,

"un (t)—u (t)nH < ”un (1)- I

),

u(®)]

o ]

<, (£) =2, (1)), +C. (87 +

i, (6)-u(t)],,.

uO.e.n - uO.n”Hx ) +

tomando el limite cuando ¢ — 0* a ambos miembros de la desigualdad,
Hﬁ)+ u (t —u(t)"Hx)

= "un (£)-u, (t)"H +C, "“o." - u()"m +"u (t)-u (t)"H

uO.e.n - uO.s

e, (£) = “ <elg(1)q+( n(t)—u“(t)n,{x+Cs(eﬁ+

Luego,

e, () =u(2)],,. < C. o 0] .
Considerando el supremo en e [O,T]

supli, ()= u(0)] <o —ta,

y tomando limite cuando 7 —+oo

im supl, (1) -u(0),, <€, im b ~tel, =C. ), =0

n—s+oo |:

Por lo tanto,

lim sup “u —u (t)l =0,

n—+oo [0 7
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6.3. Buena colocacion local para el problema de valor inicial
asociado a la ecuacion de Korteweg - de Vries modificada (ll)

6.3.1. Buena colocacion local del PVl asociado a la KdVm (Il) en

H|/4

Definicion 6.7. Sea A4 el generador de un semigrupo {W(t)} Sea

20"

1/4

. 174
“u,€ H . La solucion Si ue C([—T,T]:H j de (6.45) es llamada “solucion
mild” del problema de valor inicial no homogéneo (ll).
La ecuacion integral u (t)=W (¢)u, (¢)- [ W (t-7)*(r)d,u(z)dr  (6.45)

. 1/4 . 174
esta bien colocada localmente en H ; si paratodo u,e H existe T >0y

una unica solucién de (6.45) tal que para (x,t)e Rx[-T,T].

. /4 n
ue C[[—T,T]:H )mﬂz«:j,
j=1

donde E, son espacios de Banach. Ademas, la funcion flujo definida por

1/4

o . /4 "
F:H —>C[[—T,T]:H JmﬂEj,
Jj=

es continua.

Teorema 6.8. Consideremos el PVI (il). Entonces para cada H'*, existe

T=T(|

Di_"‘u()“L2 ) >0 y una solucion mild unica u(¢) de (Il) que satisface
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ue C([-T,T]: H"),

< oo

L 2

WuH

1232

o0
b

“Lil,',“

..

iy <°°a

(6.2)
(6.3)
(6.4)
(6.5)
(6.6)

Ademas, para cualquier T'€]0,7] existe una vecindad ¥ de u, en H"* tal

que la funcién F:u, —>u( ) de ¥ en el espacio definido por (6.2) — (6.6) con

T' enlugar de T, es lipschitziana.

Demostracion. Sea T >0 fijo, que definiremos después. Definimos el

espacio de Banach Y, = C([ -T,T]:

. 1/4

e

donde E, son espacios de Banach definidos por (6.3) - (6.6), con la norma

donde

1/4
D ”L =2

X

ey =Tl - 7 =

ey =l

ujl, % 5/2
3 2 2
X L Ly

N tia
"u"(T,z) - ”D\ u"LSLl_rﬂ »

il =102, .,

el = e

4 400
L

6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

Dadoa > 0, que definiremos después, definidos en el espacio de Banach
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# =fue i, <

con la métrica inducida por la norma

d(u,v)= I"u - v“lYT )

Probaremos que debido a los estimados (4.15.1), (4.15.2), (4.15.3),

. 14

(4.15.4), (4.15.5), si u,e H entonces para cualquier T>0,W(t)uue Y. con
I (#)u,]|, independiente de 7. En efecto:

Usando las propiedades de grupo de operadores unitarios tenemos:

ol.

"W(t)uou = sup nD“‘* uoan = sup “W DIM

(70 ef-rr) te[-7.7)
= sup [P w, =[Pl ],
“W (I) " .0 "a W " Myl < ”DA’W (t)‘q”ull@o@::

14 104
<[t =[0} ),

7 (el oy =227 (1)

=[w () D,

0 ]L,Sf-l 5 10

LA

/4
<C "D‘_ i, ":% ;

| (#)u, ||D”4a W(t)u, ]| <||D”4a w(1)u ||

Il

<C ”J’_)‘i_mi',d'c,"L1 .
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"W(t)uoll(m) :“W(t)uonu‘z,, —”W uo - C.IDmu‘)"

<C|pi ) ;-

Por lo tanto, | (¢ )l " r.J)

]04

Definamos sobre Y, el operador integral

v, (vV)(£) =W (t)u, - L: W (t-7)(v’0,v)(r)dr (6.12)
Del PVI lineal no homogéneo '
du+0>+v9v=0
(6.13)
u(x,0)=u,(x).
Antes de continuar con la demostracion del teorema, necesitamos probar el

siguiente lema.

Lema 6.9.

SR
2

3
;- (6.14)

Demostracion. Usando el lema 9.72con f=v? g=0 v, p=q=2,0=0, =1/4,

p,,20/9,9, =10, p, =20,q, =5/2, deducimos lo siguiente:
[ (va.0) =Dl =000 < CIDI e 10 g

es decir,

[0, = AP ol + D100l + oD, 619

)
1213

En primer lugar desarrollamos el primer sumando, para esto usamos el

lema 9.73 con F(v)=v*,p,=4,p, =5,g, =c°,q, =10.

< C"Zv

o1

_ 1/4
" spo = C"V"L1L7 ID-\' v“

Li()l?u[{l 2 £ :

Desarrollando el segundo sumando, para esto usamos el lema 9.70, con

f=v,g=D!""9 v
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"vZD':,Maxv

1/4
D/"9v

2
=’ :
A2 " 2L ol

Luego, desarrollamos el tercer sumando, para esto usamos el lema 9.71

con respecto a Ty a x respectivamente.

1/4_2
Ha_\,va v I

<lo.v

1/4_ 2
D v

20,5/2 .
28 205 299110

Finalmente reemplazando en la expresion (6.15) tenemos:

90,1 %o 192 A 1 1920,
+”a-“v"1-i°b7-” Dﬂl'/;vz By
= Cllsss [D2 V] 10+ iiL‘-’;_ LICRY
+"a,\'V"L§."L§"3 D,\I'MVZ 2oopp
= C”v"LiL? "D 'inlILi_L'.,(" “ax"lLiOL;u +[v] IZ_:L;' D.9,v lL;L-;
+C"v"Lf-L7 Dl/Av“Lﬁ_L‘,‘) "a-\‘V"L_{OL;/Z
=2C|v||,., D/‘l‘/“v"LiLlf-’ 10V +1Iv iﬁtu’; D AI‘MaXVIL:L%.

< 2C gy M0y Wy * Iy IV

3
<[, -

De esta manera queda demostrado el lema.
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Continuando con la demostracién del teorema, primero demostraremos que

y,estd bien definida, es decir, R(y,)c¥ para algin

1 =1, (|0, ) 1.7
En efecto, demostraremos que y, es continua en ¢;.

gl
H

v, ()(0)=w, (V)(1)

<

174

W ()= (t)to =( [ (= 7)(v%0,9)(2)de ='W (t, =) (%0, v) (7)) ,

S"W(t)uO —W(to)u0|

<|w (£)u,-w

ol 4
H

[ (W (t,-7) (v ) () - W (1-7) (v?d,¥)(7)) d1| ..

H

A\

o

2av()

(|I4

0"4dT

t)uoly + [0 (6 = 7) =W (e=2)) (3.) (7).

(t, - T)(vza_‘_v)(r)lb,udr.

174

Luego, [, (v)(1)=w, () ()] <[ ()t~ (1)

[ 10 to=0)- (=0)(0.0)(7)

‘01/4d'z’
H

U
H

+|e =1, it;};}“W (t,— T)(vzaxv)(r)

Cuando ¢ — ¢ el primer sumando converge a cero por la continuidad de la

aplicacion W(~)u;|o mismo sucede en el segundo sumando por la misma
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razén y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. El uitimo

sumando converge a cero cuando ¢ — ¢; . Esto nos demuestra la continuidad
a la derecha de 1. La continuidad a la izquierda de ¢,y de ahi la continuidad
en t,,sigue de manera analoga.

Usando las propiedades del grupo {W(t)}eo,los estimados (4.15.1),

(4.15.2), (4.15.3), (4.15.4) y (4.15.5) tenemos:

D, (0], =P w- [ w(-e) (o) (@)

2

- W(t)Dl,M(uo - (=2)(a)(r)ar)

X

2
Lx

b

=D* (uo —I(: w(-t) (vzaxv) (7) dz')

2
Lx

Tomando supremo en t€[-T,T],se tiene

3

Dj."‘W(z)(u0 = jo

W (~)(v%0,v)(r) dr)

s [0, ()], = s

e[-T.T 2 te[-T.7] b

<

D= [ W -o)a)ea

Luego,

D (u - . W(—T)(vzaxv)(z')dz')N .

79) Li

o, =
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IN
)
—_——
=
|
h 3
=
0
N
S
—_——
<
N
"QJ
<
N’
—
N
Q
3
 —

IN
o)
——
i
|
Ly
=
N
g
——
<

(3]
v
-

<
S
—
=
g
Q
3
i
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AL e CCAU

=|D"a () (“o _I(: W(-1) (vzaxv) (7) dT) -

o orow t)(uo_ [W(=2)(¥3,9)(2 dz') y

oo fu-frapanad]

<o ([ (=2) (o) (7))

L

b 0, =l Ol

= “W (t)(uo - J‘O'W (t- r)(vzaxv)(f)‘”) .

o= [w o) )ae)]

f

DI (uy= [, (=) (2.1} (7))

Usando la desigualdad de Minkowski, resulta que:
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”1//“0 (v)”le <C \Dl“‘ (uo - IOIW (—f)(vzaA.v)(r)dr)

LZ

S LA

L

2+C‘

D" IOIW (—T)(vza'\,v)(r)dT”Li
<C|DYuf|, + ¢ "jo D!*w (—1)(v28xv)(7)d7“ *
N Ly

<C "D:_Mu0|

g Cfprw (o) (o)), ar

<C ”Di,”u()"d +C j_’T |pyew (-T)(wa,‘,v)(r)||ﬁdr

<clpiu], +cf o (*o.0)()

ar
L

Usando la desigualdad de Cauchy — Schwarz y el teorema 6.3, se tiene,

”(//“n (V)H)’/, < C"D;/‘tu0 ”Lj’, + C(.“_TT dz.)llz (I_TT ”D;M (VZBXV)(T)”;dT)”z

- clprul, ver ([ o (o) @l ar )

= C|pu, ||, + c1 |y (vo.v)(z)]

2
LiL

<C|p i, +cr ML, - (6.16)
Eligiendo a= 2C“D.i/ AR (6.17)
y T satisface 8CT'?a’ <1 (6.18)
a a3
Entonces |y, (v) 2T 3T S

Es decir R(y, )<¥;.
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En segundo lugar demostraremos que ¥/, Y7 Y es una contraccion

para algun T = T(||D_1“‘u0|| )< T.

2
Ly

|2 (v, )., ()

= D:,MJ.O[ W (-1) (v2axv - \:28_‘,;) (t)dr

L_‘z Li

=|pyw () [ w (=7)(va,v-v"0,v)(z)dz

,
L

=W (6) DY [ w (=) (v'a,v =73, (r)dr

2

L\'

= D:’M.[(: w (-r)(#axv - ;Zax{;)(r) dt

5

Ly

- I(;D_f_”W(—T)(vzaxv——\~12ax;)(r)d7

L

t
<
0

DY*W (~7)(v"0,v=v'0,v)(7)

drt
L3

< .[_TTND_i"‘W (-7) ("zaxv - ‘;zax;)(r)“zi "

Tomando el supremo en te[-T,T],se tiene

Dy, (v)-w, (v))

< sup [ IDIw (-r)(va,v-v'a,5)(¢)

J‘T
i ef-re T

sup

dr
te[-T.T] L

ar

"

Ly

YW (=r)(va,v=v"0,v)(r)

T
<
-T

Luego,

v, )~ (%)

dt.

D (=7)(va,v-v'2,v)(x)

‘T
(7.0) = I—T

LZ
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v, 0)-v., (%)

v, 0)-v., (%)

IA

IN

T
<]
-T

(7.2)

=19, (v., )-v., (v))

Ty

- ‘ax [iw (- T)(vza_\_v— {fa_\&)'(‘r)dr
=lo.w (1) jO’W(-r)(vza,\_v-;zax;)(r)dr

=|p.w (e H [, (=5)(v?0,v- vo,v)(z)dz

Li(] I.';/ 2

N

N
L;OL;/'

N

N
L_'\.O LSTI 2

Y 2
L"‘.“Lg/ 2

D H(['W (—Z')(vzaxv— \328X\~1)(r)d7

L.\

Dj.’“j(:W (—r)(vzaxv - ;Zaxﬁ)(r)dr"Li

_ | [LDiw (—r)(vza_‘_v—{/28_‘,;)(7)dr"d

Dw (—1‘)(vzaxv—;zax\~1)(1')

ar
L

= ‘D;M (Wuo (v)—l//,,o (;)) £

vaf! 2 50 v
={D! J'Ow(t—z')(v o v—v axv)(’r)dz' e
[ o fw (o (var-To )@

5,10
JARIX

<clor [ oo~ 3)(e)a],

=C "L: D"*w (—r)(vzaxv - 528,‘,;) (7)dr

[Z

<cf ’T“D;"*W(—T)(Vzaxv-azax;)(r)” dr
B L
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p¥d,(w,, (v)-v, (v))

w2
Lx LT

=|p", j;W(z-r)(waxv-;zaj)(r)m

L7L7

=107 (1) DV /W(—r)(vzaxv—\:zax;)(r)dr

0

IA

3.7 (1)D"| W(—z‘)(vzaxv—;zax{))(f)dr

N

LX

- c“ [ Dyw (1) (v, -0, 5)(r)de

dr

<C j_TT“D;“W (~)(va,r-v'2,7)(r)

)
Ly

= |, (v, ) -v. (%))

L0

=D, j(:W(t—r)(vzaxv—;zax;)(r)dr

L

t

—lo.w (1)DY W(—T)(vzaxv—;zax;)(r)dr

0

!
0 Tl

3w (1)DV*| W(—T)(vzaxv—;zax;)(r)d’r

t
0

IA

<C ”DA'A"‘ J'; W (-1) (vzaxv - ;Zaxa) (r)dr

5

Ly

dr

5

Ly

< Cjo "Dj/“W(—r) (vzaxv —I»Zax;)(r)

<c _[_TTIID_L“W(—T)(vzaxv—;zax;/)(r) L
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|v., ("), (%)

W (1=o)(vo,0-"9,7)(r)ar

ILjL“;

< C”axW (t)D_"_"‘j; w (—r)(vzaxv— ;zax;)(r)dr

v, (v)-v., (%)

ra)

LI I

| = “W (t)j; w (—T)(Vzaxv‘ ;’za.\-‘:)(f)‘”

Ly

<Cpfiw (=)(va,v-v2,7)(2)dr
< CJ.(;‘D_:,“‘W (—r)(vzaxv—;zax;)(r) dt
L
<c| ’ DIW (~2)(va,v-7'0,5)(2)] e
- 2

Usando la desigualdad de Cauchy — Schwarz y el lema 6.9. resulta,

dt

v, )-v. (%)

, < CJ‘_TT "D;u (waxv - {,2ax1~)) (7)

S
L

2

<C (j_TTdr)m (I_TT “D_{/“ (vio.v-v2,5)

1/2
’dr) =CT'"?

DA'A/4 (vzaxv — ;Zax;)

L JA¥5d

—crfoy (o) <cr

~2 ~
1742 174

i D *viov-D'"vad v

Lily

1,3
LLy

3 .
¥y

n)]scrwa(ww;+

cer (o,

~) o~
174
D"v o v

I
Yy Yr

Jser(, +
124 Y

g

=CT"? [(”lv"ly] + lv - \7‘“)1

M

I

2
~[Iv|
Yy Yr

"

g

2
¥y

<2CT"*a’

V—V‘ .
¥r
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Entonces la eleccionde « y T en (6.17) y (6.18) nos muestra que y, es una

contraccion, pues

A

v, )-v., (%)

Yr Yy

Entonces por el teorema de punto fijo de Banach, existe ve v’ Unica
solucion ¥, (v)=v, es decir
v(£)=W (), = [ W (t-7)(v"9,v)(r)dr. | (6.19)

Finalmente demostraremos que para 7'e[-T,T]el flujo

1/4

F:v, cH - Y,

1

Uo U= F(uo ),
en una vecindad v, es una funcion lipschitziana, es decir, se cumple

K>0

| SK"uo —l)o“

U4
H

"lF(uO) —F(llo)

Ir
En efecto, usando argumentos similares al anterior, se deduce que

T'e[-T.T),
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3

2
=y

2 +C(T,)l/_

L

»1F(u0)-F(;to)

<]t (v -in)

2 ~
-
Y

D;M (uo —L~lo)

i ACRAL

Yo

=C|D"* (uo —;to)

M+

NVE
L HC(r) (|

-

<C|\D)* (uy—to)

+lC
4

+1C“|v—1~)‘
P4

L

1/4 -~
< c| D (1, —uo)
Yy 12 2

<K|DY* (”o —Zlo)

= K“uO —uoll

L4
1 H

Esto muestra que existe K=%C>O tal que

l“F(uO ) —F(L;o)

=i
Por lo tanto, la solucion v(-)e ¥ de la ecuacion integral (6.19) es una
solucion mild dnica del PVI (ll). Ahora, extendemos este resultado de
unicidad al espacio de Banach v’

Supongamos que ve Y, para T e [-T,T]es otfa solucién mild del PVi (I)

con el mismo dato inicial. El argumento usado anteriormente muestra que

para algun _]_"ws[—T,T],t,//“0 esta bien definida y es una contraccion en Y/

para algin 7,<T:, luego para T <T tenemos

“lv—vl

es decir, para todo te [T, T],v(¢)=v(t). De esta manera resulta la unicidad

=0,

< K"uo — uon

Yy

. = | (o)~ F (i)

o4
H

de la solucién mild en el espacio y, .
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Ahora supongamos que ve YT2 para T,>T y T, [-T,T] es solucion mild del
PVI (ll) con el mismo dato inicial. Del mismo modo, se muestra que para
algin fzé[—f},]}],lﬂ”o esta bien definida y para algin 7, <7"z,yluoes una

contraccion en Y;.Luego para 7, <7 tenemos

I-

es decir, para todo re[-T,,T,],v(¢)=v(r). De esta manera resulta la

< K |y —tto] v+ =0,
A H

unicidad de la solucién mild en el espacio ;.

Volviendo a aplicar este proceso, un nimero finito de veces, el resultado

puede ser extendido a todo el intervalo [-T,T]. Esto implica la unicidad de

la solucion en v,.
- - s 3
6.4. Buena formulacién local de la ecuaciéon de KdV-B (lil)en A, s >5

Ahora haremos un estudio de la buena formulacion local de la
ecuacion (ll1).

6.4.1 Existencia y unicidad

Teorema 6.10. Sean x>0 y uoe H',s> 32,entonces la funcion », del
teorema 4.22 safisface

wec(or).ar)nc' ([or,].4+)
Y es la unica solucion de (3.18). Ademas, para todo » >0

ec(or e (o))

102



Demostracion: Veamos la existencia de la solucién. Del teorema 4.19 y la

teoria de semigrupos se tiene,
O, (t) o =—AW, (¢)uo
Para t>0 en H S“’. Para u >0, consideramos
M(e)=['W,(t-7)G (uu(r))d7 (6.20)
Para 0<¢<71, y h>0 talque t+he ]O,T#] se sigue,

M (t+h)—M (¢)
-

- %j;[wﬂ (t+h=7) =W, (1=7) ]G (uu (7)) d7

+W, (t+lz—ch)5(u,, (ch)).

Donde en la ultima igualdad se ha usado que VK,(h)—I es un operador
lineal y el teorema de valor medio para integrales de Bochner en el intervalo

[t,t +h]con ¢, €t,t +h].

Como -4, es el generador del semigrupo {W;I (t)}t>0 tenemos
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lim—MjW(t 7)G (u,,(r))dz'——A _[W t-7)G (&,,(r))

h—0"

Ademas, sigue de ¢, € [¢,¢+h]que si & — 0" entoncesc, — ¢, por tanto

lim W, (t+h- c,,)a(u” (c,,)) =W, (O)G(u,, (t)) = a(u,, (t))

h—0*

Asi, obtenemos

oM (t)=-A4,[ W, (t- 1) (#a (7)) d7+G (uu (1)) =-4,G (1) + G (uu ()
Analogamente, para 4 <0 conseguimos

R M(t)__AjW t=7)G (uu (7))d7+G (wu (1)) == 4,G (£)+ G (uu (1))

Para ello es suficiente tomar s =-%>0 y considerar

5 M(t)—hmﬂ(t)_ﬁ(t_s).

s—0* S

Asi O,M(t)=3M(1)=0 M(t) y
3, (£) =9, (W, (t)uo—M (1))

= =AW, ()uo+ A, M (t)- 5(”#( ))

=— 4,1 (£)= G (uu (t)).
Luego, como &,,eC([O,T#],Hs) satisface (ll) y dado que
-4, e L(H*,H) 'y —G(u)eC([0T,].H")cc([0,T,],H"),sigue

que d,uue C([0,T, ], H*?).
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Para la unicidad, sea
ve C([0.1,].#°)nC'([0,T,].H°)
otra solucién de (Il1), entonces la funcién v satisface

3, v(t)+4,v(t)+G(v(1))=0, 0<¢<T, (6.21)

en H*>. Aplicando a continuacion W, (t—7)a ;(t)y usando (6.21) para

0<¢<T, obtenemos

AW (t=1)v(7) =W, (t-1)d,v(7)+ W, (t-7) 4,v(7)

v(T)).

=W, (t=7)[-4,9(r)=G(v(0)) |+ W, (-7) 4,(r) =W, (1-7) G

Integrando desde O hasta ¢ y teniendo en cuenta que \7(0) =;o,tenemos

v(1)=W, (t)uo - [ W, (t-7)G (v(7) 7 (6.22)
en H°*} Entonces del teorema 4.19 obtenemos, como en la demostracion

del teorema 4.23, que el segundo miembro de (6.22) estd en H*.Por lo

tanto,

veC([o.1, ].H°)NC'([0.T, ], H")
Es soluciéon de la ecuacién integral. Entonces la unicidad establecida en el
teorema 4.22 implica que v=4, en [O, Tﬂ] completando la demostracion de

~ unicidad.

La ultima afirmacién sigue inmediatamente del teorema 4.23.
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6.4.2. Dependencia continua de la soluciéon

Se demostrara que la solucién 4, del problema asociado al

sistema depende continuamente del dato inicial ge #°; es decir, se
mostrara que la aplicacién ¢e H’ +>u, € C([0,T]: H*) es continua.
Lema 6.11. Sean M,N>0,4>0 y a<[0,2[.Entonces, para n>0 existe

c(n)>0 tal que M N’ <nM*+c(n) N (6.23)

' 2/ 2-« 2-a
Donde y=—— = — .
y=5—vyec) [ j

Leha 6.12. (Desigualdad de Gronwall) Sean ke L([a,b]),k20 vy
f.g¢€ C([a,b]) tales que (1)< g(t)+ﬂk(f)f(r)d2’, a<t<b,
Entonces +I exp“ )ds} (7)dr, a<t<b.
En particular, si g(s)=C es constante se tiene que
f(t)SCepr(:k(s)ds], ast<b
Si adigionalmente k(7)=K es constante se cumple
f(t)SCexp[K(t—a)], a<t<b

Teorema 6.13. Sean u>0y uoc H* cons>%y u, la solucion del problema

de valor inicial (4.18) encontrada en el teorema 4.24. Entonces, existe
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T:T(“i}o"m,s)>0 tal que &,; se puede extender al intervalo [0,T].

Ademas, existe pe C([0,T],R) tal que

low (. <p(1), 01T
" B (6.24)
wup (1) <€ (ful,,.57)
donde p satisface
p'(t)=2fs/f(t)= t>0 | (6.25)
p(0)=[io],

Demostracién: Consideremos =(u,v) y 0<¢< 7, dado en el teorema
4.22. Teniendo en cuenta que z]ﬂeC([O,Tﬂ],H’)ﬁC'([O,Tﬂ],HH) la
solucién de (4.18) dada por el teorema 4.24. se tiene

Ol = 20,0, =2t~ 4,0~ G (1))

= 2<{,,,,—Aﬂ&ﬂ>m +2<&#a_5(&”)>”\-

HY

De la prueba que -4, es disipativo en H" se tiene <ﬁ,,,—AﬂZ4,, >H" <0,

Por lo tanto 9,

], =2t (1)) <2

(#=G(a)) ‘ (6.26)

Teniendo en cuenta que 5(&,,) =(0,G(4,v),0,G(v,u)),

2

con G(u,v):%ul—uv—%, entonces
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E=(u,Gun)) =(1.9,6(wv)), +(3,G(vu)),

2 2
={u,0, -3—u2—uv—-‘-}— +(v,0, ivz—uv—i
2 2 /. 2 2 )/,

=3(u,ud,u), —<u,8x (uv))s —(u,vd,v),

(6.27)
+3(v,v9,v). —<v, 9, (uv)>s —(v,ud,u).
Usando el conmutador [J‘,f]g =J°(fg)-f)°g, setiene
(u,va_\_v)s = <Jsu,[Js,v:|8xv>L2 +<Jsu,vJ58_\_v>L: , (6.28)
(u,ax (uv))s =(u,ud,v) +(u,vo u),
=<Jsu,JS (uaxv)>L2 +(u,v0 u), (6.29)
= <J‘u,[]s , u:| axv>Lz + <J"u,quaxv>L3 +{u,v0 u)
(v,ud uy = <Jsv,JS (uo,u )>S
=<JS\;,[JS,L¢:]8'\.L1+uJSE)_\,u>L2 (6.30)

= <J3v, [JS ,u] axu>L: + (Jsv, quaxu)

LZ

108



<v,8'\_ (uv))s =(v,ud v) +(v,v0,u)

=(v,ud,v) + <JSV, J* (vo u )>1}

- (6.31)
=(v,ud,v) + <Jsv,[Js , v] axu>Lz + (Jsv, vJSaxu>L2 .
Reemplazando (6.28), (6.29), (6.30) y (6.31) en (6.27) se tiene
E= 3<u,uaxu>s +3(v, vaxv>s —<u,vaxu>s —(v, uaxv>s —<J Su,[J S,v]a_\,v>L3
—<J51,t,[Js,u]8.‘_v>L2 —<Jsv,l:Js,u]8xu>Lz —<Jsv,[JS,v]axu>L2 —<Jsu,vJSa_\_v>L:
—<J Su,ulsaxv>L2 —<Jsv, u.]SE)\,u)L2 —<J5v, vJSa\.u>L2 (6.32)

Asociando factores en el producto interno (.,.)Lz,usando integracion por

partes y la conmutatividad de la derivada con el potencial de Bessel; los

cuatro ultimos términos de (6.32) se pueden simplificar como sigue

—<Jsu,vJ58xv> —<Jsu,quaxv>L2—<Jsv,quaxu> —<J‘gv,vJsaxu>

r r 7

= <8X (vJSu),Jsv>L: —<Jsu,uJ58_\,v> + <8x (uJSv),JSu> <Jsv,v8x./5u>

r 12 12

= <(a_\.v)JSu,J‘v>L: + (vJsaxu,JSv> —<Jsu,uJ58xv>

LZ LZ

+<(8xu)Jsv,J51,t>L2 +<quaxv,JSu>Lz —<J‘v,vJsaxu>.L2 (6.33)

= <(axv) Ju, 'Jsv>L2 + <(axu)J5v, Jsu>

I

Por tanto, reemplazando (6.33) en (6.32) se tiene
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E= 3<u,u8xu>s + 3<v,v8_‘_v>5 —(u,vaxu>s —(v,ua_‘_v>s —<Jsu,[JS,v:]8xv>

LZ

—<Jsu,[Js ,u]a\,v>ﬁ - <J5v,[Js,u]a.\_u>L: —<J3v,[JS ,v]axu>L2

+<(8"Av)JSu,J‘v>L2 +<(8_\,u)Jsv,JSu>L2 . . (6.34)

A continuacién estimaremos el segundo miembro de (6.34). Usando la

desigualdad debida a T. Kato, con t=s, la regularidad de ., y el teorema

de inmersion de Sobolev se tiene

(0 | < C 0., Wl < € el < € ] (635
[(vv0,0), < C ol E < ¢, M <, Ju], (6.36)
e v0,00),| <, (0., Bl 0. el ) < € ] (6.37)
[(v,u0,0),| < €, ([0, WIE + .t IME ) < €. ], (6.38)

Combinando la desigualdad de Cauchy-Sschwarz, el estimado del

conmutador, la regularidad de la solucién 4, y el teorema de inmersion de

Sobolev, obtenemos:
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KJSu,[JS , v] 8xv>L2

< "JSuan "[JS ’ V:I a"'v“/}
<C Jul, (M- 710, +1], o)
<C,l, (lo. . Jo..., + M. Jo..,)

- 13
<G|, 639)

|<JSM,I:JS,LI:|8A,V>LZ

<[, |

[J‘,u]axv

LZ
<CJull, (102l - |79, +[] 19,4, )
<l (1.0 0.+ 0.,

<cfi.. o

l<JSv,[JS,u:|8xu>L2

= ”JSVHB "[JS i u] a-\‘“"ﬁ

<C, [, (1.t "0, 7], 0.1,
<Gl (10,2, 0.2, + el 0.2, )

- 113
<C .Iu,,”m , - (6.41)
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<l

.<Jsv,[Js,v]8xu>L2 [J‘,v] a‘,u"L2
<C M, (o 0. +looul 2o )

<ML (- 10+l N0 )

- 113
<c . (6.42)

Ademas, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la regularidad de la
soluciéon », y la proposicion de acotacion de normas, con r=0 y t=s-1

resulta

(CREERE CRORE W ERd #

<C ool v, o],

<C ML [, =< ol (643)
|<(8_\.u).]sv, Jsu>L2| < "[(&\,u)]sv]HL2 “[Jsu]an
<[l Lov], e,
<c, M| =c. "&#”2 (6.44)
Por lo tanto, de (6.35) —(6.44) en (6.26) resulta
—- 12 —- 13 — 2
o Jiul, <2¢, ], =2g(||u,, i ) (6.45)
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donde

¢(v)=C.p%, para y>0.

fl,,

Consideremos p” (¢) = ——#-— definida en el intervalo [O, T[ con
1-¢C, “uo “H
T =——1——, la soluciéon maximal del problema de valor inicial

C

N

to|
i

p(t)=25(p(t)), t>0
. | (6.46)

N

p(0)<Ji

Entonces de (6.45), (6.46) y de la teoria de ecuaciones diferenciales

ordinarias, tenemos que,

e

Asi, para u>0,u, se puede extender (si fuera necesario) a un intervalo

2

<p(t), tefo.r’[N[o1,].

H?

[0,T].Esto prueba (6.24) como se queria.

Teorema 6.14. Sean x>0 y ¢e H’® con s>% y ﬁﬂeC([O,T]:Hs)la

solucion del problema de valor inicial (4.18) como en el teorema 4.27. Si

{9} , es una sucesion en H'convergente a §ena* Yy {uu.) _ es una
sucesion de soluciones de (4.18) con . (0)=4, y wune C([0,T,]: H*).

Entonces para todo Te ]0, T [ se cumple que para n suficientemente grande

i, esta definida en [O,T] y
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—

hmsup"uy t)— u,/(t)“ =0

——)oel: H®
Demostracion: Del Teorema 4.27, tenemos que para todo n

- 2

Jca (8)], < 2, (1), te (0.7, (6.47)

donde p, satisface

En|0,7 | con I} =—=—, y T, <T,.
oo

para Te |0,7[ consideremos eze(ill@ﬂﬂ‘_%o tal que

e+fel, =7 A,

Entonces existe N,=N,(€) tal que II(BH—E)"H:<8 para n>N,.De la

definicion de p, tenemos para n> N,

¢
Lo all .
P (t)_l_zcs"gn i
< é”" |
1-2¢, ( 8, +¢)T

pr(t), te[0T]

Pues
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¢H

0, . +5)]_“
9

2C,

;)” IIH"' t= 2CS (

<2¢,(

el
H*

=2C,T

.
<1

donde la ultima desigualdad sigue de la eleccién de 7. De este modo,

tenemos

[S(:.l% p.(t)sC ("@”H ,s,T). (6.48)

Asi, 4. (t) puede ser extendida a [O,ﬂ satisfaciendo (6.47).
Consideremos ahora

uy =(u,v)

Uun =(u,,v,)

n?"n
W'-:(\'VI,VVZ) =1jl.,u —l;,u,n

luego w, y w, satisfacen

r

| oW +0w, +%8_‘, [(3u+3un —v=v, )w —(u+v+u, +vn)w2:|—,uaf,wl =0

J 8,@2 —diw, +%a_\, [(3v+3v” —u—u,)w,—(u+v+u, +vn)w,]—,uaiw2 =0

w(0)=9,-¢ | (6.49)
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Por otro lado, de la definicién de producto interno en H°, la igualdad

(2,0z) =0 eintegracion por partes se tiene

E=3,[w(e)] . =2(w.9m), +2(w,,9,w,),

2
HY

:2<wl,—8iw1 —%ax [(314 +3u, —v-v, )W —(u+v+u, +v")w2]+,uaiwl> +

2<w2,8j:w2 —%ax [(3v+3v” —u—u, )w, —(u+v+u, +v")w]:|+luaiw2>

s

=—<m,3x [(3u+3un —\.1—v")w1 -(u+v+u,,:|—v,,)w2]>s —24(0,w,0,m ).
—<w2,8x [(3?+3vﬂ —u—u,)w, —(u+v+u, +v”)w,:|>s —2ﬂ<a_x_w2,axw2>s

=({wow,3u +3u, —v—v”>s —(wyom, u+v+u, +v">s -2u |§ +

oW

2
s

{(wy0ow,,3v+3v, —u —un>s —(wow,, u+v+u, +v”>s =240 w,

(6.50)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la desigualdad triangular y el

hecho que H° es un algebra de Banach, se sigue que
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(wow,3u+3u, —v=v,) < C, |w). |ow], |3u+3u, —v-v, I,

<ci, I 63

(W, 0w, u+v+u, +v, )S <C,|w, "s low, IL e +v+u, +v, "S

<, o, 652

(wy0wy,3v+3v, —u—u,) < C,||w [ow, IL |3v+3v, —u-u, IL

<G ";‘/"H “8\7’“3 (6.53)

(wowy,u+v+u, +v,) S C|w| |ow,| u+v+u,+v,|,

<G, Jov, 659

Por lo tanto, usando las desigualdades (6.51), (6.52), (6.53) y (6.54) en

(6.50) se tiene

o[, <, o, -2,

_ 2 —
<ol + Lo, -2,

Donde C = C(||¢||H ,s,f),
y para deducir la udltima desigualdad se ha utilizado la desigualdad 6.23, con
M=l v=cfon],..

C2
Eligiendo 7 =— se tiene
8u
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2

o], s

H

Y alintegrarde Oat

(o, <[, g7 L@, o

Luego, aplicando la desigualdad de Gronwall, tenemos

e, <o, o ST |- et

._E_s degcir,

e )= 0}, < [p. 3], -
Tomando supremo sobre [O,T] y aplicando limite queda completa la

demostracion.
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Vil. DISCUSION

Como consecuencia de la utilizacién principal del teorema del punto fijo, la
teoria de semigrupo de operadores, los estimados lineales y el estudio de los
espacios de Sobolev, los cuales se exponen en este trabajo, podemos
concluir que: |

71. Se demostré la existencia y unicidad de solucién de las ecuaciones
de KdV lineal regularizado (I) y (lll).

7.2. Que en base a la solucién de la ecuaciéon de KdV'reguIarizado es
posible probar la existencia y unicidad de las ecuaciones de KdV lineal no
regularizado (1) y (lil).

7.3. Que como consécuencia de probar la existencia y unicidad de las
ecuaciones de KdV lineal no regularizado (I) y (lll), se hace posible probar la
existencia y unicidad de la ecuaciéon KdV generalizada y de la ecuaciéon KdV-
Burger.

7.4; Que ante la imposibilidad de probar la dependencia continua de la
solucion por técnicas clasicas y haciendo un buen uso de los estimados de
Bona — Smith, hacen posible probar la dependencia continua de la solucién
de la ecuacién KdV generalizada y de la ecuacién KdV-Burger.

7.5. Que esta unica solucién de la ecuacion de la KdV generalizada y de
la ecuacion KdV-Burger tiene dos grandes limitaciones; que su tiempo de
vida se restringe a un intervalo finito y que los espacios de Sobolev H®a los

cuales pertenece es solo si §>3/2. Ver Kato en [111y [13].
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7.6. Que es posible incluir otras condiciones y considerar teorias
adicionales para hacer que el tiempo de vida sea mayor e inclusive hacerlo
infinito; asimismo con la teoria de los estimados lineales romper la barrera de

§>3/2 y asi conseguir que la solucion pertenezca a espacios de Sobolev mas
grandes. Ver Kenig, Ponce y Vega en [14], [15] y [15A].

7.7. Se demostré la existencia y unicidad de solucién de las ecuaciones

de KdV modificada (Il) y asimismo se pudo probar la dependencia continua
de la solucién, ante la imposibilidad de técnicas clasicas, haciendo un buen
uso del teorema del punto fijo y los estimados. lineales; todl.o ello en un

espacio de Sobolev mucho mas grande, a saber si s=1/4.
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IX. APENDICE

En este capitulo presentamos los conceptos y resultados que fueron
utilizados en los capitulos anteriores. Las demostraciones seran omitidas, sin

embargo una referencia sera dada para cada una de ellas.

9.1. TEMAS DE ANALISIS FUNCIONAL E INTEGRACION VECTORIAL
Teorema 9.1. (Punto Fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico completo
y sea f:X — X una contraccién, es decir, existe ke [0,1[ tal que
d(f(x), f(»)<kd(x,y) para cada x,ye X.Entonces, existe un Unico punto
x,€ Xtal que f(x,)=x,

Sean X un espacio normado y {x,} una sucesion en X. Decimos que x
neN n

converge fuertemente a x en X, se escribe limx,=x en X, si lim |x,—x| =0.
f—>tea n—>4e0 x

También decimos que la sucesiéon x, converge débilmente a xen X, se

escribe w-limx,=x en X, si para todo fe X' se cumple que
lim f(x,)= /().

Proposicion 9.2. Sean X un espacio de Banach y {x,,}neN una sucesion en

X . Entonces,

i) Silimx, =xen X, entonces w—-limx, =x en X

n—r+eo I1—rtoo

i) Siw-limx,=x en X, entonces ||x,,||_x, estd acotada y |||, < lim inf

n—r+oo n—too

X, X

en X.
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Proposicion 9.3. Sean X e Y espacios de Banach tales que X 7Y, vy

consideramos xe X y una sucesion {x,}  CX.Si w-limx =x en X,

n
H—>too

entonces w—-limx, =x en Y.
h—>too

Definicion 9.4. Se dice que un espacio de Banach X es uniformemente

convexo si para todo £>0 existe 6 >0 tal que

x,y€ B[0] A ||x—y||x>£:>||%)—) <1-9
X

Los espacios de Hilbert son uniformemente convexos, asi como los espacios
I’ (Q)paral< p<.Por el contrario L(Q), L"(Q), C(Q)(Q compacto en el dltimo

caso) no son uniformemente convexos.

Proposicion 9.5. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo. Si

{x”}wEN es una sucesion en X tal que “",,h‘_ﬁxn =xen Xy "lirflwsup X,

X = ”x"x ’

entonces lim x, =x.

H=>+oo
Definicion 9.6. Sea X un espacio de Banach. Una funcién valor vectorial

definida sobre / cR es una aplicaciéon f:/cR— X

1. Decimos que f es fuertemente continua en 4, si lim|f(t)— /()] =0.
2. Decimos que f es débilmente continua en 4 si lim|(_f',f(t)—_f(t0)>|=0

paratodo f'e X'

3. Decimos que f es uniformemente continua en I, si para todo & >0 existe
o(e)>0 tal que ltl —t2| <0 implica ”f(t,)—f(tz)“/\, <& paratodo t,t, €l
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FUNCIONES MEDIBLES

En esta seccion consideremos un intervalo abierto /cR y un espacio de

Banach X equipado con la norma ||||/\

Definicion 9.7. Una funcion u:7 — X es “fuertemente medible” o “medible”

simplemente si existe Ec/de medida cero y una sucesion de funciones

{u,} o en G, X) tal que
lim u, () =u(t), paratodore I\ E

Sigue faciimente de la definicion que si la funcion vectorial u:/ - X es
medible, entonces la funcién real ||u||A,:1——>R también es medible. Si-

u:I—>Xes medible y si Y es un espacio de Banach tal que X —Y,
entonces u:/ —Y es medible.
Recordemos que un espacio métrico X es llamado separable si ei\‘(iste un

subconjunto Dc X numerable y denso.

Proposicion 9.8. (Teorema de Pettis). Una funcién u:1 — X es medible si y
solamente si u es débilmente medible (i.e. para todo x'e X', la funcion
t —>(x'u(t)) es medible) y existe EcIde medida cero tal que u(I\E) es
separable.

Corolarid 9.9. Si u:/ > X es una funcién débilmente continua, entonces u
es medible.
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FUNCIONES INTEGRABLES

Definicion 9.10. Una funcién medible u:/ — X es integrable en I si existe
una sucesion {u,} . en G (I,X) tal que
lim | Jlu, @) ~u()] dr=0
Si u:I—>X es integrable, entonces existe x(u)e X tal que para toda
sucesion {u,} . en Cy(I,X) que verifica (1.1), tenemos que
lim j[ u, (t)dt = x(u)

en la topologia fuerte de X.

El elemento x(u)e X es llamado la integral de u sobre 1, y escribimos
Iu)= Lu = j,u(t)dt

Si I=(a,b), también escribimos x(u) = Ibu = Lbu(t)dt

Como para las funciones con valores reales, es conveniente escribir

Lbu(t)dt = —I: u(t)dt sSia<b
Proposicion 9.11. (Teorema de Bochner). Si u:I — X medible, entonces u
es integrable si y solamente si ||u(-)|| ¢ I >R esintegrable.
Ademas, tenemos“ Lu(t)dt“x <[ )], dr.

El teorema de Bochner permite tratar las funciones integrables con valores

vectoriales como se trata las funciones integrables con valores reales. Es
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suficiente, en general, aplicar los teoremas de convergencia usuales para

Ju()], - Por ejemplo, podemos establecer facilmente el siguiente resultado.

Corolario 9.12. (Teorema de la convergencia dominada). Sean{u,,}neN una

sucesion de funciones ‘integrables de 7 en X, v:I — Runa funcién integrable

yu:l->X.

Asumamos que

i) |u,@)|, sV, para casitodo tel ytodo ne N

i) u () —>u(t)para casi todo te/. Entonces u es integrable y
Lmﬂm:EEL%mm

Para pe[l,>[, denotamos por L’(1,X) el conjunto de (clases de) funciones

medibles u:7 — X tales que la funcion ¢ [u(r)], pertenece a L°(I). Para

ue 17(I,X) definimos

([ le)” si 1< p<es

”u”L”(l,X) =
inf {C:Ju(®)], <Ccet I} ,si p=co

Cuando no hay peligro de confusion, denotamos |-|,., ., por |||, © I “,,

Los espacios L'(/,X)tienen muchas de las propiedades de los espacios

L°(=I"(1,R), son esencialmente las mismas pruebas.

129



Proposicién 9.13.El espacio L'(I, X)con la norma ”l » €S un espacio de

Banach, si pe[l{. Cuando 1<p< el espacio D(/,X) es denso en I”(/,X).

Definicion 9.14. Sea 1< p <« . Denotamos W"”(I,X) el conjunto de (clases
de) funciones fe L’(I,X) tales que f'e L’(I,X) en el sentido de D(, X).

o =1

Para feW"(I,X) denotamos| /|

»

.LF
Proposicion 9.15. (7" (1,X),||,..) es un espacio de Banach.

Teorema 9.16. Sea 1< p <~y fe [’(I,X). Luego las propiedades siguientes
son equivalentes:
) feWUX)
ii) existe ge I’(I,X) tal que, para casi todos ¢,#,€ I, se tiene
f©=1@)+[ gds
i) existe ge I’ (1,X), x,€ X, t,€ [ tales que
f=x, +j g(s)ds para casi todo te ]
iv) fes absolutamente continua, derivable ces. en/y f' (en el sentido casi
por todas partes) esta en 1°(/,X)

v) fes débilmente absoluta continua, débilmente derivable casi por todas

partes y 7' (en el sentido casi por todas partes) esta en 17(7, X).
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9.2. TEMAS DE ANALISIS ARMONICO

En esta seccién presentamos la transformada de Fourier en L (R), las

distribuciones temperadas y los espacios de Sobolev del tipo L’ (R).

LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicion 9.17. Sea uc L' (R). La funcién # definida por

u(x)dx, EeR

R 1
u =—| €
© \N2m '[R
es llamada transformada de Fourier de . Definimos la transformada inversa

de Fourier por
v 1 ” A
u(x)=——==\| e u(&)dé;, xelR
(==l " u(§)as
En algunos libros la Transformada de Fourier es definida sin el factor 1//27x

en la integral.

Otra variacion es la deﬁn‘ici()n sin el signo “menos” en el exponente, es decir
IR " u(x)dx.

Esos detalles no cambian la teoria de la transformada de Fourier.

En vez de iila notacion F{u(x)}también se puede usar. La dltima es

conveniente si en lugar de la letra u queremos usar la expresién que

describa a la funcién, por ejemplo, F {e"""}.

La relacién entre la operacion de diferenciacion y la transformada de Fourier,

viene dada en la siguiente proposicion.
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Proposicion 9.18. Sea feL(R) y g la derivada de f con respecto a su
variable en la norma de L'(R), entonces (&) = if}(f) donde,

|70 f 17 ol dx < oo
Observemos que si ue L'(R) y D"ues la derivada de orden mde u con

respecto de x en la norma de L (R), entonces ﬁ(f) =(i&)"u(é).

El teorema se puede extender a derivadas de orden superior sin entrar en
detalles, la formula general es (1”(5)7:(5) = P(i&)a(é)

donde P es un polinomio de una variable y P(D)representa al operador
diferencial asociado al polinomio P .

Teorema 9.19. Sea f < L(R). Entonces,
1. f —f define una transformacion lineal de L (R)sobre L~ (R)con
Jal,- <<=l
L \/5 L
2. 7 es continua
3. f(&)—0cuando|d - +eo
Del teorema 8.19 se concluye que la transformada de Fourier es un operador
lineal continuo de L (R)enC_(R).

Ademas de las operaciones de espacio vectorial, L(R) tiene un producto

que lo convierte en un algebra de Banach. Esta operacién es la convolucién,

y se define como sigue:
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Definicién 9.20. Si u,ve L(R), definimos la convolucion por

1
urvl(x)=——| u(x—t)v(t)de, e (R
( )()@IR( )v(2) xe (R)
La convolucién es conmutativa y asociativa. Ademas tiene las siguientes
propiedades.

Proposicion 9.21.

1. (Desigualdad de Young). Si ue I’(R),0< p<ey ve L'(R), entonces

urve [P (R)ylu=v|, <|u

v“Ll

2. (Desigualdad de Young Generalizada). Siue L’(R)yve L(R)con

r

prgre[l+edtal que L+ 1-1+1 entonces urve L[®) y "“*""L':S.”“”Lﬂ i
P q r

3. SiuveL(R), entonces u*v(&) =27 (£)9(£).

¥4

Ahora discutiremos la extension de la transformada de Fourier.

Teorema 9.22. Sea u< C,(R) — L*(R)entonces #e L'(R) y|d, =[u,.
El teorema anterior muestra que F:C (R)— L*(R)es continua. Como la

aplicacién es lineal, tiene una extensidn unica a una aplicacién lineal de

L (R)en si mismo. Esta extensién sera llamada la transformada de Fourier
en '(R).

Definicién 9.23. Sean ue '(R)y {u,},_, una sucesion en C (IR)convergente
a uen L'(R), es decir lim ”u—u"”Lz =0. La transformada de Fourier de u se
define por @ = lim #,

n—>+oo

donde el limite es con respecto a la norma en L’ (R)
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El teorema 9.22 asegura que el limite existe y es independiente de una

eleccién particular de la sucesidén aproximadamente a « .
Si ue L(R)NL'(R), entonces la transformada de Fourier definida por (9.2) y

la definida por (9.3) son iguales asi, usaremos el mismo simbolo para

denotar ambas transformadas.

Teorema 9.24. (Igualdad de Plancherel). Si ue I*(R), entonces sic I*(R) y

I =l

Teorema 9.25. (Transformada de Fourier en I} ). Seaue I’(R). Entonces
(&)= tlim —— [ ¢ “u(x)dx,
()= lim —— " e #u(x)
donde la convergencia es respecto a la norma en L*(R).

Un operador lineal @:I'(R)—Z'(R)que es una isometria y que es

sobreyectiva es llamado un operador unitario en Z(R). Como consecuencia

del teorema 9.24, la transformada de Fourier es una isometria. Mas aun

tenemos que es sobreyectiva.

Teorema 9.26. La funcion F:I'(R)—I'(R)definido por F(u)=#es un

operador unitario en (IR},

Teorema 9.27. (Inversion de la transformada de Fourier). Sea ue [(R).

EntonceSu x = lim

fo
H—teo .,f -[—n

donde la convergencia es con respecto a la norma en *(R).
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DISTRIBUCIONES TEMPERADAS
Introducimos en esta seccidon una clase de funciones generalizadas en el
espacio de Schwartz. Para este propésito, primero necesitamos la siguiente

familia de seminormas.

Para cada (e, #)< (N)’denotamos la seminorma|,, ,, definida como

”u”(a‘ﬂ) = ”x”afulL = il:ﬂglx“&fu(x)'.
Ahora podemos definir el espacio de Schwartz S(R), como el espacio de las
funciones C”(R) de rapido decrecimiento, es decir,

S(R)={ue C™(R):|u < oo paratodo @, fB¢€ N}

"(a./])

AsiCy (R)z S(R). La topologia en S(R) es dada por la familia de
seminormas ||||(a 5, - Ademas, S(R)con esta topologia es metrizable. Una

distancia conveniente es dada por

]
d(uy)= Y 27 18
)= 2 N,

Se debe observar que esta distancia no proviene de una norma. Observemos
que S(R)en relacién a la métrica definida anteriormente es un espacio
meétrico completo.

Definicion 9.28. La sucesion {u,} € S(R)converge a ue S(R) si para

N

todo o, fe N se verifica que |u, _””(a,/j) — 0 cuando n —+eo

La relacién entre la transformada de Fourier y el espacio de funciones S(R)

esta descrita en el siguiente resultado.
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Teorema 9.29. La aplicacion u 1 es un isomorfismo de S(R)en si mismo.

Asi, S(R)aparece naturalmente asociado a la transformada de Fourier. Por

dualidad podemos definir las distribuciones temperadas S'(R).
Definicion 9.30. Decimos que T:S(R)—Rdefine una distribucion

temperada, es decir, 7€ S'(R) si

1. T eslineal, |

2. Tés continua, esto es u, - uen S(R) entonces Tu, >Tu enR.

De este modo el espacio de las distribuciones temperadas, S'(R) es dual
topolégico de S(R)provisto de la topologia dada en la definicion 9.30.

Es facil ver que toda funcién acotada v define una distribucion temperada T,
donde, Tu(v)=[ u(x)v(x), ¥ve S(R)

Esta identidad permite establecer qu.e los espacios L’(R) con 1< p<e

estan contenidos en S'(R) continuamente.

Dado Te S'(R), su transformada de Fourier puede ser definida de forma

natural.

Definicion 9.31. La transformada de Fourier directa e inversa de T e S'(R)
son definidas respectivamente como

T (v):(f’ v>=<Tu,f/> =Tu(¥), ve S(R)

u?’

y %,,(v)=<},,,v>:<z_,,5>:ru(5), ve S(R)
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Observemos que para ue L'(R) y ve S(R), tenemos
P )= (3)= [ ul€)0 ()¢ = [u(@v(£)ag =1 1
Por lo tanto, para ue L (R)NL (R)tenemos que 7, =T7,. Asi, la definicion

9.27 es consistente con la teoria de la transformada de Fourier desarrollada

en la seccién anterior. |
La topologia en S'(R) es descritaen la sigqiente forma.
Definicion 9.32. Sea {7,},_ una sucesion en S'(R). Luego 7, -0 en S'(R)
cuando n—>+eo si para todo u e S(R) tenemos,
T (1) — 0 cuando n—>+oo

Como consecuencia de las definiciones 9.30 y 9.31 tenemos la siguiente

extension del teorema 9.29.
Proposicién 9.33. La aplicacion F:S'(R)—S'(R)es un isomorfismo de
S'(R) en si mismo.

Proposicion 9.34. Sea f<S(R). Entonces @ e S(R), para todo e N y

(£) (&)= (i) F(£), éeR

ESPACIOS DE SOBOLEV H°(R)

En esta seccidn presentaremos brevemente a los espacios de Sobolev
H’ (R)del tipo L’(R). Ellos miden la diferenciabilidad de funciones.en LCR)

y son una herramienta fundamental en el estudio de las ecuaciones en

derivadas parciales.
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Definicién 9.35. Para seR sea J':S'(R)— S'(R) definido por
Ju(€)=(1+& )S/2 (&), Llamamos a J° el potencial de Bessel de orden s.

Para todose R, J*:S'(R)— S'(R)es una aplicacion lineal, continua y

biyectiva. Ademas, J**' = J°J'y(J* )_l =J
Definicion 9.36. Sea se R. Se define el espacio de Sobolev de orden s,

denotado por H*(R)como
H*(R)={ae S'(R):Jue £ (R)},

Ju

con la norma |-.. definida comolu,,, =

LZ

De la definicion de espacios de Sobolev deducimos las siguientes
propiedades.

Proposicion 9.37.
1. Si 0<s<s'entonces H' CH', con la inclusién continua y densa.

Ademas, H~ = ) H*es denso en H‘cualquieraseasc R .
seR

2. H°‘es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno definido por
(v),p = (Tu,v) = [ (1+8°) @ (£)9(E)d¢, u,ve H' (R) .
3. Paratodo se R, el espacio de Schwartz S(R) es denso en H* (R)

4. Si se R, para cualesquiera u,ve HS(R), tenemos(u,v)HS = —(u,v)HS ,

es decir (u,v),, es real.

5. Si s, <s<s, con s=6s,+(1-8)s,,0<0<1, entonces|u| . <[]/, ||~

Esta notacion se lee: interpolacion de H* entre H* yH*™
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El siguiente teorema permite relacionar “derivadas débiles” enI’(R)con
derivadas en el sentido clasico.

Teorema 9.38. (Teorema de Inmersién de Sobolev). Sis>1/2+k, ke Z',
entonces H’(R)esta contenido continuamente en el espacio C:(R)de las

funciones con k derivadas continuas que se anulan en el infinito, y

"u"cf; < Cs

ul,

endonde  [u]. = max

[+4
%u

-
Teorema 9.39. Si s>1/2, entonces ' (R)es un algebra conmutativa con
respecto a la multiplicacion de funciones, es decir,uve H’(R) si u,ve H’(R)

y

e <C.

. M, (9.1)

Ademas, si {u,} .y {v,} , son sucesiones débilmente convergentes a u'y

neN

ven H'(R)respectivamente, entonces w— lim u,v, =uv.
H—>-+o0

Es importante hacer notar que tenemos una desigualdad mas fuerte que la

descrita en (9.1).

Esto es si s >1/2 entonces para todore[1/2,s],

oo <€ Qs M+l M)

Estimados mas finos muestran que,

fod,, <,

u,,. ”v"L,° +|ju] "v"H ) siempre que u,ve H' cons>0

139



Proposicion 9.40. Para todo ke N y para todo se R, 9*es un operador

acotado sobre H* hacia H*™*. Ademas,
k
”a u”l—l“" SC"u”H‘
De la desigualdad de la ultima proposicién es claro que,

[o',. =l

« paratodo ke N yseR.
Hemos visto que H°con s>1/2es un espacio de Hilbert cuyos elementos

son funciones continuas.

Proposicion 9.41. Para todo ke N y para todo u,ve H’se cumple que
<aku,v>H_r =(-1) (u,akv>Hs
Teorema 9.42. (Desigualdad de Gronwall). Sean ke L([a,b]), k20 'y

f-g€C([a,b]) tales que f (1)< g (r)+ [ k(r)f(r)d7, a<t<b, entonces,

a

+J‘ exp(J. )ds) (r)dr, a<t<b

sig(t) = g es constante se tiene que, f(¢)< gexp(rk(r)d‘r), ast<b

Teorema 9.43. Si ¢,b > 0 son dados, entonces para todo £ >0 se cumple la

desigualdad de Young, ab<e&a” +C(€)b*

Donde, Cle)=—=—

En particular, si p = g = 2 se cumple la desigualdad de Cauchy con ¢,

2
ab < ed? +b—
de
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Teorema 9.44. (Desigualdad de Gagliardo — Nirenberg). Sean 1< p,q,r < oo

sean j,m dos numeros enteros,0< j<m . Si
J J

1 (1 m] (l—a]
—==4ag|——— [+ — |,
14 n v n q

Para algun e F,l} , (a<l sir>ly m—j—f=0), entonces existeC(n,m,j,a,q,'r)
m v

talque, X[, < c{ y ”Dauuu_] I
led= o=

" ,para todoue D(R").

Teorema 9.45. Seanf,geS(R) reales, s>3/2 y tr>1. Entonces existe

C= C(st)>0ta|que| fa“>|<c[

,]’ donde|o] =1

-1
Teorema 9.46. Si f,ge S(R), s>1y r>1/2, entonces existeC=C(s,r) tal
que

[0 118l <A1, el 111, Dl ©:2)

Teorema 9.47. Sean f,ge S(R), s>0, 0< p<e, entonces

+\J' f

S8,

<c(lr

el (9:3)

w Ll’z

10

<c(lor

o7+ el ) (9.4)

141 11,41
Donde p,,p,.€ |l,<[ ¥ p,,p,so0n tales que H"’E » pj'l'z

La desigualdad (9.4) también se cumple sip,=p, = yp,=p,=p
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Teorema 9.48. Sea 1< p, p,, p, <oo,5,,5, 20y ¢ S(R).Si s=0s,+(1-8) sy

=£+1—_—Qdonde 0<@<1 entonces existe C=C(s,,s,,6,p, p,)>0 tal que

1
P Py P

7¢|,. <clse i g, (9.5)
Ademas, si ¢ H’,s>% tenemos
el <2 el [0l (9.6)

Por ultimo tenemos la siguiente desigualdad algebraica que es consecuencia

de la convexidad de la funcion logaritmo en 0+ .
Proposicion 9.49. Si0o < o <2 y >0 entonces dado n >0 y tomando

28

Caﬁ(n)_—_%g[%jz—a tenemos, x%y” Snx2+Caﬁ(n)yﬁ , X,y>0

9.3. SEMIGRUPO DE OPERADORES
Definicion 9.50. Sean X eYespacios normados y {7} . una sucesion de
operadores lineales en L(X,Y).

1. Decimos que T converge -uniformemente a TeL(X,Y) si

lim

n—>too

T, _T"L(X.y) =0.

2. Decimos que la sucesiéon T, converge fuertemente a TeL(X)Y) si

n

}irpm“T"x—T,\ﬂL(X.y) =0 para todo xe X.
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Definicion 9.51. Un semigrupo de operadores lineales acotados sobre un
espacio Banach X es una familia{W(t)},ZO tal que

i) Paracada ¢>0,el operador W (t)e L(X),

i) El operador W (0) es el operador identidad sobre X,

ii)  para cualesquierat,s >0, se cumple W(s+t)=W(s)+W(t)y

iv) para todo xe X fijo, la aplicacion W (-):[0,.[ — X es continua, es decir,

‘ }i_l)}}W(t)xz W(t,)x
Las condiciones i) y iii) de la definicion 9.51 dan la estructura de semigrupo a

la familia {W(t)}/)o, asegura que el semigrupo es conmutativo y tiene un

elemento identidad W (0). Si ademas cumple con la condicién iv) se le

denomina semigrupo fuertemente continuo. Por la definicion 9.50 los
“semigrupos fuertemente continuos de operadores lineales acotados sobre

un espacio de BanachX"” seran en adelante llamados simplemente

“semigrupos sobre X ”.

Teorema 9.52. Sea {W(t)}PO un semigrupo sobre X . Entonces existen

w20y C 21 tales que
|7 ()], ) S Ce™, V20 (9.7)

Cuando un semigrupo sobre X satisface (9.7),decimos es de tipo(C,w).
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Definicion 9.53. El generador de un serﬁigrupo {W(t)}eosobre X es la

aplicacion 4:D(A4)c X — X definida por

1=0*

- ~ .
D(4) :{xe X: lim——(t—)t—x—f existe

(9.8)
A(x)= ajW(t)xL:O

Es inmediato de la definicion 9.53 que D(4) es un subespacio vectorial de

X y Aes un operador lineal no acotado.
Teorema 9.54. Si 4 es el generador de un semigrupo sobre X, entonces

D(A) es un subespacio denso en X y 4es un operador lineal cerrado.

Veamos enseguida algunas propiedades importantes del generador de un

semigrupo.
Proposicion 9.55. Si 4 es el generador de un semigrupo {W(t)}[20 sobre X,
entonces para todo xe D(A) tenemos que W(t)xe D(A) para todo: > 0,es
decirW(¢t)D(A)c D(A), paratodo 20y

OW (t)x=AW (£)x=W(t) Ax 9.9)
Ademas, parat2s>0yxe D(4)

W (t)x-W(s)x=]

N

W (r)dxdr = [ AW (rixdr (9.10)

Nuestro objetivo es aplicar la teoria de semigrupos para estudiar el problema

de Cauchy de la forma (9.16) donde el operador 4 no _depende de f,asi el
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siguiente teorema presenta condiciones que garantizan la existencia de

solucién para este problema.

Teorema 9.56. Sea X un espacio de Banach. Si 4:D(4)c X —X es el
generador del semigrupo{/¥(r)} sobre X , entonces para todou, € D(4) la
funcion u:[0,+e] — D(A),definida poru(t)=W(t)u,,es la Unica solucién del

problema de Cauchy lineal

du(t)=Au(t),t 20

¢

©.11)
u(0)=u,e D(A)

Ademas, ue C([0,+e[: D(4))NC' ([0, +e0]: X).

Un problema fundamental en la teoria de semigrupos de operadores lineales
fuertemente continuos es la caracterizacion del generador infinitesimal de un
semigrupo. |

Existen varias de tales caracterizaciones: el teorema de Hille y Yosida para
los semigrupos de contraccién y el teorema de Hille, Yosida y Phillips que
caracteriza a los semigrupos de tipo (C, w).

Otra caracterizacién presente en este trabajobes debido a Lumer y Phillips
([25], teorema 6.3), quienes demostraron que el generador de un semigrupo
de contraccién es un operador disipativo maximal (o m-disipativo) en un
espacio de Banach, y es lo que nos interesara en este trabajo.

Definicion 9.57. Un operador 4 en'el espacio de Banach X es llamado

disipativo si para todo A>0y para cada ueD(4) se cumple
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=2t 2],
La disipatividad de A implica la inyectividad del operador/ —xlA:D(A)——)X

En efecto, si ue Mu(I-14),

|od,, |z - Ad)d, =0
implica que Mi(7-A4)={0}.
Definicion 9.58. Un operador 4 en el espacio de Banach X se denomina m-
disipativo si,
1. El operador A es disipativo.
2. Paratodo Z>O, para todoxe X, existeu e D(4) tal que u—Adu=x
La definicion de m-disipatividad implica obviamente la sobreyectividad del
operador 7/—-A4. Concluimos pues, si Aes un operador m-disipativo

entonces el operador /—AA. es biyectivo. Esto nos dice que cualquiera sea

xe X, la ecuacion (I —A4)u=x tiene solucion tnica en IX4). Si denotamos

u, tal solucion, por la disipatividad de A, tenemos

u.

X

L S ”(1 —Ad)u,

L= (9.12)
Como el operador /—AA:I(A)—X es lineal y biyectivo, entonces existe el
operador ([ —/114)_l :X—>D(4). Este operador tiene una propiedad

importante, que no necesariamente la tienen los operadores Ay I—A4; ella

es la continuidad. En efecto

(=24 <[, <o,
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Segun ha sido visto en (9.17)

Teorema 9.59. Si. 4 es un operador disipativo en el espacio de Banach X,

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El operador 4 es m-disipativoen X,y

2. Existe 4, >0,paratodo xe X existe ue D(4) tal que u—AAu=x

En adelante H denotara un espacio de Hilbert, con producto interno ( , -)H.

Proposicion 9.60. El operador A es disipativo en H si y solo si (Au,u)H <0,

paratodo ue H.
Proposicion 9.61. Si 4 es un operador m-disipativo en el espacio de

HilbertH, entonces D(A4)es denso en H.
Teorema 9.62. Sea 4 operador lineal en el espacio de HilbertH, luego
1.- Si A es autoadjunto y negativo, es decir,(Au,u)H <0Opara todoue D(4),

entonces 4 es m-disipativo.

2.-Si D(4)=H, G(4)cG(A4') y A es negativo, entonces 4 es m-disipatiVo si

y sblo si 4 es autoadjunto.

3.- Si. D(4) es denso en H, entonces A4 y —A4 son m-disipativos si y sélo si 4
es antiadjunto.

Phillips caracterizd el generador de un semigrupo de contracciones sobre un
espacio de Hilbert, como un operador m-disipativo. Posteriormente Lumer y
Phillips ([25], Teorema 5.3) extendieron este resultado al caso general de un

semigrupo de contracciones sobre un espacio de Banach.
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Teorema 9.63. (Lumer-Phillips). El operador 4:D(4)c X — X es generador
de un semigrupode contracciones en el espacio de Banach X si y solamente
si X es m-disipativo en Xy D(4)es densoen X .

Proposicion 9.64. Siﬁ:D(A) cX > Xxes un operador m-disipativo y

antisimétrico en el espacio de Hilbert X , entonces 4 es antiadjunto en X .
Teorema 9.65. (Perturbacion de generadores de semigrupos de

contraccion). Sean Ay B operadores lineales en el espacio de Banach X : Si

A es m-disipativo, B es disipativo, D(4)c D(B)y para cada xe D(4)se

cumple "BXHX SaﬂAxﬂX +,6’"x"Xen_ donde 0<a<ly f=>0,entonces A+B es m-
disipativo.

Definicion 9.66. Un grupo fuertemente continuo de operadores lineales
acotados sobre un espacio de BanachX es una familia {W(t)}temtal que

i) Paratodo reR:W(H)e L(X),

ii)  Ww(0)=1, el operador identidad sobre X.
iii)  Paratodo s,;t€ R:W(s+t)=W(s)W(1), y
iv)  Paracada xe X fijo, W()x:R — X es continua.

v) Paratodo xeX y paratodo e R:|W(0)x], =,

Definicién 9.67. El generador de un grupo de operadores unitarios {W(t)}teR
sobre X es la aplicacién 4:D(4) c X — X definida por

D(A) ={xe X :lim L OX =X emste}

=4, t
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Ax=0W(t) xL:O
Teorema 9.68. Sean X e Y espacios de Hilbert. Si 4:YcX —»>Xes un

20

operador m-disipativo y antiadjunto en X, entonces el semigrupo{W(t)}
‘generado por A se extiende a un grupo de operadores unitarios {W(t)},em-

Ademas, para todo u,€Y la funciénu:R — Y definida poru(t)=W(t)u,es la

Unica solucién del PVI lineal

Ademas, ue C(R:Y)NC'(R: X).

9.4. ESTIMADOS DE BONA-SMITH
Los estimados de Bona-Smith seran usados para estudiar que el
comportamiento de la distancia de dos elefnentos cualquiera de una
sucesion de soluciones, es controlado por el comportamiento de la distancia
entre sus estimados de Bona-Smith respectivamente, quienes a su vez son
- controlados por el comportamiento de la distancia entre sus datos iniciales
correspondientes, como es visto en los teoremas 6.3, 6.5 y 6.6.

En esta seccion se considera u,,, Y u,, las aproximaciones de Bona-Smith

asociadas a u,, y u,, respectivamente, y las soluciones u,, y u, del

problema (4.1) con datos iniciales y respectivamente.
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Teorema 9.69. Sea neC;(R), 0<n(x)<l tal que sop(n)c[-L1] y
(1-7)" (0)=0 Vke N.
Para cada £ >0 cualquiera y u,€ H*(R), s>0 definimos

. (§)=1(&)i,(£), seR (9.13)

Entonces u,, € H" = (1 H* ypara 0<e<1 existeC=C(s,0 77)>O tal que

520

' ylimu,, =u,en H*. Ademas, si limu,, =u, en H’entonces
£ H—00

<SCe |uy,,. » (9.14)

uO.E H*o

ty o~ |, . SCE ||, (9.15)

=0 (9.16)

lim
elo

uO ne uO,n H

uniformemente en N .

Demostracion. Usando (9.13), tenemos

[escyoe = J(+€7)
=[,(1+

= [ (+&) i (O (1+&) I (e€) a¢

qu

d, (&) d&

65 uOs (5)' d§

K5

sigg[(ufz)" n(ee) |[,(1+&) Jan (&)

haciendo 4 = &£, tenemos

ey (2] o[22
£ £
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luego -

Por consiguiente

2
”Uo,g ”H‘*"

Del mismo modo

"”0,6 U

uO.e

L= 0+&)"

2

n(A [l

-20 2 2\°
<5<l 4)

H*

<Ge™ |l
<Celu,

.0 (&)=, () &

= [+ &) ()i, (&)~ (&) d&

= [ (1+&) )i, (&) (1-n(e&))[ a&

= [(+&) g, (&) ll—n(af)F d¢

=[(1+8) " f=neef 1+

[ () d&

<sup[(1+§2) gé" ’ I 1+§2 Iuo
=e s (4 27) "ot Juf,
< G, |l ]

Por consiguiente

2
L‘O,E - uO "H.\+0-

<ce’ ”“ol .

Por otro lado, si entonces
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| iy, (€) =ity (&) &

we =S (148)

=[ (+&) |1—77(s§)|2 lio (&) d&

Uoe _”ol

~ sabemos que,

lim (1-7(e£))=1-7(0)=1-1=0

0%

ademas,

J‘R(1+§2)S

de aqui, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

ﬁO (§)|2d§’

1—77(5§)|2 li, (f)l2 dé< IR(1+§2 )S

lim [ (1482} L-n (e6)[ i, (£)f d€ = [ 0d& =0

es decir,

lin"{IuO’e _uOHH"' =0 (9.19)

£-0

Finalmente, demostraremos que si limy,, =u, en H*entonces
n—>o0

=0

EI_Ig} Uone ~Uoe|| s
uniformemente en ne N.

En efecto

| e (&)=t (E) @&

= fee)

uO.n,E - uO,E
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=[ (1+&) (&), (£) ity (£) €

= (&) (el |a, (£) - (£ €

<[ (1+8) [(0., - ) (&) a&

A A
=i, [,

"uO,n.E —Uy, = ”u0.n.£ Uy TUy Uy T Uy Uy, llH“

He

+|

s ”uO.n.e TUg el T M0 _“o” o +"uo “Uon|| s

<on =0l o =l +pn =0,

Para n>N suficientemente grande y para & >0 suficientemente pequenio,

afirmamos para todo >0, existe >0 tal que si O0<r-£<8

Entonces, |uq,, ~ |, S€/3+£/3+0/3=1¢.

Por consiguiente, lim |
£-0"

Uy e~ U, ||H =0 uniformemente.

9.5. ALGUNOS ESTIMADOS PREVIOS

Teorema 9.70.Si fe L’y fe 3L, entonces 'L, =L L.

Demostracion: Usando el teorema de Fubini, tenemos

=l = (o ar=l

Por lo tanto, ||/

|1

2
;L

2 2
lL_iL} _|lf“1,’,L1
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Lema9.71.Si fe I’L; y ge "I, entonces fge ['L., ademas

12l <01 Nl

Demostraciéon: Usando la definicion de norma en I’[2,aplicando la
x =T

desigualdad de Hélder en la variable ¢ con ]e,1[y en la variable x con ]I,o9

respectivamente tenemos:

"fg”zgy, = J:(J._Trlfg (x,t)’2 dt)dx

= I (el Cof

I sonl G [ e s
[-1.1

< (J: sup]lf(x,t)l2 dx)(s):g I_Trlg(x,t)lz dt)

=|f

2
|g ”/;’;L%

2
L7
Por lo tanto, ”fg"LiL;. = "f"LiL‘;’ ”g”U;L;. :

Lema 9.72. (Regla de Leibniz para derivadas fraccionarias). Sea

ael0,],a,0,€]0,0] donde a=a,+a, Sea p,,p,.q9,,9,€ |+ tal que

1 1 1 1 1 1 :
—=—+4+—y —=—+—_ Entonces
r P D 9 49 4
”Df’ (uv)—uD?v—vDlu <|{D%u o | .
’ ’ Yol SO V2 *ollgr?

Ademés, paré o, =0el valor g, =« es elegido.
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Lema 9.73. (Regla de la cadena para derivadas fraccionarias). Sea ae |0,1]

1 1 1 1 1 1
Y D4 P Dordr € JLtoo[, g el+eo[ tal que —=—+— y —=—+
_ J 2 2 ) q9 49 49,
Entonces
[o°F (., SCIF i 1277 -

9.6 TERMINOLOGIA

X,Y espacios de Banach.

X' Y'espacios duales de los espacios de Banach X e Y.

L(X,Y)espacio de operadores lineales acotados de Xen Y.
L(X)=L(X,X).

C([0,T]: X)espacio de las funciones continués de [0,7] en x.

C([o.7]: X)espacio de funciones continuamente diferenciables de [0,7] en x.
D(A4) dominio del operador lineal.

R(A)rango del operador lineal.

“*u(x)dx transformada de Fourier de u.

1=,

e“*u(&)d & transformada inversa de Fourier de u.

==,
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C*(R) espacio de las funciones continuamente diferenciables hasta el orden

k sobre R.

C~(R)= N C*(R) espacio de las funciones infinitamente diferenciables en R.
k=20

C!(R) espacio de las funciones de clase C* con soporte compacto.

C”(R)espacio de las funciones ude clase C'tales que uy sus derivadas

hasta el orden £k tienden a cero en el infinito.

S(R)espacio de schwartz en R.

S'(R)espacio de las distribuciones temperadas en R.

I’ (R) espacio de Lebesgue en Rde orden p, 1< p <o,

1 =(J‘j|u(x)|"dx)”p, norma de uen L”(R),

e

L~ (R) espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas en R.

4|~ =sup{|u(x)|} norma de uen L (R).
xeR
J* =(1-3°)"*potencial de Bessel de orden —s, T u(é) =(1+|§|2)%L2(§).

D’ =(-0%)? potencial de Riesz de orden —s, ﬁt(f)'z (&)

3

H* =J~}(R)espacio de Sobolev de orden s con base en I’(R).
(u,v),; =I+wu(x)v(x)dx, producto interno de uy ven I’ (R).
(u,v),. =<J‘u, J‘v>L2, producto interno de u y ven H*(R).
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J*-

Il =|

IL norma en H*(R).

[4,B] = AB— BAconmutador de 4 y B.

G,(I,X)espacio de las funciones continuas de soporte compacto definidas de

len X.

AC(,X)espacio de las funciones absolutamente continuas definidas de 1 en

X.

D(I, X) espacio de las funciones C~ con soporte compacto definidas de 1 en

X.
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X. ANEXOS

10.1. MATRIZ DE CONSISTENCIA

TITULO: INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS ECUACIONES.DIFERENCIALES PARCIALES DE EVOLUCION EN
ESPACIOS DE SOBOLEV. '

_ PROBLEMAS OBJETIVOS HIPOTESIS VARIABLES METODOLOGIA
1. Problema general 1. Objetivo general 1. Hipétesisgeneral 1. Variable

¢(Es posible conseguir una Presentar un estudio cualitativo En las teorias de independiente

presentacién del estudio cualitativo de caracter introductorio de ecuaciones diferenciales

de algunas ecuaciones | algunas ecuaciones diferenciales parciales existen | Las teorias del Analisis

diferenciales parciales de parciales de evolucion usando diversos modelos de | Funcional: La

evolucién usando como como herramientas la Problemas de valor | transformada de

herramientas: La transformada de transformada de Fourier de inicial; presentamos la | Fourier, los espacios

Fourier, los espacios de Sobolev | funciones en espacios de ecuacion de KdVg en | de Sobolev del tipo

del tipo L2(R), la interpolacion de | Sobolev, como por ejemplo la HS,s >§, de la KdVm en | L*(R), la interpolacion

de operadores, los

operadores, los estimados lineales ecuacion de KdVg en H¥,s > > de 1
2 Hiy de la KdV-B en | estimados lineales y

y los estimados de Bona-Smith? 1

‘ la KdVm en Hzy de la KdV-B en HS, s> ?'2— los estimados de

- Hfs > ; Hipétesis especificas | Bona-Smith. )

Problemas especificos Objetivos especificos 1. Presentar un ‘ Metodologia
1. ¢ Es posible presentar 1.  Presentar elementos del estudio cualitativo de la cualitativa con
elementos del analisis funcional, analisis funcional, integracion ecuacion de KdV ) enfoque documental
integracion vectorial, la vectorial, la transformada de generalizada en 2. Variable
transformada de Fourier y los Fourier y los espacios de HS s >3 dependiente
espacios de SobolevH*(R)? SobolevH* (R). ’ 2’ )
2.  ;Es posible presentar el 2. Presentar el método de 2. Presentarun Estudio cualitativo de
método de regularizacion regularizacién parabélica a ser estudio cualitativo de la | aigunas ecuaciones
parabdlica a ser usado en el PLry usado en el PLr y PnLr, Gtil en ecuacion de Kd\{ diferenciales parciales
PnLry en las ecuaciones KdVgy las ecuaciones KdVg y KdV-B. modificada en H3. de evolucion, como por
KdV-B? 3.  Presentar los estimados de 3.  Presentar un ejemplo: la ecuacion
3. ¢Es posible presentar los Bona-Smith para probar la estudio cualitativo de la | de KdVg en HS,s >2
estimados de Bona-Smith para dependencia continua de las ecuacion de KdV-Burger P
probar la dependencia continua de |  gcyaciones KdVg y KdV-B, enHS s >3 de la KdVm en Hzy 29
las ecuaciones KdVg y KdV-B? 4.  Presentar algunos z la KdV-B en H*,s > ~.
4.  (Esposible presentar estimados lineales en el estudio

algunos estimados lineales en el
estudio de la ecuacion de KdVm

1
en H+?

1
de la ecuacion de KdVm en Hz .
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