'//f;ﬂ/c vs
UNIVERSIDAD NACIONAL 'DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

ESCUELA ACADEMICO PROFESIONAL DE MATEMATICA

"REPRESENTACION
FINITA DEL GRUPO
TRENZAS PURAS"

TESIS PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL DE
LICENCIADO EN MATEMATICA

LEO MOISES CERIN SOTO
Callao, Noviembre, 2013
PERU



HOJA DE REFERENCIA DEL JURADO Y APROBACION
Representacion finita del grupo trenzas puras

Leo Moisés Cerin Soto

Tesis presentada a consideracién del Cuerpo Docente de la Facultad de Ciencias
Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao, como parte de los

requisitos para obtener el Titulo Profesional de Licenciado en Matemética.

i =~
Mg. Ruth Medina Aparcana
Objetante

p—

@/

7

z

i
Lic. K/Ioisés Lézaro Carrion

Secretario

Callao - Peri

noviembre - 2013



AGRADECIMIENTOS

. A Dios, quien cre6 el universo y la vida, y asi mismo la sustenta de la

Eternidad a la Eternidad.

. A mis padres, Leonidas Cerin Vasquez y Guadalupe Soto Palomino, mis pro-
genitores que supieron orientarme en este dificil camino de la vida,, a ellos

mi eterna gratitud.

. Al profesor Lic. Ezequiel Fajardo Campos por sus sabias ensefianzas y
buenos consejos en el aula y fuera de ella. Estoy con el en deuda, cierta-

mernte.

. Al profesor Lic. Absalon Castillo Valdivieso por su paciente revision del
manuscrito, fundamentalmente en lo concerniente en la correccion de la

redaccién del mismo. Le debo mi especial agradecimiento sincero.

. Finalmente, mi agradecimiento infinito a los profesores de la Escuela Profe-
sional de Matemdtica, por sus acertadas ensefianzas en las distintas materias
de la Carrera Profesional de Matematica. Nunca olvidaré sus atinados conse-

jos, los llevaré hasta cuando me haga viejo.



INDICE

1 PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION 10
1.1 IDENTIFICACION DEL PROBLEMA . ... ........... 10
1.2 FORMULACION DELPROBLEMA . . ............ .. 10
1.3 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION . . . . ... ........ 10

1.3.1 ObjetivosGenerales . . . . . ... .. .. ......... 10
1.3.2 ObjetivosEspecificos . . . . ... ... ... .. .. .... 10
1.4 JUSTIFICACION . . . . .. .ot iii 11
1.5 IMPORTANCIA . ... . ... . . .. i 11
2 MARCO TEORICO 12
2.1 Prelimimares . . . . . . . ... e 12
2.1.1 Espacios Topologicos . . . . .. . ... ... ... ... 12
2.1.2  Aplicaciones entre Espacios Topolégicos y Homeomorfismo 33
2.1.3 Variedad Topolégica . . .. ... . ... .... ... ... 39
2.14 Variedaddiferenciable ... ... .. ... ... ... ... 41
2.1.5 Grupos y Homomorfismo . ... ... ........... 46
2.1.6 Elgrupodepermutacién . . . . . .. .. ... ... .. .. 52
2.1.7 Grupos libres y secuenciasexactas . . . . . ... ... ... 54
22 GruposdeHomotopia. . . . ... . ... ... ... .. .. ... 60
2.2.1 EspaciosdeRecubrimieno . . ... ... .......... 60
2.22 GrupoFundamental . .................... 63
2.2.3 Homotopia de Dimensién Mayor. . . . ... ... .. ... 74
2.3 ElGrupodeTrenzasde Artin . . . . ... ... ... ........ 79



23.1 TrenzasenR®. ... ........ e 79

2.3.2 Trenzas Equivalentes . . . . ... ... e 80
233 DiagramadeTrenzas . . . ... ... ... ... ...... 86
234 ElGrupodeTrenzasde Artin . . ... ........... 90
2.3.5 Sistema de generadores del grupotrenza . . . . . . . .. .. 99
2.4 Representacion finita del grupo trenzaspuras . . . .. . ... ... 112
241 Trenzaspuras . . . . . . ... .o 112
2.42 Configuraciones y TrenzasPuras . . . . . . ... .. .. .. 115
243 Generacion finita de Grupode trenzapura . . . . . ... .. 122
VARIABLES E HIPOTESIS - 144
3.1 Variables de la investigacion . . . . .. ... ... 144
3.2 Operacionalizacionde lavariable . . . . ... ... ... ...... 144
3.3 HIPOTESIS GENERAL E HIPOTESIS ESPECIFICAS . . . . . .. 145
33.1 Hipétesisgeneral . . . . .. ... ... oL 145
3.3.2 Hipotesisespecificas . . . . .. ... ... ... ... .. 145
METODOLOGIA 146
41 TIPODELAINVESTIGACION . . ... .............. 146
42 DISENODELAINVESTIGACION . . . . ... .......... 146
43 POBLACION YMUESTRA . . . . .. ... .. 147
4.4 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE DATOS 147
4.5 PROCEDIMIENTOS DE RECOLECCION DE DATOS . . .. .. 147

4.6 PROCESAMIENTO ESTADISTICO Y ANALISIS DE DATOS . . 147

5 RESULTADOS 148

6 DISCUSIONES DE RESULTADOS 149



7 CONCLUSIONES 150

8 RECOMENDACIONES 151

9 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 152



TABLAS DE CONTENIDO

2.1
2.2
2.3

24

2.5

2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14

2.15
2.16
2.17
2.18

En un espacio Tp, dados dos puntos diferentes es posible hallar un
abierto que contenga a uno de los puntos perono alotro. . . . . . . 21
En espacios 71, es posible que haya vecindades de un punto x que
intersecten a cualquier vecindad de otro punto y. No obstante, existe
una vecindad de x que no contienea yy viceversa. . . . . .. .. .. 22

En los espacios Hausdorff, dos puntos diferentes x y y, siempre

tienen vecindades ajenas que loscontienen . . . . . ... .. .. .. 25
Axioma de separacion T3: el conjunto F escerradoyx ¢ F.. . . . . 27
Funcién cerradanoabierta. . . . . ... . ... ... ... 37
Variedad diferenciable. . . . .. .. ... ... ... ... 42
Cambio decoordenadas. . . . . ... ... ... ... ....... 43
Aplicacién diferenciable. . . . . . . ... oL 45
Uncubrimientode S*.. . . . . .. . ... 61
Recubrimiento del abierto Uporp. . . . . . .. . ... ... ... .. 61
Compatibilidad del producto de caminos. . . . . .. ... ... .. 65

e 32 e,

Homotopias isomorfas en un espacio arco conexo, f une “x” e “y

yiolemX,x). . . .. 68
Ejemplodeuna3-trenza. . . .. .. .. .. ... ... . ...... 80
El movimiento elemental Q: reemplazando 4B por ACUBC. . . . . 81
El movimiento elemental Q! reemplazando ACUBC con4B. . . . 82
Unatrenza y suproyeccion. . . . . . . v . v« v v v v i i e e 86



2.19
2.20
221
2.22
2.23
2.24
2.25
2.26
2.27
2.28
229
2.30
2.31
2.32
2.33

2.34

2.35

Cuando dos lineas paralelas en la proyeccion intersectan, podemos
inclinar ligeramente una asi que la interseccion resulta un punto. . . 87
Cuando a lo mas dos lineas cruzan un punto podemos doblar cada
dos de las lineas al rededor delpunto. . . . .. .. ... ... .. 88
Cuando un vértice estd recostado sobre un punto interseccion, sim-
plemente truncamosel vértice. . . . . .. ... ... L. 88
Un doble punto, y las dos posibles modificaciones sefialadas con
lineas horizontales puestas arribayabajo. . . . . . ... ... ... 89
Un diagrama regular, retrasado sin algunos puntos sefialados con
lineas horizontales puestas arribay abajo. . . . . ... .. ... .. 90

Dos 3-trenzas atraidos uno encima del otro, entonces pegados dé su

producto. . . . . . .. e e e e e 91
Dos 3-trenzas ¢, B con los productos 3, Ba. . . . .. ... ... 93
Diagramas 4, B, C para trenzas f31, B, }33 respectivamente. . . . . . . 93
Un diagrama para (B12)Bs ypara i1 (Bef3). - . . . . . . ... .. 94
Diagrama para B, 1, ysuproducto 81,. . . . . .. ... ... ... 95
Contractando la base de las cuerdas verticales de un diagrama

para 1, se obtiene diagramaparafS. . . ... .. ... ... ... 95
El cruzamiento X y su imagen reflejo sobreJ. . . . . .. . ... .. 97
E]l cruzamiento X y su imagen reflejosobre J. . . . . .. .. .. .. 97
Un diagrama para o; y suinversac; L. . .. .. ... L. 99

Un diagrama regular re-trazado donde los dos cruzamientos a la
mismaalturanosongrandes. . . . . . . .. ..o c .. 100
Una trenza con planos de nivel entre cada par de cruzamientos, re-
trazados, asi mas cuerdas son verticales. . . . . .. ... .. .. .. 101
Un diagrama para 0;0; y después realizando el movimiento ele-

mental punteado tenemos un diagrama para 6;0;. . . . . . . . . . . 102

5



2.36

237
2.38

2.39
2.40
241

242

243

2.44

245
2.46
2.47
248
2.49
2.50
2.51
2.52
2.53
2.54

Un diagrama para 6;0:,.10; y después de realizado el movimiento
elemental punteado tenemos un diagrama para 0;1+16;Gj+1- . . . . . 102
Los diagramas Cy, y C5! de 0; y 0! respectivamente. . . . . . . . 104
Concatenando los diagramas Cj 1 ¢3, C para tener el dia-
grama CylCsCa . oo 104
El diagrama D! para la trenza trivial 1,. . . . ... ......... 105
Un movimiento elemental sobre d donde A4BC es vacio. . . . . .. 106
Un movimiento elemental sobre d, donde AABC contiene parte de
otra cuerda d' que entra y sale de AABC bajo4B. - . .. ...... 107
Un movimiento elemental sobre d, donde AABC contiene parte de
otra cuerda d’ que entraa AABC ysalebajoBC. . . . ... ... .. 108
Un movimiento elemental sobre d, donde A4BC contiene parte de

otra cuerda d’ que entra y sale de A4BC bajo uno de BC, ACUBC'y
salebajolaotra. . . .. .. .. ... . ... L 109
Un movimiento elemental sobre d, donde A4BC contiene parte de

dos cuerdas con un cruzamiento entre ellos, donde ambas cuerdas

del cruzamiento entran a A4BC bajo AC ysalebajoBC. . . . . . .. 110
Generadores del grupo de trenzas puras, n-trenza 4;; con 1 <i<j<n.113
Los generadores x1,...,x,_1 de m(R>— Qn_1,@0). - - . . .. ... 123
Graficadelatrenzaunidad 1. . . . . .. . ... ... ... ..... 124
Elementode UMY . .. ... L 124
Elementode U® . . . .. ... .. ... ... ... . ... ... 126
El primero es elemento de U 126
Latrenza 4,3 y el producto de las trenzas Aj5413. . . . . . ... .. 127
Latrenza djjy suinversa d;'. . . . ... 128
Descomposicién de 4;;, A,‘SlA;}Arj =4, i<r<s<j........ 129
Diagramade I (b)=1..". . . .. ... ... ... 130



2.55 Diagramade/;:(b)=1 ... ...... ... ... ... ...... 130

2.56 Descomposicion de opsf Q’z‘gl,( al eliminar su Ultima cuerda),en los

2eneradores: 04,053,020 « « v« v vt e e e e e e e e e 133
2.57 Griéfica de la Trenza As, cuyo cuadrado es el generadorde Ps. . . . . 135
258 Trenzays=Aysda5---A4s. -« - o oo oo 136
2.59 Trenza A2, generadorde Ps . . . . . .. ..o 137
2.60 Trenzas 03A; y AsCy se ve que son equivalentes . . . . . . ... .. 138
2.61 Trenzas 07Asy As04, que son equivalentes . . . . ... . ... .. 139

-



RESUMEN
Representacion finita del grupo trenzas puras

LEO MOISES CERIN SOTO

Asesor: Lic. Ezequiel Fajardo Campos.

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

En principio sefialamos que el objetivo principal de ésta tesis es presentar el sub-
grupo de trenzas puras F, mediante un nimnero finito de generadores, y asimismo
obtener el orden de éste subgrupo y presentar el centro como subgrupo ciclico
infinito para » > 3. En este caso, los grupos de homotopias de los espacios de

configuraciones constituyen una herramienta importante en el presente trabajo.

Palabras claves: Grupo de trenza, espacio de configuraciones, espacios de re-

cubrimientos, fibraciones, grupos de homotopias.



ABSTRACT
Finite representation of pure braid group

LEO MOISES CERIN SOTO

Adviser: Lic. Ezequiel Fajardo Campos

Obtained degree: Mathematician

At first we note that the main objective of this thesis is to present the pure braid sub-
group P, by a finite number of generators, and also obtain the order of this subgroup
and present the center as cyclic subgroup infinite for » > 3. In this case, the groups
of homotopies of the spaces configurations are an important tool in this work.

Keywords: Braid group, configuration space, covering spaces, fibrations, homo-

topy gropus.



CAPITULO I
PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1 IDENTIFICACION DEL PROBLEMA

Cuando el grupo de trenzas puras de Artin queda identificado con el espacio de
configuraciones sobre R%.Tenemos el problema de identificar los elementos de cada

uno de estos grupos.

1.2  FORMULACION DEL PROBLEMA

Identificado ya el problema podemos ahora formular las siguientes interrogantes:

¢ Tendra el Grupo de Trenzas de Artin una presentacion finita mediante gene-
radores? _

¢ El subgrupo de trenzas puras de Artin sera finitamente generado por elementos

del mismo subgrupo de trenzas puras?

1.3 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.3.1 Objetivos Generales

El presente trabajo de tesis tiene como objetivo general presentar los grupos de

trenzas mediante un nimero finito de generadores.

1.3.2 Objetivos Especificos

1. Introducir y establecer el concepto de espacios de configuraciones.
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2. Introducir y determinar el concepto de grupo de homotopia en dimensién

superior.

3. Determinar generadores del grupo de trenzas de Artin y sus subgrupos de

trenzas puras de Artin.
4. Determinar el orden del subgrupo de trenzas puras.

5. El centro del subgrupo de trenzas puras de Artin es un subgrupo ciclico in-

finito, para dimensiones mayores.

1.4 JUSTIFICACION

El presente trabajo queda plenamente justificado pues en cierta medida continiia
el estudio de la teorfa de nudos y enlaces, asi mismo el grupo fundamental de los
espacios de configuraciones sobre R? se pueden expresar como grupo de trenzas

puras, donde los espacios de configuraciones son usados actualmente en la robética.

1.5 IMPORTANCIA

La importancia de este trabajo radica principalmente en que su resultado permite
determinar subgrupos del grupo de trenzas, que son finitamente generados. Por otro
lado también abre las puertas para determinar grupos de homotopias en distintas
dimensiones, los cuales son muy usados en ¢l estudio de estructuras algebraicas
y topoldgicas; como por ejemplo, la existencia de campos vectoriales linealmente

independientes sobre superficies, asi como teorema del punto fijo.

11



CAPITULOII
MARCO TEORICO

2.1 Preliminares

En ésta seccion presentamos algunos conceptos de topologia y estructura de grupo,
ya que ellos constituyen la base sobre la cual desarrollaremos la teoria de trenzas,

que son fundamental para el objetivo principal tratado en este trabajo.

2.1.1 Espacios Topologicos

Definicion 2.1.1, Dada una familia & = {44|x € &/} de subconjuntos de un con-
junto dado X, la unidn de la familia de conjuntos . se define como la unién de los
conjuntos que son elementos de .%, es decir:
U#F=U4={ 4a
AeF a&e
que es el conjunto de todos los elementos de X que pertenecen al menos a un con-

junto de la familia #.

De ésta manera y en forma andloga definimos la interseccién de una familia de

conjuntos & como

NF= 4= 4a

AeF acs
que es el conjunto de los elementos de X que pertenecen a todos los conjuntos de la

familia X.

El caso en que la & = 0 resulta ser de particular importancia.

12



Definicion 2.1.2. Una topologia sobre el conjunto X es una familia de subconjuntos

7 C 2% que satisface los axiomas siguientes (2X denota el conjunto de partes)
1. La union de una familia arbitraria de elementos de 7 esiun elemento de 7.
2. La intersecci‘én de una familia finita de elementos de T es un elemento de 7.
3. El vacio y el mismo X pertenecen a la topologia.

Los elementos de una topologia 7 se denominan conjuntos abiertos respecto de
7. Con é€sta terminologia los axiomas anteriores pueden reescribirse afirmando que
la unién arbitraria de abiertos es un conjunto abierto y que la interseccién finita
de abiertos es un conjunto abierto,ademas del axioma 3. Denotamos un espacio
topologico X, con topologia T como (X,)

Un espacio topolégico es un par (X,7) donde X es un conjunto y 7 es una
topologia sobre X, y se dice que el conjunto X es el conjunto subyacente al espacio
topolégico (X, 7). Si no hay lugar a confusién acerca de la referencia a la topologfa
T haremos referencia al espacio topoldgico X, prescindiendo de la referencia a la

topologia 1. Los elementos de un espacio topologico se llaman puntos.

Definicion 2.1.3. Sea (X,7) un espacio topoldgico, se dice que la coleccion de
abiertos % C 1 es una base para 7 si todo abierto es unién de elementos de B. Se
dice que .7 es una subbase para 7 si la familia & de todas las intersecciones finitas

de elementos de .# es una base para 7.

Teorema 2.1.1. La familia & C 2% es base para alguna topologia sobre el conjunto

X siy sdlo si:
1. UB=X.

2. Toda interseccién finita de elementos de 4 es unién de elementos de #.

13



Demostracién. Ver [8]. O

Proposicién 2.1.1. La familia .% C 2% es subbase para alguna topologfa sobre el

conjunto X siy sélo si U = X.
Demostracién. Ver [8]. |

Consideremos un conjunto X y dos topologias 7; y 7, definidas sobre X, si
71 C 7o decimos que 72 es mds fina que Ty 0 bien que T; es mds gruesa que T, lo
que denotamos por 7 < 7. Coloquial mente decimos que la topologia més fina es

la que tiene més abiertos.
Proposicién 2.1.2. La interseccion de topologias es una topologia.
Demostracién. Ver [8]. a

Definicion 2.1.4. Una vecindad de un punto es un conjunto que contiene un abierto
que y dicho abierto contenga al punto, es decir, si x € 4 y existe un abierto U tal
quex € U C 4, decimos que 4 es una vecindad de x € X. En ese caso también U es

claramente una vecindad de x, se dice de hecho que es una vecindad abierta.

-

Figura 2.1: 4 es vecindad de x.

Dados un espacio topoldgico X y un punto x € X, denotamos por .4 (x) la colec-
cién de todas las vecindades del punto x. Este conjunto .4 (x) es el sistema de

vecindades del punto x € X.

14



Teorema 2.1.2. La familia de las colecciones de vecindades {4 (x)|x € X} tiene

las propiedades siguientes:

1. SiBe A4 (x) y BCA, entonces 4 € A (x).

2. Toda intersecci6n finita de elementos de .4 (x) es un elemento de A4 (x).

3. Sid € A (x), entonces existe B € 4 (x) tal que 4 € A () para todo y € B.
Demostracion., Ver [8]. O
Pfuposicién 2.1.3. Un conjunto U es abierto si y s6lo si U € .4/ (x) paratodox € U.

Demastracion. Si U es abierto, entonces claramente U es vecindad de todos sus
puntos. Reciprocamente, suponiendo que U es una vecindad de cada uno de sus

puntos, para cada x € X elijamos un abierto V; C U tal que x € V;, claramente

entonces
U=|J%
xel
de donde U es unidn de abiertos y en consecuencia es a su vez un conjunto abierto.

O

Definicion 2.1.5. Dado un espacio topoldgico (X, ), un conjunto F C X se dice
que es un conjunto cerrado si su complemento X — F = F¢ es abierto. La coleccion

de los conjuntos cerrados serd denotada por # y queda definida mediante
F={UlU e}

Teorema 2.1.3. La familia .%# de los conjuntos cerrados de X tiene las siguientes

propiedades:

1. La interseccién de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es un conjunto

cerrado.

15



2. La unidén de cualquier coleccion finita de conjuntos cerrados es un conjunto

cerrado.
Ademés un conjunto es cerrado si y sélo si su complemento es abierto.
Demostracion. Basta usar las leyes de DeMorgan. O

Se sigue inmediatamente que @ y X son conjuntos cerrados, de manera que estos
dos conjuntos son simultaneamente abiertos y cerrados, el ejemplo de conjuntos
como [a,b) C R muestra que en una topolog{a puede haber conjuntos que no son ni

abiertos ni cerrados.

Corolario 2.1.1 (Sierpinski, 1927). La coleccion de los complementos de los ele-
mentos de una coleccién de conjuntos que satisfacen las condiciones del Teorema

2.1.3 es una topologia para el conjunto X.
Demostracién. Ver [8]. a

Definicién 2.1.6. La cerradura A de un conjunto 4 es la interseccion de todos los
cerrados que contienen a 4. Por la discusion previa, la cerradura de un conjunto es
un conjunto cerrado. De la definicidén se desprende que 4 C A yqued = Asi y sélo
si 4 es cerrado. Una consecuencia inmediata es que A=4. La cerradura de A se

llaman entonces puntos de adherencia o puntos de clausura.

Figura 2.2: A es la cerradura de 4.

i
16



Proposicién 2.1.4. Sea & una coleccion finita de conjuntos en un espacio
topolégico. La cerradura de la unién de o es la unién de las de las cerraduras

de los elementos de &7 .

Demostracién. Para fijar ideas consideremos &/ = {4i,...,4,}, si denotamos

of = {A_1 - ,A_,,}, lo que pretendemos demostrar es entonces que

" n
U = | de= T =ud.
k=1 k=1

Cada cerrado que contiene a U/ contiene a cada elemento de &7, de manera que
U/ C UgZ. Reciprocamente, un conjunto cerrado que contiene a cada elemento de
&/ contiene a la unidn, con lo que se obtiene Ugf C UxZ quedando demostrada la

afirmacidn. O

Sea % una familia de conjuntos que satisface las condiciones del teorema que
caracteriza a los conjuntos cerrados, entonces, la coleccién de los complementos
de los elementos de .# es una topologia. La siguiente es una caracterizacién de la

cerradura en términos de vecindades.

Proposicion 2.1.5. Dados un espacio topoldgico X y A C X, un punto x € X es tal
que x € A siy sélo si UNA # 0 para toda U € N (x).

Demostracién. Six € ff, entonces x es un elemento de cada cerrado que contenga
al conjunto 4, en particular, si U es un abierto y x € U, entonces, si UN4 =0,y
en consecuencia U¢ es cerrado, A C U° y x ¢ U°®, lo que contradice la hipotesis.
Reciprocamente, sea F C X un cerrado con 4 C F, si x ¢ F, entonces ¢ es una
vecindad de x que no tiene elementos comunes con 4, de forma que nuevamente

encontramos una contradiceion. O

Definicion 2.1.7. El interior de X (X°) es ¢l conjunto de puntos x, tales que existe

un abierto U talque U C X

17



Proposicion 2.1.6. El interior de 4 es el méximo abierto contenido en 4.

Demostracion. Supongamos que U es un abierto tal que 4° C U C 4, entonces, por
definicion de interior U C 4°, de manera que A° = U con lo que queda demostrada

la proposicion. 0

Definicion 2.1.8. El exterior de 4 es la union de todos los abiertos ajenos con 4, es
decir, la unién de todos los abiertos contenidos en 4¢. En consecuencia, el exterior

de 4 es el interior de 4%, o sea, el conjunto (A°)° = A°.

Proposicién 2.1.7. Un conjunto U es abierto si y sélo si para todo x € U existe un

abierto ¥y tal que x € 7 C U.

Demostraciéon. Supongamos que U es abierto, entonces basta hacer Vy = U para

todo x € U. Reciprocamente, dada la existencia de tales V. abiertos, entonces clara-

mente
U= U Kﬂ
xeU
de donde U es union de abiertos y por consecuencia es abierto. O

La siguiente es una util caracterizacion del interior de un conjunto.

Proposicion 2.1.8. Dado un conjunto 4 se satisface que 4° = (4°)°.
Demostracién, Ver [8]. 0

Definicion 2.1.9. Esté claro que el exterior (4°)° y el interior 4° de un conjunto
dado 4 son abiertos ajenos, y los puntos que no son ni exteriores ni interiores son
llamados puntos frontera. La frontera del conjunto 4 es el conjunto de sus puntos

frontera, y la denotaremos por 04,

Proposicion 2.1.9. Para todo conjunto 4, C X se satisface que d4 = An4e.
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Demostracién. Claramente (4°)¢ = A°y ((4°)°)¢ = 4, de donde
94 = U (AT = (4 N((4°)) =TT
como se queria demostrar. O

Definicion 2.1.10. Un conjunto es perfecto si es cerrado y denso en si mismo.

Definicién 2.1.11. Dados un espacio topoldgico X y un subconjunto, podemos
definir una topologia sobre 4 en la que los abiertos tienen la forma 4 NU donde
U es un abierto en X. Del hecho que

Am( U Ua>=—— U (4nUa)

oEs wcy

AN(UIN...NU;) =ANUDN...0NANT,)

queda claro que los conjuntos recién definidos determinan una topologia sobre 4
que depende de la topologia de X. Esta topologia se conoce como la topologia
relativa § topologia de subespacio. Una vez que 4 se ha topologizado de la manera

descrita, pasa de ser un subconjunto a ser un subespacio de X.

Proposicion 2.1.10. Sean X y un espacio topoldgicoy 4 C X. La topologia sobre
A es la topologia de subespacio si y s6lo si 4 M F es cerrado en 4 para todo cerrado

FenX,

Demostracién. Basta observar que los cerrados son los complementos de los abier-

tosyd—(ANF)=4—F =ANF". O

Proposicién 2.1.11. Sean X un espacio topologico y 4 C X un subespacio. Si 4 es
una base para la topologia de X, entonces B4 = {BMNA|B € B} es una base para la

topologia de subespacio de 4. -

19



Demostracion. Ver [8]. A O

Proposicion 2.1.12. Sean X un espacio topolégico y 4 C X un subespacio. Si % es
una subbase para la topologfa de X, entonces %4 = {SNA|S € &} es una subbase

para la topologia de subespacio de A.
Demostracion. Ver [8]. 0
Definicion 2.1.12. Sea (X, Z) un espacio topoldgico.

1. (X, ) es separable si contiene un subconjunto denso numerable.

2. El espacio (X, .7) es primero numerable si cada punto x € X posee una base

local de vecindades numerable.

3. El espacio (X, ) es segundo numerable si existe una base numerable para

7.

Las propiedades “primero numerable” y “segundo numerable” son conocidas
como el primer axioma de numerabilidad y el segundo axioma de numerabilidad,

respectivamente.

Definicién 2.1.13. Dados dos espacios topolégicos (X, ) y (¥,), llamaremos
topologia producto £, o topologfa de Tychonoff, en X x Y, a la topologia , x, 7;
es decir, & es la menor de las topologias en X x ¥ que convierte a 7y y a 7ty en

funciones continuas.

Proposicion 2.1.13. Las proyecciones nty : X x ¥ = X y 7y : X x ¥ — Y son fun-

ciones continuas y abiertas cuando consideramos en X x Y la topologia producto.

Demostracion. Por la definicion de la topologia producto en X X Y, 7x y 7y son

continuas.

20



2155

Demostremos ahora que 7y y My son funciones abiertas, Haremos la de-
mostracion solo para my. Sea ¥ un subconjunto abierto de X x Y y sea x € my[V].
Vamos a demostrar que existe un subconjunto abierto W de X que satisface
x €W C mx|[V]. Como x € mx[V'], podemos asegurar que existe y € ¥ tal que (x,y) €
V. Ademas, la definicién de la topologia producto en X x ¥ nos garantiza que pode-
mos tomar un abierto 4 de X y un abierto B de Y tales que (x,y) €4 xB C V.
Tenemos ahora que x € my[4 x B] C my[V]. Pero wy[4 x B] = A. Haciendo 4 = W,

obténemos lo deseado. O

Observacidén 2.1.1. Cuando una propiedad topolégica P que comparten dos es-
pacios X y ¥, se conserva cuando consideramos la topologia producto en X x ¥,

diremos que P es una propiedad finitamente productiva.

Definicién 2.1.14. Un espacio topoldgico (X, F) serd llamado espacio Tp (también
se dice que J es una topologia Tp) si para cada par de puntos distintos x y y de X
existe un subconjunto abierto U tal que U contiene a uno de los puntos x 6 y, pero
no al otro; esto es, para cada par de puntos distintos x y y de X, existe un abierto U

tal que [UN {x,y}| = 1. (Véase Figura 2.3)

Figura 2.3: En un espacio Ty, dados dos puntos diferentes es posible hallar un

abierto que contenga a uno de los puntos pero no al otro.

Proposicién 2.1.14. Si {(X;, ;) : j € J} es una familia de espacios topologicos no
vacios, entonces el producto J];e;X; es un espacio Tp'siy sélo si cada espacio X;

es un espacio 7p.

21



Demostracién, Ver [16]. O

Teorema 2.1.4. Un espacio topolAégico (X, ) es un espacio Tp si y sélo si para

todo x,y € X con x # y, se tiene que ({x}) # ({¥}).

Demostraéién. =] Supongamos que x,y € X son tales que x # y. Como X es un
espacio Ty, existe U € & tal que [UN {x,y}| = 1. Podemos suponer, sin perder
generalidad en el argumento, que {x} = U N {x,y}. Entonces U es una vecindad de
x que no intersecta al conjunto {y}. Por este motivo, x € ({x}) \ ({(}).

<] Sean x,y puntos distintos de X. Supongamos que (_{y_})\m # 0. Elijamos
un punto z € @\ '(—{x—}j Como z ¢ m, existe un subconjunto abierto U de X
tal quez€ Uy UN{x} = 0. Entonces y € U y x ¢ U. La demostracién del otro

posible caso es analoga. O

Definicién 2.1.15. Diremos que un espacio topoldgico (X, Z) es un espacio T1, o
que Z es una topologia 71, si para cualesquiera puntos distintos x y y de X, existen
subconjuntos abiertos Uy ¥ de X tales que x e U\ V y y € V' \U. (Véase figura
2.4)

Figura 2.4: En espacios 77, es posible que haya vecindades de un punto x que
intersecten a cualquier vecindad de otro punto y. No obstante, existe una vecindad

de x que no contiene a y y viceversa.

Observacion 2.1.2. Es claro que todo espacio 7; es un espacio T. Pero el reciproco

no es cierto.
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Observacion 2.1.3. La relevancia de los espacios 7] es que en todos ellos los con-
Jjuntos unipuntuales son siempre subconjuntos cerrados; de hecho, como veremos a

continuacion, esto caracteriza a los espacios 7.

Teorema 2.1.5. Un espacio topoldgico (X,.Z) es un espacio 77 si y sélo si para

todo x € X, el conjunto {x} es un subconjunto cerrado de X.

Demostracién. =>] Seanx € Xy y € X\ {x} arbitrarios. Como X es un espacio Ti,
existen abiertos U y ¥ tales quex € U\ V' yy € V'\ U. Note ahora que
y€V C X\ {x}. De esta forma, X\ {x} es abierto.

4] Sean x,y € X conx # y. Entonces U =X\ {y} y ¥V = X\ {x} son subcon-
juntos abiertos de X tales quex e U\ ¥V y y € ¥\ U. Por ello, X es un espacio
7. O

Corolario 2.1.2. Un espacio topolégico X es T} siy sdlo si todo subconjunto finito

de X es un subconjunto cerrado.
Demostracién, Ver [16], 0

Corolario 2.1.3. Si (X,.7) es un espacio para el cual se tiene que toda sucesion

definida en él tiene a lo mds un limite entonces X es un espacio Tj.

Demostracién. Supongamos que x € X es arbitrario, y que y € ({x}). Puesto que
tanto y como x son limites de la sucesion x,, = x para toda n € N, la propiedad que
posee X implica que y = x. Ello nos asegura en particular que ({x}) = {x}. En

consecuencia, X es un espacio 7. my

Proposicioén 2.1.15. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio

topologico X.

1. X esun espacio Ti;
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2. Cada 4 C X es igual a la interseccion de todos los subconjuntos abiertos de X

que lo contienen;

3. Para cada x € X, el conjunto {x} es igual a la interseccién de todos los sub-

conjuntos abiertos de X' que lo contienen.
Demostracién. Ver [16]. [

Proposicién 2.1.16. Sea (X,.7) un espacio 7;. Un punto x € X es un punto de
acumulacién de un subconjunto E de X si, y sélo si, cada abierto que contiene a x

contiene también una cantidad infinita de puntos del conjunto E.

Demostraciéon. Supongamos que x es un punto de acumulacién de E. Conside-
remos un subconjunto abierto U de X que contenga a x. Si ocurriera que UNE
fuera un conjunto finito no vacio, entonces el conjunto (U \ {x}) NE es también
un subconjunto finito de X. Supongamos que (U \ {x}) NE = {x|,x2,...,%,} (es
claro que (U\ {x}) N E = @ contradice ya la hipétesis sobre x). Como X es un
espacio Ti, el conjunto {x1,x2,...,x,} es cerrado por ser un conjunto finito. Asf,
B=U\{x1,x,...,%,} s un subconjunto abierto de X que contiene a x y satisface
BN{E\ {x}) = 0. Lo cual contradice nuestra hipdtesis sobre x. Por lo cual, el
conjunto U NE debe ser infinito.

Por otro lado, si cada abierto que contiene a x contiene también una cantidad
infinita de puntos del conjunto £, entonces para cualquier vecindad ¥ de x, siempre
se tiene que (V' \ {x}) NE # 0. Por tal motivo, x es un punto de acumulacién de

E. tl

Teorema 2.1.6. Si {(X;,7;): j € J} es una familia de espacios topoldgicos no
vacios, entonces el producto [];cX; es un espacio Tj si y sélo si cada espacio X

es un espacio 7j.
Demostracién. Ver [16]. - O
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Definicién 2.1.16. Un espacio topoldgico (X, ) es un espacio de Hausdorff o T
si X satisface la siguiente condicién: para cualesquiera puntos distintos x y y de X,
existen abiertos Uy V de X tales que x e U,y € ¥, yUNV = 0. (Véase la figura
2.5).

Figura 2.5: En los espacios Hausdorff, dos puntos diferentes x y y, siempre tienen

vecindades ajenas que los contienen

Observacion 2.1.4. No es dificil verificar que todo espacio 73 es un espacio 71 (y
por lo tanto, también un espacio 7). Pero la implicacion 75 — 77 no puede ser

revertida.

Proposicién 2.1.17. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio

topoldgico (X, 7).
1. X es un espacio 13;

2. Para cada x € X, el conjunto {x} es igual a la interseccién de las cerraduras

de todos los subconjuntos abiertos de X que lo contienen; esto es,
{x}zﬂ{@'-)':xelle T}
3. La diagonal A = {(x,x) : x € X'} es un subconjunto cerrado de X x X.
Demostracion, Ver [16]. : O
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Espacios regulares

Los axiomas de separacién que han sido introducidos hasta este momento permiten
la separacion de puntos diferentes utilizando subconjuntos abiertos. Intuitivamente
uno puede pensar que los objetos topoldgicos que siguen en grado de complejidad a
los puntos de un espacio topoldgico son los subconjuntos cerrados del mismo (esto
es asi, por lo menos, en los espacios 71 ya que, recuerde, en dichos espacio los
conjuntos unipuntuales son siempre subconjuntos cerrados).

Por ello una pregunta muy natural es: jen cudles espacios topoldgicos es posi-
ble separar puntos de subconjuntos cerrados, utilizando para ello a subconjuntos
abiertos ajenos? O en forma mucho més general podemos preguntarnos: jen cudles
espacios topolégicos es siempre posible hallar subconjuntos abiertos ajenos que se-
paren a subconjuntos cerrados que son ajenos?

Ambas preguntas fueron estudiadas por L. Vietoris, quien en 1921 introdujo los

llamados espacios regulares o espacios 73.

Definicion 2.1.17. Un espacio topolégico X es un espacio regular o T3 si satisface

las siguientes condiciones:
1. X es un espacio 17;

2. Para cualquier F C X cerrado y x € X \ F existen conjuntos abiertos ajenos U

yVtalesquexe Uy F C V. (Véase lafigura 2.6)
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Figura 2.6: Axioma de separacion 73: el conjunto F es cerrado y x ¢ F.

Espacios compactos

Definicion 2.1.18. Sea (X, .7) un espacio topoldgico. Una coleccién % de subcon-
juntos de X es una cubierta de X si X = % . si ademas cada uno de los elementos
de % es un subconjunto abierto de X, entonces a % le llamaremos cubierta abierta
de X. Por otro lado, si % es una cubierta de X y # es un subcoleccién de %,
diremos que ¥ es una subcubierta de % si|J¥ = X es claro que aqui es la union

de los elementos de 7.

Definicion 2.1.19. Un espacio topolégico X es un espacio compacto si toda cubierta

abierta de X tiene un subcubierta finita.
Observaciéon 2.1.5.

s Diremos que un subconjunto F' de un espacio topolégico X es compacto si
al ser considerado con la topologia relativa, es un espacio compacto. Por
ejemplo, todo subconjunto finito de un espacio topolégico es siempre un sub-

conjunto compacto.
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Definicidn 2.1.20. Sea X un espacio no compacto. La compactacion de Alexandroff
A(X) de X es el espacio X U {e}, donde < es un punto que no pertenece a X, con
la siguiente topologia:

T ={UCXU{ee}:UNX es abiertoen X y

U C X 6 X\ U es subespacio compacto de X'} ’

Al espacio A(X) también se le llama compactificacion por un punto de X. Es facil
ver que Z es una topologia en ¢l conjunto A(X) y que la topologia que el conjunto
X hereda de 4(X) coincide con su topologia original. Ademas, el espacio A(X) es
un espacio compacto. En efecto, suponga que % es una cubierta abierta de 4(X).
Sea Uy € % tal que o € Uy. Por la definicion de la topologia de

A(X), X\ Uy es compacto. Sean Uy,...,U, C % tales que X\ Uy C U U---UU,
Entonces {Uy, ..., Uy} es una subcubierta finita de % .

Proposicion 2.1.18. Un espacio X es compacto siy solo si toda familia de conjuntos

cerrados en X con la propiedad de interseccion finita tiene interseccion no vacia.

Demostracién. Sea X compacto, y sea % una familia de conjuntos cerrados en X.
Si & = 0, entonces la familia % = {X\ F : F € #} es una cubierta abierta de X.
Por la compacidad de X, la cubierta % tiene una subcubierta finita %’. Sea
F'={X\U:U € %'}. Entonces F' =0, y Z no tiene la propiedad de inter-
seccion finita.

Ahora supongamos que toda familia de conjuntos cerrados en X con la
propiedad de la interseccion finita tiene interseccion no vacia. Sea % uma cubierta
abierta de X. Entonces # = {X\U :U € %} es una familia de conjuntos cerra-
dosen X,y NF = X\U% = 0. Esto implica que .# no tiene la propiedad de la |
interseccion finita, y entonces existe %' C & finito tal que ()%’ = 0. Entonces la

familia ¥ = {X\ F : F € %’} es una subcubierta finita de % . O



Proposicién 2.1.19. Sean X un espacio compacto y F' un subespacio cerrado de X.

Entonces I es compacto.

Demostracién. Sea ¥ una cubierta abierta de F. Para todo ¥ € ¥ sea Uy un
conjunto abierto en X tal que V' = Uy NF. Entonces % = {Uy : V € ¥ U {X\F}
es una cubierta abierta de X. Sea %' una subcubierta finita de %. La familia
{UNF :U € %'} es una subcubierta finita de ¥ _ |

Observacion 2.1.6.

¢ Por la anterior proposicion, todo espacio cociente de un espacio compacto es

también un espacio compacto.

e La compacidad es una propiedad de surna importancia y gran fuerza. Por
ejemplo, en el siguiente teorema se puede apreciar cémo los subconjuntos
compactos de un espacio de Hausdorff satisfacen propiedades de separacién

andlogas a las que cumplen los puntos.
Teorema 2.1.7.

1. Sea X un espacio de Hausdorff, y K, K, C X subespacios compactos de X. Si
K NK; = 0 entonces existen subconjuntos abiertos ajenos U y V en X tales

que Ky CUyYK CV.

2. Sea X un espacio regular. Si F C X es cerrado y
K C X es compacto y FNK = @, entonces existen abiertos ajenos U y V tales

que FCUYKCYV.
Demostracion.

1. Fijamos un punto y € K. Para todo x € K3, sean UZ, ¥} abiertos tales que

xeWyeV! yUin =0. La familia % = {U}NK :x € K} es una
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cubierta abierta de K. Sea {U, NK,...,U3, NK} una subcubierta finita de
% . Hagamos A, = U3, U---UUZ, y B, =V N---NVZ,.

Note ahora que la coleccién W = {B,NK; : y € K1} es una cubierta abierta
de K. Como K es compacto, existen v, ¥z, ..., Vy en Kj tales que

{(By, NKy),...,(By,NK})} es un subcubierta finita de #. Definamos U =
By U---UBy, yV =4y, N---N4d,,. Entonces Ky CU, K, CVyUN¥V =0.

2. Como X es regular, para cada x € X existen abiertos ajenos Uy y ¥ tales
que F C Uy y x € ¥;. Note que la familia 7 = {V;NK :x € K} es una
cubierta abierta de K. Siendo X compacto, existen xy,...,x, en K tales que
{VeyNK,...,¥;, NK} es una subcubierta abierta de % . Definamos ahora a
U=UyN--NUy, yV =V, U---UV,,. Entonces U y V son abiertos ajenos
talesque FCUyKCV.

Corolario 2.1.4.

1. Si X es un espacio de Hausdorff y K es subespacio compacto de X, entonces

K es cerrado en X.

2. Sean X un espacio compacto, ¥ un espacio de Hausdorff, y f: X — ¥ una

funcidn continua. Entonces f es una funcién cerrada.
Demostracion.

1. Six € X\XK, aplicando el teorema 2.1.7 a los compactos Kj = {x} y K =
K, podemos concluir que existen subconjuntos abiertos ajenos U y ¥ tales
que K] CU y Ky C V. Entonces x € U C X\ K. De esta manera hemos

comprobado que X es cerrado.
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2. S8i F C X es cerrado, entonces F es compacto. La funcién f [ F : F — f[F]
es continua y sobreyectiva. Siendo F compacto, f{F| es compacto. Pero todo

subespacio compacto de un espacio Hausdorff, es un subconjunto cerrado.
O

Corolario 2.1.5. Sean X un espacio compacto, ¥ espacio de Hausdorff, y

f X — Y una funcién continua. Si f es biyectiva, entonces f es un homeomor-

fismo.
Demostracién. Sale inmediato del Teorema 2.1.7 y la hipétesis del absurdo. [

Proposicion 2.1.20. Sean X un espacio y Xj,...,X, subespacios compactos de X

tales que X = X; U---UX,. Entonces X es compacto.

Demostracion. Si %/ es una cubierta abierta de X, entonces para cada i €
{1,...,n},% = {UNX;: U € %} es una cubierta abierta de X, y existe una subfa-
milia finita %4 C % tal que UNX; : U € %/ cubre a X;.

La familia % U--- U %/, entonces, es una subcubierta finita de %. |

Teorema 2.1.8 (Tychonoff). Sea {X;: j € J} un coleccién no vacia de espacios
topol6gicos no vacios. El producto de Tychonoff X' = [];¢;X; es un espacio com-

pacto si y sélo si el espacio X; es compacto para cada j € J,

Demostracién. Ver [7]. 0

Espacios localmente compactos

Definicion 2.1.21. Un espacio X se llama localmente compacto si todo punto de X

tiene una vecindad compacta.

31



Definicién 2.1.22. Diremos que un espacio topolédgico (X, ) es conexo si no
puede expresarse como la unién de dos subconjuntos cerrados ajenos y no vacios.

De lo contrario, decimos que (X,.7) es disconexo.

Definicién 2.1.23. Una pareja (U, V) de subconjuntos de un espacio X es una se-

paracion de X si U y ¥ son abiertos, X = UUV,UNV =0y U £0#£V.

Observacion 2.1.7. ¢ Claramente, un espacio X es conexo siy sélo si no existe

una separacion de X

e Naturalmente, la expresion “el subconjunto 4 de X es conexo (o disconexo)”
se referird al conjunto 4 con la topologia relativa heredada de X. En algunas
ocasiones también se usard la expresion: “4 es un subespacio conexo de X"
Observe que sid C Y C X, entonces 4 es un subespacio conexo de Y, cuando

¥ s0lo cuando A4 es un subespacio conexo de X.

Proposicion 2.1.21. Sea X un espacio conexo y g : X — Y una funcién continua y

suprayectiva. Entonces Y es un espacio conexo.

Demostracion. Supongamos que ¥ = U UV en donde U y V' son subconjuntos

abiertos de Y,UNV =0, UUV =Y yU # 0 # V. Tenemos que
X=g '[Vug ' [r]ye ' UIng™ V] =0.

Ademds, como g es continua y suprayectiva, g~ [U] y g~![V'] son subcohjuntos

abiertos no vacios de X. Es decir, X no es conexo. O

Teorema 2.1.9. El espacio producto [] ;X es un espacio conexo si y sélo si cada

X}- €S CONexo.

Demostracion. Ver[7]. - O
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Proposicion 2.1.22. Un espacio X es localmente conexo si y sélo si las compo-

nentes conexas de cada subconjunto abierto de X son conjuntos abiertos de X
Demostracién. Ver [7]. . 1

Corolario 2.1.6. Cualquier subespacio abierto de un espacio localmente conexo es

también localmente conexo.

2.1.2 Aplicaciones entre Espacios Topolégicos y Homeomor-

fismo

Sean X, Y dos espacios topoldgicos. Una aplicacién f : X — Y es continua si para
todo U C Y abierto se tiene que £~ () C X és abierto. En términos locales, sup6n-
gase que f(x) =y, la aplicacion f es continua en x € X siy sélosi f~1(U) € A (x)
para toda U € A4 (y).

Proposicién 2.1.23. La composicién de aplicaciones continuas es una aplicacion

continua.

Demostracién. Sean f: X — Y y g:Y — Z aplicaciones continuas, y seaU C Z

abierto, entonces g~! (L) C Y es abierto por la continuidad de g y
(goN'W)=rg U)X

es abierto por la continuidad de f. O

Proposiciéon 2.1.24. La restriccién de una continua es continua.

Demostracion. Sean f: X — Y una aplicacién continua y 4 un subespacio de X,
entonces, para I/ C Y abierto, claramente (f]4)~'(U) = f~1(4) N4 que es abierto
en 4. |
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Es siempre 1til tener caracterizaciones distintas de un fendmeno, y en este caso
de la continuidad, de manera que pueda ser reconocible bajo circunstancias distin-

tas.

Teorema 2.1.10. Si f es una funcion del espacio topolégico X en el espacio

topolégico Y, entonces las condiciones siguientes son equivalentes.
1. f es continua.
2. Para cualquier abierto U de ¥, f![U] es abierto en X.
3. f~![F] es cerrado en X para cualquier cerrado F de Y.

4. flelx(4)] C cly(f\ (4)) para cualquier 4 C X, donde clx y cly son los ope-

radores cerradura en X y Y, respectivamente.
5. clx(f~YB]) C £V cly(B)] paracada BC Y.
Observacion 2.1.8. Clx(4) es la clausura de 4 con respecto a la topologia de X.

Demostracién. Supongamés que f es continua y que U es abierto en Y. Dado
x € f~YU], tenemos que existe By, abierto en X que contiene a x, de tal forma que
f1Bx] €Uy, porende, x € B, C f~!{U]. f~1[U] = By que es abierto.

Demos por valido el inciso (2) y sea F' un subconjunto cerrado de Y. Tenemos
que Y \ F es un abierto en Y y, por lo tanto, f~![Y \ F] debe ser abierto en X. Ahora,
la ignaldad f~![Y \ F] =X\ f~![F] nos garantiza que f~![F] es cerrado en X.

Sea A un subconjunto de X. Sabemos que clx(f[4]) es un subconjunto cerrado
de Y, asi que si (3) es cierto, entonces /! [cly (f]4])] es cerrado en X. Por otro lado,
la condicién f{4] C cly (f]4]), implica que 4 C £ [f[4]] € f~[cly (f[4])]. De aqui
obtenemos que cly(4) C f~!cly (f[4])] v, finalmente, flclx(4)] C cly (f14]), tal y

€Omo se queria.
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Para probar que (4) implica (5), tomemos un subconjunto B de ¥ y hagamos
A = f71[B]. Por (4) sabemos que flclx(4)] C cly(f]4]) y como f]4] C B, obte-
nemos flcly(4)] C cly(B), con lo cual cly(4) C f~![cly(B)]; es decir,
cle(f1B]) € £ [clr (B)]-

Finalmente, tomemos por hipétesis el inciso (5) y concluyamos que f es con-
tinua. Sea x € X un punto arbitrario y sea N un abierto en Y que contiene a f(x).
El conjunto B = Y \ N es cerrado, asi que la contenci6én del inciso (5) toma la
forma: cly(f~'[B]) € f~!(B]. De esto tltimo se infiere que f~![B] = f~! [V \N] =
X\ f~![N] es cerrado en X o, en otras palabras, M = f~![N] es abierto. En resumen,

M es un abierto en X que contiene a x y ademas f[M] C N. 0O

Proposicién 2.1.25. La aplicacién f: X — Y es continua si y s6lo si la preimagen
de todo bésico de Y es abierto en X.

Demostracién. Si f es continua la conclusién es obvia. Reciprocamente, supon-
gase que la preimagen de todo basico es un abierto, y sea U C Y un abierto arbitrario,

escribamos U como unidn de bésicos

U: U Ba,
ace

dado que, entonces

= U (B,

acd
es claro que f~!(U) es abierto en X, a

Corolario 2.1.7. La aplicacién f : X — Y es continua si y s6lo si la preimagen de

todo subbésico de Y es abierto en X,

Demostraciéon. Nuevamente, si f es continua la conclusion es obvia. Supdngase
ahora que las preimagenes de subbasicos son abiertas y sea B C Y un bésico arbi-

trario, escribamos B como interseccion finita de subbasicos
B=5nN..."nS,,
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y puesto que, entonces

@) =11 SN0 S,

es claro que f~1(B) es abierto en X, de manera la conclusion se sigue del resultado

previo. 0

Proposicién 2.1.26 (Lema de pegadura para cerrados). Sean 4,B C Y subespacios
cerrados tales que AUB =X,y f: X — Y una aplicacién. Si tanto f|4 como f/p

son continuas, entonces f es continua.

Demostracién. Sea F' C Y cerrado, entonces, por continuidad, tanto f| IZI(F ) =

FHF)NA4 como f|31(F) = f~1(F) NB son cerrados en X, y dado que ademés

SHE) =1 E) S E),
se sigue que f~!(F) es cerrado en X. O

El nombre de estos resultados, aludiendo a la pegadura, proviene del hecho de
que permiten “pegar continuamente” aplicaciones continuas; una notacion alegorica

que se usa con frecuencia es f = f|4U flp.

Proposicion 2.1.27 (Lema de pegadura para abiertos). Sean il = {44|c¢ € &/} una
coleccion de abiertos de X tales que Ul = X,y f : X — Y una aplicacioén. Si tanto

Jo = fla, es continua para todo ¢ € &7, entonces f es continua.

Demostracién. Basta notar que, para U C Y abierto, f,;1(U) = f1(U)N 4y es

abierto en 4,4, y en consecuencia es abierto en X. Por otra parte, es claro que

o= 5w,

[+ 1=¥-4

de donde f~1(U) es abierto en X. O
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Definicion 2.1.24. Una aplicacién f: X — Y se dice que es una aplicacion abierta si
la imagen de todo abierto es abierta, y andlogamente, se dice que es una aplicacion

cerrada si la imagen de todo cerrado es cerrada.
Ejemplo 2.1.1. Considérese la funcién f : R — R dada como sigue.

si x>0

o

fx) =

)

si x<0

Figura 2.7: Funcidn cerrada no abierta.

Esta funcién es cerrada, pero no es abierta, para convencerse basta considerar

las imégenes de los intervalos (—1,1) y [—1,1].

Definicion 2.1.25 (homeomorﬁsmo): Un homeomorfismo es una aplicacion biyec-
tiva y bicontinua, , es una biyeccién continua con inversa continua. Si la aplicacion
f:X —Y es un homeomorfismo, se dice que los espaciosX y Y son espacios home-
omorfos. Claramente, dado que la composicién de aplicaciones es una aplicacién
continua, se sigue que la relacion de homeomorfismo es una relacién de equivalen-

cia sobre la coleccion de los espacios topolégicos.
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Observaciéon 2.1.9.

s 1 os espacios topoldgicos X v ¥ seran llamados homeomorfos si existe un
homeomorfismo entre X'y Y. La expresién X = Y significara que los espacios

X y Y son homeomorfos.

» Es inmediato, de la definicion que si f es un homeomorfismo, entonces f !

también lo es.

Cuando dos espacios X y ¥ son homeomorfos, los consideramos como obje-
tos equivalentes en la clase de espacios topoldgicos, y podemos intercambiar
uno por el otro en nuestros discursos y argumentaciones sin que las con-
clusiones se alteren. Como hemos mencionado, ellos son el mismo objeto

topologico.

Defipicion 2.1.26. Una propiedad P es topolégica si cada vez que un espacio X
tiene la propiedad P, también la posee cualquier espacio topolégico homeomorfo a
X.

Observacion 2.1.10. Sea % una base del espacio topolégico X. Si Y es un espacio
topolégico y f es una funcién de X en Y, entonces el Teorema 2.1.10 implica que f

es abierta si, y s6lo si, f[B] es abierto en ¥ para cada B € A.

Es posible encontrar funciones continuas que son abiertas y no son cerradas,
y viceversa; e incluso, se pueden hallar funciones que no son continuas pero si

abiertas o cerradas.

Observacién 2.1.11. Un homeomorfismo de un espacio en si mismo es un aufo-
morfismo, y es ademas claro que la composicién de homeomorfismos es un tercer
homeomorfismo. Entonces la coleccién de espacios en una clase de homeomor-
fismo tiene estructura de grupo, dado que la identidad ly : X — X es obviamente

un automorfismo.
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Proposicién 2.1.28. Si f es una funcidn biyectiva entre los espacios topolégicos X

e Y, entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1. f~!es continua.
2. f es abierta.

3. fes cerrada.

Demostracién. Sea 4 un subconjunto abierto de X. Si f~! es continua entonces
(f~1)71]4] es un subconjunto abierto de ¥, y como (f/~!)~1[4] = f{4], ya podemos
concluir que f es abierta.

Supongamos que f es abierta y sea ' un subconjunto cerrado de X. Esto Gltimo
implica que U = X'\ F es abierto en X, asi que f[U] debe ser abierto en Y. Ahora,
la biyectividad de f garantiza que f[F] = fIX \U] = Y\ f{U] y, por consiguiente,
SfIF] es cerrado en Y.

Finalmente demostraremos que si f es cerrada, entonces f~! es continua. Si
F es un subconjunto cerrado de X, tenemos que f[F] es cerrado en Y; este hecho,

junto con la igualdad (f~')~}[F] = f]F], nos prueban la continuidad de ~1. [

Corolario 2.1.8. Una funcidn biyectiva y continua f : X — Y es un homeomor-
fismo si satisface alguna de las condiciones equivalentes (1),(2),(3) de la Proposi-

cién 2.1.28.

2.1.3 Variedad Topologica
En esta seccidn veremos aquellos espacios topologicos que localmente son como
los espacios Euclidianos.

Definicién 2.1.27 (Variedad topoldgica). Una n-variedad é variedad topoldgica
n-dimensional es un espacio de Hausdorff en el que cada punto posee un en-

torno abierto homeomorfo al disco n-dimensional abierto D"= {x ¢ R"; ||x|| < 1}.
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o
Notese que D=5 R" por lo que podriamos exigir que cada punto tenga un entorno

homeomorfo a R”.

Ejemplo 2.1.2. Los siguientes espacios son variedades topolégicas

1.

2.

El espacio R" con la topologia usual es una #-variedad.

Todo subconjunto abierto U de R” con 1a topologia usual es una n-variedad.
Pues siu € U entonces existe € > 0 tal que u € B.(u) C U C R" y desde luego
Be(u)~ D"

. Laesfera §” es una n-variedad. Pues via proyeccion estereografica todo punto

xe€5"—{(0,0,...,1)} posee un entorno abierto el mismo S” — {(0,0,...,1)}
que es homeomorfo a D”. Ademas el punto (0,0,...,1) posee el entorno

abierto §” — {(0,0,...,—1)} homeomorfo a R”.

. Si M es una m-variedad y N es una n-variedad entonces el producto M x N

es una m + n-variedad ya que D™ x D"~ R"” x R" ) y el producto de

espacios de Hausdorff es de Hausdorff.

El grupo multiplicativo R* = R — {0} actGa de modo propiamente discon-
tinuo sobre R"+! — {0}, por la aplicacién x — ¢x, donde ¢ € R*. El espa-
cio clases de equivalencias de R"+1 — {0} R* puede ser interpretado como
el conjunto de las rectas pasando a través del origen en R**!. El espacio
proyectivo n-dimensional es el eépacio de las clases de equivalencia de la
accién de R* sobre R™*! — {0}, dadas por las aplicaciones dichas anterior-
mente.Fl espacio RP” es una n-variedad. Para lo cudl se considera la apli-
cacion p : " — RP" que aplica x € S” en el par {x,—x} e RP". Si Uy es un
entorno abierto de x homeomorfo a Do” y de di4metro menor que v/2. En este

Le]
caso p(U,) es un entorno abierto de {x,—x} € RP" homeomorfo a D" esto
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debido a que p es una aplicacion continua y abierta.
Mas general si X es un G-espacio donde & actia libremente sobre X entonces

. . X .
X es una n-variedad compacta si solo si e también lo es.

Definicién 2.1.28. Una n-variedad con borde M es un espacio de Haﬁsdorff en el
que cada punto posee un entorno abierto homeomorfo a R” 6 al semiespacio supe-
rior de R” esto es {(x1,...,xn); x, = 0}. El conjunto de puntos de M que poseen
entornos homeomorfos el semiespacio superior pero que no poseen entornos home-

omorfos a R” se llama el borde de M el cudl es una (n — 1)-variedad.

2.1.4 Variedad diferenciable

Definicion 2.1.29 (Variedades diferenciables). El par (M™,5#) es una variedad
diferenciable de dimensién m y clase C* 6 M es una m-variedad diferenciable de

clase C¥ si se verifican las signientes condiciones:
1. M es un espacio topologico de Hausdorff con base numerable.

2. J% es una coleccién de homeomorfismos(sistema coordenado) x : U — R™ ~
de conjuntos abiertos U C M sobre conjuntos abiertos x(U) < R™. Es
usual denotar (U,x) = (U;x!,...,x™) donde los x' = r;x son las funciones
coordenadas y r; son las coordenadas canénicas tal que ri{a) = a;, a € R™ da

esta representacion. Ver figura (2.8)
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Figura 2.8: Variedad diferenciable.

3. Los dominios U de los homeomorfismos x € 3% cubren M.

4. Dadosx:U — R"yy:V — R" pertenecientes a ¢ con U NV # & entonces
el cambio de coordenadas @y, : x(UNV) = y(UNV) es homeomorfismo de
clase C* Ver figura (2.9)
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v

-1

\nyzy X

Figura 2.9: Cambio de coordenadas.

5. Dado un homeomorfismo z : W — R™ de un abierto W C M sobre un abierto
z(W) C R™ tal que @z, s, son de clase C* para cada x € S entonces z € H#
(Condicién de Maximalidad).

A veces denotaremos simplemente M = (M™, 37).
La coleccion ## con las condiciones (2),(3),(4),(5)es llamado Atlas Maximal de

dimensién m y clase C* sobre M.

Definicién 2.1.30 (Subvariedades abiertas). Un conjunto abierto /¥ de una variedad
M de clase C* tiene una estructura natural de variedad de clase C* dada por el atlas
maximal en M conformado por todas las coordenadas admisibles y : U — R™ en

M, cuyos dominios U estdn contenidos en .

Definicion 2.1.31 (Codimensién). Si M es una r-variedad diferenciable y B una

subvariedad de M la codimension de B en M es definida
codim(B) = dim(M) — dim(B)
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Notar que las subvariedades abiertas tienen codimensién cero.

Definicion 2.1.32 (Producto de Variedades). Sean (M™,.5¢°) y (N",98) variedades
de clase C*. En el espacio topolégico producto M x N podemos definir una estruc-
tura de variedad de dimensién m+n y clase C¥ por medio del atlas H° x 2 for-
mado por los sistemas de coordenadas x x y : U x ¥ — R™" dado porx x y{p,q) =
(x(p),¥(q)); xS,y B

Como (£x7)(xxy) ™' = Exx" D) x (§)~!) se sigue que S x B es un atlas de
clase C*. Este atlas est contenido en un tinico atlas maximal de clase C* que define

en M x N una estructura de variedad producto.

Definicién 2.1.33 (Variedades diferenciables con borde). Una variedad diferencia-
ble n-dimensional M con borde es un espacio de Hausdorff tal que todo punto
tiene un entorno abierto homeomorfo al disco abierto U de R” 6 al semiespa-~
cio H" = {(x1,x2,....,%n) € R"; x, > 0}. El borde del semiespacio H” es dado pbr
d(H™) =R"1 x {0} el borde de M denotado por d(M) sera el conjunto de todos los
puntos de M que por el homeomorfismo corresponden a puntos de d(H"). Ademés

M — (M) es llamado el interior de M.

Ejemplo 2.1.3. El disco cerrado 6 bola E" = {p € R"; |p| < 1} es una variedad
topologica n-dimensional con borde. La esfera $*~! es su borde y el disco abierto

U™ su interior.

Observacion 2.1.12. El conjunto de puntos del borde y el conjunto de puntos inte-
riores son mutuamente disjuntos. Se ve ficilmente que el conjunto de puntos

interiores es un subconjunto abierto denso, por tanto el conjunto de puntos del
borde es un conjunto cerrado. El conjunto de puntos del borde de una variedad

n-dimensional es una variedad (n — 1)-dimensional.
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Definicion 2.1.34 (Aplicaciones entre variedades diferenciables). Sean las va-

riedades M, N de clase C"; (r > 1) con dimensiones m, n respectivamente se dice
que una aplicacién f: M — N es diferenciable en el punto p € M si existen sistemas
de coordenadas x : U - R en M ,y: ¥V - R"enN,conpe U, f(U) C V tales
que y fx~!: x(U) — p(V) C R™ es diferenciable en el punto x(p). La aplicacién

So =Y fx~1 es la expresién de f en las coordenadas locales x, y.Ver figura (2.10)

Figura 2.10: Aplicacién diferenciable.

Si f: M — N es una aplicacién diferenciable en el punto p € M directamente

se tiene que f es continua en p € M.

Observacion 2.1.13. Como los cambios de coordenadas en M, N son difeomorfis-
mos de clase C", la diferenciabilidad dépende de las coordenadas X’ : U’ — R™ en
M,y :V' = R"enN,conpe U, f(U") C V' laaplicacién fyy =y f((x') 1) serd
diferenciable en x'(p).

Diremos que /" : M — N es diferenciable si es.diferenciable en todo punto de M.

Finalmente f: M — N es de clase C¥; (k < r) si para cada p € M existen sisternas
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de coordenadas localesx: U - R"en M ,y:V —+R"enN,conpc U, f(U)CV
tal que yfx~! : x(U) —» y(¥) es de clase C¥. Cuando decimos que f: M — N es de
clase C* admitiremos al menos implicitamente que M, N son de clase C", r > k.

Dadas f: M — N, g: N — P de clase C* la compuesta es de clase C*,

Ejemplo 2.1.4. Sean U C R™ un abierto y f: U — R™ una aplicacién. Podemos
considerar U como variedad de clase C* entonces f es diferenciable como apli-

cacién entre variedades diferenciables si solo si f es diferenciable.

Ejemplo 2.1.5. Sea M una n-variedad de clase C¥ yx: U — R un sistema de
coordenadas en M. C(}nsidéremos en U la estructura de subvariedad abierta de M.
Entonces x es un difeomorfismo de clase C* de U sobre x(U). De hecho la expresién
de x, x~! son dadas en los sistemas de coordenadas locales

x, ig : R™ — R"™ identidad de x(U).

En particular dada una parametrizacién ¢ : Uy — U < M (clase C¥). M™ C R” se

tiene que @, ¢! son difeomorfismos de clase C¥.

Ejemplo 2.1.6. Sean M, N1, N, variedades de clase C". Una aplicacién

f i M— Ny x N; es de clase C¥, k < r si solamente si f = (f1, f2) donde las coorde-
nadas f; : M — Ny, f»: M— N, son de clase C*. Consideremos N; x N, los sisternas
de coordenadas locales de tipo: y) X y, : ¥} x V2 — R™ x R™ entonces se tiene que
0 xy2)fxt = (r1fix ' yafox~!) asi se tiene que g = (g1,82) : x(U) = R x R”
es de clase Cy sisolosi gy 1 x(U) = R, g3 : x(U) — R™ son de clase Cy.

2.1.5 Grupos y Homomorfismo

Definicién 2.1.35. Definimos operacion binaria o ley de composicién. Sea G un
conjunto no vacio. Una operacién binaria o ley de composicién en G es una

funcién f': G x G — G donde (x,y) — f(x,y).
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Definicién 2.1.36. Un grupo es una pareja (G, 0), con G un conjunto no vacio, o
una funcién de G x G — G llamada operacién binaria y denotada por o(x,y) :=xoy,

1a cual satisface:
(i) La operacién o es asociativa xo (yoz) = (xoy)oz para todos x,y,z € G.

(ii) Existe e € ¢ tal que eox = x, para todo

x € (G (neutro por la izquierda), y x o e = x (neutro por la derecha)

(iii) Dado x’ € G, existe x € G tal que X’ ox = e (inverso por la izquierda), y xox’ =

e (inverso por la derecha)
Ejemplo 2.1.7. (a) (Z,+) es un grupo con la adicidn usual de enteros.

(b) El conjunto de matrices invertibles n x », con entradas en R y operacién, el
producto usual de matrices forma un grupo el cual se conoce como el grupo

lineal general, denotado por GL(n,R).

(c) Sea X un conjunto no vacio y Sy = {f : X — X|f es biyectiva},Sy es un
grupo con la operacién composicion de funciones, llamado el grupo de per-

mutaciones en X. A los elementos de Sy se les llama permutaciones.

(d) Sea G = GL(n,R) x R". Definiendo en G la operacién (4,X) * (B,Y) :=
(4B, X +Y), se verifica QUe (G, *) es un grupo.

Definicion 2.1.37. Dado un grupo G y g € G, se define el orden de g como el
minimo entero positivo » tal que g” = e, si tal entero existe, de otra forma se dice

que g tiene orden infinito. El orden de g se denotard por |g| = n.

Definicién 2.1.38. Sea G un grupo, H C G, H # 0. Se dice que H es un subgrupo

de G si la operacion de G restringida a / hace de éste un grupo.
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Si H es subgrupo de G, se usard la notacion H < G y se lee “H es subgrupd
de G”. El contexto de grupos, no hay lugar a confundir la notacién anterior con la

relacién de orden en un conjunto.

Teorema 2.1.11. Sea G un grupo, H C G,H 5 0. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes.
(i) H es un subgrupo de G.

(i) (a) Vx,y€ HxyeH,
(b) Vx e H,x"1 € H.

(c) Para todos x,y € H se tiene xy™! € H.

Demostracion. (i) == (ii) Es claro, pues al ser H un subgruﬁo se deben tener
satisfechas las condiciones (a) y (b).

(if) = (iii) Dados, x,y € H, (b) implica xy~! € H. La conclusién se obtiene
de la parte (a).

(#if) == (i) Primeramente notemos que al ser H no vacio, existeun x € H y de
esto se concluye, tomando x = y, que e =xx~' € H. Ahoratomandoy=xyx=e

se obtiene x~!

=ex~! € H. Solo falta demostrar que H es cerrado bajo la operacion
definida en G. Sean x,y € H. Por lo probado, x = y~! € H. Aplicando la hipétesis

axyazsetienequexz™! =xy € H. 0

Teorema 2.1.12. Sea G un grupo, {H; }; 7 una coleccion de subgrupos. Entonces

H={(\H,
A€l
es un subgrupo de G.
Demostracién. Directa aplicando el Teorema 2.1.11. 0
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Observacion 2.1.14. La unidén de subgrupos no es necesariarnente un subgrupo,

de hecho el siguiente ejercicio caracteriza cuando la unién de dos subgrupos es

subgrupo.

Ejercicio 2.1.1. (a) Sean H y K subgrupos de G. Se demuestra que HUK <
Ge&KCHoHCK.

(b) Sea G un grupo, ¢ una cadena de subgrupos. Se Demuestra que la unién de

elementos de & es un subgrupo.

Teorema 2.1.13. Sea G un grupo, S un subconjunto no vacio de G,
(Sy = {sl - -skrls; € S,ij=+1,j=1,...,mn e N}.

Entonces (S) < G. De hecho este subgrupo es el minimo que contiene a §. La

minimalidad es en el siguiente sentido. (S) = (| H.
SCH<G

Demostracion. En virtud del Teorema 2.1.12, es suficiente mostrar que dados dos
elementos x,y € (S), se tiene xy~! € (S). Para mostrar lo anterior basta observar
que dado y = s’il s e (S),y! =s;i"- .57 con i; = 1, por lo tanto y~! € (S).
De esto tiltimo se tiene lo deseado. Para mostrar lo restante, note que

Nsca<aH C (S), por ser {S) uno de los elementos sobre los cuales se toma la
interseccién. La inclusion de conjuntos se obtiene del hecho que los elementos de

(S) son productos de elementos de Sy S C H, por lo tanto (S) C Nscy<gf. O

Definicién 2.1.39. Con la notacién del teorema anterior, al subgrupo (S) se le llama
el subgrupo generado por S. Un grupo G se dice finitamente generade, abreviado
f.g., si G contiene un subconjunto finito S tal que G = (S). Si S tiene un solo

elemento, G se dice ciclico.

Definicién 2.1.40. Sean (G,0) y (G, *) dos grupos, f : G — G| una funcion.
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(1) si flxoy) = f(x) x f(y),¥x,y € G, f se llama un homomorfismo.
(ii) Si f es inyectiva y satisface i), f se llama un monomorfismo.

(iii) Si f es suprayectiva y satisface i), f se llama un epimorfismo.

1

(iv) Si fsatisface ii) y iii), f se llama un isomorfismo.

Si f: G—+ Gy es un isomorfismo, se dice que G es isomorfo a (7 y se usa la notacién

GG

Observacién 2.1.15. La composicién de homomorfismos, cuando esto tiene sen-

tido, es nuevamente un homomorfismo.

Observacion 2.1.16. “Ser isomorfos” define una relacion de equivalencia en la
clase de todos los grupos, cuyas clases de equivalencia estdn formadas precisamente

por los grupos que son isomorfos.

Definicion 2.1.41. Sea f : G — G un homomorfismo, se define:
(i) El nicleo de £, denotado ker f = {g € G|f(g) = en}.
(i) Laimagen de f, denotada Im f = {h € Gi|f(g) = h para algin g € G}.

Definicién 2.1.42. Un grupo G se dice ciclico si G = {g), para algin g € G. El
siguiente resultado es una de las consecuencias utiles e inmediatas del Teorema de

Lagrange.

Definicion 2.1.43. Sea G un grupo, N < G. Se dice que N es un subgrupo normal
sigNg~! = N para todo g € G. Cuando N es normal los denotaremos por N<G.

Observacién 2.1.17. Si H es un subgrupo de G, y g € G,gHg™! es un subgrupo
de G llamado subgrupo conjugado de H y |gHg™'| = |H|. Note que H es normal

<= H coincide con todos sus conjugados.
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Teorema 2.1.14. Las siguientes condiciones sobre un subgrupo N son equivalentes

(i) N es normal.
(ii) gNg~! C N paratodog € G.
(i) gN =Ngparatodog e G.
Demostracion. Ver [11]. [

Teorema 2.1.15. (Grupo cociente) Sea G un grupo, N< G, £y R los conjuntos de
clases laterales izquierda y derecha, respectivamente. Entonces £ = R, mdas ain,
estos conjuntos forman un grupo el cual es llamado grupo cociente médulo N y se

denota por G/N.
(i) Asociatividad.

(11) Existencia de identidad. Tomando la clase Ne = N, con ¢ la identidad en G,

se demuestra que NaNe = Ng para toda clase Na.

(iii) Existencia de inversos. Dada una clase Na, tomando Na~! se cumple que

Na 'Na=Ne=N.

De las condiciones anteriores se concluye que G/N, con la operacién de clases

definida, es un grupo. 0

Corolario 2.1.9. Si G es finito y N < G, entonces

G |G|

Teorema 2.1.16 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f: G — G un homomor-

fismo con nlicleo N, entonces NGy G/N = Im f.
Demostracién. Ver [11]. | ' 1
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Teorema 2.1.17. Sea ( un grupo, H < G. Entonces H <G <=> H = ker f, para

algtin homomorfismo f.
Demostracién. Ver [11]. O

Definicién 2.1.44. Se obtiene del Comentario 3 antes del teorema anterior. con-

sidere G/H y definase # : G — G/H como sigue:

n(a) :=Ha.

2.1.6 El grupo de permutaciéon
Definicién 2.1.45, Una permutacién del conjunto {1,...,n} es una aplicacién

biyectivade {1,...,#} en si mismo.

Se define el conjunto
%, ={f:{1,...,n} = {1,...,n}| f es una permutacién}

En este conjunto definimos el producto de dos permutaciones f,g € X, me-

diante fg = go f, donde o es composicion usual de aplicaciones

Proposicién 2.1.29. (Z,,-) es un grupo, llamado grupe de permutaciones.

Demostracion. Ver [11]. El
Una notacidn sencilla para denotar las permutaciones f € X, es la siguiente

1 2 .3 R |
) f2) fx) - fln)

Ejemplo 2.1.8.
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1. Lapermutacién f: {1,2,3,4,5,6,7,8} — {1,2,3,4,5,6,7,8} definida por

=3 f@)=7 fB)=2 f@A)=5
f5)=6 fl6)=4 f(7)=1 f(8)=38

1 23456 738
3725641 8

Definicién 2.1.46. Una transposicién de (Z,,-) es una permutacién f € I, que

se escribira

verifica que existen dos elementos distintos i, j € {1,...,n}, tales que

f@O=j, fG)=i f)=kVke{l,...,n}—{i,j} @1

Las transposiciones son denotados por (i  j), donde i, j € {1,...,n} verifican (2.1)
Definicién 2.1.47. Un ciclo de longitud » de Z, es una permutacion f de X, para
la que existen {it,..., &} C {1,...,n}, donde i; # i si j £k, tales que

fli)) = ijp,paraj=1,...,r—1,

f(ir) = i

flk)y = ksike{l,...,n}—{i1,...,ir}
Los r-ciclos se suelen denotar por (i1 .. .i).

Dos ciclos de X, (i1...4,) ¥ j1 - .- Js se dice que son disjuntos si

{i1,--,iry N1, ..., Js} s el conjunto vacio.

Proposicién 2.1.30. Sea f € X, una permutacion. Entonces, f se expresa de forma

nica como producto de ciclos disjuntos, salvo el orden de los factores.
Demostracién. Ver [11]. i

Proposicién 2.1.31. Sea (ij...i,) €Z, un ciclo de longitud ». Entonces, (i ...i,)

se descompone como producto de trasposiciones.
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Demostracién. Ver [11]. 0

Corolario 2.1.10. Cada permutacion de X, se expresa como producto de transposi-

ciones.
Demostracion. Ver [11]. O

Proposicién 2.1.32. Sea f una permutacién de %,. Si se descompone como un
nimero par (impar) de trasposiciones, entonces cualquier descomposicién de f en

producto de trasposiciones tendrd un nimero par (impar) de trasposiciones.
Demostracion. Ver [11]. |

Definicion 2.1.48. Sea f una permutacién de X,. Se llama signatura de f, y se
denota por ¢y, a

1,  sif se descompone como un producto de un niumero par de trasposiciones

ef==
—1, si f se descompone en un producto de un nimero impar de transposiciones

2.1.7 Grupos libres y secuencias exactas

Supongamos que tenemos un conjunto X. No hay ninguna operacién en juego asi
que los elementos no estén relacionados de ninguna manera. Si consideramos los
elementos del conjunto como letras, podemos empezar a concatenarlos para formar
palabras, de manera totalmente “libre”, i.e. nunca va a haber cancelaciones. Esta
es la idea de un grupo libre de base X va a ser el mayor grupe que tenga como

generadores a los elementos de X.

Teorema 2.1.18. Sea X un conjunto no vacio. Existe un grupo F(X) y una funcién

inyectiva 1 : X — F(X) tal que para todo grupo G y toda funcién ¢ : X — G existe
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un tnico morfismo de grupos ¢ : F(X) — G tal que el siguiente diagrama conmuta:

2
<P
F(X)
En otras palabras, F'(X) es un grupo tal que para definir un morfismo desde é1 hacia
otro grupo G, basta definir una funcién desde X hacia G. En ailn otras palabras,
toda funcidn definida sobre X hacia G se extiende a un unico morfismo de F(X)

hacia G. F(X) se llama grupo libre de base X.

Demostracién. Llamamos a X el conjunto de letras. Sea X! otro conjunto tal que
XNX'=0y X! =|X]|. Elegimos una biyeccién X — X!, y a la imagen de x
por esta biyeccién la denotamos x~ L.

Elegimos un elemento que no pertenezca a X UX~!: lo denotamos con 1 (la letra
vacia).

Una palabra en X es una sucesién (a1,a@;,...) C XUX U {1} tal que existe

n € Z" de manera que a; = 1 para todo i > n (las palabras son sucesiones “finitas”

de letras). Los elementos a; y ;1 se dicen adyacentes para todo i.

La palabra constante {1,1,...} es la palabra vacia y por abuso de notacién la
denotamos 1.

Una palabra (ay,az,...,) es reducida si:
L. Vx € X,x yx~! no son adyacentes en (a;,az,...).
II. Sike Nestal que g, = ! entonces a; = 1Vi > k.

El primer ftem es que queremos tratar ax~! como la inversa de x; ¢l segundo item es
que no queremos frases sino s6lo palabras. Observar que 1 es una palabra reducida.

Definiendo x*! como x, toda palabra reducida es de la forma (x%‘ X 101,000,
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donde A; = +1 paratodo i=1,...,n. La escribiremos como x%‘ ...xM_ Observar

quex%’ i -.,:yf] ..y siysélosin=mx; =y, l=&paratodoi=1,...,n
Sea F(X) = {palabras reducidas en X}. Definimos el producto F(X) x F(X) —
F(X) mediante:

sip=x1...x,q=y..y%, entonces pq es el resultado de reducir la concate-

nacién x%‘ ...xﬁ"yf‘ yg". El neutro es la palabra vacia 1, y el inverso de p es
pl= xf)”‘ . .x;)“".Se demuestra que esto forma grupo.

Definimos 1 : X — F(X) como x — (x,1,1,...) =x. Es una funcién inyectiva.
Veamos que (F'(X),1) verifica la propiedad universal: sea G grupo, ¢ : X — G fun-
cion.

Si ¢ : F(X) — G es un morfismo tal que ¢ o1 = ¢, entonces G(x~!) = p(x) para

todo x, luego @(x 1) = @(x~!)~!, por lo tanto

POt xpm) = @Ce)M . ()

AL

Entonces todo elemento en F(X) es de la forma x| ...xM esto determina ¢ de

manera Unica. Es directo verificar que esta formula define efectivamente un mor-

fismo. 0

Observacion 2.1.18. e Como t es inyectiva, identificamos X con 1(X) en

F(X). De esta manera, X C F(X) y X genera F(X) como grupo.

e Si|X|=1entonces F(X) ~Z. En efecto, si X = {a}, lafuncion X — Z,a— 1

se extiende a un isomorfismo F(X) — Z.

e Si [X| > 2 entonces F(X) no es abeliano. En efecto, sean x,y € X,x # y.
Entonces xy # yx. Formalmente, xyx~'y~! € F(X) por ser una palabra re-
ducida; ademéas xyx 'y~ = (x,y,x7 Ly~ 1,1,..) # (1,1,...) = 1 luego
apxly Tt £ 1L |
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Teorema 2.1.19 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de un grupo libre es libre.
Demostracion. Ver {15]. |
Proposicién 2.1.33. Todo grupo es cociente de un grupo libre.
Demeostracion. Ver [15]. {1
‘Definicion 2.1.49. Una sucesion de grupos y morfismos de grupos

On+l P P o

L LA

es exacta si Im @1 = ker ¢; para todo i. Una sucesion exacta corta es una sucesion

exacta de la forma

e—sH-teG 2ok e (2.2)

donde e denota el grupo trivial, y los morfismos inicial y final son los unicos posi-
bles. De esta manera, una sucesion de la forma (2.2) es exacta siy solo si i es

inyectiva, p es sobreyectiva ¢ Im i = ker p. Por lo tanto cumple pi = 0.

Definicion 2.1.50. Una extension de un grupo ( por un grupo N es una sucesién

exacta corta

e—>N—tsGLs0—>se

Diremos también que & es una extensién de O por N.

Observacion 2.1.19. En este caso se tiene N ~ i(N) = kerp luego i(N) <G, y
Q ~ G/N. Podemos pensar entonces que N es un subgrupo normal de G y que
0 es el cociente de G por N. De esta manera, el problema de conocer un grupo
G conociendo un subgrupo normal N y el cociente G/N se traduce al problema de
conocer las extensiones de Q por N: es el llamado problema de la extensién. El
problema de la extension intenta explicitar las extensiones de un grupo Q en tér-
minos manejables, i.e. a través de construcciones conocidas, y en general no esta

resuelto.
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Ejemplo 2.1.9. Sea N <G, entonces tenemos una sucesion exacta corta

e—>N—>G—2 G/IN—>e (2.3)
donde i es la inclusion y p 1a proyeccion.

Definicién 2.1.51. Dos sucesiones exactas cortas (las filas del diagrama siguiente)
son equivalentes si existen isomorfismos (las columnas) tales que el siguiente dia-

grama conmuta:
e Htsg- 2t K e

e H-_ 1. L.y e

Observacién 2.1.20. » Decir que dos sucesiones exactas cortas son equiva-
lentes no es s6lo decir que los grupos son uno a uno isomorfos. Lo adicional
es conmutatividad del diagrama, que nos dice informalmente que H se in-
yecfa en G de la misma manera que H' en , y que X es cociente de G de la

misma manera que K’ lo es de G.

¢ Toda sucesién exacta corta es equivalente a una de la forma (2.3):

p

)

e —> a(H) —— G —5 G/kerf —e

e Dos pares de grupos isomorfos ¢, O y N,N' pueden dar lugar a extensiones

G, G’ no isomorfas.

Ejemplo 2.1.10. Dados H y K grupos, tenemos una sucesion exacta corta

e H—5>HxKkZ K e (2.4)

donde el primer mapa es la inyeccién y el segundo la proyeccién.
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Mas en general, si 8 : Q — Aut(N), entonces los mismos mapas determinan otra

sucesion exacta corta.

e—H —>HXK—K-—e (2.5)
B

Teorema 2.1.20. Sea e H-%.G K e una sucesion exacta corta.

Son equivalentes:

1. Existe o : G — H morfismo tal que o’ ox = idy.

K e (2.6)

2. La sucesion es equivalente a (2.4), de esta manera: existe un isomorfismo

¢ : G— H x X tal que el siguiente diagrama conmuta:

e H—2 .o P .k e (2.7)

idj o) lid

Y
e——>H L HxKLZ oK e

Demostracion. Ver [19]. 1
, B

Teorema 2.1.21. Sea ¢ H-%>G K ¢ una sucesion exacta corta.

Son equivalentes:

1. Existe B’ : K — G morfismo tal que B’ = idk.
B

ﬁl

e H-2%-G K e (2.8)

2. La sucesién es equivalente a (2.5), de esta manera: existe un isomorfismo
¢ : G — H x K y un morfismo 6 : K — Aut(H) tal que el siguiente diagrama

conmuta:
e H—2% G K e (2.9)

o e Jis
Y

e——sH—L Hxgk L ~K——se
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Demostracién. Ver [19]. O

2.2 Grupos de Homotopia

En este capitulo describiremos los espacios de recubrimiento y los grupos de ho-
motopia. Estos conceptos constituyen herramientas importantes para el objetivo de

este trabajo.

2.2.1 Espacios de Recubrimieno

Definicién 2.2.1. Sea p: X — X es una aplicacion continua. Se dice que un sub-
conjunto abierto I/ C X es recubierto por p si existe un cubrimiento abierto {U;} jcs

de X tal que p~H(U) = U Uj; uni6n disjunta de conjuntos abiertos en X , cada uno
‘ jer :
de los cuales es homeomorfo, bajo p, a I para cada j € J.

Definicién 2.2.2. Un espacio de recubrimiento de un espacio topoldgico X es un
par ()? ,P) donde X es un espacio topologico y p :X — X esuna aplicacidn continua

verificando:
1. p: X — X es una aplicacion continua y sobreyectiva.

2. Para cada x € X existe una vecindad abierta U de x tal que p~1(U) = U Uj
jes

para alguna coleccién {UJ tjEed } de subconjuntos abiertos en X, con

UNUpy=®,i#k yplUj. :U;j — U es un homeomorfismo.
Para simplificar diremos que p : X — X es un recubrimiento de X.

Ejemplo 2.2.1. Enlafigura2.11. Sean IJ abierto de S! en color verde y ¥ abierto de

S! en color rojo claramente S! = UV Considere la aplicacién continua p: R — S*
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dada por p(t) = *™ = (cos(2xt),sen(2mt)).

Vo

Figura 2.11: Un cubrimiento de St

La figura 2.12 muestra p~!(U), donde la recta real R ha sido identificada en
'R? en forma de un resorte, para que sea mds ficil apreciar que p~! (U) es una unién

disjunta de abiertos (los pintados en verde) cada uno homeomorfo a U.

>

Figura 2.12: Recubrimiento del abierto U por p.

Note que con esta identificacién en el espacio R?, la aplicacion p se convierte

en la proyeccion (x,y,z) — (x,y).
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Por tanto, el par (R, p) es un espacio de recubrimiento para S'.
Ejemplo 2.2.2. Recubrimientos inmediatos
1. La aplicacién p : R? — S x 8! = 72 dada por

2. Sih: X — X es un homeomorfismo entonces es recubrimiento.

Definicién 2.2.3. Un haz es unaterna (£, p, B) donde £, B son espacios topologicos
y p: E — B una aplicacion continua. Al espacio B se le denomina espacio base, al
espacio E espacio total y a la aplicacion p la proyeccién del haz. Para cada b € B al

subespacio p~1(b) se denomina la fibra del haz sobre b.

Ejemplo 2.2.3. (B x F,n,B) donde 7 : B X F — B es la proyeccioén en el primer

factor, es un haz con fibra F' denominado haz trivial

Definicion 2.2.4. Una fibracion p : E — B es un haz localmente trivial con una fibra
fija ', con mayor precision para cualquier b € B, existe una vecindad U de b tal que
p~Y(U) — U es un haz trivial, esto es, existe un homeomorfismo

¢y : U xF - p~}(U) tal que el diagrama

A

UxF - p~YU)

N\  pu (2.10)
U

conmuta, esto es, py o py(x,y) =xparaxc U,y € F.
De esta conmutatividad para cada b € U, ¢y se restringe a un homeomorfismo de

7 1{b) = {b} x F =~ F en p~}(b). Por esto se dice que la fibra es F.
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2.2.2 Grupo Fundamental

Como de costumbre, para todo par de nimeros reales a y b tales que a < b de
signaremos por [a, b] el intervalo cerrado de la recta real de extremos a y 5. Por

brevedad pondremos 7 = [0, 1].

Definicion 2.2.5. Un camino o arco en un espacio topoldgico X es una aplicacion
continua de algin intervalo cerrado [a,b] / en X. Las imagenes de los extremos del

intervalo se llaman extremos del camino o arco.

Definicién 2.2.6. Un espacio X se llama arco-conexo o conexo por caminos si dos
puntos cualesquiera de X pueden unirse por un arco. Un espacio arco-conexo, s

conexo, pero el reciproco no es cierto.

Definicion 2.2.7. Sean fo, /i : [a,b] — X dos caminos en X, tales que fy{a) =
JSi(a), fo(b) = f1(b) (esto es, los dos caminos tiene el mismo origen y el mismo
extremo). Diremos que estos dos caminos son equivalentes, y lo designaremos por

fo ~ f1, siy sélo si existe una aplicacion continua

SilablxI—= X,
tal que
f(6,0) = flf) -
f61) = A@)
flas) = fpl@=h@ | _,
f(b,s) = fo(b) = 1i(b)

Se demuestra que ~ es una relaciéon de equivalencia, y la clase de f se denota

por [f]

Observacion 2.2.1.
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1) Nuestra segunda definicién bésica es la de producto de dos caminos. El pro-
ducto de dos caminos esta sélo definido si el extremo del primer camino
coincide con el origen del segundo. Si se verifica esta condicion, se recorre el
camino producto recorriendo el primer camino y a continuacién el segundo,

en el orden dado. Para ser precisos supongamos que

filabl =X
g:lbc] =X

son caminos tales que f(b) = g(b) (suponemos a < b < c). Entonces el pro-

ducto f.g se define por

70, 1€l
TOO=\ s, e,

que es una aplicacién [a,c] — X.

2) En lo que sigue, estaremos Gnicamente interesados en clases de equivalencia
de caminos y no en los propios caminos. Por «clase de equivalencia»
entendemos las clases respecto la relacién de equivalencia definida anterior-
mente y también respecto a la relacién de equivalencia evidente definida de
la siguiente forma: si f: [a,b] = X y g [¢,d] — X son caminos tales que
g = foh,donde h: [¢,d] -+ [a,b] es un homeomorfismo lineal que conserva la

orientacidn, entonces consideraremos f y g como equivalentes.

De ahora en adelante, por un camino en X entenderemos una aplicacion continua
I — X {(donde 7/=[0,1]). Si 'y g son caminos en X tales que el extremo de f coincida

con ¢l origen de g, entonces el producto f - g estaré definido por

(=] [ O=rsle

g2r-1), 1<r<1
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Lema 2.2.1. La relacion de equivalencia y el producto que hemos definido son
compatibles en el siguiente sentido: Si fy ~ f1 ¥ go ~ g1, entonces fy-go ~ f1- 81

(se supone, desde luego, que el extremo de f; coincide con el origen de gp).

Demostracién. Sean F,G : [ x I — X homotopias, con F:a~ By G:6 ~ 6,

ambas con respecto a {0, 1}. Definamos H : I x I — X por

by | F@) si0st<1)2
5 =
’ G(2t—1,5) silj2<t<1

o) OW=50)

5(7)

(1)=5(0)

«(0) = B(0)

Figura 2.13: Compatibilidad del producto de caminos.
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tenemos que H es continua y satisface

F(2t,0 i0<t<1/2
HEo) = { M0 2
G(2t—1,0) sil/2<1<1
B o(2¢) si0<r<1/2
8(2t—1) sil/2<e<1
= a-6(t)
F(2t,1 si0<r<1/2
a1 = TN sosis<l/

G(2t—1,1) silj2<r<1
B(21) si0<r<1/2
0(2t—1) sil/2<t<1
= B-6(r)
H(0,s) = F(0,s) = a(0) = B(0)
H(1,5) =G(1,s))=6(1) = 6(1)

Lo que completa la prueba. O

Como consecuencia de la proposicion anterior, podemos definir el producto de
clases de equivalencia de caminos, es decir, si ¢, B : 7 — X son caminos con
a(1) = B(0), podemos definir [e] - [B] = [@- B]. Este producto no tiene buenas

propiedades, por ejemplo, no siempre podemos multiplicar un par de caminos.
Lema22.2. La multiplicacion de clases de equivalencia de caminos es asociativa.
Demeostracion. Ver [15]. I

Definicién 2.2.8. Dado un punto x € X cualquiera, designemos por & la clase de
equivalencia de la aplicacion constante de / en el punto x de X. Esta clase de

caminos verifica la siguiente propiedad fundamental:

66



Lema 2.2.3. Sea [cr] una clase de equivalencia de caminos con origen el punto x y

extremo el punto y. Entonces &; - [a] = [¢]
y[o]-& =lal].
Demostracién. Ver [15]. ' | | 0O

Lema 2.2.4. Sean [] y [] las clases de equivalencia de los caminos [y f respec-
tivamente. Entonces

o] -[o] =&,  [o][a] =6,
donde x e y denotan el origen y el extremo del camino f.
Demostracién. Ver [18], O

Definicién 2.2.9. Sea [¢r] una clase equivalencia, a la clase [¢] anterior lo denotare-
mos por [¢f] L.
Definicion 2.2.10. Un camino, o clase de caminos, se llama cerrado, o lazo, o que

se trata de un lazo con base en el extremo comiin.

Sea x un punto arbitrario de X; se ve en seguida que el conjunto de todos los
lazos con base en x es un grupo. Este grupo se llama el grupo fundamental o Homo-

topia en dimension uno de X en el punto base x, y se denota por 7(X,x) o 7 (X, x).

Teorema 2.2.1. Si X es arco-conexo, los grupos n(X,x) y m(X,y) son isomorfos,

para todo par de puntos x,y € X.

Demostracién. Probemos algo més general:
Sean x,y € X. Supongamos que x e y estdn en la misma componente conexa por

caminos de X entonces los grupos 7 (X,x) y 1 (X,y) son isomorfos.

Supongamos que x,y € X estdn en la misma componente conexa por caminos

de X. Sea f: 1 — X un camino con f(0) =xy f(1)=y
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o

{3 1] ({3

Figura 2.14: Homotopias isomorfas en un espacio arco conexo, f une “x” e “y”y

[a] € m (X, x).

Definamos la aplicacién uy : m (X,x) — (X, y) por us([a]) = [f-a- f]. Ten-

emos que

1. us es un homomorfismo de grupos.

Sean [a], [B] € 71 (X, x) entonces

ur([a][B]) = us((a-B))
= [f(aB)-f]
= [(fra-f)-(f-B-1)
= [f-a-Alf B

= us([e])us([B])

2. Usando el camino inverso ]7 : I — X, definimos el homomorfismo uy :

m (X,y) — m1(X,x), dado por u7{[y]) = [f-v- 7.
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3. Sea [a] € m; (X, x). Tenemos
up-us(lo]) = ufl[f o f)
= [f-(Fan-f
= [(f-)-o- (1)
[0 &)
= [&l]lo][&]
[

o,

es decir, ugouy = Idy, (x ). Andlogamente, se muestra que usouy=Idy (x ;).

Esto completa la prueba.

Observacién 2.2.2. Aqui o, 8 son caminos y [¢t], [B] sus clases.

En adelante denotaremos a (o], [3] porex , 8 sino hay confusién.

Definicién 2.2.11. Sea ¢ : X — Y una aplicacién continua, y fy, f1:/ =+ Xyala

clase que contiene a fp, f1. ¢.(c) es la clase de caminos que contiene a ¢ fy ¥ 9 /1.

Propiedad. ¢.() es la imagen de la clase de caminos & en el espacio Y, y se
comprueba en seguida que la aplicacion ¢., que aplica & en ¢.() verifica las

siguientes propiedades:

(a) Sioyp sondos clases de caminos en X tales que ¢ - B esta definido, entonces

ou(a-B) = (@) - (0 3)

(b) Para todo punto x €.X, ¢« (&) = €p(x)-

© ¢u(a) =(p.0)7".
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Por estas razones llamaremos a @, «homomorfismo», o bien, el «<homomorfismo
inducido por g».
Si y: Y — Z es también una aplicacién continua, entonces podemos comprobar

facilmente la siguiente propiedad:
@) (Vo) = vuo..
Finalmente, si ¢ : X — X es la identidad, entonces

(e) ¢.(a) = o, para toda clase de caminos « en X; es decir, ¢, es el homomor-

fismo identidad,
Demostracion.
(a) Sean fy € a, f1 € B.
ou(0.B) es @(fo./1) = (9/0)-(@/1) (*)

0 fo € 0(@) y 011 € 0.(B)

Entonces: ¢.(a.B) = ¢.(c).¢.(B)

Justificamos *:

oUnti) = {(D(fl(Zt—l)) ;<t<l
= ((P*fO)(q)fl)

®) ¢(I) = {x}

(9 o&)(a) = @(&(a)) = (x) = Ey(x) es constante para todo punto pero
9ol € ¢u(&x)

&p(x) también pertenece.
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(c) Sea f € o entonces f € o~
pofegx(a)

(9o f)(1) = p(f()) = p(/(1-1))
Sgbemos que po f(t) € pxax

entonces (@ o f)(1 —¢) € (p* )~}

p(f(1-1) € (pxa)™!

(d) Sea feaypofcopxayyopofcyx(pxa)
pero

(yoo)(f) € (yo @) * (o) entonces

(Wo@)x=yxpx

(e} Ver[18].

Obsérvese que en virtud de estas propiedades, una aplicacion continua
@ : X — Y induce un homomorfismo @, : 7(X,x) — 7(¥, @(x)); v, si ¢ es un home-
omorfismo, entonces @, es un isomorfismo. Este homomorfismo inducido seré ex-

traordinariamente importante en el estudio del grupo fundamental.

Definicién 2.2.12. Dos aplicaciones continuas @y, ¢y : X — Y son homotdpicas si

y solo si existe una aplicacion continua ¢ : X x I — Y tal que, paratodox € X,

o(x,0) = go(x),
o0 1) = @(x).
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Si dos aplicaciones @y y ¢; son homotépicas, escribiremos ¢ =~ ¢;. Esta
relacién es efectivamente de equivalencia sobre el conjunto de todas las aplicaciones
continua de X en Y. Las clases de equivalencia se denominan clases de homotopia

de aplicaciones.

Definicion 2.2.13. Dos aplicaciones ¢, @1 : X — Y se dicen homotépicas relativa-
mente al subconjunto 4 de X siy sélo si existe una aplicacién continua ¢ : X xI — Y

tal que
(P(X,O) = (90(-:): xeX,
o(x,1) = ¢(x), xeX,
o(a,?) po(a@)=1(a), aecdirel

f

Obsérvese que esta condicién implica ¢4 = ¢1|4.

Teorema 2.2.2. Sean ¢y, @1 : X — Y aplicaciones homotdpicas relativas al subcon-

junto {x}. Entonces
Pox = 1« : (X, x) = (Y, @o(x)),
es decir, los homomorfismos inducidos son el mismo.
Demestracion. Ver [15]. ‘ O

Definicion 2.2.14. Diremos que un subconjunto 4 de un espacio topolégico X es un
retracto de X si existe una aplicacion continua » : X — 4 (llamada una retraccion)

tal que r(a) = a para todo a € A.

Sea ahora » : X — A una retraccién como en la definicién anterior,e i : 4 — X

la inclusidn. Para todo punto a € 4, consideremos los homomorfismos inducidos

i,:n(d,a) = n(X,a)

ro i (X, a) = w(d,a).
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Puesto que #i es la identidad en 4, r.i, es el homomorfismo identidad del grupo
7(A4,a), en virtud de las propiedades (d) y (¢) dadas al principio de esta seccién. De

esto resulta que i, es un monomorfismo y r. un epiformismo.

Definicién 2.2.15. Un subconjunto 4 de X es un retracto de deformacion de si

existe una retraccién » : X — A y un homotopia f: X x I — 4 tal que

Sx,0)=x
f(xa 1) :r(x)
fla,t) =a, acAdytel

xeX,

Teorema 2.2.3. Si 4 es un retracto de deformacion de X, entonces la inclusién

i: A — X induce un isomorfismo de n(4,a) sobre 7(X,a) para todo a € 4
Demostracién. Ver [15]. 0

Definicién 2.2.16. Un espacio topoldgico X es contrdctil a un punto si existe punto

xp € X tal que {xo} es un retracto de deformaci6n de X.

Proposicion 2.2.1. Un espacio X es contractible si y sdlo si la aplicacion identidad
Idy : X — X es homotbpica a una aplicacién constante ¢ : X — X, digamos ¢(x) = p

paratodox € X.

Demostracién. Supongamos que X es contractible. Sea f/: X — {p} una equi-
valencia homotopica y sea g : {p} = X su inversa homotépica. Tenemos que

go f ~ Idy, es claro que go f es una aplicacion constante.

Reciprocamente, si Idy : X — X es homot6pica a la aplicacién constante
¢: X — X, digamos c(x) = p para cada x € X, entonces /dy y ¢ son equivalentes

homotdpicas. 1

Definicion 2.2.17. Un espacio topolégico X es simplemente conexo si es arco

conexo y m(X,x) = {1} para algiin (y por tanto para todo) x € X.
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Corolarie 2.2.1. Si X es contractil a un punto. entonces es simplemente conexo.

Demostracion. Ver [15]. , 0
Proposicién 2.2.2. Todo espacio contractible es conexo por caminos.

Demostracién. Sea X un espacio contractible. Fijemos p € X. Sea H : A x/ —= X
una homotopia entre Idy y una aplicacién constante ¢ : X — X dada por c(x) = p
para cada x € X. Para cada x sea o, : I — X dado por o (¢) = H{x,1). Es claro que

o, es un camino en X uniendo xy p. O

Proposicién 2.2.3. Si X oY es contractible entonces cualquier aplicacion continua

f: X — Y es homotopica a una aplicacion constante.

Demostracion. Supongamos que X es contractible. Sea H : X X/ — X una
homotopia entre /dy y una aplicacion constante. Entonces foH —+ X xI— Y es

una homotopia entre f y una aplicacion constante.

Ahora, si ¥ es contractible, sea K : ¥ x I — Y una homotopia entre /dy y una
aplicacion constante. Entonces H : X x I — Y dada por H(x,t) = K(f{(x),t) es una

homotopia entre f y una aplicacién constante. 0

2.2.3 Homotopia de Dimensién Mayor

Definicion 2.2.18. Una aplicacion de pares f : (X,4) — (¥,B) es una aplicacién
f:X =Y tal que f(4) C B. Dos aplicaciones de pares f, g: (X,4) — (¥,B) son
homotépicas si existe una aplicacion de pares F : (X x 1,4 x I) = (¥, B) tal que
F(x,0) = /(x) y F(x,1) = g(x).

Notese que para todo / € [y todo a € A se tiene F(a,t) € B
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Considérese ahora los espacios de clases de homotopia
Map(I",d(I"); X,xo) ={[@] : @:{I",d(I") = (X,x0)}

Map(S", po; X,x0)  ={[w] : y: (8" po) > (X,x0)}
Proposicién 2.2.4, Existe una correspondencia biyectiva entre los siguientes espa-
cios Map(I",d(I"); X,x0) y Map(S", po; X, xp).
Demostracion.

Primero notese que h: == §” donde el interior del cubo I corresponde a

In
a(I)
§" —{po}. como indica el tridgngulo conmutativo

| A
(")

h es la composiciénde 7 y h.

Ahora dada 1" : (8", pg) — (X, xp) asociamos a ella la aplicacion

Joh: (I",0(I"™)) — (X, xp) la cudl induce una aplicacion

I': Map(S", po; X, x0) = Map(I",0(I"); X, xy) dada por I'([f]) = [foh].

Para la inversa consideramos I'™! : Map(I",3(I");X,x0) — Map(S", po; X, x0)
donde para g : (I",d(")) — (X,xo) asociamos la aplicacién g : (8", po) — (X, x0)

que coincide con goh~! sobre S” — {po} y que lleva pg en xg. O

Teorema 2.2.4. El espacio Map(I",d(I");X,xg) , n > 1 es un grupo Abeliano.
Demostracion.
Sean [¢], [y] € Map(I",d(I"); X, xo).

Definimos la suma [¢] + [y] = [¢ + y] donde

@
(A
IA

@(Zsl,tg,...,t,,) si

(p+¥)(0,...,ta) = _
v(2t—1L,h,...,t,) si

DI

ol
IA
IA
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estd bien definida y es asociativa. Definimos el elemento neutro como la clase de Ia
aplicacién constante 6 : (I, d(I")) = (X, xo) dada por 8(I") = xo. Luego

[o] +[6] = [¢@] para toda @], es decir, ¢ + 6 es homotdpica a ¢ para ello se consi-
dera la homotopia F : (J" x I,d(I") x I) = (X,x¢) dada por

2h

Fltiy. . tn,8) = (D(H‘S
X0 si -1—-2t§-§11;,_<_1

,tz,...,tn) si Oﬁtlﬁlzj

Asimismo se verifica [6] + [¢] = [¢].

Para (@] € Map(I",d(I"); X, x;) definimos su inverso como [@.7] donde 1 : /" — "
es dada por n(?1,...,1,) = (1 —#1,f2,...,1,), es decir,

(@om)(t1,-. - tn) = @(1 — 11,82, ...,1,). Ahora para verificar que [@] + [@on] = [6]

consideramos la siguiente homotopia G entre ¢ +6 y 6.

X0 si 0<y< %

. 1

02t —s,13,... 1) si $<n <y

G(zl,...,z‘,,,s) = . .
O(=2t1+2—5,1,..,ty) si <y <

Xg si -I-E—S <hH <l

Finalmente mostremos que Map(I",d(I"); X,xo) es un grupo Abeliano.
Sean [}, [w] € Map(I",d(I"); X, xp) mostremos que las aplicaciones 9+ yy y+ ¢
son homotdpicas a Ja misma aplicacion. '

Consideremos la homotopia H(t,s) donde t = (t1,f2,...,tn)-

;

xQ si OStzﬁ% :
@(zfla—f:g‘atS,---:fn> si << 5
H1(t,.$‘)=< by
l}/(ztl-—-l}——%—,l?,,...,tn) si Ogtzgl—% .
2-s , 1<n<i
| %o sil—5<p<1
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entonces H; (1,0) = (p+y) (1), y

.

X0 810_4_:125% 0<s <]
) il 5
020,26 —1,85,...,8,) si +<n <1
Hl(t}1)=<
w2t —1,20,13,...,1,) si 0<p <l
v (2t —1,2t0,83,.. ., 1,) <nh<s  l<n<t
Xo si 3<n<1
\
Si consideramos otra homotopia
( 24
(p(-——,2t2—1,t3,...,t,,) si 051131—;—5 |
1+s s §§t2§
X si E<n<1
Hl(tas):<
X0 sid<n< 1323
2ty — 15 . 0<Hp<
(._W,Zfz,f:;,...,f”) s1 —1%2 < <1 ’

\

entonces H>(¢,0) = Hy(t,1)y

Hz(l‘, 1) ES

o(t,2n— L5, 1) si 0S8 <1, 3<n<

V(t,202,83, . )
Luego tenemos (¢ + ) ~ Hy(t,1) =~ H(t,0) ~ Hp(t,1).

[Se—y

si 0<n<1,0<n<]

Para la suma (y + @) podemos considerar las homtopias

1 2t
e - SO
W(zzla 1—s 3
X0
Kl(tus>:<
X0
2t —1
\ fp( 1=h>

X0
Kl(t,l)z <
X0

26 —s .
——_—:g“,t3,...,tn S1 %

tenemos que K;(£,0) = (v +¢)(t) y

,t,,) si0<t,<1-3

v (20,20,8,.. 1) si0<BH<1—3

3
si 1—%32‘2§1

si 05:‘25%
, 3<n<

<np<l
3 OS{IS’QL

sig<n<1
st 0<h<

‘P(ztl - 152t2_; 1’t3:"')t71) si '21" <n<

1
2
1 3 %Stlﬁ
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Finalmente

4
2t —1+s
o lobh-1.8,...1,) siEE<y <1
( T+s 227 HBenin 7T <n= L lep<i
X0 si 0<n <
Ky(t,5) = <
X0 si FE<n <1 1
(p(_—athat%-“:zn) 51 OSHE—Q—S
L 1+s

nos dd K (1,0) = Ky (¢, 1) y Kp(t, 1) = Hy(2,1).
Entonces (y+ @) ~ Ky (¢,1) = K3(¢,0) ~ K»(¢,1) = H(¢,1) de donde obtenemos
(p+y) ~Hy(1,1)y (W + @) ~ Ha(t, 1), por tanto (¢ + ) ~ (¥ + ). o

Nota el grupo Map(I",d(I"); X,xp) , n> 1 es llamado grupo de homotopia de
orden 7 6 el n-grupo de homotopia, que serd usnalmente denotado 7, (X, xp). Segun
la proposicién (2.2.4) podemos decir que Map(S”, po; X, xo) también es el grupo de

homotopia de orden ».

Teorema 2.2.5. Toda aplicacién continua 1 : (X,xp) — (¥,yq) induce un homomor-
fismo fi : 7, (X, x0) = 7, (¥, y0)-
Demostracion.

Se tiene anélogo a lo hecho en dimensi6én uno. O

Como un anexo de este trabajo podemos indicar que hay algunos métodos tradi-
cionales en el calculo de 7 (S™) siguiendo secuencia espectral de Adams, K-teoria
Morava con elementos de periodicidad etc. En los grupos de homotopia muchos

elementos son conocidos mas atin no se tiene completo el estudio:
I m(SH)=0;k#1 , m(S")=ZVer[22].
2. Paran> Osetiene m(S") =0; k<n , m(S¥)=Z.Ver [22]
3. Curtis probé m(S5) #0; k> 5.
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4. m(S”) ; k> nesdesconocido en general para todo k , # > 2 aunque muchos

elementos no cero son conocidos.

2.3 El Grupo de Trenzas de Artin

En este capitulo describiremos el grupo de trenzas de Artin y su presentacioén en
términos de generadores y relaciones. Esto posibilita llevar nuestras ideas sin am-

biguedades y asi probaremos interesantes y reveladores resultados.

2.3.1 Trenzas en R>

Empezamos dando una definiciéon formal de una trenza, describiendo de manera
conveniente como trazar una trenza y de la definicién estaremos en posicion de

explorar algunas consecuencias directas.

Definicién 2.3.1. Se define plano de nivel como E; = {(x,y,z) € R® : z=5}

Ast E es el plano horizontal infinito que intersecta el eje X enz = s.

Definicién 2.3.2. Sea D el cubo unitario en el octante positivo de R3 con un vertice

en el origen. Seguidamente definimos » puntos py,...p, sobre la cara superior

1 i .
pi= (5’_:3—{—1’1) ; 1<i<n

Similarmente definimos # puntos g1, ... ¢, sobre la cara inferior de ID por:

1 i
Fand - M < i<
% (2’n+1’0)’1_1_é

Ahora agregamos » arcos poligonales 4}, .. .,d, a D tal que se tiene lo siguiente:

de D por:

1. Los arcos di, ...,d, son mutuamentes disjuntos.
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II. Cada d; empieza en algiin punto p; y finaliza en algiin punto g y estos puntos

son Unicos para d;.
ITII. Paracada 0 <s < 1ycada0<i<1 setiene E;Nd; es un punto
IV. Cada dj; est4 contenido completamente en ID.

La coleccién resultante de » arcos dj,...,d, es llamado una n-trenza y
cadad;; 1 <i< nesllamada i-esima cuerda trenza(Nos referiremos a ellas como
cuerdas ¢ arcos). Asi para cada »# €N el conjunto de todas las n-trenzas es denotado

por B,,.

Para aclarar la condicién III de la definicién anterior, aseguremos que nuestras
cuerdas trenza son estrictamente decrecientes. En la figura 2.15 damos un ejemplo
de una 3-trenza. Note que por simplicidad trazaremos nuestras cuerdas trenza como

arcos suaves, pero recordar que estamos tratando aqui con arcos poligonales.

Figura 2.15: Ejemplo de una 3-trenza.

2.3.2 Trenzas Equivalentes

Deseamos dar una definicién concreta de que entendemos por trenzas equivalentes.
Intuitivamente dos trenzas son las mismas si podemos deformar una hasta parecerse

a la otra. Con nuestra definicién de una trenza aclararemos lo anterior. Empezamos
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definiendo el conjunto de movimientos fundamentales, que realizamos sobre una

‘trenza que iguale a nuestra idea intuitiva de deformacion.

Deﬁnicién 2.3.3. Sea 3 € B, una n-trenza, y sea AB el borde de alguna cuerda
trenza d de . Sea C otro punto en D tal que el triangulo sélido ABC tiene las

siguientes propiedades:

1. No hay otra cuerda trenza de f a parte de “d” que intersecte a nuestro trian-

gulo ABC.
2. ABC intersecta a d solo a lo largo de AB.

3. Para cada 0 < 5 < 1 el plano de nivel £ intersecta a 4C U BC en a lo mas un

punto.

Entonces definimos una operacién Q como sigue: Reemplazar €l borde 4B en d por

los dos bordes ACUBC como muestra la figura 2.16

Figura 2.16: El movimiento elemental Q: reemplazando A8 por ACUBC.

En cambio si AC y BC estdn en d y el plano de nivel E; intersecta a 4B en a

lo mas un punto, entonces podemos definir una operacién Q! de manera inversa:
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Reemplace los bordes ACUBC en d por AB como muestra la figura 2.17

Figura 2.17: E] movimiento elemental Q™! reemplazando ACUBC con 4B.

Los movimientos ©,Q~! son llamados movimientos elementales sobre la

trenza 3.

Teorema 2.3.1. Si B es una n-trenza y realizamos un movimiento elemental so-

bre 8 obteniendo una coleccién de arcos B’ entonces 8’ es también una n-trenza.

Demostracion. Cada cuerda en B alterada por un movimiento elemental esta
contenida en D (Pues A, B, C viven en D ) y por 2.3.2 las cuerdas de f’ siguen
siendo decrecientes (IV) y la condicién 3 de la definicion 2.3.3 asegura que los
movimientos elementales no crean intersecciones extras de cuerdas con planos
de nivel ni entre ellas (Il y III). Un punto no remueve una cuerda entera, pues no

introducimos nuevas cuerdas.

El punto inicial y final de las cuerdas en 3 siguen fijas. Por tanto nuestra colec-

cion resultante de cuerdas 8’ es una n-trenza.

Por tanto se cumplen (I), (IT), (IIT) y (IV) de (2.3.2). O

Definicién 2.3.4. Sean 8, B’ dos n-trenzas. Suponga que existe una secuencia finita
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de movimientos elementales que transforman 8 a ’. Entonces se dice que f3 es

equivalente a B’ y es denotado por § ~ B’

Note que todos los movimientos elementales estan por definicién realizados

dentro de D
Teorema 2.3.2. La relacién ~ es una relacién de equivalencia sobre %,.

Demeostracion. Reflexividad: Sea B € %, entonces hacemos una operacion

elemental cualquiera y luego su operacién inversa Q! y volvemos a obtener .

Simetria: Sean 8,8’ € %, tal que B ~ B’ entonces existe una secuencia finita

de movimientos elementales QF', ..., Q& que transforma  en f’.

. ol o
Asitenemos B = ... % B’
o o8
Pero B/ "% ... % B.
Asi la secuencia finita de movimientos elementales Q%,...,Q " trans-

forma B’ en B por lo que ' ~ B.

Transitividad: Sean f8,8',8” € %, tal que B ~ ', B’ ~ B” entonces ex-
iste una secuencia finita de movimientos elementales Q’f‘,...,Qgﬂ que trans-
forma B en B’ y una secuencia finita de movimientos elementales 'K_)f‘ o ,_ﬁ? que
transforma B’ en B”.Obteniéndose J g_zg ¢ By B f}i‘ ?—g B”. Asi
la secuencia finita de movimientos elementales Q‘fﬂ...,Qﬁ;’*,ﬁfﬂ...,ﬁ? trans-

forma 3 en B asi B ~ B”. O
Ahora introducimos otras tres relaciones de equivalencia sobre trenzas.

Definicion 2.3.5. Sean 8, B’ dos n-trenzas en D. Suponer que existe un homeomor-

fismo H : Dx[0, 1] — Dx[0, 1] tal que H(x,£) = (h(x),1) ; x € D, 0 <t < 1. Ademas
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supongase que para todo ¢ € [0, 1] el homeomorfismo 4, : D — D satisface:
1. hylyp=id: 9D — oD
2. hh=id:D—>D

3. m(B)=p'

Entonces se dice que 3 es ambiente isotépico a 8’ y lo denotamos por 8 =~ §'. El
homeomorfismo H es llamado isotopia ambiente.

La idea anterior de isotopia ambiente es deformar 8 a su imagen homeomor-
fica B’ ademas preservamos la estructura del espacio circundante. Dada al-
gin » €N es facil mostrar que cada dos n-trenzas son homeomorfas como espacios
topol6gicos de R, La manera de distinguirlos es parecida a la estructura del resto

de D.

Definicion 2.3.6. Sean 8, B’ y H como en la definicidn anterior. Si ademas H
satisface: “Para todo ¢ € [0, 1], 4,(B) es una n-trenza.”
Entonces se dice que B es una isotopia fuerte a B’ denotado por B ~; B’ y el

homeomorfismo H es llamada isotopia fuerte 6 una s-isotopia.

Isotopia fuerte es justamente una forma fuerte de isotopia donde imponemos
que la condicién que la imagen de 8 debe ser ademas trenza por deformacion.
Veremos mas adelante que si dos trenzas son isotépicas ambiente entonces ellos son
isotdpicos fuerte. En otras palabras deformar una trenza en otra implica que existe

una mejor manera de hacer esto en cada etapa pararemos al tener una trenza.

Definicién 2.3.7. Sean 8, ' dos n-trenzas en ID. Suponga que existe un homeo-

morfismo /4 : D — D tal que:

L. h(B) =P’
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2. hlyp=id: 9D — ID

Entonces  se dice h-equivalente a f’, denotadopor B ~p, B’ y el homeomor-
fismo 4 es llamado una h-equivalencia.

Una h-equvalencia lleva D en si mismo sin alterar el borde de D.

Todas las relaciones definidas anteriormente estan entrelazadas con nuestra idea

de equivalencia de trenzas como mostraremos seguidamente.

Teorema 2.3.3. Isotopia ambiente, isotopia fuerte y h-equivalencia son relaciones

de equivalencia.
Demostracion. La prueba es simple topologia en la teorfa de trenzas. Ver [21]. [

Nuestro conocimiento previo dice que todas estas definiciones son la misma
cosa. Esto es que cada dos n-trenzas 8, B’ son las mismas, si en D podemos defor-
mar una en la otra. Las relaciones anteriores formalizan la deformacion de trenzas
y aunque ellos pueden parecer diferentes ellos no lo son. Dos trenzas equivalentes
bajo una de las relaciones anterior lo es bajo las otras. El siguiente teorema afirma

esto.

Teorema 2.3.4. Sean 3, B’ dos n-trenzas en ID. Entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
L p~p
2. B=p’
3. B~ B
4. Br~s B
Demostraciéon. Ver [21]. O
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2.3.3 Diagrama de Trenzas

Ahora con un conjunto de diversas relaciones de equivalencias sobre %, podemos
mejorar la interpretacion de trenza. Aunque tenemos formalizado una presentacion
visual de una trenza. Dibujando ID deseamos describir una trenza, lo cual puede
ser engorroso y confundimos especialmente cuando tenemos una trenza sobre un
gran nimero de cuerdas 6 con un gran numero de cruces. Asi definimos una simple
forma de proyectar una trenza sobre el plano que preserve bastante informacién per-
mitiendo recuperar la trenza(equivalencia). En el proceso descubrimos un manera

de generar trenzas por simple edificacion de bloques, lo cual veremos despucés.

Definicion 2.3.8. Sea § € %, en D empezamos proyectando ID a el plano ¥YZ via
la aplicacién proyeccion p : D — D ; p(x,3,z) = (0,,2) el efecto de esta es aplas-
tar la cuerdas trenza d ...d, de B sobre la cara posterior de ID. Por simplicidad

trataremos nuestra pagina como el plano ¥ Z denotamos p(f) por B. Ver figura 2.18

f,- P b P pp B
I(/ /
=
{7/ 6« ®
q D@ qs

Figura 2.18: Una trenza y su proyeccion.

La proyeccién p(B) daun conjunto de n-curvas dy ..., d, en el plano cada d; ex-
iste la imagen de 4; bajo p. Estas curvas pueden tener muchos puntos de in-
terseccién(posiblemente infinitos), llamados puntos interseccién. Cada proyec-
cioén 3 de J satisfaciendo las siguientes tres condiciones se dice que es proyeccion

regular de f:
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1. p(B) tiene solo un niimero finito de puntos interseccién.

2. Si 2 es un punto interseccién de ﬁ entonces la imagen inversa
p~ 12N B de 2 en B tiene exactamente dos puntos. Que no son mas que dos
puntos distintos de B mapeados sobre cada punto en ﬁ tal punto Z se dice

que es un doble punto de 3
3. Ningun vértice de f es aplicado a algtin doble punto de B

Decimos que dos proyecciones regulares son equivalentes si ellas son las proyec-

ciones de dos trenzas equivalentes.
Teorema 2.3.5. Toda trenza tiene una proyeccion regular.

Demostracién. Dadauna proyecciénB de nuestra trenza f3 (donde f} = p(B) como
antes). Como tenemos un numero finito de arcos poligonales entonces se tiene
asegurado un namero finito de puntos interseccién, solo necesitamos asegurar
que no dos lineas rectas una encima de la otra. Si esto ocurre podemos corregir

inclinando una de las lineas como muestra la figura 2.19

Figura 2.19: Cuando dos lineas paralelas en la prdyeccién intersectan, podemos

inclinar ligeramente una asi que la interseccién resulta un punto.

Suponga que un punto interseccion tiene una pre-imagen de a lo mas dos

puntos. Entonces podemos mover arcos subsecuentes al rededor de la interseccion

87



de puntos asegurar que solo dos arcos cruzan el punto como muestra la figura 2.20

Figura 2.20: Cuando a lo mas dos lineas cruzan un punto podemos doblar cada dos

de las lineas al rededor del punto.

Supongase que tenemos un vértice aplicado a un doble punto. Entonces -
simplemente truncamos el vértice, asi el vértice no se alarga recostado sobre el

punto interseccién. Como se muestra en la figura 2.21

Figura 2.21: Cuando un vértice estd recostado sobre un punto interseccion, simple-

mente truncamos el vértice.

Ahora puede haber solo un niimero finito de violaciones de las condiciones 1-
3 y cada movimiento correccidn se tiene definido y se puede realizar no teniendo
mas violaciones. Asi despues de un niimero finito de movimientos correccionales
tenemos una proyecién regular. (Recordar que los puntos de interseccién son fini-

tos) O
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Ahora cambiamos nuestras proyecciones regulares para dar una percepcion vi-
sual mas intuitiva de nuestra trenza. Hacemos esto indicando cruzamientos arriba-

abajo como en la siguiente definicion.

Definicién 2.3.9. Consideremos la proyeccién » : R> — R ; r(x,y,z) = x sobre
el eje X. Sean B € %, y J una proyeccion regular de . Para cada punto
doble 2 de ﬁ (se dice una interseccion de d,d;),decidiendo cual d;,d; estd en
frente viendo cudl r(d;Np~1(2)) 6 r(d;Np~1(2)) es grande. Esto equivale a
ver cudl d;Np~!(2) 6 djNp~1(2) vive pegado a la cara de enfrente de . Sin.
perdida de generalidad podemos decir que d; estd en frente. Entonces removemos
una pequefia seccion de p (d;) alrededor de 2 en j3. Esto d4 una idea de cudl cuerda

recorre sobre y cual recorre abajo. La figura 2.22 dd un ejemplo de un doble

punto y las dos posibles modificaciones que puede hacerse a [§

Figura 2.22: Un doble punto, y las dos posibles modificaciones sefialadas con lineas

horizontales puestas arriba y abajo.

Esta proyeccion regular modificada es llamada diagrama regular 6 diagrama
para la trenza 3. Dos diagramas se dicen equivalentes si ellos son diagramas de

trenzas equivalentes.

De aqui trazamos nuestros diagramas regulares sin los p; y los ¢; seflalados y
ubicar una linea horizontal a la tapa y la base del diagrama. La figura 2.23 d4 un

ejemplo de esto.
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. .
N O A

4 @ B g

Figura 2.23: Un diagrama regular, retrasado sin algunos puntos sefialados con lineas

horizontales puestas arriba y abajo.

En esta seccion desarrollaremos una forma de ver las trenzas como elementos
de un grupo, con una operacion natural conocida como producto trenza y estaremos

capacitados para dar una presentacion finita de este grupo.

2.3.4 El Grupo de Trenzas de Artin

Pasaremos a definir operaciones sobre el conjunto de trenzas, como un paso pre-
liminar se muestra que el conjunto de n-trenzas puede ser visto como un grupo.
Conocido como Grupo de n-trenzas de Artin’s 6 grupo de n-trenzas. Empezamos

introduciendo una manera de multiplicar trenzas dando como resultado otra trenza.

Definicién 2.3.10. Sean f;, B, € 9B, a partir de B, B, definiremos la trenza pro-
ducto 31 B, como sigue; Para 1, 3 en los cubos unitarios Dy, D, respectivamente.
Pegamos la base de Iy ; z=0 con la tapa de Iy ; z = 1. Entonces la uni6én es-
calera ID|UID; por el factor % y llamando a esto ID. Claramente los puntos finales de
arcos en 1 y B, son emparejados en esta identificacién. La coleccion resultante de
n-arcos en D es denotado por 31 B; el producto trenza de B; con f;.Lafigura 2.24 da

un ejemplo de dos 3-trenzas y su producto.
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Figura 2.24: Dos 3-trenzas atraidos uno encima del otro, entonces pegados da su

producto.

Teorema 2.3.6. Sean 1, B € 9B, entonces 1) € B,.

Demostracién. Si B; vive en Dy con cuerdas trenza {d},...,d}} donde
cada d} empieza en p} y finaliza en 9,1-1 ()" Si B, vive en D, con cuerdas
trenza {d?,...,d>} donde cada d? empieza en p? y finaliza en gi(i). Luego
identificamos la base de I; con la tapa de ID; y cada g! es identificado con p?.
Asi para cada 1 < i< n el fin de d! (esto es q}l (i)) conecta al inicio de d;:l 0y
Asi {dzI Udi () 1<i< n} es un conjunto de n-arcos poligonales en I y deno-
tamos cada d,-‘ Udjz.1 (i) bor d;. En la figura 2.24 ilustramos esto para el producto

trensa de dos 3-trensas. Mostraremos que los d; forman las cuerdas trenza de una

n-trenza verificando la definicion de una n-trenza.

» Como f3; (respectivamente f3,) es una trenza, entonces todos los ] (respec-
tivamente d?) son disjuntos. Asi los d; deben ser disjuntos siendo la unién

dedly dj"I "

sy . I . 2
o Por definicion, cada d; empieza en p; y finalizaen g B (1)
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e Como f; (respectivamente [3;) es una trenza entonces cada plano de nivel
en D (repectivamente ID,) intersectan cada afi1 (respectivamente d,:-") una vez.

Asi cada plano de nivel en D intersecta d; una vez.

e Cada dil (respectivamente d,?') estd contenido en ID; (respectivamente ;). Asi

cada d; esti contenido en ID.

Asi la coleccion de n-arcos dj, .. ., d, satisfacen la definicién de una n-trenza, por

lo que B 3, es una n-trenza. O

Antes de probar que %, es un grupo debemos probar los siguientes lemas.

Lema 2.3.1. Supongase B,ﬁ’,ﬁ,ﬁ—’ € PBycon B~ p’ yﬁwﬁ_’ entonces ﬁﬁm B'B.
Demostracion

Tenemos 3 ~ B’. Por tanto existe la secuencia finita de movimientos elementales:

B=Po BB ... " B =P

Esto induce la siguiente secuencia;

_ —0y = Q. = _
BB=PoB3PiB-.. 5" BuB =PB'B
Asi B E ~ B E . Ademas tenemos E ~ ﬁ_’ por tanto existe una secuencia finita de

movimientos elementales:

B=Po % pr... %5 p=

~

Esto induce la siguiente secuencia

BB =Bho B BB %5 Bhe= PR

Asi B'B ~ B'B. Entonces por transitividad E ~ B [;’ .



Note sin embargo que el producto trenza no es en general conmutativo.. La
figura 2.25 muestra un ejemplo dando dos 3-trenzas «, 3 donde aff y Ba son no

equivalentes.

:Lm
L

Figura 2.25: Dos 3-trenzas ¢, 8 con los productos o3, Bo.

Lema 2.3.2. Sean f, 2,83 € %,. Entonces (B152)83 ~ B1(B23). Esto dice que
el producto trenza es asociativo.

Demostracion

Fijar los diagramas 4, B,C para f1, 32, B3 como muestra la figura 2.26 entonces la
figura 2.27 d4 diagramas (B12)Bs, Bi(B2P3) los cuales son diagramas idénticos

por lo que representan trenzas equivalentes.

Figura 2.26: Diagramas 4, B,C para trenzas f3, 32, B3 respectivamente.
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Figura 2.27: Un diagrama para ($18;)Bs y para Bi1{B253)-

- Definicion 2.3.11. Sea e una n-trenza definida como sigue: Paracada 1 <i<njun-
tar p; con ¢; via un segmento de recta ¢;. La trenza e es llamada identidad o trenza

trivial denotada 1,,.

La trenza trivial puede ser graficada; esto es la n-trenza que tiene un diagrama

sin cruzamientos. A la trenza 1, se le puede hacer movimientos elementales.

Lema 2.3.3. Para cada f8 € %, tenemos que 81, ~ B y 1,8 ~ B. Asi 1, actia

como elemento identidad para el producto de trenzas

Demostracién. Fijar un diagrama para S como en la figura 2.28. Sabemos
que 1, tiene un diagrama como en la figura 2.28. Asi B1, tiene como diagrama
el final de la figura 2.28 . Sin embargo podemos contractar las cuerdas verticales a
la base del diagrama de 1, como muestra la figura 2.29 y esto es una equivalencia

de trenzas. Por tanto 1, ~  y por un argumento analogo 1,8 ~ f8. O
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Figura 2.29: Contractando la base de las cuerdas verticales de un diagrama

para 31, se obtiene diagrama para f3.

Asi agregando la n-trenza trivial sobre cada final de una n-trenza 8 esta no
cambia. Esto tiene sentido pues estamos efectuando un alargamiento a la tapa o a la

base final de las cuerdas de 3.

Lema 2.3.4. Para cada 8 € %, existe B’ € B, tal que BB’ ~ 1,y B’ ~ 1, . Tal

trenza 8’ es llamada la inversa de 8, denotado por S~

Demostracién. Sea f§ una n-trenza en D. Construir una nueva trenza 3’ refle-

jando B en la cara base de D (esto es en el plano z = 0) el cual llamamos J.
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Entonces formar la n-trenza $8’. Ahora realizamos movimientos elementales so-
bre B’ para transformarla en una trenza trivial como sigue: empezamos con la
juncién de B y B’ es decir donde finaliza § y empieza 8’ el cudl es el plano de
refleccién. Transversamos sobre el diagrama para B’ (llanmar esto B) venimos a
el primer cruzamiento(esto es el cruzamiento cerrado a J). Si hay cruzes multiples
elegimos cada uno. Asi tenemos hallado nuetro primer cruzamiento X, hablamos
de las cuerdas d; y d; y sin pérdida de genralidad podemos asumir que d; es la
sobrecuerda. Asi tenemos B mirando localmente la figura 2.30. Esto es pues
conocemos que B tiene simetria semejante al rededor de J, y no existe otro cruza-
miento y es imagen bajo J. Asi alglin movimiento simple elemental elimina el
cruzamiento X y es imagen semejante como se muestra en la figura 2.31. Sin em-
bargo tenemos reélizado estos movimientos sin introducir nuevos cruzamientos y
preservando la simetria semejante en el diagrama. Asi ahora tenemos un nuevo
diagrama B’ para 8’ con solo dos cruzamientos. Entonces iteramos este proceso
sobre el diagrama B’ y asi en adelante se sigue reduciendo el nimero de cruzamien-
tos por dos y preservando la simetria. Eventualmente estamos a izquierda con una
n-trenza sin cruces el cudl es equivalente a la trenza trivial. Asi B8’ ~ 1,. Ahora
poniendo B’ en D’ y reflejando en la cara inferior de I’ da B, un argumento idéntico

muestra ' ~ 1,,.
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N

Figura 2.30: El cruzamiento X y su imagen reflejo sobre J.

\K gL

Figura 2.31: El cruzamiento X y su imagen reflejo sobre J.

Asi como podemos ver es facil construir la inversa B! de una n-trenza f§ la
existencia de tal trenza dice que podemos desatar una trenza 3 (arriba)como sigue.
Este es un contraste a la teoria de nudos donde es conocido que la suma conexa de

cada dos nodos no triviales daran otro nudo no trivial.
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Nuestro paso final es de definir un conjunto en el cual dos trenzas equivalentes
son consideradas las mismas. El cociente de 4, sera el comienzo y fin de nuestro

grupo de n-trenzas.

Definicion 2.3.12. Sea § € %,. Seghn la relacion ~ denotemos la clase de equiva-
lencia de f por []. Denote por B, el conjunto de todas las clase de equiva

lencias de n-trenzas por B, = —.

Definicién 2.3.13. Sean [§],[B’] € B, se define una operacion sobre las clases de
equivalencias de trenzas como sigue [B].[B’] = [BB’] donde B’ es el producto de

trenzas.

Teorema 2.3.7. El conjunto B, forman un grupo con la operacion “.” definida an-

teriormente. Este grupo es llamado el n~grupo trenza 6 n-grupo trenza de Artin’s.
Demostracién. Sean [f;],[B2], B3] € Bn.

1. [B1].[B2] = [B1B2] por el lema 2.3.1.

Asi B, es cerrado con la operacién ”.”

2. ([B1]-[B2])-1B3] = [B1Ba]-[B3) = [(B1B2)Bs] por lema 2.3.2
= [B1]-[B2B3] = [Bu]-([B2].[Bs])

Asi”.” es una operaci6n asociativa sobre Bj,.

3. [1,].[B1] = [1nB1] = [B1] por lema 2.3.3.
[B1-[14]] = [B114] = [B1] por lema 2.3.3.

asi 1, es el elemento identidad para B,,.

4. [B1)-1B7 11 = [B1B; "] =[1n] por el lema 2.3.4
[ﬁfl]-[ﬁl] = [ﬁl_lﬁl] = [1,] por el lema 2.3.4
Asi [B"!] es la inversa de [B;] denotada por [B;] 7.
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Asi (B, .) satisface la definicién de un grupo. O

Nota: Para evitar notacién incomoda denotaremos una n-trenza 8 € B, por su
clase de equivalencia [] y por tanto las clases equivalentes como si fueran ella

misma.

2.3.5 Sistema de generadores del grupo trenza

Ahora daremos un presentacion explicita finita para B,,.

Definicion 2.3.14. Para 1l <i<n-—1 definir la n-trenza o; como la frenza presentada
en la figura 2.32. Esto es g; es la trenza con solo un cruzamiento donde la cuerda
de p; a ¢;1) cruza bajo la cuerda de p;.1 a ¢;. La n-trenza inversa de o; es la trenza
representada por el diagrama en el final de la figura 2.32. Asi o;.‘l es la trenza con
solo un cruzamiento donde la cuerda de 4; a B;.j cruza sobre la cuerdade 4,1 a B;.
El conjunto {07,...,0,-1} es conocido como el conjunto de generadores de Artin

para el grupo trenza B,,.

1 2..1i i+l.n-1n 1 2...1 itl.n-1n

Figura 2.32: Un diagrama para ¢; y su inversa 0;."1.

Los o; son las n-trenzas simples(despues trenzas triviales) teniendo diagramas

con solo un cruzamiento(necesariamente entre dos trenzas adyacentes). No serd
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dificil ver que cada n-trenza puede ser particionada en las o; y sus inversas y corta-

mente veremos que estas forman un conjunto generando B,,.

Teorema 2.3.8. Sea f§ € B, entonces 8 puede ser escrito como producto de los o; y
sus inversos, esto es § = o7 ..o con 1 <ip,...,ip <m—1; e +], 1<i<

k,keN,

Demostracién. Dada una n-trenza 8 sabemos que existe un diagrama para 3. Este
diagrama tiene un numero finito de cruzamientos. Cambiando ligeramente los
cruzamientos arriba y abajo podemos tener un diagrama para 8 donde dos cruza-

mientos no estdn ala misma altura como en la figura 2.33.

<)\ A
O (A LAY

Figura 2.33: Un diagrama regular re-trazado donde los dos cruzamientos a la misma

altura no son grandes.

Podemos separar los cruzamientos por planos de nivel y asi particionar f§ en
secciones con cada seccion teniendo solo un cruzamiento en este diagrama, pode-
mos realizar entonces un conjunto de movimientos elementales para transformar
cada seccién en la cudl cada dos cuerdas adyacentes son completamente verticales.
Asi tenemos particionada nuestra trenza como el producto de los o; y sus inversas.
La figura 2.34 d4 un ejemplo de este particionamiento y enderezando subsecuencia.
Por tanto podemos usar un niimero finito de planos de nivel a la particién de 8 en

secciones, cada seccién es equivalente a of para algin 1 <i<n—1. Asif es
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equivalente al producto finito de estos(8 = o ... o).

) N

L

Figura 2.34: Una trenza con planos de nivel entre cada par de cruzamientos, re-

trazados, asi mas cuerdas son verticales.

O

Ahora describimos algunas relaciones entre los generadores de Artin, los cuales
son consecuencias de algunos movimientos elementales simples. Lo que no es ob-

vio sin embargo es que las relaciones deben estar presentadas en B,,.
Teorema 2.3.9. Las siguientes relaciones se tienen en B,.

1. o;0;=0jo;paracadal <i,j<m-—1;[i—j|>2.

2. 0i0i410; = 0410;0;41 paracada 1 <i<n~—2.

Demostracion. Primero: En la figura 2.35 tenemos un diagrama para 0;0; para al-
gunos 1 <i,j<m-—1; |i—j| > 2 podemos ademas trazar movimientos elementales
sobre este diagrama. El final de la figura 2.35 es el diagrama resultante después de
este movimiento elemental siendo un diagrama para o;0;.

Segundo: En la figura 2.36 tenemos un diagrama para 0;0;41 0; para algin
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1 <i < n—2 conun movimiento elemental trazado (esto es la composicion de al-
giun numero de movimientos elementales). El final de la figura 2.36 es el diagrama

resultante despues que este movimiento elemental es realizado, siendo un diagrama

para i1 0;0j+1- O

j*+1 i i+1 ] j+l

Figura 2.35: Un diagrama para 0;0; y después realizando €] movimiento elemental

punteado tenemos un diagrama para ¢;0;.

)

i i+l i+l

Figura 2.36: Un diagrama para 0;0;;.10; y después de realizado el movimiento

elemental punteado tenemos un diagrama para G;,10;0;+1.
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Teorema 2.3.10. Para cada n > 1 el grupo-trenza B, tiene la presentacion:

0;0j = 0;0; li—j122,0<ij<n-1
Bn={(01,...,0n-1) ; _
0:0;+10; = 0j4+10:0i41 i=1,...,n—2

Demostracién. Empezamos definiendo un grupo G tal que:

G=(x1...Xn—1)

Donde: x;x; =x;x;, 1 <i,j<n—1,li—j|=2y

XiXi 41X = Xpp 1 X%l , L Si<n—2.

El teorema 2.3.8 muestra que los generadores de Artin {01, ...,0,-1} forman un
conjunto de generadores para B,,.

Asi definimos una aplicacién ¢ : {x1 o Xp_1} = By ; 0(x:) = 0i. Lo cusl se
extiende a una aplicacién ¢ : G — B, ademads se tiene que:

Sili— j| > 1 entonces:

¢ (xx;) = 0;0; = 0;0; = ¢(x;x;). Por teorema 2.3.9

Sil <i<n-—2entonces:

¢ (xix;i11%;) = 07034107 = O] 0i0i41 = O (x;11x%i+1). Por teorema 2.3.9

Asi ¢ es homomorfismo y claramente cada o; vive en la imagen
de ¢ luego ¢(xi) = 0;; 1 <i<n—1. Asi ¢ es suryectiva.

Para probar la inyectividad de ¢ procedemos como sigue:

Mostraremos que Ker(¢) = {1} para esto fijar un elemento g € Ker(¢) y fijar
23

.x;* representando g. Asi ¢(g) = ¢([0]) = o' ...0{* =

Ik

una expresion @ = x;. ..
1, pues g € Ker(¢). Formamos un representante 3 € %, para ¢(g) como
sigue: definir un diagrama C,; para cada o; y similarmente definimos Cgil para

! ver la figura 2.37 como ejemplo de estos diagramas. Ahora formamos un

cada o;”
diagrama D® por concatenamiento Cf}}.l . .Cf,’;k esta definicion se puede extender a
cada expresién @ sobre los generadores de Artin representando un elemento en G.

La figura 2.38 d4 un ejemplo del diagrama D% 10392 formado por concatenamiento
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de Cy LGy, G para dar el diagrama C| 1G0.

\ /
\ /

12..1 i+l.n1n 1 2.1 i+#l.nln

Figura 2.37: Los diagramas Cg, y C;s_l de o; y O'i_l respectivamente.

. X 7
C \K c'c,c,
. \/\ /\

Figura 2.38: Concatenando los diagramas CI'I, (3, C, para tener el dia-

grama CI"IC3C2.

Denotemos por ¢ € 9, la n-trenza representada por el diagrama D® (exten
diendo la definicion a cada @ para representar el elemento en G). Claramente S® es

un representante para ¢(g) pues [3¢] = g‘if’ .

o;¥. Es importante aqui ver que si
dos diagramas D®, D' son idénticos(equivalentes)entonces @ y @' deben ser ex-
presiones idénticas. Ahora como ¢(g) = 13, tenemos que [B]® =15, ;

B¢ ~ 1,. Asi existe una secuencia finita de / movimientos elementales y sus inver-

sas Q1" ... Q)" dondem; € {£1} ; 1< < I que transforma B® en 1, finalizamos
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con
ot o2 o
B=B BB > ... 5 p=1,

Donde todos los f3; son n-trensas intermedias. Podemos ver los movimientos ele-
mentales actuando sobre los diagramas para cada trenza intermedia descrita arriba.
Asi definiendo D; como el diagrama para f3; y cada i y denotando un movimiento

elemental sobre un diagrama por QF! obtenemos la siguiente secuencia:
D®=Dy 5 Dy 5 ... 5 Dj=D!

Donde D! es el diagrama trivial para la trenza trivial 1, (esto es n lineas verticales).

La figura 2.39 d4 un ejemplo de este diagrama. Podemos rescatar que dadas dos

expresiones @;, @y sobre los x;, si D¥1, D*2 difieren por el movimiento elemen-

tal Q (esto es D 5 D®) entonces (@] =g [0).

Figura 2.39: El diagrama D' para la trenza trivial 1,,.

Confirmamos esto con un nimero finito de casos.
Asi dadas @ = x! ...ng’ , ) = xg‘l 2;‘; empezamos con el diagrama D®! y
realizamos el movimiento elemental .Q_S(s € {£1}) el cudl actia sobre al-
guna cuerda trenza 4 y transforma D® en D®2. Asi tenemos un trian-
gulo A4BC en el plano y reemplazamos AC UBC con 4B (si s = —1) 6

reemplazamos 4B con ACUBC (si s = 1). Deseamos ver en que caso es falso
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dentro del tridngulo A4BC (Aqui el triangulo es proyectado en el plano; obvia-
mente dicho tridngulo se hace vacio en el 3-espacio por definicién de movimiento

elemental).

Caso 1. A4BC es vacio como en la figura 2.40
Entonces la expresion @ tiene como diagrama D*2 pues no tenemos movida no

rompiendo cada cruzamiento. Asi @ = w; por lo que [0} =g [an].

Figura 2.40: Un movimiento elemental sobre d donde A4BC es vacio.

Caso 2. AABC contiene parte de otra cuerda 4 que entra y sale

en A4BC bajo 4B como en la figura 2.41
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Figura 2.41: Un movimiento elemental sobre d, donde AABC contiene parte de otra
cuerda d' que entra y sale de A4BC bajo 4B.

Si s = 1 entonces tenemos(para algiin 7) removido el subdiagrama C;C;~ ! de al-

> . ’ N Qi1 Lo 127
gan lado en nuestro diagrama y asf tenemos el diagrama de xff,‘ .. .x,r;_:xrjsz . >4

Gj1

T = xg“l el cual debe ser idéntico a la expresion w;.

o
donde x] =x;yx
. . . —1 ,
Si s = —~1 entonces tenemos(para algin i)agregado el subdiagrama C;C;" de algin

. ’ . o oy —1 &+t &y
lado en nuestro diagrama y asi tenemos el diagrama de xz,' ...xz/xx; X7, ... xg)
el cudl debe ser idéntico a la expresién @,. Para acabar debemos realizar can-

celacién libre(6 inversa) sobre @, y asi (o] =¢ [@3]-

Caso 3. AABC contiene parte de otra cuerda d' que estd dentro
de A4BC bajo AC como en la figura 2.42
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Figura 2.42; Un movimiento elemental sobre ¢, donde A4BC contiene parte de otra

cuerda 4’ que entra a A4BC'y sale bajo BC.

Si s = 1 entonces tenemos(para algin i) agregado el subdia-

grama C; IC; de algin lado en nuestro diagrama y asi tenemos el diagrama

a LTI S 78
de x| ...xg/x; Lt

Xz
i Ti41 " T

el cudl debe ser idéntico a la expresion w;.
Si s = —1 entonces tenemos(para alglin i) removido el subdiagrama C;” 1¢C; de algln

. v . oy aj_; Ajy2 ay
lado en nuestro diagrama y asi tenemos el diagrama de x7, .. X Xy, o Xg

i1

Ty =X el cual debe ser idéntico a la expresién ayp. Para

oy —
donde x;/ = x; Lyx

acabar debemos realizar cancelacién libre(6 inversa) sobre @y y asi 0] =g [0;].

Caso 4. AABC contiene parte de otra cuerda 4 que estd dentro

de AABC bajo AB 6 ACUBC y sale bajo la otra como en la figura 2.43
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Figura 2.43: Un movimiento elemental sobre d, donde A4BC contiene parte de otra
cuerda &' que entra y sale de AABC bajo uno de BC, ACUBC vy sale bajo la otra.

Respecto del signo de s tenemos(para algin i/ y algin € € {4:1})cambiado
en el subdiagrama Cf el orden amriba 6 abajo en nuestro diagrama después
de algin nimero de los otros Ct! con r i — 1,i,i+ 1. Asi ahora tenemos
el diagrama de xf'...xpxfxpl .. xg it xf si CF es cambiado so-
bre(xg =xf y |1, —i] > 2; j+1<g<v—1)éel diagrama de
xq L xm g fxgj{x;?x%f:‘ . ..x%" si C¢ es cambiado sobre(x2" =xf y |7, —i| >
2, v+1<g<j)de una 6 de otra forma la expresion resultante debe ser
idéntica a la expresién @. Tenemos completamente cambiado xfx}il con xfle %
viceversa) para |i — j| > 2 algiin niimero de veces en @, el cudl es una equivalencia

en G pues 0;0; = 0;0; asi [@] =g [w].
Caso 5. AABC contiene parte de dos cuerdas d’, d” con un cruze entre ellos

donde ambas cuerdas de los cruces entran a A4BC bajo AC y sale bajo BC como en

la figura 2.44
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Figura 2.44: Un movimiento elemental sobre d, donde A4BC contiene parte de
dos cuerdas con un cruzamiento entre ellos, donde ambas cuerdas del cruzamiento

entran a A4BC bajo AC y sale bajo BC.

Si s =1 entonces para algun i tenemos reemplazado el subdiagrama Cf, | con
el subdiagrama C; Ic +1C Ci+1C;i con el subdlagrama Cf,,- Asi ahora tenemos
el diagrama de x7; . xT}x Sl xg x&lxlej . x,,y (donde x,,f:f =xf, ;) el cudl
debe ser idéntico a la expresion @,.

Si s = —1 entonces para alglin i tenemos reemplazado el subdiagrama C& 1 con
el subdiagrama C}” C 1C C;+1C; con el subdiagrama C . Asi ahora tenemos el

Qji1

Ty SOD

(£ EN -1 - i R Gjp1
X! xE . .x.;y (donde x; xi+1xfx,+1x, s Xy oo X

. al
diagrama de x7, . 1% 16

&
!
idénticas como expresiones) el cudl debe ser identico a la expresién @;. Pero
tenemos completamente intercambiado x7, | con x; x lxgx,+1x, (6 viceversa) el

cuél es una equivalencia en G pues 0;0;11 0; = 0j+10;0i+1 asi [@] =¢ [an].

Caso 6. AABC contiene un cruzamiento, dondé las cuerdas del cruzamiento
entran y salen AABC bajo AC, BC, AB en una manera arbitraria.
Es obvio que podemos partir sobre QS con los casos de 1-4 después del cual las
cuerdas del cruzamiento entran a AABC bajo AC y sale bajo BC.

Aplicando 5 concluimos que (@] =g [an].
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Note que para los casos de arriba las cuerdas entran y salen A4BC como subcuerdas
y que el punto C estd siempre a derecha de AB. Argumentos similares muestran
que [@;] =¢ [6%] cuando las cuerdas entran y salen de A4BC como sobrecuerdas

y/o cuando C esta a izquierda de 4B.

Caso 7. AABC contiene parte de muchas cuerdas tendremos muchas intersec-
ciones entre ellas.
Podemos aplicar sobre O un niimero finito de casos de arriba, donde a cada etapa

intermedia las expresiones son todavia equivalentes en G. Asi te-

nemos [wy] =g [ax)].

Si Q° es movimiento elemental transformando D® en D en-
tonces (@] =g [@y).
Asi para completar la prueba que ¢ es inyectiva recordamos el inicio de nuestra
prueba y emplear un numero finito de movimientos elementales transfor-
mando D® en D!. Asi te-
nemos que [w] =g [1].(esto es g =g lg). Pero g fue un elemento arbitrario
de Ker(¢). Asi Ker(¢p) = {1} y asi ¢ es inyectiva por tanto un isomorfismo por

lo que B, tiene una presentacion idéntica a G.

Dado que tenemos una presentacion finita para B, podemos obtener mas re-
sultados de la presentacion de B, sin conocer la geometria anterior. Sin embargo
podemos trazar algunos graficos para garantizar que mantenemos una idea intuitiva

para el sujeto sin perder el dlgebra. O
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2.4 Representacion finita del grupo trenzas puras

El grupo de trenzas puras como subgrupo del grupo de trenzas de Artin es pre-
sentado por un niimero finito de generadores y relaciones, lo cual constituye el

resultado principal de este trabajo.

2.4.1 Trenzas puras

Podemos generalizar la definicion del grupo trenzas como:

Definicién 2.4.1. Una trenza geométrica de n > 1 cuerdas es un conjunto » C R? x J
donde: I = [0, 1); formado por » intervalos topoldgicos (grafo de un camino en R®)

disjuntos llamados cuerdas de & tal que la proyeccioén
R*x1—1
es una cuerda que es homomoérficamente a 7 y:
bN(R? x {0}) = {(1,0,0),(2,0,0),...,(n,0,0)}
bN(R? x {1}) = {(1,0,1),(2,0,1),...,(n,0,1)}

La interseccién de cada cuerda con el plano R? x {f} con ¢ € I fijo es exac-
tamente un punto y conecta cada punto (i,0,0) a un punto (s(7),0,1), donde
i,s(i) € {1,2,...,n}. La secuencia {s(1),s(2),...,s(n)} es una permutacién del

conjunto {1,2,...,n} llamado la permutacién trazo de b.
Definicion 2.4.2. El nicleo de la proyeccion
w:B, =,
es llamado el grupo de las trenzas puras denotado por 7,:
P,=XKer(r: B, = Z,)
donde %, es el grupo simétrico » (grupo de permutaciones).
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Los elementos de P, son llamados trenzas puras de # cuerdas, la geometria en
n cuerdas presenta un elemento de P, si y solo si Vi=1,2,...,n la cuerda de ésta
comienza en (i,0,0) y finaliza en (i,0,1). Tal geometria de trenzas son llamadas

trenzas puras.

Figura 2.45: Generadores del grupo de trenzas puras, n-trenza 4;;con1 <i< j<n.

Un rol importante jugara el conjunto 4;; de trenzas puras que se muestran en
la Figura 2.45 con 1 < i< j < n, estas trenzas se pueden expresar mediante los

generadores 01,03, ...,0,-1 por:
Aii =i 1Gir O 0'.20',_1...0',—10'f'1 1<i<j<n
ij j~107-2 +19; U j—-2Y 12 = =
Las trenzas {4;;}; son conjugadas con otra en B,. Definimos:
O j=0j_10;2--0;, 1<i<j<n
Paral <i< j<nyl<i<j<k<n

-1 | -1 -1
ajkAfjajk = Oy~ 'Gj(oj—l “+ 04107 Oppy -+ O'j—l)(o-k—l .. 'O-j)
2 —1 B QP R | —1
=O'k_1"'0'§+10'5 0'l+l--0'j_l()'} O:)"}‘l.'.dk—l
— Ay @.11)
De la misma forma se demuestra

odijog' = A (2.12)
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Observemos que:

Aij ~ Ay
Ay~ A

= Aij NA;k

La conmutatividad de:

B, — %,
U
Bn—H — Xyl
implica que la inclusion / : B, — B, mapea P, en P,y;. El homomorfismo
P, ¥ P4 inducido por / es denotado también por /. En el lenguaje geométrico
[ : Py, = Ppy1 agrega una cuerda identidad a la trenza pura “6” de B, es decir,

resultando esta Gltima en Fy.1.
Se demuestra que / : B, — P, es inyectivo.

Es conveniente ver a P, como un subgrupo de B,1 via /. En este sentido se
obtienen los subgrupos P, C P, C P3 C ---. Esclaro que P, = {1} AP, es un

subgrupo ciclico generado por 4 ; = o}.

De la misma forma eliminando la n-ava cuerda de b, obtenemos una trenza
Ju(b) en n—1 cuerdas. Es obvio que si b es isotépico a ¥, entonces f,(b) es
isotdpico a f,(#'). Pasando a isotopias de clase obtenemos una buena definicién

del mapeo de £, : B, — P,_1.
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De la definicion de multiplicacion para trenzas es claro que f,, es un homomor-

fismo de grupos.

De la descripcion geométrica de la inclusion natural

11Pn_1 — B,

Jaol=1idp,_

Notar que como / es inyectivo f, es sobreyectivo.

Para n > 2 sea el conjunto U, =Ker(f, : B, — B,_1). Si f, es definido como
antes, P, es isomorfo al producto semi directo de P,_; por U,. Toda trenza pura

B € P, puede ser expandida de manera \inica en la forma:
B =1(B")Bx

con B’ € P,_1y Bn € Uyp. Aqui B’ = f,(B) y B =17(B")B. Aplicando esta expan-
sién inductivamente nosotros concluimos que: 8 puede escribirse de manera tinica
por:

B=PBpB3Bn (2.13)

donde B; € Uy C P C B, Vj =2,...,n. La expansion (2.13) es llamado la combi-

nacién (o normal) forma de f3.

2.4.2 Configuraciones y Trenzas Puras

Sea M un espacio topologico y sea M" = M x M x --- x M el producto de n-adas

(n> 1) con la topologia producto; y el conjunto
Fn(M) = {(ulau2a---;un) € Mn/ui # UjVi#j}
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Es un sub-espacio de M”" llamado el espacio de configuraciones de orden n, que

consta de las n-uplas de elementos distintos de M.

Si M es una variedad topolédgica (posiblemente con frontera acotada dM)
entonces el espacio de configuraciones F,(M) es una variedad topologica de
dimension n = dim(M). Ciertamente toda n-upla de puntos en M puede ser

deformada en otra n-upla del interior M° = M — dM de M.

Si dim(M) > 2y M es conexo entonces toda r-upla de M° puede ser deformada
en otra n-upla de M°. Por tanto para tal M, la variedad que resulte de F,(M) es
conexa, su grupo fundamental es llamado el grupo de trenzas puras de M. Para
M = R? nosotros volvemos al grupo de trenzas puras B,.Justificamos esto solo de

manera geométrica como sigue:

Vemos mejor esto si cada geometria de un camino b C R? x I de m; (F,(R?));
que va de I — F,(R?) es decir a ¢ € I lo asociamos (u(2),uz(¢),...) creando n
funciones ¢ — u;(¢) y la gréafica (u(¢),t) es la i-ésima cuerda de la definida por los

puntos (u;(t),t) € R? x {¢}Vi=1,2,...,n cuyo punto inicial y final es
g((1,0),(2,0),...,(n,0)) € F,(R?)(pues es un camino cerrado)

Todo camino (0,0, . ..,0,) : I — F,(R?) empezando y terminando en gy, lo
podemos asociar con las trenzas puras cuya geometria es
n
U U (ai (t ) 4 )
i=11€l
Estas construcciones son mutuamente inversibles y se da una correspondencia

biyectiva entre trenzas puras vistas geométricamente y los caminos en (F,(R?)).
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Bajo esta correspondencia la isotopia de trenzas corresponde a la homotopia de

caminos (lazos) en [5] se demuestra que:
Py=m (FH(R2>9‘3:@)'

Regresando a una variedad topoldgica convexa M de dimension » > 2, se puede
generalizar la definicién de F,{M) por la restriccién de puntos M° = M — d M. Més
precisamente, fijando un conjunto finito @, C M® de m > 0 puntos se crea el con-
junto

Fonp(M) = Fy(M — Om)
Donde n es el nimero de componentes de la n-ada y m el nimero de puntos a quitar
Este espacio topoldgico depende de M,m v n pero no de los puntos de @, cierta-
mente (M) = F,(M) y Fp ( (M) = M— Q.
Lema 2.4.1. Sea V1,V3,...,V, bolas ébiertas de centros u{,uj, ..., u, puntos distin-
tos dos a dos respectivamente.

Sea V' =V; x V2 X --- x ¥; vecindad de ug = (f,...,47) en F.(M), entonces
existe » mapeos continuos

0;: Vi x ?, — I;':
tal que Vu € V; y existe un mapeo O7 tal que este mapeo O : Vi—s Villevave V;a
Oi(u,v) y este homeomorfismo lleva la esfera acotada 9¥; a la misma esfera punto
a punto y enviando u} a u; donde u = (ul,uj, vy Up).
Demostracion. Podemos asumir que ¥; = ¥ es la bola abierta en el espacio
euclidiano R¥™ M con centro en el origen desde que F.(M) es una variedad

topologica conexa.

Fijando una funcion suave de 2 variables
A:[0,1[x[0,1] - R
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tal que A(x,y) =1six>ypy A(x,y) =0, s (_x;_ll <y,dondex € [0,1][yy € {0,1].

Para u € V, define un campo vectorial f* en la cerradura de la bola unidad
V= {veRmM /v <1

definida por:
S40) = Allul], V1))

La eleccion de A asegura que f¥ = u en la bola cerrada de radio ||u|| con centro en
el origeny f* = 0 fuera de la bola de radio (W) con centro en el origen
Sea {O*! : V- ?},ER el flujo determinado por /¥, esto es la familia (inica) de
difeomorfismos de ¥ tal que 0*° = id y
dO* (v)
dt

=fvMWeV,teR
Integrando:

O"'(v) = f*(v)t+w para algin w
OV =w=v— O () = f* Wt +v

o' = f'Wit+v YvedV (vl > {ll)
Ou,f(v) j— v Yvedl
O“*(0) = f40)+0=ut (1ofl < Jlulh

El difeomorfismo O depende de u,¢ y fija la esfera ¥ punto a punto, y envia
el origen a tu.

Por tanto el mapeo O; : V' x V — V definido por - |
Oiu,v) = 0% (v) = f*(v) +v
parau € V,v € V satisface las condiciones requeridas. 0
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Lema 2.4.2. Sea M una variedad topoldgica conexa de dimension mayor o igual a

2 con dM = @ para n > r > 1, el siguiente mapeo

p:Fa(M) — F(M)

(u1,e.stn) —> (up,uz,... u,)
es una fibracion local trivial con fibra ., (M).

Demostracién. Sea v° = (u3,...,u°) € F,(M). La fibra p~1(u°) consiste en las
uplas (u3,...,u,v1,...,Vu—r) € M", donde los u5,...,u5,v1,...,V,—r son distintos.

Haciendo Q, = {u{,...,u;} obtenemos
F;',n—r(M) = {(vl? RN ,Vn—r) € (M'““ Qr)n—r/vi ‘_Ié V; para i #]}

Se puede demostrar que formula
(S, ..., 4l V1y- oy Vuey) = (V1,..,Vn—y) define un homomorfismo p~!(u°) =
Frper(M).

Nosotros probaremos la trivialidad local de p en una vecindad #°. Para cada
i=1,2,...,r tomamos una vecindad ¥; C M de «; tal que la clausura V; es una bola
cerrada con interior V. Siendo 7, ..., u; distintos podemos asumir que ¥1,V3,...,
son mutuamente disjuntos.

Entonces

V=V xVx---xV

es una vecindad de ¥° en F.(M). Nosotros veremos que la restriccién de p a V' es
trivial acotado es decir p~!(V) — ¥ x F,_,(M) conmuta con la proyeccién a ¥,

para lo que nos ayudara el lema anterior.
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Para cada u = (uy,...,u,) € U definimos el mapeo
O%: M — Mpor
Oi(uj,v) sive Viparaalgini=1,2,...,r

o(v) = vsivEM—UV;

donde O; es como en el lema anterior.

Es claro que 0% : M — M es un homeomorfismo continuo dependiendo en u y
llevando los puntos 5, ...,u; a uy,us,...,u, respectivamente.

Que sea homeomorfismos porque
O”}y(v) = Oi{u;,v) siv &€ V;, para algin i

o )(v) = v

M—{Uil;
entonces O¥ es continuo.

Ademas O(u;,v) es inyectiva — O¥ es inyectiva y O* es un homeomorfismo.

También O*(v) =v Vv € ¥, definimos

(H,P],.- '3vﬁ—?’) = (2{, Oz‘v1>,...§0?vn_r))

La formula: y : (#,v1,V2,- .+, Vaer) = (&, (0¥) "1 (01),...,(0*) "} (v,—r)) define

un homeomorfismo V' x F.,,_,.(M) — p~ (V) conmutando con la proyeccién de U.

YV X B (M) = p™\ (V) VCR
of
vV
P, (07 1), (0 ur)) = V CFR(M)yp~' (V) C Fa(M)
Entonces plU : p"Y(V) — V es una fibracién localmente trivial. O
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Lema 2.4.3. Sea M una variedad topoldgica conexa de dimensiéon mayor o igual a

2 con dM = 0@ param > 0,n > r > 1, el mapeo levantamiento

p: F;n,n(M) - Fm,r(M)

definida por p(ui,...,u,) = (u1,...,u,) es una fibracion local trivial con fibra
Fm+r’,n—r(M)-
Demostracién. En Lema 2.4.2 hacer M = M — Q,,. Ol

Definicién 2.4.3. Una variedad es esférica, si es contractible o equivalentemente si

la homotopia de grupos 7;(M) es nula Vi > 2.
Lema 2.4.4. Para todo m > 0,n > 1, la variedad F,,,’,,(Rz) es esférica

Demostracién. Consideremos la fibracién £, , — Fm,l(Rz) =R? - Q,, con fibra
Fontipn-1 (Rz) por el lema anterior, entonces las siguientes secuencias homotopicas

de fibras tienen una secuencia exacta:
s 4
T 7L'i+l(R:2 - Qm) - ni(Fm+l,n—1aR2) —_— ”i(Fm,n(Rz)) —_— ”i(RZ - Qm) —_

Donde ¢. es el homomorfismo conexién para lo cual podemos consultar [20].
Nétese que R? — 9, contiene m circulos que constituyen un retracto por de-
formacién contractible con homotopia cero como R? — Q,, y este retracto son ho-
motépicamente 7;(R? — Q,,) = 0 para i > 2. Entonces 7, (R> — Q) =0y yes
inyectiva.
Asi
”i(Fm,n(Rz)) = (Bt n-1 (R?))
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entonces

112

7i(Fpi1 -1 (R?)) i (Fnt2,0—2(R?))

R

T(Fn-1,1(R?))
b4 (Rz - Qm+n— 1 )
0

IR

IR

2.4.3 Generacion finita de Grupo de trenza pura

Teorema 2.4.1. Para n > 2, el grupo u, = Ker(f, : P, — P,-1), es libre con n— 1

generadores {4; »}i=12,..n

Demostracién. Aplicando el Lema 2.4.2 a M = R? obtenemos una fibracién trivial
p:Fy(R?) — F,_1 (R?) con fibra F,_1 1 (R?) de esto se obtiene una secuencia exacta

corta
1 01 (Fy 1,1 (R?)) — m (Fy(R?)) =2 m (F 1 (R)) — 1 (2.14)

donde usamos la trivialidad de my(F,—;(R?)) (lema 2.4.4) (con Fp,_i(M) =
Fy_1(M)) y la trivialidad de m(F,1,1(R?)) siendo F,1,1(R?) conexo. Bajo el
isomorfismo

m (Fo(R?)) 2 By y 11 (Fp 1 (R)) 2 P,y

El homomortfismo p, en (2.14) es identificado como el homomorfismo omisién

Jn Py — P, estudiado antes. Reescribiendo (2.14)

In

1 ——> my (Fy—1,1(R?)) B, Py 1 (2.15)
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Por las funciones
M (F,_y ywe)) = T (R —0p1)

Tomando como Q,,_1 C R? el conjunto {(1,0),(2,0),...,(n—1,0)} y haciendo
ag = (n,0) el punto base de R?> — Q,_ ciertamente, el grupo m;(R? — O,—1,a0)
es un grupo libre de generadores xj,x3,...,X,—1, como se muestra en la figura
2.46.(trebol de n-1 lazos)

El homomorfismo 7t; (Fy,—1:1(R?)) — B, = 71 (F,(R?)) en (2.15) es inducido por
lainclusién R? — Q,_1 = Fa_11 (R?) < F,(R?) asignando el punto a € RZ2—Q,_1.

La n-upla de puntos ((1,0),(2,0),...,(n—1,0),a) comparando las figuras 2.46
y 2.45. Observamos que este homomorfismo lleva x; a 4; , paratodoide l an—1,

de la secuencia exacta (2.15) se tiene directamente el teorema 2.4.1.

Tenemos que para cada t el camino x;(¢) , asocia un camino en 7 (F,(R?))
((1,0),(2,0),...(n—1,0),(x;(¢),2)) que es 4;,. Por tanto los generadores de la
imagen son los 4;, con i=1,2,...,n-1 por ser (2.15) secuencias exacta, estos son

generadores del kernel(f,) es decir U,

(1,0) (i,0) (n—1,0)

Figura 2.46: Los generadores x1,...,%,_1 de m (R? — 0,_1,4ap).
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Proposicién 2.4.1. El grupo P, admite una filtraciéon normal

tal que: L
q U,

1=0" cui cu?-..cui V=P,
'51—1)

es un grupo libre de rango n — i para todo i.
Donde

U = Ker(fu_iy1 -+ fuor S : Py = Pui)

Demostracion. U,EO) ={1}yparai=1,2,...,n—1 los conjuntos

,Ei) = Ker(f,,_,-+1 o 'ﬁ:—lﬁl ) Pn—i)

Ademés Uy—iy1 = Ker(fu—it1 : Pa—iv1 = Pui)
entonces

U= {1}

Figura 2.47: Gréfica de la trenza unidad 1

j;, :P,, —)P,,_l

n—1n

Figura 2.48: Elemento de U(!
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donde la hebra “n” no necesariamente es la hebra proyeccion, los elementos de

U = Ker(f,) tiene las hebras 1,2,3,...,n— 1 igual a la identidad

U@ = Nuc(fy—10fn)

tienen las hebras 1,2,...,n— 2 igual a la identidad y » — 1, n no necesariamente.

En general el ntcleo de
Jo—iv1+ Su i By = By

tiene las hebras 1,2, ...,n—iigual a la identidad y las i restantes no necesariamente.

Sea

6: UV SU,  (Un=ker(fy))
que consiste en la identidad

(1)

U,
Kerg =UO), entonces ﬁ =U, Uy=Ker(fp:Pi— Poi)

Ahora sea

0:UP U,y Ui =Ker(fym1: Po1 — Prg

1 n—2 n—1 n 1 n—2 n—1
I I i

——

[
=
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Figura 2.49: Elemento de U/(?)

Donde las hebras # — 1 y n no necesariamente son la identidad.

Ker¢ = UM

Por tanto
@
=2 =y,
o
Sea
¢ U)£3) = Uy

Figura 2.50: El primero es elemento de U/(3)

(3)
Ker¢ = U,gz) entonces: %(if =Uyy  (Up—z =Ker(fu—z: Bi—g = Py-3))

En general

6:U) 5P,

Kerg = UL

n

Uil

= n—i-4-1
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Ademis
v cu cuP c...cyt=p,
entonces
. U’gi)
i1

—T-—) = Ker(fn_,»ﬂ : Pn—i+1 — Pn—i) - Un-i-H
n

Ker(fu—iv1 : Poiy1 = Poi) = ¢(Uni))

Sabemos que U, es libre por el Teorema 2.4.1
()
Por tanto E%'T) es libre y su nimero de generadores se da por el Teorema 2.4.1.
O

Corolario 2.4.1. El grupo P es de torsién libre, es decir no tiene un elemento de

orden finito.
Demostracién. Sea b € B, y del grafico

%

Figura 2.51: La trenza 413 y el producto de las trenzas 4),415.

Si continuamos por induccién
Py no tiene un elemento de orden finito. Por el homomorfismo inclusion
P, C P C Py C -+ P, no tiene un elemento de orden finito. Recuerde que 4;;

son generadores de U, C F, por el Teorema 2.4.1. O

Corolario 2.4.2. P, es generado por 2m-1) elementos Ai; 1<i<j<n
bl ij J
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Demostracién. Recuerde que f € P, se puede escribir como f = f.55...8, con

B; € U; C Pjde (2.13) U; es generado por {4 j}i=12,,j-1 O

Por el Teorema 2.4.1.

Los iy j varian de la siguiente forma

Sii=n—1 entonces j =n; Sii=n—2entonces j =n,n—1; si

i=n—3entonces j=n,n—1,n—2;...sii=1entonces j=1,2,...,n—1
(n—1)n

Total 1 +2+34---+n—1= .

Esto por el Teorema 2.4.1.
Ahora definimos las relaciones de los generadores {4;;}1 <i< j<ndeFy:

4

Aij s<ioi<r<s<j
_ ArjA,'jA'_l | § ==
ArslAijArs = { ” 1 e . )
ArjASinjAsj Arj I=pr<s<]j
| A A A A A A AT r<i<s <

Algunos ejemplos: | <r<s<j

P
’_Li/
|

Aij : A;j‘

Figura 2.52: La trenza 4;; y su inversa Agl.
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A;\,lA,'jAm ir<s<j Aij

-
L]
L

entonces

Figura 2.53: Descomposicién de 4;;, A,;lA,-jArj =djj, i<r<s<j.

De la misma forma se pueden demostrar las ofras propiedades.

Corolario 2.4.3.
n n{n—1)
B nlnt)

[P, P

donde [P, Py] es el conmutador.

Demostracién. Por el Corolario 2.4.2 el grupo abeliano:

P,
[P P

es generado por los elementos de la forma 4;; cuando 1 <i< j < n.
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Para probar que estos elementos son L.I. es suficiente construir para cada

1 i< j < nun grupo de homeomorfismos
I,'j B, = Z

tal que
1, sii=rAj=s

0, siitrVj#s

para 3 € B, cuyo diagrama es D. Orientamos todas las cuerdas de D. de la parte

lij(drs) =

superior (¢ = 0) a la parte inferior (f = 1) sea l;; (D) el namero de cuerdas de D.

donde la i-ésima cuerda pasa sobre la j-ésima cuerda de izquierda a derecha

jooi
l

) =1

~

Figura 2.54: Diagrama de /7 (b) = 1.

Sea I;;(D) el numero de cruces de D, cuando la i-ésima cuerda pasa sobre la

J-¢ésima cuerda de derecha a izquierda
J

() =1
Figura 2.55: Diagrama de /;;(b) = 1
tenemos que:

lij(B) = Ij;(D) — (D)
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Se puede comprobar que es invariante por isotopias.

Por el teorema de 1.6 de [13] /; ;(B) esta bien definido sobre B. El mapeo

lij . Py — Z es un homomorfismo de grupos tal que:

0, sii#rVjs#s
lij(Ars) ={

1, i=rAj=s

[P,,,Pn] C Ker(l,-j)
= Aij & [P, By

.. [Pus Pyl Aij genera

Corolario 2.4.4. El grupo B, y todo los sub-grupos son residualmente finitos.

Demostracién. Recordar que G es residualmente finito, si VB € G — {1}3f
homomorfismo y ¢ grupo de dimension finita tal que /: G— G, Af(B) # 1.

El corolario es cierto pues como B, es un grupo libre entonces es residualmente
finito. Ademas el Teorema 2.4.1 implica por induccion en # que P, es residualmente

finito. O

Definicién 2.4.4. Un grupo es de Hopfian si todo endomorfismo suryectivo es in-

vectivo.

Corolario 2.4.5. El grupo B, y todos sus sub-grupos finitamente generados son de

Hopfian.
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Demostracién. Todo subgrupo finitamente generado es de Hopfian. |

Corolarie 2.4.6. Para i=1,2,...,n quitando la i-ésima cuerda definimos un grupo
de homomorfismos f; : B, — P, el nicleo de f es un grupo libre de rango 7 — 1

con generadores libres:
A dii- A A
Demostracion. Sean
Cin = Op—10p-2"""0j

y observe que para cualquier € P, le quitamos su cuerda », la trenza que se

: : -1 T
genera es la misma que quitarle a o .3 o, su cuerda “n”.

Es claro que 1,1 /2 (B)1,-1 = f3(B)
Asi

f2B) = fulouuBos,) = cunfu(B)o,)
donde f, = £, (quitamos la n-ésima cuerda) Por tanto

Sea B € ker f} — fi(B) = e entonces f,(0mBa;!) =e

oimBo;t =B’ con B’ € ker f,
ﬁ = ai;,l Iai,n
B’ € ker f,
B € (x,-’_nl (ker fu)Clin
ker £} C o)} (ker )i
De la misma forma:

0*':‘,—;11 (ker f,) 04,0 C ker f}

Kerf; = oy n(Kerfy) o7y,
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Explicacién para el cason = 5,i =2

On = 0,5 = 040307

1 2 3

N
\\ NN

. /)
- ////

Figura 2.56: Descomposicién de ogsf3 0(2"51,( al eliminar su Ultima cuerda),en los

generadores: 03,03,02

Notar que al eliminar la cuerda 5 del producto se va la cuerda 2 de 8. Ademis

enloque quedade a5y az—’sl es la identidad (no hay cruces)
Kerf} = o], UpQin

Usando el Teorema 2.4.1 y observando que la conjugacién o;, transforma

{4} j=12,..n~1 en el conjunto

{41, Ai1 i diirts. 3 Ain)

De2.11:
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-1
ocjkA,-jajk = Ay
-1
dij = oy Ay
L TP
Aij =0t A0k

-1
Aji= o Aoty

it

-1
4ji= Oy Ajnllin

H

-1 .
Ayi=0o, Aintiy,  j=1

~1 .
AZ,:‘ = a’;‘,n AZ,nai,n J= 2

-1 _
Aic1i =0 AicinOin  J=i-1

De otro lado de (2.12)

&&Agj&igl = A}';c
Aij= o Ao
A;j= Oli,_klA ik
Ai,j - aj’_nlAjnain
Aijr1 = a;:zclAi-}-l,nai,n

Ajiva = 0 Aiyo nCin

-1
Ai,n—l - a;k Anwl,nain
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se deja para el lector

-1
Ain =04 ; AinCin

O

Definicién 2.4.5 (El centro de B,). El centro del grupo G es el subgrupo de G que

consiste en todos los g € G tal que:
gx=xg Vx€GQG.
El centro del grupo G es denotado por Z(G).

Teorema 2.4.2. Sin > 3 entonces Z(B,) = Z(F,) es un grupo ciclico infinito ge-

nerado por 8, = AZ donde:

Ay = (0102 0y-1)(0102 " Op—2) -+ (0102) 01 € By,

1 2 3 4 5
><_
\
N>

AN

NN

Trenza As

Figura 2.57: Gréfica de la Trenza As, cuyo cuadrado es el generador de Ps.

Demostracion. Siendo 8, € P, (esto es simple de probar) hacemos induccién

sobre /(8,-1) donde I : P,_; — P, es la inclusién natural. Sea 6, = I(6,-1)7y

donde:

Y=Y = Al,nAZ,n e Ap 1 €EF
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ver la Figura ?? por el diagrama de s

~

Trenza 75
Figura 2.58: Trenza 5 = 4) 543 5- - - A4.5.
Ademas tenemos:
CiAn=A7,0,—; Vi=1,2,...,n—1

Notar que o; cruza i con i+ 1 en la identidad pero A, llevai+1lan—(i4+1)+1

[{¥¢>]

luego o; lleva “i+41” a “i” pero A, lleva i a n— i+ 1 asi en la parte inferior se

cruzande An—iyn—i+1 esto es g,—; ver los graficos 2.57

La trenza A, puede obtenerse de la trenza trivial 1,, girandola 180° a la derecha

con punto de giro a la mitad de la barra superior y manteniendo fija la barra inferior.

Ver Figura de la trenza 6, = A2
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Figura 2.59: Trenza AZ, generador de Ps

Puede obtenerse de 1, haciéndolo girar la barra superior de 1, 360° con punto

de giro en la mitad de la barra superior y manteniendo fija la barra inferior
n(Ay) =(nn—1,n-2,...,1) €L,

0345 = A50,
" ademds:

O'1A5 == A50’4
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11X
m\\

G \\\
1 X

Figura 2.60: Trenzas 03A5 y A5G, se ve que son equivalentes
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Figura 2.61: Trenzas 01As v As 0y, que son equivalentes
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8, conmuta con los generadores de B,;:

0i6n = 0iAnAn = AOn—iBy
0;0r = Ann Gy (n—i)

06, = A A, 0;

0;6, = 6,0;

Asi: 6, € Z(By)
Nosotros probamos por induccion en # > 2.

Para todo elemento de Z(P,) son generados por 6,. Para n = 2, esto es obvio

siendo P; generado por4;; = 6, = 0'12 y Ay = 0.

Sea 8 € Z(P,) donde » > 3 por la féormula
(B =168 < Pros A r <)
B=1(B")B,conB'=fu(B) EPu-1 Pn EUn.

Un argumento geométrico facil de comprender muestra que Y = ¥, conmuta con
todo elemento de /(P,_1) C B, y en particular con /(B’). Desde que 3 est4 en el

centro de B, este conmuta con Y. Asi, ¥ conmuta con 3, = /~1(B')B.
(18 =pr= (e~ (86 =7
1B (BB = By
= 1178 =17 (5)p7)

El grupo G C U, generado por 3, y ¥ es abeliano.
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Por el Teorema 2.4.1 el grupo U, es libre y por tanto, todos sus sub-grupos
son libres. Esto implica que G es un grupo ciclico i.nﬁnito (pues si tendria mas de
un generador no seria abeliano). Recordar ahora el homomorfismo /;; : B, = Z
definida por el Corolario 2.4.3 para 1 < i < j < n ciertamente /; ,(y) = 1{y = 7,)

entonces y es un generador de G.

(Sea w generador de G => w* = y para algtin k
= 11 o (WF) = 11 u(y) = K (W) = 1 como k; 1y ,(w) € Z
k=1Al,(w) =1
Vk=—1Al(w) = —1
S y=wVy=w!

=> ¥ es un generador)
Entonces f3, = ¥ para algtn entero k

Siendo el homomorfismo que elimina la cuerdan: f, : B, — P, entonces 3’ =
J2(B) € Z(P,—1) yaque B € Z(B,). Por la hipétesis inductiva asumimos:
B’ = (6,_1)™ para alglin entero m (mas adelante se prueba que k = m) Como y

conmuta con /(6,_1) con esto:

B =1(B")Bs=1((6a1)™)Y* = 1{(6,-1)")
= lk(en—l)'/( = (l(en—l)y)k = (en)k
—p= {Gn)k

luego Z(P) es ciclico generador por 8, siendo:
B = 1{(6a-1)")7*

ademads /(6,1 ) es tal que su cuerda » es la misma que la identidad y por definicion
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delf”

¥

Lin(1(6p-1)) =0

Luego

lin(B) = lin((1(60-1))"7")
= 0+li,n()/c)
=k Vi=12,...n—1

En particular /; ,() no depende de i siendo B € Z(B,)

Hacemos 6.1 ;30';_11. Por el resultado anterior, el entero l,»,,,(a,,‘..l B crn'fl) no

dependedei=1,2,...,n~1

Usando ahora la definicion de /;; y resolviendo con la expansion f§ =

1((8,_1)™)7* obtenemos:
zl,n(Gn—lﬂG,:_ll) = ll,n-l(ﬁ)

El mimero de cruces de G,—1 [36,;"_11 de s con i es el mismo numero de cruces de

n—1 con respecto a i de 8

h(On-180, ) = L p-1(B)
=11 (1(84-1)"7")
=l1,p-1(1(65-1)™) +0

=m

in~1,n(0-n—1186”_1[) = ln—l,n(,B) =k
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Por tanto: m =k
Se ha demostrado Z(P,) C (8,) ademas 6, € Z(B,)
El centro de B, con » > 3 lo proyectamos al subgrupo trivial de G, siendo:
Z(G,) = {1}. Recordar que si 4 C B = Z(B) C Z(4). Luego:
Z(Bn) CZ(P,) C (6n) C Z(By)

pues 6, € Z(B,) y (6,) C Z(B»)
Asi: Z(B,) = Z(P,) = (6n)

Por el Corolario 2.4.1 (8,) es un grupo ciclico infinito O
Corolario 2.4.7. Para m + n el grupo B,, vy B, no son isomorfos.

Demostracién. Por el Teorema 2.4.2 la imagen de Z(B,) es

B

=7
(Bn, Bn)

es un subgrupo de Z de n(n— 1) indices. Si B, es isomorfo a B,, entonces:
m(m—1)=n(n—1)

entonces

m=n, pues m,n &€ N.
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CAPITULO 111
VARIABLES E HIPOTESIS

3.1 Variables de la investigécién

B
F,
Z(Fy)

Grupo de trenzas de Artin.

Subgrupo de trenzas puras de “Artin”.

Centro de el subgrupo de trenzas puras de Artin.

3.2 Operacionalizacion de la variable

Variable | Definicion Conceptual Definicién Operacional Indicadores
{01,02,-.. On),
subespacio generado por
01,0%,---, 051 n— 1 es el nimero
B, Grupo de trenzas de Artin | 0;0; = 6;0; |i — /| > 2, degeneradores de
0<i,j<n—1]B8,
010i4+10; = Op410i0i+1
i=1,...,n~2
AN1<Zi<j<n
) 5»%3»& es el
subgrupo de trenzas puras | donde:
P, i nimero de gener-
de “Artin” dij=
6j_1- 10207 ool adores de B,
Centro de el subgrupo de (8, = A}) paran >3 Z(FP,) es un grupo
Z(})ﬂ) Ay =

trenzas puras de Artin

(01... 05 1}(01... On2) ... (G102) 51

ciclico infinito.
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3.3 HIPOTESIS GENERAL E HIPOTESIS ESPECIFICAS

3.3.1 Hipétesis general

El grupo de trenzas puras B, es representado mediante un niimero finito de gene-
radores 4;;donde 1 <i<j<n
3.3.2 Hipétesis especificas
Las hipotesis especificas son:
1. Es posible determinar el orden del subgrupo de trenzas puras?

2. El centro del subgrupo de trenzas puras P, sera ciclico infinito paran > 3.
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CAPITULO IV
METODOLOGIA

4.1 TIPO DE LA INVESTIGACION

La investigacion es de tipo cientifico-tedrica y la metodologia usada es de
tipo inductivo-deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada de-

mostracion.

4.2 DISENO DE LA INVESTIGACION

El disefio del proyecto de tesis se dio inicio con el estudio de los espacios
topoldgicos, homeomorfismos, grupos, subgrupos e isomorfismos. Seguidamente
se introdujeron los espacios de recubrimientos, los grupos fundamentales de
dimensién 1 o simplemente grupos fundamentales, extendiéndose a los grupos de
homotopia de dimensién mayor. Seguidamente se estudiaron los grupos de trenzas
de Artin, definiendo los subgrupos de trenzas puras. Finalmente se presenta un
nimero finito de generadores para el grupo de trenza de Artin B, y, el nimero
finito de generadores para el grupo de trenzas puras P,, disefiando para ello dos

aplicaciones.

Este disefio hace posible determinar el orden del subgrupo de trenzas puras P, asi

como también el centro de las trenzas puras P, es ciclico infinito paran > 3
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43 POBLACION Y MUESTRA

En este trabajo podemos considerar que nuestra poblacion esta constituida por los
grupos de trenzas en distintas dimensiones constituyéndose la muestra en el sub-

grupo de trenzas puras P,

44 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE
DATOS

Para la realizacion del trabajo de tesis se reviso una bibliografia especializada y

recopilacion de informacion obtenida via internet relacionada al tema de interés.

4.5 PROCEDIMIENTOS DE RECOLECCION DE DATOS

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitd procedimiento de

recoleccion de datos mas que la revision de la bibliografia.

4.6 PROCESAMIENTO ESTADISTICO Y ANALISIS DE
DATOS

No hay procesamiento estadistico alguno ni tampoco analisis de datos.
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CAPITULOV
RESULTADOS

Los principales resultados son:

Representacion finita del grupo de trenzas de Artin, mediante generadores y rela-
ciones.

Representacion finita del subgrupo de trenzas puraé mediante generadores y rela-
ciones.

Obtencidn del orden del subgrupo de trenzas puras P, que es dado por &”2"—&

El centro del subgrupo de trenzas puras P,, Z(P,) es ciclico e infinitamente gene-

rado.

Ha resultado que el grupo de trenzas puras es de torsion libre.
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CAPITULO VI
DISCUSIONES DE RESULTADOS

Considerando que el presente trabajo no tiene resultados experimentales obtenidos
en gabinete o laboratorio no es posible realizar una discusidn en ese sentido. Sin

embargo podemos realizar una discusién respecto de otros trabajos.

En [1] E. Artin. en su tratado “Theory of braids” realiza la construccién del
grupo de Trenzas, sin embargo en este trabajo nosotros hacemos este estudio

detalladamente sobre el grupo de trenzas puras.

Asi mismo FADELL-NEUWRTH Lograron expresar la Homotopia del espacio de
configuraciones, como un grupo de trenzas y en este trabajo usamos esta identifi-
cacion en la determinacién del conjunto de generadores para el grupo de trenzas

puras.
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CAPITULO VII
CONCLUSIONES

La representacion de los diagramas trenzas y las trenzas equivalentes se constituyen

en una herramienta decisiva para la presentacion finita del grupo de trenzas de Artin.
El subgrupo de trenzas puras puede ser presentado mediante un niimero finito de
generadores, de una filtracién normal, mas aiin en una dimension se pueden obtener

los generadores.

Para n > 3 el centro del grupo trenzas puras coincide con el centro del grupo de

trenzas de Artin.
El grupo de trenzas puras es de torsion libre, no tiene un elemento de orden finito.
El presente trabajo permite tener una herramienta efectiva a fin de obtener mas

aplicaciones del grupo de trenzas de Artin en la solucién de problemas algebraicos

y topoldgicos, a través de la homotopia de espacios de configuraciones.
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CAPITULO VIII
RECOMENDACIONES

1. El trabajo de tesis desarrollado presenta el grupo de trenzas puras como
el grupo de homotopia de espacios de configuraciones sobre R? es decir
m (Fn(R?)), sin embargo puede realizarse este estudio también sobre superfi-
cies o variedades, para lo cual se recomienda la lectura de [5],esta referencia

realiza una generalizacion de] teorema de Fadell-Neuwrth, sobre superficies

M m (F,(M))

2. Dada la presentacién del grupo de trenzas puras mediante un nimero finito
de generadores se tiene que este resultado puede llevarse a otros estudios en
Topologia Algebraica como por ejemplo, en la determinacién de grupos de

homotopia en dimensiones superiores en las esferas citeBrma0.

3. El presente trabajo ha resultado de granb utilidad y recomendable para estudi-

antes de Ciencias e Ingenierfa.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

.El subgrupo de
trenzas puras de
Artin serd finita-
mente generado
por elementos
del mismo sub-
grupo de trenzas
puras?

5. El centro del sub-
grupo de trenzas
puras de Artin
es un subgrupo
ciclico infinito,
para dimensiones
mayores.

se introdujeron
los espacios de
recubrimientos,
los grupos fun-
damentales de
dimensidon 1 o
simplemente

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA. | POBLACION
Identificacién | Opjetivos Generales Hipétesis gene- | 7yp0 DE LA | POBLACION
del problema El presente trabajo de tesis | Tal INVESTI- Y MUESTRA
Cuando el grupo | gene como objetivo gen- | El grupo de fren- | GACION En este tra-
de trenzas puras | epal presentar los grupos | zas puras Py es | 1, investi- | bajo podemos
de Artin queda | ge trenzas mediante un | representado me- | gacion es de | considerar
identificado | ngmero finito de gener- | diante un nimero tipo cientifico- | que  nuestra
con el espacio | dores. finito de gener- | yo4rica y la | poblacién esta
de  configura- adores A;; donde metodologia constituida
clones  sobre | Opjetivos Especificos l<i<jzn usada es de tipo | por los grupos
R®. Tenemos . inductivo- de- | de trenzas
¢l problema de | 1. Introducir Y | Hipétesis espec- | ductivo tratando | en distintas
identificar  los establecer el con- | foq¢ . ; :

) de ser lo mas | dimensiones
elementos  de cepto de espacios | g hip6tesis | axhaustivo posi- | constituyén-
cada uno de de configuraciones. especificas son: ble en cada | dose la mues-
estos grupos. 2. Introducir y deter- | ES posible deter- | qemostracién. tra en el

. minar el concepto | minar el orden subgrupo  de
Formulacion de grupo de homo- | del subgrupo de | pISENO DE | trenzas puras
;’;l ]:rgblgma topia en dimensién | trenzas puras? LA  INVES- | B

entificado  ya superior. TIGACION
el problema ) El centro del sub- | g disefic del
podemos ahora 3. Determinar gener- | grupo de trenzas proyecto de tesis
formular  las adores del grupo | puras P, serd | ¢  dio inicio
siguientes inter- de trenzas de Artin | giclico  infinito con el estudio
rogantes: y sus subgrupos de | paran >3 de los espacios
¢ Tendra el trenzas puras de tonold icol;
Grupo de Tren- Artin. hol;neo%rxorﬁ,s-
;?:ngtﬁc?éﬁ una 4. Determinar el or- mos,  grupos,
finita  mediante den del subgrupo subgrupos €
de trenzas puras . isomorfismos.
generadores? Seguidamente
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£rupos fun-
damentales,
extendiéndose
a los grupos de
homotopia de di-
mensién mayor.
Seguidamente
se  estudiaron
los grupos de
trenzas de Artin,
definiendo  los
subgrupos  de
trenzas  puras.
Finalmente se
presenta un
nimerc  finito
de pgeneradores
para el grupo
de trenza de
Artin B, vy, el
nimero  finito
de peneradores
para el grupo de
trenzas puras P,
diseflando para
ello dos apli-
caciones.  Esto
hace posible
determinar el
orden del sub-
grupo de trenzas
puras P, asi
como también
el centro de las
trenzas puras
B, es ciclico
infinito para
n>3
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Grupos

[Espacios Topologicos ‘

/

Espacios de

configuraciones

Grupos de
Homotopias

Grupos de
trenzas de Artin

Grupos de Trenzas Puras

Secuencias exactas de
Grupos de Homotopia
de espacios de
configuraciones

Generacion finita
de subgrupos de
trenzas puras

Centro del subgrupo

de trenzas puras’

Orden del subgrupo
de trenzas puras
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