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RESUMEN 

Representación finita del grupo trenzas puras 

LEO MOISÉS CERIN SOTO 

Asesor: Lic. Ezequiel Fajardo Campos. 

Título obtenido: Licenciado en Matemática 

En principio señalamos que el objetivo principal de ésta tesis es presentar el sub­

grupo de trenzas puras Pn mediante un número finito de generadores, y asimismo 

obtener el orden de éste subgrupo y presentar el centro como subgrupo cíclico 

infinito para n ;::: 3. En este caso, los grupos de homotopías de los espacios de 

configuraciones constituyen una herramienta importante en el presente trabajo. 

Palabras claves: Grupo de trenza, espacio de configuraciones, espacios de re­

cubrimientos, fibraciones, grupos de homotopías. · 
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ABSTRACT 

Finite representation of pure braid group 

LEO MOISES CERIN SOTO 

Adviser: Lic. Ezequiel Fajardo Campos 

Obtained degree: Mathematician 

At first we note that the main objective ofthis thesis is to present the pure braid sub­

group Pn by a finite number of generators, and also obtain the order ofthis subgroup 

and present the center as cyclic subgroup infinite for n ;;:::: 3. In this case, the groups 

of homotopies of the spaces configurations are an important tool in this work. 

Keywords: Braid group, configuration space, covering spaces, fibrations, homo­

topy gropus. 
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CAPÍTULO! 

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACIÓN 

1.1 IDENTIFICACIÓN DEL PROBLEMA 

Cuando el grupo de trenzas puras de Artin queda identificado con el espacio de 

configuraciones sobre R2. Tenemos el problema de identificar los elementos de cada 

uno de estos grupos. 

1.2 FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

Identificado ya el problema podemos ahora formular las siguientes interrogantes: 

¿Tendrá el Grupo de Trenzas de Artin una presentación finita mediante gene­

radores? 

¿El subgrupo de trenzas puras de Artin será finitamente generado por elementos 

del mismo subgrupo de trenzas puras? 

1.3 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN 

1.3.1 Objetivos Generales 

El presente trabajo de tesis tiene como objetivo general presentar los grupos de 

trenzas mediante un número finito de generadores. 

1.3.2 Objetivos Específicos 

l. Introducir y establecer el concepto de espacios de configuraciones. 
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2. Introducir y determinar el concepto de grupo de homotopía en dimensión 

superior. 

3. Determinar generadores del grupo de trenzas de Artin y sus subgrupos de 

trenzas puras de Artin. 

4. Determinar el orden del subgrupo de trenzas puras. 

5. El centro del subgrupo de trenzas puras de Artin es un subgrupo cíclico in­

finito, para dimensiones mayores. 

1.4 JUSTIFICACIÓN 

El presente trabajo queda plenamente justificado pues en cierta medida continúa 

el estudio de la teoría de nudos y enlaces, así mismo el grupo fundamental de los 

espacios de configuraciones sobre R2 se pueden expresar como grupo de trenzas 

puras, donde los espacios de configuraciones son usados actualmente en la robótica. 

1.5 IMPORTANCIA 

La importancia de este trabajo radica principalmente en que su resultado permite 

determinar subgrupos del grupo de trenzas, que son finitamente generados. Por otro 

lado también abre las puertas para determinar grupos de homotopías en distintas 

dimensiones, los cuales son muy usados en el estudio de estructuras algebraicas 

y topológicas; como por ejemplo, la existencia de campos vectoriales linealmente 

independientes sobre superficies, así como teorema del punto fijo. 
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CAPÍTULOII 
, 

MARCO TEORICO 

2.1 Preliminares 

En ésta sección presentamos algunos conceptos de topología y estructura de grupo, 

ya que ellos constituyen la base sobre la cual desarrollaremos la teoría de trenzas, 

que son fundamental para el objetivo principal tratado en este trabajo. 

2.1.1 Espacios Topológicos 

Definición 2.1.1. Dada una familia !#" = {A a 1 a E d} de subconjuntos de un con­

junto dado X, la unión de la familia de conjuntos !#" se define como la unión de los 

conjuntos que son elementos de/#", es decir: 

U!7= U A= U Aa 
AE§ aEd 

que es el conjunto de todos los elementos de X que pertenecen al menos a un con­

junto de la familia !#". 

De ésta manera y en forma análoga definimos la intersección de una familia de 

conjuntos !#" como 

n!#"= nA= n Aa, 
AE§ ·aE.;;I 

que es el conjunto de los elementos de X que pertenecen a todos los conjuntos de la 

familia X. 

El caso en que la !#" = 0 resulta ser de particular importancia. 
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Definición 2.1.2. Una topología sobre el conjunto X es una familia de subconjuntos 

'! ~ zx que satisface los axiomas siguientes (2x denota el conjunto de partes) 

l. La unión de una familia arbitraria de elementos de'! es.un elemento de'!. 

2. La intersección de una familia finita de elementos de '! es un elemento de '!. 

3. El vacío y el mismo X pertenecen a la topología. 

Los elementos de una topología'! se denominan conjuntos abiertos respecto de 

'!. Con ésta terminología los axiomas anteriores pueden reescribirse afirmando que 

la unión arbitraria de abiertos es un conjunto abierto y que la intersección finita 

de abiertos es un conjunto abierto,ademas del axioma 3. Denotamos un espacio 

topológico X, con topología '! como (X, 't') 

Un espacio topológico es un par (X, 't') donde X es un conjunto y '! es una 

topología sobre X, y se dice que el conjunto X es el conjunto subyacente al espacio 

topológico (X, 't'). Si no hay lugar a confusión acerca de la referencia a la topología 

'!haremos referencia al espacio topológico X, prescindiendo de la referencia a la 

topología'!. Los elementos de un espacio topológico se llaman puntos. 

Definición 2.1.3. Sea (X, 't') un espacio topológico, se dice que la colección de 

abiertos 8iJ ~ '! es una base para '! si todo abierto es unión de elementos de fl?J. Se 

dice que Y es una subbase para '! si la familia fJ?J de todas las intersecciones finitas 

de elementos de Y es una base para'!. 

Teorema 2.1.1. La familia fJ?J ~ zx es base para alguna topología sobre el conjunto 

X si y sólo si: 

l. Ufl?J X. 

2. Toda intersección finita de elementos de 8iJ es unión de elementos de 8il. 

13 



Demostración. Ver [8]. o 

Proposición 2.1.1. La familia !? ~ 2x es subbase para alguna topología sobre el 

conjunto X si y sólo si U!/ =X. 

Demostración. Ver [8]. o 

Consideremos un conjunto X y dos topologías 'r¡ y 1:2 definidas sobre X, si 

'r¡ ~ 'rz decimos que 'rz es más fina que 'r¡ o bien que 'r1 es más gruesa que Tz, lo 

que denotamos por 1:¡ :S Tz. Coloquial mente decimos que la topología más fina es 

la que tiene más abiertos. 

Proposición 2.1.2. La intersección de topologías es una topología. 

Demostración. Ver [8). o 

Definición 2.1.4. Una vecindad de un punto es un conjunto que contiene un abierto 

que y dicho abierto contenga al punto, es decir, si x E A y existe un abierto U tal 

que x E U ~A, decimos que A es una vecindad de x E X. En ese caso también U es 

claramente una vecindad de x, se dice de hecho que es una vecindad abierta. 

,.,--- ..... _ 
1 ... 

1 
1 
1 
l 
1 
\ 

' '~ ----

Figura 2.1 : A es vecindad de x. 

Dados un espacio topológico X y un punto x E X, denotamos por JV (x) la colec­

ción de todas las vecindades del punto x. Este conjunto JV(x) es el sistema de 

vecindades del punto x E X. 

14 



Teorema 2.1.2. La familia de las colecciones de vecindades { JV(x) jx E X} tiene 

las propiedades siguientes: 

l. SiB E JV(x) y B ~A, entonces A E JV(x). 

2. Toda intersección finita de elementos de JV(x) es un elemento de JV(x). 

3. Si A E JV (x), entonces existe B E JV (x) tal que A E JV (y) para todo y E B. 

Demostración. Ver [8]. o 

Proposición 2.1.3. Un conjunto U es abierto si y sólo si U E JV(x) para todox E U. 

Demostración. Si U es abierto, entonces claramente U es vecindad de todos sus 

puntos. Recíprocamente, suponiendo que U es una vecindad de cada uno de sus 

puntos, para cada x E X elijamos un abierto Vx ~ U tal que x E Vx, claramente 

entonces 

xEU 

de donde U es unión de abiertos y en consecuencia es a su vez un conjunto abierto. 

o 

Definición 2.1.5. Dado un espacio topológico (X, -r), un conjunto F ~X se dice 

que es un conjunto cerrado si su complemento X- F =pe es abierto. La colección 

de los conjuntos cerrados será denotada por § y queda definida mediante 

Teorema 2.1.3. La familia § de los conjuntos cerrados de X tiene las siguientes 

propiedades: 

l. La intersección de cualquier colección de conjuntos cerrados es un conjunto 

cerrado. 

15 



2. La unión de cualquier colección finita de conjuntos cerrados es un conjunto 

cerrado. 

Además un conjunto es cerrado si y sólo si su complemento es abierto. 

Demostración. Basta usar las leyes de DeMorgan. o 

Se sigue inmediatamente que 0 y X son conjuntos cerrados, de manera que estos 

dos conjuntos son simultáneamente abiertos y cerrados, el ejemplo de conjuntos 

como [a, b) e lR muestra que en una topología puede haber conjuntos que no son ni 

abiertos ni cerrados. 

Corolario 2.1.1 (Sierpiii.ski, 1927). La colección de los complementos de los ele­

mentos de una colección de conjuntos que satisfacen las condiciones del Teorema 

2.1.3 es una topología para el conjunto X. 

Demostración. Ver [8]. o 
-

Definición 2.1.6. La cerradura A de un conjunto A es la intersección de todos los 

cerrados que contienen a A. Por la discusión previa, la cerradura de un conjunto es 

un conjunto cerrado. De la definición se desprende que A ~A y que A =A si y sólo 

si A es cerrado. Una consecuencia inmediata es que A A. La cerradura de A se 

llaman entonces puntos de adherencia o puntos de clausura. 

,.,...--- .... , 

/ '~ f A 
1 
\ 
\ ... 

... , ... _ 
---

Figura 2.2: A es la cerradura de A. 
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Proposición 2.1.4. Sea d una colección finita de conjuntos en un espacio 

topológico. La cerradura de la unión de d es la unión de las de las cerraduras 

de los elementos de d. 

Demostración. Para fijar ideas consideremos d {A¡, ... ,An}, si denotamos 
- -

d {A¡, ... ,An}, lo que pretendemos demostrar es entonces que 

n 

UAk=Ud. 
k=l 

Cada cerrado que contiene a Ud contiene a cada elemento de d, de manera que 

Ud~ Ud. Recíprocamente, un conjunto cerrado que contiene a cada elemento de 

d contiene a la unión, con lo que se obtiene Ud ~ Ud quedando demostrada la 

afirmación. D 

Sea § una familia de conjuntos que satisface las condiciones del teorema que 

caracteriza a los conjuntos cerrados, entonces, la colección de los complementos 

de los elementos de § es una topología. La siguiente es una caracterización de la 

cerradura en términos de vecindades. 

Proposición 2.1.5. Dados un espacio topológico X y A ~X, un punto x E X es tal 

quex EA si y sólo sí UnA# 0 para toda U E JV(x). 

Demostración. Si x E A, entonces x es un elemento de cada cerrado que contenga 

al conjunto A, en particular, si U es un abierto y x E U, entonces, si U nA 0, y 

en consecuencia uc es cerrado, A ~ uc y x rf. u e, lo que contradice la hipótesis. 

Recíprocamente, sea F ~ X un cerrado con A ~ F, si x rf. F, entonces pe es una 

vecindad de x que no tiene elementos comunes con A, de forma que nuevamente 

encontramos una contradicción. D 

Definición 2.1.7. El interior de X (X0
) es el conjunto de puntos x, tales que existe 

un abierto U talque U ~X 
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Proposición 2.1.6. El interior de A es el máximo abierto contenido en A. 

Demostración. Supongamos que U es un abierto tal que A 0 
:;;;: U :;;;: A, entonces, por 

definición de interior U:;;;: A0
, de manera que A0 =U con lo que queda demostrada 

la proposición. 

Definición 2.1.8. El exterior de A es la tmión de todos los abiertos ajenos con A, es 

decir, la unión de todos los abiertos contenidos en Ac. En consecuencia, el exterior 

de A es el interior de A e, o sea, el conjunto (A e) o =A e. 

Proposición 2.1.7. Un conjunto U es abierto si y sólo si para todo x E U existe un 

abierto Vx tal que x E Vx :;;;: U. 

Demostración. Supongamos que U es abierto, entonces basta hacer Vx U para 

todo x E U. Recíprocamente, dada la existencia de tales Vx abiertos, entonces clara­

mente 

U= u V;.;, 
xEU 

de donde U es unión de abiertos y por consecuencia es abierto. o 

La siguiente es una útil caracterización del interior de un conjunto. 

Proposición 2.1.8. Dado un conjunto A se satisface que A0 = (Ao)c. 

Demostración. Ver [8]. o 

Definición 2.1.9. Está claro que el exterior (Ac)o y el interior A0 de un conjunto 

dado A son abiertos ajenos, y los puntos que no son ni exteriores ni interiores son 

llamados puntos frontera. La frontera del conjunto A es el conjunto de sus puntos 

frontera, y la denotaremos por JA. 

Proposición 2.1.9. Para todo conjunto A,:;; X se satisface queJA A nA c. 
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Demostración. Claramente (A 0 Y =A e y ((A e) o y= A, de donde 

como se quería demostrar. D 

Definición 2.1.10. Un conjunto es perfecto si es cerrado y denso en sí mismo. 

Definición 2.1.11. Dados un espacio topológico X y un subconjunto, podemos 

definir una topología sobre A en la que los abiertos tienen la forma A n U donde 

U es un abierto en X. Del hecho que 

An( U Ua)= U (AnUa) 
aEuf aEuf 

y 

quedaclaro que los conjuntos recién definidos determinan una topología sobre A 

que depende de la topología de X. Esta topología se conoce como la topología 

relativa ó topología de subespacio. Una vez que A se ha topologizado de la manera 

descrita, pasa de ser un subconjunto a ser un subespacio de X. 

Proposición 2.1.10. Sean X y un espacio topológico y A~ X. La topología sobre 

A es la topología de subespacio si y sólo si A nF es cerrado en A para todo cerrado 

FenX. 

Demostración. Basta observar que los cerrados son los complementos de los abier-

tos y A - (A n F) A - F =A n pe. D 

Proposición 2.1.11. Sean X un espacio topológico y A ~X un subespacio. Si ~ es 

una base para la topología de X, entonces ~A = { B nA jB E ~} es una base para la 

topología de subespacio de A. • 
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Demostración. Ver [8]. D 

Proposición 2.1.12. Sean X un espacio topológico y A ~X un subespacio. Si .7 es 

una subbase para la topología de X, entonces YA= {SnAIS E .7} es una sub base 

para la topología de subespacio de A. 

Demostración. Ver [8]. o 

Definición 2.1.12. Sea (X, 5") un espacio topológico. 

l. (X, 5") es separable si contiene un subconjunto denso numerable. 

2. El espacio (X, !:Y) es primero numerable si cada punto x E X posee una base 

local de vecindades numerable. 

3. El espacio (X, !:Y) es segundo numerable si existe una base numerable para 

!:Y. 

Las propiedades "primero numerable" y "segundo numerable" son conocidas 

como el primer axioma de numerabilidad y el segundo axioma de numerabilidad, 

respectivamente. 

Definición 2.1.13. Dados dos espacios topológicos (X, !:Y) y (Y, Y), llamaremos 

topología producto !!Ji, o topología de Tychonoff, en X x Y, a la topología xx,xr 5"; 

es decir, !!Ji es la menor de las topologías en X x Y que convierte a nx y a ny en 

funciones continuas. 

Proposición 2.1.13. Las proyecciones nx :X x Y-+ X y ny :X x Y-+ Y son fun­

ciones continuas y abiertas cuando consideramos en X x Y la topología producto. 

Demostración. Por la definición de la topología producto en X x Y, nx y ny son 

continuas. 
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Demostremos ahora que nx y 17:y son funciones abiertas. Haremos la de­

mostración sólo para nx. Sea V un subconjunto abierto de X x Y y sea x E nx[V]. 

Vamos a demostrar que existe un subconjunto abierto W de X que satis:fuce 

x E W ~ nx[VJ. Como x E nx[V], podemos asegurar que existe y E Y tal que (x,y) E 

V. Además, la definición de la topología producto en X x Y nos garantiza que pode­

mos tomar un abierto A de X y un abierto B de Y tales que (x,y) E A x B ~ V. 

Tenemos ahora que x E nx[A x B] e nx[V]. Pero nx[A x B] =A. Haciendo A W, 

obtenemos lo deseado. O 

Observación 2.1.1. Cuando una propiedad topológica P que comparten dos es­

pacios X y Y, se conserva cuando consideramos la topología producto en X x Y, 

diremos que P es una propiedad finitamente productiva. 

Definición 2.1.14. Un espacio topológico (X, !!1) será llamado espacio To (también 

se dice que !!1 es una topología To) si para cada par de puntos distintos x y y de X 

existe un subconjunto abierto U tal que U contiene a uno de los puntos x ó y, pero 

no al otro; esto es, para cada par de puntos distintos x y y de X, existe un abierto U 

tal que ¡un {x,y}i =l. (Véase Figura 2.3) 

• 
X u 

Figura 2.3: En un espacio T0, dados dos puntos diferentes es posible hallar un 

abierto que contenga a uno de los puntos pero no al otro. 

Proposición 2.1.14. Si { (}{_j, f!lj) : j E J} es una familia de espacios topológicos no 

vacíos, entonces el producto IIjEJJ0 es un espacio To si y sólo si cada espacio Xj 

es un espacio To. 
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Demostración. Ver [16]. o 

Teorema 2.1.4. Un espacio topológico (X, 9") es un espacio To si y sólo si para 

todo x,y E X con x i= y, se tiene que ( { x}) i= ({y}). 

Demostración. ==?] Supongamos que x,y E X son tales que x i= y. Como X es un 

espacio To, existe U E 9" tal que 1 Un {x,y} 1 = l. Podemos suponer, sin perder 

generalidad en el argumento, que {x} = Un {x,y}. Entonces U es una vecindad de 

x que no intersecta al conjunto {y}. Por este motivo, x E ( {x}) \ ({y}). 

{:::] Seanx,ypuntos distintos de X. Supongamos que ({y})\ ( {x}) i= 0. Elijamos 

un punto z E ({y})\ ( {x} ). Como z rf:. ( {x} ), existe un subconjunto abierto U de X 

tal que z E u y un {X} 0. Entonces y E u y X rf:. u. La demostración del otro 

posible caso es análoga. O 

Definición 2.1.15. Diremos que un espacio topológico (X, !Y) es un espacio T¡, o 

que 9" es una topología T¡, si para cualesquiera puntos distintos x y y de X, existen 

subconjuntos abiertos U y V de X tales que x E U\ V y y E V \ U. (Véase figura 

2.4) 

u V 

Figura 2.4: En espacios T¡, es posible que haya vecindades de un punto x que 

intersecten a cualquier vecindad de otro punto y. No obstante, existe una vecindad 

de x que no contiene a y y viceversa. 

Observación 2.1.2. Es claro que todo espacio T1 es un espacio To. Pero el recíproco 

no es cierto. 
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Observación 2.1.3. La relevancia de los espacios T¡ es que en todos ellos los con­

juntos tmipuntuales son siempre subconjuntos cerrados; de hecho, como veremos a 

continuación, esto caracteriza a los espacios T¡ . 

Teorema 2.1.5. Un espacio topológico (X, 3'") es un espacio T¡ si y sólo si para 

todo x E X, el conjunto { x} es un subconjunto cerrado de X. 

Demostración. Seanx EX y y EX\ {x} arbitrarios. Como X es un espacio T¡, 

existen abiertos U y V tales que x E U\ V y y E V\ U. N o te ahora que 

y E V~ X\ {x }. De esta fonna, X\ {x} es abierto. 

Sean x,y EX con x =/=-y. Entonces U =X\ {y} y V= X\ {x} son subcon­

juntos abiertos de X tales que x E U\ V y y E V\ U. Por ello, X es un espacio 

n. o 

Corolario 2.1.2. Un espacio topológico X es T1 si y sólo si todo subconjunto finito 

de X es un subconjunto cerrado. 

Demostración. Ver [16]. D 

Corolario 2.1.3. Si (X, 3'") es un espacio para el cual se tiene que toda sucesión 

definida en él tiene a lo más un límite entonces X es un espacio T¡. 

Demostración. Supongamos que x E X es arbitrario, y que y E ( { x}). Puesto que 

tanto y como x son límites de la sucesión x 11 = x para toda n E N, la propiedad que 

posee X implica que y x. Ello nos asegura en particular que ( { x}) = { x}. En 

consecuencia, X es un espacio T¡. D 

Proposición 2.1.15. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio 

topológico X. 

l. X es un espacio T¡; 
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2. Cada A ~X es igual a la intersección de todos los subconjuntos abiertos de X 

que lo contienen; 

3. Para cada x E X, el conjunto { x} es igual a la intersección de todos los sub­

conjuntos abiertos de X que lo contienen. 

Demostración. Ver [16]. 

Proposición 2.1.16. Sea (X,§) un espacio T¡. Un punto x E X es un punto de 

acumulación de un subconjunto E de X si, y sólo si, cada abierto que contiene a x 

contiene también una cantidad infinita de puntos del conjunto E. 

Demostración. Supongamos que x es un punto de acumulación de E. Conside­

remos un subconjunto abierto U de X que contenga a x. Si ocurriera que Un E 

fuera un conjunto finito no vacío, entonces el conjunto (U\ { x}) n E es también 

un subconjunto finito de X. Supongamos que (U\ {x}) nE = {x¡,x2, ... ,xn} (es 

claro que (U\ {x}) n E = 0 contradice ya la hipótesis sobre x). Como X es un 

espacio T¡, el conjunto {x¡,x2, ... ,xn} es cerrado por ser un conjunto finito. Así, 

B =U\ {x¡ ,x2, ... ,xn} es un subconjunto abierto de X que contiene ax y satisface 

B n (E\ {x}) = 0. Lo cual contradice nuestra hipótesis sobre x. Por lo cual, el 

conjunto UnE debe ser infinito. 

Por otro lado, si cada abierto que contiene a x contiene también una cantidad 

infinita de puntos del conjunto E, entonces para cualquier vecindad V de x, siempre 

se tiene que (V\ {x}) nE 7'= 0. Por tal motivo, x es un punto de acumulación de 

E. O 

Teorema 2.1.6. Si {(Xb !Yj) : j E J} es una familia de espacios topológicos no 

vacíos, entonces el producto IIjEJXj es un espacio T¡ si y sólo si cada espacio Xj 

es un espacio T1• 

Demostración. Ver [16]. o 
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Definición 2.1.16. Un espacio topológico (X, !Y) es tm espacio de Hausdorff o 12 

si X satisface la siguiente condición: para cualesquiera puntos distintos x y y de X, 

existen abiertos U y V de X tales que x E U,y E V, y Un V= 0. (Véase la figura 

2.5). 

u V 

Figura 2.5: En los espacios Hausdorff, dos puntos diferentes x y y, siempre tienen 

vecindades ajenas que los contienen 

Observación 2.1.4. No es difícil verificar que todo espacio T2 es un espacio T¡ (y 

por lo tanto, también un espacio To). Pero la implicación T2 ---7 T¡ no puede ser 

revertida. 

Proposición 2.1.17. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio 

topológico (X, !Y). 

l. X es un espacio T2 ; 

2. Para cada x E X, el conjunto { x} es igual a la intersección de las cerraduras 

de todos los subconjuntos abiertos de X que lo contienen; esto es, 

{x} = n{(U): X E U E /Y}. 

3. La diagonal A= { (x,x) : x E X} es un subconjunto cerrado de X x X. 

Demostración. Ver [ 16]. 
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Espacios regulares 

Los axiomas de separación que han sido introducidos hasta este momento penniten 

la separación de puntos diferentes utilizando subconjuntos abiertos. Intuitivamente 

uno puede pensar que los objetos topológicos que siguen en grado de complejidad a 

los puntos de un espacio topológico son los subconjuntos cerrados del mismo (esto 

es así, por lo menos, en los espacios T1 ya que, recuerde, en dichos espacio los 

conjuntos unipuntuales son siempre subconjuntos cerrados). 

Por ello una pregunta muy natural es: ¿en cuáles espacios topológicos es posi­

ble separar puntos de subconjuntos cerrados, utilizando para ello a subconjuntos 

abiertos ajenos? O en forma mucho más general podemos preguntarnos: ¿en cuáles 

espacios topológicos es siempre posible hallar subconjuntos abiertos ajenos que se­

paren a subconjuntos cerrados que son ajenos? 

Ambas preguntas fueron estudiadas por L. Vietoris, quien en 1921 introdujo los 

llamados espacios regulares o espacios 13. 

Definición 2.1.17. Un espacio topológico X es un espacio regular o T3 si satisface 

las siguientes condiciones: 

l. X es un espacio Tt; 

2. Para cualquier F ~X cerrado y x E X\ F existen conjuntos abiertos ajenos U 

y V tales que x E U y F ~V. (Véase la figura 2.6) 
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Figura 2.6: Axioma de separación T3: el conjunto Fes cerrado y x rj:. F. 

Espacios compactos 

Definición 2.1.18. Sea (X, .9") un espacio topológico. Una colección o/1 de subcon­

juntos de X es una cubierta de X si X U o/1. si además cada uno de los elementos 

de o/1 es un subconjunto abierto de X, entonces a o/1 le llamaremos cubierta abierta 

de X. Por otro lado, si o/1 es una cubierta de X y P' es un subcolección de o/1, 

diremos que P' es una subcubierta de o/1 si U P' =X es claro que aquí es la un ion 

de los elementos de P'. 

Definición 2.1.19. Un espacio topológico X es un espacio compacto si toda cubierta 

abierta de X tiene un subcubierta finita. 

Observación 2.1.5. 

• Diremos que un subconjunto F de un espacio topológico X es compacto si 

al ser considerado con la topología relativa, es un espacio compacto. Por 

ejemplo, todo subconjunto finito de un espacio topológico es siempre un sub­

conjunto compacto. 
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Definición 2.1.20. Sea X un espacio no compacto. La compactación de Alexandroff 

A (X) de X es el espacio X U { oo}, donde oo es un punto que no pertenece a X, con 

la siguiente topología: 

:!1 ={U ~XU{oo}: UnX es abierto enXy 

U ~X ó X\ U es subespacio compacto de X} 

Al espacio A (X) también se le llama compactificación por un punto de X. Es fácil 

ver que :!1 es una topología en el conjunto A(X) y que la topología que el conjunto 

X hereda de A(X) coincide con su topología original. Además, el espacio A(X) es 

un espacio compacto. En efecto, suponga que Cf/ es una cubierta abierta de A (X). 

Sea Uo E Cf/ tal que oo E Uo. Por la definición de la topología de 

A (X) ,X\ U o es compacto. Sean U¡, .. . , Un ~ Cf/ tales que X\ Uo ~ U¡ U· · · U Un 

Entonces {Uo, ... , Un} es una subcubierta finita de Cf/. 

Proposición 2.1.18. Un espacio X es compacto si y sólo si toda familia de conjuntos 

cerrados en X con la propiedad de intersección finita tiene intersección no vacía. 

Demostración. Sea X compacto, y sea § una familia de conjuntos cerrados en X. 

Sin§= 0, entonces la familia Cf/ = {X\F: FE§} es una cubierta abierta de X. 

Por la compacidad de X, la cubierta Cf/ tiene una subcubierta finita 'f/'. Sea 

§' {X\ U: U E 'f/'}. Entonces n§' = 0, y ff no tiene la propiedad de inter­

sección finita. 

Ahora supongamos que toda familia de conjuntos cerrados en X con la 

propiedad de la intersección finita tiene intersección no vacía. Sea Cf/ una cubierta 

abierta de X. Entonces§ {X\ U: U E 'f/} es una familia de conjuntos cerra­

dos en X, y n § =X\ U Cf/ = 0. Esto implica que § no tiene la propiedad de la 

intersección finita, y entonces existe ff' ~ ff finito tal que n ff' 0. Entonces la 

familia "Y= {X\ F : F E §'} es una subcubierta finita de Cf/. O 
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Proposición 2.1.19. Sean X un espacio compacto y F un subespacio cerrado de X. 

Entonces F es compacto. 

Demostración. Sea "f/ una cubierta abierta de F. Para todo V E "f/ sea Uv un 

conjunto abierto en X tal que V= UvnF. Entonces lft {Uv: V E "Y} U {X\F} 

es una cubierta abierta de X. Sea lf/ 1 una subcubierta finita de lft. La familia 

{U nF: U E lfl'} es una subcubierta finita de "f/. o 

Observación 2.1.6. 

• Por la anterior proposición, todo espacio cociente de un espacio compacto es 

también un espacio compacto. 

• La compacidad es una propiedad de suma importancia y gran fuerza. Por 

ejemplo, en el siguiente teorema se puede apreciar cómo los subconjuntos 

compactos de un espacio de Hausdorff satisfacen propiedades de separación 

análogas a las que cumplen los puntos. 

Teorema 2.1. 7. 

l. SeaXun espacio deHausdorff, y Kt,K2 ~X subespacios compactos de X. Si 

K¡ nK2 0 entonces existen subconjuntos abiertos ajenos U y V en X tales 

queK1 ~U y K2 e V. 

2. Sea X un espacio regular. Si F ~ X es cerrado y 

K f,; X es compacto y F nK = 0, entonces existen abiertos ajenos U y V tales 

que F ~ U y K ~ V. 

Demostración. 

l. Fijamos un punto y E K1• ·Para todo x E K2, sean U[, V[ abiertos tales que 

x E U[,y E V[ y U[ n V[ 0. La familia lft ={U[ nK: x E K2} es una 
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cubierta abierta de Kz. Sea {U[1 nK, ... ,U["' nK} una subcubierta finita de 

%'.Hagamos Ay= U{1 U···UU{m y By= Vi; n ···nVJ"'. 

Note ahora que la colección W ={By nK1 :y E K1} es una cubierta abierta 

de K¡. Como K¡ es compacto, existen y¡ ,yz, . .. ,yn en K¡ tales que 

{ (By1 nK¡), ... , (Byn nKt)} es un subcubierta finita de 1fí. Definamos U= 

By1 U··· UByn y V Ay1 n · · · nAyn· Entonces K¡ t; U,Kz 5_:::; V y Un V= 0. 

2. Como X es regular, para cada x E K existen abiertos ajenos Ux y Vx tales 

que F 5_:::; Ux y x E Vx. Note que la familia "Y= {VxnK: x E K} es una 

cubierta abierta de K. Siendo K compacto, existen x1, ••. ,xn en K tales que 

{Vx-1 nK, ... , Vxn nK} es una subcubierta abierta de%'. Definamos ahora a 

U= Ux1 n · · · n Uxn y V= Vx1 U··· U Vxn· Entonces U y V son abiertos ajenos 

tales que F 5_:::; U y K t; V. 

o 

Corolario 2.1.4. 

l. Si X es un espacio de Hausdor:ffy K es subespacio compacto de X, entonces 

K es cerrado enX. 

2. Sean X un espacio compacto, Y un espacio de Hausdorf:f, y f :X -+ Y una 

función continua. Entonces f es una función cerrada. 

Demostración. 

l. Si x E X\ K, aplicando el teorema 2.1. 7 a los compactos K¡ = { x} y Kz 

K, podemos concluir que existen subconjuntos abiertos ajenos U y V tales 

que K¡ t; U y K2 5_:::; V. Entonces x E U t; X\ K. De esta manera hemos 

comprobado que K es cerrado. 

30 



2. Si F ~X es cerrado, entonces F es compacto. La función f f F : F -+ f[FJ 

es continua y sobreyectiva. Siendo F compacto, f[F] es compacto. Pero todo 

subespacio compacto de un espacio Hausdorff, es un subconjunto cerrado. 

o 

Corolario 2.1.5. Sean X un espacio compacto, Y espacio de Hausdorff, y 

f : X -+ Y una función continua. Si f es biyectiva, entonces f es un homeomor­

fismo. 

Demostración. Sale inmediato del Teorema 2.1. 7 y la hipótesis del absurdo. O 

Proposición 2.1.20. Sean X un espacio y X1, ... ,Xn subespacios compactos de X 

tales que X X¡ U··· UXn. Entonces X es compacto. 

Demostración. Si %' es una c~bierta abierta de X, entonces para cada i E 

{1, ... ,n}, %¡ = {UnX¡: U E%'} es una cubierta abierta de X¡, y existe una subfa­

milia finita %'¡' ~ %' tal que U nx¡ : U E %'¡' cubre a X¡. 

La familia %'{ U · · · U%';, entonces, es una subcubierta finita de %'. O 

Teorema 2.1.8 (Tychonoft). Sea {X¡ : j E J} un colección no vacía de espacios 

topológicos no vacíos. El producto de Tychonoff X= ll¡EJXJ es un espacio com­

pacto si y sólo si el espacio X¡ es compacto para cada j E J. 

Demostración. Ver [7]. o 

Espacios localmente compactos 

Definición 2.1.21. Un espacio X se llama localmente compacto si todo punto de X 

tiene una vecindad compacta. 
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Definición 2.1.22. Diremos que un espacio topológico (X, :!7) es conexo si no 

puede expresarse como la unión de dos subconjuntos cerrados ajenos y no vacíos. 

De lo contrario, decimos que (X, &T) es disconexo. 

Definición 2.1.23. Una pareja (U, V) de subconjuntos de un espacio X es una se­

paración de X si U y V son abiertos, X= U U V, Un V = 0 y U # 0 # V. 

Observación 2.1.7. • Claramente, un espacio X es conexo si y sólo si no existe 

una separación de X. 

• Naturalmente, la expresión "el subconjunto A de X es conexo (o disconexo )" 

se referirá al conjunto A con la topología relativa heredada de X. En algunas 

ocasiones también se usará la expresión: "A es un subespacio conexo de X". 

Observe que si A ~ Y ~X, entonces A es un subespacio conexo de Y, cuando 

y sólo cuando A es un subespacio conexo de X. 

Proposición 2.1.21. Sea X un espacio conexo y g :X -+ Y una función continua y 

suprayectiva. Entonces Y es un espacio conexo. 

Demostración. Supongamos que Y = U U V en donde U y V son subconjuntos 

abiertos de Y,Un V= 0,Uu V= Y y U# 0 #V. Tenemos que 

Además, como g es continua y suprayectiva, g-1 [U] y g-1 [V] son subconjuntos 

abiertos no vacíos de X. Es decir, X no es conexo. O 

Teorema 2.1.9. El espacio producto TijEJXJ es un espacio conexo si y sólo si cada 

Xj es conexo. 

Demostración. Ver [7]. o 
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Proposición 2.1.22. Un espacio X es localmente conexo si y sólo si las compo­

nentes conexas de cada subconjunto abierto de X son conjuntos abiertos de X. 

Demostración. Ver [7]. 

Corolario 2.1.6. Cualquier subespacio abierto de un espacio localmente conexo es 

también localmente conexo. 

2.1.2 Aplicaciones entre Espacios Topológicos y Homeomor­

fismo 

Sean X, Y dos espacios topológicos. Una aplicación f :X ~ Y es continua si para 

todo U ~ Y abierto se tiene que ¡-1 (U) ~X es abierto. En términos locales, supón­

gase que f(x) =y, la aplicación! es continua en x EX si y sólo si ¡-1 (U) E fi(x) 

para toda U E J1í (y). 

Proposición 2.1.23. La composición de aplicaciones continuas es una aplicación 

continua. 

Demostración. Sean f: X~ Y y g : Y ~ Z aplicaciones continuas, y sea U ~ Z 

abierto, entonces g-1 (U)~ Y es abierto por la continuidad de g y 

(g o f) -1 (U) = r l (g -1 (U)) ~ X 

es abierto por la continuidad de f. o 

Proposición 2.1.24. La restricción de una continua es continua. 

Demostración. Sean f :X~ Y una aplicación continua y A un subespacio de X, 

entonces, para U~ Y abierto, claramente (f!A)-1(U) = ¡-1(A) nA que es abierto 

enA. O 
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Es siempre útil tener caracterizaciones distintas de un fenómeno, y en este caso 

de la continuidad, de manera que pueda ser reconocible bajo circunstancias distin­

tas. 

Teorema 2.1.10. Si f es una función del espacio topológico X en el espacio 

topológico Y, entonces las condiciones siguientes son equivalentes. 

l. f es continua. 

2. Para cualquier abierto U de Y, ¡-1 [U] es abierto en X. 

3. ¡-1 [F] es cerrado en X para cualquier cerrado F de Y. 

4. f[clx(A)J ~ clr(f\ (A)) para cualquier A ~X, donde clx y cly son los ope­

radores cerradura en X y Y, respectivamente. 

5. clx(J-1 [B]) ~ ¡-1 [clr(B)] para cada B ~Y. 

Observación 2.1.8. Clx(A) es la clausura de A con respecto a la topología de X. 

Demostración. Supongamos que fes continua y que U es abierto en Y. Dado 

x E ¡-1 [U], tenemos que existe Bx, abierto en X que contiene a x, de tal forma que 

f[Bx] ~ U y, por ende, x E Bx ~ ¡-I [U]. ¡-r [U] UBx que es abierto. 

Demos por válido el inciso (2) y sea F un subconjunto cerrado de Y. Tenemos 

que Y\ F es un abierto en Y y, por lo tanto, ¡-1 [Y\ F] debe ser abierto en X. Ahora, 

la igualdadj- 1 [Y\F] =X\f-1 [F] nos garantiza que ¡-1[F] es cerrado en X. 

Sea A un subconjunto de X. Sabemos que clx(J[A]) es un subconjunto cerrado 

de Y, así que si (3) es cierto, entonces ¡-I [clr(f[A])] es cerrado en X. Por otro lado, 

la condición f[A] ~ el y (f[A]), implica que A ~ ¡-1 Lf[A]J ~ ¡-1 [el y (J[A]) J. De aquí 

obtenemos que clx(A) ~ ¡-r [cly(j[A])] y, finalmente, f[clx(A)] ~ cly(f[A]), tal y 

como se quería. 
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Para probar que (4) implica (5), tomemos un subconjunto B de Y y hagamos 

A= ¡-1 [B]. Por (4) sabemos que f[clx(A)] ~ cly(f[A]) y como f[A] ~ B, obte­

nemos f[clx(A)] ~ cly(B), con lo cual clx(A) ~ ¡-1 [cly(B)]; es decir, 

clx(J- 1(B]) ~¡- 1 [cly(B)]. 

Finalmente, tomemos por hipótesis el inciso (5) y concluyamos que fes con­

tinua. Sea x E X un punto arbitrario y sea N un abierto en Y que contiene a J(x). 

El conjunto B Y\ N es cerrado, así que la contención del inciso (5) toma la 

forma: clx(J-1 [B]) ~ ¡-1 [B]. De esto último se infiere que ¡-1 [B] ¡-I [Y\ N]= 

X\f- 1 [N] es cerrado en X o, en otras palabras, M= ¡-1 [N] es abierto. En resumen, 

M es un abierto en X que contiene a x y además f[M] ~N. o 

Proposición 2.1.25. La aplicación f: X -+ Y es continua si y sólo si la preimagen 

de todo básico de Y es abierto en X. 

Demostración. Si f es continua la conclusión es obvia. Recíprocamente, supón­

gase que la preimagen de todo básico es un abierto, y sea U~ Y un abierto arbitrario, 

escribamos U como unión de básicos 

dado que, entonces 

r 1 (U)= U r 1 (Ba), 
aE.íd 

es claro que ¡-1 (U) es abierto en X. o 

Corolario 2.1.7. La aplicación f: X-+ Y es continua si y sólo si la preimagen de 

todo sub básico de Y es abierto en X. 

Demostración. Nuevamente, si f es continua la conclusión es obvia. Supóngase 

ahora que las preimágenes de subbásicos son abiertas y sea B ~ Y un básico arbi­

trario, escribamos B como intersección finita de sub básicos 
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y puesto que, entonces 

es claro que ¡-I (B) es abierto en X, de manera la conclusión se sigue del resultado 

previo. o 

Proposición 2.1.26 (Lema de pegadura para cerrados}. Sean A,B ~Y subespacios 

cerrados tales que A U B =X, y f: X -+ Y una aplicación. Si tanto fiA como fin 

son continuas, entonces f es continua. 

Demostración. Sea F ~ Y cerrado, entonces, por continuidad, tanto /1.4 1 (F) 

¡-1 (F) nA como fli 1 (F) = ¡-1 (F) nB son cerrados en X, y dado que además 

se sigue que ¡-1 (F) es cerrado en X. o 

El nombre de estos resultados, aludiendo a la pegadura, proviene del hecho de 

que permiten "pegar continuamente" aplicaciones continuas; una notación alegórica 

que se usa con frecuencia es f !lA U /lB· 

Proposición 2.1.27 (Lema de pegadura para abiertos}. Sean ll = {A a 1 a E Jd'} una 

colección de abiertos de X tales que Ull =X, y f: X-+ Y una aplicación. Si tanto 

fa: = f!Aa es continua para todo a E Jd', entonces fes continua. 

Demostración. Basta notar que, para U~ Y abierto, f¡; 1(U) = ¡-1(U) nAa es 

abierto en A a, y en consecuencia es abierto en X. Por otra parte, es claro que 

de donde ¡-1 (U) es abierto en X. o 
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Definición 2.1.24. Una aplicación f: X-+ Y se dice que es una aplicación abierta si 

la imagen de todo abierto es abierta, y análogamente, se dice que es una aplicación 

cerrada si la imagen de todo cerrado es cerrada. 

Ejemplo 2.1.1. Considérese la función f: JR -+ JR dada corno sigue. 

f(x) 
{ O~ Sl 

si x::::; O 

x>O 

Figura 2.7: Función cerrada no abierta. 

Esta función es cerrada, pero no es abierta, para convencerse basta considerar 

las imágenes de los intervalos 1, 1) y [ -1, 1 J. 

Definición 2.1.25 (horneornorfismo). Un homeomor:fismo es una aplicación biyec­

tiva y bicontinua, , es una biyección continua con inversa continua. Sí la aplicación 

f: X-+ Y es un horneomorfisrno, se dice que los espacios X y Y son espacios home­

omorfos. Claramente, dado que la composición de aplicaciones es una aplicación 

continua, se sigue que la relación de homeornorfismo es una relación de equivalen­

cia sobre la colección de los espacios topológicos. 
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Observación 2.1.9. 

• Los espacios topológicos X y Y serán llamados homeomorfos si existe un 

homeomorfismo entre X y Y. La expresión X;::::.:: Y significará que los espacios 

X y Y son homeomorfos. 

• Es inmediato, de la definición que si fes un homeomorfismo, entonces ¡-1 

también lo es. 

Cuando dos espacios X y Y son homeomorfos, los consideramos como obje­

tos equivalentes en la clase de espacios topológicos, y podemos intercambiar 

uno por el otro en nuestros discursos y argumentaciones sin que las con­

clusiones se alteren. Como hemos mencionado, ellos son el mismo objeto 

topológico. 

Definición 2.1.26. Una propiedad P es topológica si cada vez que un espacio X 

tiene la propiedad P, también la posee cualquier espacio topológico homeomorfo a 

X. 

Observación 2.1.10. Sea !]{) una base del espacio topológico X. Si Y es un espacio 

topológico y fes una función de X en Y, entonces el Teorema 2.1.10 implica que f 

es abierta si, y sólo si, f[B] es abierto en Y para cada B E !]{). 

Es posible encontrar funciones continuas que son abiertas y no son cerradas, 

y viceversa; e incluso, se pueden hallar funciones que no son continuas pero sí 

abiertas o cerradas. 

Observación 2.1.11. Un homeomorfismo de un espacio en sí mismo es un auto­

morjismo, y es además claro que la composición de homeomorfismos es un tercer 

homeomorfismo. Entonces la colección de espacios en una clase de homeomor­

fismo tiene estructura de grupo, dado que la identidad lx: X --7- X es obviamente 

un automorfismo. 
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Proposición 2.1.28. Si fes una función biyectiva entre los espacios topológicos X 

e Y, entonces los siguientes enunciados son equivalentes. 

l. ¡-t es continua. 

2. fes abierta. 

3. fes cerrada. 

Demostración. Sea A un subconjunto abierto de X. Si ¡-t es continua entonces 

(j-1 )-1 [A] es un subconjunto abierto de Y, y como (/-1 )-1 [A] f[A], ya podemos 

concluir que fes abierta. 

Supongamos que fes abierta y sea F un sub con junto cerrado de X. Esto último 

implica que U = X\ F es abierto en X, así que f[U] debe ser abierto en Y. Ahora, 

la biyectividad de f garantiza que f[F] = f[X\ U]= Y\f[U] y, por consiguiente, 

f[F] es cerrado en Y. 

Finalmente demostraremos que si f es cerrada, entonces ¡-1 es continua. Si 

Fes un subconjunto cerrado de X, tenemos que f[F] es cerrado en Y; este hecho, 

junto con la igualdad(/-1 )-1 [F] f[F], nos prueban la continuidad de ¡-r. O 

Corolario 2.1.8. Una función biyectiva y continua f : X -+ Y es un homeomor­

fismo si satisface alguna de las condiciones equivalentes (1 ),(2),(3) de la Proposi­

ción 2.1.28. 

2.1.3 Variedad Topológica 

En esta sección veremos aquellos espacios topológicos que localmente son como 

los espacios Euclidianos. 

Definición 2.1.27 (Variedad topológica). Una n-variedad ó variedad topológica 

n-dimensional es un espacio de Hausdorff en el que cada punto posee un en-
o 

torno abierto homeomorfo al disco n-dimensional abierto JYI= {x E lRn; llxll < 1 }. 
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o 

Notese que Dn';::j JRn por lo que podríamos exigir que cada punto tenga un entorno 

homeomorfo a JRn. 

Ejemplo 2.1.2. Los siguientes espacios son variedades topológicas 

l. El espacio JRn con la topología usual es una n-variedad. 

2. Todo subconjunto abierto U de JRn con la topología usual es una n-variedad. 

Pues si u E U entonces existe s > O tal que u E Be (u) ~ U ~ JRn y desde luego 
o 

Be( u) ';::j Dn 

3. La esfera sn es una n-variedad. Pues vía proyección estereográfica todo punto 

X E sn-{ (0, 0, ... , 1)} posee un entorno abierto el mismo sn-{ (0, 0, ... , 1)} 
o 

que es homeomorfo a nn. Además el punto (O, O, ... , 1) posee el entorno 

abierto sn- { (0, o, ... ' -1)} homeomorfo a JRn. 

4. Si M es una m-variedad y N es una n-variedad entonces el producto M x N 
o o o 

es una m+ n-variedad ya que Dm X nn';::j ]Rm X ]Rn ';::jDm+n y el producto de 

espacios de Hausdo:rff es de Hausdo:rff. 

5. El grupo multiplicativo JR* = lR- {O} actúa de modo propiamente discon­

tinuo sobre JRn+l {0}, por la aplicación x-+ tx, donde tE JR*. El espa­

cio clases de equivalencias de JRn+l {0}/JR* puede ser interpretado como 

el conjunto de las rectas pasando a través del origen en JRn+ 1. El espacio 

proyectivo n-dimensional es el espacio de las clases de equivalencia de la 

acción de JR* sobre JRn+l - {0}, dadas por las aplicaciones dichas anterior­

mente.El espacio JRJPn es una n-variedad. Para lo cuál se considera la apli­

caciónp: sn-+ ~que aplicax E sn en el par {x,-x} E~- Si Ux es un 
o 

entorno abierto de x homeomorfo a nn y de diámetro menor que Vi. En este 
o 

caso p(Ux) es un entorno abierto de {x,-x} E JRJPn homeomorfo a nn esto 
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debido a que p es una aplicación contínua y abierta. 

Mas general si X es un G-espacio donde G actúa libremente sobre X entonces 

X es una n-variedad compacta si solo si ~ también lo es. 

Definición 2.1.28. Una n-variedad con borde M es un espacio de Hausdorff en el 

que cada punto posee un entorno abierto homeomorfo a Rn ó al semiespacio supe­

rior de Rn esto es {(x¡, ... ,xn); Xn;:::: 0}. El conjunto de puntos de M que poseen 

entornos homeomorfos el semiespacio superior pero que no poseen entornos home­

omorfos a Rn se llama el borde de M el cuál es una (n -1)-variedad. 

2.1.4 Variedad diferenciable 

Definición 2.1.29 (Variedades diferenciables). El par (Ar,Ye) es una variedad 

diferenciable de dimensión m y clase ck ó M es una m-variedad diferenciable de 

clase ck si se verifican las siguientes condiciones: 

l. M es un espacio topológico de Hausdorff con base numerable. 

2. J'e es una colección de homeomorfismos(sistema coordenado) x: U-+ Rm 

de conjuntos abiertos U e M sobre conjuntos abiertos x(U) e Rm. Es 

usual denotar (U,x) (U;x1, ... ,xm) donde los xi = r¡x son las funciones 

coordenadas y r¡ son las coordenadas canónicas tal que r¡(a) a¡, a E Rm dá 

esta representación. Ver figura (2.8) 
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Figura 2.8: Variedad diferenciable. 

3. Los dominios U de los homeomorfismosx E Yé' cubren M. 

4. Dados x : U-+ Rm y y : V -+ Rm pertenecientes a Yé' con Un V f; <I> entonces 

el cambio de coordenadas íPxy: x(Un V)-+ y(Un V) es homeomorfismo de 

clase Ck.Verfigura (2.9) 
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Figura 2.9: Cambio de coordenadas. 

5. Dado un homeomorfismo z: W -+lR.m de un abierto W e M sobre un abierto 

z(W) e JR.m tal que fPxz, Pzx son de clase ck para cada X E ..Jff entonces z E ..Jff 

(Condición de Maximalidad). 

A veces denotaremos simplemente M= (M"~, ..Jff). 

La colección ..Jff con las condiciones (2),(3),(4),(5)es llamado Atlas Maximal de 

dimensión m y clase ck sobre M. 

Definición 2.1.30 (Sub variedades abiertas). Un conjunto abierto W de una variedad 

M de clase ck tiene una estructura natural de variedad de clase ck dada por el atlas 

maximal en M conformado por todas las coordenadas admisibles X : U -+ JR.m en 

M, cuyos dominios U están contenidos en W. 

Definición 2.1.31 (Codimensión). Si M es una n-variedad diferenciable y B una 

subvariedad de M la codimensión de B en M es definida 

codim(B) dim(M)- dim(B) 
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Notar que las subvariedades abiertas tienen codimensión cero. 

Definición 2.1.32 (Producto de Variedades). Sean (M"',,;t') y (Nn,~) variedades 

de clase ck. En el espacio topológico producto M x N podemos definir una estruc­

tura de variedad de dimensión m+ n y clase ck por medio del atlas ,Jt' x ~ for­

mado por los sistemas de coordenadas x x y : U x V -+ JR.m+n dado por x x y(p, q) 

(x(p),y(q)); x E ,;t', y E~ 

Como (x xy)(x xy)-1 = (x x x- 1 )(Y x (Y)-1) se sigue que ,Jt' x ~es un atlas de 

clase ck. Este atlas está contenido en un único atlas maximal de clase d que define 

en M x N una estructura de variedad producto. 

Definición 2.1.33 (Variedades diferenciables con borde). Una variedad diferencia­

ble n-dimensional M con borde es un espacio de Hausdorff tal que todo punto 

tiene un entorno abierto homeomorfo al disco abierto U de Rn ó al semiespa­

cio nn {(x¡,Xz, .... ,xn) E Rn; Xn:::::: 0}. El borde del semiespacio nn es dado por 

a(Hn) = Rn-l X {O} el borde de M denotado por a(M) será el conjunto de todos los 

puntos de M que por el homeomorfismo corresponden a puntos de a(Hn). Además 

M- a(M) es llamado el interior de M. 

Ejemplo 2.1.3. El disco cerrado ó bola En = {p E Rn; !PI :=::; 1} es una variedad 

topológica n-dimensional con borde. La esfera sn-1 es su borde y el disco abierto 

un su interior. 

Observación 2.1.12. El conjunto de puntos del borde y el conjunto de puntos inte­

riores son mutuamente disjuntos. Se ve fácilmente que el conjunto de puntos 

interiores es un subconjunto abierto denso, por tanto el conjunto de puntos del 

borde es un conjunto cerrado. El conjunto de puntos del borde de una variedad 

n-dimensional es una variedad ( n....,. 1 )-dimensional. 
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Definición 2.1.34 (Aplicaciones entre variedades diferenciables). Sean las va­

riedades M, N de clase cr; (r ;::::: 1) con dimensiones m, n respectivamente se dice 

que una aplicación f: M -t N es diferenciable en el punto p E M si existen sistemas 

de coordenadas x : U -t lRm en M, y : V -t lRm en N, con p E U , f(U) e V tales 

que y ¡x-1 : x(U) -t y(V) e lRm es diferenciable en el punto x(p). La aplicación 

/xy = yfx-1 es la expresión de f en las coordenadas localesx, y. Ver figura (2.10) 

, 
/ 

/ 

1 
¿... _________ _ 

1 
1 

/ 

1 
,_ _________ _ 

Figura 2.10: Aplicación diferenciable. 

Si f : M -t N es una aplicación diferenciable en el plUlto p E M directamente 

se tiene que fes continua en p E M. 

Observación 2.1.13. Como los cambios de coordenadas en M, N son difeomorfis­

mos de clase cr, la diferenciabilidad depende de las coordenadas x': U' -t lRm en 

M, y' : V' -t Rn en N, con p E U' , f( U() e V' la aplicación Üy =y' f( (x') -I) será 

diferenciable en x' (p ). 

Diremos que f: M -t N es diferenciable si es.diferenciable en todo punto de M. 

Finalmente f: M -t N es de clase ck; (k::; r) si para cada p E M existen sistemas 
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de coordenadas locales x: U-+ Rm en M, y: V-+ JRn en N, con p E U , f(U) e V 

tal que y f x-I : x( U) -+y( V) es de clase Ck. Cuando decimos que f : M-+ N es de 

clase ck admitiremos al menos implícitamente que M, N son de clase cr, r;:::: k. 

Dadas f: M-+ N, g: N-+ P de clase ck la compuesta es de clase ck. 

Ejemplo 2.1.4. Sean U e JRm un abierto y f: U -+ JRm una aplicación. Podemos 

considerar U como variedad de clase ck entonces f es diferenciable como apli­

cación entre variedades diferenciables si solo si fes diferenciable. 

Ejemplo 2.1.5. Sea M una n-variedad de clase ck y x : U -+ lR un sistema de 

coordenadas en M. Consideremos en U la estructura de subvariedad abierta de M. 

Entoncesx es undifeomorfismo de clase ck de U sobrex(U). De hecho la expresión 

dex, x-1 son dadas en los sistemas de coordenadas locales 

x, Íd: JRm-+ Rm identidad de x(U). 

En particular dada una parametrización q> : Uo -+ U e M (clase Ck). Ar e R.n se 

tiene que q>, cp- 1 son difeomorfismos de clase ck. 

Ejemplo 2.1.6. Sean M,Nr,Nz variedades de clase cr. Una aplicación 

f: M-+ N1 x N2 es de clase ck, k ~ r si solamente si (f¡ Jz) donde las coorde-

nadas f¡ : M-+ N1, fz : M-+ N2 son de clase ck. Consideremos N1 x N2 los sistemas 

de coordenadas locales de tipo: y¡ x yz : V1 x Vz -+ R. m x JRm entonces se tiene que 

(y¡ X yz)fx-I = (y¡f¡x- 1yzfzx-1) así se tiene que g = (g¡ ,gz) : x(U) -+ JRn x JR.m 

es de clase Ck si solo si g1 : x(U) -+ JR.n , g2 : x(U) -+ JRm son de clase Ck. 

2.1.5 Grupos y Homomorfismo 

Definición 2.1.35. Definimos operación binaria o ley de composición. Sea G un 

conjunto no vacío. Una operación binaria o ley de composición en G es una 

funciónf: G x G-+ G donde (x,y) 1--+ f(x,y). 
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Definición 2.1.36. Un grupo es una pareja ( G, o), con G un conjunto no vacío, o 

una funCión de G x G -t G llamada operación binaria y denotada por o(x,y) :=xoy, 

la cual satisface: 

(i) La operación o es asociativa xo (yoz) (xoy) oz para todosx,y,z E G. 

(ii) Existe e E G tal que e ox = x, para todo 

x E G (neutro por la izquierda), y xo e= x (neutro por la derecha) 

(iíi) Dadox1 E G, existex E G tal quex' ox =e (inverso por la izquierda), y xox' = 

e (inverso por la derecha) 

Ejemplo 2.1. 7. (a) (Z, +) es un grupo con la adición usual de enteros. 

(b) El conjunto de matrices invertibles n x n, con entradas en ~ y operación, el 

producto usual de matrices forma un grupo el cual se conoce como el grupo 

lineal general, denotado por GL(n,~). 

(e) Sea X un conjunto no vacío y Sx = {f: X -t Xif es biyectiva},Sx es un 

grupo con la operación composición de funciones, llamado el grupo de per­

mutaciones en X. A los elementos de Sx se les llama permutaciones. 

(d) Sea G = GL(n,~) x ~n. Definiendo en G la operación (A,X) * (B,Y) := 

(AB,X +Y), se verifica que ( G, *)es un grupo. 

Definición 2.1.37. Dado un grupo G y g E G, se define el orden de g como el 

mínimo entero positivo n tal que ~ = e, si tal entero existe, de otra forma se dice 

que g tiene orden infinito. El orden de g se denotará por lgl = n. 

Definición 2.1.38. Sea G un grupo, H ~ G,H f. 0. Se dice que Hes un subgrupo 

de G si la operación de G restringida aH hace de éste un grupo. 
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Si Hes subgrupo de G, se usará la notación H.:::; G y se lee "Hes subgrupo 

de G''. El contexto de grupos, no hay lugar a confundir la notación anterior con la 

relación de orden en un conjunto. 

Teorema 2.1.11. Sea G un grupo, H ~ G,H f. 0. Entonces las siguientes condi­

ciones son equivalentes. 

(i) Hes un subgrupo de G. 

(íi) (a) Vx,y E H,xy EH, 

(b) Vx E H,x- 1 E H. 

(e) Para todos x,y EH se tiene xy-1 E H. 

Demostración. (i) ====?- (ii) Es claro, pues al ser H un subgrupo se deben tener 

satisfechas las condiciones (a) y (b). 

(ii) ====?- (iii) Dados, x,y EH, (b) implica xy-1 E H. La conclusión se obtiene 

de la parte (a). 

(iii) ====?- (i) Primeramente notemos que al ser H no vacío, existe un x EH y de 

esto se concluye, tomando x =y, que e xx-1 E H. Ahora tomando y = x y x = e 

se obtiene x-1 = ex-1 E H. Solo falta demostrar que Hes cerrado bajo la operación 

definida en G. Sean x,y E H. Por lo probado, x = y-1 E H. Aplicando la hipótesis 

axy a z se tiene quexz-1 =xy E H. D 

Teorema 2.1.12. Sea G un grupo, {HíthEI una colección de subgrupos. Entonces 

es un subgrupo de G. 

Demostración. Directa aplicando el Teorema 2.1.11. D 
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Observación 2.1.14. La unión de subgrupos no es necesariamente un subgrupo, 

de hecho el siguiente ejercicio caracteriza cuando la unión de dos subgrupos es 

sub grupo. 

Ejercicio 2.1.1. (a) Sean H y K subgrupos de G. Se demuestra que HUK::; 

G~K~HoH~K. 

(b) Sea G un grupo, ce una cadena de subgrupos. Se Demuestra que la unión de 

elementos de ce es un subgrupo. 

Teorema 2.1.13. Sea G un grupo, S un subconjunto no vacío de G, 

(S}:={s;1 ···s~js¡ES,ij ±l,j l, ... ,n;nEN}. 

Entonces (S} ::; G. De hecho este subgrupo es el mínimo que contiene a S. La 

minimalidad es en el siguiente sentido. (S) n H. 
st;H$.G 

Demostración. En virtud del Teorema 2.1.12, es suficiente mostrar que dados dos 

elementos x,y E (S}, se tiene xy-- 1 E (S). Para mostrar lo anterior basta observar 

que dado y= s~1 ···si E (S},y-1 s¡/k · · ·s~i¡ con ij = , por lo tanto y- 1 E (S). 

De esto último se tiene lo deseado. Para mostrar lo restante, note que 

nst;H$.HH ~ (S), por ser (S) uno de los elementos sobre los cuales se toma la 

intersección. La inclusión de conjuntos se obtiene del hecho que los elementos de 

(S) son productos de elementos de S y S ~ H, por lo tanto (S) ~ nscH ;;.aH. O 

Definición 2.1.39. Con la notación del teorema anterior, al subgrupo (S) se le llama 

el snbgrupo generado por S. Un grupo G se dice finitamente generado, abreviado 

f.g., si G contiene un subconjunto finito S tal que G (S). Si S tiene un solo 

elemento, G se dice cíclico. 

Definición 2.1.40. Sean ( G, o) y ( G¡, *) dos grupos, f: G-+ G¡ una función. 
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(i) si f(xoy) f(x) * j(y), Vx,y E G,j se llama un homomorfismo. 

(ii) Si fes inyectiva y satisface i), f se llama un monomorfismo. 

(iii) Si fes suprayectiva y satisface i), f se llama un epimor:fismo. 

(iv) Si f satisface ii) y iii), f se llama un isomorfismo. 

Sí f: G -t G¡ es un isomorfismo, se dice que G es isomorfo a G¡ y se usa la notación 

G~G¡. 

Observación 2.1.15. La composición de homomorfismos, cuando esto tiene sen­

tido, es nuevamente un homomorfismo. 

Observación 2.1.16. "Ser isomorfos" define una relación de equivalencia en la 

clase de todos los grupos, cuyas clases de equivalencia están formadas precisamente 

por los grupos que son isomorfos. 

Definición 2.1.41. Sea f: G--+ G1 un homomorfismo, se define: 

(i) El núcleo de J, denotado ker f = {g E Gjj(g) =e¡.¡}. 

(ii) La imagen de J, denotada 1m f = { h E G¡Jf(g) = h para algún g E G}. 

Definición 2.1.42. Un grupo G se dice cíclico si G (g), para algún g E G. El 

siguiente resultado es una de las consecuencias útiles e inmediatas del Teorema de 

Lagrange. 

Definición 2.1.43. Sea G un grupo, N :s; G. Se dice que N es un subgrupo normal 

sigNg- 1 N para todo g E G. CuandóN es normal los denotaremos por N <1G. 

Observación 2.1.17. Si Hes un subgrupo de G, y g E G,gHg- 1 es un subgrupo 

de G llamado subgrupo conjugado de H y JgHg-1
1 = IHJ. Note que H es normal 

~ H coincide con todos sus conjugados. 
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Teorema 2.1.14. Las siguientes condiciones sobre un subgrupo N son equivalentes 

(i) N es normal. 

(ii) gNg-1 ~N para todo g E G. 

(iii) gN Ng para todo g E G. 

Demostración. Ver [11]. D 

Teorema 2.1.15. (Grupo cociente) Sea G un grupo, N <l G, ,C y V\ los conjuntos de 

clases laterales izquierda y derecha, respectivamente. Entonces ,C =V\, más aún, 

estos conjuntos forman un grupo el cual es llamado grupo cociente módulo N y se 

denota por G/ N. 

(i) Asociatividad. 

(ii) Existencia de identidad. Tomando la clase N e N, con e la identidad en G, 

se demuestra que NaNe Na para toda clase Na. 

(iii) Existencia de inversos. Dada una clase Na, tomando Na- 1 se cumple que 

Na-1Na=Ne N. 

De las condiciones anteriores se concluye que G/N, con la operación de clases 

definida, es un grupo. D 

Corolario 2.1.9. Si G es finito y N <l G, entonces 

Teorema 2.1.16 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f: G-+ G¡ un homomor­

fismo con núcleo N, entonces N <1 G y G/ N~ Im f. 

Demostración; Ver [11]. D 
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Teorema 2.1.17. Sea G un grupo, H:::; G. Entonces H <lG {=} H ker f, para 

algún homomorfismo f. 

Demostración. Ver [ 11]. D 

Definición 2.1.44. Se obtiene del Comentario 3 antes del teorema anterior. con­

sidere G 1 H y definase 1r: : G --7 G 1 H como sigue: 

n:(a) :=Ha. 

2.1.6 El grupo de permutación 

Definición 2.1.45. Una permutación del conjunto { 1, ... , n} es una aplicación 

biyectiva de { 1, ... , n} en si mismo. 

Se define el conjunto 

Ln = {/ : { 1, ... , n} --7 { 1, .. , , n} lf es una permutación} 

En este conjunto definimos el producto de dos permutaciones j,g E Ln me­

diante fg = g o j, donde o es composición usual de aplicaciones 

Proposición 2.1.29. (Lm ·) es un grupo, llamado grupo de permutaciones. 

Demostración. Ver [ 11]. 

Una notación sencilla para denotar las permutaciones fE Ln es la siguiente 

Ejemplo 2.1.8. 

D 
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l. La permutación/: {1,2,3,4,5,6, 7, 8}---+ {1,2, 3,4,5, 6, 7, 8} definida por 

se escribirá 

/(1) 3 f(2) 7 f(3) 2 !(4) 5 

!(5)=6 !(6)=4 !(7)=1 !(8)=8 

(
1 2 3 4 5 6 7 8) 

3 7 2 5 6 4 1 8 

Definición 2.1.46. Una transposición de (L:n, ·) es una permutación fE L:n que 

verifica que existen dos elementos distintos i, j E { 1, ... , n}, tales que 

f(i) = j, J(j) = i f(k) =k, V'k E { 1, ... , n} {i,j} (2.1) 

Las transposiciones son denotados por (i j), donde i,j E { 1, ... ,n} verifican (2.1) 

Definición 2.1.47. Un ciclo de longitud r de L:11 es una permutación f de L:11 para 

la que existen { i 1, ... , ir} <;;;; { 1, ... , n}, donde i j f Ík si j f k, tales que 

f(ij) Íj+1, paraj 1, ... ,r-1, 

!(ir) Í¡ 

f(k) - k, si k E {1, ... ,n} {i¡, ... ,ir} 

Los r-ciclos se suelen denotar por ( i 1 ... ir). 

Dos ciclos de L:n, ( it ... ir) y j 1 .•• I~ se dice que son disjuntos si 

{it, ... , ir} n {j¡, ... ,j8 } es el conjunto vacío. 

Proposición 2.1.30. Sea fE L:n una permutación. Entonces, f se expresa de forma 

única como producto de ciclos disjuntos, salvo el orden de los factores. 

Demostración. Ver [11]. o 

Proposición 2.1.31. Sea ( i1 ••• ir) E L:n un ciclo de longitud r. Entonces, ( it ... ir) 

se descompone como producto de trasposiciones. 
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Demostración. Ver [11]. o 

Corolario 2.1.10. Cada permutación de 1:n se expresa como producto de transposi~ 

ciones. 

Demostración. Ver [11]. D 

Proposición 2.1.32. Sea f una permutación de 1:n. Si se descompone como un 

número par (impar) de trasposiciones, entonces cualquier descomposición de f en 

producto de trasposiciones tendrá un número par (impar) de trasposiciones. 

Demostración. Ver [11]. o 

Definición 2.1.48. Sea f una permutación de 1:n. Se llama signatura de f, y se 

denota por e¡, a 

{ 

1, si f se descompone como lll1 producto de un número par de trasposiciones 
e¡ 

-1, si f se descompone en lU1 producto de lU1 número impar de transposiciones 

2.1. 7 Grupos libres y secuencias exactas 

Supongamos que tenemos un conjunto X. No hay ninguna operación en juego así 

que los elementos no están relacionados de ninguna manera. Si consideramos los 

elementos del conjunto como letras, podemos empezar a concatenarlos para formar 

palabras, de manera totalmente "libre", i.e. nunca va a haber cancelaciones. Ésta 

es la idea de un grupo libre de base X: va a ser el mayor grupo que tenga como 

generadores a los elementos de X. 

Teorema 2.1.18. Sea X un conjunto no vacío. Existe un grupo F(X) y una función 

inyectiva l :X-+ F(X) tal que para todo grupo G y toda función cp: X-+ G existe 
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un único modismo de grupos ip: F(X)-+ G tal que el siguiente diagrama conmuta: 

<p 
X---;.-G 

11 
F(X) 

En otras palabras, F(X) es un grupo tal que para definir un mor:fismo desde él hacia 

otro grupo G, basta definir una función desde X hacia G. En aún otras palabras, 

toda función definida sobre X hacia G se extiende a un único modismo de F(X) 

hacia G. F(X) se llama grupo libre de base X. 

Demostración. Llamamos a X el conjunto de letras. Seax- 1 otro conjunto tal que 

X nx-t = 0 y ¡x-1¡ = IXJ. Elegimos una biyección X -+ x-l' y a la imagen de X 

por esta biyección la denotamos x- 1• 

Elegimos un elemento que no pertenezca aXuX-1: lo denotamos con 1 (la letra 

vacía). 

Una palabra en X es una sucesión (a1,a2 , •. . ) e xux-1 U {1} tal que existe 

n E z+ de manera que a¡ = 1 para todo i ;:::: n (las palabras son sucesiones "finitas" 

de letras). Los elementos a¡ y a¡+l se dicen adyacentes para todo i. 

La palabra constante { 1, 1, ... } es la palabra vacía y por abuso de notación la 

denotamos l. 

Una palabra (a¡,az, ... ,) es reducida si: 

l. Vx E X,x y x-1 no son adyacentes en (a¡ ,az, .. . ). 

II. Si k E N es tal que ak = 1 entonces a¡ 1 Vi;:::: k. 

El primer ítem es que queremos tratar ax- 1 como la inversa dex; el segundo ítem es 

que no queremos frases sino sólo palabras. Observar que 1 es una palabra reducida. 

Definiendo x+ 1 como x, toda palabra reducida es de la forma (x}1
, ••• ,x~n, 1, 1, ... ), 
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donde A¡ ± 1 para todo i = 1, ... , n. La escribiremos como x¿1 ••• x~". Observar 

í\.¡ :< o¡ o, · , l · quex1 .. . .r,;n = y 1 •• ·Ym Sl y so o SIn m,x¡ =y¡, A¡ O¡ para todo i = 1, ... ,n. 

Sea F(X) {palabras reducidas en X}. Definimos el producto F(X) x F(X)-+ 

F(X) mediante: 

si p = x~1 
••• ~, q = yf' ... y~", entonces pq es el resultado de reducir la concate-

nación x~' .. . x*nyf' ... y~n. El neutro es la palabra vacía 1, y el inverso de pes 

p-1 x¡At .. . x;An .Se demuestra que esto forma grupo. 

Definimos 1. : X -+ F (X) como x M (x, 1, 1, ... ) = x. Es una función inyectiva. 

Veamos que (F(X), 1) verifica la propiedad universal: sea G grupo, q> :X -7 G fun-

ción. 

Si ip: F(X)-+ G es un morfismo tal que ip o t = q>, entonces ip(x-1) = q>(x) para 

todo x, luego ip(x- 1) ip(x-1 )-1, por lo tanto 

- ( A¡ An) _ ( )Al ( )An (/)X¡ ... Xn -(/)X¡ ... q> Xn 

Entonces todo elemento en F(X) es de la forma x~1 
•• • x*n, esto determina ip de 

manera única. Es directo verificar que esta fórmula define efectivamente un mor­

fismo. 

Observación 2.1.18. • Como l es inyectiva, identificamos X con t (X) en 

F(X). De esta manera, X e F(X) y X genera F(X) como grupo. 

• Si lXI 1 entonces F (X) ~ Z. En efecto, si X= {a}, la función X-+ Z, a M l 

se extiende a un isomorfismo F (X) -7 Z. 

• Si lXI 2 2 entonces F(X) no es abeliano. En efecto, sean x,y E X,x f= y. 

Entonces xy f= yx. Formalmente, xyx-ly-1 E F(X) por ser una palabra re­

ducida; además xyx-Iy- 1 = (x,y,x- 1 ,y-1, 1, 1, ... ) f= (1, 1, ... ) = 1 luego 

xyx-Iy-1 f= 1. 
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Teorema 2.1.19 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de un grupo libre es libre. 

Demostración. Ver [15]. o 

Proposición 2.1.33. Todo grupo es cociente de un grupo libre. 

Demostración. Ver [15]. o 

'Definición 2.1.49. Una sucesión de grupos y morfismos de grupos 

IPn+l G cpn G <Pn-1 
· · ·---+- n+l---+- n---+- · ·· 

es exacta si Im <p;+I = ker <p¡ para todo i. Una sucesión exacta corta es una sucesión 

exacta de la forma 
. p 

e-H~G-K-e (2.2) 

donde e denota el grupo trivial, y los morfismos inicial y final son los únicos posi­

bles. De esta manera, una sucesión de la forma (2.2) es exacta si y sólo si i es 

inyectiva, pes sobreyectiva e Im i = ker p. Por lo tanto cumple pi= O. 

Definición 2.1.50. Una extensión de un grupo Q por un grupo N es una sucesión 

exacta corta 

e---+-N G Q-e 

Diremos también que G es una extensión de Q por N. 

Observación 2.1.19. En este caso se tiene N ~ i(N) = kerp luego i(N) <1 G, y 

Q ~ G/ N. Podemos pensar entonces que N es un subgrupo normal de G y que 

Q es el cociente de G por N. De esta manera, el problema de conocer un grupo 

G conociendo un subgrupo normal N y el cociente G/N se traduce al problema de 

conocer las extensiones de Q por N: es el llamado problema de la extensión. El 

problema de la extensión intenta explicitar las extensiones de un grupo Q en tér­

minos manejables, i.e. a través de construcciones conocidas, y en general no está 

resuelto. 
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Ejemplo 2.1.9. Sea N <l G, entonces tenemos una sucesión exacta corta 

. p 
e--N~G--G/N--e (2.3) 

donde i es la inclusión y p la proyección. 

Definición 2.1.51. Dos sucesiones exactas cortas (las fiJas de] diagrama siguiente) 

son equivalentes si existen isomorfismos (las columnas) tales que el siguiente dia-

grama conmuta: 
. p 

e~ H _:__.... G--K---- e 

~! ~! !~ 
. p 

e--H'~G'--K'--e 

Observación 2.1.20. • Decir que dos sucesiones exactas cortas son equiva-

lentes no es sólo decir que los grupos son uno a uno isomorfos. Lo adicional 

es conmutatividad del diagrama, que nos dice informalmente que H se in­

yecta en G de la misma manera que H' en G', y que K es cociente de G de la 

misma manera que K' lo es de G1
• 

• Toda sucesión exacta corta es equivalente a una de la forma (2.3): 

f3 
e --;.-fl --'--+- G --'---K--- e 

al idl lp 
e -- a(H)' G' G /ker/3 -- e 

• Dos pares de grupos isomorfos Q, Q' y N, N' pueden dar lugar a extensiones 

G, G' no isomorfas. 

Ejemplo 2.1.10. Dados H y K grupos, tenemos una sucesión exacta corta 

e--H HxK K--e (2.4) 

donde el primer mapa es la inyección y el segundo la proyección. 
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Más en general, si e: Q-+ Aut(N), entonces los mismos mapas determinan otra 

sucesión exacta corta. 

(2.5) 

Teorema 2.1.20. Sea e-H~ G -L K__,. e una sucesión exacta corta. 

Son equivalentes: 

l. Existe a' : G -+ H morfismo tal que a' a idn. 

a f3 e-H-G-K---'>-e 
"'········· 

(2.6) 

a' 

2. La sucesión es equivalente a (2.4), de esta manera: existe un isomorfismo 

tp : G -+ H x K tal que el siguiente diagrama conmuta: 

e-H' 

Demostración. Ver [ 19]. 

Teorema 2.1.21. Sea e---H 

Son equivalentes: 

a G f3 K---e (2.7) 

t/Jl !id v 
HxK K---e 

D 

G f3 K ., --- -e una suces10n exacta corta. 

l. Existe /3': K-+ G morfismo tal que /3/3' = idK. 

e-H G-LK-e 
"'·-..... ·· 

(2.8) 

{3' 

2. La sucesión es equivalente a (2.5), de esta manera: existe un isomorfismo 

tp : G-+ H x K y un morfismo e :K-+ Aut(H) tal que el siguiente diagrama 

conmuta: 

e---'>- H a G f3 K-e (2.9) 

id! 
e-H 

1/1 ~ p !id 
HxeK-K-e 
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Demostración. Ver [19]. o 

2.2 Grupos de Homotopía 

En este capítulo describiremos los espacios de recubrimiento y los grupos de ho­

motopía. Estos conceptos constituyen herramientas importantes para el objetivo de 

este trabajo. 

2.2.1 Espacios de Recubrimieno 

Definición 2.2.1. Sea p :X --7 X es una aplicación continua. Se dice que un sub­

conjunto abierto U e X es recubierto por p si existe un cubrimiento abierto { Uj} jEJ 

de X tal que p-1(U) U Uj unión disjunta de conjuntos abiertos en X, cada uno 
jEJ 

de los cuales es homeomorfo, bajo p, a U para cada j E J. 

Definición 2.2.2. Un espacio de recubrimiento de un espacio topológico X es un 

par (X,p) donde X es un espacio topológico y p :X -7X es una aplicación continua 

verificando: 

l. p :X --7 X es una aplicación continua y sobreyectiva. 

2. Para cada x E X existe una vecindad abierta U de x tal que p -l (U) = U Uj 
jEJ 

para alguna colección { Uj : j E J} de subconjuntos abiertos en X, con 

U¡ n Uk = <P , i =f. k y Pluj : Uj --7 U es un horneomorfismo. 

Para simplificar diremos que p :X --7 X es un recubrimiento de X. 

Ejemplo 2.2.1. En la figura 2.11. Sean U abierto de S1 en color verde y V abierto de 

S1 en colorrojo claramente S1 = UU V. Considere la aplicación continua p: lR --7 S1 
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dada por p(t) = Clnit = (cos(2m),sen(2nt)). 

Figura 2.11: Un cubrimiento de S1• 

La figura 2.12 muestra p-1 (U), donde la recta real IR ha sido identificada en 

·R.3 en forma de un resorte, para que sea más fácil apreciar que p-1 (U) es una unión 

disjunta de abiertos (los pintados en verde) cada uno homeomorfo a U. 

; 
1 
1 
1 
1 

: 
'1' 

p-•( U) 

"' 1 
1 
1 
1 . . 
1 
1 

Figura 2.12: Recubrimiento del abierto U por p. 

Note que con esta identificación en el espacio R.3, la aplicación p se convierte 

en la proyección (x,y,z) t--+ (x,y). 
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Por tanto, el par (!R, p) es un espacio de recubrimiento para S1. 

Ejemplo 2.2.2. Recubrimientos inmediatos 

l. La aplicación p : ~2 -t S1 x S1 = T2 dada por 

2. Si h :X -t X es un homeomorfismo entonces es recubrimiento. 

Definición 2.2.3. Un haz es una tema (E,p,B) donde E, B son espacios topológicos 

y p : E -t B una aplicación contínua. Al espacio B se le denomina espacio base, al 

espacio E espacio total y a la aplicación p la proyección del haz. Para cada b E B al 

subespacio p -l ( b) se denomina la fibra del haz sobre b. 

Ejemplo 2.2.3. (B x F, rc,B) donde re: B x F -t Bes la proyección en el primer 

factor, es un haz con fibra F denominado haz trivial 

Definición 2.2.4. Una fibración p :E -t B es un haz localmente trivial con una fibra 

fijaF, con mayor precisión para cualquier bE B, existe una vecindad U de b tal que 

p-1 (U) -tU es un haz trivial, esto es, existe un homeomorfismo 

qJu : U x F -t p -l (U) tal que el diagrama 

UxF -t p-1(U) 

1t '\¡ ./ PU (2.10) 

u 

conmuta, esto es, pu o qJu(x,y) x parax E U, y E F. 

De esta conmutatividad para cada b E U, qJu se restringe a un homeomorfismo de 

rc- 1(b) = {b} x F ';:::!. F en p-1 (b). Por esto se dice que la fibra es F. 
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2.2.2 Grupo Fundamental 

Como de costumbre, para todo par de números reales a y b tales que a< b de 

signaremos por [a, b] el intervalo cerrado de la recta real de extremos a y b. Por 

brevedad pondremos 1 = [0, 1]. 

Definición 2.2.5. Un camino o arco en un espacio topológico X es una aplicación 

continua de algún intervalo cerrado [ a,b] 1 en X. Las imágenes de los extremos del 

intervalo se llaman extremos del camino o arco. 

Definición 2.2.6. Un espacio X se llama arco-conexo o conexo por caminos si dos 

puntos cualesquiera de X pueden unirse por un arco. Un espacio arco-conexo, es 

conexo, pero el recíproco no es cierto. 

Definición 2.2.7. Sean fo,Ji : [a,b] -+X dos caminos en X, tales que Jo(a) 

/1 (a), Jo ( b) = /1 ( b) (esto es, los dos caminos tiene el mismo origen y el mismo 

extremo). Diremos que estos dos caminos son equivalentes, y lo designaremos por 

Jo ,..._, f¡ , si y sólo si existe una aplicación continua 

f: [a,b] X 1 -+X, 

tal que 

f(t,O) - .fo(t) } tE[a,b], 
f(t, 1) - f¡(t) 

f(a,s) - fo(a) f¡ (a) } 
1 sE . 

f(b,s) - fo(b) =f¡(b) 

Se demuestra que ,..._, es una relación de equivalencia, y la clase de f se denota 

por [f] 

Observación 2.2.1. 
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1) Nuestra segunda definición básica es la de producto de dos caminos. El pro­

ducto de dos caminos está sólo definido si el extremo del primer camino 

coincide con el origen del segundo. Si se verifica esta condición, se recorre el 

camino producto recorriendo el primer camino y a continuación el segundo, 

en el orden dado. Para ser precisos supongamos que 

f: [a,b] -+X 

g: [b,e] -+X 

son caminos tales que f(b) = g(b) (suponemos a< b <e). Entonces el pro­

ducto f.g se define por 

(/· g)(t) = { f(t), 
g(t), 

que es una aplicación [a, e] -+X. 

tE[a,b] 

tE [b,c], 

2) En lo que sigue, estaremos únicamente interesados en clases de equivalencia 

de caminos y no en los propios caminos. Por «clase de equivalencia» 

entendemos las clases respecto la relación de equivalencia definida anterior­

mente y también respecto a la relación de equivalencia evidente definida de 

la siguiente forma: si f: [a, b] -+X y g : [e, d] -+X son caminos tales que 

g = foh, donde h: [e, d]-+ [a, b] es un homeomorfismo lineal que conserva 1a 

orientación, entonces consideraremos f y g como equivalentes. 

De ahora en adelante, por un camino en X entenderemos una aplicación continua 

I-+ X (donde J=[O, 1] ). Si f y g son caminos en X tales que el extremo de f coincida 

con el origen de g, entonces el producto f ·gestará definido por 

(f·g)(t)= 
{

f(2t), o::;t::=;tf2 

g(2t - 1)' -!- ::; t ::; 1 
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Lema 2.2.1. La relación de equivalencia y el producto que hemos definido son 

compatibles en el siguiente sentido: Si Jo"' JI y go "'g¡, entonces Jo· go "'ft · g¡ 

(se supone, desde luego, que el extremo de Jo coincide con el origen de go). 

Demostración. Sean F, G : I x I -+ X homotopías, con F : a "" f3 y G : 8 r-..~ 8, 

ambas con respecto a {O, 1}. Definamos H : I x I-+ X por 

H(t,s) 

a(O) = /3(0) 

{ 

F(2t,s) si O~ t ~ 1/2 

G(2t-1,s) si 1/2 ~ t ~ 1 

Figura 2.13: Compatibilidad del producto de caminos. 
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tenemos que H es continua y satisface 

H(t,O) { F(2t,O) siO:::;t:::;1/2 
-

G(2t-1,0) si 1/2::::; t::::; 1 

{ a(2t) si O::::; t::::; 1/2 

c5(2t-1) si 1/2::::; t::::; 1 

- a-5(t) 

H(t, 1) 
{ F(2t,l) siO:::;t<1/2 

-
G(2t-1, 1) si 1/2 ::::; t ::::; 1 

{ [3 (21) sí o::::; t::::; 1/2 

8(2t -1) si 1/2::::; t::::; 1 

- f3·8(t) 

{ 
H(O,s) =F(O,s) = a(O) 

H(l,s) = G(l,s)) = 5(1) 

f3 (O) 

9(1) 

Lo que completa la prueba. D 

Como consecuencia de la proposición anterior, podemos definir el producto de 

clases de equivalencia de caminos, es decir, si a, f3 : 1 --+X son caminos con 

a(l) = {3(0), podemos definir [a]· [/3] = [a· {3]. Este producto no tiene buenas 

propiedades, por ejemplo, no siempre podemos multiplicar un par de caminos. 

Lema 2.2.2. La multiplicación de clases de equivalencia de caminos es asociativa. 

Demostración. Ver [15]. D 

Definición 2.2.8. Dado un punto x E X cualquiera, designemos por Ex la clase de 

equivalencia de la aplicación constante de 1 en el punto x de X. Esta clase de 

caminos verifica la siguiente propiedad fundamental: 
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Lema 2.2.3. Sea [a] una clase de equivalencia de caminos con origen el punto x y 

extremo el punto y. Entonces Ex · [a J = [a J 

y[a]·Ey [a]. 

Demostración. Ver [15]. o 

Lema 2.2.4. Sean [a J y [a] las clases de equivalencia de los caminos f y f respec­

tivamente. Entonces 

[a]· [a] =Ex, [a]. [a]= Ey, 

donde x e y denotan el origen y el extremo del camino f. 

Demostración. Ver [18]. o 

Definición 2.2.9. Sea [a] una clase equivalencia, a la clase [a] anterior lo denotare­

mos por [a]- 1• 

Definición 2.2.10. Un camino, o clase de caminos, se llama cerrado, o lazo, o que 

se trata de un lazo con base en el extremo común. 

Sea x un punto arbitrario de X; se ve en seguida que el conjunto de todos los 

lazos con base en x es un grupo. Este grupo se llama el grupo fundamental o Homo­

topía en dimensión uno de X en el punto base x, y se denota por rc(X,x) o TC¡ (X,x). 

Teorema 2.2.1. Si X es arco-conexo, los grupos rc(X,x) y rc(X,y) son isomorfos, 

para todo par de puntos x,y E X. 

Demostración. Probemos algo más general: 

Sean x,y E X. Supongamos que x e y están en la misma componente conexa por 

caminos de X entonces los grupos TC¡ (X,x) y TC¡ (X,y) son isomorfos. 

Supongamos que x,y E X están en la misma componente conexa por caminos 

de X. Sea f: 1 -t X un camino con/( O) = x y /( 1) =y 
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y 

Figura 2.14: Homotopias isomorfas en un espacio arco conexo, f une "x" e "y" y 

[a] E n1 (X,x). 

Definamos la aplicación u¡: 7r¡ (X,x)-+ 7r¡ (X,y) por u¡([a]) = lf ·a· .1]. Ten-

emos que 

l. u¡ es un homomorfismo de grupos. 

Sean [a], [/3] En¡ (X,x) entonces 

u¡([a][J3]) 

-

u¡([a · J3]) 

lf·(a·f3)·f] 
- -

[(!·a· f) ·U· f3 · !)] 
- -

[f·a·i]lf·f3·f] 

u¡([a])u¡([J3]) 

2. Usando el camino inverso f: 1-+ X, definimos el homomorfismo u¡: 

7r¡ (X,y)--+ n¡ (X,x), dado por u¡([y]) = lf ·y· .1]. 
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3. Sea [a] E 1r1 (X,x). Tenemos 

upu¡([a]) u¡([f·a·f1) 

[/·(f·a·f)·f1 
- -

[(/·/).a.(/·/)] 

[t:\J[a][ex] 

[a], 

es decir, u¡ou¡ =ldn:¡(X,x)· Análogamente, se muestra que u¡ou¡=Idn:¡(X,y)· 

Esto completa la prueba. 

Observación 2.2.2. Aquí a, {3 son caminos y [a], [{3 J sus clases. 

D 

En adelante denotaremos a [a], [{3] pora ,{3 si no hay confusión. 

Definición 2.2.11. Sea cp: X -t Y una aplicación continua, y fo,!I :1-+ X y a la 

clase que contiene a fo,/1• cp* (a) es la clase de caminos que contiene a cp lo y cp /1. 

Propiedad. cp* (a) es la imagen de la clase de caminos a en el espacio Y, y se 

comprueba en seguida que la aplicación cp*, que aplica a en cp*(a) verifica las 

siguientes propiedades: 

(a) Si a y {3 son dos clases de caminos en X tales que a· {3 está definido, entonces 

(b) Para todo punto x EX, cp*(ex) = eq¡(x)· 
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Por estas razones llamaremos a cp* «homomorfismo», o bien, el «homomorfismo 

inducido por cp». 

Si lfl : Y---+ Z es también una aplicación continua, entonces podemos comprobar 

fácilmente la siguiente propiedad: 

Finalmente, si cp :X---+ X es la identidad, entonces 

(e) cp* (a) = a, para toda clase de caminos a en X; es decir, cp* es el homomor­

fismo identidad. 

Demostración. 

(a) Sean Jo E a,j¡ E {3. 

Justificamos*= 

(b) ~ (1) = {x} 

{ 

cp(fo(2t)) 

cp(f¡ (2t- 1)) 

( cp*fo) · ( cp f¡) 

o::=;t::=;! 

! ::; t ::; l. 

( cp o ~)(a) = cp( ~(a)) = cp(x) = ~fP(x) es constante para todo punto pero 

cpo~ E cp*(~x) 

~fP(x) también pertenece. 
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(e) Sea fE a entonces J E a-1 

- -
(({'oj)(t) = ({'(f(t)) = ({)(f(l t)) 

Sabemos que (/) o f( t) E (/) * a 

entonces ( ({' o f) ( 1 - t) E ( ({' * a) - 1 

pero 

(e) Ver [18]. 

( t¡1 o (/)) (f) E ( t¡1 o (/)) * (a) entonces 

(t¡Jo ({')* = tfl* (/'* 

Obsérvese que en virtud de estas propiedades, una aplicación continua 

o 

(/):X--+ Y induce un homomorfismo(/)*: n(X,x)--+ n(Y, ({'(x)); y, si(/) es un home­

omorfismo, entonces(/)* es un isomorfismo. Este homomorfismo inducido será ex­

traordinariamente importante en el estudio del grupo fundamental. 

Definición 2.2.12. Dos aplicaciones continuas qJo, (/)¡ :X --+ Y son homotópicas si 

y sólo si existe una aplicación continua(/) :X x 1--+ Y tal que, para todo x E X, 

({'(x, O) tpo (x), 

({'(x, 1) (/)! (x). 
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Si dos aplicaciones qJo y Cf>J son homotópicas, escribiremos qJo ::::: Cf>l· Esta 

relación es efectivamente de equivalencia sobre el conjunto de todas las aplicaciones 

continua de X en Y. Las clases de equivalencia se denominan clases de homotopfa 

de aplicaciones. 

Definición 2.2.13. Dos aplicaciones qJo, cp¡ :X -t Y se dicen homotópicas relativa­

mente al subconjunto A de X si y sólo si existe una aplicación continua cp: X x I -t Y 

tal que 

cp(x,O) qJo(x), x EX, 

cp(x, 1) - cp¡(x), x EX, 

cp(a,t) qJo(a) cp¡ (a), a E A,t E J. 

Obsérvese que esta condición implica qJoJA = cp¡JA. 

Teorema 2.2.2. Sean qJo, cp1 :X -t Y aplicaciones homotópicas relativas al subcon­

junto {x}. Entonces 

(/JO* = Cf>h : n(X,x) -t n(Y, qJo(x) ), 

es decir, los homomorfismos inducidos son el mismo. 

Demostración. Ver [15]. 

Definición 2.2.14. Diremos que un subconjunto A de un espacio topológico X es un 

retracto de X si existe una aplicación continuar: X -t A (llamada una retracción) 

tal que r(a) a para todo a E A. 

Sea ahora r : X -t A una retracción como en la definición anterior, e i : A -t X 

la inclusión. Para todo punto a E A, consideremos los homomorfismos inducidos 

i*: n(A,a) -t n(X,a) 

r*: n(X,a) -t n(A,a). 
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Puesto que ri es la identidad en A, r*i* es el homomorfismo identidad del grupo 

n(A, a), en virtud de las propiedades ( d) y (e) dadas al principio de esta sección. De 

esto resulta que i* es un monomm:fismo y r* un epiformismo. 

Definición 2.2.15. Un subconjunto A de X es un retracto de deformación de si 

existe una retracción r : X -t A y un homotopía f :X x 1 -t A tal que 

j(x,O) x 

f(x, 1) = r(x) 

f(a,t) =a, 

}xEX, 
a EA y tEl. 

Teorema 2.2.3. Si A es un retracto de deformación de X, entonces la inclusión 

i: A -t X induce un isomorfismo de n(A, a) sobre n(X, a) para todo a E A 

Demostración. Ver [15]. D 

Definición 2.2.16. Un espacio topológico X es contráctil a un punto si existe punto 

xo E X tal que { xo} es un retracto de deformación de X. 

Proposición 2.2.1. Un espacio X es contractible si y sólo si la aplicación identidad 

1 dx :X -t X es homotópica a una aplicación constante e :X -t X, digamos c(x) p 

para todo x E X. 

Demostración. Supongamos que X es contractible. Sea f: X -t {p} una equi­

valencia homotópica y sea g : {p} -t X su inversa homotópica. Tenemos que 

go f......., Idx, es claro que go fes una aplicación constante. 

Recíprocamente, si 1 dx :X -t X es homotópica a la aplicación constante 

e: X -t X, digamos c(x) = p para cada x E X, entonces Idx y e son equivalentes 

homotópicas. D 

Definición 2.2.17. Un espacio topológico X es simplemente conexo si es arco 

conexo y n(X,x) = { 1} para algún (y por tanto para todo) x E X. 

73 



Corolario 2.2.1. Si X es contráctil a un punto. entonces es simplemente conexo. 

Demostración. Ver [15]. o 

Proposición 2.2.2. Todo espacio contractible es conexo por caminos. 

Demostración. Sea X un espacio contractible. Fijemos p E X. Sea H :X x I-+ X 

una homotopía entre Idx y una aplicación constante e: X-+ X dada por c(x) p 

para cadax EX. Para cadax sea CXx: I-+ X dado por ax(t) =H(x,t). Es claro que 

az es un camino en X uniendo x y p. O 

Proposición 2.2.3. Si X o Y es contractible entonces cualquier aplicación continua 

f : X -+ Y es homotópica a una aplicación constante. 

Demostración. Supongamos que X es contractible. Sea H : X x I -+ X una 

homotopía entre I dx y una aplicación constante. Entonces f oH -+ X x I -+ Y es 

una homotopía entre f y una aplicación constante. 

Ahora, si Y es contractible, sea K: Y x I-+ Y una homotopía entre Idy y una 

aplicación constante. Entonces H: X x I-+ Y dada por H(x,t) = K(f(x),t) es una 

homotopía entre f y una aplicación constante. O 

2.2.3 Homotopía de Dimensión Mayor 

Definición 2.2.18. Una aplicación de pares f: (X,A) -+ (Y,B) es una aplicación 

f: X-+ Y tal que f(A) ~B. Dos aplicaciones de pares j, g : (X, A) -+ (Y,B) son 

homotópicas si existe una aplicación de pares F : (X x I,A x J) -+ (Y,B) tal que 

F(x,O)=J(x)yF(x,l) g(x). 

Nótese que para todo tE I y todo a E A se tiene F(a,t) E B 
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Considérese ahora los espacios de clases de homotopía 

Map(¡n,a(In);X,xo) {[([J] : qJ: (In,a(In)) --7 (X,x0 )} 

Map(S'l,po;X,xo) = {[vr] : V': (S'l,po) --7 (X,xo)} 

Proposición 2.2.4. Existe una correspondencia biyectiva entre los siguientes espa-

cios Map(¡n, a(¡n);X,xo) y Map(S'l,po;X,xo). 

Demostración. 

Primero nótese que h: a~;n) ~ sn donde el interior del cubo ¡n corresponde a 

sn {Po}. como indica el triángulo conmutativo 

¡n sn 

~1 /. 
¡n 

-
h es la composición de n: y h. 

Ahora dada f: (sn ,po) --7 (X,xo) asociamos a ella la aplicación 

foh: (In, a (In)) --7 (X,xo) la cuál induce una aplicación 

r: Map(S\po;X,xo) --7 Map(In, a(In);X,xo) dada por r([f]) [foh]. 

Para la inversa consideramos r-t : Map(¡n,a(In);X,xo) --7 Map(sn,po;X,xo) 

donde para g: (In, a (In)) --7 (X,xo) asociamos la aplicación g: (Sn,po) --7 (X,xo) 

que coincide congoh-1 sobre sn {po} y que lleva po en xo. 

Teorema 2.2.4. El espacio Map(In, a(In);X,xo) , n > 1 es un grupo Abeliano. 

Demostración. 

Sean [([J], [ vrJ E Map(¡n, a(Jn);X,xo). 

Definimos la suma [ qJ] + [ vrJ = [ qJ + vrJ donde 

Sl Ü ~ t¡ ~! 
{ 

qJ(2t¡, t2, ... , tn) 
(qJ + vr)(t¡, ... ,tn) 

vr(2t¡ - 1' t2, ... ,tn) si 

o 
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está bien definida y es asociativa. Definimos el elemento neutro como la clase de la 

aplicación constante e: (¡n, JC¡rt))-+ (X,x0 ) dada por a(r) xo. Luego 

[cpJ +[O] [cp] para toda [cp], es decir, cp +e es homotópica a cp para ello se consi­

dera la homotopía F: (In x 1, J(¡n) x /) -+ (X,x0 ) dada por 

{ 
( 

2t¡ ) 
qJ -~-,t2, ... ,tn 

F(t¡, ... ,tn,s) = +s 
xo 

Así mismo se verifica [O]+ [cp] [cp]. 

SI 0 < t < l+s - ¡_ 2 

SI l+s < t < 1 2 - l_ 

Para [cp] E Map(In,a(r);X,xo) definimos su inverso como [«Po1l] donde 1}: ¡n-+ ¡n 

es dada por 1} (t¡, ... , tn) = ( 1 - t¡, t2, ... , tn), es decir, 

( (/Jo1}) (t¡, ... , tn) = cp( 1 t¡, t2, ... , tn)· Ahora para verificar que [ cp] + [<Po 71] = [O] 

consideramos la siguiente homotopía G entre cp + e y O. 

xo si o ::; t¡ ::; ~ 

cp(2t¡ -s,t2, ... ,tn) si !. < t¡ < l 
G(t¡, ... ,tn,s) = 

2- -2 

<P( -21¡ +2 s,t2, ... ,tn) si í ::; t¡ ::; 

xo si 1-s < t < 1 
2 - 1-

Finalmente mostremos que Map(r,J(¡n);X,x0 ) es un grupo Abeliano. 

Sean [cp], [lf!] E Map(In, J(¡n);X,x0) mostremos que las aplicaciones cp+ lf!Y lf!+ <P 

son homotópicas a la misma aplicación. 

Consideremos la homotopíaH¡ (t,s) donde t (t¡,t2, ... ,tn). 

H¡ (t,s) = 

xo si 1 - ! ::; t2 ::; 1 
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entoncesH¡(t 1 0) = (cp+vr)(t), y 

vr(2tt-1,2tz,t3,···,tn) si o:=:;tz:=:;!} l 
' 2 ::::; t¡ ::::; 1 

~ ~!::::;~::::;1 

Ht (t, 1) = 

Si consideramos otra homotopía 

q> ( 1
2
; s, 2tz 1, t3, ... , tn) 

1+s ) vr _l_+_s_ 2tz,t3,···,tn 

Hz(t,s) = 
xo 

si O ::::; t¡ ::::; 
1 !s } ' 

si ::::; t1 ::::; 1 

si O< t¡ < l-s } - - 2 

. ' SI ::::; t¡ ::::; 1 

xo 

entonces Hz(t,O) =Ht (t, 1) y 

{ 

cp(t¡,2tz -1,t3, ... ,tn) si O::::; t¡::::; 1, i::::; tz::::; 1 
Hz(t, 1) = 

vr(t¡,2tz,t3,···,tn) si o:=;t¡::::; 1) o:=:;tz::=;! 

Luego tenemos (cp+vr) ""'Ht(t, 1) =""'Hz(t,O) ""'Hz(t, 1). 

Para la suma ( 11f + cp) podemos considerar las homtopías 

K¡(t,s) = 

1/f 2t¡, 1_S,t3,···,tn SI O:=:;tz::::; -2 
1 

( 2tz ) . 1 s } 

~ si 1 ! ::::; tz ::::; 1 

xo 

( 
2tz-s ) 

(/) 2t¡ 1,--1t3,···,tn 
2-s 

tenemos que K1 (t,O) = (vr+ cp)(t) y 

K1(t,1)= 
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Finalmente 

(
2tl-l +s 

2 1fl 1 +s ' t2 

xo si O< t < l-s - l- 2 

si l+s < t < 1 } 2 - l-

si O ::; t1 ::; 
, 

nos dáK2 (t,O) =K¡(t, 1) y K2(t, 1) = H2(t, 1). 

Entonces ( 1f1 + q>) ""K¡ (t, 1) K2(t, O) ""K2(t, 1) = H2(t, 1) de donde obtenemos 

(cp+ 1{1) ""H2(t, 1) y (1{1+ cp) ""H2(t, 1), por tanto (cp+ 1{1) ""(1{1+ q>). o 

Nota el grupo Map(In,iJ(In);X,xo), n > 1 es llamado grupo de homotopía de 

orden n ó el n-grupo de homotopía, que será usualmente denotado nn(X,xo). Según 

la proposición (2.2.4) podemos decir que Map(sn,p0;X,x0 ) también es el grupo de 

homotopía de orden n. 

Teorema 2.2.5. Toda aplicación continua f: (X,xo) -+ (Y,yo) induce un homomor­

fismo f* : nn(X,xo) -+ 1l:n(Y,yo). 

Demostración. 

Se tiene análogo a lo hecho en dimensión uno. D 

Como un anexo de este trabajo podemos indicar que hay algunos métodos tradi­

cionales en el cálculo de nk(sn) siguiendo secuencia espectral de Adams, K-teoría 

Morava con elementos de periodicidad etc. En los grupos de homotopía muchos 

elementos son conocidos mas aún no se tiene completo el estudio: 

2. Paran> O se tiene nk(sn) =O; k< n , nk(sk) =Z.Ver [22]. 

3. Curtís probó 7rk(S5) f. O; k~ 5. 
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4. nk(sn) ; k> n es desconocido en general para todo k, n ~ 2 aunque muchos 

elementos no cero son conocidos. 

2.3 El Grupo de Trenzas de Artin 

En este capítulo describiremos el grupo de trenzas de Artin y su presentación en 

términos de generadores y relaciones. Esto posibilita llevar nuestras ideas sin am­

biguedades y así probaremos interesantes y reveladores resultados. 

2.3.1 Trenzas en .IR3 

Empezamos dando una definición formal de una trenza, describiendo de manera 

conveniente como trazar una trenza y de la definición estaremos en posición de 

explorar algunas consecuencias directas. 

Definición 2.3.1. Se define plano de nivel como Es { (x,y,z) E R3 : z = s} 

Así Es es el plano horizontal infinito que intersecta el eje X en z = s. 

Definición 2.3.2. Sea ID> el cubo unitario en el octante positivo de R3 con un vertice 

en el origen. Seguidamente definimos n puntos PI, . .. Pn sobre la cara superior 

de ID> por: 

(
1 i ) p¡ 2 , n + 

1 
, 1 ; 1 -5:. i $. n 

Similarmente definimos n puntos q1, ... qn sobre la cara inferior de ID> por: 

(
1 i ) q¡ 2, n + 1, O ; 1 $. i-::!:. n 

Ahora agregamos n arcos poligonales d1, ... , dn a ID> tal que se tiene lo siguiente: 

l. Los arcos d1, ... , dn son mutuamentes disjuntos. 
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IL Cada d¡ empieza en algún punto Pj y finaliza en algún punto qk y estos puntos 

son únicos parad¡. 

III. Para cada O :S s :S 1 y cada O ::::; i ::::; 1 se tiene Es n d¡ es un punto 

IV. Cada d¡ está contenido completamente en I!J). 

La colección resultante de n arcos d1, ... ,dn es llamado una n-trenza y 

cada d¡ ; 1 :S i :S n es llamada i-esima cuerda trenza(Nos referiremos a ellas como 

cuerdas ó arcos). Así para cada n EN el conjunto de todas las n-trenzas es denotado 

por~n· 

Para aclarar la condición III de la definición anterior, aseguremos que nuestras 

cuerdas trenza son estrictamente decrecientes. En la figura 2.15 damos un ejemplo 

de una 3-trenza. Note que por simplicidad trazaremos nuestras cuerdas trenza como 

arcos suaves, pero recordar que estamos tratando aquí con arcos poligonales. 

Figura 2.15: Ejemplo de una 3:trenza. 

2.3.2 Trenzas Equivalentes 

Deseamos dar una definición concreta de que entendernos por trenzas equivalentes. 

Intuitivamente dos trenzas son las mismas si podemos deformar una hasta parecerse 

a la otra. Con nuestra definición de una trenza aclararemos lo anterior. Empezamos 
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definiendo el conjunto de movimientos fundamentales, que realizamos sobre una 

trenza que iguale a nuestra idea intuitiva de deformación. 

Definición 2.3.3. Sea f3 E /}gn una n-trenza, y sea AB el borde de alguna cuerda 

trenzad de /3. Sea C otro punto en JI)) tal que el triangulo sólido ABC tiene las 

siguientes propiedades: 

l. No hay otra cuerda trenza de f3 a parte de "d" que intersecte a nuestro trián­

gulo ABC. 

2. ABC intersecta a d solo a lo largo de AB. 

3. Para cada O :S s :S 1 el plano de nivelEs intersecta aACUBC en a lo mas un 

punto. 

Entonces definimos una operación .Q como sigue: Reemplazar el borde AB en d por 

los dos bordes AC U BC como muestra la figura 2.16 

A ··-

B 

d 

··-

;;·"· 

Figura 2.16: El movimiento elemental .Q: reemplazando AB por ACUBC. 

En cambio si AC y BC están en d y el plano de nivel Es intersecta a AB en a 

lo mas un punto, entonces podemos definir una operación n-1 de manera inversa: 
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Reemplace los bordes ACUBC en d por AB como muestra la figura 2.17 

A 

B 

d 

e 

Figura 2.17: El movimiento elementaln-1 reemplazando AcUBC con AB. 

Los movimientos .Q, n- 1 son llamados movimientos elementales sobre la 

trenza /3. 

Teorema 2.3.1. Si f3 es una n-trenza y realizamos un movimiento elemental so­

bre f3 obteniendo una colección de arcos f3' entonces f3' es también una n-trenza. 

Demostración. Cada cuerda en f3 alterada por un movimiento elemental esta 

contenida en JI]) (Pues A, B, C viven en][))) y por 2.3.2 las cuerdas de /3' siguen 

siendo decrecientes (N) y la condición 3 de la definición 2.3.3 asegura que los 

movimientos elementales no crean intersecciones extras de cuerdas con planos 

de nivel ni entre ellas (II y III). Un punto no remueve una cuerda entera, pues no 

introducimos nuevas cuerdas. 

El punto inicial y final de las cuerdas en f3 siguen fijas. Por tanto nuestra colec­

ción resultante de cuerdas f3' es una n-trenza. 

Por tanto se cumplen (1), (II), (III) y (IV) de (2.3.2). D 

Definición 2.3.4. Sean f3, f3' dos n-trenzas. Suponga que existe una secuencia finita 
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de movimientos elementales que transfonnan f3 a {3'. Entonces se dice que f3 es 

equivalente a {3' y es denotado por f3......, {3'. 

Note que todos los movimientos elementales están por definición realizados 

dentro de[)), 

Teorema 2.3.2. La relación ......, es una relación de equivalencia sobre !l&n. 

Demostración. Reflexividad: Sea f3 E !l&n entonces hacemos una operación 

elemental cualquiera y luego su operación inversa n- 1 y volvemos a obtener f3. 

Simetría: Sean f3, {3 1 E !l&n tal que f3 ......., {3 1 entonces existe una secuencia finita 

de movimientos elementales Q~1 , ••• , Q~ que transforma f3 en f3 '. 

n"I em 
Así tenemos f3 ~ ... ~ {3 1

• 

n-em .Q-e¡ 

Pero {3' ~ ... -4 {3. 

Así la secuencia finita de movimientos elementales n;;;~:rn, ... , n¡~::' trans­

forma {3 1 en f3 por lo que {3' rv {3. 

Transitividad: Sean {3,{3',{3" E !l&n tal que f3 "'{31
, {3' r-v {3" entonces ex­

iste una secuencia finita de movimientos elementales 01', ... , Q~ que trans­

forma f3 en {3' y una secuencia finita de movimientos elementales ni1, ... , n!k que 
n"J n""' r:J.'fk 

transforma {3' en f3".0bteniéndose f3 ~ ... ~ {3' y {3 1 
••• 4 {3". Así 

l . fi . d . . } J r.EJ AE r.Si r.Sk a secuencia mta e mov1m1entos e ementaes :!.l.¡ , ... ,:!.l.J:',:!.l.¡ , •.. ,:!.l.k trans-

forma f3 en {3 11 así f3 ,....., {3 11
• o 

Ahora introducimos otras tres relaciones de equivalencia sobre trenzas. 

Definición 2.3.5. Sean f3, {3 1 dos n-trenzas en[)). Suponer que existe un homeomor­

fismoH: [l)x[O, 1]-+IDlx[O, 1] tal queH(x,t) = (h1(x),t); x E IDl, O:::;; t:::;; l. Además 
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supongase que para todo tE [0, 1] el homeomorfismo h1 : JI)) -+ JI)) satisface: 

1. ht !a][)J id : a]jJ) ---7 al!J) 

2. ho = id : liJ) ---7 liJ) 

Entonces se dice que {3 es ambiente isotópico a {3 1 y lo denotamos por {3 ~ {3'. El 

homeomorfismo H es llamado isotopía ambiente. 

La idea anterior de isotopía ambiente es deformar f3 a su imagen homeomor­

fica /3' ademas preservamos la estructura del espacio circundante. Dada al­

gún n EN es fácil mostrar que cada dos n-trenzas son homeomorfas como espacios 

topológicos de JR3. La manera de distinguirlos es parecida a la estructura del resto 

de ]JJ). 

Definición 2.3.6. Sean /3, f3' y H como en la definición anterior. Si además H 

satisface: "Para todo tE [0, 1], h1(f3) es una n-trenza." 

Entonces se dice que f3 es una isotopía fuerte a /3' denotado por f3 rv8 f3' y el 

homeomorfismo Hes llamada isotopía fuerte ó una s-ísotopía. 

Isotopía fuerte es justamente una forma fuerte de isotopía donde imponemos 

que la condición que la imagen de f3 debe ser ademas trenza por deformación. 

Veremos mas adelante que si dos trenzas son isotópicas ambiente entonces ellos son 

isotópicos fuerte. En otras palabras deformar una trenza en otra implica que existe 

una mejor manera de hacer esto en cada etapa pararemos al tener una trenza. 

Definición 2.3.7. Sean /3, f3' dos n-trenzas en ]JJ). Suponga que existe un homeo­

morfismo h : liJ) -t liJ) tal que: 

l. h(/3) = /3' 
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2. hlaliJ) =id: é)JD)-+ é)JD) 

Entonces f3 se dice h-equivalente a f3', denotadopor f3 "'h f3' y el homeomor­

fismo h es llamado una h-equivalencia. 

Una h-equvalencia lleva ]]J) en si mismo sin alterar el borde de ]]J). 

Todas las relaciones definidas anteriormente están entrelazadas con nuestra idea 

de equivalencia de trenzas como mostraremos seguidamente. 

Teorema 2.3.3. Isotopía ambiente, isotopía fuerte y h-equivalencia son relaciones 

de equivalencia. 

Demostración. La prueba es simple topología en la teoría de trenzas. Ver [21]. D 

Nuestro conocimiento previo dice que todas estas definiciones son la misma 

cosa. Esto es que cada dos n-trenzas /3, f3' son las mismas, si en lDl podemos defor­

mar una en la otra. Las relaciones anteriores formalizan la deformación de trenzas 

y aunque ellos pueden parecer diferentes ellos no lo son. Dos trenzas equivalentes 

bajo una de las relaciones anterior lo es bajo las otras. El siguiente teorema afirma 

esto. 

Teorema 2.3.4. Sean f3, f3' dos n-trenzas en lDl. Entonces las siguientes afirma­

ciones son equivalentes: 

l. J3 rv J3' 

2. f3 ~ f3' 

3. f3 "'h f3' 

4. J3 "'s /3 1 

Demostración. Ver [21]. D 
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2.3.3 Diagrama de Trenzas 

Ahora con un conjunto de diversas relaciones de equivalencias sobre f!.8n podemos 

mejorar la interpretación de trenza. Aunque tenemos formalizado una presentación 

visual de una trenza. Dibujando lDl deseamos describir una trenza, lo cual puede 

ser engorroso y confundimos especialmente cuando tenemos una trenza sobre un 

gran número de cuerdas ó con un gran número de cruces. Así definimos una simple 

forma de proyectar una trenza sobre el plano que preserve bastante información per­

mitiendo recuperar la trenza( equivalencia). En el proceso descubrimos un manera 

de generar trenzas por simple edificación de bloques, lo cuál veremos después. 

Definición 2.3.8. Sea f3 E fJBn en lDl empezamos proyectando lDl a el plano YZ vía 

la aplicación proyección p: lDl--t lDl; p(x,y,z) = (O,y,z) el efecto de esta es aplas­

tar la cuerdas trenza d¡ ... dn de f3 sobre la cara posterior de lDl. Por simplicidad 

trataremos nuestra página como el plano YZ denotamos p (f3) por~. Ver figura 2.18 

Figura 2.18: Una trenza y su proyección. 

La proyecciónp(/3) da un conjunto den-curvas d¡, ... ,dn en el plano cada Ji ex­

iste la imagen de d¡ bajo p. Estas curvas pueden tener muchos puntos de in­

tersección(posiblemente infinitos), llamados puntos intersección. Cada proyec­

ción ~ de f3 satisfaciendo las siguientes tres condiciones se dice que es proyección 

regular de f3 : 

86 



l. p(/3) tiene solo un número finito de puntos intersección. 

2. Si !!2 es un punto intersección de fi entonces la imagen inversa 

p -l !!2 n f3 de !!2 en f3 tiene exactamente dos puntos. Que no son mas que dos 

puntos distintos de f3 mapeados sobre cada punto en p tal punto !!2 se dice 

que es un doble punto de p. 

3. Ningun vértice de f3 es aplicado a algún doble punto de p. 

Decimos que dos proyecciones regulares son equivalentes si ellas son las proyec­

ciones de dos trenzas equivalentes. 

Teorema 2.3.5. Toda trenza tiene una proyección regular. 

Demostración. Dada una proyección fi de nuestra trenza f3 (donde fi = p (/3) como 

antes). Como tenemos un número finito de arcos poligonales entonces se tiene 

asegurado un número finito de puntos intersección, solo necesitamos asegurar 

que no dos líneas rectas una encima de la otra. Si esto ocurre podemos corregir 

inclinando una de las líneas como muestra la figura 2.19 

Figura 2.19: Cuando dos líneas paralelas en la proyección intersectan, podemos 

inclinar ligeramente una así que la intersección resulta un punto. 

Suponga que un punto intersección tiene una pre-imagen de a lo mas dos 

puntos. Entonces podemos mover ·arcos subsecuentes al rededor de la intersección 
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de puntos asegurar que solo dos arcos cruzan el punto como muestra la figura 2.20 

Figura 2.20: Cuando a lo mas dos líneas cruzan un punto podemos doblar cada dos 

de las líneas al rededor del punto. 

Supongase que tenemos un vértice aplicado a un doble punto. Entonces 

simplemente truncamos el vértice, así el vértice no se alarga recostado sobre el 

punto intersección. Como se muestra en la figura 2.21 

Figura 2.21: Cuando un vértice está recostado sobre un punto intersección, simple­

mente truncamos el vértice. 

Ahora puede haber solo un número finito de violaciones de las condiciones 1-

3 y cada movimiento corrección se tiene definido y se puede realizar no teniendo 

mas violaciones. Así despues de un número finito de movimientos correccionales 

tenemos una proyeción regular. (Recordar que los puntos de intersección son fini­

tos) 
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Ahora cambiamos nuestras proyecciones regulares para dar una percepción vi­

sual mas intuitiva de nuestra trenza. Hacemos esto indicando cruzamientos arriba-

abajo como en la siguiente definición. 

Definición 2.3.9. Consideremos la proyección r : R3 -t IR ; r(x,y, z) x sobre 

el eje X. Sean f3 E gen y í3 una proyección regular de /3. Para cada punto 

doble !2 de í3 (se dice una intersección de d¡,dj),decidiendo cual d¡,dj está en 

frente viendo cuál r(d¡np- 1(!2)) ó r(djnp-1(!2)) es grande. Esto equivale a 

ver cuál d¡np-1(!2) ó djnp-1(!2) vive pegado a la cara de enfrente de])), Sin 

perdida de generalidad podemos decir que d¡ está en frente. Entonces removemos 

una pequeña sección de p ( dj) alrededor de !2 en p. Esto dá una idea de cuál cuerda 

recorre sobre y cuál recorre abajo. La figura 2.22 dá un ejemplo de un doble 

punto y las dos posibles modificaciones que puede hacerse a í3. 

X \/ 
/~ 

Figura 2.22: Un doble punto, y las dos posibles modificaciones señaladas con líneas 

horizontales puestas arriba y abajo. 

Esta proyección regular modificada es llamada diagrama regular ó diagrama 

para la trenza f3. Dos diagramas se dicen equivalentes si ellos son diagramas de 

trenzas equivalentes. 

De aquí trazamos nuestros diagramas regulares sin los p¡ y los q¡ señalados y 

ubicar una línea horizontal a la tapa y la base del diagrama. La figura 2.23 dá un 

ejemplo de esto. 
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Figura 2.23: Un diagrama regular, retrasado sin algunos puntos señalados con líneas 

horizontales puestas arriba y abajo. 

En esta sección desarrollaremos una forma de ver las trenzas como elementos 

de un grupo, con una operación natural conocida como producto trenza y estaremos 

capacitados para dar una presentación finita de este grupo. 

2.3.4 El Grupo de Trenzas de Artin 

Pasaremos a definir operaciones sobre el conjunto de trenzas, como un paso pre­

liminar se muestra que el conjunto de n-trenzas puede ser visto como un grupo. 

Conocido como Grupo de n-trenzas de Artin's ó grupo de n-trenzas. Empezamos 

introduciendo una manera de multiplicar trenzas dando como resultado otra trenza. 

Definición 2.3.10. Sean f3t, /32 E flln a partir de f3t, /32 definiremos la trenza pro­

ducto f3t/32 como sigue; Para /31, /32 en los cubos unitarios IlJJ¡, lDl2 respectivamente. 

Pegamos la base de IlJJ¡ ; z = O con la tapa de lDl2 ; z l. Entonces la unión es­

calera IlJJ1 UllJJ2 por el factor t y llamando a esto ID>. Claramente los puntos finales de 

arcos en f3t y /32 son emparejados en esta identificación. La colección resultante de 

n-arcos en IlJJ es denotado por f3t/32 el producto trenza de f3t con f32.La figura 2.24 dá 

un ejemplo de dos 3-trenzas y su producto. 
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Figura 2.24: Dos 3-trenzas atraídos uno encima del otro, entonces pegados dá su 

producto. 

Teorema 2.3.6. Sean {3¡, f3z E !J?Jn entonces {3¡f3z E fllJn. 

Demostración. Si {3¡ vive en lDl1 con cuerdas trenza { d{, ... , d~ } donde 

cada d} empieza en pf y finaliza en q)
1
(i)' Si f3z vive en lDlz con cuerdas 

trenza { df, .. . , dn donde cada df empieza en py y finaliza en q]
2
(i). Luego 

identificamos la base de lDl¡ con la tapa de lDlz y cada qj es identificado con pf. 

Así para cada 1 :::;; i S n el fin de d} (esto es q)
1
(i)) conecta al inicio de d}

1
(i)" 

Así { dl U d}
1 
(i) ; 1 S i S n} es un conjunto de n-arcos poligonales en lDl y deno­

tamos cada df U d}
1 
(i) por d¡. En la figura 2.24 ilustramos esto para el producto 

trensa de dos 3-trensas. Mostraremos que los d¡ forman las cuerdas trenza de una 

n-trenza verificando la definición de una n-trenza. 

• Como {31 (respectivamente fu) es una trenza, entonces todos los d} (respec­

tivamente df) son disjuntos. Así los d¡ deben ser disjuntos siendo la unión 

de d/ y d}1(i)' 

• Por definición, cada d¡ empieza en p} y finaliza en q]
2
u

1 
(i))' 
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• Como f3¡ (respectivamente /32) es una trenza entonces cada plano de nivel 

en ]]J)¡ (repectivamente ]]J)2) intersectan cada dJ (respectivamente df) una vez. 

Así cada plano de nivel en lDl intersecta d¡ una vez. 

• Cada dJ (respectivamente df) está contenido en l!J)1 (respectivamente lDl2). Así 

cada d¡ está contenido en l!J). 

Así la colección de n-arcos d¡, ... , dn satisfacen la definición de una n-trenza, por 

lo que f3tf32 es una n-trenza. D 

Antes de probar que !JBn es un grupo debemos probar los siguientes lemas. 

Lema 2.3.1. Supongase f3,f3',f3,f3' E !JBn con f3 '"'"'f3' y f3 '"'"'f3' entonces f3f3 ,...._ f3'f3'. 
Demostración 

Tenemos f3 '"'"' f3'. Por tanto existe la secuencia finita de movimientos elementales: 

Esto induce la siguiente secuencia: 

- - Q - Qm-1 - 1-

f3 f3 = f3of3 ~ f3¡ f3 · · · ---+ f3mf3 = f3 f3 

Así f3 f3 '"'"' f3' f3. Ademas tenemos f3 '"'"' f3' por tanto existe una secuencia finita de 

movimientos elementales: 

- -
- - Q - ºk-1 - -, 
f3 = f3o ~ f3t . . . ---+ f3k = f3 

Esto induce la siguiente secuencia 

- -

/3' j3 = /3' i3o ~ /3' f3t ... º~1 /3' j3k = /3' i' 
Así f3' f3 '"'"' f3' f3. Entonces por transitividad f3 f3 '"'"' f3' f3'. 
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Note sin embargo que el producto trenza no es en general conmutativo. La 

figura 2.25 muestra un ejemplo dando dos 3-trenzas a, f3 donde af3 y f3a son no 

equivalentes. 

Figura 2.25: Dos 3-trenzas a, f3 con los productos af3, f3a. 

Lema 2.3.2. Sean f3t,f32,/33 E ~n- Entonces (/31/32)/33 "'f3t(f32/33). Esto dice que 

el producto trenza es asociativo. 

Demostración 

Fijar los diagramas A,B,C para f31,/32,f33 como muestra la figura 2.26 entonces la 

figura 2.27 dá diagramas (/31/32) /33, f31 (/32/33) los cuales son diagramas idénticos 

por lo que representan trenzas equivalentes. 

···-·-r-····r····--·-···-··r-

A B e 
-·-···.L.J .. ·-···-···-··-···1.._ ... J ... _ .. ...l---··-·--·-···1.- ----'··-·--'-···--····-·····--'·-···· 

Figura 2.26: Diagramas A,B,C para trenzas f3t,f32,f33 respectivamente. 
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......... r···-·r··-----· .. ··r···-.. ·-·-··r-····r···-··---··-·· .. '1'··-···· 

A A 
-···---·--·---........................ ·-

B B 
-~·~ _ ..... -.......................... ___ ,~.... . .. . • ••--•••-•••---••••-•n••--

e c 
......... L ...... L ........................ L ... .. . ....... L ...... L .......................... l ...... . 

Figura 2.27: Un diagrama para (f)¡f3z){J3 y para f3t (/32{33). 

Definición 2.3.11. Sea e una n-trenza definida como sigue: Para cada 1 ::; i::; n jun­

tar p¡ con q¡ vía un segmento de rectad¡. La trenza e es llamada identidad o trenza 

trivial denotada ln. 

La trenza trivial puede ser graficada; esto es la n-trenza que tiene un diagrama 

sin cruzamientos. A la trenza In se le puede hacer movimientos elementales. 

Lema 2.3.3. Para cada {3 E flBn tenemos que fJln rv {3 y lnfJ rv {J. Así ln actúa 

como elemento identidad para el producto de trenzas 

Demostración. Fijar un diagrama para {3 como en la figura 2.28. Sabemos 

que ln tiene un diagrama como en la figura 2.28. Así {3 ln tiene como diagrama 

el final de la figura 2.28 . Sin embargo podemos contractar las cuerdas verticales a 

la base del diagrama de {3 ln como muestra la figura 2.29 y esto es una equivalencia 

de trenzas. Por tanto {3 ln rv {3 y por un argumento análogo lnfJ ""{3. D 
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1 2 ........ n B 
B 

__ ... ..I.._.L ______ L __ _ 

Figura 2.28: Diagrama para /3, ln y su producto f31n. 

¡-·-¡ -¡ 

B B 
B 

Figura 2.29: Contractando la base de las cuerdas verticales de un diagrama 

para f31n se obtiene diagrama para f3. 

Así agregando la n-trenza trivial sobre cada final de una n-trenza f3 esta no 

cambia. Esto tiene sentido pues estamos efectuando un alargamiento a la tapa o a la 

base final de las cuerdas de f3. 

Lema 2.3.4. Para cada f3 E ~n existe /3' E ~n tal que f3f3',...., ln y f3'f3,...., ln. Tal 

trenza f3 1 es llamada la inversa de f3, denotado por f3 - 1• 

Demostración. Sea f3 una n-trenza en IDl. Construir una nueva trenza f3' refle­

jando f3 en la cara base de ][)) (esto es en el plano z = O) el cual llamamos J. 
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Entonces formar la n-trenza f3f3'. Ahora realizamos movimientos elementales so­

bre /3/3' para transformarla en una trenza trivial como sigue: empezamos con la 

junción de f3 y f3' es decir donde finaliza f3 y empieza f3' el cuál es el plano de 

reflección. Transversamos sobre el diagrama para f3f3' (llanmar esto B) venimos a 

el primer cruzamiento( esto es el cruzamiento cerrado a J). Si hay cruzes multiples 

elegimos cada uno. Así tenemos hallado nuetro primer cruzamiento X, hablamos 

de las cuerdas d¡ y dj y sin pérdida de genralidad podemos asumir que d¡ es la 

sobrecuerda. Así tenemos B mirando localmente la figura 2.30. Esto es pues 

conocemos que B tiene simetria semejante al rededor de J, y no existe otro cruza­

miento y es imagen bajo J. Así algún movimiento simple elemental elimina el 

cruzamiento X y es imagen semejante como se muestra en la figura 2.31. Sin em­

bargo tenemos realizado estos movimientos sin introducir nuevos cruzamientos y 

preservando la simetría semejante en el diagrama. Así ahora tenemos un nuevo 

diagrama B' para {3{3' con solo dos cruzamientos. Entonces iteramos este proceso 

sobre el diagrama B' y así en adelante se sigue reduciendo el número de cruzamien­

tos por dos y preservando la simetría. Eventualmente estamos a izquierda con una 

n-trenza sin cruces el cuál es equivalente a la trenza trivial. Así f3 {3' rv ln. Ahora 

poniendo {3' en llll' y reflejando en la cara inferior de llll' dá {3, un argumento idéntico 

muestra f3' f3 "' ln. 

96 



J 

Figura 2.30: El cruzamiento X y su imagen reflejo sobre J. 

o 

d¡P:</dj 
' ' ! i 

¡ X i 

d¡ 

i i 
i i 
i i 
i i 
i i 
! ! 
i ; J J 

-·-·-·-·-·-·-· . -¡-·-·-·-·· -·-· -·-·-·-·-
¡ i 
i i 
! ~ 
' ' ¡ . 
; 
; 
; 
; 

Figura 2.31: El cruzamiento X y su imagen reflejo sobre J. 

Así como podemos ver es fácil construir la inversa f3 -l de una n-trenza f3 la 

existencia de tal trenza dice que podemos desatar una trenza f3 (arriba)como sigue. 

Este es un contraste a la teoría de nudos donde es conocido que la suma conexa de 

cada dos nodos no triviales darán otro nudo no trivial. 
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Nuestro paso final es de definir un conjunto en el cuál dos trenzas equivalentes 

son consideradas las mismas. El cociente de !!ln será el comienzo y fin de nuestro 

grupo de n-trenzas. 

Definición 2.3.12. Sea f3 E !!ln. Según la relación'"" denotemos la clase de equiva­

lencia de f3 por [/3]. Denote por Bn el conjunto de todas las clase de equiva 

lencias de n-trenzas por Bn = !!ln. 
rv 

Definición 2.3.13. Sean [/3], [/3'] E Bn se define una operacion sobre las clases de 

equivalencias de trenzas como sigue [/3]. [/3'] = [/3 /3'] donde f3 /3' es el producto de 

trenzas. 

Teorema 2.3.7. El conjunto Bn forman un grupo con la operación"." definida an­

teriormente. Este grupo es llamado el n-grupo trenza ó n-grupo trenza de Artin's. 

Demostración. Sean [/3¡], [/32], [/33] E Bn. 

l. [/3¡]. [/32] = [/31/32] por el lema 2.3.1. 

Así Bn es cerrado con la operación 11
•
11 

2. ([/3¡].[/32]).[/33] = [/31/32].[/33] = [(/31/32)/33] por lema 2.3.2 

= [/3 ¡] . [/32 /33] = [/3 ¡] . ( [/32]· [/33]) 

Así 11
•
11 es una operación asociativa sobre Bn. 

3. [In].[f3¡] = [Inf3¡] = [/3¡] por lema 2.3.3. 

[/31· [In]] = [/31In] = [/3¡] por lema 2.3.3. 

asi In es el elemento identidad para Bn. 

4. [f3¡].[f31-
1] = [/31/31-

1] =[In] por el lema 2.3.4 

[/31-1].[/3¡] = [f31-
1f3¡] =[In] porellema2.3.4 

Así [/3¡1] es la inversa de [/3¡] denotada por [/3¡] - 1. 
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Así (Bn,.) satisface la definición de un grupo. o 

Nota: Para evitar notación incómoda denotaremos una n-trenza f3 E Bn por su 

clase de equivalencia [/3] y por tanto las clases equivalentes como si fueran ella 

misma. 

2.3.5 Sistema de generadores del grupo trenza 

Ahora daremos un presentación explícita finita para Bn. 

Definición 2.3.14. Para 1 ~ i ~ n -1 definir la n-trenza a¡ como la trenza presentada 

en la figura 2.32. Esto es (J"¡ es la trenza con solo un cruzamiento donde la cuerda 

de p¡ a q¡+l cruza bajo la cuerda de Pi+1 a q¡. La n-trenza inversa de a¡ es la trenza 

representada por el diagrama en el final de la figura 2.32. Así a¡-1 es la trenza con 

solo un cruzamiento donde la cuerda de A¡ aBi+l cruza sobre la cuerda deAi+l aB¡. 

El conjunto { a1, ... , an-1} es conocido como el conjunto de generadores de Artin 

para el grupo trenza En. 

-\--- -- ----r --
-- ____ _\_ ___ _ ---_L _____ --
1 2 ... i i+ l.. n-1 n 1 2 ... i i+ l.. n-1 n 

Figura 2.32: Un diagrama para (J"¡ y su inversa a¡-1. 

Los a¡ son las n-trenzas simples(despues trenzas triviales) teniendo diagramas 

con solo un cruzamiento(necesariamente entre dos trenzas adyacentes). No será 
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dificil ver que cada n-trenza puede ser particionada en las (J¡ y sus inversas y corta­

mente veremos que estas forman un conjunto generando Bn. 

Teorema 2.3.8. Sea f3 E Bn entonces f3 puede ser escrito como producto de los a¡ y 

sus inversos, esto es f3 
k, kEN. 

Demostración. Dada una n-trenza f3 sabemos que existe un diagrama para f3. Este 

diagrama tiene un número finito de cruzamientos. Cambiando ligeramente los 

cruzamientos arriba y abajo podemos tener un diagrama para f3 donde dos cruza­

mientos no están ala misma altura como en la figura 2.33. 

Figura 2.33: Un diagrama regular re-trazado donde los dos cruzamientos a la misma 

altura no son grandes. 

Podemos separar los cruzamientos por planos de nivel y así particionar f3 en 

secciones con cada sección teniendo solo un cruzamiento en este diagrama, pode­

mos realizar entonces un conjunto de movimientos elementales para transformar 

cada sección en la cuál cada dos cuerdas adyacentes son completamente verticales. 

Así tenemos particionada nuestra trenza como el producto de los a¡ y sus inversas. 

La figura 2.34 dá un ejemplo de este particionamiento y enderezando subsecuencia. 

Por tanto podemos usar un número finito de planos de nivel a la partición de f3 en 

secciones, cada sección es equivalente a at para algún 1 ::; i ::; n - l. Así f3 es 
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equivalente al producto finito de estos(/3 = a¡~1 
••• a~k) . 

..... T ........................... -7-· 

······~-····-............ -........ .. 

.............. ~ ......... - ... -.. . 

........................ ~ ........... .. 

....... .... --............ --1-·-· .. .. 

................ L ... _ ... __ L ..... .. 
Figura 2.34: Una trenza con planos de nivel entre cada par de cruzamientos, re­

trazados, así mas cuerdas son verticales. 

D 

Ahora describimos algunas relaciones entre los generadores de Artin, los cuales 

son consecuencias de algunos movimientos elementales simples. Lo que no es ob­

vio sin embargo es que las relaciones deben estar presentadas en Bn. 

Teorema 2.3.9. Las siguientes relaciones se tienen en Bn. 

l. a¡aj GjGi para cada 1 :::; i,j :::; n- 1 ; li- Ji 2:: 2. 

Demostración. Primero: En la figura 2.35 tenemos un diagrama para cr¡crj para al­

gunos 1:::; i,j::::; n 1; li-112::2 podemos además trazar movimientos elementales 

sobre este diagrama. El final de la figura 2.35 es el diagrama resultante después de 

este movimiento elemental siendo un diagrama para a¡ a¡. 

Segundo: En la figura 2.36 tenemos un diagrama para a¡cri+l a¡ para algún 
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1 :::; i:::; n- 2 con un movimiento elemental trazado (esto es la composición de al­

gún número de movimientos elementales). El final de la figura 2.36 es el diagrama 

resultante despues que este movimiento elemental es realizado, siendo un diagrama 

i+l j j+l 

----~-e 

__ j __ __] 
i+l j+l 

D 

Figura 2.35: Un diagrama para CJ¡CJj y después realizando el movimiento elemental 

punteado tenemos un diagrama para aja¡. 

i+l i+l i+l i+l 

Figura 2.36: Un diagrama para CJ¡CJ¡+l a¡ y después de realizado el movimiento 

elemental punteado tenemos un diagrama para CJ¡+ 1 CJ¡CJ¡+ 1· 
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Teorema 2.3.10. Para cada n;:::: 1 el grupo-trenza Bn tiene la presentación: 

li ji ;:: 2 , O:::; i,j:::; n- 1 

i= l, ... ,n 2 

Demostración. Empezamos definiendo un grupo G tal que: 

G = (x1 ... Xn-1) 

Donde: x¡xj = XjXi , 1 ::; i,j::; n- 1 , li- il ;::: 2 y 

X¡Xi+¡X¡=X¡+¡X¡Xi+l, 1:::; i:::;n-2. 

El teorema 2.3.8 muestra que los generadores de Artin {o-¡, ... ,O"n-1} forman un 

conjunto de generadores para Bn. 

Así definimos una aplicación Q> : {x¡ .. . Xn-d --+ B11 Q>(x¡) = O"¡. Lo cuál se 

extiende a una aplicación Q> : G--+ Bn además se tiene que: 

Si li ji> 1 entonces: 

Q>(x¡xj) O"¡O"j O"jO"¡= Q>(xjx¡). Porteorema2.3.9 

Si 1 ::; i < n- 2 entonces: 

Q>(x¡Xi+1x¡) O"¡O"i+l O"¡= O"i+1 O"¡O"i+1 = Q>(xi+IX¡X¡+I)· Por teorema 2.3.9 

Así Q> es homomorfismo y claramente cada O"¡ vive en la Imagen 

de Q> luego Q> (X¡) O"¡ ; 1 :::; i :::; n l. A si Q> es suryectiva. 

Para probar la inyectividad de Q> procedemos como sigue: 

Mostraremos que Ker( Q>) = { 1} para esto fijar un elemento g E Ker( Q>) y fijar 

una expresión ro= x~1 
... x~: representando g. Así q>(g) = Q>([ro]) 0"¡~1 

... O"¡~k = 

lsn pues g E Ker(Q>). Formamos un representante {3 E f18n para Q>(g) como 

sigue: definir un diagrama Ca1 para cada O"¡ y similarmente definimos C01 para 

cada 0"¡- 1 ver la figura 2.3 7 como ejemplo de estos diagramas. Ahora formamos un 

diagrama Dro por concatenamiento C~1 
••• C~ esta definición se puede extender a 

11 1k 

cada expresión ro sobre los generadores de Artin representando un elemento en G. 

La figura 2.38 dá un ejemplo del diagrama Da1-
1
a3a2 formado por concatenamiento 
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----\ - --- - -- -T-
_\ ____ .. --__ j ---- ---

1 2 ... i i+ 1 .. n-1 n 1 2 ... i i+l .. n-1 n 

Figura 2.37: Los diagramas Ca; y C;;:/ de a¡ y a¡-1 respectivamente. 

e,] 1 f[ 
c]IYJ 
ciJ[TJ 

e-1e e 
l 3 2 

\Tl 
X _il __ 

Figura 2.38: Concatenando los diagramas C¡-1, C3, Cz para tener el dia­

grama C¡1C3C2. 

Denotemos por f3 w E !J§n la n-trenza representada por el diagrama Dw (ex ten 

diendo la definición a cada ro para representar el elemento en G). Claramente f3 w es 

un representante para cp(g) pues [J3w] = a¡~1 
••• a¡~k· Es importante aquí ver que si 

dos diagramas Dw, Dw' son idénticos( equivalentes )entonces ro y ro' deben ser ex­

presiones idénticas. Ahora como cp(g) ls" tenemos que [J3]w ls"; 

f3w,...., In. Así existe una secuencia finita del movimientos elementales y sus inver­

sas 0.~1 
••• n.r1 donde m j E { ± 1} ; 1 ~ j ~ l que transforma j3 w en 1 n finalizamos 
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con 

Donde todos los f3¡ son n-trensas intermedias. Podemos ver los movimientos ele­

mentales actuando sobre los diagramas para cada trenza intermedia descrita arriba. 

Así definiendo D¡ como el diagrama para f3¡ y cada i y denotando un movimiento 

elemental sobre un diagrama por Q.±t obtenemos la siguiente secuencia: 

Donde D 1 es el diagrama trivial para la trenza trivial! n (esto es n líneas verticales). 

La figura 2.39 dá un ejemplo de este diagrama. Podemos rescatar que dadas dos 

expresiones ro1, ro:z sobre los X¡, si Dw1 , D(J)¿ difieren por el movimiento elemen-

tal Q (esto es Dw1 D(J)¿) entonces [ ro1] =o [ ro:z]. 

2 ........ n 

Figura 2.39: El diagrama D 1 para la trenza trivialln. 

Confirmamos esto con un número finito de casos. 

Así dadas ro1 x~1 ••• x~, ro:z = x~1 •• • xT:z empezamos con el diagrama Dw1 y 

realizamos el movimiento elemental ns (s E { ± 1}) el cuál actúa sobre al­

guna cuerda trenza d y transforma Dw1 en D(J)¿. Así tenemos un trian-

gulo MBC en el plano y reemplazamos AC U BC con AB (si s -1) 6 

reemplazamos AB con ACUBC (si s = 1). Deseamos ver en que caso es falso 
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dentro del triángulo MBC (Aquí el triángulo es proyectado en el plano; obvia­

mente dicho triángulo se hace vacío en el 3-espacio por definición de movimiento 

elemental). 

Caso l. AABC es vacío como en la figura 2.40 

Entonces la expresión ro1 tiene como diagrama Don pues no tenemos movida no 

rompiendo cada cruzamiento. Así ro¡ = ID}. por lo que [ro¡ J =G [ IDJ.]. 

d 

A ·-. 
........................ 

Figura 2.40: Un movimiento elemental sobre d donde MBC es vacío. 

Caso 2. MBC contiene parte de otra cuerda d' que entra y sale 

en MBC bajo AB como en la figura 2.41 
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Figura 2.41: Un movimiento elemental sobre d, donde MBC contiene parte de otra 

cuerda d' que entra y sale de MBC bajo AB. 

Si s = 1 entonces tenemos(para algún i) removido el subdiagrama C¡C¡1 de al-

, l d d' ' l d' d a¡ a¡-1 aj+z ay gun a o en nuestro mgrama y as1 tenemos e mgrama e X-r1 .. . x-r
1
_1 X-r

1
+2 •• • x-ry 

donde x~J =X¡ y x~J:/ = xj 1 el cuál debe ser idéntico a la expresión W;¿. 

Sí s -1 entonces tenemos(para algún i)agregado el subdiagrama C¡C¡-I de algún 

l d d. , l d' d a1 a¡ -1 a¡+l ay a o en nuestro 1agrama y as1 tenemos e mgrama e X-r1 .• • x-r1 x¡x¡ X-rH1 .. . x7:y 

el cuál debe ser idéntico a la expresión W;¿. Para acabar debemos realizar can­

celación líbre(ó inversa) sobre ro1 y así [rol] =a [W;¿J. 

Caso 3. MBC contiene parte de otra cuerda d' que está dentro 

de MBC bajo AC como en la figura 2.42 
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Figura 2.42: Un movimiento elemental sobre d, donde ll.ABC contiene parte de otra 

cuerda d' que entra a ll.ABC y sale bajo BC. 

Si S 1 entonces tenemos(para algún i) agregado el subdia-

grama c1-
1C1 de algún lado en nuestro diagrama y así tenemos el diagrama 

d a 1 aj -1 aj+l ay 
e Xr1 .. . xrj X¡ x¡Xrj+l .• . x'ry 

el cuál debe ser idéntico a la expresión f02. 

Sí s = -1 entonces tenemos(para algún i) removido el subdiagrama C1-
1C¡ de algún 

1 d di , l d" d a 1 aj-1 CX.j+Z ay a o en nuestro agrama y as1 tenemos e 1agrama e Xr1 .• . xrj-l Xrj+Z .. . x'ry 

donde x~j = x¡
1 y x~J:11 = x¡ el cuál debe ser idéntico a la expresión f02. Para 

acabar debemos realizar cancelación libre(ó inversa) sobre ro1 y así [ rot] =a [f02]. 

Caso 4. ll.ABC contiene parte de otra cuerda d' que está dentro 

de ll.ABC bajo ABó ACUBC y sale bajo la otra como en la figura 2.43 
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Figura 2.43: Un movimiento elemental sobre d, donde MBC contiene parte de otra 

cuerda d' que entra y sale de MBC bajo uno deBC, ACUBC y sale bajo la otra. 

Respecto del signo de s tenemos(para algún i y algún e E { ±1} )cambiado 

en el subdiagrama Cf el orden arriba ó abajo en nuestro diagrama después 

de algún número de los otros Cj:1 con r =/= i l,i,i +l. Así ahora tenemos 

1 d. d a¡ a¡ _.E aj+l IXv-1 av+l ay . es b' d e tagrama e Xr1 •• . xT1 Á-¡xr1+1 •• • xTv-l Xrv+l .. • xTy SI ¡ es cam 1a o so-

bre( x~ xf y 1-rq il ~ 2; j + 1 :::; q:::; v- 1 ) ó el diagrama de 

2 ; v + 1 :::; q :::; j ) de una ó de otra forma la expresión resultante debe ser 

idéntica a la expresión ro. Tenemos completamente cambiado xfxt con xtxf (ó 

viceversa) para li- ji ~ 2 algún número de veces en ro¡ el cuál es una equivalencia 

en G pues CJ¡C'fj = C'fjCJi así [ro¡] =a [úJ2]. 

Caso 5. MBC contiene parte de dos cuerdas d', d" con un cruze entre ellos 

donde ambas cuerdas de los cruces entran a MBC bajo AC y sale bajo BC como en 

la figura 2.44 
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d . \ d' \ d" 
A ·•· •.• 

·x··:;> e 

.·-\·/'(/ 
Figura 2.44: Un movimiento elemental sobre d, donde MBC contiene parte de 

dos cuerdas con un cruzamiento entre ellos, donde ambas cuerdas del cruzamiento 

entran a MBC bajo AC y sale bajo BC. 

Si s = 1 entonces para algún i tenemos reemplazado el subdiagrama Cf+ 1 con 

el subdiagrama C¡-1C¡¡\CfCí+lC¡ con el subdiagrama Cf+t· Así ahora tenemos 

l di d a1 aj -1 -l e . . aJ+2 ay (d d aJ+I _ e ) l 'l e agrama e x..-1 •• • x..-1x¡ xi+lx1x1+tXiX..-1+2 .. . x..-Y on e x..-j+I - x1+l e cua 

debe ser idéntico a la expresión Wz. 

Si s = -1 entonces para algún i tenemos reemplazado el subdiagrama Cf+ 1 con 

el subdiagrama C[1C¡¡\CfC1+tC¡ con el subdiagrama CH- 1• Así ahora tenemos el 

d. d a 1 aJ_.E aJ+6 ay (d d -1 -1 _.E aJ+I ai+I mgrama e x..-1 •• • x..-r-t.¡+lx..-1+6 .. . x;, on e X¡ xi+l..tiXi+tXi , x..-1+ 1 •• • x..-1+1 son 

idénticas como expresiones) el cuál debe ser identico a la expresión Wz. Pero 

tenemos completamente intercambiado xf+I con xj 1x~.\xfx¡+ 1x; (ó viceversa) el 

cuál es una equivalencia en G pues U¡Ui+ 1 U¡ = U¡+ 1 U¡Ui+ 1 así [coi] =a [ rozJ. 

Caso 6. MBC contiene un cruzamiento, donde las cuerdas del cruzamiento 

entran y salen MBC bajo AC, BC, ABen una manera arbitraria. 

Es obvio que podemos partir sobre ns con los casos de 1-4 después del cuál las 

cuerdas del cruzamiento entran a MBC bajo AC y sale bajo BC. 

Aplicando 5 concluimos que [rot] =a [rozJ. 
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Note que para los casos de arriba las cuerdas entran y salen MBe como subcuerdas 

y que el punto e está siempre a derecha de AB. Argumentos similares muestran 

que [rot] =a [ID2] cuando las cuerdas entran y salen de MBe como sobrecuerdas 

y/o cuándo e está a izquierda de AB. 

Caso 7. MBe contiene parte de muchas cuerdas tendremos muchas intersec­

ciones entre ellas. 

Podemos aplicar sobre ns un número finito de casos de arriba, donde a cada etapa 

intermedia las expresiones son todavía equivalentes en G. Así te-

nemos [rol] =a [ IDl). 

Si ns es movimiento elemental transformando D(J}¡ en Dl1lJ. en-

tonces [rot] =a [ID2]. 

Así para completar la prueba que q, es inyectiva recordamos el inicio de nuestra 

prueba y emplear un número finito de movimientos elementales transfor­

mando Dro en D 1• Así te-

nemos que [ro] =a [l).(esto es g =a la). Pero g fue un elemento arbitrario 

de Ker( q,). Así Ker( q,) = { 1 a} y así q, es inyectiva por tanto un isomorfismo por 

lo que Bn tiene una presentación idéntica aG. 

Dado que tenemos una presentación finita para Bn podemos obtener mas re­

sultados de la presentación de Bn sin conocer la geometría anterior. Sin embargo 

podemos trazar algunos gráficos para garantizar que mantenemos una idea intuitiva 

para el sujeto sin perder el álgebra. D 
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2.4 Representación finita del grupo trenzas puras 

El grupo de trenzas puras como subgrupo del grupo de trenzas de Artin es pre­

sentado por un número finito de generadores y relaciones, lo cual constituye el 

resultado principal de este trabajo. 

2.4.1 Trenzas puras 

Podemos generalizar la definición del grupo trenzas como: 

Definición 2.4.1. Una trenza geométrica de n ?: 1 cuerdas es un conjunto b e R2 x I 

donde: I = [0, 1]; formado por n intervalos topológicos (grafo de un camino en R3) 

disjuntos llamados cuerdas de b tal que la proyección 

es una cuerda que es homomórficamente a I y: 

bn(R2 x {O})= {(1,0,0),(2,0,0), ... ,(n,O,O)} 

b n (JR2 x { 1 } ) = { ~ 1 , o, 1 ) , ( 2, o, 1 ) , ... , ( n, o, 1) } 

La intersección de cada cuerda con el plano JR2 x {t} con t E I fijo es exac­

tamente un punto y conecta cada punto (i,O,O) a un punto (s(i),O, 1), donde 

i,s(i) E {1,2, ... ,n}. La secuencia {s(1),s(2), ... ,s(n)} es una permutación del 

conjunto { 1, 2, ... , n} llamado la permutación trazo de b. 

Definición 2.4.2. El núcleo de la proyección 

es llamado el grupo de las trenzas puras denotado por Pn: 

donde Ln es el grupo simétrico n (grupo de permutaciones). 

112 



1. 

Los elementos de Pn son llamados trenzas puras de n cuerdas, la geometría en 

n cuerdas presenta un elemento de Pn si y sólo si 'Vi 1, 2, ... , n la cuerda de ésta 

comienza en (i, O, O) y finaliza en (i, O, 1 ). Tal geometría de trenzas son llamadas 

trenzas puras. 

n 

Figura 2.45: Generadores del grupo de trenzas puras, n-trenzaA¡j con 1 s; i < j s; n. 

Un rol importante jugará el conjunto Au de trenzas puras que se muestran en 

la Figura 2.45 con l s; i < j s; n, estas trenzas se pueden expresar mediante los 

generadores O'¡, 0'2, ... , O'n-1 por: 

Las trenzas {A1j}¡j son conjugadas con otra en Bn. Definimos: 

ai,j = O'j-tO'j-2 ···a;, 1 s; i < j s; n 

Para 1 s; i < j s; n y 1 s; i < j < k s; n 

A -1 ( 2 -1 -1 )( )-1 
ajk ijajk = O'k-t···O'j O'j-1···0'í+t0'; ai+l···O'j-1 O'k-1···0'j 

2 -1 -1 -1 -1 -1 
O'k-1 '' ·O't+IO'¡ 0'¡+1 .. ·O'j-10'j O'j+1'' ·O'k-1 

A¡k (2.11) 

De la misma forma se demuestra 

(2.12) 
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Observemos que: 

La conmutatividad de: 

Bn Ln 

1! ! 
Bn+l __,_Ln+l 

implica que la inclusión l: Bn-+ Bn+l mapea Pn en Pn+l· El homomorfismo 

Pn-+ Pn+l inducido por l es denotado también por l. En el lenguaje geométrico 

1 : Pn -+ Pn+l agrega una cuerda identidad a la trenza pura "b" de Pn, es decir, 

resultando esta última en Pn+ 1· 

Se demuestra que l : Pn -+ Pn+ 1 es inyectivo. 

Es conveniente ver a Pn como un subgrupo de Pn+l vial. En este sentido se 

obtienen los sub grupos P1 e P2 e P3 e · · ·. Es claro que P1 = { 1} 1\ P2 es un 

subgrupo cíclico generado por A1,2 =a?-

De la misma fonna eliminando la n-ava cuerda de b, obtenemos una trenza 

fn(b) en n- 1 cuerdas. Es obvio que si b es isotópico a b', entonces fn(b) es 

isotópico a fn(b'). Pasando a isotopías de clase obtenemos una buena definición 

del mapeo de fn : Pn -+ Pn-1· 
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De la definición de multiplicación para trenzas es claro que fn es un homomor­

fismo de grupos. 

De la descripción geométrica de la inclusión natural 

1: Pn-1 ---+ Pn 

fn O/= idpn-1 

Notar que como 1 es inyectivo fn es sobreyectivo. 

Paran 2: 2 sea el conjunto Un =Ker(fn : Pn---+ Pn-1). Si fn es definido como 

antes, Pn es isomorfo al producto semi directo de Pn-1 por Un. Toda trenza pura 

f3 E Pn puede ser expandida de manera única en la forma: 

f3 = l(f3')f3n 

con /3' E Pn-1 y f3n E Un. Aquí /3' = fn(f3) y f3n = l- 1(f3')f3. Aplicando esta expan­

sión inductivamente nosotros concluimos que: f3 puede escribirse de manera única 

por: 

(2.13) 

donde f3 j E Uj e Pj e Pn V j = 2, ... , n. La expansión (2 .13) es llamado la combi­

nación (o normal) forma de f3. 

2.4.2 Configuraciones y Trenzas Puras 

Sea M un espacio topológico y sea ~ = M x M x · · · x M el producto de n-adas 

(n 2: 1) con la topología producto; y el conjunto 
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Es un sub-espacio de M 1 llamado el espacio de configuraciones de orden n, que 

consta de las n-uplas de elementos distintos de M. 

Si M es una variedad topológica (posiblemente con frontera acotada ()M) 

entonces el espacio de configuraciones Fn(M) es una variedad topológica de 

dimensión n = dim(M). Ciertamente toda n-upla de puntos en M puede ser 

deformada en otra n-upla del interior M"'= M- ()M de M. 

Si dim(M) ~ 2 y M es conexo entonces toda n-upla de M"' puede ser deformada 

en otra n-upla de M"'. Por tanto para tal M, la variedad que resulte de Fn(M) es 

conexa, su grupo fundamental es llamado el grupo de trenzas puras de M. Para 

M= IR2 nosotros volvemos al grupo de trenzas puras Pn.Justificamos esto solo de 

manera geométrica como sigue: 

Vemos mejor esto si cada geometría de un camino b e IR2 x 1 de n1 (Fn(IR2) ); 

que va de 1---7 Fn(IR2) es decir atE 1 lo asociamos (u1(t),u2(t), ... ) creando n 

funciones t ---7 u¡(t) y la gráfica (u1 (t),t) es la i-ésima cuerda de la definida por los 

puntos (u¡(t), t) E JR2 x {t}\fi = 1, 2, ... , n cuyo punto inicial y final es 

qn( (1, 0), (2, 0), ... , (n, O)) E Fn(IR2) (pues es un camino cerrado) 

Todo camino ( a1 , a2, ... , an) : 1 ---7 Fn (IR2 ) empezando y terminando en q n. lo 

podemos asociar con las trenzas puras cuya geometría es 

n 

U U(a¡(t),t) 
i=l IEi 

Estas construcciones son mutuamente inversibles y se da una correspondencia 

biyectiva entre trenzas puras vistas geométricamente y los caminos en (Fn (IR2)). 
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Bajo esta correspondencia la isotopía de trenzas corresponde a la homotopía de 

caminos (lazos) en [5] se demuestra que: 

Regresando a una variedad topológica convexa M de dimensión n ~ 2, se puede 

generalizar la definición de Fn(M) por la restricción de puntos M"= M- iJM. Más 

precisamente, fijando un conjunto finito Qm e M" de m ~ O puntos se crea el con­

junto 

Donde n es el número de componentes de la n-ada y m el número de puntos a quitar 

Este espacio topológico depende de M, m y n pero no de los puntos de Qm cierta­

mente Fo,n(M) Fn(M) y Fm,l (M)= M- Qm. 

Lema 2.4.1. Sea V¡, V2, ... , V,. bolas abiertas de centros u'l, u2, ... , u~ puntos distin­

tos dos a dos respectivamente. 

Sea V= V1 x V2 x · · · x V,. vecindad de uo =(u)', ... ,un en Fr(M), entonces 

existe r mapeos continuos 

O¡ : V¡ X V¡ -7 V¡ 

tal que Vu E V¡ y existe un mapeo o¡ tal que este mapeo o¡ : V¡ -7 V¡ lleva v E V¡ a 

O¡( u, v) y este homeomorfismo lleva la esfera acotada ()V¡ a la misma esfera punto 

a punto y enviando uj a u¡ donde u (u¡, u2, ... , ur)· 

Demostración. Podemos asumir que V¡ = V es la bola abierta en el espacio 

euclidiano JRdim M con centro en el origen desde que F,.(M) es una variedad 

topológica conexa. 

Fijando una función suave de 2 variables 

A.: [0, 1 [x [0, 1]-> R 
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tal que A.(x,y) = 1 si x;:::: y y A.(x,y) =O, si (x~l) <y, donde x E [O, 1 [y y E [0, 1]. 

Para u E V, define un campo vectorial ¡u en la cerradura de la bola unidad 

definida por: 

.f'(v) = A.(jju!l, llv!l).u 

La elección de A. asegura que ¡u= u en la bola cerrada de radio !lull con centro en 

el origen y ¡u= O fuera de la bola de radio ( llu~+l) con centro en el origen 

Sea { ou,t: V-+ VheJR el flujo determinado por ¡u, esto es la familia (única) de 

difeomorfismos de V tal que ou,O = id y 

Integrando: 

dOu,t(v) 
dt = .f'(v) \fv E V,t E :IR 

ou,t (v) = .f'(v)t + w para algún w 

Qu,O(v) = W =V -t Qu,t(v) f'(v)t+v 

ou,t(v) 

ou,t (O) 

.f'(v)t+v \fv E iJV (llvll > llull) 

V \fv E iJV 

.f'(O)t +O= ut (IIOII ~ lluli) 

El difeomorfismo ou,t depende de u, t y fija la esfera iJV punto a punto, y envía 

el origen a tu. 
- -

Por tanto el mapeo O¡ : V x V -t V defipido por 

O¡( u, v) = ou• 1(v) .f'(v) +v 

para u E V, v E V satisface las condiciones requeridas. D 
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Lema 2.4.2. Sea M una variedad topológica conexa de dimensión mayor o igual a 

2 con ()M= 0 para n > r 2 1, el siguiente mapeo 

P : Fn(M) ----+ Fr(M) 

(u¡, ... ,un)----+ (ur,uz, ... ,ur) 

es una fibración local trivial con fibra Fr,n-r(M). 

Demostración. Sea u0 (uj', ... , u~) E F,.(M). La fibra p-1 (u0
) consiste en las 

uplas (u¡, ... , u~, v¡, ... , Vn-r) E M', donde los u¡, ... , u~, v¡, ... , Vn-r son distintos. 

Haciendo Qr = {u¡, ... , u~} obtenemos 

Se puede demostrar que fórmula 

(uj', ... ,u~,v¡, ... ,vn-r)-+ (v¡, ... ,Vn-r) define un homomorfismo p-1(u0
) ~ 

F'r,n-r(M). 

Nosotros probaremos la trivialidad local de p en una vecindad U
0

• Para cada 

i 1, 2, ... , r tomamos una vecindad V¡ e M de uf tal que la clausura V¡ es una bola 

cerrada con interior V¡. Siendo uj', .. . , u~ distintos podemos asumir que Vr, fí, ... , V,. 

son mutuamente disjuntos. 

Entonces 

V=V1 xV2x ... xv,. 

es una vecindad de vo en F;.(M). Nosotros veremos que la restricción de p a V es 

trivial acotado es decir p-1(V)-+ V x Fr,n-r(M) conmuta con la proyección a V, 

para lo que nos ayudará el lema anterior. 

119 



Para cada u = (u¡, ... , Ur) E U definimos el m apeo 

ou :M-+Mpor 

{ 

O¡( u¡, v) si vE V¡ para algún i 
ou(v) 

vsi vEM-UVi 
i 

donde O¡ es como en el lema anterior. 

1,2, .. . ,r 

Es claro que ou : M-+ M es un homeomorfismo continuo dependiendo en u y 

llevando los puntos u¡, ... , u~ a u¡, u2, .. . , ur respectivamente. 

Que sea homeomorfismos porque 

au!v; (v) - O¡( u¡, v) si V E v;, para algún í 

Ou'M-(U¡U;) (v) - V 

entonces ou es continuo. 

Además O( u¡, v) es inyectiva-+ ou es inyectiva y ou es un homeomorfismo. 

También o¡ (V) = V Vv E a V¡, definimos 

(u, VJ, .•. , Vn-r) ~(u, O(v¡)' .. · ,O(vn-r)) 

La fórmula: V': (u, V¡' V2, ... 'Vn-r) -+ (u, ( ou)-l (v¡)' ... ' ( ou)-l (vn-r)) define 

un homeomorfismo V x Fr,n-r(M) -+ p-1 (V) conmutando con la proyección de U. 

V': V X F'r,n-r(M) __:!__,.. p-1 (V) V C lRr 

~vJ~ 
V 

Entonces plu: p-1 (V)-+ V es una fibración localmente trivial. D 
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Lema 2.4.3. Sea M una variedad topológica conexa de dimensión mayor o igual a 

2 con aM = 0 para m~ O,n > r ~ 1, el mapeo levantamiento 

P: Fm,n(M) --+ Fm,r(M) 

definida por p(u¡, ... ,un) = (u¡, ... ,u,.) es una fibración local trivial con fibra 

Fm+r,n-r(M). 

Demostración. En Lema 2.4.2 hacer M= M- Qm. o 

Definición 2.4.3. Una variedad es esférica, si es contractible o equivalentemente si 

la homotopía de grupos 'Ir¡( M) es nula Vi~ 2. 

Lema 2.4.4. Para todo m~ O,n ~ 1, la variedadFm,n(IR2) es esférica 

Demostración. Consideremos la fibración Fm,n --+ Fm,I (IR2) = IR2 - Qm con fibra 

Fm+I,n-I (IR2) por el1ema anterior, entonces las siguientes secuencias homotópicas 

de fibras tienen una secuencia exacta: 

Donde cp* es el homomorfismo conexión para lo cual podemos consultar [20]. 

Nótese que IR2 - Qm, contiene m círculos que constituyen un retracto por de­

formación contractible con homotopía cero como IR2 - Qm y este retracto son ho­

motópicamente 7r¡(IR2 - Qm) =O para i ~ 2. Entonces 'lri+I (IR2 - Qm) =O y t¡r es 

inyectiva. 

Así 
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entonces 

""' n¡(Fm+n-1,1 (Jt~_2)) 

""' 1r¡(JR2 Qm+n-l) 

"' o 

2.4.3 Generación finita de Grupo de trenza pura 

Teorema 2.4.1. Paran~ 2, el grupo un= Ker(fn: Pn--+ Pn-I), es libre con n 

generadores { Aí,n h= 1 ,2, ... ,n 

o 

Demostración. Aplicando el Lema 2.4.2 a M= R2 obtenemos una fibración trivial 

p: Fn(R2)--+ Fn-I (JR2 ) con fibraFn-1,1 (JR2) de esto se obtiene una secuencia exacta 

corta 

(2.14) 

donde usamos la trivialidad de n2(Fn-I (R2)) (lema 2.4.4) (con Fo,n-I (M) = 

Fn-I (M)) y la trivialidad de no(Fn-1,1 (R2)) siendo Fn-1,1 (R2) conexo. Bajo el 

isomorfismo 

El homomorfismo p* en (2.14) es identificado como el homomorfismo omisión 

fn: Pn--+ Pn-J estudiado antes. Reescribiendo (2.14) 

1 (2.15) 
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Por las funciones 

n1 (Fn-l,l(JR2)) = n1 (lle- Qn-1) 

Tomando como Qn-1 e JR2 el conjunto {(1, 0), (2, 0), ... , (n -1, O)} y haciendo 

ao = (n,O) el punto base de JR2 - Qn-1 ciertamente, el grupo 7r¡(:IR2 - Qn-t,ao) 

es un grupo libre de generadores x¡,xz, ... ,Xn-1, como se muestra en la figura 

2.46.(trebol de n-1 lazos) 

El homomorfismo 7rt (Fn-1;1 (JR2))--+ Pn = 7rt (.F;1 (1R2)) en (2.15) es inducido por 

la inclusión JR2 - Qn-1 =Fn-1,1 (JR2) <-7 F11 (1R2) asignando el punto a E 1R2
- Qn-1· 

La n-upla de puntos ( (1, 0), (2, 0), ... , (n- 1, 0), a) comparando las figuras 2.46 

y 2.45. Observamos que este homomorfismo lleva X¡ a Ai,n para todo i de 1 a n- 1, 

de la secuencia exacta (2.15) se tiene directamente el teorema 2.4.1. 

Tenemos que para cada t el camino x¡(t) , asocia un camino en 7r¡(F11 (1R2)) 

((1,0),(2,0), ... (n-1,0),(x¡(t),t)) que es A¡,11 • Por tanto los generadores de la 

imagen son los Ai,n con i=l,2, ... ,n-1 por ser (2.15) secuencias exacta, estos son 

generadores del kernel (in) es decir U11 

y 

(1, O) (i, O) (n-1,0) 

X 

Figura 2.46: Los generadores x¡, ... ,xn-1 de 7r¡ (JR2 - Qn-1, ao). 

D 
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Proposición 2.4.1. El grupo P11 admite una filtración normal: 

(i) 
tal que: ~r-IJ es un grupo libre de rango n-i para todo io 

Un 

Donde 

uJi) = KerUn-i+l o o o fn-dn: P,l ---7 Pn-i) 

Demostración. u JO) = { 1} y para i = 1, 2, o o o , n - 1 los conjuntos 

uJi) = Ker(fn-i+l o o ofn-dn: Pn ---7 Pn-i) 

Además Un-i+l = KerUn-i+l : Pn-i+l ---7 Pn-i) 

entonces 

l 2 n 

11 

Figura 2.47: Gráfica de la trenza unidad l. 

l 2 

11 
Figura 2.48: Elemento de u(I) 
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donde la hebra "n" no necesariamente es la hebra proyección, los elementos de 

u(l) = Ker(fn) tiene las hebras 1, 2, 3, ... , n 1 igual a la identidad 

u(2) = Nuc(.fn_¡ o In) 

tienen las hebras 1, 2, ... , n 2 igual a la identidad y n 1, n no necesariamente. 

En general el núcleo de 

fn-i+I · · · fn : Pn-+ Pn-í 

tiene las hebras 1, 2, ... , n i igual a la identidad y las i restantes no necesariamente. 

Sea 

(Un ker(fn)) 

que consiste en la identidad 

(1) 
_ (O) Un _ 

Kerl{J - U , entonces u(o) - Un Un Ker(fn : Pn -+ Pn-I) 

Ahora sea 

(2) 
l{J: Un -7 Un-I Un-l = Ker(fn-I : Pn-I -+ Pn-2 

n-2 n,-1 n 2 n,- 1 " 
1 1 1 

1 1 
1 1 1 
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n-) » 1 11 

Figura 2.49: Elemento de uC2) 

Donde las hebras n 1 y n no necesariamente son la identidad. 

Kenp = u(l) 

Por tanto 

Sea 

n-3 

uP) 
n rv U, w= n-1 

Un 

Figura 2.50: El primero es elemento de U(3) 

n-l 

(2) u.(3) "" 
Ker(j) =Un entonces: ;fu= Un-2 (Un-2 KerUn-2: Pn-2--+ Pn-3)) 

U, 

En general 

U¡ 
n "-' U. -.-1 = n-i+I 

u~-
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Además 

entonces 

u(i) 

uJ;-l) ~ Ker(.fn-H1 : Pn-i+1 ---+ Pn-i) = Un-i+1 

(i) 
Ker(.fn-i+ 1 : Pn-í+ 1 ---7 Pn-i) = 1/J (Un ) 

Sabemos que Un es libre por el Teorema 2.4.1 

u,(i) l'b ' Por tanto ~ es 1 re y su numero de generadores se da por el Teorema 2.4.1. 

o 

Corolario 2.4.1. El grupo P;¿ es de torsión libre, es decir no tiene un elemento de 

orden finito. 

Demostración. Sea b E Pn y del gráfico 

Figura 2.51: La trenzaA12 y el producto de las trenzas A12A 12 . 

Si continuamos por inducción 

Pz no tiene un elemento de orden finito. Por el homomorfismo inclusión 

Pz e P3 e P4 e · · · Pn no tiene un elemento de orden finito. Recuerde que Aij 

son generadores de Un e Pn por el Teorema 2.4.1. o 

Corolario 2.4.2. Pn es generado por n(n;!) elementosA¡j l<.5:i<j<.5:n 
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Demostración. Recuerde que fE Pn se puede escribir como f3 = f32.f33···f3n con 

/3j E Uj e Pj de (2.13) Uj es generado por {AiJ h=I,2,.,j-J 

Por el Teorema 2.4.1. 

Los i y j varían de la siguiente forma 

Si i = n - 1 entonces j n; Si i = n - 2 entonces j n, n - 1; si 

i = n- 3 entonces j = n, n- 1, n- 2; ... si i = 1 entonces j = 1, 2, ... , n- 1 

Esto por el Teorema 2.4.1. 

Ahora definimos las relaciones de los generadores {A ji} 1 :::; i < j :::; n de Pn : 

A¡j 

ArjAijA;;1 

ArjAsjAijA;/ A;} 

Algunos ejemplos: 1 < r < s < j 

j 

19+:1 

s<ioi<r<s<j 

S 

i r<s<j 

j 

Figura 2.52: La trenzaAu y su inversaAlj1. 
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r S j r S j 

entonces 

r -
Figura 2.53: Descomposición de Aij, A;;1AijArj A¡j, i < r < s < j. 

De la misma forma se pueden demostrar las otras propiedades. 

Corolario 2.4.3. 

donde [Pn,Pn] es el conmutador. 

Demostración. Por el Corolario 2.4.2 el grupo abeliano: 

es generado por los elementos de la forma Aij cuando l ~ i < j ~ n. 
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Para probar que estos elementos son L.l. es suficiente construir para cada 

1 ::; i < j ::; n un grupo de homeomorfismos 

tal que 

lu: Pn--+ Z 

{ 

1, si i = r 1\j s 
l¡,j(Ar,s) = 

O, si i r V j cf s 

para f3 E Pn cuyo diagrama es D. Orientamos todas las cuerdas de D. de la parte 

superior (t =O) a la parte inferior (t = 1) sea zt(D) el número de cuerdas de D. 

donde la i-ésima cuerda pasa sobre la j-ésima cuerda de izquierda a derecha 

Figura 2.54: Diagrama de zt ( b) l. 

Sea lij (D) el número de cruces de D, cuando la i-ésima cuerda pasa sobre la 

j-ésima cuerda de derecha a izquierda 

Figura 2.55: Diagrama de lij ( b) 1 

tenemos que: 
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Se puede comprobar que es invariante por isotopías. 

Por el teorema de 1.6 de [13] l¡,j(/3) está bien definido sobre f3. El mapeo 

/¡j : Pn -7 Z es un homomorfismo de grupos tal que: 

{ 

O, si i =j:. rV j =j:. s 
lij(Ars) = 

1, i=rAj s 

[Pn,Pn] e Ker(/¡j) 

=='? Aij rf. [Pn,Pn] 

. ·. [Pn;Pn]Aij genera 

Pn 
[Pn;Pn] 

CoroJario 2.4.4. El grupo Bn y todo los sub-grupos son residualmente finitos. 

D 

Demostración. Recordar que G es residualmente finito, si V/3 E G - { 1 }3/ 

homomorfismo y G grupo de dimensión finita tal que f: G -7 G', A/(/3) =j:. l. 

El corolario es cierto pues como Bn es un grupo libre entonces es residualmente 

finito. Además el Teorema 2.4.1 implica por inducción en n que Pn es residualmente 

&~ D 

Definición 2.4.4. Un grupo es de Hopfian si todo endomorfismo suryectivo es in­

yectivo. 

CoroJario 2.4.5. El grupo Bn y todos sus sub-grupos finitamente generados son de 

Hopfian. 
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Demostración. Todo subgrupo finitamente generado es de Hopfian. 

Corolario 2.4.6. Para i 1, 2, ... , n quitando la i-ésima cuerda definimos un grupo 

de homomorfismos .fn : Pn -+ Pn-1 el núcleo de .fn es un grupo libre de rango n 1 

con generadores libres: 

Demostración. Sean 

aí,n = O'n-1 O'n-2 ... O'¡ 

y observe que para cualquier f3 E Pn le quitamos su cuerda n, la trenza que se 

genera es la misma que quitarle a a¡,nf3a¡-;z1 su cuerda "n". 

Es claro que 1 n-!Fn ({3) 1 n-1 = fn ({3) 

Así 

!~({3) 

donde fn = J::, (quitarnos la n-ésima cuerda) Por tanto 

Sea f3 E ker fn -+ fn ({3) = e entonces fn ( a¡nf3 a¡-;; 1) e 

a¡nf3 a¡-;; 1 = {3' con {3' E kerfn 

{3' E kerfn 

f3 E a¡-;z1 ( ker fn) ai,n 
. -1 

ker.fn e ai,n (kerfn)ai,n 

De la misma forma: 
-1 . 

ai,n (kerfn)ai,n e ker.fn 
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Explicación para el caso n 5, i = 2 

2 3 4 5 

1 SSS< 

Figura 2.56: Descomposición de azsf3 exz51 
,( al eliminar su última cuerda),en los 

generadores: 0"4, 0'3, O'z 

Notar que al eliminar la cuerda 5 del producto se va la cuerda 2 de f3. Además 

en lo que queda de a2,5 y exz~l es la identidad (no hay cruces) 

Usando el Teorema 2.4.1 y observando que la conjugación CXi,n transforma 

{Aj,nh=I,2, ... ,n-I en el conjunto 

De 2.11: 
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a¡kA¡¡aJi/ = Aik 

A¡¡= a¡; 1A¡kafk 

A;,¡ = a1~1A;,ka¡,k 
A¡,t = a¡¡;1A¡kaik 

A¡,i = a¡-;; 1A¡nain 

A¡¡= a[n1A¡ nain 
' ' ' ' 

j 1 

A2 ¡ = a¡~1A2 naí n 
; ' ' ' 

j 2 

De otro lado de (2.12) 

j i-1 

aikA¡¡a¡-¡;1 =A¡k 

A¡¡ = a;; 1 A ¡kaik 

A;,¡= ai~k1A¡kaik 

A¡,j = a¡-:n1A¡nain 

A¡ i+I = al:-klAi+t nai n 
' ' ' ' 
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se deja para el lector 

Definición 2.4.5 (El centro de Bn)· El centro del grupo G es el subgrupo de G que 

consiste en todos los g E G tal que: 

gx=xg Vx E G. 

El centro del grupo G es denotado por Z( G). 

Teorema 2.4.2. Sin 2:: 3 entonces Z(Bn) = Z(Pn) es un grupo cíclico infinito ge­

nerado por en = ¿\~ donde: 

Trenza l15 

Figura 2.57: Gráfica de la Trenza t\5, cuyo cuadrado es el generador de P5• 

Demostración. Siendo en E Pn (esto es simple de probar) hacemos inducción 

sobre l (en- I) donde l : Pn-t -+ Pn es la inclusión natural. Sea en = l ( en-t )y 

donde: 

Y Yn = At,nAz,n · · ·An-I,n E Pn 
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ver la Figura ?? por el diagrama de rs 

2 3 4 5 

Trenza rs 

Figura 2.58: Trenza Ys =At,sAz,s · · ·A4,5· 

Además tenemos: 

CJ¡fin = finCJn-i Vi= 1, 2, ... , n- 1 

Notar que CJ¡ cruza i con i + 1 en la identidad pero fin lleva i + 1 a n- (i + 1) + 1 

luego CJ¡ lleva "i + 1" a "i" pero fin lleva i a n - i + 1 así en la parte inferior se 

cruzan de fi n- i y n- i + 1 esto es CJn-i ver los gráficos 2.57 

La trenza fin puede obtenerse de la trenza trivial1n girandola 180° a la derecha 

con punto de giro a la mitad de la barra superior y manteniendo fija la barra inferior. 

Ver Figura de la trenza 8n = fi~ 
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Figura 2.59: Trenza .1~, generador de Ps 

Puede obtenerse de ln haciéndolo girar la barra superior de ln 360° con punto 

de giro en la mitad de la barra superior y manteniendo fija la barra inferior 

a3.1s =Asaz 

además:· 

n(.1n) = (n,n~ l,n~2, ... , 1) E Ln 
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5 

Figura 2.60: Trenzas 0"3i15 y L1scr2 se ve que son equivalentes 
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2 3 4 5 

O"¡ 

Figura 2.61: Trenzas <1¡~5 y ~5 <14, que son equivalentes 
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(}n conmuta con los generadores de Bn: 

Así: 8n E Z(Bn) 

(J¡f}n = ~n~n(Jn-(n-i) 

(J¡f)n = ~n~n(Ji 

Nosotros probamos por inducción en n;:: 2. 

Para todo elemento de Z(Pn) son generados por en. Paran= 2, esto es obvio 

siendo P2 generado por A1,2 = (h = (Jf y ~2 = (J1· 

Sea f3 E Z(Pn) donde n;:: 3 por la fórmula 

(/3 = / (/3 1
) f3n, /3

1 
E Pn-1 1\ f3n E Un) 

f3 = l(f3')f3, con /3' = fn(/3) E Pn-1 f3n E Un. 

Un argumento geométrico fácil de comprender muestra que r= Yn conmuta con 

todo elemento de l(Pn-d e Pn y en particular con l(f3'). Desde que f3 está en el 

centro de P,lo este conmuta con y. Así, y conmuta con f3n = ¡-1 (f3')f3. 

(r/3 = f3y=? yl(f3')I-1(f3')f3 = f3r 

=? I(f3')ri- 1(f3')f3 = f3r 

=? ri-1(/3')/3 = ¡-1(f3')f3r) 

El grupo G e Un generado por f3n y y es abeliano. 
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Por el Teorema 2.4.1 el grupo Un es libre y por tanto, todos sus sub-grupos 

son libres. Esto implica que G es un grupo cíclico infinito (pues si tendría más de 

un generador no sería abeliano ). Recordar ahora el homomorfismo li,j : Pn -+ Z 

definida por el Corolario 2.4.3 para 1 ::;; í < j::;; n ciertamente h,n( y) = 1 (y= Yn) 

entonces y es un generador de G. 

(Sea w generador de G =? .1' = y para algún k 

=? II,n(.l') = lr,n(Y) =? k/¡,n(w) = 1 como k;ll,n(w) E Z 

k 11\h,n(w) 1 

Vk= 1 1\/¡,n(w) = 1 

=>y=wVy w- 1 

=?y es un generador) 

Entonces f3n = "/ para algún entero k 

Siendo el homomorfismo que elimina la cuerda n : fn : Pn -+ Pn-1 entonces {3' = 

fn(/3) E Z(Pn-I) ya que {3 E Z(Pn)· Por la hipótesis inductiva asumimos: 

{31 = ( 8n_I)m para algún entero m (mas adelante se prueba que k= m) Como y 

conmuta con /(On-1) con esto: 

{3 = 1({3')f3n 1((8n-1)m)y" 1((8n-Jl)y" 

lk(8n-l)y" (1(8n-dY)k (8n)k 

-+{3 = (8nl 

luego Z(P) es cíclico generador por 8n siendo: 

además 1 ( On-1) es tal que su cuerda n es la misma que la identidad y por definición 
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de/¡ n , 

Luego 

li,n ({3) h,n ( (1 ( en-1) )m{) 

O+li,n({) 

=k Vi= 1,2, ... ,n-l 

En particular l¡,n(f3) no depende de i siendo f3 E Z(Pn) 

Hacemos Gn-1f3a;;~1 . Por el resultado anterior, el entero l¡,n(Gn-1f3an-~l) no 

depende de i 1,2, ... ,n- 1 

Usando ahora la definición de l¡,j y resolviendo con la expansión f3 = 
1 ( ( en-1 )m) { obtenemos: 

El número de cruces de Gn-tf3a;;~1 den con i es el mismo número de cruces de 

n 1 con respecto a i de f3 

y 

ft,n( Gn-tf3 a;;~1) = l¡,n-1 ({3) 

l1,n-1 (l( en-t)m{) 

= lt,n-1 (!( en-l )m)+ o 

=m 
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Por tanto: m = k 

Se ha demostrado Z(Pn) e (en) además en E Z(Bn) 

El centro de Bn con n 2::: 3 lo proyectamos al subgrupo trivial de Gn siendo: 

Z(Gn) = {1}. Recordar que si A e B :=:;.. Z(B) e Z(A). Luego: 

pues en E Z(Bn) y (en) e Z(Bn) 

Así: Z(Bn) = Z(Pn) = (en) 

Por el Corolario 2.4.1 (en) es un grupo cíclico infinito D 

Corolario 2.4.7. Para m# n el grupo Bm y Bn no son isomorfos. 

Demostración. Por el Teorema 2.4.2 la imagen de Z(Bn) es 

es un subgrupo de Z de n(n- 1) índices. Si Bm es isomorfo a Bn, entonces: 

m(m-l) n(n-1) 

entonces 

m n, pues m,n E N. 
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CAPÍTULO 111 

" VARIABLES E HIPOTESIS 

3.1 Variables de la investigación 

B n Grupo de trenzas de Artin. 

Pn Sub grupo de trenzas puras de "Artin". 

Z(Pn) Centro de el subgrupo de trenzas puras de Artin. 

3.2 Operacionalización de la variable 

Variable Definición Conceptual Definición Operacional Indicadores 

{O't>O'z, ... O'n), 

subespacio generado por 

0'¡, O'z, · · ·, O'n-1 n- 1 es el número 

Bn Grupo de trenzas de Artin O'¡ O'¡ a·a:·li- ji> 2 J 1 - ' 
degenemdores de 

o::::;i,j::::;n-1 Bn 

O'¡ O'i+l O'¡ O't+!O'iO'i+l 

i=l, ... n-2 
{A¡¡) 1 ::::; i < j S n 

es el 
subgrupo de trenzas puras donde: 

Pn 
At¡= 

número de gener-
de ''Artin" 

2 -1 -1 
G¡-¡···Gt+JG¡ G¡+l···a._1 

adores de Pn 

Centro de el subgrupo de (en= A~) paran 2> 3 Z(Pn) es un grupo 
Z(P¡,) An 

trenzas puras de Artin 
(a¡ ... Gn-J)(a¡ ... Gn-2) .•. (a¡ 02)Cí¡ cíclico infinito. 
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3.3 IDPÓTESIS GENERAL E IDPÓTESIS ESPECÍFICAS 

3.3.1 Hipótesis general 

El grupo de trenzas puras Pn es representado mediante un número finito de gene­

radores Aij donde 1 :::; i < j :::; n 

3.3.2 · Hipótesis específicas 

Las hipótesis específicas son: 

l. Es posible determinar el orden del subgrupo de trenzas puras? 

2. El centro del subgrupo de trenzas puras Pn será cíclico infinito paran ~ 3. 
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CAPÍTULO IV 
, 

ME TODO LOGIA 

4.1 TIPO DE LA INVESTIGACIÓN 

La investigación es de tipo científico-teórica y la metodología usada es de 

tipo inductivo-deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada de-

mostración. 

4.2 DISEÑO DE LA INVESTIGACIÓN 

El diseño del proyecto de tesis se dio inicio con el estudio de los espacios 

topológicos, homeomorfismos, grupos, subgrupos e isomorfismos. Seguidamente 

se introdujeron los espacios de recubrimientos, los grupos fundamentales de 

dimensión 1 o simplemente grupos fundamentales, extendiéndose a los grupos de 

homotopía de dimensión mayor. Seguidamente se estudiaron los grupos de trenzas 

de Artín, definiendo los subgrupos de trenzas puras. Finalmente se presenta un 

número finito de generadores para el grupo de trenza de Artin Bn y, el número 

finito de generadores para el grupo de trenzas puras Pn, diseñando para ello dos 

aplicaciones. 

Este diseño hace posible determinar el orden del subgrupo de trenzas puras Pn así 

como también el centro de las trenzas puras Pn es cíclico infinito para n 2: 3 
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4.3 POBLACIÓN Y MUESTRA 

En este trabajo podemos considerar que nuestra población está constituida por los 

grupos de trenzas en distintas dimensiones constituyéndose la muestra en el sub­

grupo de trenzas puras Pn 

4.4 TÉCNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCIÓN DE 

DATOS 

Para la realización del trabajo de tesis se revisó una bibliografía especializada y 

recopilación de información obtenida vía internet relacionada al tema de interés. 

4.5 PROCEDIMIENTOS DE RECOLECCIÓN DE DATOS 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó procedimiento de 

recolección de datos más que la revisión de la bibliografia. 

4.6 PROCESAMIENTO ESTADÍSTICO Y ANÁLISIS DE 

DATOS 

No hay procesamiento estadístico alguno ni tampoco análisis de datos. 
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CAPÍTULO V 

RESULTADOS 

Los principales resultados son: 

Representación finita del grupo de trenzas de Artin, mediante generadores y rela­

ciones. 

Representación finita del subgrupo de trenzas puras mediante generadores y rela­

ciones. 

Obtención del orden del subgrupo de trenzas puras Pn que es dado por n(n~I). 

El centro del subgrupo de trenzas puras Pn, Z(Pn) es cíclico e infinitamente gene­

rado. 

Ha resultado que el grupo de trenzas puras es de torsión libre. 
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CAPÍTULO VI 

DISCUSIONES DE RESULTADOS 

Considerando que el presente trabajo no tiene resultados experimentales obtenidos 

en gabinete o laboratorio no es posible realizar una discusión en ese sentido. Sin 

embargo podemos realizar una discusión respecto de otros trabajos. 

En [1] E. Artin. en su tratado "Theory of braids" realiza la construcción del 

grupo de Trenzas, sin embargo en este trabajo nosotros hacemos este estudio 

detalladamente sobre el grupo de trenzas puras. 

Asimismo FADELL-NEUWRTH Lograron expresar la Homotopía del espacio de 

configuraciones, como un grupo de trenzas y en este trabajo usamos esta identifi­

cación en la determinación del conjunto de generadores para el grupo de trenzas 

puras. 
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CAPÍTULO VII 

CONCLUSIONES 

La representación de los diagramas trenzas y las trenzas equivalentes se constituyen 

en una herramienta decisiva para la presentación finita del grupo de trenzas de Artin. 

El subgrupo de trenzas puras puede ser presentado mediante un número finito de 

generadores, de una filtración normal, mas aún en una dimensión se pueden obtener 

los generadores. 

Para n ;:::: 3 el centro del grupo trenzas puras coincide con el centro del grupo de 

trenzas de Artin. 

El grupo de trenzas puras es de torsión libre, no tiene un elemento de orden finito. 

El presente trabajo permite tener una herramienta efectiva a fin de obtener más 

aplicaciones del grupo de trenzas de Artin en la solución de problemas algebraicos 

y topológicos, a través de la homotopía de espacios de configuraciones. 
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CAPÍTULO VIII 

RECOMENDACIONES 

l. El trabajo de tesis desarrollado presenta. el grupo de trenzas puras como 

el grupo de homotopía de espacios de configuraciones sobre R2 es decir 

n-1 (Fn(ffi.2 ) ), sin embargo puede realizarse este estudio también sobre superfi­

cies o variedades, para lo cual se recomienda la lectura de [5],esta referencia 

realiza una generalización del teorema de Fadell-Neuwrth, sobre superficies 

2. Dada la presentación del grupo de trenzas puras mediante un número finito 

de generadores se tiene que este resultado puede llevarse a otros estudios en 

Topología Algebraica como por ejemplo, en la determinación de grupos de 

homotopía en dimensiones superiores en las esferas citeBrmaO. 

3. El presente trabajo ha resultado de gran utilidad y recomendable para estudi­

antes de Ciencias e Ingeniería. 
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ANEXOS 

ANEXO 1: Matriz de consistencia 

PROBLEMA 
Identificación 
del problema 
Cuando el grupo 
de trenzas puras 
de Artin queda 
identificado 
con el espacio 
de configura-
ciones sobre 
R2• Tenemos 
el problema de 
identificar los 
elementos de 
cada uno de 
estos grupos. 

Formulacion 
del problema 
Identificado ya 
el problema 
podemos ahora 
formular las 
siguientes inter­
rogantes: 
¿Tendrá el 
Grupo de Tren­
zas de Artin una 
presentación 
finita mediante 
generadores? 
¿El subgrupo de 
trenzas puras de 
Artin será finita­
mente generado 
por elementos 
del mismo sub­
grupo de trenzas 
ouras? 

OBJETIVOS 

Objetivos Generales 
El presente trabajo de tesis 
tiene como objetivo gen­
eral presentar los grupos 
de trenzas mediante un 
número finito de gener­
adores. 

Objetivos Específicos 

l. Introducir y 
establecer el con­
cepto de espacios 
de configuraciones. 

2. Introducir y deter­
minar el concepto 
de grupo de homo­
topía en dimensión 
superior. 

3. Determinar gener­
adores del grupo 
de trenzas de Artin 
y sus subgrupos de 
trenzas puras de 
Artin. 

4. Determinar el or­
den del subgrupo 
de trenzas puras . 

5. El centro del sub­
grupo de trenzas 
puras de Artin 
es un subgrupo 
cíclico infinito, 
para dimensiones 
mayores. 

HIPOTESIS 
Hipótesis gene­
ral 
El grupo de tren­
zas puras P., es 
representado me­
diante un número 
finito de gener­
adores Aíj donde 
15,i<j5,n 

Hipótesis especí­
ficas 
Las hipótesis 
específicas son: 
Es posible deter­
minar el orden 
del subgrupo de 
trenzas puras? 

El centro del sub­
grupo de trenzas 
puras P., será 
cíclico infinito 
paran;;:: 3 

METO DO LOGIA 

TIPO DE LA 
INVESTI­
GACIÓN 
La investi­
gación es de 
tipo científico­
teórica y la 
metodología 
usada es de tipo 
inductivo- de­
ductivo tratando 
de ser lo más 
exhaustivo posi­
ble en cada 
demostración. 

DISEÑO DE 
LA INVES­
TIGACIÓN 
El diseño del 
proyecto de tesis 
se dio inicio 
con el estudio 
de los espacios 
topológicos, 
homeomorfis­
mos, grupos, 
subgrupos e 
isomorfismos. 
Seguidamente 
se introdujeron 
los espacios de 
recubrimientos, 
los grupos fun­
damentales de 
dimensión 1 o 
simplemente 

POBLACIÓN 

POBLACIÓN 
Y MUESTRA 
En este tra­
bajo podemos 
considerar 
que nuestra 
población está 
constituida 
por los grupos 
de trenzas 
en distintas 
dimensiones 
constituyén­
dose la mues­
tra en el 
subgrupo de 
trenzas puras 
Pn 
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grupos run-
damentales, 
extendiéndose 
a los grupos de 
homotopía de di­
mensión mayor. 
Seguidamente 
se estudiaron 
los grupos de 
trenzas de Artín, 
definiendo los 
subgrupos de 
trenzas puras. 
Finalmente se 
presenta un 
número finito 
de generadores 
para el grupo 
de trenza de 
Artin Bn y, el 
número finito 
de generadores 
para el grupo de 
trenzas puras Pn, 
diseñando para 
ello dos apli­
caciones. Esto 
hace posible 
determinar el 
orden del sub­
grupo de trenzas 
puras Pn así 
como también 
el centro de las 
trenzas 
Pn es 
infinito 
n>3 

puras 
cíclico 

para 

155 



ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo 

Espacios de 

configuraciones 

Grupos de 

Homotopías 

Secuencias exactas de 

Grupos de Homotopía 

de espacios de 

configuraciones 

Generación finita 

de subgrupos de 

trenzas puras 

Grupos de 

trenzas de Artin 

Centro del subgrupo 

de trenzas puras 

Orden del subgrupo 

de trenzas puras 
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