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RESUMEN

UNA CARACTERIZACION DE LOS DOMINIOS DE IDEALES
PRINCIPALES Y DOMINIOS DE FACTORIZACION UNICA

Dennis Alberto Espejo Pefia

Enero - 2012

Asesor : Lic. Marco Antonio Rubio Gallarday.
Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica.

En esta tesis, mostraremos una caracterizacion de los Dominios de Ideales Prin-
cipales y Dominios de Factorizacién Unica. Para tal efecﬁo, se introduce primero
las definiciones y nociones bésicas de la Teorfa de Nimeros y del Algebra, asi
como sus principales resuftadcs necesarios para enfocarnos en los Dominios. Pos-
~ teriormente se desarrollara los dos teoremas principales de este trabajo, donde con
ayuda de normas e ideales fraccionarios, caracterizaremos los DIP y DFU, para

luego presentar algunas aplicaciones usando los resultados obtenidos.
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Dominios de Factorizacién Unica.
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ABSTRACT

A CHARACTERIZATION OF DOMAINS PRINCIPAL IDEAL DOMAINS
AND UNIQUE FACTORIZATION DOMAINS

Dennis Alberto Espejo Peiia

January - 2012

Adviser : Lic. Marco Antonio Rubio Gallarday.
Obtained Degree: Mathematician.

In this thesis, we will show a characterization of principal ideal domains and
unique factorization domains. For such an effect, one introduces first the definitions
and basic notions of the Theory of Numbers and of the Algebra, as well as his
principal results necessary to focus in the Domains, Later one will develop both
principal theorems of this work, where with help of normas and ideal fractional,
we will characterize the DIP and DFU, then to present some applications using
the obtained results.

Keywords:

Principal Ideals Domains
Unique Factorization Domain
Ideal Fractional

Characterization.

vi



Indice general

Introduecion

1.

Preliminares

1.1. Relacién de equivalencia, , . . .. ... .. e e e e
1.2, Teorfade Anillos . . . .. ... ... ... ... ... . ......
1.3. Dominios de Integridad y Cuerpos. . .. .. ... ... ... ....
1.4, Ideales . . . . . . .. . e -
1.5. Homomorfismode Anillos . . . . ... .. ... ... . .......
1.6. Cuerpode Fracciones . . . . . . . . .« v v v v i it e

Dominios de Ideales Principales y de Factorizacion Unica

2.1. Asociados y Divisores . . . .. . ... .. ... . ...... R
2.2. Elementos Primos e Irreducibles . . . . . .. ... .. ... .....
2.3, Maximo Comtin Divisor . . . . ... . . . .. .. .. ..
24. DIPyDFU .. .. e e e e e

Caracterizacién de los DIP y DFU

3.1. NormaenlosDIPyDFU .. ... ... ... .. ... .. ...,
3.2. CaracterizacibndelosDIP . . . ... .. ... ... ... ...,
3.3. Caracterizacibn delos DFU . ... .. ... .. ...........

Aplicaciones

41. ZesDFU. . ... . e
42. KlzglesunDIP. ... ... ... .
43. Z[VI0noesunDIP. . ... ... .. ........ .. .. .. ..
44, ZlzjmoesDIP. . . . .. o e

vil

25
25
28
29
36

43
43
49
52



Introduccion

Como es sabido, Pierre Fermat(1601-1665) afirmé, que la ecuacion diofantica

af +f = 2P

no tiene solucion en los enteros positives cuando p > 2

El intento de demostrar esta imposibilidad ofrece un ejemplo sorprendente del
efecto inspirador que un problema, tan particular y aparentemente sin importancia,
puede tener en ¢l avance de la ciencia. Asf, por ejemplo Ernest Kummer motivado
por el problema de Fermat, se vio llevado a la introduccién de los nimeros ideales.
En 1753, en la prueba del caso p = 3 del teorema de Fermat, Leonhard Euler(1707-
1783) parti6 de la descomposicion

B +y’ = (z+y)(a® —ay+y?)

Mientras que Dirichlet y Legendre en el afio 1825, en sus pruebas para p = 5,

consideraron la descomposicion

2+ = (z +y)(* — 2Py + 2% - 1+ oY)

El eje de los argumentos en las pruebas respectivas era determinar cuando los
factores son primos entre si, esto es, usaban un argumento de factorizacién inica.
Un paso importante fue dado por Lamé cuando considerd, como objeto donde
intentar la prueba del teorema de Fermat, el anillo de los enteros ciclotémicos.

Zlw) = {ap 1w + ...+ ag® + aw + ag [ @y, ... 0, € T}
donde w es una rafz p-ésima primitiva de la unidad, y utilizar la factorizacién

1F — 1= (z — 1)(z — w)(z ~ w?)...(z - ")

1



En el afio 1839, Gabriel Lamé (1795-1870) conjeturd que si Z[w] tuviera factori-
zacion tnica se podria dar una prueba completa del teorema de Fermat. Fue en
ese contexto, estudiando los enteros ciclotémicos que Kummer descubrié que estos
anillos no siempre tienen factorizacion Gnica, pero lo que la conjetura de Lamé era

incorrecta.

Por ejemplo
Consideremos el anillo de enteros ciclotomicos Z[v/—3] formados por los nimeros
complejos de la forma a + b+/—3 donde a,b € Z.

Se puede observar que
4=(1+v-3)x(1—-+v-3)

pero también
4=12x2

donde los factores 2,1 —+/—3,1++/—3 no se pueden descomponer nuevamente en
factores irreducibles de Z[v/—3], lo que nos indica que son elementos irreducibles,
y asi el ndmero 4 tiene dos factorizaciones distintas, en el anillo Z[+/-3].

Por tanto en anillos de enteros ciclotémicos Z[v/—3] no es de factorizacin énica.

Para subsanar este problema Ernst Kummer en el afio 1843 introdujo lo que él
llamé ntimeros ideales , pero esto no lo llevo a la prueba teorema de Fermat. El
concepto de nimeros ideales fue luego generalizado por mateméticos de la talla
de Richard Dedekind, Leopold Kronecker, Davis Hilbert y Emmy Noether, hasta

llegar a la definicion actual.

Asf surgieron los problemas de los niimeros primos y de los demds problemas de
la teoria de niimeros, la teorfa de ecuaciones de Galois, la teorfa de invariantes
algebraicos, la teoria de funciones abeliana y automorfas, de hecho casi todas las
mas hellas cuestiones de la aritmética y la teoria de funciones modernas aparecen
de esta manera y todas estan relacionadas con la propiedad de poseer factorizacion

Guica.



El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo, presentamos nociones bésicas de Algebra, desde la Teorfa
de Anillos hasta llegar al concepto de Cuerpo de fracciones asi como las demostra-

ciones de los resultados mas importantes.

En el segundo capitule, presentamos definiciones de la Teoria de Nimeros, em-
pezando por los elementos asociados y divisores que son nociones elementales para
introducir las definiciones de los elementos primos e irreducibles y maximo comfn
divisor hasta centrarnos en el concepto de Dominios de Ideales Principales y Do-

minios de Factorizacién Unica que es donde nos centraremos de aqui en adelante.

En el tercer capitulo, estudiaremos la definicién de norma y mostraremos que todo
Dominio posee al menos una norma lo cual nos permitira caracterizar los Dominios
de Ideales Principales. Ademaés introduciremos la definicién de ideales divisoriales

y sus propiedades, con esto caracterizaremos los Dominios de Factorizacion Unica.

En el cuarto y tltimo capitulo, desarrollaremos con detalle ejemplos y contraejem-
plos con los resultados obtenidos, demostrando asi la importancia del presente

trabajo.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo enunciaremos y demostraremos los resultados fundamentales

para la comprensién del presente trabajo .

1.1. Relaci6én de equivalencia

Definicion 1.1. Sea K un conjunto no vacio y R una relacién binaria definida
sobre K. Se dice que R es una relacion de equivalencia si cumple las siguientes

propiedades:

(i) Reflexividad:
Si todo elemento de K esté relacionado consigo mismo.

Vz € K, zRzx
(i) Simetrfa:

Si un elemento de K esté relacionado con otro, entonces ese otro elemento

también se relaciona con el primero.
Vz,y € K, xRy = yRzx
(iii) Transitividad:

Si un elemento de K est4 relacionado con otro, y este otro a su vez con un

tercero, entonces el primero estard también relacionado con ese iltimo.

Vz,y,2 € K, xRy e yRz = zRz

4



Observacion 1.1. Una relacion de equivalencia ~ sobre un conjunto K se deno-

tard con el par (K, ~)

Ejemplo 1.1.
Sea K el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) con a,b € Z y b+ 0.

Definimos ohora la siguiente relacion
(a,b) ~(c,d) siysolosi a-d=b-c

Probaremos que ~ es una relacion de equivalencia sobre K.
En efecto
Veremos que dicha relacion cumple con las tres condiciones que definen una rela-

cion de equivalencia;

Reflexivided
Si (a,b) € K y como Z es conmutativo bajo el producto usual, tenemos que a-b = b-a

entonces (a,b) ~ (a,b)

Simetria
Si (a,b), (¢,d) € K y (a,b) ~ (c,d) entonces a-d = b - ¢, de donde tenemos que
c-b=d-a, por lo tanto (¢c,d) ~ (a,b)

Transitividad

Si (a,b), (¢, d), (e, ) estdn todos en K ademds (a,b) ~ (c,d) y (¢,d) ~ (e, f) en-
toncesa-d=b-c y c-f=d-e.

Luegob-¢c- f=b-d-e ycomo b-c=a-d, sesigueque a-d-f=b-d-e.
Ademds como Z bajo el producto usual es conmutativo, podemos expresar la igual-
dad anterior como a-f-d=0b-e-d; y como, d+#0 tenemos quea-f =15b-e,
por lo tanto {a,b) ~ (¢, ).

Las clases de equivalencia de (a,'b) en K se denota como [a,b].



Ejemplo 1.2.

Sin > 1 es un entero fijo y a,b € Z

Definimos a = b mod n si n|(b— a), esta relacidn se llama congruencia mddulo n
y define una relacion de equivelencia en el conjunto de los nidmeros enteros.

En efecto

Reflerividad

Como nl0, tenemos que nl{a — a) de donde a = a mod n, para todo o € Z.

Simetria
Si a = b mod n entonces nj(b— a) es decir n| — (a — b) de donde nl{a — b);

entonces b = a mod n.

Transitividad _
Sia=bmodn y b= cmodn, entonces n|(b—a) y nl(c—b), de donde
n|(b— a) + (c — b), es decir n|(c — a) por lo tanto a = ¢ mod n.

Denotamos a la clase de equivalencia por el simbolo [a]; y la llamaremos clase

de congruencia (mod n) de a.

Afirmamos que:

Esta relacion de equivalencia tiene "n” distintas clases de congruencias.

En efecto
Dado un entero cualquiera a, por el algoritmo de Euclides tenemos que

a=kn-+r donde 0 <r < n entonces a =r mod n es decir

o] = Ir]
Por lo tanto, hay cuando mds "n” distintas clases de congruencia, a saber:
[0, (1], .y fn — 1]
Pero éstas son distintas.
Pues si [i] = [j], donde 0 < i <n y 0<j < n tendriamos que i = kn+j, ademds
digamos que 0 < j < i < n, entonces i — j = kn.
Es decir, que n|(i — j) donde (3 — j) es un entero positivo menor que n, lo que es

obviamente imposible.



1.2. Teoria de Anillos

Definicion 1.2. Un anillo es una terna (A4, +, -) formada por un conjunto no vacio
A y dos operaciones binarias, denotadas por + y - respectivamente tales que para

cualesquiera a,b,c € A:
1. a+ bestan en A.
2. a+b=>b+a.
3.a+(0+c)={a+b)+c
4. Hay un elemento 0 en A tal que a + 0 =a, Va € A.

5. Existe un elemento —a en A tal que a + (~a) = 0.

(=2

. a+bestd en A.
7.a-(b-¢c)=(a-b)-c

8, a-(b+c)=a-b+a-cy(b+c)-a="0b-a+c-a las dos leyes distributivas.

Observacién 1.2. La definicion de un anillo nos permite deducir algunas caroc-

teristicas como:

(i) Los aziomas (1) a (5)simplemente afirman que A es un grupo abeliano bajo

la operacion + la que se llamard adicidn.

(it) Los aziomas (6) y (7) nos dicen que A es cerrado bajo una operacion asocia-

tiwa, - , la se lamard multiplicacion.
(i) El azioma (8) sirve para correlacionar las dos operaciones de A.

(iv) Siempre que hablemos de un anillo entenderemos que estamos hablando de

un anillo asociative.

Definiciéon 1.3. Sia-b=b-a, Va,b € A diremos que A es un anillo conmutativo.

7



Definiciéon 1.4, Sea A un anillo conmutativo.

A es un anillo unitario si existe 14 € A tal que
alpy=14-a=a.

Para todo a € A, donde 14 (o simplemente 1) es el elemento unitario de A.

Definicion 1.5. Sea A un anillo conmutativo con 1 (Anillo unitario).
Un elemento u € A es una unidad de A si existe un a € A tal que

a-u=1.

Un anillo conmutativo con 1 que posee unidad se llamara anillo con unidad.

El inverso de un elemento a bajo la multiplicacién se denotara como a~l.

Observacion 1.3.
Por simplicidad en la expresion, omitiremos de aqui en adelante el punto en a - b

y escribiremos simplemente este producto como ab.

Ejemplo 1.3.

Los anillos mds comunes son:

(i) (Z,+,.) es un anillo conmutativo (bajo la suma y el producto usual) y con
unidad 1.

(#) Dado un n € Z fijo. El conjunto nZ = {nz/z € Z} es un anillo conmutativo

(bago la suma y el producto usuel) y sin unidad.

(iii) Las clases de mddulo n, (Z,,+,.) son anillos conmutativos y con unidad
1z, = (1], siendo Z, = {[0],[1},...,[n — 1]}

(iw) Los enteros de Gauss (Z[i),+,.) son anillos conmutativos y con 1, donde
Ziil={a+bi:a,beZ} ei=+~1



Ejemplo 1.4.
§iK=Q, RdC
Llamaremos K[z] al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K.

Los elementos de K|z] son ezpresiones de la forma
f(@)=as+ a1z +... + a,z"

con a; € K yn > 0 un entero.
Dos polinomios f(z) = ag + a1z + ... + amz™ y 9(z) = by + bz + ... + bz™ en
K|z], son iguales y lo denotaremos como f(x) = g(z), si y sdlo si, a; = b; para

todo 1,7 > 0. De donde tenemos que m = n.

En Klz] definimos la suma y producto usuales:

SUMA:
Si f(z) = ap+ a1 + .. + amz™ y g(z) = bp + b1z + ... + bz son dos

polinomios en Kiz], se define

f(@) + g(z) = (ap + bo) + (a1 + b))z + ... + (a; + b;)7* + ... € K|[z]

PRODUCTO:
Si f(z),g(z) € Klz] son dos polinomios dados como antes, se define

f(z) g(z) = +az+..+ar +... € Kz

donde

c; = E a, - b

T4§=%

Entonces, K|z] resulta un anillo conmutativo con 1.



Ejemplo 1.5.
5i A y B son anillos, definimos el producto cartesiano A X B como:

AxB={(a, b); ac A y be B}
En A x B se define la suma y producto:

SUMA:
Si (aa, b1) y (a2, be) son dos elementos de A x B

(a1, 01) + (ag, be) == (a1 +ay, by +by) € AxB

PRODUCTO:
Sz (al, bl) Yy (az, bg) €e Ax B

(al, bl)'(az, bg) (== (al-ag , blbg) €EAxB

De donde A x B es un anillo, llamado producto directo de los anillos A y B.

DPefinicién 1.6. Un subanillo S de un anillo A es un subconjunto no vacio S C 4

que cumple que es cerrado para la adicién y la multiplicacién en el anillo, esto es:
(i) Sia,b € Sentoncesa—be S

(ii) Si a,b € S entonces ab € §

Ejemiplo 1.6. Los ejemplos mds comunes y sencilios de subanillos son:
n 7Z es un subanillo de Q
» Q es un subanillo de R

w R es un subanillo de C

10



Lema 1.1. 87 A es un onillo, enfonces pore todo a,b e A
1. a0 = 0a = 0.
2. a(-b) = (—a)b = —(ab).

3. (~a)(~b) = ab.

Si, ademds, A tiene un elemento unitario, 1, entonces
4. (-la= —a.
5 (-1 =1

Demostracion.

1. Dado un @ € A tenemos que
a0 = a{0 + 0) = al + af
y como A es un grupe respecto a la adicién obtenemos
a0 =0
Analogamente tenemos que Oa = 0.
2. Haciendo uso de la parte 1 tenemos que
ab+a(-b)=ab+ (-b)) =al=0

Por tanto
a(—b) = —(ab)

Anslogamente (—a)b = —(ab).
3. De la parte anterior tenemos que
(=a)(~b) = —(a(~b)) = —(~(ab)) = ab
4. Supongamos que A tiene un elemento unitario 1 entonces
a+(-la=la+(~a=1+(~-1))a=0a=0

de donde
(~Da=—a

11



5. En particular, tomando a = —1 y por la parte 4 tenemos que
(1) = (-1 =1

lo que deja establecido la parte 5.

12



1.3. Dominios de Integridad y Cuerpos.

Definiciéon 1.7. Sea A un anillo conmutativo entonces si a # 0 € A se dice que

es un divisor de cero si existe b € A, b # 0, tal que ab = 0.

Definicion 1.8. Un anillo conmutative es un Dominio de integridad si no tiene

divisores de cero.

Ejemplo 1.7.

s Z y Q son Dominios de integridad.

s Zg no es un Dominio de Integridad ya que [2] £ 0 y [3] # 0 se tiene que

» A B no es un Dominio de Integridad ya que para a,b # Q tenemos

(a,0)(0,b) = (0,0)

Proposicién 1.1. A es un dominio de integridad, si y sélo si A es un anillo

conmutativo y dado a # 0 y ax = ay implica que x = y.

Demostracidon.
=)
Como az = ay entonces a(z ~y) =10
Por otro lado como A es un dominio de integridad, no tiene divisores de cero, y
como o # 0 entonces 2 —y =0
Por lo tanto
T=1.

<)

Sea a-b =0 con a # 0 luego tenemos que a-b = 0 = g -0 entonces & = 0, es decir,
no tiene divisores de cero.

Por lo tanto

13



A es un dominio de integridad.

Definicion 1.9, Un anillo conmutativo se dice que es un anillo con division, si
dado a s 0 entonces existe b 0 tal que a - b= 1.

Definicion 1.10. Un cuerpo es un anillo de division conmutativo con al menos
dos elementos distintos.

Ejemplo 1.8.

(i) Los nimeros racionales Q , los nimeros reales R, los nimeros complejos C ,

801 CUErpos

(©i) El conjunto de las matrices de orden 2 con coeficientes en Z3,

de la forma ’ y} €S un cuerpo.

Proposicién 1.2. El anillo de enteros mddulo p, Z, es un cuerpo si y sélo si, p

es un numero primo.

Demostracion.
=)
Supongamos que p no es un ndmero primo, entonces existen 0 < a,b < p tales que
p = ab.
Entonces
la] - [b} = [a- 8] = [p] = [0]
Como Z, es cuerpo, tenemos que [a] = [0] o [b] = [0]. Pero eso se cumple si pla o

plb lo que contradice la hipotesis.

14



<)

Probaremos que todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo.

En efecto

Consideremos [g] € Z, con 0 < g < p.

Por ser p primo, tenemos que p y g son primos entre s{ y por tanto, existen enteros
a,b € Z, tales que 1 = aq + bp, de donde

[1] = [allg] + [B]{p} = [allg] + [6}[0] = [allg].

Luego [g] tiene inverso en Z,. O

Proposicién 1.3. Todo cuerpo es un dominio de integridad.

Demostracidn.
Sea A un cuerpo y sean a,b € Atalque a #0y b#0.
Supongamos que ab = 0 entonces

1=(ab)a b '=0

lo cual es absurdo ya que todo cuerpo tiene al menos dos elementos distintos 1 3£ 0.
Entonces ab # 0, es decir,que A no tiene divisores de cero.
Por lo tanto

A es un dominio de integridad.

15



1.4. Ideales

Apartir de esta seccion trabajaremos con anillos conmutativos con unidad.

Definicién 1.11. Un subconjunto no vacio I de A se dice que es un ideal de A si:
(i) I es un subgrupo de A bajo la adicion.

(it) Paratodou € I'yr € A, ruestd en I.

Ejemplo 1.9. Veamos
(1) 0 y A son idedles iriviales de A.
(i) Los conjuntos nZ son ideales, para todo n € Z.

(%) Todos los conjuntos cuyos elementos son los multiplos de p(z) € Riz] son

ideales,

QObservacion 1.4.

Sea A un anillo, A es un cuerpo si y sdlo si los dnicos ideales son (0) y (1).

En efecto

=)

Sea I C A ideal donde I # (0), luego dado un b # 0 tal que b € I se tiene que
b-b"1 =1¢€ I entonces I = A.

)

Sea b # 0 entonces (b) = (1) = A entonces eziste c€ A tal queb-¢c = 1.

16



1.5. Homomorfismo de Anillos

Definicion 1.12. Una aplicacién ¢ : A — B donde A y B son anillos, se dira un

homomorfismo de anillos si
dla+b) = ola) + d(b) Va,be A

d(ab) = ¢(a)p(b) Va,be A

Lema 1.2.
St ¢: A~ B es homomorfismos de anillos, se verifica que:

(i) $(04) = 0p o simplemente ¢(0) =0
En efecto
¢’(OA) m (é(GA + OA) = Lf)(OA) + ‘ﬁ(OA) de donde d?(OA) = Op

(i) ¢(—a) = —¢(a)
En efecto
¢(a) + ¢(—a) = ¢(a + (—a)) = §(04) = 0 entonces ¢(—a) = —¢(a)

(i) d(a — b) = ¢(a) — 6(b)
En efecto
d(a) = ¢(a — b+ b) = ¢{a —b) + ¢(b) de donde (o — b) = ¢(a) — H(b)

Ejemplo 1.10. Veamos

u La funcion inclusion i : A — B definida como i(a) =a, Va€ Ay AC B es

un homomorfismo de anillos.

s La aplicacion ¢ : Z — Z, dado por ¢(a) = [a], es un homomorfismo de

anillos.
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Definicién 1.13. El nicleo de un homomorfismo de anillos ¢ : A — B es el

congunto
Ker(p) = {z € A/ ¢(z) = 0}

¢ la imagen de ¢ es el conjunto

Im(¢) = {§(z) / = € A}

Teorema 1.1. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Se cumplen:
(i) Ker(¢$) es un ideal del anillo A.
(%) Im(¢) es un subanillo del anillo B.

Demostracion.

(i) Sean a € Ker(¢p)ybe A |
d(ab) = ¢(a) - ¢(b) =0 ¢(b) = 0 de donde ab € Ker(d)

(ii) Sean ¢(a), ¢(b) € Im(¢) tal que a,b€ A
d(a) — ¢(b) = d(a — b) € Im(o) puesto quea —be A
dla) - $(b) = ¢(ab) € Im(¢) puesto que abe A

Definicién 1.14. Sea ¢: A — B es homomorfismos de anillos.
(i) ¢ es monomorfismo , si es homomorfismo inyectivo.
(%) ¢ es epimorfismo , si es homomorfismo suprayectivo.

(iii) ¢ es isomorfismo , si es homomorfismo biyectivo.
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Proposicién 1.4, Dado un homormorfismo de anillos ¢ : A - B, diremos que es
¢ inyectivo si y solo si Ker(¢) =0.

Demostracion.
=)
Sea a € Ker(¢) entonces ¢(a) = 0 = ¢{0) y como ¢ es inyectiva
entonces
a=0
<)

Sea ¢(a) = ¢(b) entonces 0 = ¢(a) — ¢(b) = @(a — b) es decir
‘e —~ b€ Ker(¢) = (0) entonces a — b =10
luego

a="b

Por lo tanto

¢ es inyectivo.

Lema 1.3.
Todo hemomorfismo no nulo que parte de un cuerpo es inyectivo.

Demostracion.
Sea A un cuerpo y dado un homomorfismo no nulo de anillos ¢: A —+ B.
Por el Teorema 1.1 tenemos que Ker{¢) es un ideal en A, y como ¢ es no nulo

tenemos que Ker(¢) # (1).
Por otro lado A es un cuerpo entonces los inicos ideales de A soun (0) y (1).

es decir

Ker(d) = (0)
Por lo tanto

¢ es inyectiva.

19



1.6. Cuerpo de Fracciones

A lo largo de esta seccion A denotara un dominio de integridad y A* = A\ {0}.

Dados (a, b}, (c,d) € A x A* definiremos (a,b) ~ (¢, d) si ad = be,

y como ~ es una relacion de equivalencia.

Escribiremos K = AxA .

e

Denotaremos a/b la clase de equivalencia del elemento (a,b) € A x A*.

Definiremos sobre K las operaciones
a/b+ e/d = (ad + bc)/ (bd)

(a/b)(c/d) = (ac)/(bd)

las cuales veremos que estdn bien definidas.
En efecto
Sean a/b=d'/b' y ¢/d = '/d' de donde tenemos que ab/ =a'by cd' = d

SUMA;
Debemos probar que
afb+c/d=d /b +/d

o lo que es equivalente a probar que
(ad + bc)/(bd) = (d'd + ¥ )/ (b'd)
veamos

(ad + be)b/d = adb'd + beb'd
= da'dbd + ¢'dbb’
= b(dd + V)

Por lo tanto la suma esté bien definida.
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PRODUCTO:
Debemos probar que

(a/b)(c/d) = (a'/V)(d'/d)

o lo que es equivalente a probar que

(ac)/(bd) = (a'c)/ (¥ d)
veamos
(ac)(¥'d) = ack/d
= a'bdd
= (d'c)(bd)
Por lo tanto el producto esta bien definido.

Definimos

0/1={(0,a)/a € A"}
1/1={(a,a)/a € A"}

como neutro aditivo y el neutro multiplicativo respectivamente.

Ademés tenemos que:
—(a/b) = {(~a,b)/a,b € A*} es la clase del inverso aditive de a/b.
(a/B)™Y = {(b,a)/a,b € A*} es la clase del inverso multiplicativo de a/b.

Veamos la ley distributiva

(a/b+c/d)(e/f) = ((ad+bc)/bd)(e/f)
= (ade + bee)/bdf

= (adef + beef)/bdf f
= ae/bf + ce/df
= (a/b)(e/f)+ (c/d)(e/)

Por lo tanto

K es el cuerpo de fracciones de A.
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Por otro lado la funcién
i : A - K
a — afl

es un monomorfismo, asf podemos identificar a A como subanilio de K.

El siguiente resultado nos dice que todo cuerpo que contenga a A como subani-
llo, debe contener al cuerpo de cocientes de A como subcuerpo.

Proposicién 1.5. Ses un A un Dominio de integridad y K su cuerpo de fraceio-
nes, sea L un cuerpo y f + A — L un monomorfismo, entonces existe un Hnico

homomorfisme h : K - L tal que es monomorfismo y hoi = f.

Demostracion.

Definamos A como
h . K - L

afb = fla)(f()
ya que b 5 0 entonces f(b) # 0 por tanto (f(b))"! € L.

Veamos que h esta bien definida
Sean a/b = c/d de donde tenemos que ad = be, luego

f@)f(d) = f(ad)
= f(be)

= f®)f(c)

eptonces
F@FE)™ = Fle(f(d)™

con lo cual ki es bien definido.
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Sean a/b, c/d € K, luego

h(a/b+c/d) = h((ad+ bc)/(bd))
= flad+be)(f(bd))™
= (f(@)f(@)+ fO) F(Nf@)(fd)™
= f@)(f®)™" + f)(f@)™
= h(a/b) + h(c/d)

h{(a/b)(c/d)) = h((ac)/(bd))
= f(ac)(£(bd))™
= flag)(f()7"(f(@)~
= f@f (@) (f(@)™
= fla)(f@) " f(f @)~
= h(a/b)h(c/d)

Con lo cual h es homomorfismo.
La inyectividad se deduce del Lema 1.3 ya que A es no nulo.
Por tanto h es monomorfismo,

También se cumple para todo a € A
(hoi)(a) = h(i(a))
= h(a/1)
= fla)(f(1))™
= fla@®)™
= f(a)

Asihoi= f.
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Por dltimo veamos la unicidad de h

Sea k' : K — L otro monomorfismo tal que &' o ¢ = f, entonces
q

W(afb) = R((a/1)(b/1)™)
= W(a/1)(K(b/1))™
= W(i(a)) (W' (b))
= fla)(f()~
= h{a/b). Va/b e K

Por lo tanto

existe un finico homomorfismo h tal que h es monomorfismoy hoi = f .
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Capitulo 2

Dominios de Ideales Principales y de

Factorizacion Unica

A partir de este capitulo A denotars un dominio de integridad y K su cuerpo
de fracciones.
Ademés dado cualquier subconjunto E de K, denotaremos E* = E \ {0}.

2.1. Asociados y Divisores

Definicion 2.1. Sean a,b € A. Diremos que a divide a b, si existe c € A tal que
b= ac y denotaremos alb.

En caso contrario diremos que a no divide a b y denotaremos a fb.

Definicién 2.2. Diremos que a y b son asociados, si existe ¢ € A unidad tal que

a = bc y denotaremos a ~ b.

Ejemplo 2.1. Seq a,b,c € A arbitrario.

1. Para todo o se cumple que al0 y 1la.
En efecto
Este resultado es evidente debido a que 0 =a0 y a=al.
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2. Si Ola entonces a = 0,
En efecto
Como Ola, eziste b€ A tal que o = 0b= 0.

8. Sia es unidad, entonces bla si y sélo si b es unidad.
En efecto
Como bla tenemos que eziste d € A tal que
a=bd siysdlosi 1= (a"b)d= (a" d)b siy sdlo si b es unidad.

4. Para todo a # 0, entonces ble si y sdlo si ablac.
En efecto
Como bjc tenemos que existe d € A tal gue
c=1bd siysdlo si ac=a(bd) = (ab)d si y sdlo si ablac.

Proposicion 2.1.
1. La relacion “es asociado a” es una relacién de equivalencia en A.
2. La relacidn “divide a” es refleziva y transitiva en A.

Demostracion.
Sean a,b,c € A.

1. Analicemos la relacion “es asociado a™

Reflexividad:

a ~ a, debido a que a = al.

Simetria:

Sia ~ b, existe u € A unidad tal que a = bu. Luego b= au™, y b ~ a.
Transitividad:

Sia~byb~c existen u,v € A unidades tal que a = bu,b = cv. Luego
a = c(vu) con vy unidad, y a ~ c.
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2. Analicemos la relacién “divide a™

Reflexividad:
ala debido a que a = al.

Transitividad:
Si alb y ble, existen u,v € A tal que b = qu, ¢ = bv. Luego ¢ = a{uv), y alc.

N

Proposicién 2.2. Dados a,b € A, se cumple:
1, alb si y solo si bA C a4,
2. a~Db sty solo si aA = bA.
Demostracion.

1. Como alb tenemos que existe ¢ € A tal que
b=uac siysblosi bcad siysblosi bA C aA.

2. =)
Como a ~ b tenemos que existe ¢ € A unidad tal que
b = ac o también a = be™!,
Luego alb y bla, y por el item anterior bA C aA y a4 C bA respectivamente.
Finalmente a A = bA
<)
Como aA = bA tenemos que ajb y bla.
Es decir, existen u,v € A tal que a = bu, b = av.
Si b =0, es inmediato que a = 0.
Si b 5 0, tenemos que b = b(uv), de donde se sigue que uv = 1, es decir,
u es unidad y por tanto a ~ b.
En cualquier caso a ~ b. J
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2.2. Elementos Primos e Irreducibles

Definicion 2.8. Sea p € A. Diremos que p, no nulo y no unidad, es elemento

irreducible siempre que p = ab con a,b € A, tenemos que a 0 b es unidad.

Definicion 2.4. Sea p € A, no nulo y no unidad. Diremos que p es elemento
primo si en el caso que plab con a,b € A, tenemos que pla o plb.

Proposicion 2.3. Todo elemento primo es irreducible.

Demostracion.

Dado un elemento primo p € A.

Sea ademés p = ab con a,b € A, donde ni ¢ ni b son 0, entonces alp o bjp.
Supongamos que a|p entonces pA C aA.

‘Por otro lado como p es primo y p = ab tenemos que pla o plb, tomando que pla

tenemos que aA C pA entonces
pA=aA

Lo que implica que p ~ a de donde p = au con ¢ unidad.

Luego au = ab v como A es un Dominio y a # 0 tenemos que u = b.
entonces b es unidad.

Por lo tanto

p es irreducible.

De manera anéloga tenemos p|b entonces ¢ serfa unidad.
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2.3. Maximo Comin Divisor

Definicion 2.5. Sean a,b,d € A. Diremos que d es un méximo comin divisor
(mcd) de a,b si:

(i) dla y dib
(i) Si cla y c|b entonces c|d.

Usaremos la notacion d =med(a, b) pare indicar que d es un mdzimo comin divisor

dea yb.

NOTA
Se dice que d es un méximo comun divisor de a y b ya que cualquier asociado de
un méximo comin divisor es un maximo comin divisor dicho resultado se probaré

en la Proposicién 2.4 .

Observacion 2.1.
Sean a,b € A. Entonces;
(i) & =med(a, 0).
En efecto
Es inmediato que ala y al0; si cla y c|0, entonces cla.
Por tanto

a =mecd(a, 0).

(it} i o es unidad y b arbitario no nulo, 1 =mcd(a, b).
En efecto
Sicla y c|b
Como cla existe x € A, tal que a = cx y ademds como a es unidad tenemos
que
= ¢(za™")

de donde ¢ es unidad entonces
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Por lo tanio

med(a, b) = 1

Proposicion 2.4. Sean a,b € A tal que eviste d =med(a, b). Entonces ¢ =mcd(a,b) -
{otro med) si y solo si ¢ y d son asociados.

Demostracidn,
=)
Como d =mcd(a, b) entonces dja y d|b y como cla y c|b tenemos que c|d
entonces dA C cA.
Por otro lado como ¢ =mcd(a, ) entonces cla y ¢|b y como dja ¥ d|b tenemos que
djc entonces cA C dA.
Lo que implica que
dA =cA

Por lo tanto
cr~d

«)

Como ¢ ~ d , existe 4 € A unidad tal que ¢ = ud, es decir, d|c y ademas
como d = v~ ¢ tenemos que c|d.

Luego dado que d =mcd(a,b) tenemos que dle y d|b y como c¢|d entonces

cla y ¢fb.

Luego sea e € A tal que efa y e|b, tendriamos que e|d y como d|c implica que
ele

Por lo tanto ¢ =mcd(a, b). O
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Ejemplo 2.2.
Sean a(z) = 48z° — 842° + 42z —~ 36 y b(z) = —4z® — 102% + 44z — 30
entonces
a(z) =62 - 3)(42? -z +2) y
b(z) = —2(2z - 3}(z ~ 1)(z +5)
Luego
» En Zlz], med(a(z),b(z)) = 4 — 6
g1 =4z ~ 6 y g2 = —4x + 6 son divisores comunes de a(x) y b(z)
pere g1/92 ¥ g2/ 1, €s decir son asociados.

« En Qlz], med(a(z),b(z)) =2~ 3/2
g =4z — 6 y go = 3 — 3/2 son divisores comunes de a(z) y b(z)
pero gi/gs Y g2/, es decir son asociados,

Definicién 2.8. Diremos que A es un dominio con mdzimo comin divisor (DMCD)

st todo par de elementos de A tienen mcd.

Ejemplo 2.3.
En el Dominio

ZV=5 = {a+b/~5,a,b € Z}

los elementos

9=3x3=(2+v=5)x(2~+/-5)

6+ 3V -5 =3 x (2+v—5)

tienen como tnicos divisores eomunes (salvo asociados) a

3y2++/—5

Es decir que estos elementos son nuestros candidatos a ser med.

Supongamos que el med(9,6 + 3v/—5) =2+ /-5
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Luego como 319 y 3|6 +3+/—5 entonces 3|2+ +/—5 es decir, existe a+b/—5 donde
a,b € Z tal que

3-(a+bv/-5)=2++v-5
de donde 3a =2 y 3b = 1 es imposible ya que a,b € Z
Ahora supongamos que el med(9,6 + 3+/~5) =3

Luego como 2+ +/—5|9 y 2+ +/—5|6 + 3v/—5 entonces 2+ /5|3 es decir,
eziste a + by/—5 donde a,b € Z tal que

2++v-5)-(a+bvV-5)=3
de donde 2a — 5b + (a + 2b}a/—5 = 3 es decir a 4 2b = 0 y 2a — 5b = 3 entonces

a=2/3 yb=—1/3lo cual es imposible ya que a,b € Z

Luego
Coma dos elementos en el Dominio Z{+/—5] hemos visto que no tiene mcd.

Por lo tanto
Z[v/-5] no es DMCD

Es decir que, dos elementos de A no tienen porque tener med, y si lo tuvieran no

tiene por que ser unico.

Proposicidn 2.5. 57 A es DMCD y a,b,c € A. Escribamos d =mcd(a, b).
Entonces:

1. mcd(ab, ac) = a-med(b, c).

2. 8id +# 0 entonces med(a/d, b/d) = 1

3. Si med(a,b) =med(a,c) = 1, entonces med{a, be) = 1.
Demostracion,

1. Sia =0, el resultado se sigue facilmente.
Si a # 0, sea x =mced(abd, ac).
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Como alab y alac, tenemos alz, luego existe y € A tal que z = ay.

Como zlab y z|ac, existe p,q € A tal que

ab = zp
= (ay)p
= a(yp)

De manera aniloga tenemos que

ac = xq
= (ay)g
= a(yq)

entonces b= yp v c= yg, es decir,
ylo y yle.

Sea z € A tal z|b y zlc, entonces az|ab y azlac, luego como z =med{ab, ac)

tenemos que az|z y como z = ay decimos que azlay es decir

zly.

Entonces y =med(b, ).
Luego

med(ab,ac) =
= ay
= q-med(b,c)

. Como d=mcd(a,b) y ademés d # 0 podemos afirmar que

d = mecd(a,b)

= med(d(a/d),d(b/d))
= d-med(a/d, b/d)

de donde med(a/d,b/d) = 1.
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3. Sea u € A tal que ula y ulbe, entonces ulac y ulbe, entonces ulmed(ac, be)

Por otro lado tenemos gque

med(ac,be) = c¢-med{a,b)
= ¢-1

= L

Entonces u|mecd(ac, be), es decir, ujec y como ula tenemos que ulmed(a, ¢)
pero med(a, ¢) = 1 entonces u{l implica que v es una unidad.
Por tanto

med(a,be) =1

Lema 2.1, Sip es un elemento irreducible de A, entonces p fa si y sdlo si
med(p,a) = 1.

Demeostracion.
=)
Sea u € A tal que ulp y ula entonces existe b, c € A tal que p = bu, a = cu.
Como p es irreducible, b 0 u es unidad.
Supongamos que b es unidad, entonces u = b~ 1p.
Luego
a=cu=(cb")p,

luego pla, y como p Ja tenemos una contradiccion.
Asf b no es unidad entonces u debe ser unidad, por tanto med(p,a) = 1.
<)
Supongamos p|a, entonces p|med(p, a) de donde tenemos que p|1, asf p es unidad,
lo cual es una contradiccién ya que p es irreducible.
Por tanto p fa. 0
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Proposicion 2.6. i A es un DMCD, todo elemento irreducible es primo.

Demostracion.
Sea p elemento irreducible de A.

Debemos probar gue p es primo, es decir
Si plab entonces pla o plb
lo que es equivalente a probar que
’ Sip fay p fbentonces p fab

Supongamos que p fa y p b, con a,b € A.
entonces
med(p, a) = med(p,b) = 1

Por la Proposicién 2.5 tenemos que
med(p, ab) = 1

y por el Lema 2.1
p fab

Por lo tanto

p es elemento primo de A.
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2.4. DIP y DFU

Definicién 2.7. Un ideal I de A se dice principal si tiene la forma aA con a € A.
Diremos que A es un dominio de ideales principales (DIP) si todo ideal de A es

principal.

Proposicién 2,7. §i A es DIP entonces es un DMCD. Ademds para a,b € A
ezisten a, B € A tal qgue med(a,b) = aa + Bb.

Demostracion.
Dado que A es un DIP tenemos que

aA +bA=cA

de donde aA,bA C cA, es decir
clay clb

Por otro lado, sea ula y u{b‘entonces tenemos que a4, bA C uA de donde
cA=aA+bACuA

Por tanto ulc.

En conclusion

¢ =mcd(a, b).
Por lo tanto
A es un DMCD.
Finalmente de
aA + bA = cA,

tenemos que existen a, 3 € A tal que

med(a,b) = aa + Gb
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Definicion 2.8. Diremos que A es un dominio de factorizacidn tdnica (DFU) si
todo elemento no unidad y no nulo de A se puede expresar de manera ¥nica como
producto finito de elementos irreducibles de A salvo asociados.

Lema 2.2. Sea A un DFU. Todo elemento irreducible es primo.

Demostracion.

Dado un p € A irreducible tal que plab donde a,b € A entonces existe ¢t € A tal
quea -b=p-t.

Como A es un DFU tenemos que

* »
» »
e

@

b=1bby-
tztl'tg'...‘f;n

entonces

al'ag'..,‘aﬁr'bl'bg'..,'bs-"—"ﬂp‘fl'tg'...'tn

Luego p es asociado a algtin a; o b;.
Supongamos que p ¥ a; son asociados entonces a; = u - p donde u es una unidad.
De donde pla; y como a;]a entonces

pla

Por lo tanto

p es primo.

Definicion 2.9. Diremos que A cumple la condicion de cadena ascendente (CCA)
para ideales pricipales, si pare toda sucesion estrictamente creciente (In)nez+ de

ideales principales existe k € Z tal que I, = I para todo n > k.
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Proposicién 2.8, A es un DFU si y sdlo si A es DMCD y cumple CCA para

ideales principales.

Demostracion.
=)
Sean a,b € A* no unidades.
Seaag=p;...p, ¥ b=gq;...q, escritos como producto de irreducibles de A.
Consideremos el conjunto D de los p; tales que existe un g; tal que p; ~ g;.
Primer Caso
SiD=§
Afirmamos que med(a,b) = 1, veamos
Sea u € A tal que ula y ulb y supongamos que u no es unidad.
Luego sea t € A tal que tju y t es irreducible, entonces tla y t}b y por lo tanto

t divide a algiin p; y algtin g¢;,
y como p;,q;,t son irreducibles, entonces tenemos que
t~piyt~g;
de donde sigue que p; ~ ¢; y de la definicién de D tenemos que p; € D,

lo cual es una contradiceion.

Por tanto
u es unidad y med(a,b) = 1.

Segundo Caso
SiD#D

Tomemos d = H P, Veamos
peD
Como d estd formado por algunos p;, donde p; y p; no son asociados para todo

i # j, entonces dla, y como los p; ~ ¢; para algunos g; tenemos que d|b.
Es decir

dla y djb
Sea e € A tal que ela y elb.
Denotaremos e = 1y ...r; como producto de irreducibles, donde t < 7.

Ahora r|a y r1|b, entonces r; divide a algunos p; y ¢;, y como 71, D;, ¢

son irreducible tenemos que
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ry~pi Y 71~ 4;.

Ahora ro... 7’1:‘101 ve o Pi1Dipl o Pr ¥ 2. Tthl voa 514541« Gy de donde

9 divide a algunos p, y ¢;, con pr # p; y @ # ¢5.
Ademaés como 7y, pr, ¢; son irreducible tenemos que

o ~Pr Y Te~qn

" Continuando asi, cada r; estd asociado a algln p; € D

Es decir
rn o~ h
o ~ D2
3 ~ pPs
o~ e
En conclusién
Pp-re .o Ty~p1-Deeoo Dy
y como
PP D PP Dy
Entonces
eld
Por tanto
d = mcd(a, b)

En consecuencia de la Proposicién 3.3 sabemos que todo cuerpo de fracciones de
un DFU posee al menos una norma y por la Proposicién 3.2 tenemos que si existe
una norma entonces se cumple la CCA para ideales principales.

Por lo tanto

A cumple la CCA para ideales Principales
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<)
Sea a € A* no unidad.
Probemos primero que o tiene al menos un factor irreducible.
En efecto
Si a es irreducible, hemos terminado.
Si @ no es irreducible, entonces a = a;b; con a1,b; € A no unidades.

Como a;la y no son asociados, tenemos
ad C alA.

Siguiendo este procedimiento y comenzando ahora por a;.
- Si a; es irreducible, hemos terminado.
Si a; no es irreducible, entonces a; = agbs con as, bz € A no unidades.

Como agle; vy na son asociados, tenemas
aA C a1 A C agA.

De manera ansloga obtenemos una cadena de ideales principales estrictamente
creciente
aACaACaAC...,

por la CCA, esta cadena termina en algin a,A y a, debe ser irreducible.
Asi a, es factor irreducible de a. ’

Ahora probemos que a es producto de irreducibles.

Si a es irreducible, hemos terminado.

Si @ no es irreducible, entonces decimos que a = py¢; con pi,¢; € A, donde py es
irreducible y ¢; no es unidad.

Como pyla pero no son asociados, tenemos

aA C ¢ A

Siguiendo con este procedimiento y comenzando ahora con ¢;

Si ¢; es irreducible, hemos terminado.

Si ¢; no es irreducible, entonces decimos que ¢; = pacy con py, cp € A, donde p; es
irreducible y ¢ no es unidad.

Como ppja pero no son asociados, tenemos

oA C A C A
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De manera analoga obtenemos una cadena de ideales principales estrictamente
creciente
aACgAceAC...,

Nuevamente por la CCA, esta cadena termina en algiin ¢.A4, con ¢, irreducible.

Luego,

a = Pt

= PPt

I

DiPz. . - Pr-1Cr—1
= mp2...Pr-1PrCp-

es producto de elementos irreducibles de A.

Ahora sea a = p;...p, = ¢; ... ¢, con p;, g; irreducibles.

Supongamos que s > 7.

Como A es DMCD, y por la proposicion 2.6 de la seccion anterior sabemos que;
todo elemento irreducible es primo, entonces p;, g; son elementos primos.
Inmediatemente tenemos que pyf(¢: ... q.), entonces py|g;, para algan j;.

Al intercambiar, si es necesario, el orden de las ¢;, podemos suponer que j; = 1.
Entonces ¢; = pyu; ¥y como p; es un irreducible, u; es unidad, de modo que p; y
¢ son asociados.

Tenemos asi
P2 Pr =PG4

entonces
P Dp =Ug2...qs

Al continuar este proceso, comenzando por py y asf sucesivamente, se obtiene

T =wjua. . UpGpy1 ... Gs

donde ug, ... u, son unidades.
Obtenemos asi que ¢, es unidad, lo cual es una contradiccion ya que
g, es irreducible.

Si suponemos que 7 > 8, mediante el mismo procedimiento anterior, trabajando
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con los g; esta vez, obtenemos que p, es unidad, lo cual tambien es una contradicon.
Por tanto

r=aSa.

Mediante el mismo procedimiento obtenemos que p; ~ ¢; (después de la reoorde-
nacion).
Por tanto A es un DFU. O

Corolario 2.1. Todo DIP es DFU.

Demostracion.

Sea A un DIP, entonces por la proposicion 2.7 de esta seccién sabemos que todo
DIP es un DMCD, es decir, A es DMCD.

Sea (I,);cz+ cadena ascendente de ideales prineipales de A.

Consideremos [ = U I;, es rutinario probar que I es ideal.
ieLt
Ademés como A es un DIP y todo ideal de A es un ideal principal, tenemos que

existe un a € A tal que J = aA.
Como a € [ existe r € Z* tal que a € I, entonces

GACLCI,CI=aAVvVn>r,
Por lo tanto, para todo n > r, tenemos que
IL.=1,

Asf el conjunto de ideales principales (todos los ideales) de A cumple CCA.
Aplicando la proposicipin anterior tenemos que

A es un DFU.
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Capitulo 3

Caracterizacién de los DIP y DFU

A través del tiempo uno de los principales objetivos de la Matemética ha sido
buscar varias formas de caracterizar un mismo objeto matemético, y por medio
de estas caracterizaciones optimizar su uso y/o entendimiento. Aplicaremos este
fructifero enfoque al estudio de los Dominios de Ideales Principales (DIP) y los
Dominios de Factorizacién Unica (DFU), los cuales seran caracterizados por medio

de nociones equivalentes a sus conocidas definiciones.

3.1. Norma en los DIP y DFU

En ésta secciéon daremos algunas nociones de normas y presentaremos una nor-
ma en especial que nos permita caracterizar los DIP y DFU, y para ello tendremos
que mostrar que dicha norma esta bien definida y algunos resultados previos que

son vitales para nuestra caracterizacion.

Definicién 3.1. La aplicacion N : K — Q es llamado norma sobre K si:
(i) Nz)y>0,Vz e K
(i) N(z) =0 siy solo si x =0

(iii) N(zy) = N(z)N(y), ¥r,y € K
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(iv) N(a) € Z,Va € A

(v) Para a € A, a es unidad de A si y sdlo si N{a) =1

Proposicion 3.1. Sea N una norma sobre K. Se cumple:
1. N(z/y) = N(z)/N(y) para cadu z,y € K*,
2. sia,be AyaA C bA entonces N(b) < N(a).
Demostracidn.
1. Tenemos que
N(z) = N((/v)y)
= N(z/y)N(y).

Entonces
N(z/y) = N(z)/N(y).

2. Como aA C bA tenemos que a € bA entonces existe ¢ € A* no unidad tal
que
a=be

ademés como ¢ no es nulo ni unidad, tenemos que N(¢) > 1.
Entonces

N{a) = N(B)N(c)
> N(b)-1
= N(b)

Por lo tanto
N(a) > N(b).
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Proposicion 3.2. i existe una norma N sobre K, entonces A cumple CCA para

ideales principales.

Demostracidn.
Sea (@, A)nez+ una familia creciente de ideales principales.

Es decir
GmACawACaAC...,
Luego por la Proposicién anterior, tenemos la siguiente sucesién
... < N(az) < N(az) € N(a1),

donde N(a) € Z* , para todo ¢ € A*.

Por otro lado, sabemos que todo conjunto no vacio de enteros positivos posee un
minimo.

Entonces existe k € Z" tal que N(ax) es el menor término de dicha sucesién, pero

como la sucesion es de infinitos términos tenemos que
N(a,) = N(ax) para todo n > k.

Supongamos que a;A C a, A, con n >k

entonces
N(an) < N(ak)

lo cual es imposible, dado que N(a,) = N{ay).

entonces
A = apA para todo n > k.
Por lo tanto

A cumple CCA para ideales principales.
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Proposicién 3.3. Sea A un DFU, para cade o € A* denotaremos w(a) el total de
factores irreducibles en su descomposicidn como producte de factores irreducibles.

Entonces:
1. Para a € A*, w(a) = 0 si y sdlo si a es unidad.
2. Para todo a,b € A*, w(ab) = w(a) + w(b).

Demostracion.

1. Para cada ¢ € A*, a es no unidad, si y s6lo si, existe un irreducible que divide

a a esto es, siy solo si, w(a) > 1.

2. Seana=p;-pz...pr Yb=¢q1-42...¢; con p;,q; irreducibles de A y
donde w(a) =7 y w(b) = s, entonces

ab=pi...prQ1-. G5
luego

wlab) = r+s
= w(a)+ w(b).

Proposicion 3.4. Todo cuerpo de fracciones de un DFU posee al menos una

norma.

Demostracion.

Sea A un DFU y K su cuerpo de fracciones.

Definiremos la aplicacion N : K — Q como sigue: dado un z € K.
Si z = 0, entonces N(z) = 0. ,

Si z # 0, entonces existen a,b € A* tal que z = a/b, donde

N(!Z‘) - Qw(a,)«w(b).
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N es bien definida:
Siz=a/b=2a'/V € K* con a,b,a/,b' € A*, entonces ab’ = a’b. De donde

w(ah’) = wla'b)
= wla) +w(t) = w(@)+ w(b)
= w(e) ~wb) = wa) - wd)
=3 Qw(a)ww(b) e Qw(a’)ww(b’)

N es una norma sobre K

1. Si z = 0 entonces N(0) = 0.
Siz=a/b+#0cona,be& A* entonces

N(z) = 2v@-»0) » g,
2. =)
Siz=a/b+#0con a,be A" entonces
N{z) = 2v@~»®

+)
N{0) =0.

3. Siz=00y=0 tenemos
N(z)-N(y) = N(zy) =0
Siz # 0,y 5# 0, existen a,b,c,d € A* tal que = = a/b, y = ¢/d, luego

N@Z)N(y) = qu(a)-w(b) guic)~w(d)
= gwatw(g-(wb)+w(d)
= 9gwlac)~w(bd)

= N(ab/cd)

= N({(a/c)(b/d))

= N(zy)
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4. Como a = a/1, entonces

N(CL) - 2w(a)-—w(1) - zw(a) cZ.

5. a es unidad si y sélo si w(a) = 0 si y sélo si N(a) = 29 = 1.

Por tanto N es una norma sobre K.
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3.2. Caracterizacion de los DIP

En esta seccion caracterizaremos los Dominios de Ideales Principales, a través
de condiciones necesarias y suficientes, con esto tendremos una herramienta que

nos permite verificar o descartar que un dominio es un DIP.

Teorema 3.1. Sea A un Dominio de Integridad y si ezxiste una norma N sobre K

tal que satisface la condicion:
Dado z € K\ A ezisten a, 5 € A tal que

0< N(az~pB) < 1.
Entonces A es DIP.

Demostracion.
Sea I ideal no nulo de A. Consideremos el conjunto

§ ={N(a), a € I'}.

Sea d € I* tal que N{d) = min S.
Ahora probaremos que dA = I

Como d € [ tenemos dA C I. Nos falta mostar que I C d4
Veamos dado un e € 1.
Supongamos que d “ no divide a” e, es decir, no existe ¢ € A tal que

e = de,

entonces

eld ¢ A.

Por hipétesis existe «, 3 € A tal que

0<N((5)a-8) <1,

luego

N((3)a-8)=N (ea 7 ﬁd) = N(ez‘?;(;)ﬂd) <%
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de donde
N(ea — pd) < N(d)

y como ex — Bd € I ya que e,d € I, contradice que
N(d) = min S.
Asi
dle

Ademés tenemos que e € dA para todo e € I, entonces
I=dA

Es decir, es un Dominio de Ideales Principales.

Por tanto

A es un DIP.

Es importante mencionar que en la demostracién de la condicién necesaria,
utilizamos la definicién de norma en un sentido general, es decir no requerimos de
una norma especifica, para que este teorema tenga validez,

Teorema 3.2. i A es un DIP y N : K — Q norma sobre K, entonces satisface
la condicion:
Dado © € K\ A ezisten o, 8 € A tal que

0< N(oz - B) <1

Demaostracion,
Como A es un DIP y por el Corolario 2.1 , tenemos que A es un DFU.
Dados a,b € A* tal que

Tz=ga/be K\A
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Luego de la Proposicion 2.7 sabemos que A es un DMCD, es decir, que todo par
de elementos de A tienen méximo comin divisor.

Entonces diremos que
d = med(a, b)

de donde
existen u, v € A* tal que a = du, b = dv,
Luego de la Proposicion 2.5 tenemos que
1 = mcd(a/d, b/d) = mcd(u, v),

ademés
z = afb=(du)/(dv) = u/v.

Supongamos que v fuese unidad de A, entonces tendriamos que
z=ufv=uv"! € A,

lo que contradice la hipGtesis.
Por lo tanto v € A* y como no es unidad, tenemos que dado una norma cualquiera

N(v) > 1.

Ademaés gracias a la Proposicion 2.7 sabemos que
Para u,v € A existen a, 8 € A tal que

med(u,v) = au+ (—-B)v

v como el med(u, v} = 1, tenemos que

au+ (-Bv=1
De donde
az—f = a(%)~5 = %;ﬁv = %%0,
entonces . N i
0<N(am—ﬁ):N(;):—-—@-=N(v) <1

Por lo tanto
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3.3. Caracterizacion de los DFU

En esta seccién presentaremos algunas definiciones y propiedades de gran im-

portancia en la caracterizacion de los Dominios de Factorizacién Unica.

Definicion 3.2. Ses R un anillo cualquiera, un conjunto no vacio M se dice que
es un R-mddulo (o un mddulo sobre R) si M es un grupo abeliano bajo la operacion
+, tal que para cada v € R y m € M egziste un elemento rm € M de tal modo

gue se verifica:
» r(a+b)=ra+rb
» 7(sa) = (rs)a
s (r+s)a=ra+sa

Para cualquier a,,'b eM y r,s€R.

Definicion 8.3. Un subgrupo aditivo A del R-mddulo M se llama submddulo de
M si siempre que r € R y a € A tenemos que ra € A.

Definicién 3.4. Sea [ un A-submdédulo no nulo de K , diremos que I es un ideal
fraccionario de A si existe d € A* tel que dI C A.

Ejemplo 3.1.

» Todo A-submddulo finitamente generado es un ideal fraccionario.
En Efecto
Sea I un A-submddulo finitamente generado, y sea

G O
b’ by,
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conjunto A-generador de I con a;,b; € A, donde b; # 0.
Tomemosd =by - ... - b, # 0.
Sea o € I entonces existen ay, ..., 0, € A tal que

=1
luego
n a;
da = d;ai (E‘)
- Sa(%)
=] bi
S Zﬁi{gz}l...bi-lbi-}-lh»bnai
gm=l
e A
luego dI C A.

Por lo tanto
I es un ideal fraccionario

x Todo ideal T (en el sentido usual) de A , es un A-submddulo debido a que
ACKyll=1CA.

De aqui en adelante los ideales fraccionarios serdn llamados simplemente ideales.

Definicion 3.5. Dados 1, J, [, A-submddulos no nulos de K y a € K definiremos:
}:Ia = Z o | G € I y ay # 0 solo para una cantidad finita de o's

1J = {Za,;bi Ja; € I,b; € I para todoi=1,2,...,n donde n € Z*}
al = {ab/be I}

(I: D) ={zeK/zJCI}
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Proposicion 3.5. Dados I, J, L A-submddulos no nulos de K y a € K*, entonces:

1. (I:J) es un A-submddulo de K,
2 LC({UI:J)siysdlosi LI CI
3 (I:)JCIrI
4. Sea I un ideal de A y J # 0 entonces (I : J) es un ideal de A
5 (I:ad)=a"'I
6. I:ad)=(a:J)=a"Y(I:J)
7. 8 I C J entonces (L:J) C(L: 1)
Demostracion.
1. Seaz,y€ (I : J) y a € A entonces x.J,yJ C I de donde
(z+oy)) =zJ+aly)) CT+al C I
2. Como LC(I:J)siysdlosize (I:J)paratodoxr € LsiysolosizJ C I
para todoz € Lsiysolosi LJCJ
3. Del item anterior, con L = (I : J)
4. Tomemos y € J* v como [ es un ideal fraccionario de A tenemos que dado
z € K* se tiene que xI C A. Entonces zy # 0 tal que
(z)(I:N)=z(I:J)yCaxl CICA
Por lo tanto (7 : J) es ideal A.
5. 2 € (I:ad) &> a(zd)=2(ad) C I <= zACa < z€a'l
6. Sea z € K*

Veamos que (I : ¢J) = (a7'1 : J)

ze€(:al) <> alz))=x(aJ) CI &= zJ Ca~ll < ze (0~ J).
Veamos que ([ :aJ) =a"'(I: J)

re(l:a]) <= alzd)=(az)J CI<= az e (I:J) <> zca™}(:J).
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7. ¢ € (L : J) entonces xJ C L entonces =] C zJ C L entonces 2 € (L : I)

Definicion 3.6, Sea A es un Dominio e I un ideal de A. Definimos lo clausura
divisorial de I como I = (A: (A:I)). Diremos que I es ideal divisorial si I #0 ,
I#Kyl=1I.

Proposicion 3.6. Sean I, .J ideales no nulos de A, entances :
1.I1¢T
2. 8iICJentonces I CJ
8 A=A
4. al = ol para todo a € K*
51=TI
Demostracidn.

1. & € I entonces zy € A para todo y € (A : I) entonces z(A : I} C A entonces
ze(A:(A:D)=1.

2. Tenemos que (A: J) C (A:I) luego
IT=A:(A:D)CA:(A:T)=J

3. Ya tenemos que A C A.
Sea x € A= (A:(A: A)) entonces zy € A para todo y € (4: A),
como la = a € A para todo o € A, esto es, a € (A : A), tomando y =1
tenemos que € A, entonces A C A.
Por lo tanto

N
i
"
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4. aT=(A:(A:al)) = (A:a YA 1)) = (@)Y (A: (A: ) =a

—————— s

5. Como (A:I)C (A: ), se sigue
T=(A:(A:(A:(A:D))=A:A:D)CA:Aa: )T

Ademsas T C T.
Por lo tanto

Pl
I
-
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Teorema 3.3. A es DFU si y s6lo si eriste una norma N sobre K que satisface

la siguiente condicion:
Dados a,b € A* tal que a fb y b fa,entonces eviste c € (aA + bA)* con

N(e) < min{N(a), N(b)}.

Demostracidn.,

=)

Como A es un DFU entonces por la Proposicién 2.8 tenemos que A es un DMCD,
de donde decimos que dados a,b € A* tenemos que

¢ =mcd(a, b).
Es decir,
existen u,v € A tal que a = cu, b = cv.

Si u fuese unidad.

Tendriamos que b = au~'v lo que contradice que a /b entonces u no es unidad.
De manera anéloga, v no es unidad.

Es decir que

ni ¢ ni v son unidades.
Por otro lado, como a,b no pueden ser nulos, entonces
tampoco u, v pueden ser nulos,

De donde u,v € A* y como son no unidades, tenemos que dada una norma cual-

quiera
Nu)>1ly Nwv)>1

Por lo tanto
N(a) = N(eu) = N(c)N(u) > N(c)
N(@®) = N(w) = N(N(x) > N(¢
Asi

N{c) < min{N(a), N(b)}.
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<)
Sean a,b € A%, luego
aA+bA C A=A,

asi el conjunto
§={N(@) /2 e @@+bd) }

es un subconjunto no vacio de Z*,

Ademas como sabemos que todo conjunto no vacio de enteros positivos posee un
minimo,

Podemos tomar un ¢ € M‘k tal que N{c) = min S.

Probaremos que aA + bA = cA.

Sea e € oA + bA.

Afirmaremos que e fe.

Pero si sucediera que ele, por la Proposicién 2.2 tendriamos que cA C eA y
por la Proposicién 3.1 concluimos que N(e) < N{c), lo cual es absurdo ya que
N(c) =min8.

Por lo tanto

e fe.
Supongamos que ¢ fe
Por hipétesis tenemos que existe f € (eA+ cA)* tal que
N(f) < min{N(e), N(c)} = N(c).

Como e,¢ € aA+ bA y como eA + cA C aA -+ bA tenemos que

eA+cACaA+bA

Luego

feeATcAC aA+bA=aA +bA,

lo que es nna contradiceién con N{c) = minS.
Por lo tanto

cle
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Es decir, para todo e € aA + bA tenemos que e € cA entonces aA + bA C cA
De donde tenemos que
aA + bA = cA.

Probemos ahora que ¢ ==mcd(a,b).
Como

aA CaA+bA CaA+bA=cA,
bACaA+bAC aA+bA=cA

se tiene que cla y clb.
Sea d € A tal que dla y d|b, luego aA, bA C dA, entonces

cA = aATbA CdA = dA = dA,

esto es djc
Asf
¢ =med(a, b).
Por tanto
A es un DMCD.

Como N es una norma sobre K, por la Proposicién 3.2 tenemos que A cumple
CCA para ideales principales.
Finalmente gracias a la Proposicién 2.8

A es un DFU.
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Capitulo 4
Aplicaciones

A modo de validar y mostrar la utilidad del presente trabajo las primeras

aplicaciones serdn dos resultados conocidos:
» Z es un Dominio de Factorizacién Unica.
s K|z], donde K es un cuerpo, es un Dominio de [deales Principales.

Muchas de estas caracterizaciones son utilizadas no solo para probar que un
Dominio es un Dominio de Ideales Principales o0 Dominio de Factorizacion Unica
sino para descartar que un Dominio no cumple dichas caracteristicas.

Por ello presentamos los casos siguientes;
u 7[+/10] no es un Dominio de Ideales Principales.
= Z[z] no es Dominio de Ideales Principales.

En esta dltima aplicacién haremos una comparaciéon entre el método usual y la

caracterizacién de los DIP.
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4.1. Zes DFU.

Como el cuerpo de fracciones de Z es Q.

Definimos la norma
N :Q — Q

z > |z

Como el valor absoluto usual. Sean a,b &€ Z* tal que & by b fo , es decir,
ni a ni b pueden ser unidades

Sea med(a,b) =k > 0
entonces existen «, 3 € Z tal que k = aa + 6b, de donde aZ + bZ = kZ, luego

asf tomamos k € kZ* = (aZ + bZ)*.
Por otro lado

a=aik v b="bk con a;,b; € Z

entonces a; no divide b -y by no divide a a1, (por la propiedad de ¢ y b).
Asi ay,b; no son unidades, tenemos que

N(al) >1 Yy N(b1) >1
Entonees

min{N(a), N(b)} = min{N(a:k), N(b;k)}
= min{N(a;)N{k), N(b:)N(k)}
= N(k)min{N(a1), N(b1)}
> N(k)

Por lo tanto

Z es un DFU.
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4.2. Kiz] es un DIP.

Consideremos la siguiente norma en K(z), el cuerpo de fracciones de K/z]:

N : K(z) — Q
f@) | ogradse)-gradg(e)
9(=)
/(=) ,
Sea 7@ un elemento cualquiera de K(z) \ Klz] con

f(@)=ag+ ..+ apa", an #0
g(z) =bo + ... + byz™ , by, F#£ 0

Por el teorema 3.3 queremos hallar a(z), B(z) en K[z] tal que

G<N(a(z)-%~«ﬁ(w}><1

Luego por el algoritmo de la divisién existen dnicos ¢(z),r(z) en K[z] tales que

f(z) = q(z) - 9(z) +r(z)

de donde
grad v(z) < grad g(z)

Tomando entonces
a(r) = 1y B(z) = q(z).

Asi
J@ ) = . 4@)g@) +r(z)
V(o) L8 - ) = W (ate) - LD )
— n(r)
= (g(fc)>
- Qgrad »(z)—grad g(z)
entonces

0< zgradr(m)-«grad g(z) <1
Por lo tanto

K|x] es DIP.
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4.3. Z[V10] no es un DIP.

Como el cuerpo de fracciones de Z[v/10] es Q(v/10).

Definimos la funcidn

N QW1 —  Q
s+t/10 —  [s% — 103

Veamos que N es una norma
En efecto.
Para todo z,y € Z[v/10] tenemos:

1. N(z)=|z| > 0
2. N(z)=0siysolosi|z|=0siystlosiz=0

3. N(zy) = |ay| = |z| |yl = N(z)N(y)

Supongamos que Z[v/10] es DIP.
Como v/10/2 no esta en Z[v/10], existen z + y/10 y 2z +w+/10 en Z{/10] tal que

0 < N ((VID/2)(@ +yVT0) - (2 +w¢iﬁ)) <1
0< NGy — 2+ (2/2 - w)v10) < 1
0 < |(5y — 2)* — 10(z/2 ~ w)?| < 1

luego
0 < |2(5y ~ 2)* — 5(z ~ 2w)?| < 2

entonces
2(5y — 2)* — Bz — 2w)? = 1.

Se sigue que

222 = +1 mod 5
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Vemos que si:

z = 0 mod5 entonces 2z? = 0 mod5 # +1 mod5,

z =1 mod5 entonces 22% = 2 mod5 # +1 mod5,

z = 2 mod5 entonces 22% = 8 mod5 = 3 mod5 # +1 mod5,
z = 3 mod5 entonces 22% = 18 mod5 = 3 mod5 # +1 mod5,
z = 4 mod5 entonces 2z? = 32 mod5 = 2 mod5 5 +1 mod5,

por tanto tal 2 no existe, y asi

Z|/10] no es un DIP.
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4.4. Z[z] no es DIP.

Método usual

Para esto consideremos el ideal

I={2p(z) + zq(z) : p(x).q(z) € Z[z]}

es el ideal de todos los polinomios que tienen término constante par.
Supongamos que [ es un ideal principal, digamos I =< a(z) >, para algin afz)
no nulo en Z{z].

Como 2 € I, existe A(z) en Z[z] tal que 2 = (z)a(r)

donde
0 = grad(z)
= grad(B(z)a(z))
= grad(B(z)) +grad(a(z))
>0 >0

Asi grad(a(z)) = 0 y por tanto «(z) es una constante, mas ain es par, luego
a(z) € I, entonces w(x) = 2k.
De otro lado, como z € I, existe v(z) en Z{z] tal que

z = y(z)alz)
= 7(z)(2k)

de donde por cuestiones de grado

y(@)=r+tz,t#0

x = (2k)(r + tx) = 2kr + (2kt)z

de donde 2kt = 1, es decir que, 2 pertenece a las unidades de Z[z], pero es conocido
que las unidades de Z[z] son {1, —1} entonces

2¢ {1,-1}
lo cual es absurdo. Por lo tanto

Z{z] no es DIP
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Zlx] no es DIP .

Usando la Caracterizacion

Consideremos la siguiente norma en Z(z), el cuerpo de fracciones de Z{z]:

N : Z(z) Q
z@l —_— zgmd F(z)~grad g(z)
9(z)

g ; en Z(z) \ Z[z] donde

flz)=ap+ ...+ aux™, an #0, a, € Z
glz) =byg+ ...+ bpz™, by #0, b, € Z

Supongamos que Z[z] es DIP.
Entonces, dado 5 € Z(z) \ Z[x}, existen az) y B(z) € Z[z] tal que

0< N(a(z)% — B@) < 1

a(z) — 20(z)
Nt 1
| 0 < N( 5 ) <
esto es,
0 < g9rad(a(a)~28(z))~grad(2) . 1
0 < 99radla(z)-28(x)) 1

pero como grad{a(z) — 28(z)) > 0 tenemos una contradiccion.
Por lo tanto

Z[z] no es DIP.
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Materiales y Métodos

= Con respecto a los materiales, se ha usado textos especializados del tema de
dominios de ideales principales y dominios de factorizacion Gnica, asi como
también textos de pregrado de teoria de mimeros y algebra abstracta. El
servicio de internet fue un importante apoyo en la bisqueda de material

bibliografico y papers.

s Para la digitacion se ha usado el sistema de composicién de textos LATEX
para Windows, que es un poderoso editor de textos mateméaticos de calidad,
cuyo uso es practicamente obligatorio en la eseritura de cualquier tesis, libro

o articulo matematico.

» La metodologia usada en este trabajo es de tipo inductivo-deductivo, tra-
tando de ser lo més exhanstivo posible en cada demostracion para el mejor
entendimiento de cada punto de la tesis.
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Resultados y Aportes

Los principales resultados de esta tesis son:

a Definir una norma adecuada en los Dominio de Ideales Principales y Dominio

de Factorizacién Unica y mostrar su existencia. (Ver Proposicion 3.4)

» Caracterizar mediante normas cualesquiera y condiciones necesarias y sufi-
cientes, los DFU y DIP. (Ver Teoremas 3.1 , 3.2 y 3.3)

Los aportes de tesis son:

» Proponer y demostrar una equivalencia a los DFU (Ver la Proposicion 2.8)

en un sentido diferente a las otras equivalencias existentes a los DFU veamos:

e (Kaplansky) Un dominio R es un DFU si y solo si todo ideal primo

principal contiene un elemento primo.

e (Nagata) Un dominio R es un DFU si y solo si R verifica la condicién de
cadena ascendente sobre sus ideales principales y la localizacién SR
es DFU, donde S es un conjunto multiplicativo generado por elementos

primos.

Como vemos todas estas equivalencias utilizan el concepto de ideal principal
y/o el concepto de elemento primo en R. Un aporte de este trabajo es que las
caracterizaciones establecidas son independientes de estos conceptos lo que
hace més viable probar si un dominio es o no es un DFU, ya que no tenemos
que saber de antemano cuales son los elementos primos de dicho dominio ni

sus ideales.

» Desarrollar con todo detalle ejemplos y contraejemplos que son de dificil
acceso en los libros estandar de pregrado.
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Discusiones

e Kl presente trabajo puede ser generalizado a Dominios de Krull, donde el
concepto de elemento primo es extendido al concepto de ideal primario y la
nocién de factorizacion en primos se extiende como descomposicion primaria.
En este caso una norma es definida sobre el conjunto de los ideales divisoriales
del dominio. Estos temas no son tocados en esta tesis pero pueden encontrarse
en el trabajo de Clifford S. Queen titulado FACTORIAL DOMAINS.

» Es sabido que toda norma induce una topologia, por tanto todo DFU y todo
DIP poseen una topologfa inducida por la norma existente por la Proposicién
3.4. El estudio de las propiedades topologicas de un DFU ¢ un DIP, segtin
esta topologia puede ser campo para futuros trabajos de investigaciéu.
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Conclusiones

a El estudio de los DFU, los DIP v estructuras més generales como Dominios
de Krull y Dominios de Dedekin siguen siendo un fructifero campo de inves~
tigacion dentro de la Teoria de Nimeros, disciplina llamada por Gauss "La
Reina de las Mateméaticas".

» Dar diversas caracterizaciones de un mismo objeto matematico no solo sirve
para identificar aquellas estructuras que verifican dichas caracterizaciones
sino que nos sirve, en la préctica, para descartar aquellas estructuras que no
cumplen con dicha caracteristicas (Ver las aplicaciones 4.3 y 4.4) siendo este
un argumento muy usado en matemética.

» Cada nueva caracterizacién de un objeto matematico nos permite conocer
mejor las propiedades intrinsecas del objeto en estudio, en este caso los DFU
y DIP, nos abren distintas lineas de investigacion con los diferentes enfoques

de un mismo tema.

= Una de mis principales motivaciones ha sido que esta tesis, sirva como ini-
ciativa para futuros estudios en el 4rea, para-los que tengan a bien leer este
trabajo, ya que lo que se ha mostrado es tan s6lo un paso del gran camino

que nos falta por recorrer en el estudio de la matemaética.
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