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RESUMEN 

SOLUCIÓN DE UN PROBLEMA DE DESIGUALDAD 
VARIACIONAL EN IRn USANDO EL MÉTODO DEL 
PUNTO PROXIMAL EXACTO CON DISTANCIA DE 

BREGMAN 

JEMY ALEX MANDUJANO VALLE 
Febrero-2013 

Asesor: Mg Edinson Raúl Montara Alegre 
Título Obtenido: Licenciado en Matemática 

esta Tesis se hará la extensión del siguiente problema 

min f(x) sujeto a i X E C 

Donde e e lR11 es cerrado y convexo, f una función convexa. Extendemos el 
problema anterior a operadores monótonos maximales el cual es llamado el problema 

de desigualdad variacional. 

El problema de desigualdad variacional consiste en encontrar z E e tal que exista 

u E T(z) satisfaciendo 

(u, X z) ~ o ; V X E e 
Donde T : JR11 

--t P(IR11
) es un operador punto-conjunto, es decir para cada valor 

del dominio le corresponde dos o más >ra.lores. 

Para resolver el problema de desigualdad variadonal utilizamos el algoritmo de punto 
proximal generalizado, definido de la siguiente manera. 

l. Inicialmente.- escogemos 

2. Iteración.- Para k= 1, 2, 3 ... 
Dado Xk E e0 escogemos el parámetro de regularización >.k E (O,:'\], y encon­

trar xk+l E eo tal que 

Bajo ciertas hipótesis este algoritmo genera una sucesión convergente el cual es la 

solución del problema de desigualdad variacionaL 

Palabras claves: Operadores Monótonos maximales, Distancia de Bregman, Método 
del Punto Proximal y el Problema de Desigualdad Variacional. 
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ABSTRACT 

SOLUTION OF A PROBLEM OF VARIATIONAL 
INEQUALITY IN JRn USING THE METHOD OF THE 

POINT PROXIMAL EXACT WITH DISTANCE OF 
BREGMAN 

JEMY ALEX MANDUJANO VALLE 

Febrero-2013 

Advisor: Mg Edinson Raúl Montoro Alegre 
Obtained Degree: Mathematician 

In this thesis we will extension the following problem 

min f(x) sujeto a; X E e 
Vvhere e e IRn is closed and convex and f is convex. We extend the previous 

problem to maximal monotone operators which is called the variational inequality 
problem. 

The variational inequality problem is to find z E e such that there exists u E T(z) 
satisfying 

(u, x- z) ~ 0; V X. E e 
\iVhere T : IRn -t P(IRn) is an operator point-set , ie for each domain value 

corresponds to two or more values. 

To solve the variational inequality problem we use the generalized proximal point 
algorithm, defined as follows. 

1. Initially.- Choose 

x0 E e0 e .\o E (0).] 

2. Iteration.- For k = 1, 2, 3 ... 

Given Xk E eo choose the regularization parameter >.k E (0, :X] and find Xk+l E 

eo such that 

Under certain assumptions this algorithm generates a convergent sequence which is 
the solution of variational inequality problem. 

Keywords: Maximal monotone opera.tors, Bregman distance, Proximal Point IVIethod 
and Variational Inequality Problem. 
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Introducción 

En la actualidad en ciencias e ingenierías existen problemas matemáticos que 

podemos expresarlo como un problema de desigualdad variacional. Cuya solución 

de dicho problema se obtiene mediante el algoritmo de punto proximal con distancia 

de Bregman 

Comenzaremos con una breve exposición de aquellos tópicos que serán esenciales 

para una buena comprensión de los problemas y algoritmos que serán tratados en 

este trabajo. 

Sea f : JR.n -t IR una función convexa y limitada inferiormente, el problema de 

optimización convexa es definido como: 

(PI) { minf(x) 
X E JR.n 

Ya que, si x* E lR. n es un minimizador de f, si solo si, O E 8 f ( x*) ( ver Teorema 

1.3.9) podemos escribir el problema (P1) utilizando el subdiferencial af de f 

(P
2

) { Encontrar x* E IR
11

) 

Tal que O E af(x*) 

Ahora cuando x está restringido a un conjunto convexo y cerrado e e JR.n obtenemos 

el problema de optimización convexa con restricción 

(Ps) { minf(x) 
xEe 

Ya que, si x* E e es un minimizador de f en e, si y solo si 3 w E f(x*) tal que 

(w, y x*) 2:: O ; V y E e ( ver Teorema 1.3.10) podemos escribir el problema (P3) 

utilizando el subdiferencial 8 f de f 

( p ) { Encontrar x* E e tal que para algún 
4 

wE8j(x*)se tiene {w,y-x*)2::0; \fyEe 

1 



Cuando f es una función convexa, tenemos que a f : JRn --> P(JRn) es un operador 

monótono maximal ( ver Teorema 2.1.4 ). Obtenemos así, las extensiones natu­

rales de los problemas (P2) y (P4 ), generalizando el operador a f por cualquier otro 
operador monótono maximal T: JRn--> P(JRn) de la siguiente manera 

{ 
Encontra?' x* E JRn) 

(P5
) Tal que O E T(x*) 

y 

(P,) { Encontrar x* E e tal que para algún 
6 

w E T(x*) se tiene (w, y- x*) 2:: O; \f y E e 
Respectivamente. 

De esta forma, el problema (P5) asocia a. un operador monótono maximal, es el 
problema de encontrar ceros de T. El problema P6 , es llamado el problema de de­
sigualdad variacional para operadores T en el conjunto e, el cual será denotado por 

PDV(T,e) 

Para resolver el problema (P2) o más general el problema (P5) se utiliza el método 

de punto proximal para operadores monótonos. 

Para resolver el problema (P3) se utiliza el método de punto proximal con distancia 
de Bregman 

Para resolver el problema (P4) o más general P6 se utiliza el método de punto 
proximal con distancia de Bregman para el problema de desigualdad variacional. 

Nuestra atención estará centrada en resolver el problema (P6 ) ya que es una gener­
alización de los demás problemas. 

Cabe mencionar que el objetivo principal de la Tesis es obtener la solución del 

P DV(T, C) en JRn mediante el método de punto proximal exacto con distancia de 
Bregman 

La Tesis consta de dos partes, la primera parte está constituido por el Capítulo 
1, Capítulo 2 y el Capítulo 3 en estos Capítulos damos Definiciones, Proposiciones, 

Teorema, Lemas, Corolario y Ejemplos de Análisis en JRn, Operadores Monótonos 
y Distancia de Bregman 

La segunda parte está constituido por el Capítulo 4 aquí estudiaremos la solución 
del problema (P6) basándonos en los Capítulos anteriores. 
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El trabajo está constituido de la siguiente manera: 

En el Capítulo 1, presentaremos las herramientas necesarias para el desarrollo del 

trabajo y algunos conceptos básicos de análisis en IRn, optimización en IRn, conjun­

tos convexos, funciones convexas y funciones conjugada de una función convexa. 

En el capítulo 2, estudiaremos definiciones y resultados de: operadores monótonos, 
operadores monótonos maximales, operadores paramonótonos y operadores pseu­
domonótonos. Obteniendo que la subdiferencial 8 f de f es un operador monótono 
maximal, paramonótono y pseudomonótono 

En el Capítulo 3, estudiaremos las definiciones y resultados de: distancia, cua­
sidistancia, función de Bregman y distanda de Bregman. 

En el Capítulo 4, presentaremos nuestro principal aporte siendo este la parte central 

de la Tesis. Este Capítulo se divide en 3 secciones. En la. primera sección daremos la · 
definición del problema de desigualdad variacional, en la segunda sección veremos el 

método de punto proximal exacto para el P DV(T, G) en lRn y en la tercera sección 
veremos que la sucesión generada por el método de punto proximal exacto converge 

a la solución del P DV (V, G) en IRn. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

En esta sección presentaremos la simbología en utilización y daremos un resumen de 

resultados básicos de análisis real, nociones de convexidad y condiciones necesarias 

de la convergencia de una sucesión, para obtener la solución del problema 

1.1 Símbolos y Notaciones 

A lo largo de esta sección adoptaremos las siguientes terminologías: 

IR+ {X E IR : X ~ O} 

= {x E IR: x >O} 

IRn {x = (x1,x2, ... ,xn): Xi E IR, Vi= 1, ... ,n}: espacio euclidiano 

n-dimensional. 

(x, z): producto interno (euclidiano) entre x E IRn y z E IRn. 

llxll: norma euclidiana de x E IRn. 

C0 : interior del conjunto c. 

C: cerradura del conjunto C. 

C': conjunto de puntos de acumulación de C. 
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8j(x): subdiferencial de una función convexa en un punto x. 

L¡(o:.): conjunto de nivel de f. 

epi(!): epígrafo de una función f. 

'i7 h( x): gradiente de una función en el punto x. 

f': derivada de la función f. 

PDV(T,C): Problema de Desigualdad Variacional 

SOL: Conjunto de soluciones del PDV 

lim inf : Límite inferior 

lim sup : Límite superior 

P(lRn): Conjunto de de 1Rn 

1.2 Resultados de Análisis 

Definición 1.2.1 Definimos. La bola abier-ta B(a,r) = {x E 1Rn: lx 
bola cerrada B[a, r] = { x E lRn : lx- al :S: r} y la esfera S[a, r] 
!x-al = r} donde a es el centro y r>O el radio. 

Teorema 1.2.1 Toda bola Be JRn es conve.1:o 

Demostración. Ver [8], página 12. 

aj <r}, la 
{x E 1Rn : 

• 
Definición 1.2.2 Se dice que un subconjunto X e 1Rn es acotado cuando existe un 

número real e> O tal que ]xl <e pam todo x E X. Esto equivale a decir que X está 
contenido en la bola cerrada de centro en el origen y radio c. 

Teorema 1.2.2 Un conjunto X. e IRn es acotado, si y solo si, está contenido en 
alguna bola (cuyo centro no está necesar-iamente en el origen) 

5 



Demostración. Ver [8], página 13. • 
Definición 1.2.3 Una sucesión en IRn es una función x : lN -t IRn .Escribimos 

{ x, .. . , xk, ... } o { xk}kElN, o simplemente { xk}, para indicar la sucesión x 

Definición 1.2.4 Una subsucesión es la restricción de la sucesión { xk} e IRn a un 

subconjunto infinito Ir\'"' = {k1 <k2< ... <ki<· .. } e JN. La subsucesión es indicada 

por la notación {xk}kEJN• o {xkJiEJN, o simplemente {xkJ 

Definición 1.2.5 Una sucesión {xk} e IRnes acotado cuando existe un c>O tal que 

!xk! ~ e Y k E lN 

Proposición 1.2.1 Una sucesión { xk} e IRn está acotado, si y solo sí, r.i(xk) está 

acotado para todo i = 1, 2 ... , n 

Demostración. Ver [8], página 13. • 
Definición 1.2.6 Diremos que a es el lírnite de la sucesión de puntos { xk} e IRn 

cuando; para todo E>O dado, es posible obtener un k0 E lN tal que lxk al <E siem­

pre que k>k0 . 

En el lenguaje simbólico: 

lim xk = a-<=? Y E > O : 3 k0 E TN /k>ko :::::¡,. lxk - al <E 
k-+oo 

Teorema 1.2.3 Dado { xk} e IRn, son equivalentes: 

1. lim xk a 
k-+oo 

2. lim 1ri(xk) 1ri(a), Y i 1, 2, ... , n 
k-+oo 

Demostración. Ver [8], página 15. • 
Proposición 1.2.2 Dado {X¡,:} e IRn. Si xk = a-<=? lim llxk a!l = O 

k-+oo 

Demostración. 

Si lim Xk = a, entonces Xk - a = O, por lo tanto lim llxk al! = O 
k-+oo k-+oo 

Si lim [[xk - a[i O, entonces lim Xk - a = O, por lo tanto lim Xk a • 
k-.oo k-+oo k-+oo 
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Teorema 1.2.4 (Unicidad del Límite) .Dado {X k} e 1Rn 1 si lim X k = a y lim X k 
k-<oo k-'-oo 

b, entonces a= b 

Demostración. Ver [7], página 86 y Teorema 1.2.3. • 
Teorema 1.2.5 Toda sucesión {xk} e IRn converyente está acotada 

Demostración. Ver [7], página 87 y Teorema 1.2.3. • 
El recíproco es falso: Si a # b, la sucesión {a, b, a, b, ... } es divergente y limitada 

Teorema 1.2.6 Si lim xk a, entonces toda subsucesión de { xk} converge hacía 
k->oo 

a 

Demostración. Ver [7], página 86 y Teorema 1.2.3. • 
Corolario 1.2.1 Dadas las sucesiones convergentes de puntos Xk, Yk E 1Rn y ak E 

IR, si Xk = a, lim Yk b y lim ak = a .Entonces: 
k->oo k->oo 

1. lim (xk + Yk) =a+ b; 
k->oo 

2. lim ak.Xk = a.a ; 
k_,.oo 

4· lim lxkl =la!. 
k->oo 

Demostración. Ver [8], página 15. • 
Teorema 1.2. 7 Toda sucesión limitada en IRn posee una subsucesión convergente 

Demostración. Ver [8], página 16. 

Teorema 1.2.8 Sean Xk e Yk suceswnes en IRn. Si lim Xk = e donde e 
k_,.oo 

• 

(0, ... , O) y {yk} es una sucesión a.cotada, entonces lim (xk, Yk) = O ( aunque no 
k->oo 

exista lim Yk) 
k->oo 

Demostración. Ver [7], página 91, Teorema 1.2.3 y Proposición 1.2.1. • 

Teorema 1.2.9 Toda sucesión {xk} monótona y acotada es convergente 
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Demostración. Ver [7], página 88 y Teorema 1.2.3 • 

Teorema 1.2.10 Si una sucesión monótona {xk} posee una subsucesión conver­

gente, entonces { xk} es convergente. 

Demostración. Ver [7], página 88 y Teorema 1.2.3. • 
Definición 1.2. 7 Una sucesión {X k} en IRn se dice que es de Cauchy cuando para 

todo €>0 existe k0 E lN tal que k, r>ko entonces \xk Xr\ <t: 

Teorema 1.2.11 Una sucesión {x~;;} en IRn es de Cau.chy, si y solo si, es conver­

gente 

Demostración. Ver [8], página 17. • 
Definición 1.2.8 Sea X e IRn. Un punto a E IRn es llamado punto de acumu­

lación del conjunto X cuando toda bola de . centro a contiene algún punto de X, 

diferente del punto a. Nosotros tenemos, \ic>O, :3 x E X / 0< lx a\ <E 

Observación 1.2.1 Si a E IR"' no es punto de acumulación lo llamamos punto 

aislado 

Teorema 1.2.12 Dado X e IRn y a E IRn, las siguientes afirmaciones son equiva­

lentes 

1. a es punto de acum'ulación de X. 

2. Existe una sucesión de puntos x~;; E X, con lim X k = a y X k f a para todo 
k-too 

k E lN 

3. Toda bola de centro a contiene una infinidad de puntos de X 

Demostración. Ver [8], página 20. • 
Corolario 1.2.2 Si X' f 0 entonces X es infinito 

Demostración. Ver [8], página 20. • 
Teorema 1.2.13 Si X e IR11 es infinito y acotado entonces X' f 0 
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Demostración. Ver [8], página 20. • 
Teorema 1.2.14 Toda sucesión acotada admite al menos un punto de acumulación 

Demostración. 
Por ser {xn} acotada 

Existe una subsucesión { Xnk} e { Xn} convergente· 

lim Xnk =a 
k_. oc 

\1 t >0; :J Xnk E { Xn} /0< !xnk - aj <t: 
Por lo tanto 

a es punto de acumulación de { Xn} 

Teorema 1.2.15 Sea X e JRn un conjunto cerrado, entonces X' e X 

• 

Demostración. Sea a E X' entonces existe {xk} e X tal que lim Xk =a como 
·.. k->oo 

X es cerrado se tiene que a E X. • 

Definición 1.2.9 Sea f : X -+ lR una aplicación definida en el conjunto X e JRn 

es continua en a E X, si y solo si, 

\1 E> O : :lp>O: l!x al! <p:::} !f(x)- f(a)i <t: 

Observación 1.2.2 Si a es un punto aislado entonces f es continua en a E X e 
JRn 

Definición 1.2.10 Una función f : X e JRn -+ lR es continua en X, si y solo si, 

f es continua en a, para todo a E X. 

Teorema 1.2.16 Una aplicación f : X e JRn -+ lR es continua en X, si y solo si, 

para toda sucesión de puntos Xk E X con lim Xk a, entonces lim f(xk) = f(a). 
k_.oo k_.oo 

1.3 Elementos de Análisis Convexo 

En esta sección, presentamos algunas definiciones y resultados de análisis convexo. 
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1.3.1 Minimización de funciones 

Definición 1.3.1 Sea un conjunto e e IRn y f : e -+ IR una función. Un problema 

de optimización es un problema de la forma. 

min f(x) s.a X E e (1.1) 

Cuando e = IRn, diremos que el problema de optimización es irrestricto, y cuando 

e /= IRn diremos que el problema de optimización es con restricción. 

Definición 1.3.2 Diremos que x E D es 

1. Un minimizador global del problema ( 1.1) s·i 

f(x) ~ f(x) , V x E D (1.2) 

2. Un minimizador local del problema (1.1) si existe t:>O tal que 

J(x) ~ J(x) , v x E en B[x, e:] (1.3) 

Si para todo x /= x la desigualdad (1.2) y (1.3) es estricta, x es llamado 

minímizador estricta (global o local, respectivamente) 

Observación 1.3.1 Todo problema de maximización puede ser transformado en 

uno de minimización, es por ello que considerarnos solo p1·oblernas de minimización 

1.3.2 Existencia de Soluciones 

Definición 1.3:3 Dada una .función .f : e e IRn -+ IR¡ .fes sernícontinua inferior 

en X E e, si para toda sucesión {X k} de e converge en x se tiene que: 

Donde 

lim inf f(xk) ~ f(x) 
k_.+oo 

sup inf f(xk) 
nElN k?_n 

Si .f es semicontinua inferior para todo X E e 1 entonces decimos que f es semícon­

tinua inferior en e o 

Teorema 1.3.1 Dada una función f: e e IRn-+ IR. Si f es sernicontinua inferior 

en ttn conj'u.nto no vacío y compacto e entonces existe un punto de mínimo global 

10 



Demostración. Ver [9], página 34 . • 
Corolario 1.3.1 ( Teorema de Weierstras) sea Ce lRn u.n conjunto compacto no 

vacío y f : e -t lR u.na fu.nción continua en e entonces existe u,n ptmto de mínimo 

global de f en e 

Demostración. Ver [12], página 7, Teorema 1.2.1. • 
Definición 1.3.4 El conjunto de nivel de la función f : C e lRn -t lR asociado a 

a E lR, es el conjunto dado por: 

L¡(a) {x E C/ f(x) s; a} 

Corolario 1.3.2 Dada una función f : C e lRn -t JR. Si L¡(a) es no vacío y 

compacto para algún a E lR y f es semicontinua inferior en L ¡ (a), entonces existe 

u.n punto de mínimo global de f en C. 

Demostración. Ver [9], página 35. • 
Corolario 1.3.3 Dada una .función f : C e lRn -t JR. Si C es cerrado y L¡(a) 
es no vacío y limitado para algún a E lR y f es semicontinua inferior en L¡(a), 
entonces existe un punto de mínimo global de f en e 

Demostración. Ver [9], página 36. • 
Definición 1.3.5 Decimos qu.e una sucesión { xk} en C es crítica (en relación al 

conjunto e ) si: 

lim llxkll = +oo o lim Xk x E C\C 
k--++oo k--.+oo 

Definición 1.3.6 La función f : C e lRn -t lR es llamada coerciva en C si para 

toda sucesión crítica { xk} se tiene 

lim sup f(xk) = +oo 
k--.+oo 

Donde 

lim sup f(xk) 
k-++oo 

inf sup f(xk) 
nElN k?.n . 

Corolario 1.3.4 Da.da u.na función f : C e lRn JR. Si j es coerciva y semi­

continua inferior en u.n conjunto no vacío C, entonces existe un punto de mínimo 

global de f en e 

Demostración. Ver [9}, página 37. • 
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1.3.3 Conjuntos Convexos 

Definición 1.3. 7 Un conjunto C e IRn es convexo, si para todo par de puntos x e 

y en e se tiene 

ax + (1- a)y E C,\f a E [0, 1] 

Teorema 1.3.2 Sea Ce IRn un con.junto convexo entonces se satisface las siguiente 

condiciones 

i} rC es un conjunto convexo \fa E IR 

ii} v + C = { x v +e/ e E C} es un conjunto convexo para v E IRn un vector fijo 

iii} Si C1 , C2 son conjuntos convexos entonces 

Es un conjunto convexo. 

Demostración. Ver [5], página 11 . • 
Lema 1.3.1 Sea {Ca} una colección de conjunto§ convexos tal que 

Es no vacío1 entonces C es convexo 

Demostración. Ver [1], página 36. • 
Proposición 1.3.1 Sea C e IRn un conjunto convexo. Entonces, el C y ínt C son 

conjuntos convexos 

Demostración. Ver [12], página 73. • 
1.3.4 Funciones Convexas 

Definición 1.3.8 Sea C e IRn un conjunto convexo. Una función f : C ~ IR es 

llamada convexa en C cuando para cualquier x E C; y E Ce a E [0, 1], entonces 

f(ax + (1- a)y) ~ cxf(x) + (1 a)f(y) 

La función f es llamada estrictamente convexa cuando la desigualdad anterior es 

estricta para todo x =/=y e a E (0, 1) 

12 



Ejemplo 1.3.1 Demostrar que g(z) =(u) x- z) es una función convexa 

Prueba Sean z1 , z2 E ffin y a E [0, 1] 

g(az1 + (1- a)z2) = (u, x- (az1 + (1 

g(az1 + (1- a)z2 ) = (u, x- az1 - (1 

g(az1 + (1 a)z2) (u, ax- ax + x- az1 

a )z2)) 

a)z2) 

(1- a)z2) 

g(az1 + (1- a)z2) (u, ax- az1) +(u, -ax + x- (1- a)z2) 

g(az1 + (1- a)z2) a (u, x- z1 ) +(u, (1 a)x (1 a)z2) 

a(u,x z1)+(1-a:)(u,x-z2) 

g(az1 + (1 a)z2) = ag(z1) + (1 o:)g(z2) 

Teorema 1.3.3 Sea f : JRn ----. ffi una función convexa y g : ffin ----. lR otra función 

convexa, entonces f + g es una función convexa 

Demostración. Sean 

x, y E dom(f + g) y o; ¡;: [0, 1] 

Entonces 

x, y E dom(f) e x, y E dom(g) 

Como f y g son funciones convexas 

f(ax + (1 a)y) :::; af(x) + (1- a)f(y) 

g(ax + (1 a)y):::; ag(x) + (1 a)g(y) 

Sumando estas dos desigualdades 

(f + g)(ax + (1 a)y):::; a(f + g)(x) + (1 a)(f + g)(y) . 
• 

Proposición 1.3.2 Sea f : e e ffin ----. ffi una función convexa y g : e e JRn ----. ffi 

una función estrictamente conexa: entonces f + g es una función estrictamente 

convexa. 
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Demostración. Sean 

x,y E dom(f+g) y a E (0,1) 

Entonces 

x, y E dom(f) e x, y E dom(g) 

Como f es convexo y g es estrictamente convexa 

f(ax + (1- a)y) :S; af(x) + (1- a)f(y) 

g(ax + (1- a)y)<ag(x) + (1- a)g(y) 

Sumando estas dos desigualdades 

(f + g)(ax + (1 a)y)<a(f + g)(x) + (1- o:)(f + g)(y) 

Definición 1.3.9 El epigrafo de una función f : C e IRn-+ IR es el conjunto 

E¡= {(x,c) E C x IR/f(x) :S; e} 

• 

Proposición 1.3.3 Sea C e IR un conj1tnto convexo. Una fv,nción f : C -+ IR es 

convexa en C, si y solo si, el epígrafo de f es un conjunto convexo en IR'~~ x IR 

Demostración. Ver [12], página 67. • 
Proposición 1.3.4 Sea C e IRn un conj1mto convexo y f : C e IR'~~ -+ IR una 

función convexa en C. Entonces el conjunto de nivel L¡(a) es convexo, para todo 

a E IR 

Demostración. Ver [12], página 133. • 
Proposición 1.3.5 Sea f : IR'~~ -+ IR una función convexa. Supongamos que existe 

fJ E IR tal que el conjunto de nivel L¡((J) es no vacío y limitado. Entonces L¡(a) es 

limitado para todo a E lll 

Demostración. Ver [12], página 140. • 
Teorema 1.3.4 (Teorema de minimización convexa) 

Sea C e IRn un conjunto convexo e f una función convexa en C. Entonces todo 

minimizador local del problema (1.1) es minimizador global. Además, el conjunto de 

minimizadores es convexo. 

Si f es estrictamente convexo, no puede haber más de un minimizador. 
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Demostración. Ver [12], página 69. • 
Teorema 1.3.5 ( Continuidad de funciones convexas) 

Sea Ce 1Rn un conjunto convexo y abierto; f: C 1R una función convexa en C. 
Entonces, f es localmente Lipschitz- continua en C. En particular, f es continua 

en C. 

Demostración. Ver [12], página 136 . • 
Teorema 1.3.6 (Caracterización de funciones convexas diferencíables) 
Sea e e JRn un conjunto convexo abier·to y f : e --t ffi una función diferenciables 

en C. 

Entonces las siguientes propiedades son equivalentes. 

a) La función f es convexa en C 

b) f(y) ?::: f(x) + (v f(x), y- x) \1 x, y E C 

e) {v f(y) v f(x), y x) ?::: O; \1 x, y E C 

Cuando f es dos veces diferenciable en G las propiedades anteriores también 

son equivalentes a 

d) U" (x) d, d) ?::: o; \1 X E e, \1 d E lRn 

Demostración. Ver [12], página 146 . • 

Corolario 1.3.5 Sea C e 1Rn un conjunto convexo abierto y f C --t 1R una 

función diferenciables en e. 
Entonces las siguientes propiedades son equivalentes. 

a) La función f es estrictamente convexa en C 

b) f(y)>f(x) + (vf(x),y x) ; \1 x,y E C tal que X=/:- y 

e) (v f (y) - V f (X), y - X) > Ü ; \1 X, y E 0 tal que X =/:- y 

Cuando f es dos veces diferenciable en C las propiedades anteriores también 

son equivalentes a 

d) (j"(x) d,d) >0; \1 x E C, \1 d E lRn- {0} 
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Demostración. Ver [12], página 150, Ejercicio 3.4.19 . • 
Corolario 1.3.6 Sea .f : m,n ___. ffi una .función convexa y di.ferenciable en x*. Si 

v .f(x*) =O, entonces x* es un mínimo global de .f en m,n 

Demostración. 

Como .f es convexa y diferenciable en x* por el Teorema 1.3.6 se tiene 

.f(y) ;::: .f(x*) + (v .f(x*), y- x*) ; v y E m,n 

Por hipótesis V f(x*) =O, entonces 

.f(y) ;::: .f(x*) ; V y E ffi11 

• 
Teorema 1.3. 7 Sea .f : m,n ___. ffi una función convexa. Para todo x E ffi11

, existe 
sE m,n tal que f(y);::: .f(x) + (s,y x) ;vy E ffi11 

Demostración. Ver [23], página 86. • 
Definición 1.3.10 Sea f : ffi11 

___. ffi una función. El vector s E m,n es el subgradi­
ente de .f en el punto x E ffi11 si 

.f(y);:::f(x)+{s,y x); vyEffi11 

El conjunto de todos los subgradíentes de .f en x, denotado por 8.f(x), es llamado el 
subdiferencial de f en x, esto es:· 

Ejemplo 1.3.2 Sea .f(x) Jxl , v x E ffi11
• Encontrar el subdíferencial de .f 

solución 
Como f es convexa 

8f(x) {sE ffi; s(y x)::; f(y)- f(x), v y E ffi} 

8f(x) ={sE ffi; s(y x)::; jyJ-IxJ, vy E ffi} 
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i} Si X> o 

Tornarnos para y = O 

Tornarnos para y = 2x 

Por lo tanto 

ii} Si x<O 

Tornarnos para y = O 

Tornarnos para y = 2x 

Por lo tanto 

iii} Si X= o 

Tornarnos para y ~ O 

Tornarnos para y<O 

s(y- x)::; IYI- x; V y E ffin 

s(O- x)::; IDI x 

s( -x) ::; -x 

s;?.l 

S ( 2X - X) ::; 2X - X 

SX ::; X 

s:=;l 

s=1 

s(y - x) ::; IYI + x ; V y E ffi 

s(D-x)$IDI+x 

s(-x) ::; x 

s::;-1 

s(2x- x)::; l2xl + x 

s(x)::; -x 

S;?_ -1 

S= -1 

sy ::; IYI ; V y E ffi 

y~ O V y<D 

sy::; -y 
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S~ -1 

Por lo tanto 

De i) , ii) y iii) obtenemos 

{ 

{1}; . s~ x>O 
oj(x) [-1, 1], SZ X= Ü 

1}; st x<O 

Proposición 1.3.6 Sea f : IRn ---> IR una función convexa. Entonces el conjunto 
af(x) es no vacio, convexo y compacto, para todo X E IRn 

Demostración. 

Paso 1 Mostremos que 8 f ( x) es no vacio 

Por el teorema 1.3. 7 

\fx E IRn, 3s=s(x)/ f(y)?_f(x)+(s,y-x) ,\fyE IRn 

Por lo tanto 

Paso 2 Mostremos que oj(x) es convexo Sean 

Entonces 

Luego 

sE oj(x) ; w E of(x) y tE [0, 1] 

f(x) + (s, y- x) ::; j(y) ; \fy E IRn 

f(x) + (w,y x)::; f(y) ; \fy E IRn 

f(x) + ((1 t)s + tw, y x) = j(x) + (1- t) (s, y x) + t (w, y x) 

j (X) + ( ( 1 - t) S + tw, y X J = j (X) - t j (X) + t j (X) + ( 1 - t) (S, y - X J + t ( W 1 y - X) 

j (X) + ( ( 1 - t) S + tw, y - X) = ( 1 - t) (j (X) + (S, y X J) + t (j (X) + ( W, y X)) 

f(x) + ((1- t)s + tw, y· x) ::; (1- t)f(y) + tj(y) 

f(x) + ((1- t)s + tw, y- x) ::; f(y) ; \f y E IRn 

Luego 

( 1 - t) S + tw E éJ j (X) ; \f t E [ Ü, 1] 

Por lo tanto 

18 



8j(x) es convexo V x E JRn 

Paso 3 IV1ostremos que 8f(x) es cerrado Sea. 

S E a¡(x) 

Entonces 

3{sk} C aj(x) 1 lim Sk =S 
k-+oo 

Como 

BkEaj(x) 

Tenemos 

f(y) ::::_; f(x) + (sk, y- x) ; V k E lN e V y E IRn 

Tomando límite 

f(y) ~ f(x) + lim (sk 1 y- x) f(x) + (s, y x) 
k->oo 

Luego 

S E aj(x) 

Por lo tanto 

8f(x) es cerrado V x E JRn 

Paso 4 Mostremos que 8f(x) es acotado Sea 

sE8f(x), s=fO 

Considere 

r>O 1 y 

Entonces 

y E B[x, r] 

Como f es convexa por el Teorema 1.3.5, f es Localmente Lipschitz-continua. 

Luego para 

y E B[x,r], 3M >0 1 f(y)- f(x) ::::_;M IIY- xll 

f(y)- f(x) ::::.; 1\1r 

Por otro lado como sE 8f(x), entonces 

f(y) ~ f(x) + (s, y- x) 

f(y) ~ f(x) + ( s, r 11:11) 
f(y) ~ .f(x) + 1·1!si1 
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f(y)- f(x) Z r llsll (1.5) 

De 1.4 y 1.5 

llsll:::; M 

Por lo tanto 

8f(x) es acotado \:1 x E IRn 

• 
Proposición 1.3. 7 Una función convem j : G e IRn ---+ IR es dijerenciable en el 

puntox E O, si y solo si, elconjunto8f(x) contieneunúnicop1mto. Además,8f(x) = 
{'Vf(x)} 

Demostración. Ver [12], página 167. • 
Teorema 1.3.8 Sea f : IRn ---+ IR.. 1.m,a funciprt convexa. El punto x E IRn es 
minimizador de j, si y solo si, O E 8j(x) 

Demostración. 
Por hipotesis O E 8f(x) 

f(y) Z f(x) + (0, y x) ; \:1 y E lRn 

f(y) ;:;: .f(x) ; \:1 y E IRn 

x es mínimo de {f(x) : s.a x E IRn} 

Recíprocamente 

Por hipótesis x es solución del problema min{f(x) : s.a x E IRn} 

f(y) Z f(x) ; \:f'y E IRn 

f(y) Z f(x) +(O: Y- ;\:/y E IRn 

o E 8f(x) 
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Teorema 1.3.9 Sea f : IRn _. IR una función convexa y e e IRn un conju,nto 

convexo. Entonces x E IRn es un minimizador de f en e, si y solo si, 

:Jy EéJf(x) tal que (y,x x);:::O;VxEe 

Demostración. Ver [12], página 168. • 

Proposición 1.3.8 Sea f : IRn _. IR u,na función convexa, lim Xk x y Yk E 
k-oo 

éJf(xk) para todo k. Entonces la sucesión {Yk} es acotada y todos sus p·untos de 

acumulación pertenecen a éJf(x) 

Demostración. Ver [12], página 171 . • 
Teorema 1.3.10 Sea f : IRn _. IR una función diferenciable y x es minimizador, 

local de f. Entonces V f(x) = O 

Demostración. Ver [12], página 15. • 

Definición 1.3.11 Una función f IRn _. IR es cerr-ada si epigrafo E¡ es un 

conjunto cerrado en IRn x IR. 

Proposición 1.3.9 Sea f: IRn _.IR, las siguientes condiciones son equivalentes: 

a) fes semicontinua inferior en IRn 

b) { x E IRn / f(x) ::; o:} es cerr·ado para cada o: E IR 

e) f es cerrada 

Demostración. Ver [28], Teorema 7.1 . • 
Definición 1.3.12 Una función f : e e IRn _. IR es propia si: 

a) dom(f) i= 0 

b) V x E domf: f(x)> oo 
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1.3.5 Función conjugada de una función convexa 

Una extensión de la. definición 1.3.8 es dada por la siguiente definición 

Definición 1.3.13 Una función j : ffi11 ~ ffi u { +oo}, no idénticamente +oo, es 

llamada convexa cuando, para todo (x,y) E ffi11 
X ffin y todo o: E (0,1), se tiene 

f(o:x + (1- o:)y) :S: o:f(x) + (1 o:)f(y) 

Como una desigualdad en ffi U { +oo} 

Observación 1.3.2 Sea e e ffin un conjunto convexo. Una función convexa f : 

e ~ ffi como en la definición 1. 3. 8 puede ser extendida a una función convexa como 

en la definición 1. 3.13 de la forma siguiente 

¡ : mn ~ ffi u { +oo} 

{ 
f(x), s~ 
+oo, si 

xEe 
x'{:e 

Definición 1.3.14 Una función f : mn ~ ffi U { +oo} es llamado convexo propio 

si f(x)< + oo para por lo menos un punto x E 1Rn, y f(x)>- oo. 

Definición 1.3.15 El dominio efectivo de una función convexa j : ffin ~ ffi U 

{ +oo}, es el conjunto denotado por dom(j) = {X E ffin : j (X)< + 00} 

Definición 1.3.16 Una función f : 1Rn ~ ffi U { +oo} es llamada cerrada si su 

epigrafo es cerrado en 1Rn x ffi; o equivalente, si su conjunto de nivel son cerrados. 

Definición 1.3.17 Sea. f : lR11 ~ JRU{ +oo} una función convexa. El subdiferencial 

de j en X E ffi11 es el conjunto O f (X) definido por 

of(x) { ~'E JR"; f(y) 2: J(x) + (s, y x), Vy E 1Rn}, si x E dom(J) 

sí x '{: dom(f) 

Definición 1.3.18 Sea e e ffin un conjunto no vacío, La función 

le: ffin ~ lRU {+oo} Definido por: 

Ic(x) = { 

Es llamada fnnción indicatriz de C. 

o, 
+oo, 
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Proposición 1.3.10 La función le : IRn --7 IR U { +oo} es convexa, si y solo si, e 
es convexa 

Demostración. Supongamos que le es convexa 

Sean 

X, y E e 
Supongamos que existe a E (0, 1) tal que ax + (1- a)y rf: e 
Por ser I e convexa 

Ie(ax + (1- a)y) S ale(x) + (1- a)Ie(Y) 

+CX) s a.O + (1- a)O 

+oo S O 

Contradictorio, entonces 

ax + (1- a)y E e; V a E [0, 1] 

Por lo tanto 

Recíprocamente 
Supongamos que C es convexa 

Sean 

e es convexa 

(x,y) E IRn x IRn y a E (0,1) 

Vemos dos casos 

Si X rf: e o y rf: e la demostración es trivial 

Si X E e e y E e 
Entonces 

ax + (1- a)y E e V a E (0, 1) 

Ie(ax + (1- a)y) O= aO + (1 a)O = ale(x) + (1- a)le(Y) 

(ax + (1 a)y) S ale(x) + (1- a)Ie(Y) 

Por lo tanto 

le es convexa 

Ejemplo 1.3.3 Ahora calculamos el subdiferencial de la función indicadora le. 

Seas E 8le(x), entonces. 
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1. Si X~ e, se tiene Ic(x) +co de ahi 

Ic(Y) ~ Ic(x) + (s,y- x) ; V y E IRn 

Ic(Y) ~ +co + (s, y- x) ; V y E IRn 

Ic(y) ~ +co ; V y E IRn 

Lo cual es absurdo. 

Por lo tanto 

8Ic(x) = 0 

2. Si X E e, se tiene Ia(x) o, de a,hí 

Ic(Y) ~ Ic(x) + (s, y- x) ; V y E IRn 

Ic(Y) ~ (s, y- x) 

De ahí, consideramos dos casos. 

i) si y ~ e' obtenemos 
(s, y- x) ::; +co 

ii) si y E e, obtenemos 

(s, y - x) ::; O 

Por lo tanto, de i) y ií) obtenemos 

8Ic(x) {sEIRn;(s,y-x) ::;o, Vy E e} 

Luego 

8Ic(x) = { {sE IRn; (s, y- x) ::; o, Vy E e}, S~ X E e 
0, s2 x~e 

Definición 1.3.19 Sea f : JRn ~ IRU{ +co} una función convexa, no idénticamente 

+co. La función f* : IRn ~IR U { +co }, definida por 

f*(s) sup { (x, s)- f(x)} 
xElR" 

Para todos E IRn, es llamado la conjugada de la función f. 

Observación 1.3.3 Sean x E IRn e f : IRn ~ IR U { +co} una .función convexa. 

Tenemos que 

8f(x)={sEIRn/(s,y-x)::;.f(y)-f(x), VyE IRn}. 
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De ahí, 

(s, y)- f(y):::; (s, x)- f(x):::; j*(s) 

Luego, V S E nr tenemos 

j*(s) = sup { {x, s) f(x)} 
xElRn 

Ejemplo 1.3.4 Sea una función convexa f(x) = lxl pam todo x E IFt; V x E IRn, 
encontrar su función conjugada. 

Solución 
Por la definición de conjugada 

f*(s) sup { (x, s)- f(x)} ; V sE IRn 
:z:ElRn 

f*(s) sup {xs lxl}; V sE IR 
:z:ElRn 

Six ¿O 
f*(s) = sup {(s- 1)x}; V sE IR 

:z:ElRn 

Si x<O 
j*(s) = sup {(s+ l)x}; V sE IR 

:z:EJRn 

i) Sea, s E ( -oo, 1) 
Para x ¿O 

Para x<O 

Para los dos casos 

S- 1<- 2 

(s -l)x<- 2x 

.f*(s) sup{(s 1)x} O 
x=?:O · 

s+ 1<0 

(s + 1)x>O 

f*(s) = sup{(s + 1)x} = +oo 
x>O 

j*(s) sup{xs lx\} +oo 
:z:ElR 
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ii) Sea, s E ( 1, +oo) 
Para x ?_O 

Para x<O 

Para los dos casos 

iii) Sea, s E 1, 1] 

Para x ?_O 

Para x<O 

Para los dos casos 

Por lo tanto 

S -1<0 

(s- 1)x:::; O 

f*(s) = sup{(s- 1)x} =O 
x~O 

S+ 1<2 

(s + 1)x>2x 

f*(s) = sup{(s + l)x} = +oo 
x<O 

f*(s) = sup{xs- lxi} +oo 
xEIR 

-2 _::::;S- 1 _::::; 0 

-2x:::; (s- 1)x:::; O 

f*(s) sup{(s l)x} =O 
x~O 

o:::;s+1:::;2 

2x:::; (s + 1)x sO 
j*(s) sup{ (s + 1)x} =O 

x<O 

f*(s) = sup{xs -lx!} O 
xEIR 

j*(s) = { +oo, s2 
· O, si 

isl >1 

!si :::; 1 

Observación 1.3.4 Sea f : IR11 
__, m U { +oo }. De la definición 1.3.19, tenemos 

f*(s) ?_ (x, s) f(x) para cada x E m_n y cada sE m_n, luego, 

Esta última r·elación es llamada la ·desigualdad de Frechel. 
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Teorema 1.3.11 Sean x E lRn e f : lRn -+ IR U { +oo} una función convexa, no 

idénticamente +oo. Entonces sE fJj(x) si y solo si, j*(s) = (s,x) f(x) 

Demostración. 
Supongamos que sE fJj(x). 
Entonces 

(s, y x) ::; f(y) ~ f(x) ; V y E lRn 

(s, y)- f(y)::; (s, x)- f(x); V y E lRn 

Por lo tanto 

j*(s) = sup {(s,y) ~ f(y)}::; (s,x) J(x) :S sup {(s,x) ~ f(x)} = j*(s) 
yEJRn xEJR" 

Luego 
j*(s) (s,x)- f(x) 

Recíprocamente. 
Supongamos que j*(s) = (s, x) .f(x) 
Si f*(s) sup {(s,y) f(y)} = (s,x)- f(x) tenemos que J*(s)< + oo. Entonces, 

yElRn 

(s,y)- f(y)::; (s,x)- f(x) 

Por lo tanto 
(s, y- x) ::; f(y)- .f(x), V y E lRn 

Luego 

sE of(x) 

• 
Este teorema garantiza que si f: lRn-+ 1R es una función convexa y s E 8f(x) para 
algun x E lRn, entonces J*(x)< + oo. 

Teorema 1.3.12 Sea.f: lRn-+ lRnU{+oo} ttnafunción convexa, no idénticamente 
+oo. Entonces la conjugada J* es una función convexa. 

Demostración. Dados s 1 , s2 E 1Rn. Haremos la prueba en dos casos 

i) Si j*(s1)< + oo y j*(s2)< + oo 
Entonces para cada tE [O, 1], tenemos 

j*((l- t)s1 + ts2 ) = sup { (x, (1 t)s1 + ts2) f(x) + tf(x) tf(t)} 
xElRn 

27 



!*((1 t)s1 + ts2) sup {(1- t)[(x, s1)- f(x)] + t[(x, Sz)- f(x)J} 
xElR"' 

!*((1- t)s1 ts2) ~ (1- t) sup { (x, s1)- f(x)} + t sup { (x, s2)- f(x)} 
xElRn xElRn 

Por la definición 1.3.19 

!*((1- t)s1 + tsz) ~ (1- t)j*(s¡) + tj*(sz) 

Por lo tanto 

r es una función convexa 

ii) Si f*(s 1) = +oo o .f*(s2 ) = +oo, Entonces tenemos trivialmente que 

j*((l- t)s1 + ts2) ~ (1- t).f*(sl) + tj"'(sz) 

Por lo tanto 

f* es una función convexa 

• 
Definición 1.3.20 Sea .f : IRn IRU{ +oo} una función convexa, no idénticamente 

+oo. La .función f** : IRn ~ IR U { +oo} es llamada la conjugada de la conjugada 

de f. 

Proposición 1.3.11 Sea f : IRn ~ IRU{ +oo} una función convexa, no idénticamente 

+oo. Entonces .f** es el supremo del conjunto de todas las funciones afins que mi­

nora f, definido como .f**(y) = sup {(y, s)- .f*(s)} 
sElRn 

Demostración. 
Hagamos unas definiciones previas para la demostración. 

g es llamado función afin. 

Si 

g(x) (x,s)-j"'(s) 

g es llamado función minoran te de .f. 
1 

• 

Sea un conjunto A= {gj g función afinque minora a f} 

t'*(x) sup {(x,s)- j*(s)} , u= sup{g: g E A} 
sElRn 
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Probemos que 

!**=u 

Del dato, para cada sE IRn, la función g(x) = (x, s)- J*(s) es una función afin. 
Por la desigualdad de Frechel 

f(x) + f*(s) ~ (x, s) V x E IRn 

g(x) = (x, s)- j*(s)::::; J(x) V x E IR 

Así, g es una minorante de f. Entonces, g E A 
Por lo tanto 

.f**(x) = sup {(x,s)- j*(s)}::::; sup g(x) = u(x) 
8ElR" XElR" 

Luego 
j**(x)su(x) ,VxEIRn (1.6) 

Ahora, sea hE A, entonces hes de la forma h(x) = (x, s) a 

Dondes E IRn e a E IR, que implica 

Entonces 

Así 

Sigue que 

(x,s)- a S J(x); Vx E IRn 

(x,s)- f(x) S a; Vx E IRn 

j*(s) = sup {(x,s)- J(x)}::::; a 
xEIR.T' 

-a::::; -f*(s) 

h(x)=(x,s) as(x,s) j*(s) 

Por lo tanto, para cada x E IRn 

u(x) sup h(x) ::::; sup { (x, s)- j*(s)} j**(x) 
:z:EIRn 8ElRn 

Luego 

u(x) S f**(x); Vx E IRn 

De (1.6) y (1.7) obtenemos 

u=!** 
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Proposición 1.3.12 Sea f : JRn --? JRU{ +oo} una función convexa., no idénticamente 

+oo. Entonces f f''* 

Demostración. 

i) Mostraremos que !"* ::; f 
Por definición 

f"(s) sup { (x, s)- f(x)} 
xE1Rn 

f"(y) = sup {(y,s) f(s)} 
sE1R"' 

Por definición de supremo 

f"(s) sup { (x, s) f(x)} ~ (x, s)- f(x) , V x E JRn 
xE1Rn 

Cambiamos de variable x por y 

f"(s) = sup {(y, s) f(y)} ~ (y, s) f(y) , V y E JRn 
¡¡E1R" 

f*(s)~(y,s)-f(y) ,Vy ElRn 

(y,s) f*(s)::;f(y) ,Vy ElRn 

Por definición de supremo 

(y,s) f*(s)::; f'*(y)::; f(y) ;V y E JRn 

!** ::; f. 

ii) Mostramos que f ::; f** 

Supongamos que no ocurra f ::; f**, entonces 

:3 Xo E JRn / f (xo) > f** (xo) 

Luego, 

Como fes convexo por Teorema 1.3.7 

En particular para x x0 e y = x 

f(x) ~ f(xo) + (s, x x0 ) ; V x E JRn 

Como a< f(x 0 ) , entonces 

f(x) >a:+ (s,x x 0 ) ;V x E JRn 
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Entonces existe una función afin h(x) o:+ (s,x- x0) minorando f. Donde 

h(xo) o: 

Como h<f por el proposición 1.3.11 

h(x) :<:; j**(x) 

En particular para x x 0 , tenemos 

h(xo) :<:; .f**(xo) 

Como o: h(xo) y f**(xo)<o:<f(xo) 

h(::co) ~ j**(xo)<o:<f(xo) 

o:<o: 

Contradictorio, por lo tanto 

f ~ j** 

De i) y ii), obtenemos 

f = j** 

• 

Observación 1.3.5 Sea f : IR11 
-t IR una función convexa y supongamos que el 

pro~lema, min{f(x) : x E IRn} posee solución. Entonces f es acotado inferiormente 

Proposición 1.3.13 Sea z E IR11 fijo con f convexa y acotada inferiormente, defi­
namos 

: IR11 
-t IR 

x f-1 F(x) = f(x) + ~ llx- z[[ 2 

h(x) = ~ [[x- z[j 2 
, Vx E IRn. Entonces F(x) f(x) + h(x) pose un único mínimo 

global 

Demostración. 
Paso 1 Probemos que h es estrictamente convexo 

Sean u1 E IR71 
e Uz E IRn / 'U1 =f. U2 

Entonces 

\lh(u¡) = ~1 1 z , \7 h(uz) u2- z 

Luego 

Por el Corolario 1.3.5 
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h es estrictamente convexa 

Pa~o 2 Probemos que F = f +hes estrictamente convexa 

Como h es estrictamente convexa y f es convexa 

Por el Proposición 1.3.2 

F es estrictamente convexa 

Paso 3 Probemos que hes coerciva en IRn 
De la Definición 1.3.5 
Sea: { xk} una sucesión en IRn tal que 

Podemos notar que 

Si 

Tomando límite 

Lo cual es imposible 
Entonces 

Ton1ando límite 

Poi· lo tanto 

lim llxk 11 +oo k--= 

llxk zll 2 
::;; llxk zli 

llxk zii $ 1 

llxkll - llzll ::;; 1 

llxkll ~ 1 + llzll 

lim llxkil ::;; lim 1 + llzll 
k-.oo k-+oo 

+oo ::;; l!zll + 1 

llxk - zll ~ ilxk - zll 2 

lixkll- !lzll ::;; llxk- zil ~ llxk zil 2 

+oo ::;; lim llxk - zjj 2 

k--+oo 

lim l!xk - zjj 2 +oo 
k-+oo 

1 2 
lim ~ llxk - zll = +oo 

k--+00 2 
lim h(xk) +oo 

k-+oo 
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h es coerciva en lRn 

Paso 4 Probemos que F = f +hes coerciva en lRn 
Por ser f limitada inferiormente 

3 pE lR / p S: f(x) ; 'íl x E lRn 

Sea { x k} una sucesión . Entonces 

í3 S: f(xk) ; V k E IN 

fJ + ~ l!xk- zll 2 
S: f(xk) + ~ !lxk zll 2 

Tomando límite 

í3 + oo S: lim F(xk) 
k......,oo 

lim F(xk) = +oo 
k......,oo 

Por.lo tanto 

es coerciva en lRn 

Paso 5 Probemos que es continua 

Como f es convexo e lRn es convexo y abierto entonces por el Teorema 1.3.5 

f es continua en lRn 

Ta111bién 

h(x) ~ !lx- zll2 es continua en lRn 

Entonces 

F(x) = f(x) + h(x) es continua en lRn 

Paso 6 Probemos que F posee un único minimizador global. 

Del Paso 4, Paso 5 y por el Corolario 1.3.4 

F posee un minimizador global 

Del Paso 2 y por el Teorema 1.3.4 

El minimizador de es único 
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• 
Definición 1.3.21 Por la Proposición 1.3.13, podemos definir prox¡ como: 

Observación 1.3.6 f* (s) es acotado inferiormente. 

Sea so E IRn fijo y arbitrario 

(so, y)- f(y):::; f*(so); V y E IRn 

En particular para un Yo fijo 

(so, Yo)- f(Yo) :::; f*(so) 

Entonces 

Proposición 1.3.14 Sea z E IRn fijo, on f convexo, definamos: 

Y 1-t G(y) = f*(y) + ~ IIY zll 2 

Si h(x) ~ IIY- zll 2 V y E IRn. En nces G(y) f*(y) + h(y) Posee un único 

mínimo global 

Demostración. 
Paso 1 Probemos que h es estri tamente convexa 

La demostración similar la Proposición 1.3.13 Paso 1 

Paso 2 Probemos que G j"' + 1, es estrictamente convexa 

Como fes convexa por el Teorema 1.3.12 f* es convexa 

Como h es estrictamente convexa y f* es convexa 

Por el Proposición 1.3.2 

G es estrictamente convexa 

Paso 3 Probemos que h es coerciva en lRn 
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La demostración similar a la Proposición 1.3.13 Paso 3 

Paso 4 Probemos que G = f* +hes coerciva en IR" 

La demostración similar a la Proposición 1.3.13 Paso 4 

Paso 5 Probemos que G es continua 

La. demostración similar a la Proposición 1.3.13 Paso 5 

Paso 6 Probemos que G posee un único minimiza.dor global 

La. demostración similar a la Proposición 1.3.13 Paso 6 

• 
Definición 1.3.22 Por la Proposición 1.3.14 podemos definir prox¡- como: 

Lema 1.3.2 Sea f : ITV1 
---7 JR una función convexa y acotada inferiormente. Con­

sidere x, y e z en JRn. Las siguientes condiciones son equivalentes 

i} z = x +y e f(x) + f*(y) = (x,y) 

ii} x = prox1(z) e y proxr (z) 

Demostración. Supongamos que i) es válido. 

Probemos que x = prox¡(z) 

Como 

f(x) + f*(y) = (x,y) 

f*(y) (x,y) f(x) 

Entonces por el Teorema 1.3.11 

y E 8f(x) 

Como 

O y+ (x z) e y E 8f(x) 

Entonces 

O E 8f(x) + {x- z} = 8f(x) + 8h(x) 8F(x) 

Por el Teorema 1.3.8 
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x es minimizador de F 

Siendo estrictamente convexo por la Proposición 1.3.13 Pasó 2. Entonces 

x prox¡(z). 

Probemos que y= proxr(z) 
De la hipótesis 

f(x) + j*(y) = (x, y) 

Por la Proposición 1.3.12 f = j** 

f(x)** + J*(y) (x, y) 

f(y)* + j**(x) (x, y) 

Entonces por el Teorema 1.3.11 
X E éJj*(y) 

Como 
0 =X+ (y z) e X E éJj*(y) 

Entonces 
O E 8j*(y) +{y- z} 8j(y) + 8h(y) = 8F(y) 

Por el Teorema 1.3.8 

y es minimizador de G 

Siendo G estrictamente convexa por la Proposición 1.3.13 Paso 2. Entonces 

y= proxr (z). 

Recíprocamente 

Supongamos que ii) es válido. Como 

x = prox¡(z) = a.rgminvEIRn{F(v) = J(v) + ~ ilv- zll 2
} 

Por el Teorema 1.3.8 
O E 8F(x) 8j(x) + 8h(x) 

O E 8F(x) = 8f(x) + {x- z} 

Entonces 

3 y E 8f(x) / O= y +.(x z) 

z x+y 

Luego, como 
y E 8j(x) 
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Entonces por el Teorema 1.3.11 

Por otro lado, como 

Por el Teorema 1.3.8 

Entonces 

Lugo, como 

f*(y) = (x, Yl f(x) 

f(x) + f*(y) = (x, Yl 

y= prox¡-(z) 

o E aG(y) af*(y) + ah(y) 

O E 8G(y) = oj*(y) +{y z} 

:3 W E O j* (X) j Ü = W + (y - Z) 

z w+y 

w E af*(y) 

Entonces por el Teorema 1.3.11 

j**(w) =(y, w)- j*(y) 

f*(y) + j**(w) (y, w) 

Por la Proposición 1.3.12 f = f**. Entonces 

f*(y) + f(w) = (y, w) 

Como z x + y e z = w + y entonces x = w 

Así las ecuaciones (1.8) y (1.9) coinciden. 
Por lo tanto 

z x+y e f(x)+J*(y) (x,y) 
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Capítulo 2 

Operadores Monótonos 

2.1 Operadores Monótonos Maximales 

Sea T : IRn --+ IRn una transformación lineal semidefinida positivamente, esto es 

(x, T(x)) ~O, para todo x E IRn. Luego, para cualquier x, y en IRn, tenemos. 

O::; (x-y, T(x- y))= (x y, T(x)- T(y)) 

Un operador monótono es una generalización de un¡:t transformación lineal semidefinida 
positivamente en el caso no lineal 

Definición 2.1.1 Sea T: IRn IRn un operador (no necesariamente lineal) 

1. T es llamado monótono cuando 

(T(x) - T(y), x y) ~ O, Vx, y E IRn 

2. T es llamado estrictamente monótono cuando es monótono y cuando se tiene 

(T(x)-T(y),x y)=O:::? x=y 

Teorema 2.1.1 Sea f : IRn --+ IR una función convexa y diferenciable. Entonces, 

V f: IRn--+ IRn es un operador monótono 

Demostración. 
Como f es convexa y diferenciable, por el Teorema 1.3.6 

.f(y) ~ .f(x) + (V.f(x),y- x); V x,y E IRn 

Ahora podemos hacer lo siguiente 

f(x) ~ .f(y) + (v .f(y), x y); V x, y E IRn 
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Sumando estas dos desigualdades tenemos lo siguiente 

(\lf(x)- \lf(y),x- y)~ O; V x,y E IRn 

• 
Corolario 2.1.1 Sea f: IRn ----t IR una función estrictamente convexa. y diferencia­

ble. Entonces, \7 f : IRn ----t lRn es un operador monótono estricto 

Demostración. 
Como f es convexa y diferenciable, por el Corolario 1.3.5 

f(y)> f(x) + (v f(x), y- x) ; V x, y E IRn / x =J y 

También se cumple 

f(y)> f(x) + (\7 f(x), y x) V x, y E lRn / x =J y 

Sumando estas dos desigualdades 

(vf(x) \7 f(y),x y) >0; V x,y E lRn jx =J y 

• 
Como a¡ : IR11 

----t P(lRn). Asociado para cada x E IRn no nos da exactamente un 

vector, nos da un subconjunto de lRn, entonces es preciso extender la definición de 

operador monótono punto a punto para operadores punto -conjunto 

Definición 2.1.2 Sea T : lRn ----t P(IRn) un operador punto-conjunto 

1. Tes llamado monótono cuando V x, y E IR11
, V u E T(x) y V v E T(y) se 

t·iene: 

(u v,x y);::: O 

2. T es estrictamente monótono cuando es monótono y cumple la condición, para 

cualquier u E T(x) y v E T(y) se tiene: 

(u V, X- y) 0 =} X = y 

Teorema 2.1.2 Sea j : lR11 
----t IR una función convexo. Entonces, a¡ : lRn ----t 

P(IRn) es un operador monótono 
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Demostración. 
Se aH 

x, y E JRn, U E 8f(x) y V E 8f(y) 

Por definción de subgradiente de f en x 

f(y) 2: f(x) +(u, y x), Vy E ]Rn 

Por definción subgra.diente de f en y 

f(x) 2: f(y) + (v, X- y), Vx E ]Rn 

Sumando las dos desigualdades tenemos 

(u- v, x y) 2: O 

• 
Definición 2.1.3 La suma T + Q de dos operadores T, Q e ]Rn x ]Rn se define 
como 

T+Q = {(x,y+w)j(x,y) E T; (x,w) E Q} 

Definición 2.1.4 Sean A E JR y un operador T e ]Rn x JRn, el producto AT se 

define como 
AT={(x,Ay)j(x,y) ET;A ElR} 

Definición 2.1.5 Sean a E JRn y un operador C ]Rn x JRn, la suma T +a se 
define como 

T+a {(x,y+a)j(x,y) E T; a E JRn} 

Teorema 2.1.3 Si T y Q son dos operadores monótonos. Entonces 

a.- T + Q es un operador monótono 

b.- A T es un operador monótono; V A 2: O 

e~- T +a es un operador monótono; V a E JRn 

Demostración. 
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a.- Sean 

Entonces 

Por ser T operador monótono 

Por ser Q operador monótono 

Sumando estas dos desigualdades 

b.- Sean 

Para un .A ~ O fijo y arbitrario 
Entonces 

Por ser T operador monótono 

Multiplicamos por .A ~ O 

e:- Sean 

(x1,y1+a); (x2,Y2+a)ET+a 

Para un a E IRn fijo y arbitrario 
Entonces 

Por ser T operador monótono 
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Corolario 2.1.2 Sea T un operador monótono estricto y Q un operador monótono. 

Entonces, 

a.- T + Q es operador monótono estricto 

b.- >. T es operador monótono estricto, \1 >.>O 

c.- T +a es operador monótono estricto, \1 a E JRn 

Demostración. 

a..- Sean 

Entonces 

Por ser T operador monótono estricto 

Por ser Q operador monótono 

Sumando esta.s dos desigualdades 

b.- Sea.n 

Para un >.>O fijo y arbitrario 

Entonces 

Por ser T operador monótono estricto 

Multiplicamos por >.>O 
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c.- Sean 

(xb Y1 +a) ; (xz, Yz +a) E T +a / x1 =1- Xz 

Para un a E IRn fijo y arbitrario 

Entonces 

Por ser T operador monótono estricto 

• 
Observación 2.1.1 Si T y Q son operadores monótonos. En general no se cumple, 

que - Q sea un opemdor monótono. 

Ejemplo 2.1.1 T y Q operadores definidos: 

T es monótono ya que 

Q es monótono. Sean x e y 

i} Si x>O; y>O 

ii) Si X = O; y = o 

iii) Si x>O; y = O 

T: IR---+ IR 

x 1--7 T(x) = x 

Q: IR---+ IR 

{ 
1: 

x 1--7 Q(x) = ' 
O· 

' 

(x- y)2 ~O 

(x y, x y) ~ O 

(x y, T(x) T(y)) ~O 

(x-y, T(x) T(y)) ~O 

(x y, T(x)- T(y)) ~ O 

(x-y, T(x)- T(y)) 

43 

SÍ X> 0 

SZ X 0 



Ahora hallemos el dom(T Q) 

dom(T Q) dom(T) n domQ = JR++ =f 0 

Entonces 

(T Q)(x) { ;-1; si x >O 
si x O 

Para 
1 

X=-. 
2' 

-1 
T(x) = 

2 
e y= O; T(y) o 

(1/2- O; -1/2- O) <0 

(x y; T(x)- T(y)) <0 

Por lo tanto 

T Q no es monótono. 

Definición 2.1.6 Un operador T : ]Rn ---+ P(JRn) es llamado monótono maximal 

cuando 

1. Tes monótono 

2. Si existe un operador monótono T' : ]Rn---+ P(JRn) tal que 

T(x) e T' (x) vx E ]Rn =? T(x) = T' (x) vx E ]Rn 

Teorema 2.1.4 Si f: ]Rn---+ 1R es una función convexa. Entonces, 

a¡: 1Rn---+ P(JR) es un operador monótono maximal 

Demostración. Por el Teorema 2.1.2 a¡ es un operador monótono 

Demostremos que a f es maximal 

Sea 

Un operador monótono tal que 

aj(x) e T(x); v x E ]Rn 

Mostremos que 
T(x) e aj(x) ; V x E ]Rn 

Sea: 

Yo E T(xn) 
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Considere 

x1 = pr·ox¡(xo +Yo) e Y2 = proxr (xo +Yo) 

Por.el Lema 1.3.2 

Luego 

xo - X¡ = Y1 - Yo 

Por el Teorema 1.3.11 

Y1 E oj(x¡) , x1 E 8j*(y1 ) 

Como 
of(x) e T(x) V x E 1Rn 

Entonces 

Y1 E T(x¡) 

De {2.1), (2.3) y por ser T monótono 

O ::; (x1 - Xo, Y1 Yo) 

O ::; - (xo- X¡, Y1 - Yo) 

De (2.2) 

O::; (xo X¡, Y1- Yo) = -IIYl- Yoll
2 

O::; IIY1- Yoll
2

::; O 

Entonces 

Y1 Yo 

De la igualdad anterior y por (2.2) 

X¡= Xo 

Ya que 

Y1 E oj(x¡) 

Te11emos 

Yo E oj(xo) 

Como Yo e xo son arbitrarios, de (2.1) y (2.4) tenemos 

Por lo tanto 

T(x) e oj(x) ; V x E JRn 

T(x) = oj(x) ; V X E JRn 
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a¡: 1Rn ---t P(1Rn) es un operador monótono maximal 

• 
Corolario 2.1.3 Si f : 1R11 1R es una función diferenciable y convexa. Entonces, 

\7 f : 1Rn ---t P(JR) es un operador- monótono maximal 

Demostración. 
Por la Proposición 1.3.7 tenemos. 

a¡ v¡ 

Por el Teorema 2.1.4 

a f es un operador monótono maximal 

Por lo tanto 

\7 f es un operador monótono maximal 

• 
Corolario 2.1.4 Si f : 1R11 

---t 1R es una función diferenciable y estrictamente 

convexa. Entonces, \7 f : 1Rn ---t P(1R11
) es un operador monótono maxima.l estricto 

Demostración. 

Por el Corolario (2.1.1) 

\7 f es un operador monótono estricto 

Por el Corolario (2.1.3) 

\7 f es un operador monótono maximal 

Por lo tanto 

\7 f es un operador monótono maximal estricto 

• 
Teorema 2.1.5 Sea T un operadores monótono maximal. Entonces, 

a.- A T es un operador monótono maxirnal ; V A> O 
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b.~ T +a es un operador monótono maximal; V a E IRn 

Demostración. 

a.- Mostremos que A T es monótono. 

Por el Teorema 2.1.3 (b) 

A T es un operador monótono; V A > O 

Mostremos que A T es maximal. 

Sean 
X E IRn, A E 

y 

Un operador monótono, tal que. 

A T(x) e T' (x) 

Como A>O 

1 

Por el Teorema 2.1.3 (b) , T es un operador monótono. 

Por hipótesis T es un operador monótono maximal. Entonces, 

Por lo tanto. 

T(x) = T'(x) 
A 

A T(x) r' (x) 

AT es un operador monótono maximal; V A>Ü 

b.- Mostremos que T + a es monótono. 

Por el Teorema 2.1.3 (e) 

T + a es un operador monótono; V a E IR n 

, Mostremos que T + a es maximal. · 

Sean 

y 
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Un operador monótono, tal que. 

T(x) +a e T' (x) 

T ( x) e r' ( x) - a 

Por el Teorema 2.1.3 (e) , T' (x)- a es un operador monótono. 

Por hipótesis T es un operador monótono maximal. Entonces, 

. Por lo tanto. 

T(x) = T'(x)- a 

T(x) +a= r' (x) 

T + a es un operador monótono maximal; V a E lRn 

Corolario 2.1.5 Sea T un operador monótono maximal estricto. Entonces, 

a.- ), T es un operador monótono maximal estricto ; V .A>O 

b.- T +a es un operador monótono maximal estricto ; V a E lRn 

De1~10stración. 

a.,.. Mostremos que ), T es monótono estricto 

Por el Corolario 2.1.2 (b) 

), T es un operador monótono estricto ; V ), >O 

Mostremos que ), T es maximal 

La demostración es similar al Teorema 2.1.5 (a) 
Por lo tanto 

), T es un operador monótono maximal estricto ; V), >0 

b.- Mostremos que T +a es monótono estricto 

Por el Corolario 2.1.2 (e) 

T + a es un operador monótono estricto ; V a E lRn 

Mostremos que T + a es maximal 

La demostración es similar al Teorema 2.1.5 (b) 
Por lo tanto 
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T + a es un operador monótono maximal estricto ; V a E lRn 

• 
Observación 2.1.2 Si T y Q son operadores monótonos maximales. En general 

no se cumple que T + Q sea un operador monótono maximal. 

Ejemplo 2.1.2 De la definición 1.3.18 tenemos 

{ 
0 si X E e 

X~ lc(x) = +oo; si X 1. e 
Por el ejemplo 1.3.3 

Bic(x)={ {:ElRn;(s,y-x)<;O; VyEC}, ;: xEe 
xrj:.e 

Para 

En (0, O) E e 

Para 

En (0,0) E D 

Por otro lado 

e = { ( x, A) E lR x lR : x2 
::; A} 

ole : lR2 
--; p(lR2

) 

olc(O, O) = {O} x IIL 

D = lR X {O} 

Q oln : lR2 -> p(lR2
) 

oln(O, O)= {O} x lR 

dom(T + Q) domT n domQ =en D {(0, O)} 

(T + Q)(O, O) = T(O, O)+ Q(O, O)= olc(O, O)+ oln(O, O) ={O} x lR 

Para 

E= {(0,0)} 

R olE : lR2 
-> p(IR?) 

En (0,0) E E 

olE( O, O) = lR x lR 

Entonces 

(T + Q)(O, O) {0} x lR s; JRx lR R(O, O) 

Por lo tanto 
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T + Q no es operador monótono maximal 

Teorema 2.1.6 Sean T1 : IRn --'f P(IRn) y T2 : IRn --'f P(IRn) Operadores Monótonos 

Maximales tal que (domT1 ) n (domT2 ) 0 =/: p 

i) Entonces Ti. + T2 es un Operador Monótono M axímal. 

En adición, tenemos 

ii) Sí T2 es el subdiferencial de una función convexa propia cerrada y T2 es so­

breyectivo, entonces TJ. + T2 es Sobreyectivo 

Demostración. Ver [2], Corolario 2.2. • 
Corolario 2.1.6 Sí. T es un operador monótono maximal est1·icto, Q es un op­

erador monótono maximal y (dom(T)) n (dom(Q)) =f: 0. Entonces, T + Q es un 

operador monótono maximal estricto. 

Demostración. 
Por el Corolario 2.1.2 (a) 

T + Q es un operador monótono estricto 

Por el Teorema 2.1.6 

T + Q es un operador manótono ma..ximal 

Por lo tanto 

T + Q es un operador monótono maximal estricto 

• 
Definición 2.1.7 Un punto x E IRn es llamado cero de T: IRn --'f P(IRn) cuando 

O E T(x) 

Definición 2.1.8 Dado T : nt.n --'; P(IRn) un operador 

definido por la siguiente relación 

y E T- 1(x) {::? x E T(y) 
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Definición 2.1.9 Sea T : JRn ---+ P(JRn) un operador monótono. El dominio de T 
es el siguiente conjunto: 

dom(T) {x E JRn / T(x) =/= 0} 

Definición 2.1.10 Sea T : JRn ---+ P(JRn) un operador momíotono. La imagen de 
Tes el siguiente conjunto: 

R(T) = U T(x) 
xEdom(T) 

2.2 Operadores Paramonótonos 

Definición 2.2.1 Sea T : JRn ---+ JRn un operador. Diremos que T es paramonótono 
cuando es monótono y cumple la condición, 

{T(x) T(y), x y) O=? T(x) T(y) 

La extensión de esta definición para operadores de punto-conjunto es: 

Definición 2.2.2 Sea T : JRn ---+ P(JRn) un operador. Diremos que T es para­
monótono cuando es monótono y para u E T(x) , vE T(y) 

(u- v,x y)= 0 =?u E T(y), vE T(x) 

Teorema 2.2.1 Sea T 8j, con f: JRn---+ JR una función convexa. Entonces, T 
es tm operador- paramonótono 

Demostración. Por el Teorema 2.1.2, 8f es un operador monótono. 
Sean 

x,y E JRnj(u-v,x-y) =0 

Con 
U E 8j(x), V E 8j(y) 

Paso 1 Demostremos que u E 8f(y) 

Definamos la función 
J: JRn ---t JR 

z f--7 ](z) = f(z) +(u, x- z) (2.5) 

Por el Ejemplo 1.3.1 

g(z) = {u, x z) es convexa 

Por hipótesis 
.f(z) es convexa 

De (2.6), (2.7) y por el teorema 1.3.3 
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f f + g es convexa 

Entonces, podemos hallar la subdiferencial de f en z 

of(z) = 8j(z)- {u}= { w- ujw E 8f(z)} 

Para z x 

8f(x) 8.f(x) {u}= {w- ujw E 8f(x)} 

De (2.5) cuando z = x tenemos 

J(x) = f(x) 

Por hipotesis u E 8j(x), entonces de {2.9) tenemos 

0 E 8}(x) = of(x) 

Por otro lado, de la hipótesis tenemos 

Como u E 8j(x) 

Como vE 8f(x) 

(u v,x- y)= O 

{u,x y)= (v,x- y) 

J(x) J(y) ::; (u, x-y) 

(v, x y) :S f(x)- f(y) 

De (2.12), (2.13) y (2.14) tenemos 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

J(x)- J(y)::; {u, x-y) = (v, x-y) ::; J(x) J(y) (2.15) 

De (2.5) tenemos 

J(x) J(y) = (u, x y) 

J(x) = J(y) + (u,x y) 

f(x) f(y) +(u, x-y) 

De (2.10), (2.16) y (2.17) tenemos 

f(x) = J(x) = f(y) 

De (2.11) O E of(x) = 8f(x), entonces 

o E af(y) 

De (2.8) 
w u o E af(y) ¡ w E of(y) 
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Corno w u, tenemos 

Paso 2 Demostremos que vE 8f(x) 
Definamos la función 

u E 8f(y) 

z f-+ g(z) = f(z) + (v, y- z) (2.18) 

Por el Ejemplo 1.3.1 
g(z) (v, y- z) es convexa 

Por hipótesis 

f(z) es convexa 

De (2.19), (2.20) y por el teorema 1.3.3 

g = f + g es convexa 

Entonces, podemos hallar la subdiferencial de g en z 

8g(z) = 8f(z) {v} = {w- vjw E 8f(z)} 

Para z y 

8g(y) = 8f(y)- {v} = {w- vjw E 8f(y)} 

De (2.18) cuando z =y tenemos 

g(y) = f(y) 

Por hipotesis V E a¡(y), entonces de (2.22) tenernos 

O E 8g(y) = 8f(y) 

De (2.15) 
f(x)- f(y) S (u, x y) = (v, x-y) S f(x) f(y) 

f(x)- f(y) = (v, x-y) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

f(y) = f(x) + (v, y x) (2.25) 

De (2.18) tenemos 

g(x) = f(x) + (v, y x) 

De (2.24), (2.25) y (2.26) tenemos 

g(y) = f(y) = g(x) 

De (2.24) 

0 E 8g(y) = 8f(y) 
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Entonces 

0 E og(x) 

De (2.21) 

W V = 0 E og (X) / W E O f (X) 

Como w = v tenemos 

V E of(x) 

• 
Proposición 2.2.1 Si T1 : IRn ----t P(IRn) y T2 : IRn ----t P(IRn) son operadores 

paramonótonos, tal que dom(T1 ) n dom(T2 ) ::/: 0. Entonces, T1 + T2 es un operador 
paramonótono. 

Demostración. Siendo e T2 operadores monótonos, entonces por el Teorema 

2.1.3 (a) , T1 + es un operador monótono 
Sean x, y E IRn tal que 

(u- v,x- y)= O con u E (T1 + T2)(x), vE (T1 + T2)(y) 

Mostremos que u E (Ti+ T2 )(y) e vE (T1 + T2)(x) 

Para 

Existen 

Para 

Existen 

Por otro lado, como 
(u v, x-y) O 

Entonces 

(u1 + u2- (v1 + v2), x-y) O 

(u1- vhx y)+ (u2 v2,x- y) O 

Como T1 y T2 son operadores monótonos 

(u1 - vh x y) = O 
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Más aun T1 y T2 son paramonótonos, entonces 

Luego 

Por lo tanto 

T1 + T2 es paramonótono. 

• 

2.3 Operadores Pseudomonótonos 

Definición 2.3.1 Sea T : lRn --+ P(lRn) un operador tal que dom(T) es convexo y 

cerrado. Diremos que T es pseudomonótono sí satisface la siguiente condición: 

Si para toda S7J,Cesión { xk} e dom(T) convergiendo en el punto x E dom(T) y 
todo 'U.k E T(xk) para todo k E lN tenemos 

lim sup (uk, xk x) ::; O 
k-too 

Entonces, existe ü E T(x) tal que 

(ü, x-y) ::; liminf (uk, Xk y) ; V y E dom(T). 
k-too 

Proposición 2.3.1 Sea .f : lRn --+ lR una función convexa. 
Entonces, T o.f: lRn--+ P(lRn) es un operador pseudomonótono. 

Demostración. Sea { xk} una sucesión en dom( o .f) tal que 

lim X k x E dom( o f) 
k-oo 

y 

limsup (uk,Xk- X)::; 0 
k--+oo 

Donde 

Por definición de subdiferencial, para todo k E lN 
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(uk,Xk- y)~ f(xk)- f(y) 

liminf (uk,xk- y)~ líminf[j(xk) f(y)J f(x)- f(y) (2.27) 
k->oo k->oo 

Por ser f convexa y por el Teorema 1.3. 7 

:J u E of(x) 1 J(y)::; J(x) +(u, y- x) 

(u, x-y) s f(x) - J(y) 

Luego de (2.27) y (2.28) 

3 ü E of(x) 1 ('ü, x y) S lim inf (uk, Xk- y) 
k->oc 

Por lo tanto 

T = 8 f es pseudomonótono 

(2.28) 

• 
Ejemplo 2.3.1 Sea T: lRn-----> lRn un operador monótono continuo. Entonces, Tes 

un ejen1-plo de operador pseudomonótono que no es el subdiferencial de una función 

convexa. 

Proposición 2.3.2 Sea T1 , T2 : lRn -----> P(IRn) operadores pseudomonótonos tal 

que dom(T1 ) n dom(T2) =/:- ~. Entonces T1 + T2 es pseudomonótono. 

Demostración. Sea { xk} una sucesión en dom(Ti + T2) tal que 

lim Xk x E dom(8f) 
k->= 

y 

limsup(uk,Xk X)::; 0 
k-> OC> 

Donde 

Entonces, existen 

Como 

limsup ('U.k, Xk- x) S o 
k-too 

Tenemos 

limsup (ak + bk, Xk x) S o 
k->oo 
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Entonces 

limsup (a~;,Xk- x)::; limsup {ak + bk:Xk- x)::; 0 
k-.oo k-+oo 

limsup (bk, Xk- x) ::; limsup {ak + bk, Xk- x) ::; 0 
k-+oo k->oo 

Como y T2 son pseudomonótonos, existen 

Tal que 

(a, x y) ::; lim inf (ak, X k - y) 
k-too 

(b, x- y) ::; lim inf (bk, x~; y) 
k-+oo 

Para todo y E dom(T1 + T2) Sumando estas dos últimas desigualdades, tenemos 

y) 

Como 

Entonces 

(ü, x-y) ::; lirninf {ak + bk, x-y) V y E dom(T¡ + T2) 
k->co 

Por lo tanto 

T1 + T2 es pseudornonótono 

• 
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Capítulo 3 

Función y Distancia de Bregman 

3.1 Distancia 

Definición 3.1 Sea X un conjunto, se define distancia o métrica como cualquier 

función binaria. d: X x X -t .IR que verifica las siguientes condiciones: 

1. d(a,b)?.: O; V a,b E X 

2. d(a, b) =O# a= b 

3. d(a, b) = d(b, a) ; Va, bE X 

4. d(a,b)~d(a,c)+d(c,b); Va,b,cEX 

S. d(a,a) =O; Va E X 

Un espacio métrico es un par( X, d) donde X=(=. 0 y des una función real definida 
en X x X. 

Ejemplos 

i) (lRn, d) Es un Espacio Métrico con métrica d definida 

d(x,y) 

ii) (lRn, d) Es un espacio métrico con métrica d definida 

d(x,y) = 2::::~= 1 \(xi- Yi)\ 

iii) (lRn, d) Es un Espacio Métrico con métrica d definida 

d(x,y)=máx{\(xi Yi)\} 
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3.1.1 Cuasidistancia 

Definición 3.2 Sea X un conj-unto, se define Cnasidistancia o Medida divergente 

como cualquier función binaria D : X x X ~ ffi que verifica las siguientes condi­

ciones: 

l. D(x, y) .2: O; V x, y E X 

2. D(x,y) O 4::? x =y 

Ejemplos 

i) D(x, y) = (x y) 2 es una cuasidistancia, para X= lR 

ii) D(x, y) log~ es una cuasidistancia, para X = JR++ 

iii) D(x, y) = xlog~ es una cuasídistancia, para X= lR++ 

Entre las cuasidistancias que son usando para generalizar el método de punto prox­
imal, están las llamadas distancias de Bregman y las <p- divergencias, ambas son 

casos particulares de las llamadas medidas divergentes. 

Definición 3.1.1 Dado S e lRn, una función D : S x S~ lR es llamada medida 

divergente en S si: 

1. Vx, yESD(x,y).2:0; 

3. Los conjuntos de n·ivel r 1 (y, v) = { x E S : D ( x, y) :::; v} son acotados para 

todo y E S y todo v > O; 

4. Los conjuntos de nivel f 2 (x,v) ={y E S: D(x,y) ~ v} son acotados para 

todo x E S y todo v > O 

Observación: Toda medida divergente es una cuasi distancia, ya que podemos 

tomar a {y} = {xk} sucesión constante de (2) lim D(x, y) O 4::? lim x = y 
k-.oo k-+oo 

entonces x = y 

Hay dos casos particulares de medida divergencia que son <P : divergente y la 

Distancia De Bregman (la cual es de nuestro interés) 
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3.1.2 Función y Distancia de Bregman 

Definición 3.1.2 Sea e0 e IRn un conjunto abierto y convexo, e un conjunto 

cerr-ado. Consideremos tma función real convexo sobre e 

h : e e IRn --. IR 

Definido por 

Dh(x, y)= h(x)- h(y)- (Vh(y), (x y)) 

h es llamado una función de bregman con zona eo (y Dh la distancia de Bregman 
inducida por h} si se cumpla las siguientes condiciones: 

B 1: h es continuamente difer·enciable en e0 

B2: hes estrictamente conve.m y continúa en e 

B3: Para todo o: E IR los conjuntos de nivel parcial 

f 1(y,o:) {x E e: D¡Jx,y) ~ ü}, f2(.x,ü) ={y E eo: Dh(x,y) ~ ü} 
están acotados para todo y E C0 , todo x E e respectivamente 

B4: Si {yk} e eo converge a y* entonces lim Dh(y*, Yk) =O 
k-+oo 

B5: Si {xk} e y {yk} e e0 son sucesiones tal que {xk} están acotados, 

lim Yk =y"' y lim Dh(x~;;, Yk) =O entonces lim Xk y* 
k-+oo k---->oo k---->oo 

Existen dos subclases de funciones de Bregman que requieren de condiciones adi­

cionales a las mencionadas anteriormente. Las cuales se denominan coerciva en la 

frontera y coerciva en la zona. 

Decimos que una función de Bregman h es coerciva en la frontera si satisface 

la sigu·íente condición: 

B6: Si {Yk} e eo y tal que lim Yk y E 8e0
, entonces 

k---->oo 

Decimos que h es zona coerciva si satisface la siguiente condición: 

B7: Para todo y E IRn existe x E e0 tal que Vh(x) =y. 

60 



Mostremos algunos ejemplos de función de bregman con su respectiva distancia de 

Bregman: 

Ejemplo 3.1.1 Sea h : IRn 

Jjx- Yll 2 
IR; tal que h(x;) = JlxiJ 2

. En este caso Dh(x, y) 

Ejemplo 3.1.2 Sea h: IRn ___,IR; tal que h(x) = xtlvlx, con Jvf E IRnxn simetrica 

y definida positiva. En este caso Dh(x, y)= (x- y)tM(x- y) llx Yli¡1 

n 

Ejemplo 3.1.3 e= IR~+ ; h(x) = 2:: Xilogxi. Extendido con continuidad en la 
i:=ol 

frontera de lll~+ usando la convención de que OlogO =O. En este caso Dh(x, y) = 

t (xilog X~ + Yi Xi) 
i=l Y~ 

Ejemplo 3.1.4 C =IR~+; h(x) t ( xf- xf). Con a 2::: 1, ,8 E (0, 1). 
i=l 

Para a = 2 e f3 = ~ , tenemos Dh(x, y) llx- yli 2 + ~ t -1
- ( fi- .Jiji)

2 

i=l .¡y¡ 
- 1 ( . - 1 ~ 1 ( )2 Y para a= 1 e {3- 2 , tenemos Dh ::t,y)- 2 0 .JXi- .Jiii 

i=l .jfji 

Lema 3.1.1 (Desigualdad Triangular Estricta) 

Sea C0 un conjunto abierto y convexo, y h : C ___, IR una función convexa que 

satisface las Siguientes condiciones: 

1. h es estrictamente convexa y continua en C. 

2. h es continv.amente diferenciable en C0 . 

Si x E C, y E C0 y w es una combinación convexa propia de x e y, esto es, 

Con a E (0, 1), entonces 

Demostración. 
Por hipótesis 

Con 

Como C0 es convexo, entonces 

w=(1 a)x+ay 

w ax + (1 a)y 

a E (0,1) 
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Como h es Convexa y diferenciable en C0 , entonces por el 

Teorema 2.1.1 \lh es un Operador Monótono, es decir 

(Vh(x)- Vh(y),x- y):_:::: O;\;/ x,y E C 0 

particular para w, y E C0 

O~ (w- y, Vh(w) \lh(y)) 

O~ (w y, \lh(w)- \lh(y)) = (w- y, \lh(w)) (w- y, \lh(y)) 

(w- y, \lh(y)) ~ (w- y, \lh(w)) (3.2) 

Remplazando (3.1) en (3.2) 

(ax + (1- a)y- y, \lh(y)) ~ (ax + (1- a)y- y, \lh(w)) 

(a(x- y), Vh(y)) ~ (a(x y), \lh(w)) 

Como a E (0, 1) 
(x y, \lh(y)) ~ (x y, \lh(w)) 

Ya que (1- a) E (0, 1) 

-(1 a) (x y, Vh(w)) ~ (1- a) (x-y, \lh(y)) (3.3) 

Por otro lado 

Dh(x, w) +Dh(w, y)= h(x)- h(w) (Vh(w), x- w) +h(w)- h(y) (Vh(y), w- y) 

Dh(x,w)+D~t(w,y) h(x)-h(y)-(Vh(w),x ax- (1- o:)y)-(Vh(y),o:x + (1- a)y- y) 

Dh(x, w) + Dh(w, y) = h(x)- h(y)- (1- a) (Vh(w), x y)- a (vh(y), x-y) 

De (3.3) 

Dh(x, w) + Dh(w, y) ~ h(x)- h(y)- (1- a) (Vh(y), x-y)- (Vh(y), x y) 

Dh(x, w) + Dh(w, y) ~ h(x)- h(y)- (V h(y), x-y) 

Dh(x, w) + Dh(w, y)~ Dh(x, y) 
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Lema 3.1.2 Sea e0 nn conjunto abierto y convexo, y h : e ---> 1R una función 

convexa que satisface las Siguientes condiciones: 

1. h es estrictamente convexa y continua en e. 
2. h es continuamente diferenciable en eo. 

Si {X k}, {yk} son sucesiones en eo 
Tales que 

lim xk x , lim Yk = y, con y =/= x, 
k-.oo k->oo 

Entonces 

Demostración. 
Definamos 

Por ser eo convexo 

Zk E eo ; \:/k E IN 

Por (B2), h es estrictamente convexa 

Remplazando (3.4) en (3.5) 

h(yk) + ( \7 h(yk), Xk; Yk _ Yk) ::::; h ( Xk; Yk) 

-h ( Xk; Yk) ::; -h(yk) ( \7h(yk), xk; Yk- Yk) 

h(xk) + h(yk) _ h (Xk + Yk.) < h(xk) + h(yk) _ h( ) _ j \7h( ) Xk + Yk 
2 2 - 2 Yk \ Yk ' 2 

h(xk); h(yk) - h (X k; Yk) ::::; ~ (h(xk) h(yk) (\7 h(yk), X k - Yk)) 

h(xk) + h(yk) (xk + Yk) 1 
2 

h 
2 

::; 2Dh(xk, Yk) 

Tomando limite y por la continuidad de (B2) 

h(x) h(y) (x +y) 1 . . -- + -- - h -~ ::; - hm mf Dh(xk, Yk) 
2 2 2 . 2 k-'<X) 

De (B2 ), hes estrictamente convexa y x =/=y, entonces 

1 1 1 1 
h('ix + 'iy)<'ih(x) + 'ih(y) 

1 1 1 1 
0<-h(x) + -h(y)- h( -x +-y) 

2 2 2 2 
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Remplazando (3.7) en (3.6) 

h(x) h(y) (x+y) 1 .. 0<-- + -·-- h -- s; -
2

lnn mf Dh(xk, Yk) 
2 2 2 k-+oo 

• 
Teorema 3.1.1 Sea e0 un conjunto abierto y convexo, y h : e ~ IR una función 
convexa que satisface las Siguientes condiciones: 

1. h es estrictamente convexa y continua en e. 
2. h es continv.amente diferenciable en C0 . 

Si { xk} , {yk} son sucesiones en e 0 tales que 

y una de las sucesiones converge, entonces la otra sucesión también converge para 

el mismo punto. 

Demostración. Supongamos, por contradicción, que si una de las sucesiones 

converge la otra no converge, o no converge al mismo punto. 

Entonces existe algún 0< E y una subsucesión de índices { kj} satisfaciendo. 

Supongamos primero que 

lim Yk y 
k-+oo 

Luego 

O<t:< 11 xk1 - Yk; 11 

E 
0< <1 

llxkj Ykj 11 

Expresando Xj como una combinación convexa propia de XkJ e YkJ 

(3.8) 

Por ello 

Del Lema 3 .1.1 
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Así 

Como 

Y por hipótesis tenemos 

Tomando limite en (3.9) 

De (3.10) 

De (3.8) 

llxj Ykjll E 

llxill llxj Ykj + Ykj 11 s 11 

De (3.12) 

llxill se+ I!Ykj 11 

Como {yk} es convergente y {YkJ} e {yk}, entonces 

{yk1} esta acotada 

Es decir 

Remplazando (3.14) en (3.13) 

Entonces 

{ Xj} esta acotada 

Por ello existe una subsucesión {xjJ e {xj} convergente, es decir 

lim x· = x . J, 
?.-400 

Además 
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Entonces, de (3.12) 

Por hipótesis 

lim Yk =Y 
k-too 

lim Yk:i· =y 
k-too ' 

Tomando limite a (3.16) 

lim 11 - Yk:i; 11 = E 
't--!>00 

De (3.15) y (3.17) 

llx- Yil =E 

Entonces 

x=/=y 

De (3.15), (3.17), (3.18) y por el Lema 3.1.2 

De modo que 

0< .lim Dh(xjp Yk:i.) =O 
1:.--H)O 2 

0<0 

Lo que es una contradicción 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

Admitiendo que la sucesión {xk} converge, obtenemos análogamente, una con­
tradicción. 

Por lo tanto, si una sucesión converge, la otra sucesión converge al mismo punto. • 

Proposición 3.1.1 Toda distancia de Bregman Dh(x, y) es una cuasidistancia. 

Demostración. 
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Sean x E S e y E S, 

Como h es convexa 

Entonces, 

Por lo tanto, 

h(x) ~ h(y) + (\lh(y), x-y), 

h(x)- h(y)- (\lh(y), x y)~ O. 

(ii) Dh(x, y)= 0 {::}> x =y. 

Sean X E e, y E eo. 

Supongamos que x =/=y, Por ser h estrictamente convexa en e 

Por hipótesis 

De (3.19) y (3.20) 

h(x) h(y)> (\lh(y),x y) 

h(x) h(y) (\lh(y),x y)>O 

Dh(x, y) = h(x)- h(y)- {\lh(y), x-y) =O 

0>0 

Contradicción, por lo tanto 

x=y 

Si x y entonces Dh(x, y)= O 

Dh(x,y) Dh(x,x) h(x)- h(y)- (\lh(x),x x) O 

(3.19) 

(3.20) 

• 
Observación.- En general toda distancia de Bregman no es una distancia. 
Veremos 2 ejemplos. Donde en el primer ejemplo mostraremos que no cumple la 

desigualdad triangular y en el segundo ejemplo no cumple la simetría. 

Ejemplo 1 
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Sean eo = JR e e = JR 
Definamos 

Donde hes una función de Bregman y Dh es la distancia de Bregman inducida por 
h ya que cumple las condiciones Bl-B5. 

Dh no cumple la desigualdad triangular. 

Para x 5 ; y = 2 y z = 3 

Contradicción, entonces 

Ejemplo 2 

(x- y)2 
::::; (x- z)2 + (z- y)2 

(x y) 2
::::; (x z)2 + (z y)2 

(5 2? ::::; (5- 3)2 + (3- 2)2 

32::::; 22 + 12 

Sean C0 JR++ = {x E JRn : x>O} , e JR+ = {x E lR : x > O} Defi-

namos 

h:e--+JR 

x t---1 h(x) = xlogx 

Extendida con continuidad en 8JR+, con la condición que O lag O = O en este caso 

X 
(x, y) t---7 Dh(x, y) = xlog- +y x 

y 
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h es función de Bregman y Dh es la distancia de Bregman inducida por h ya que 

cumple las condiciones B1-B5 

Dh no es simétrica 
Para x = y y y = 2 

1 1 
Dh(1,2) = 1log2 + 2- 1 = 1 + log2 
Dh(2, 1) = 2log2 + 1 2 = -1 + log4 

1 
1 + log2 =/: -1 + log4 

Dh(1, 2) =/: Dh(2,1) 

Proposición 3.1.2 Si h es una función de Bregman con zona e0 , entonces 

Dh(x, y) es cermda. 

Demostración. Sea a E JR 

Ln(a) = {(x,y) E e X e0jDh(x,y) S a:} 

Demostremos que Ln(a) es cerrado 
Sea 

(x,y) E Lv(o:) 

Entonces 

Tal que 

lim(xk,Yk) (x,y) 
k-toc; 

(xk, Yk) E Lv(a:); V k E IN 

Luego de (3.21) 

Tomando límite 

Por definición de distancia de Bregman 

Tomando límite 

Por ser h continua en e y continuamente diferenciable en e0 y de (3.22) 
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lim h(xk) = h(x); lim h(yk) h(y) y lim \lh(yk) = \lh(y) 
k-too k-"= k->oo 

Remplazando en (3.24) 

De (3.23) y (3.25) 

Entonces de (3.21) 
(x, y) E LD(a) 

Luego 

Lv(a) es cermdo 

Por la proposición (1.3.9) 

lJh(x,y) es cerrado 

• 
Proposición 3.1.3 Si h es una función de B1·egman con zona C 0 , entonces 

lJh(x, y) es propia. 

Demostración. 
Como 

Entonces 

Ya que 

Entonces 

Por lo tanto 

dom(h) -=J ~ 

1) h (X, Y) ~ Ü ; \1 (X, y) E C X 0° 

Proposición 3.1.4 Si h es una función de Bregman con zona C 0 entonces: 

• 

a) 1Jh(x,y)-1Jh(x,z)-1Jh(z,y) (\lh(y) \lh(z),z x);\lxEC,\Iz,yEC0 

b) "VxlJh(x,y)=\lh(x) \lh(y); \lx,yEC0 

e) lJh(., y) es estrictamente convexa; \1 y E C 0 . 
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Demostración. 
a) Sean X E e e y E C0 . 

Por definición de distancia de Bregman 

Dh(x,y) = h(x) h(y)- (\lh(y),x- y) 

Sea z E e0 

= h(x)- h(y) (\lh(y),x z + z- y) 

= h(x) h(y)- (\lh(y), x- z) (\lh(y), z y) 

Por (B1) h es diferenciable en e0 

= h(x) h(y) (\lh(y)- \lh(z) + \lh(z), x- z)- (\lh(y), z- y) 

= h(x)- h(y)- (\lh(y) \lh(z), x z)- (\lh(z), x- z)- (\lh(y), z- y) 

=h(x) h(z)+h(z)-h(y) (\lh(y)-\lh(z),x-z)-(\lh(z),x-z) (\lh(y),z y) 

= h(z) h(y)-(\lh(y),z y)+h(x) h(z)-(\lh(z),x-z)-(\lh(y)-\lh(z),x-z) 

Por definición de distancia de Bregman z E eo C e , y E C0 y x E e, z E C0 

Dh(x, y)= Dh(z, y)+ Dh(x, z) + (\lh(x) h(y), x- z) 

b) Sean x,y E e0 . 

Por la definición de Dh : 

Dh(x, y) h(x)- h(y) (\lh(y), x y), 
Derivando respecto a. x obtenemos: 

VxDh(x,y) = \lh(x)- \lh(y). 

e) Sea y E e0
• Sean X¡,X2 E e, 0: E (0, 1) 1 X1 =1 X2 

Por (B2) h es estrictamente convexa. 
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<ah(x1)+(1-a)h(x2 ) (1 a+a)h(y) (vh(y),o:x1 +(1 o:)x2 (1 o:+o:)y) 

= a(h(x¡)-h(y))+(l-a)(h(x2) h(y))-a (vh(y),x1 - y) (1-o:) (vh(y),x2 y) 

a(h(x1)- h(y)- (vh(y),x1 - y))+ (1- a)(h(x2 )- h(y)- (vh(y),x2 - y)) 

Por lo tanto; 

• 
Proposición 3.1.5 Si hes una función de Bregman con zona C0 . Entonces, .\V a;Dh(x, y) 
es un operador monótono maximal estricto; \1 .\>0 

Demostración. 
Por la Proposición 3.1.4 (b) 

V xDh(x, y)= vh(x)- V h(y) ; \1 x, y E C0 

Como h es estrictamente convexa y diferenciable en C0 

Por el Corolario 2.1.4 tenemos 

vh(x) es un operador monótono maxirnal estricto 

Corno V h(y) es una constante, por el Corolario 2.1.4 

Es un operador monótono maxirnal estricto. 

Corno .\>0, por el Corolario 2.1.4 

.\V xDh(x, y) es un operador monótono rnaxirnal estricto \1 >->O 
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Capítulo 4 

Método del punto proximal 

generalizado para resolver PDV en 
IRn 

4.1 Problema de Desigualdad Variacional 

Sea J : e e IRn -r IR una función convexa y limitada inferiormente, donde e es un 

conjunto cerrado y convexo 

El problema de optimización convexa con restricción es: 

min f(x) sujeto a X E e (4.1) 

Proposición 4.1.1 Si existe z E e con u E éJf(z) tal que (u, X- z) ;::: o, entonces 
z minimiza a f en e 

Demostración. Como u E éJf(z) 

f (X) ;::: f (z) + (u, X - z) ; V X E e 

Por hipótesis 

(u,x-z);::O; VxEe 

Entonces 

f(x);::: f(z) ; V X E e 
Por lo tanto 

z minimiza a f en e 

• 
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Ya que a¡ es un operador monótono maximal, por el Teorema 2.1.4. La extensión 

del problema. (4.1) a operadores monótonos maximales es llamado el problema de 

desigualdad variacional, el cual es definido de la. siguiente manera.. 

Definición 4.1.1 Sea T. liC -t p(1R11
) un operador monótono maximal y e e 1R11 

un conjunto convexo y cerrado el problema de desigualdad variacional P D V (T, C) 

consiste en encontrar z E C tal que ex·iste u E T(z) satisfaciendo 

(1t, X- z) ~ 0; V X E e (4.2) 

4.2 Metodo del Punto proxhnal Generalizado para 

el PDV (T,C) 

algoritmo del punto proximal con distancia de Bregman para el ( 4.1) es de la 
siguiente manera 

l. Inicialmente.- Escogemos 

2. Iteración.- Pa.ra k= 1, 2, 3, .... 

Dado xk E C0 escogemos el parámetro de regularización Ak E (0, \]y encontrar 

un Xk+l E C0 tal que 

Dónde. C0 e Rn un conjunto abierto y convexo, C la cerradura de C0 y hes 

una función de Brcgman con zona C0 . . 

Por el Teorema (1.3.8) 

Luego 

Como a f es un operador monótono maximal, podemos extender el algoritmo de 

punto proximal con distancia de Bregman para resolver el P DV(T, e) 

Definamos 
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El algoritmo del punto proximal generalizado para el P DV(T, C) es definido de la 

siguiente forma 

l. Inicialmente.- Escogemos 

( 4.4) 

2. Iteración.- Para k 1, 2, 3 .... 
Dado Xk E ca, escogemos el parámetro de regularización )..k E (0, 3;] y encon­

trar un Xk+l E ca tal que 
(4.5) 

4.3 Resultados de Convergencia 

Lema 4.3.1 Sea Xk una sucesión generada por (4.4) e (4.5) supongamos que 

dom(T) n ca=/= 0 y la función de Bregman es zona coerciva con zona ca. entonces, 

{ xk} está bien definida e contenida en ca 

Demostración. Haremos la demostración por inducción. 

De (4.4) tenemos 

Supongamos 

Paso 1 
Demostremos que 

De ( 4.3) tenemos 

Denotemos 

Con 

Así 

Donde 
dom(T) n dom(Bk) = dom(T) n ca =/= 0 
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Por la proposición 3.1.5 

Bk es un operador monotono maximal estTicto 

Por hipótesis 

T es un oper-ador- monotono maximal 

De (4.6), (4.7), (4.8) y por el Corolario 2.1.6 

Tk es un operador monótono maximal estricto 

Por otro lado. Como h es zona Coerciva, entonces 

Bk es sobreyectiva 

Ademas 

T es un operador monótono maximal 

Por el Teorema 2.1.6 

Ti,;= T + Bk es sobreyectiva 

Como O E ffin 

Entonces 

Tal que 

Por lo tanto 

Paso 2 

Demostremos que Xk+l es único 

Supongamos que exista otro 

Entonces de (4.10) y (4.11) 

Por ser Tk un operador manótono estricto 
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Lema 4.3.2 Sea x la solución del P DV(T, e) , la sucesión { Xk} generada por ( 4.4) 

y (4.5) satisface la siguiente desigualdad 

Demostración. Sea 

Entonces 

Tal que 

Xk+l E eo 1 o E Tk(Xk+l) 

0 E [T(xk+l) + Bk(xk+I)] 

O E [T(xk+I) + Ak 'V xDh(Xk+1 1 Xk)] 

O E + .Ak('Vh(xk+I)- \7h(xk))] 

Ak['Vh(xk)- 'V h(xk+I)] E T(xk+l) 

uk = .Ak['Vh(xk)- 'V h(xk+I)] E T(xk+l) 

Por otro lado por la Proposición 3.1.4 (a) 

(4.12) 

Dh(x, y) Dh(x, z)- Dh(z, y) ('Vh(y)- 'V h(z), z- x) v x E e, v y, z E e0 

Tomando 

Obtenemos 

(>.k('Vh(xk)- 'Vh(xk+I)), Xk+l x) = >.k[Dh(x, xk) Dh(x, Xk+I)- Dh(xk+l, Xk)] 
(4.13) 

De (4.12) y (4.13), tenemos 

(uk,xk+I- x) = >.k[Dh(x,xk)- Dh(x,xk+1) Dh(xk+llxk)] (4.14) 

Tomando 

x=x 

(u.k, xk+I - x) .Ak[D~t(x, xk)- Dh(x, xk+I) Dh(xk+b xk)] ( 4.15) 

Por hipótesis x es solución de P DV(T, e) y tomemos v E T(x) tal que 

(v, X- x) ; V X E e (4.16) 

Como T es monótono 
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(v.k, xk+l- x) 2:: (v, xk+l- x) 

Como Xk+l E e y de (4.16) tenemos 

De (4.15) y (4.17) obtenemos 

(4.17) 

• 
Lema 4.3.3 Sea x la solución del PDV(T; e), la sucesión {xk} generada po1· (4.4) 
y (4.5), satisface la siguiente desigualdad 

Demostración. 
Por la proposición 3.1.1 (i) 

Por el Lema 4.3.2 

Por la Proposición 3.1.1 ( i) 

• 
Lema 4.3.4 La sucesión {xk} generada por (4.4) y (4.5) es limitada y posee puntos 

de acumulación contenidas en e 
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Demostración. 
Por el Lema 4.3.3 la sucesión {Dh(x, xk)} es no creciente y no negativo. 

Entonces para todo k ;?:: O y todo x solución del P DV (T, e), se tiene 

Por lo tanto 

Por (B3 ) 

Esta acotado, entonces 
{ xk} esta acotado 

Por el Teorema 1.2.14 

{ xk} posee puntos de acumulación 

Sea a un punto de acumulación de {xk}, por el Teorema 1.2.12 

Tal que 

lim Xk =a 
k-+oo 3 

Por ser e cerrado 
a E e 

Por lo tanto 

{ xk} posee puntos de acumulación contenidas en e 

Lema 4.3.5 Demostrar que lim Dh(xk+l, xk) O 
k-+oo 

Demostración. Por el Lema 4.3.2 

Por la Proposición 3.1.1 (i) 
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Por la Proposición 3.1.1 (i) 

Por el Lema 4.3.3 { Dh(x, xk)} es no negativo y no decreciente 

Entonces por el Teorema 1.2.9 

Luego 

Tomando limite en (4.19) 

Lema 4.3.6 Sea T : lRn __, P(JRn) pseudomonótono. Si x* 

mulación de {xk}, entonces existe u* E T(x*) tal que (u*,x 
solución del P Dll(T, e) 

(4.20) 

• 
es un punto de acu­

x*) O para todo x 

Demostración. Sea x* un punto de acumulación de {xk}, entonces 

Por el Teorema 1.2.12 

Tal que 

lim Xk = x* 
k-+oo ' 

(4.21) 

Por ser e cerrado 

x* E e 
Por otro lado Por el Lema 4.3.4 

{ xkJ} es limitado ( 4.22) 

Por el Leman 4.3.5 

( 4.23) 

De (4.21), (4.22), (4.23) y por (B5 ) tenemos 

lim Xk+l = x* 
k-+oo :J 

(4.24) 
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Para las sucesiones {xkj} y {xkj+l} 

De (4.21) y (4.24) y por (B4 ) tenemos 

De (4.23) y (4.25) tenemos 

Como {AkJ e p.k} e <0),] esta limitado y por el Teorema 1.2.8 

De (4.14) 

Tomando x = x* y k = kj 

Tomando límite 

Entonces para todo 

Se tiene 

Por otro lado de ( 4.9) 

Entonces 

De (4.21) 

xk+l E dom(T); V k~ -1 

l . * 
liD Xkj =X 

k-+oo 

Como T es pseudomonótono, dom(T) es cerrado 

x* E dom(T) 

(4.25) 

( 4.27) 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

De (4.27), (4.28), (4.29), (4.30), (4.31) y por ser T pseudomonótono. Tenemos 

3 u* E T(x*) ( 4.32) 
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Tal que 

Para todo x E dom(T) 

Como 

í1l =J SO L(T, e) e e e dom(T) 

Entonces también se cumple 

V x E SOL(T, e) 

Por otro lado de (4.20) 

Del Lema 4.3.5 

Entonces 

Siendo {.\k} limitado 

De (4.14) 

Tomando limite y de ( 4.34) 

Como X E SOL(T, e) e e; para X X 

lim (uk, xk+l - x) = O 
k-+oo 

Entonces de ( 4.33) 

(u*' x*- x) S lim inf (uk., X k +1 x) o 
k->oo J J 

(u*, - x) sO 
Luego como x E SO L(T, e) 

3vET(x) 
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Tal que 

{v, y- x) =2: o ; v y E e 
De (4.32), (4.36) y por ser T monótono 

{u*- v,x*- x) =2: O 

(u*,x*- x) =2: (v,x*- x) 

Como x* E e y de ( 4.37) tenemos 

{u*,x .. - x) =2: {v,x*- x) =2: o 

o~ (u*,x* x) 

Por lo tanto de (4.35) y (4.38) 

(u*,x* x) =O; V x E SOL(T, C) 

( 4.37) 

( 4.38) 

• 
Teorema 4.3.1 Sea T: JRn _, P(IRn) un operador monótono max'imal. Considere 

el P DV(T, C), donde Ce JRn es convexo y cerrado. Sea huna función de Bregman 

con zona C0 . Supongamos que las sig'aientes condiciones son validas 

i) dom(T) n C0 =f l2í 

ii) PDV(T,C) posee sol11.ciones 

iii) T es pseudomonótono 

iv) 0<.\k ~.X, para algun .X>O 

v) h es zona coercí va 

vi) T es paramonótono en e 

Entonces la sucesión generada por ( 4.4) e ( 4.5), converge para una solución x del 

PDV(T,e) 

Demostración. 
Por el Lema 4.3.1 

Por el Lema 4.3.4 

{ xk} está. bien definido y contenido en C0 
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{xk} posee puntos de acumulación contenida en e 

Sea x* E e un punto de acumulación de { xk} 
Por el Lema 4.3.6 

3 u* E T(x*) 

Talque 

(u*, x- x*) =O ; V; x E SOL(T; e) 

Como x es solución del P DV(T, e) 

3 u E T(x) 

Tal que 

(u, X x) 2': o ; V X E e 
particular para el punto de acumulación x* E e 

(u, x* x) 2': o 

(u, x- x*):::; O 

De (4.39), (4.41) y por la monótocidad de T 

De (4.40) y (4.43) 

Con 

O:::; (u u*, x- x*) 

(u,x x*):::; (u,x- x*) 

O (u\x- x*):::; (u,x-x*):::; O 

(u*,x x*)=(u,x x*)=O 

(u, x x*) - (u*, x x*) =O 

(u- u*, x- x*) O 

u E T(x) y u* E T(x*) 

Por la paramonótocidad de T, obtenemos 

u E T(x*) 

De (4.42) y (4.44) obtenemos 

(u, x- x) + (u, x - x*) 2': O 

(u, X x*) 2': o ; V X E e 
De ( 4.45) y ( 4.46) concluimos que 
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x* es solución del PDV(T, C) 

Como es un punto de acumulación de { xk}, entonces 

Entonces, por (B4 ) 

Por el Lema 4.3.3 

{Dh(x*,xk)} es no creciente y no negativa 

Por el Teorema 1.2.9 
{Dh(x*,xk)} es convergente 

(4.47) y (4.48) obtenemos 

lim Dh(x*, xk) =O 
k->oo 

Ya que {xk} esta acotado, tomamos 

De (4.49) 

Entonces por (B5 ) 

lim Xk = X
1 

j-+oo ·;¡ 

lim x* x' 
j->oo 

x* = x' 

Entonces toda subsucesión convergente de { xk} converge a x* 

Por lo tanto 
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Capítulo 5 

Aplicaciones 

Ejemplo 5.1 Sea f(x, y)= x2 + y2 una. función convexa 

{ 

mín .f(x, y)= x2 + y2 

(PI) Sujeto a 

(x,y)EIR? . 

oj(x,y) = \lf(x,y) = {(2x,2y)} 

Solucionar el problema (H) es lo mismo que solucionar el siguiente problema 

(P) { Encontrar x* tal que para algun 
w E of(x*) se tiene (w, y x*) ~O; \f y E IR? 

Solución 

l. Dado x0 = (1, 1) 

2. a) Para le= O; x0 = (1, 1) y escogemos >.0 = 1 

( 
1 )-l 

x1 E 1+
2

).
0
8! (xo) 

x1 E (J + (x, y)r1 (1, 1) 

(1,1) E (J+(x,y))(xl) 

(1, 1) E 2x1 

(~, ~) E X1 

X1 = (~, ~) 
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b) Para k= 1; x 1 = (~, ~) y escogemos .\ 1 = ~ 

( 
1 )-l 

x2 E I + 
2
.\

1 
8.f (x¡) 

x2 E (I + (2x,2y))-
1 (~·~) 

(~, ~) E (I + (2x, 2y)) (x2) 

( ~' 1) E (3x2) 

(~, ~) E X2 

X2=(~,~) 
e) Para k 2; x2 = (i, i) y escogemos .\2 1 

3 

( 
1 )-l 

x3 E I + 
2
.\

2 
8.f (x2) 

x3 E (I + (3x,3y)r
1 (~·~) 

(~,~)E (I +3(x,y)) (x3) 

(~·~) E(4x3) 

( 214' 214) E (x3) 

X3 = (;4' 214) 
La sucesión generada es: 

Tomando limite 

lim xk (O, O) 
k-.oo 

Por lo tanto 

{ 
Encontramos (0, O) tal que para algun 

w E B.f(O, O) se tiene (w, y- (O, O)) ~ O ; V y E 1R2 
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La solución del problema (P) resuleve el problema (P1), de la siguiente manera. 

(w, y- (0, O)) ~ O ; 'ti y E IR2 

j(O, O) + (w, y- (O, O)) ~ f(O, O) ; 'ti y E IR? 

Comow E oj(O, 0), por definición de subgradiente 

f(y) ~ f(O, O)+ (w, y- (O, O)) ~ f(O, O) ; 'ti y E IR? 

f(y) ~ f(O, O) ; 'ti y E IR2 

Ejemplo 5.2 Sea f(x) = lx 11 una función convexa 

{ 

min f(x) ix- 11 
(P2) Sujeto a 

X E IR 

of(x) { [~1\] : ::
1
1 

1 ; x>1 

Soludonar el problema (P2 ) es lo mismo que solucionar el siguiente problema 

(P) { Encontrar x* tal que para algun 
w E of(x*) se tiene (w, y- x*) ~O; 'ti y E 1R 

Solución 

l. Dado x 0 = 2 

2. a) Para k = O; x0 2 y escogemos .A0 = 1 

( 
1 )-1 

XI E I + 2.Ao a¡ (xo) 

i) Si XI<1 
2 E (x1 - ~) 
~ E (x1) Absurdo 
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ii) Si Xl = 1 

2E(1+(-~,~)) 
2 E ( ( -~, ~]) Absurdo 

iii) Si x1> 1 

2 E (x1 + ~) 
~ E (x1) Cumple 

b) Para k= 1; x1 = ~ y escogemos .\1 
1 
2 

( 
1 )-

1 

Xz E I + 2.\1 a¡ (xl) 

i) Si x2<1 

~ E (x2- 1) 

~ E (x2 ) Absurdo 

ii) Si x2 = 1 

~E(1+[-1,1]) 
~ E ([-1, 1]) Cumple 

iii) Si x2 >1 

~ E (xz + 1) 
~ E (x2) Absurdo 

Xz E (I + aj)-l (~) 
3 2 E (I +a¡) (xz) 

e) Para. k = 2; x2 = 1 y escogemos .\2 
1 
3 

i) Si X3<1 

1 E (x3 

~ E (x3) 

( 
1 )-l 

X3E J+
2
A

2
oj (x2) 

~) 
Absurdo 

89 



/ 

ii) Si X3 = 1 

1E(1+ ,~]) 
O E ( [ 23

, ~]) Cumple 

iii) Si x3> 1 

1E(x3 +~) 
~ E (x3) Absurdo 

La sucesión generada es: 

Tomando limite 

Por lo tanto 

3 
{xk} = {2, 

2
,1,1,1, ... } 

lim Xk 1 
k-HXJ 

{ 
Encontramos 1 tal que para algun 

w E 8f(l) se tiene (w, y- 1) 2: O; V y E IR 

La solución del problema (P) resuelve el problema (P2 ), de la siguiente manera. 

(w, y- 1) 2: O ; V y E IR 

f(l)+(w,y-1)2:!(1); Vy EIR 

Como w E 8f(1), por definición de subgradiente 

f(y) 2: f(1) + {w,y-1) 2: f(1); V y E IR 

f(y) 2: f(l) ; V y E IR 

Ejemplo 5.3 Sea f : IR -> IR nna función convexa, definida de la siguiente manera: 

{ 1-x x<1 
f(x) = · 

x2 - 1 x2:1 

(P,) { 

min f(x) 

Sujeto a 

X E IR 

8f(x) ~ { 

-1 x<1 

1, 2] x=l 

2x x>1 

Solncionar el problema (P3 ) es lo mismo que solucionar el siguiente problema 

(P) { Encontrar tal que para algun 
w E 8f(x*) se tiene (w,y- x*) 2: O; V y E IR 

Solución 
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1. Dado x 0 2 

2. a) Pam k = O; x0 = 2 y escogemos Ao = 1 

i) Six1<1 
2 E (x1 ~) 
~ E (x 1 ) Absurdo 

ii} Si Xl 1 

2E(1+[-~,1]) 
1 E ( [- ~, 1 J ) Cumple 

iii} Si x1>1 

2 E (xl + X1) 
1 E (x1 ) Absurdo 

b} Pam k= 1; x1 1 y escogemos A1 1 
2 

( 
1 )-l 

Xz E I + 2;\1 a¡ (xl) 

Xz E (1 + 8!)-l (1) 

1 E (J + 8!) (xz) 

i) Si x2<1 
1 E (xz 1) 
2 E (x2) Absurdo 

ii) Si x2 = 1 

1 E (1 + [-1,2]) 
O E ([-1,2]) Cumple 

iii} Sí x2>1 

1 E (xz + 2xz) 
~ E (x2 ) Absv.rdo 
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e) Para k = 2; x2 1 y escogemos A2 = ~ 

i} Si x3 <1 

1E(xa-~) 
~ E (x3) Absurdo 

ii} Si x3 = 1 

1 E (1 + [ 23
, 3]) 

O E ([ -2
3

, 3]) Cumple 

iii} Si X3>1 

1 E (xa+3x3) 

~ E (xa) Absurdo 

La sucesión generada es: 
3 

{2, 2' 1, 1, 1, ... } 

Tomando limite 

lim xk 1 
k->oo 

Por lo tanto 

{ 
Encontramos 1 tal que para algun 

w E 8f(1) se tiene {w,y -1) 2': O; \f y E lR 

La solución del problema (P) resuleve el problema (P3); de la siguiente manera. 

{w, y 1) 2': O ; \f y E lR 

f(1)+(w,y-1)2':f(1); \fy ElR 

Como w E 8f(1), por definición de subgradiente 

f(y) 2': f(1) + {w, y- 1) 2': f(l) ; \f y E lR 

f(y) 2': f(l) ; \f y E lR 

92 



Materiales y Métodos 

Para realizar el trabajo de Tesis se revisó y recolecto gran cantidad de bibliografía, 

entre los más destacados están: Elon [7], Elon [8], Izmailov [12], Izmailov [13], Iusem 
[14], Khv'iel [21] y Rockafellar [29]. Además, se hizo la búsqueda en internet con el 

fin de hallar los artículos mas recientes relacionados con la investigación, donde se 

utilizó discos compactos y USB para guardar la información encontrada. 

Para la elaboración y digitación de la Tesis se usó Látex este procesador de texto es 

indicado para la escritura de textos científicos. 

Terminada la digitación se entregó un ejemplar al profesor asesor para las correc­

ciones y sugerencias, errores de redacción, correcciones de ortografía y para que 

realice las correcciones de forma y fondo. 

Para presentar los resultados de la tesis, se entregaron cuatro ejemplares para lo 

cual se necesitó el siguiente materia: hoja bond, cartucho de impresora, material de 

anillado, tóner. 
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Resultados 

En el trabajo de Tesis se obtuvo la solución del problema de desigualdad variacional 

en lR11
, mediante el método de punto proximal exacto con distancia de Bregman, los 

resultados más importantes son: 

l. Presentamos los resultados mas importantes de Operadores Monótonos y Dis­

tancia de Bregman 

2. La subgradiente de una función convexa es un operador monótono maximal, 

paramonótono y pseudomonótono 

3. El problema de desigualdad variacional en lR11 es una generalización del prob­

lema de optimización convexa con restricción en lR n 

4. Demostramos que la sucesión generada por el algoritmo de punto proximal 

exacto con Distancia de Bregman converge a la solución del problema de de­

sigualdad variacional en lR n 
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Discusiones 

l. La importancia y necesidad de resolver el Problemas de Desigualdad Varia­

cional se justifica por las múltiples aplicaciones en los campos de ciencias e 
ingenierías, tal es el caso que al resolver un problema de Desigualdad Varia­

cional se está resolviendo un problema de Optimización Convexa. 

2. En las bibliografías no existen mucha información sobre la solución del Prob­

lema de Desigualdad Variacional. En la tesis hemos resuelto el problema uti­

lizando el Algoritmo de punto proximal exacto con Distancia de Bregman 

3. La solución del Problema de Desigualdad Variacional, solamente resuelve prob­

lemas de optimización convexa. La Tesis se puede considerar como un primer 

paso importante, para resolver problemas de optimización más generales y que 

tienen aplicación en diversas áreas. 
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Conclusiones 

l. Para resolver un Problema de Desigualdad Variacional, se utiliza el algoritmo 
de punto proximal con distancia de Bregman 

2. Al obtener la solución de un Problema de Desigualdad Variacional estamos 

obteniendo la solución de un problema de optimización convexa. 

3. Para obtener la convergencia del algoritmo de punto proximal hemos intro­
ducido una nueva clase de distancias generalizadas, llamada distancia de Breg­

man, la cual es muy importante para la convergencia. 

4. Con demostración de que la subdiferencial de una función convexa sea un 

Operador Monótono Maximal, nos permite generalizar el Problema de Opti­
mización Convexa a un Problema de Desigualdad Variacional 

5. Toda distancia de Bregman es una Cuasidistancia., pero en general toda dis­

tancia de Bregman no es un Distancia 
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