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RESUMEN

SOLUCION DE UN PROBLEMA DE DESIGUALDAD

VARIACIONAL EN R®* USANDO EL METODO DEL

PUNTO PROXIMAL EXACTO CON DISTANCIA DE
BREGMAN

JEMY ALEX MANDUJANO VALLE
Febrero-2013

Asesor: Mg Edinson Rail Montoro Alegre
Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica

En esta Tesis se hard la extension del siguiente problema
min f(z) sujeto a; z€C

Donde C < IR" es cerrado y convexo, f una funcién convexa. Extendemos el
problema anterior a operadores monétonos maximales el cual es llamado el problema
de desigualdad variacional.

El problema de desigualdad variacional consiste en encontrar z € C tal que exista
u € T'(z) satisfaciendo
(yz—2y>0;Vvzel

Donde T : R* — P(IR") es un operador punto-conjunto, es decir para cada valor
del dominio le corresponde dos o més valores.

Para resolver el problema de desigualdad variacional utilizamos el algoritmo de punto
proximal generalizado, definido de la siguiente manera.

1. Inicialmente.- escogemos
2o € CY e Ap € (0,7

2. Tteracion.- Para k=1,2,3...
Dado z;, € C° escogemos el pardmetro de regularizacién Ay, € (0,A], y encon-
trar zx4y € CP tal que
0 € Ty (zxs1)

Bajo ciertas hipétesis este algoritino genera una sucesién convergente el cual es la
solucién del problema de desigualdad variacional.

Palabras claves: Operadores Mondtonos maximales, Distancia de Bregman, Método
del Punto Proximal y el Problema de Desigualdad Variacional.
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ABSTRACT

SOLUTION OF A PROBLEM OF VARIATIONAL
INEQUALITY IN R® USING THE METHOD OF THE
POINT PROXIMAL EXACT WITH DISTANCE OF
BREGMAN

JEMY ALEX MANDUJANO VALLE
Febrero-2013

Advisor: Mg Edinson Raiil Montoro Alegre
Obtained Degree: Mathematician

In this thesis we will extension the following problem
min f(z) sujeto a; z€C

Where C C IR™ is closed and convex and f is convex. We extend the previous
problem to maximal monotone operators which is called the variational inequality
problem.

The variational inequality problem is to find z € C such that there exists u € T'(z)
satisfying

(uyz—2) 20;Vz el
Where 7' : R* — P(IR") is an operator point-set , ie for each domain value
corresponds to two or more values.

To solve the variational inequality problem we use the generalized proximal point
algorithm, defined as follows. '

1. Initially.- Choose
zo € CY € Mg € (0,)]

2. Iteration.- For k = 1,2,3...
Given 7, € C° choose the regularization parameter Ay, € (0, 5\] and find z,4, €
C? such that
0 € Ti(zrtr)

Under certain assumptions this algorithm generates a convergent sequence which is
the solution of variational inequality problem.

Keywords: Maximal monotone operators, Bregman distance, Proximal Point Method
and Variational Inequality Problem.
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Introduccién

En la actualidad en ciencias e ingenierias existen problemas matematicos que
podemos expresarlo como un problema de desigualdad variacional. Cuya solucién
de dicho problema se obtiene mediante el algoritmo de punto proximal con distancia
de Bregman

Comenzaremos con una breve exposicién de aquellos t6picos que serdn esenciales
para una buena comprensién de los problemas y algoritmos que serdn tratados en
este trabajo.

Sea f : R® — IR una funcién convexa y limitada inferiormente, el problema de
optimizacién convexa es definido como:

(P,) { manf(z)

reR"

Ya que, si 2 € IR™ es un minimizador de f, si solo si, 0 € 8f(z*) ( ver Teorema
1.3.9) podemos escribir el problema () utilizando el subdiferencial 8f de f

(Py) Encontrar z* € R™)
1 Tal que 0e€df(z¥)

Ahora cuando z esta restringido a un conjunto convexo y cerrado C' C IR™ obtenemos
el problema de optimizacién convexa con restriccién

(Py) { minf(z)

zel

Ya que, si ¥ € C es un minimizador de f en C, si y solo si 3 w € f(z*) tal que
(w,y—z*) 2 0,V y € C ( ver Teorema 1.3.10) podemos escribir el problema (P;)
utilizando el subdiferencial 8f de f

(P) Encontrar z* € C tal que para algin
! w € 8f(z*) se tiene (w,y—2z*)>0; VyeC



Cuando f es una funcién convexa, tenemos que df : R" — P{IR") es un operador
monétono maximal ( ver Teorema 2.1.4 ). Obtenemos asi, las extensiones natu-
rales de los problemas (FP») y (P;), generalizando el operador 8f por cualquier otro
operador monétono maximal 7' : R™ — P(IR") de la siguiente manera

Encontrar z* € R™)
(Ps) .
Tal que 0 € T(z*)

}f

(Ps) Encontrar z* € C tal que para algun
6 w e T(z*) se tiene (w,y—2*)>20; VyeC

Respectivamente.

De esta forma, el problema (P;) asocia a un operador monétono maximal, es el
problema de encontrar ceros de 7. El problema Fg, es llamado el problema de de-

sigualdad variacional para operadores T en el conjunto C, el cual serd denotado por
PDV(T,C)

Para resolver el problema (P,) o mds general el problema (F5) se utiliza el método
de punto proximal para operadores monétonos.

Para resolver el problema (P3) se utiliza el método de punto proximal con distancia
de Bregman

Para resolver el problema (P;) o mds general P se utiliza el método de punto
proximal con distancia de Bregman para el problema de desigualdad variacional.

Nuestra atencién estard centrada en resolver el problema () ya que es una gener-
alizacién de los demas problemas.

Cabe mencionar que el objetivo principal de la Tesis es obtener la solucién del
PDV(T,C) en R"™ mediante el método de punto proximal exacto con distancia de
Bregman

La Tesis consta de dos partes, la primera parte estd constituido por el Capitulo
1, Capitulo 2 y el Capitulo 3 en estos Capitulos damos Definiciones, Proposiciones,
Teorema, Lemas, Corolario y Ejemplos de Andlisis en IR™, Operadores MonGtonos
y Distancia de Bregman

La segunda parte estd constituido por el Capitulo 4 aqui estudiaremos la solucién
del problema (Ps) basdndonos en los Capitulos anteriores.



El trabajo cstd constituido de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, presentaremos las herramientas necesarias para el desarrollo del
trabajo y algunos conceptos bdsicos de andlisis en IR™, optimizacion en IR™, conjun-

tog convexos, funciones convexas y funciones conjugada de una funcién convexa.

En ¢l capitulo 2, estudiaremos las definiciones y resultados de: operadores mendtonos,
operadcores monodftonos maximales, operadores paramendtonos y operadores pscu-
domonétonos. Obteniendo que la subdiferencial &f de [ es un operador mondtono
maximal, paramondtone v pseudomondtono

En el Capitulo 3, cstudiaremos las definiciones y resultados de: distancia, cua-
sidistancia, funcién de Bregman v distancia de Bregman.

En el Capitulo 4, presentaremes nuestro principal aporte siendo este la parte central
de la Tesis. Este Capitulo se divide en 3 secciones. En la primera seccidn daremos la -
definicion del problema de desigualdad variacional, en 1a segunda seccién vercmos el
método de punto proximal exacto para el PDV(T,C) en R" y en la tercera seceién
veremos que la sucesidn generada por el método de punto proximal exacto converge
a la solucién del PDV(V, ) en R™.



Capitulo 1
Preliminares

En esta seccidn presentaremos la simbologia en utilizacién y daremos un resumen de
resultados bisicos de andlisis real, nociones de convexidad v condiciones necesarias
de la convergencia de una sucesion, para obtener Ja solucion del problema

1.1 Simbolos y Notaciones

A lo largo de esta seccion adoptaremos las sipuientes terminologias:
Ry={zcR: z>0}

R™ = {z = (21,22, .-, 2,) : 2; € IR, Vi = 1, ...,n}: espacio euclidiano

n-dimensional.

{z,z): producio interno (euclidiano) entre z € M" y z € W™
[z]]: norma euclidiana de « € R™.

CY: interior del conjunto C.

¢ cerradura del conjunto C.

C": conjunto de puntos de acumulacién de C.



df(z): subdiferencial de una funcién convexa en un punto z.
Ly{@): conjunto de nivel de f.

epi(f): epigrafo de una funcién f.

Vh(z): gradiente de una funcién en el punto x.

f': derivada de la funcién f.

PDV(T,C): Problema de Desigualdad Variacional

SOL: Conjunto de soluciones del PDV

lim inf : Limite inferior

lim sup : Limite superior

P(IR"™): Conjunto de de IR™

1.2 Resultados de Analisis

Definicién 1.2.1 Definimos. La bola abierta Bla,7) = {z € R" : |z —a|<r}, la
bola cerrada Bla,r} = {z € R" : |z —a| < r} y la esfera Sla,r] = {z € R" :
|z — a| = r} donde a es el centro y r>0 el radio.

Teorema 1.2.1 Toda bola B < IR™ es convexo

Demostracién. Ver [8], pdgina 12. |

Definicién 1.2.2 Se dice que un subconjunto X C IR" es acotado cuando existe un
nimero real ¢>0 tal que |z| <c para todo z € X. Esto equivale a decir que X estd
contenido en la bola cerrada de centro en el origen y radio c.

Teorema 1.2.2 Un conjunto X .C IR™ es acotado, si y solo si, estd contenido en
alguna bola (cuyo centro no estd necesariamente en el origen)



Demostracién. Ver [8], pagina 13. |

Definicién 1.2.3 Una sucesion en R" es una funcion z : IN — IR". Escribimos
{z... 2k, ... }o {Zk}en, 0 simplemente {xx}, para indicar la sucesion x

Definicién 1.2.4 Una subsucesidn es la restriccion de la sucesion {zx} C R™ a un
subconjunto infinito IN* = {k;<ks<...<k;<...} C IN. La subsucesion es indicada
por la notacion {zi}rem 0 {Zk, bicew, 0 simplemente {xy, }

Definicién 1.2.5 Una sucesion {zx} C R"es acotado cuando eziste un ¢>0 tal que
[mk[ <cV kelN

Proposicién 1.2.1 Una sucesidn {zx} C IR™ estd acotado, st y solo si, m;(z) estd
acotado para todo i = 1,2...,n

Demostracién. Ver (8], pagina 13. ]

Definicién 1.2.6 Diremos que a es el limite de la sucesidn de puntos {zx} C R"
cuando; para todo €>0 dado, es posible obtener un ky € IN tal que |z — a| <c¢ siem-
pre que k>kg.

En el lenguage stmbdlico:

dimapy=awVe>0:3ky€ N/k>ky = |z — a] <e

k00
Teorema 1.2.3 Dado {zx} C IR", son equivalentes:

1 limz,=a

k—o0
2. lim m(zy) =mila), Vi=12,...,n
k00
Demostracién. Ver [8], pagina 15. |

Proposicién 1.2.2 Dado {z;} C R". 5% klim Ty =a < klim |z —afl =0
Gt O s OO

Demostracién.
Si hm 2 = a, entonces hhm zr — a =0, por lo tanto hm lzrp —all=0
3+ OC v OO
Si hm llzx — al] = 0, entonces khm zr— a =0, por lo tan’ao khm =0 N
R OO . — 00



Teorema 1.2.4 (Unicidad del Limite). Dado {z} C IR", s ch1im Zp=avy klim Ty =
b, entonces a = b

Demostracién. Ver [7], pagina 86 y Teorema 1.2.3. |

Teorema 1.2.5 Toda sucesion {zx} C IR™ convergente estd acoteda

Demostracién. Ver {7], pagina 87 v Teorema 1.2.3. [
El veciproco es falso: Sia #£ b, la sucesién {a, b, e, b, ...} es divergente v limitada

Teorema 1.2.6 Si k]im Ty = &, entonces toda subsucesion de {zy} converge hacia
e
a

Demostracion. Ver 7], pagina &8 v Teorema 1.2.3. |

Corolario 1.2.1 Dadas los sucesiones convergentes de punios zx, yx € R™ y ai €

IR, si Hm z, = a, lim y, = b y im a; = a .Entonces:
k—oo k— oo k—o0

1. I (me +ye) =a+b;

k—oc

2. lim QgD = &.Q
k—oo

3. klim‘ {r, ye) = {a, ) ;

4. lim |z = |al.
k—oo
Demostracién, Ver [8]. pagina 15. n

Teorema 1.2.7 Toda sucesion limitada en IR™ posee una subsucesion convergente

Demostracidon. Ver [§], pdgina 16. |

Teorema 1.2.8 Sean z, € 1y, sucesiones en R™. 51 ‘lim zr = 0 donde 6 =
Gy O
{(0,...,0) y {ye} es uno sucesidn acotada, entonces kliu& (zr,yx) = 0 { aungue no
o

exista lim yg)
k~-00
Demostracién. Ver {7}, pagina 91, Teorema 1.2.3 y Proposicidn 1.2.1. [ |

Teorcma 1.2.9 Toda sucesidn {zx} mondtona y acotada es convergentc

7



Demostracién. Ver [7], pdgina 88 y Teorema 1.2.3 W

Teorema 1.2.10 S una sucesidn mondtona {zr} posee una subsucesion conver-
gente, entonces {zx} es convergente.

Demostracién. Ver [7], pagina 88 y Teorema 1.2.3. ||

Definicién 1.2.7 Una sucesion {zr} en IR" se dice que es de Cauchy cuando para
todo €>0 existe ko € IN tal que k,r>ky entonces |zy — x| <€

Teorema 1.2.11 Una sucesion {zx} en IR™ es de Cauchy, si y solo si, es conver-
gente

Demostracién. Ver [8], pdgina 17. [ ]

Definicién 1.2.8 Sea X C IR™. Un punio a € R” es llamado punto de acumu-
lacion del conjunto X cuando toda bola de.centro a contiene algin punto de X,
diferente del punto a. Nosotros tenemos, Yex>0, 3z € X /0< |z — a| <e¢

Observacién 1.2.1 Si a € IR" no es punto de acumulacion lo llamamos punto
atslado

Teorema 1.2.12 Dado X C IR" y a € IR", las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

1. a es punto de acumulacion de X.

2. Eziste una sucesion de puntos zy € X, con klim Tp = a y T, # a para todo
i OO
kelN

3. Toda bola de centro a contiene una infinidad de puntos de X

Demostracién. Ver [8], pdgina 20. =

Corolario 1.2.2 51 X' +# ¢ entonces X es inﬁ’mto

Demostracién. Ver [8], pagina 20, | |

Teorema 1.2.13 §i X C IR™ es infinito y acotado entonces X' # ¢

8



Demostracién. Ver [8], pdgina 20. ]

Teorema 1.2.14 Toda sucesion acotada admite al menos un punto de acumulacion

Demostracion.
Por ser {z,} acotada |
Existe una subsucesién {z,, } C {z,} convergente

lim z,, =a
k- 00
Ve>0:3 z,, €N:m>n = |2, — a] <e

Ve>0;3 2y, € {2,}/0< |20, — af <e
Por lo tanto

a es punto de acumulacién de {z,}

Teorema 1.2.15 Sea X C IR™ un conjunto cerrado, entonces X' C X

Demostracién. Sea a € X’ entonces existe {z;} C X tal que klim Zp = @ COMO
el
X es cerrado se tiene que a € X. |

Definicién 1.2.9 Sea f : X — IR una aplicacidn definida en el conjunto X ¢ R"
es continua en a € X, si y solo si,

Ve>0 :30>0: |z - a||<p = |flz) - fla)|<e

Observacién 1.2.2 Si a es un punto aislado entonces f es continua en a € X C
R‘n

Definicién 1.2.10 Una funcion f : X ¢ IR® — IR es continua en X, si y solo si,
f es continua en a, para todo a € X.

Teorema 1.2.16 Una aplica,cién f: X cIR" — IR es continua en X, si y solo si,

para toda sucesion de puntos xx € X con klim T = a, entonces klim flzx) = f(a).
—3 O ~ OO

1.3 Elementos de Analisis Convexo

En esta seccién, presentamos algunas definiciones y resultados de andlisis convexo.

9



1.3.1 Minimizacién de funciones

Definicidén 1.3.1 Sea un conjunto C C R"™ y f : C — IR una funcidn. Un problema
de optimizacion es un problema de la forma. :

min f(z) sa zeC (1.1)

Cuando C = IR", diremos que el problema de optimizacidn es irrestricto, y cuando
C # R™ diremos que el problema de optimizacidn es con restriccidn.

Definicién 1.3.2 Diremos que T € D es
1. Un minimizador global del problema (1.1) si
[Z)< f(z) Vze D (1.2)
2. Un minimizador local del problema (1.1) st existe €>0 tal que
(@) < flz) ,YzelCnBz¢€ ; (1.3)

Si para todo x # T la desigualdad (1.2) y (1.3) es estricta, T es llamado
minimizador estricta (global o local, respectivamente)

Observacién 1.3.1 Todo problema de mazimizacion puede ser transformado en
uno de minimizacion, es por ello que consideramos solo problemas de minimizacion
1.3.2 Existencia de Soluciones

Definicién 1.3.3 Dada una funcidn f : C C R™ — IR; f es semicontinua inferior
en T € C, st para toda sucesion {zx} de C converge en T se tiene que:

.. N> (7
Limn inf flzx) 2 f(Z)
Donde
1}%13131;15 f(@k) = 2}51]2 }éli f(zx)

Si f es semicontinua inferior para todo x € C, entonces decimos que [ es semicon-
tinua inferior en C. ‘

Teorema 1.3.1 Dada una funcidn f : C C IR™ — R. Si [ es semicontinua inferior
en un conjunto no vacio y compacto C entonces eziste un punto de minimo global

10



Demostracién. Ver (9], pigina 34 . |

Corolario 1.3.1 ( Teorema de Weiersiras) sea C C IR™ un conjunto compacto no

vacio y f: C — IR una funcidn continua en C entonces existe un punto de minimo
global de f en C

Demostracién. Ver [12], pdgina 7, Teorema 1.2.1. |

Definicién 1.3.4 El conjunto de nivel de la funcién f: C C IR" — IR asociado a
a € R, es el congunto dado por:

Li(a) ={z € C/f(z) < o}

Corolario 1.3.2 Dada una funcidn f : C C IR™ — IR. Si Ly(a) es no vacio y
compacto para algin o € R y f es semicontinua inferior en Ly(a), entonces existe
un punto de minimo global de f en C.

Demostracidén. Ver [9], pdgina 35. N

Corolario 1.3.3 Dada una funcion f : C C R* — R. Si C es cerrado y Lg{a)
es no vacto y limitado para algin o € R y f es semicontinua inferior en Ls(a),
entonces existe un punto de minimo global de f en C

Demostracién. Ver [9], pdgina 36. |

Definicién 1.3.5 Decimos que una sucesion {zx} en C es critica (en relacidn al
congunto C') si:

k&r&o lzxll = +o00 0 kgxfmzk =ze€C\C

Definicién 1.3.6 La funcidn [ : C C R™ — R es llamada coerciva en C si para
toda sucesion critica {zx} se tiene

limsup f(zy) = +0
k—4oo

Donde

limsup f(zy) = inf sup f(zx)
k—-+oo €N p>n

Corolario 1.3.4 Dada una funcion f : C C R™ — IR. Si f es coerciva y semi-
continua inferior en un conjunto no vacio C, entonces existe un punto de minimo

global de f en C

Demostracién. Ver [9], pdgina 37. |
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1.3.3 Conjuntos Convexos

Definicion 1.3.7 Un conjunto C C IR" es convezo, si para todo par de puntos z e
y en C se tiene

az+(1—-a)ye CVa €0,1]

Teorema 1.3.2 Sea C C IR™ un conjunto convezo entonces se satisface las siguiente
condiciones

i) rC es un conjunto convero Vo € IR
i) v+C ={z=v+c/ce C} es un conjunto convezo para v € R"™ un vector fijo

iii) Si Cy1,Cy son conjuntos convezos entonces
Ciy+Cy = {Z € IR,n;le < 01,332 € o, 2= +.’E2}

Es un conjunto convezo.

Demostracién. Ver [5], pdgina 11 . |

Lema 1.3.1 Sea {C.} una coleccidn de conjuntos convezos tal que
C=[\Ca
a
Es no vacto, entonces C' es convexo

Demostracién. Ver [1], pagina 36. =

Proposicién 1.3.1 Sea C C R™ un conjunto convezo. Entonces, cl C yint C son
conjuntos converos

Demostracién. Ver [12], pigina 73. =

1.3.4 Funciones Convexas

Definicién 1.3.8 Sea C C IR™ un éonjunto convero. Una funcidn f : C — R es
llamada conveza en C cuando para cualquier z € Cyy € C'e a € [0,1], entonces

flaz + (1 - a)y) < af(z) + (1 - a)f(v)

La funcidn f es llamada estrictamente convera cuando la desigualdad anterior es
estricta para todo T # y e a € (0,1)
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Ejemplo 1.3.1 Demostrar que g(z) = (u,z — 2z} es una funcidn conveza
Prueba Seanz;, z; €¢ Ry a € [0,1]

glazr + (1 — a)z) = {u, 2 — (az; + (1 — a)z))
gloz + {1 = a)z) = {u,z — azy — (1 — «)zg)
glozr + (1 — a)zy) = (w,ar — az + ¢ — az ~ {1 — a)zn)
glez + (1 —a)z) = {u,ar — az;) + {4, ~oz + T — (1 — a)z)
glazy + (1 —a)z) =a{u,z — 2) + {u, (1 = o)z~ (1 — a)z)
alu,z~z)+ (1 —a)le,z— z)
glaz + (1~ a)z) = aglz) + (1~ a)g{z)

Teorema 1.3.3 Seq f : IR" — IR una funcidn conveza y g R" — IR otra funcidn
convera, enionces [+ g es una funcion convesa

Demostracion. Sean

z,y € dom{f+g) y aecll]

Entonces
z,y € dom{f) e =,y € dom(g)

Como f y g son funciones convexas
Jloz + (1 —ejy) < af(a)+ (1 —a)f(y)

glow + (1 - a)y) < ag(z) + (1~ a)g(y)

Sumando estas dos desigualdades

U+ gz + (1 - a)y) < alf + g)(w) + (1 —a)(f +9)y)

Proposicidn 1.3.2 Sea f : C C R” — IR una funcidn convera y g CCR" = IR
unge funcion estrictamente coners, entonces [ + g es una funcion estrictamente
COTVETO.

13



Demostracién. Sean
z,y € dom(f+g) v o€ (0,1)

Entonces
z,y € dom(f) e z,y € dom(g)

Como f es convexo y g es estrictamente convexa
flaz + (1 - a)y) < af (2) + (1 - a)f(y)
glaz + (1- a)y)<ag(z) + (1 — a)g(y)

Sumando estas dos desigualdades

(f +9)(az + (1 —a)y)<al(f +g)(z) + (1 - a)(f + 9)(¥)

Definicién 1.3.9 El epigrafo de una funcion f: C CIR" — IR es el conjunto
E;={(z,c) € C x R/f(z) < c}

Proposicién 1.3.3 Sea C C IR un conjunto convero. Una funcion f: C — IR es
conveza en C, si y solo si, el epigrafo de f es un conjunto convezo en R"™ x IR

Demostracién. Ver [12], pgina 67. |

Proposicion 1.3.4 Sea C C R" un conjunto convezo y f : C C R™ — IR una

Juncidn conveza en C. Entonces el conjunto de nivel Ly(a) es convezo, para todo
a€R

Demostracién. Ver [12], pdgina 133. |

Proposicién 1.3.5 Sea f: IR™ — IR una funcidn conveza. Supongamos que eziste
B € R tal que el conjunto de nivel Ly(3) es no vacio y limitado. Entonces Ls(cx) es
limitado para todo a € IR

Demostracién. Ver [12], pdgina 140. |

Teorema 1.3.4 (Teorema de minimizacién conveza)

Sea C C IR™ un conjunto convezo e f una funcion conveza en C. Entonces todo
minimizador local del problema (1.1) es minimizador global. Ademds, el conjunto de
minimizadores es convezo.

Si f es estrictamente convexo, no puede haber mds de un minimizador.
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Demostracién. Ver [12], pdgina 69. n

Teorema 1.3.5 ( Continuidad de funciones convezas )
Sea C C IR™ un conjunto convero y abierto, f: C — IR una funcién conveza en C.
Entonces, f es localmente Lipschitz- continua en C. En particular, f es continua

en C.

Demostracién. Ver [12], pdgina 136 . |

Teorema 1.3.6 (Caracterizacidn de funciones convezas diferenciables)
Sea C' C IR™ un conjunto convezo abierto y f : C — IR una funcion diferenciables

en C.

Entonces las siguientes propiedades son equivalentes.

a) La funcién f es conveza en C
b) f(y) 2 f(2) +(Vf(e)y—2x) ; Yo,y €C

) (Vfly) -V f(z)y—x)20; Va,y €C

Cuando [ es dos veces diferenciable en C las propiedades anteriores también
son equivalentes o

d) (f'(z)d,dy>0; Vz € C, Vd € R"

Demostracién. Ver [12], pagina 146 . ]

Corolario 1.3.5 Sea C C IR™ un conjunto convexo abierto y f : C — R una
funcidn diferenciables en C.

Entonces las siguientes propiedades son equivalentes.

a) La funcidn f es estrictamente conveza en C
b) fly)>f(z) +{(Vf(z),y—=a); Yo,y €Ctlalquez#y

) (Vily) =V f(z)y—2)>0; Va,y €Clal quez#y

Cuando f es dos veces diferenciable en C las propiedades anteriores también
son equivalentes a

d) (f'(z)d,d)y>0; Yz € C, Vd € R*~ {0}
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Demostracién. Ver [12], pdgina 150, Ejercicio 3.4.19 . |

Corolario 1.3.6 Sea f : R" — IR una funcidn conveza y diferenciable en x*. Si
Vf(z*) =0, entonces z* es un minimo global de f en R

Demostracién.

Como f es convexa y diferenciable en z* por el Teorema 1.3.6 se tiene

Fy) = fl@) + (Via®),y—2) ; Vy e R

Por hipétesis V f(z*) = 0, entonces

fly) = f(z*); Yy eR”

Teorema 1.3.7 Sea f : R" — IR una funcidn conveza. Para tode z € IR", eziste
s € R™ tal que f(y) 2 f(z)+ (s,y —z);Vy e R"

Demostracién. Ver [23], pdgina 86. |

Definicién 1.3.10 Sea f:IR"™ — IR una funcidn. El vector s € IR™ es el subgradi-
ente de f en el punto z € R" si

f) > fl@)+{sy—2); VyeR"

El conjunto de todos los subgradientes de f en z, denotado por 8f(x), es llamado el
subdiferencial de f en x, eslo es:

0f(z) ={s e R"; f{y) = f(z) + (s,y — 2) ,Vy € R"}
Ejemplo 1.3.2 Sea f(z) = |z| , Vz € R". Encontrar el subdiferencial de f

solucién
Como [ es conveza

0f(z) = {s € B; s(y—z) < [(y) ~ f(x), Vy € R}

of(z) = {s € R; S(y—w)$ly]~1$l, Vye R}
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i)

ii)

iii)

Siz>0
sly—2)<lyl—z; VyeR"

Tomamos para y =0
s(0—-2z)< |0l — =

s(—z) < —z
s>1

Tomamos para y = 2
sz —z)<2z—2

sx <z

s<1
Por lo tanto

s=1
St z<0

sy—z)<|yl+z; VyeR

Tomamos paray =0
s(0—2)<[0|+=

s(—z) <z
s< —1

Tomamos para y = 2z
s(2z —2) < |2z|+ 2

s(z) < —z
s> —1
Por lo tanto
§=-—1
Siz=0
sy<lyl;VyeR
y>0 v y<0
Tomamos para y > 0
5y <y
s<1
Tomamos para y<0
sy < -y
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s> —1
Por lo tanto
—-1<s<1

De i), i) y iii) oblenemos

{1}; st x>0
f(z) =< [-1,1]; s z=0
{-1}; s z<0

Proposicién 1.3.6 Sea f : IR" — R una funcidn convera. Entonces el conjunto

8f(z) es no vacio, convero y compacto, para todo z € IR"

Demostracion.
Paso 1 Mostremos que df(z) es no vacio
Por el teorema 1.3.7

Vz € R", 3s=s(z)/ fly) > flz)+(s,y— ) ,Vye R"

Por lo tanto

8f(z)#p Vze R

Paso 2 Mostremos que 0 f(z) es convexo Sean

sedf(z); wedf(z) y teld1]
Entonces

fl@)+{s,y—2) < fly) ; VyeR"

fl)+(wy—2) < fly) ; YyeR"
Luego

f@)+ (A =t)s+iw,y — ) = f(g) + (1 = 1) (s,y — 2) + t {w,y — )

f@)+H Q- t)s+tw,y—z) = f(z) - tf(z) +tf(2) + (1 —t) {5,y — ) +t (w,y — )
fl@) +{(L=t)s +tw,y —z) = (1= )(f(z) + (s,y — 2)) + t{f(z) + (w,y — 7))
J@) +H{(1—-t)s +tw,y —z) < (1-1)f(y) +tf(y)
f@) +{Q~t)s+twy—2) < fly) ; YyeR"

Luego
QA-ts+twedf(z) ; Vte [0,1]

Por lo tanto
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df(x) es convexo V.z € IR™

Paso 3 Mostremos que df(z) es cerrado Sea

s € 0f(x)
Entonces
sk} C Of(z) / klim Sk =8
Como
sk € 0f(x)
Tenemos

f) < fle)+(spy—2) ;3 VhkelN e VyeR"
Tomando limite
fy) 2 f(z) + lim s,y —2) = flz) + (s,y — @) ; VyeR"

Luego
s € 0f(x)

Por lo tanto
f(z) es cerradoVz € R™

Paso 4 Mostremos que Jf(z) es acotado Sea

s€df(x), s#£0

Considere
8
r>0 / y=z+r+—:

|51l

Entonces
y € Blz,7]

Como [ es convexa por el Teorema 1.3.5, f es Localmente Lipschitz-continua.
Luego para
y€ Blz,r], IM>0/ fly)~ flz) < My -zl

f)— flz) < Mr (1.4)
Por otro lado como s € 3f(z), entonces
Fy) z flz) + (s, — )
8
)2 1) + ()
f) z )+ sl
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fly) = f(z) 2 r|sl] (1.5)

Deldylb
Is]] < M

Por lo tanto
O0f(z) es acotado Vz € R"
||

Proposicién 1.3.7 Una funcidn conveza f: C C R"™ — IR es diferenciable en el
puntoz € C, siy solo si, el conjunto O f(x) contiene un dnico punto. Ademds,0f(x) =

{Vf(z)}

Demostracién. Ver [12], pdgina 167. ]

Teorema 1.3.8 Sea f : R® — R wuna funcidn conveza. El punto T € R" es
minimizador de f, si y solo si, 0 € 0f(Z)

Demostracion.
Por hipotesis 0 € 9f(Z)

fly) 2 f(2)+ (0,y—2);Vy e R"
fy)> f(z) ; VyeR"
7 es minimo de {f(x) : s.a z € R}

Reciprocamente
Por hipétesis Z es solucién del problema min{f(z): s.a z € R"}

fly) > f(z) ;\'/'y cR*
0 € df(z)
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Teorema 1.3.9 Sea f : R® — IR una funcidn conveza y C C IR™ un conjunto
convero. Entonces z € R" es un minimizador de f en C, si y solo s1,

dy € Jf(Z) tal que {y,z—7)>0;Yzel

Demostracién. Ver [12], pdgina 168. [

Proposicién 1.3.8 Sea f : R" — IR una funcidn conveza, klim T =T Y Yr €
e (X
Of(xx) para todo k. Entonces la sucesidn {yx} es acotada y todos sus puntos de

acumulacidn pertenecen a 8f(z)

Demostracién. Ver {12}, pagina 171 . [ |

Teorema 1.3.10 Sea f : R™ — IR una funcidn diferenciable y T es minimizador,
local de f. Entonces Vf(Z) =0

Demostracién. Ver [12], pdgina 15. |

Definicién 1.3.11 Una funcion f : IR" — IR es cerrada si epigrafo E; es un
conjunio cerrado en IR™ x IR.

Proposiciéon 1.3.9 Sea f: IR* — IR, las siguientes condiciones son equivalentes:
5 g

a) fes semicontinua inferior en IR™
b) {z € R*/f(z) < a} es cerrado para cada o € R

c) fes cerrada

Demostracién. Ver 28], Teorema 7.1 . E

Definicién 1.3.12 Una funcion f: C CIR™ — R es propia si:

a) dom(f) # @
b) Yz € domf: f(z)>— o0
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1.3.5 Funcién conjugada de una funcién convexa

Una extensién de la definicién 1.3.8 es dada por la siguiente definicién

Definicién 1.3.13 Una funcidn f: R™ — IR U {+oc}, no idénticamente +oo, es
llamada conveza cuando, para todo (z,y) € R™ x R™ y todo o € (0,1), se tiene

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1-a)f(y)

Como una desigualdad en IR U {400}

Observacidon 1.3.2 Sea C C IR™ un conjunto convezo. Una funcidn conveza [ :
C — IR como en la definicidn 1.3.8 puede ser extendida a una funcidn convera como
en la definicion 1.8.13 de la forma siguiente

f:R™ = RU{+oc}

;) fl@), si z€C
fo_{+oo, st z¢C

Definicién 1.3.14 Une funcidn f : IR® — R U {+oo} es llamado convezro propio
si f(z)< + oo para por lo menos un punto z € IR", y f(z)> — 0.

Definicidén 1.3.15 El dominio efectivo de una funcion conveza [ : R" — R U
{+o0}, es el conjunto denotado por dom(f) = {z € R™: f(z)< + oo}

Definicidén 1.3.16 Una funcion f : R™ — IR U {+oco} es llamada cerrade si su
epigrafo es cerrado en R™ X IR; o equivalente, si su congunio de nivel son cerrados.

Definicién 1.3.17 Sea f : IR™ — RU{++oo} una funcion conveza. El subdiferencial
de f enz € IR™ es el conjunto 0f(x) definido por

af(x):{ E:‘*?—Rnéf(zf)zf($)+(83§~z€),Vy€R“'}, si z € dom(f)

si z & dom(f)

Definicién 1.3.18 Sea C C IR"™ un conjunto no vacio, La funcion
Ic : IR — IR U {+oco} Definido por:

Ic(a:):{ 0, si ze€C

+oo, si z¢C

Es llamada funcidn indicatriz de C.



Proposicién 1.3.10 La funcidn Io: R* — R U {400} es convera, si y solo si, C
es CONVETa

Demostracién. Supongamos que Ig es convexa
Sean

z, y €C
Supongamos que existe « € (0,1) tal que az+(1—a)y ¢ C
Por ser I convexa
Ie(az + (1 - a)y) < alo(z) + (1 - a)lc(y)
+o0 < a0+ (1 —a)0
+oo < 0
Contradictorio, entonces
az+(1—a)yeC; Yac|0,1]
Por lo tanto

C es conveza

Reciprocamente
Supongamos que C es convexa
Sean
(z,y) e R*"xR"* y a€(0,1)
Vemos dos casos
Siz ¢ C o yé¢ Clademostracién es trivial
SizeC e yel
Entonces

az+(1—a)yeC Yae(0,1)
Iclaz+(1~a)y) =0=a0+ (1 —-a)0=alc(z)+ (1 —a)lc(y)
Ic(az + (1 —a)y) < alg(z) + (1 — a)lc(y)

Por lo tanto

Ic es conveza

Ejemplo 1.3.3 Ahora calculamos el subdiferencial de la funcidn indicadora Ic.

Sea s € 0lg(z), entonces.
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1. Siz ¢ C, se tiene Ip(z) = +00 de ahs

Ie(y) 2 Io(z) +(s;y—x) ; Vy e R"
Io(y) = +oo+ {s,y—z) ; Vye R"
Ioly) 2 4o0; Vy e R™

Lo cual es absurdo.
Por lo tanio

dlc{z) =9 ;, st ¢ C
2 SixcC, se tiene Io(x) =0, de ohi
Ie(y) 2 lo{z) + (s, y—z) ; Vy e R”

Te(y) 2 (s;y — z)

De ahi, consideramos dos casos.

i) siy ¢ C, obtenemos
{8,y — ) € +00

i) siy € C, obtenemos
(S>y - ‘I) S O

Por lo tanto, de i) y ii) obtencmos
Blole) = {s € R™ {5,y 2) <0, Vy € C)

Luego
{seR" {s,y~2)<0,VyeC}, st z€C

Olo(z) = { @, st z¢C

Definicién 1.3.19 Seq f : R" — IRU{+o0} una funcién conveza, no idénticamenie
+oo. La funcién f* : R" — R U {+o0}, definida por

f*(e) = sup {{z,5) — flz)}

Telk"

Para todo s € IR", es llamado la conjugada de la funcidn f.

Observacion 1.3.3 Seanz e R™ ¢ f: R® —» R U {+oo} una funcidn conveza.
Tenemos que

Of(z)={s e R*/{s,y —2) < fy) - f(=}, Vye R}
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De ahi,
(s,y) — fly) < (s.2) — fz) < [*(s)

Luego, ¥V s € R" tenemos

f7(s) = sup {{z,5) = f(z)}

Ejemplo 1.3.4 Sea una funcidn conveza f(z) = |z| para todo z € R ;

encontrar su funcidn congugada.

Solucién
Por la definicion de conjugada

I*(s) =x&§n§n{(x,s) —f@)}; VseR"

J*(s) = sup {zs—|z|}; VseR
zeR™

Siz>0
f(s)=sup{(s—1)z}; VseR
zeR"
St z<0
f(s)=sup{(s+1)z}; VseR
cEIR™
i) Sea, s € (—o0,—1)
Paraz >0
§— 1< —2
(s — < — 2z
f*(s) =sup{(s — )z} = 0
x>0
Pora <0
s+ 1<0
(s + 1)z>0

fr(s)= sxgg{(s + 1)z} = 400

Para los dos casos

f*(s) = sup{zs — |z|} = +0
z€R
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i) Sea, s € (1,+00)

Para 2> 0
s— 1<0
(s—=1)z<0
F*(s) = sup{(s — 1)z} = 0
>0
Para <0
s+ 1<2
(s + 1)z>2z

F7(s) = sup{(s + 1)z} = +oo
z<0
Para los dos casos

1(s) = sup{as — o]} = +oo
z€R

i) Sea, s € [—1,1]

Paraz >0
—-2<8—-1<0
—2r < (8- 1z <0
f*(s) =sup{(s — 1)z} =0
x>0
Para <0
0<s+1<2

2e<(s+1z<0
f(s) =sup{(s+ 1)z} =0
x< 0
Para los dos casos

7 (s) = sup{es — |z} =0
z€R

Por lo tanto

0, st |g<1

£(s) _{ +oo, si |s|>1
Observacion 1.3.4 Sea f : R" — R U {+00}. De la definicion 1.3.19, tenemos
[*(s) 2 {z,s) — f(z) para cada z € R"™ y cada s € R", luego,

Fr(s) + f(=) 2 (z,8)

Esta dltima relacion es llamada la-desigualdad de Frechel.
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Teorema 1.3.11 Sean z € R™ ¢ f : R" — R U {400} una funcidn conveza, no
idénticamente +0o. Entonces s € 0f(z) si y solo si, f*(s) = (s,z) — f(z)

Demostracion.
Supongamos que s € df(z).
Entonces

(s;y—2) < fly)— flx); Yye R"
(8;9) — fly) < (s,2) — f(z); Yye R"

Por lo tanto
£1(s) = s3p {ls.9) = @)} < {s,2) = F() < sup {(5,2) = J(a)} = ()

Luego
f7(s) = (s,2) — f(2)
Reciprocamente.
Supongamos que f*(s) = (s,z) — f(z)
51 £+(5) = sup {(5,4) = J(4)} = (5,8) — 1(s) tenemos que f*(s)<+ co. Bntonces

(s,y) = fy) < (s,3) — f(=)

Por lo tanto
(s;y—z) < fly)— f(z), Vy €R"
Luego

s € 0f(z)
n

Este teorema garantiza que si f : IR™ — IR es una funcién convexa y s € 0f(z) para
algun = € R", entonces f*(z)< + oco.

Teorema 1.3.12 Sea f : R™ — R"U{+o0} una funcidn conveza, no idénticamente
+00. Entonces la conjugada f* es una funcion conveza.

Demostracién. Dados s; , so € R". Haremos la prueba en dos casos

1) Si f*(81)< +ooy f*(82)< -+ o0
Entonces para cada t € [0, 1], tenemos

F (1= t)sy +1s9) = sup {(z, (1 — t)s1 +1s2) — f(2)}

z€IR™

F((L=1)s1+1ts7) = Sup{ , (1= t)sy +ts) — f(z) +1f(z) — tf(2)}
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S (A= t)s1 +1s3) = sup {(1 - 1)[(z,81) — f(2)] +tl{z, 52) — f(2)]}

z e ]R"Vl

ST =1)s1+150) < (1= 1) sup {(z,51) = flz)} + ¢ sup {{w, 52) = f(z)}

Por la definicién 1.3.19

1 =t)s141s9) < (L= 1) f"(s1) + 1 (s2)

Por lo tanto
f* es una funcién convexa
i) Si f*(s1) =+o0 o f*(s2) = +oc, Entonces tenemos trivialmente que
1 —1t)s; +t82) < (1 —1)f*(51) + 11 (s2)
Por lo tanto

F* es una funcién convexa

Definicién 1.3.20 Sea [ : R™ — RU{+00} una funcidn convezra, no idénticamente
+oo. La funcidn f** : R™ — R U {+oc} es llamada la conjugada de la conjugada
de f.

Proposicién 1.3.11 Sea f : R® — RU{+00} una funcion conveza, no idénticamente
+00. Entonces f** es el supremo del conjunto de todas las funciones afins que mi-
nora f, definido como f**(y) = sup {{y, s) — f*(s)}

sclR™

Demostracién.
Hagamos unas definiciones previas para la demostracidn.

g(z) = (z,5) = f*(s)

g es llamado funcién afin.
Si
g(z) < f(z) Yz € R

g es llamado funcién minocrante de f. |
Sea un conjunto A = {g/g funcién afin que minora a f}

[ z) = zg{(x, )= f*(s)} , u=sup{g:ge€A}
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Probemos que
f** =u
Del dato, para cada s € IR, la funcién g(z) = (z,s) — f*(s) es una funcién afin.
Por la desigualdad de Frechel
J@)+ f*(s) > (z,s) Vee R"

9(z) = (z,8) — [*(s) < f(z) Vo e R

Asi, g es una minorante de f. Entonces, g € A
Por lo tanto

fe) = sup {{z,5) = f*(s)} < sup g(z) =u(z)

Luego :
(@) <ulz) VzeR (1.6)

Ahora, sea h € A, entonces h es de la forma h(z) = (z,s) — «
Donde s € R" e a € R, que implica

(z,5) —a < f(z); VzeR"
(r,8) — f(@)<a; YreR"

Entonces
[*(s) = sup {{z,s) —~ f(2)} <
z€R™
Asl
—a < —f*(s)
Sigue que

he) = (o,8) — a < (z,5) = f(s)

Por lo tanto, para cada z € R"

u(z) = sup h(z) < sup {(z,s) — [(s)} = [*(2)
z€R™ seR™

Luego

uw(z) < f(z); Ve e R" : (1.7)

De (1.6) y (1.7) obtenemos
u p— f**
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Proposicién 1.3.12 Sea f : R" — RU{+00} una funcidn conveza, no idénticamente
+00. Entonces f = f*

Demostracion.

i) Mostraremos que f** < f
Por definicién

f7(s) = sup {{z,s) - f(z)}
z€R™
f*(y) = sup {{y. s) — f(s)}
seR™
Por definicién de supremo
I (s)= S;lngn{(m,8> — fle)} 2 (z,8) — flz) Yz eR"
Cambiamos de variable z por y

[ (s)=sup {{v,s) — fF(®)} = (.8} — fly) Vy e R"

yelR™
f(s) 2 (y,8) — fly) ,Vy eR"
{y,9) = f(s) < fly) Yy eR”
Por definicién de supremo
{y,8) = f(s) < f™(y) < fly) ;Vy eR”
TR

il) Mostramos que f < f*
Supongamos que no ocurra f < f**, entonces

3 20 € R™/ fl0)> ™ (o)

Luego,
3 aeR"/ f*<a<f(zg)

Como f es convexo por Teorema 1.3.7
Ve e R",IseR"/ fly) > fle)+{(s,y—x); Yy € R"
En particular para z =19 ¢ y = 2
f@) 2 fleo) +{(s,z—x0) ; Vz € R"
Como « < f(xzg) , entonces
f(z) > a+ {8,z -z ;Y €R"”
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. Entonces existe una funcién afin h(z) = a + (s,z — zy) minorando f. Donde
h{zg) = «
Como h<f por el proposicién 1.3.11
hz) < f*(z)
En particular para z = zg, tenemos
h{zo) < f** (o)
Como a = h(zg) v f*(zq)<a<f(zg)

o) < [ (mo)<a<f(zo)

a<x
Contradictorio, por lo tanto
f S f*il
De i) y 4i), obtenemos
! f — f**

Observacién 1.3.5 Sea f : R" — R una funcidn conveza y supongamos que el
problema, min{ f(z) : © € R™} posee solucidn. Entonces f es acotado inferiormente

Proposicidn 1.3.13 Sea z € R" fijo con f convera y acotada inferiormente, defi-
namos
F:R" R
2= F(z) = f(z) + § llz ~ 2|)°

hz) =1z - z|*, Vz € R™. Entonces F(z) = f(z)+ h(z) pose un 1inico minimo
global

Demostracion.
Paso 1 Probemos que h es estrictamente convexo
Sean u; € IR™ e up € R™ / uy # us
Entonces
Vh(u)) =uw — 2z ,Vh(uy) =up— 2

Luego
(V(Ul) - Vh(uz)?‘fil —up) = <H1 — U2, Uy — uz) == ”ul - U2“2 >0

Por el Corolario 1.3.5
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I es estrictamente convexa

Paso 2 Probemos que F = f + h es estrictamente convexa
Como h es estrictamente convexa y f es convexa
Por el Proposicién 1.3.2

F es estrictamente convexa

Paso 3 Probemos que h es coerciva en R”
De la Definicién 1.3.5
Sea:{z)} una sucesién en IR™ tal que

Jim eyl = 400

Podemos notar que

ey — 2I” < lzx— 2l 6 llox — 2l < Jzw— 2|

Si |
2 — 2] < [lzx — 2|
flze — 2| £ 1

el — izl £ 1

flzell < 1+ 2]
Tomando limite

Jim flzi] < lim 14 fizf]
o0 < 2] + 1

Lo cual es imposible
Entonces
| |lzi — 2Il < flzx — 2]”

lzell = ll2ll < Nz — 2I| < [l — 2|
Tomando H{mite
dim (x| — l12]) < Jim flos —

+00 < lim ||z — 2||?
k00

lim ||z — z||° = +o0
k—o0

. 2 —
Jm o flze = 2] = +oo
klim h(zy) = 400

Por lo tanto
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h es coerciva en R

Paso 4 Probemos que F' = f 4 h es coerciva en R"
Por ser f limitada inferiormente

36c R/ B<flz); YoeR
Sea {z}} una sucesién . Entonces
B flo); VEeN

85 llow— 2l < f@) + 5 llow— 21

Tomando limite
lim (8 + =l — 2I%) < Jim (F (@) + 5 llow — 21)
kBEO 21561; ? “ki??}o Tk 2 Tk~ 2
ﬁ+oo§_klim F(zy,)

lim F(z*) = +o0

ks ox

Por.lo tanto
F es coerciva en R™

Paso 5 Probemos que F' es continua
Como f es convexo e IR"™ es convexo y abierto entonces por el Teorema 1.3.5

f es continua en IR™
También
hz) =3 ||z~ z||* es continua en R™
Entonces
F(z) = f(z) + h(z) es continua en IR™

Paso 6 Probemos que F' posee un finico minimizador global.
Del Paso 4, Paso 5 y por el Corolario 1.3.4

F posee un minimizador global
Del Paso 2 y por el Teorema 1.3.4
El minimizador de F' es Unico
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Definicién 1.3.21 Por la Proposicion 1.8.13, podemos definir proxy como:
prozs: R" — R"
: 1 2
z > prozs(z) = argmingegs {f(x)+§ Iz — 2"}
Observacién 1.3.6 [*(s) es acotado inferiormente.

Sea s € IR" fijo y arbitrario
(so,9) = f(y) < f*(s0); V yeR”
En particular para un yy fijo

(s0,%0) — f(yo) < f*(s0)

Entonces
Vs € R, Ja/a< f(s)

Proposicién 1.3.14 Sea z € R" fijo, con f convezo, definamos:
G . R’n —s R

v Gl = )+ 5 Iy — 21

Sih(z) = 3|ly—z|° Yy e R". Entonces G(y) = f*(y) + h(y) Posee un tinico
minimo global

Demostracién.
Paso 1 Probemos que h es estrictamente convexa

La demostracién similar & la Proposicién 1.3.13 Paso 1

Paso 2 Probemos que G = f* 4 h es estrictamente convexa
Como f es convexa por el Teorema 1.3.12 f* es convexa

Como h es estrictamente convexa y f* es convexa

Por el Proposicién 1.3.2

G es estrictamente convexa

Paso 3 Probemos que h es coerciva en IR"
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La demostracién similar a la Proposicién 1.3.13 Paso 3
Paso 4 Probemos que G' = f* + h es coerciva en IR"

La demostracion similar a la Proposicién 1.3.13 Paso 4
Paso 5 Probemos que G es continua

La demostracién similar a la Proposicién 1.3.13 Paso 5
Paso 6 Probemos que G posee un unico minimizador global

La demostracién similar a la Proposicion 1.3.13 Paso §

Definicién 1.3.22 Por la Proposicion 1.3.14 podemos definir prox s como:

prozs : R" — IR
) . 1
z— prox(z) = argmingerr{ f (37)"*‘5 lly — 2II*}

Lema 1.3.2 Sea f: IR™ — IR una funcidn conveza y acotada inferiormente. Con-
sidere z,y e z en IR™. Las siguientes condiciones son equivalentes

i)z=z4+y e flz)+ )=z,

i) v =prozy(z) e y=prozs(z)

Demostracién. Supongamos que ©) es valido.
Probemos que 2 = prozs(z)
Como

f@)+ @) ={z,y)
() = (z,9) - f(z)
Entonces por el Teorema 1.3.11
y € 0f(z)
Como
O=y+(xz—2) e ye 9f(z)

Entonces
0e€df(z)+ {z— =z} = 8f(z) + Oh{z) = OF(x)

Por el Teorema 1.3.8
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x es minimizador de F

Siendo F estrictamente convexo por la Proposicién 1.3.13 Pasé 2. Entonces
z = prozs(z).

Probemos que y = prozy (2)
De la hipétesis

J@)+ [*(y) = (z,y)
Por la Proposicién 1.3.12 f = f**

@)™+ [ y) = (=.9)
f@) + (@) = {,y)

Entonces por el Teorema 1.3.11

z € 0f*(y)

Como
O=z+@y—2) e ze 0f(y)

FEntonces
0€af (y)+{y— 2z} =0f(y) + (y) = 0F (y)

Por el Teorema 1.3.8
y es minimizador de G
Siendo G estrictamente convexa por la Proposicién 1.3.13 Paso 2. Entonces

y = proxzy-(z).

Reciprocamente
Supongamos que i7) es vilido. Como

z = prozs(z) = argmingem~{ F(v) = f(v) + % v — 2|}
Por el Teorema 1.3.8
‘ 0 € OF(z) = 8f(z) + Oh(z)
0€dF(x)=0f(z)+{z— z}

Entonces
Jyedf(z)/ 0=y+(z~2)

z=x+y
Luego, como

y € 0f(x)
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Entonces por el Teorema 1.3.11
fy) = (=z,y) - flz)
f@)+ [ (y) = (z,9) (1.8)

Por otro lado, como
y = proz(z)

Por el Teorema 1.3.8
0 € 0G(y) = of"(v) + Oh(y)

0€0G(y)=0f"(y) +{y— =}

Entonces
Jwedf(z)/) O=w+(y— 2)
Z2=w-+Yy
Lugo, como
w e df (y)

FEntonces por el Teorema 1.3.11
7 (w) = {yw) = F7(y)
Fly)+ 17 (w) = (y,w)
Por la Proposicién 1.3.12 f = f**. Entonces
@)+ f(w) = (y,w) (1.9)

Como z=2z+y e z=w+y entonces z=w
Asf las ecuaciones (1.8) y (1.9) coinciden.
Por lo tanto

z=xz+y e fl@)+f ) = (v
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Capitulo 2

Operadores Mondtonos

2.1 Operadores Mondtonos Maximales

Sea T : R™ — IR"™ una transformacién lineal semidefinida positivamente, esto es
(z,T(z)) > 0, para todo z € IR". Luego, para cualquier x, y en R", tenemos.

0<(z—9T(z~y)={(z—yT(z)~-Ty)

Un operador mondtono es una generalizacidn de una transformacién lineal semidefinida
positivamente en el caso no lineal

Definicion 2.1.1 Sea T': R" — R" un operador (no necesariamente lineal)

1. T es llamado mondtono cuando

(T(z)—T(y),z—y) >0, Vz,y ¢ R"

2. T es llamado estrictamente mondtono cuando es mondtono y cuando se tiene
(T(z)-T(y)z—-y)=0 = z=y

Teorema 2.1.1 Sea f: IR" — R una funcidn conveza y diferenciable. Entonces,
Vf:IR"* — R" es un operador mondtono

Demostracidn.
Como f es convexa y diferenciable, por el Teorema 1.3.6

1) = f@) + (Vi@)y—a); Yo,y eR"

Ahora podemos hacer lo siguiente

f@) 2 f)+(Vi),z—y); Ve,ye R
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Swmando estas dos desigualdades tenemos lo siguiente
(Vf(@)-Vfyz—y)20; Vz,yeR"

Corolario 2.1.1 Seq f: R™ — R una funcidn estrictamente conveza y diferencio-
ble. Entonces, Vf :IR™ — IR™ es un operador mondtono estricto

Demostracion.
Como f es convexa y diferenciable, por el Corolario 1.3.5

f)>f@)+{(Vf(z)y—=z); VoyeR" /z#y
También se cumple
fW)>f@) +{(Vf(z),y—=z); Yo,yeR" /z#y
Sumando estas dos desigualdades
(VHz)=V[(y)z-y>0; Va,ye R* [z #y
|

Como df : R® — P(IR™). Asociado para cada z € R™ no nos da exactamente un
vector, nos da un subconjunto de IR™, entonces es preciso extender la definicién de
operador mondtono punto a punto para operadores punto -conjunto

Definicién 2.1.2 Sea T : R™ — P(IR™) un operador punto-conjunto
1. T es llamado mondtono cuando ¥V z,y € RV u € T(z) y Vv e T(y) se
tiene:

(U—U,QI'—?}>ZO

2. T es estrictamente mondtono cuendo es mondtono y cumple la condicion, para
cualquier u € T(z) y v € T(y) se tiene:

u—vz—y)y=0=z=y

Teorema 2.1.2 Sea [ : R™ — IR una funcidn convexo. Entonces, 0f : R" —
P(IR™) es un operador mondtono
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Derﬁostracién.
Sean
z,y€ER*, vedf(z) v vedfly

Por defincién de subgradiente de fen

fly) z f@) + (u,y — ), ¥y € R

Por defincién de subgradiente de f en y

flz) = fy) + (v, —y),Vz e R

Sumando las dos desigualdades tenemos

{fu—wv,z—y) >0

Definicidn 2.1.3 La suma T+ @ de dos operadores T,Q C IR™ x R" se define
como

T+Q=A{(zy+w)/(z,y)eT; (z,w) € Q}

Definicién 2.1.4 Sean A € IR y un operador T C IR" x R", el producto AT se
define como

AT ={(z,Ay)/(z,y) eT}2 € R}
Definicién 2.1.5 Sean ¢ € IR y un operador T C R™ x R", la suma T + a se
define como
T+a={(z,y+a)/(z,y) €T; a € R"}

Teorema 2.1.3 51T y (J son dos operadores mondtonos. Entonces

a.- T+ Q es un operador mondtono
b.- AT es un operador mondtono; VA 2> 0

c.- T+ a es un operador mondtono; ¥V a € R"

Demaostracién.
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a.-

~ Entonces

Sean
(T, +w); (Z2,42+w) €ETHQ

(1, 91) ¥ @o,12) €T 5 (z,wn) Yy (@2, wp) € Q

Por ser T operador mondtono

(1 — T2, y1 —y2) 2 0

Por ser () operador monétono

(21 — g, w1 — wy) > 0

- Sumando estas dos desigualdades

(T1~ 22, (1 +w1) — (g2 +wa)) 2 0
Sean
(zuAy); (To,Ay2) €AT

Para un A > 0 fijo y arbitrario
Entonces

(xy) ¥ (z2,92) €T

Por ser T' operador mondtono
(1 —z9, 9 —y2) 2 0
Multiplicamos por A > 0

(T — 22, n A—y2 A) 2 0

Sean
(r1, 1 +a); (zo,p+a)e€T +a

Para un a € IR™ fijo y arbitrario
Entonces

(z1, )y (z2y2) €T

Por ser T operador monétono
(21— 22,91 —92) 2 0

(1= 23, (n+a)— (12 +a)) 20
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Corolario 2.1.2 Sea T un operador mondtono estricto y @ un operador mondtono.
Entonces,

a.- T + @ es operador mondtono estricto
b- AT es operador mondtono estricto, ¥V A>0

c.- T+ a es operador mondtono estricto, V a € R"™

Demostracién.
a.- Sean
(i1 +wi); (o, yo+w) €T +Q ) z #
Entonces

(1,01) y (@2,2) €T ;5 (21, w1) ¥ (22, w2) € Q

Por ser T" operador monédtono estricto
(z1 — 22,91 — y2) >0
Por ser () operador monétono
(T — o, wy — woy > 0
Sumando estas dos desigualdades

(z1 — 22, (11 + w1) — (Y2 + wo)) >0

b~ Sean
(LA Y1) (22, Ay2) €EAT /[ 31 # 20
Para un A>0 fijo y arbitrario '
Entonces ‘
(z1,91) ¥y (z2,2) €T

Por ser T operador mondtono estricto

(zy — 22,51 — y2) >0
Multiplicamos por A>0

(1 — 22,1 A — y2 A) >0
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¢.- Sean
(1, ;i +a); (zo,p+a)eT+a [/ z# 2

" Para un a € R" fijo y arbitrario
Entonces

(z,v1) v (22,92) €T

Por ser T" operador monédtono estricto
(21 — 22,91 — y2) >0

(1= z2, (y1 +a) — (2 +a)) >0

Observacion 2.1.1 S5iT y Q son operadores mondtonos. En general no se cumple,
que T — Q) sea un operador mondtono.

Ejemplo 2.1.1 T y Q operadores definidos:

T-R—1R
z—T(z)=1z
Q:R—1R
1; st x>0
a:HQ(a:)—{ 0; siz =20

T es mondtono ya que
(z-y?20

<$ =Y xT - ?}) 20
-y, T(z)-T(y) 20
@ es mondtono. Sean x ey
i) Si z>0; y>0 .
(@-y.T(z)-T) 20
i) Sie=0;,y=0 ‘
(@ —y,T(z)—T(y) =0

W) Siz>0; y=0
(z—y,T(z) - T(y)
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Ahora hallemos el dom(T — Q)

dom(T — @) = dom(T) Ndom@ = Ry # 0

Entonces

r—1; s x>0
0 costx o= 0

(T—Q)z) = {

Fara 1 1
_f,g-:E; f(g:]r__7 e y=0; l(:u)m

{1/2-0;~1/2 - () <0
{z—yT{z) - T(y)) <0

Por lo tanto

T — ¢ no es mondtono.

Definicién 2.1.6 Un operador T : R® — P(IR™) es llamado mondtono mazrimal
cuando

I 1" es mondtono

2. 8i existe un operador mondiono T IR™ — P(IR™) tal que
T(z)C T'(z) Vz eR" = T(z) =T (z) VzreR"

Teorema 2.1.4 57 f: R -— IR es una funcidn convera. Entonces,
af : R" — P(IR) es un operador mondtono mazimal

Demostracién. Por el Teorema 2.1.2 8 f es un operador mondtono
Demostremos que 3f es maximal
Sea,

T:IR" — p(R")

Un ‘opera.dor mondtono tal que
Af(z)cT(z); Yo € R

Mostremos que
' Tz)C of(z); Ye € R"
Sea

Yo € T'(7p) (2.1)
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Considere
z1 = prozs(zo + 1) € Yo = prozp(zo + Yo)
Por el Lema 1.3.2

To+yo=y1+z1 e f(z1)+ [ (y1) = {z1,)
Luego
To— 1 =Y1— Yo (2.2)
Por'el Teorema, 1.3.11
n€0f(zm) , z€df(n)

Como
df(z) CT(z)VzeR"

Entonces
y1 € T(z1) (2.3)

De (2.1),(2.3) vy por ser T mondtono
0 < {z1 — o, 41 — Vo)

0< —{zg— 1,91 — Vo)

De (2.2)
0< —{xg— 21,01 — Yo) = — H?l - ?JOHZ
0< ly— ol <0

Entonces

: Y1 = U
De la igualdad anterior y por (2.2)

Iy =Xy
Ya. que
1 € 0f(z1)

Tenemos

| Yo € Of(x0) (2:4)

Como yg e zo son arbitrarios, de (2.1) y (2.4) tenemos

!

T(z)c 0f(z); Yz eR"
T(z)=0f(z);, Vz e R"

Por lo tanto



df :R™ — P(IR"™) es un operador monétono maximal
|
Corolario 2.1.3 5i f : R"™ — IR es una funcidn diferenciable y convexa. Entonces,
Vf:R"— P(R) es un operador mondtono mazimal

Demostracién.
Por la Proposicién 1.3.7 tenemos.

Of =Vf
Por el Teorema 2.1.4
df es un operador mondétono maximal
Por: lo tanto
V f es un operador mondtono maximal
|

Corolario 2.1.4 Si f : R" — IR es una funcidn diferenciable y estrictamente
conveza. Entonces, Vf: IR — P(IR") es un operador mondtono mazimal estricto

Demostracion.
Por el Corolario (2.1.1)

V f es un operador mondtono estricto
Por el Corolario (2.1.3)

V f es un operador mondtono maximal
Poxj‘ lo tanto

V f es un operador mondtono maximal estricto

Teorema 2.1.5 Sea T un operadores mondtono mazimal. Entonces,
a.- AT es un operador mondtono mazimal ; ¥ A>0
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b.- T+ a es un operador mondtone mazimal ; Va € R®

Demostracidn.

a.- Mostremos que A T' es mondtono.
- Por el Teorema 2.1.3 (b)

A T es un operador mondtono; VA >0

Mostremos que A T es maximal.
Sean
zelR"*, A € R,
Y
T : R" — p(R")

Un operador mondtono, tal que.
AT(z) C T (z)
Como A>0

T'(a;)
3

T(z) C

Por el Teorema 2.1.3 (b) , Z% es un operador mondtono.
Por hipétesis T es un operador mondtono maximal. Entonces,

T (z)

T(z) =

AT(z) =T (z)

Por lo tanto.
AT es un operador mondétono maximal; V A>0

b.- Mostremos que T + a es mondtono.
Por el Teorema 2.1.3 (c)

T + a es un operador mondtono; Va € IR”

Mostremos que T + a es maximal.
Sean .
z€R", acR®

Y

i

T :R" — P(R")
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Un operador mondtono, tal que.
T(z)+ac T (x)

T cT (z)—a

U Il
Por el Teorema 2.1.3 (¢), T (z) — a es un operador mondtono.
Por hipdtesis T es un operador mondtono maximal. Entonces,

T(z) =T (z)—a

Tiz)+a=T(z)

. Por lo tanto.

T + a es un operador mondétono maximal; ¥a € IR™

Corolario 2.1.5 Sea T un operador mondtono mazimal estricto. Entonces,
a.- AT es un operador mondtono mazimal estricto | V A>0
b.- T+ a es un operador mondtono mazimal estricto ; Va € R”
Demostracién.

a.- Mostremos que A T es mondtono estricto
Por el Corolario 2.1.2 {b)

AT es un operador mondtono estricto ; ¥V A >0

Mostremos que A T es maximal
La demostracién es similar al Teorema 2.1.5 {a)
Por lo tanto

AT es un operador mondtono maximal estricto ; ¥V A >0

b~ Mostremos que T'+ a es mondtono estricto
Por €] Corolario 2.1.2 (c)

T+ a es un operador monédtono estricto; ¥V a € R"

Mostremos que 7'+ a es maximal
La demostracién es similar al Teorema 2.1.5 (b)
Por lo tanto
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T + a es un operador mondtone maximal cstricto; Ve € R”

Observacidon 2.1.2 51 T y @ son operadares mondtonos marimales. En general
no se cumnple que T -+ Q) sea un operador mondtono mazimal.

Ejemplo 2.1.2 De lo defintcion 1.8.18 tenemaos
| Io:R*— R

] o8tz e

EHIC(:L‘)Z{ +oc; stz & C

Por el ejemplo 1.5.3

{se R {(s,y~0) <0, VyeC}, i z&€C

Olo(z) = { o si zgC

Para
Ce{(z,A) eRx R : 2* <A}
T == 3l IR* — p(IR?)
En(0,0) e C
61.(0,0) = {0} x IR~
Pura
D=1 x {0}
Q = 815 : IR? — p(IR?)
En(0,0) €D
: 8Ip{0,0) = {0} x IR

Por otro lado
dom(T + @) = domT Ndom@Q = C N D = {{0,0}}
(T+Q)0,0) =710,0) + ¢(0,0) = 81:(0,0) + 81p(0,0) = {0} x R

Para
E={(0,0}
R = 8z : R* — p(IR*)
En(0,0)e B
' 8I(0,0) =R x IR
Entonces ‘
(T+@Q)0,0)={0} xR ¢ RxIR=R0,0)

Por lo tanto
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T + () no es operador mondtono mazimal

Teorema 2.1.6 Sean T 1:R" — P(R™) y Ty : R® — P(IR"™) Operadores Mondtonos
Mazimales tal qgue (dorTh) N (domT3)® # @

i) Entonces Ty + Ty es un Operador Mondtono Mazimal.
En adicion, tenemos

1) Si Ty es el subdiferencial de una funcidn conveza propia cerrada y Ty es so-
breyectivo, entonces T3 + 15 es Sobreyectivo

Demostracién. Ver |2], Corolario 2.2. [ |

!

Corolario 2.1.6 Si. T es un operador mondtono mazimal estricto, @ es un op-
erador mondtono mazimal y (dom(T)) N (dom(Q)) # . Entonces, T + Q es un
operador mondtono mazimal estricto.

Demostracion,
Por el Corolario 2.1.2 (a)

T 4+ @ es un operador monétono estricto
P01" el Teorema 2.1.6

T + @ es un operador mandtono maximal
Por lo tanto

T + @ es un operador mondtono maximal estricto

Definicién 2.1.7 Un punto T € IR™ es llamado cero de T : R"™ — P(IR") cuando
0 e T(z)

Definicién 2.1.8 Dado T : R* — P(R"™) un operador T™* : R* — P(R")es
definido por la siguiente relacion

yeT Yz) o zeT(y)
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Definicién 2.1.9 Sea T : R" — P(IR") un operador mondtono. El dominio de T
es el siguiente conjunto:

dom(T) = {z € R* | T(z) # 0}

Definicién 2.1.10 See T : R" — P(R") un operador moniiotono. La imagen de
T es el siguiente conjunto:

RT)= |J T(

zedom(T)

2.2 Operadores Paramonétonos
Definicion 2.2.1 Sea T : IR™ — IR™ un operador. Diremos que T es paramondtono
cuando es mondtono y cumple la condicidn,

(T(x) - T(y),z—y) = 0= T(z) = T(y)

La extension de esta definicidn para operadores de punto-conjunto es:

Definicién 2.2.2 Sea T : R® — P(IR") un operador. Diremos que T es para-
mondtono cuando es mondtono y para v € T(z) , v € T(y)

(u—v,z—yy=0=>ueT(y), veET(x)

Teorema 2.2.1 Sea T = 0f, con f: R™ — R una funcion convexa. Entonces, T
es un operador paramondétono

Demostracién. Por el Teorema 2.1.2, 3f es un operador mondtono.
Sean
z,y € R*/(u—v,z—y)=0
Con
u € 0f(z), v € 0f(y)

Paso 1 Demostremos que u € 0f(y)

Definamos la funcién

f:R"—= R
2 f(z) = f(2) + (u,2 — 2) (2.5)
Por el Ejemplo 1.3.1
9(z) = (u,z — z) es conveza (2.6)
Por hipdtesis
f(z) es conveza (2.7)

De (2.6), (2.7) y por el teorema 1.3.3
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f=[+gesconvexa
Entances, podemmos hallar la subdiferencial de [ en z

8] () = Bf() — {u} = {w - ujw & 8/(z))
Para z =z
af(z) = 8f(2) — {u} = {w — wfw € 0f(z)}
De (2.5} cuando z = z tenemos
[(2) = f(=)
Por hipotesis u € f{z), entonces de (2.9} tenemos
0 € 8f(z) = 8f(x)
Por otro lado, de la hipétesis tenemos
lu —v,z—y)=0
(“’15 - y) = (U's T — y}
Como u € 3f{z)
fla) = fly) < (u,z - y)
Como v € 3f(z)
(v, -y S f(2) - fly)
De (2.12), (2.13) y (2.14) tenemos

f@) = fw) < {uz—y)=(v,z—y < flz) - [(y)

f@) = fly) = (w2 —y)

[z} = [(y)+ (u,z —y)
De {2.5) tenemos

flz) =) + (uz —y)
De (2.10), (2.16) y (2.17) tenemos
J) = f(z) =¥
De (2.11) 0 € 8f(z) = 0f(z), entonces

0€df(y)

De (2.8)
w-u=0¢€ 8f(y)/ wedf(y
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Como w = u, tenemos
u € df(y)

Paso 2 Demostremos que v € 3f(z)
Definamos la funcién

g:R"—- R
2 §(2) = f(z) + {v,y — 2) (2.18)
Por el Ejemplo 1.3.1
g(z) = (v,y — 2) es conveza (2.19)
Por hipé6tesis
f(2) es convexa (2.20)

De (2.19), (2.20) y por el teorema 1.3.3
g = f + g es convexa

Entonces, podemos hallar la subdiferencial de g en z

99(z) = 0f(z) — {v} = {w - v/w € 8/(2)} (2.21)
Para z =1y
0g(y) = 0f (y) — {v} = {w —v/w € 8f(y)} (2.22)

De (2.18) cuando z = y tenemos

3(y) = f(v) (2.23)

Por hipotesis v € 0f(y), entonces de (2.22) tenemos

0 € dg(y) = 8f(y) (2.24)
De (2.15)
f@) = f) < {uz—y)=(v,z—y) < f(z) - fy)
@)= fly)=(v,z—y)
fy)=fz)+ vy —2) (2.25)
De (2.18) tenemos
3(z) = f(z) + (v,y — @) (2.26)

De (2.24), (2.25) y (2.26) tenemos

9(y) = fy) = 5(2)
De (2.24)
-0 € dg(y) = 0f(y)
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Entonces
0 € 0g(z)
De (2.21)
w—v=0 € 9g(z) /we if(x)
Como w = v tenemos

v € df(z)
n

Proposicién 2.2.1 Si T; : R® — P(IR") y T, : R™ — P(IR") son operadores
paramondtonos, tal que dom(Ty) Ndom(13) # 8. Entonces, Ty + 1o es un operador
paramondtono.

Demostracién. Siendo 77 e T, operadores mondtonos, entonces por el Teorema
2.1.3 (a), Ty + T3 es un operador monédtono
Sean z,y € R™ tal que

(u—v,z—y) =0 con uve (Ty+T)z), ve (T1+T)y)

Mostremos que u € (T7 + Ta)(y) e v € (11 +T2)(z)

Para
uw € (1 + T3)(z) = Ti(z) + Ta(z)
Existen
uyyeN(z)e uyueTn(z) /| v=u+u
Para
v € (i +To)(y) = Ta(y) + Ta(y)
Existen

ne€N(y)e vue€Taly) / v=v1+v2

Por otro lado, como

(u—v,z—y)=0
Entonces
{(ug +upy — (01 + ),z —y) =0

<U1—’U1}$—y)+<'ﬂ2—v2,$—y>=O

Como 17 y T3 son operadores mondtonos
(w—v,z—y) 20 (u—vy,z—9y) 20

<ul_vlaﬁ;_y>’zo ) (’&2'—’02,3}"‘“2}):0
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Mids aun 77 y 15 son paramondtonos, entonces
u € Ti(y), u € Toly), v € Ti(z) e vy € To(x)
Luego
u=utuz € (Y)+e(y) = (N+D1)(y) e v=uv+vz € Ti(z)+Tx(z) = (T1+12)(z)
Por lo tanto

Ty + T3 es paramondtono.

2.3 Operadores Pseudomondtonos

Definicién 2.3.1 Sea T : R® — P(R") un operador tal que dom(T") es convezo y
cerrado. Diremos que T es pseudomondtono si satisface la siguiente condicion:

Si para toda sucesion {zy} C dom(T) convergiendo en el punto Z € dom(T) y
todo wy, € T'(zy) para todo k € IN tenemos

limsup {up,zx — Z) < 0

k—oc

Entonces, existe U € T(Z) tal que
(B, T—y) < liininf (uk,ze —y) 3 Yy €dom(T).
Rior

Proposicién 2.3.1 Sea f: IR" — IR una funcién conveza.
Entonces, T = 0f : IR™ — P(IR™) es un operador pseudomondtono.

Demostracion. Sea {z;} una sucesién en dom(df) tal que
klim zr =% € dom(df)

Y
lim sup (ug, zx — %) < 0

k—oo

Donde _
u € 0f(z4)

Por definicién de subdiferencial, para todo k € IN
(uk, y — o) < fy) — flzw) s Yy € dom(df)
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(ur, ze — ¥) = flaw) — f(y)
lim inf (u, ¢ - y) 2 liminf[f(zx) - f(9)] = /(&) — f () (2.27)

Por ser f convexa y por el Teorema 1.3.7
Juedf(z)/ fly) < f(E)+({Uy—-T)

(@, —y) < f(2) - f(y) (2.28)
Luego de (2.27) ¥ (2.28)

3% e 8f(z)/ (82— y) <liminf (u, 2 —p)
Por lo tanto

T=20f espseudomondtono

Ejemplo 2.3.1 Sea T : R" — IR"™ un operador mondtono continuo. Entonces, T es
un ejemplo de operador pseudomondtono que no es el subdiferencial de una funcidn
CONVETA.

Proposicidén 2.3.2 Sea Ty , Tp : R™ — P(IR") operadores pseudomondtonos tal
que dom(Ty) Ndom(T3) # 6. Entonces Ty + Ty es pseudomondtono.

Demostracién. Sea {3} una sucesién en dom(Ty + T3) tal que
lim zx =% € dom(9f)
k—oo

Y

limsup (ugp, zx — Z) <0
k00

Donde
Uk & (T1 + Tz)(ﬁk)

Entonces, existen
ar € Tl(IEk) e by € Tg(xk) / up = a + by

Como
lim sup {up, zx — T) < 0

k00
Tenemos
limsup {ar + by, zx ~ Z) < 0

k—o0
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Entonces

lim sup {ay, zx — T) < imsup {ap + bp, 2 — T) <0
k00 k—oo

limsup {by, 2, — &) < limsup {ap + b,z — Z) <0
k—o0 k00
Como T} y T3 son pseudomondtonos, existen

acTi(z) e be Tz

Tal que

(@,T — y) < liminf (e, zx — ¥)
k00
@, z-— y> < ligtcn inf (bg, T, — ¥)

Para todo y € dom(Ty + T») Sumando cstas dos iltimas desigualdades, tenemos
(@+bz-y) < li)gninf {ag + bryzx — ¥)

Como
i=a+beTy(z)+Tz) = (Ty + T)(E)

Entonces
,z—-1y) < ligninf {og + by, T—y) Yy € dom(Th+T3)
Por lo tanto

T1 + T3 es pseudomondtono
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Capitulo 3

Funcién y Distancia de Bregman

3.1 Distancia

Definicidn 3.1 Sea X un conjunto, se define distancia o métrica como cualquier
funcion binaria d : X x X — R que verifica las siguientes condiciones:

1. d(a,b) > 0; Va,be X

2. dla,b)=0&a=1b

3. d(a,b) =d(b,a); Va,be X

4. d(a,b) < d{a,c)+d(c.b); Va,bce X

5. d(a,a)=0; Vae X

Un espacio métrico es un par(X, d) donde X # ¢ y d e¢s una funcién real definida
en X x X.

Ejemplos

i) (IR", d) Es un Espacio Métrico con métrica d definida
d(ﬂ?, 3}) = \/(Zl - yl)g + o+ (mn ” yn)z

ii) (R",d) Es un espacio métrico con métrica d definida
d(z,y) = 321 1z — i)l

iii) (R™, d) Es un Espacio Métrico con métrica d definida
d(z, y)=max{|(z; — v:)[}



3.1.1 Cuasidistancia

Definicién 3.2 Sea X un conjunto, se define Cuasidistancia o Medida divergente
como cualguier funcion binaria D : X x X — IR que verifica las siguientes condi-
ciones:

1. D(z,y) 2 0; Vz,ye X

2. D(z,y) =0 2=y
Ejemplos

i) D(z,y) = (z — y)? es una cuasidistancia, para X =R
i) D(z,y) = log% es una cuasidistancia, para X =R,

iii) D(z,y) = zlog? es una cuasidistancia, para X = R

Entre las cuasidistancias que son usando para generalizar el método de punto prox-
imal, estan las llamadas distancias de Bregman y las ¢— divergencias, ambas son
casos particulares de las llamadas medidas divergentes.

Definicién 3.1.1 Dado S C R", una funcidn D : § x S — R es llamada medida
divergente en S si:

1. Vz,ye€ S D(xy) =>0;

2. Si{z,yC Sy xESz;}clim D(m,xk)=0@klim Ty =2

—toa =400

3. Los conguntos de nivel I'y(y,v) = {& € S : D(z,y) < v} son acotados para
todoy € S y todov > 0;

4. Los conjuntos de nivel a(z,v) = {y € S : D(z,y) < v} son acotados para
todox €S ytodov>0

Observacién: Toda medida divergente es una cuasi distancia, ya que podemos
tomar a {y} = {z\} sucesién constante de (2) klim D(z,y) =0« klim z=y

-3 O ek OX
entonces =y

Hay dos casos particulares de medida divergencia que son @ : divergente y la
Distancia De Bregman (la cual es de nuestro interés)
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3.1.2 Funcién y Distancia de Bregman

Definicién 3.1.2 Sea C° C IR™ un conjunto abierto y convezo, C un conjunto
cerrado. Consideremos una funcion real convezo sobre C

h:CCcR'"—= IR

Dh:C'XCO—éIR

Definido por
Di(z,y) = hMz) — hy) — (VA(y), (z — v))

h es llamado una funcién de bregman con zona C° (y Dy la distancia de Bregman
inducida por h) si se cumpla las siguientes condiciones:
B1: h es continuamente diferenciable en C°
B2: h es estrictamente conveza y continia en C
B3: Para todo a € R los conjuntos de nivel parcial
rl(y?a) = {93 eC: Dh(xay) < Q{}a FQ(.’E,OS) = {y € o Dh(x;y) < C\f}
estdn acotados para todo y € C°, todo © € C respectivamente

B4: Si{yi} C C° converge a y* entonces gc15Lm Duly*,y) =0

B5: Si{zx} € C y {yx} C C° son sucesiones tal que {z)} estdn acotados,
Um g =y* y lim Dy(zk,yx) = 0 entonces lim z;, = y*
k—oo k—oo k~s00
Existen dos subclases de funciones de Bregman que requieren de condiciones adi-
cionales a las mencionadas anteriormente. Las cuales se denominan coerciva en la
frontera y coerciva en la zona.
Decimos que una funcion de Bregman h es coerciva en la frontera si satisface
la siguiente condicion:

Bé6: Si {yx} C C° y tal que Jim g =y € aC®, entonces
OO

limy oo (VA(Yk), 2 — yi) = —00; ¥V z € C°

Decimos que h es zona coerciva si satisface la siguiente condicion:
B7: Para todo y € IR™ existe x € C° tal que Vh(z) = y.
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Mostremos algunos ejemplos de funcién de bregman con su respectiva distancia de
Bregman:

Ejemplo 3.1.1 Sea h : R® — R; tal que h(z) = [|lz||*. En este caso Dy(z,y) =
lz = yl?

Ejemplo 3.1.2 Sea h: R™ — R; tal que h(z) = z'M=z, con M € R™" simetrica
y definida positiva. En este caso Dy(z,y) = (z — y)!M(z — y) = ||z — y||3

7
Ejemplo 3.1.3 C =R}, ; h(z)= }: z;logz;. Extendido con continuidad en la
i=1

frontera de IR}, usando la convencion de que Olog0 = 0. En este caso Dp{(z,y) =
k23

T
Z (xilo.g'— T Y- iL‘i)
Yi

i=1

Ejemplo 3.1.4 C =R} ; h(z)= Z (x‘: - x?) Cona>1, g€(0,1).

=1
k13
1
Para =2 e B =13, tenemos Dy(z,y) = |z —y|*+ %Z - (Vi — Vi)
=1
Ypara a=1 ¢ §= % , tenemos Dy(z,y) =3 Wﬁ (VTi— V@)z
vt i

k3

Lema 3.1.1 (Desigualdad Triangular Estricta)
Sea C° un conjunto abierto y convezo, y h : C — IR una funcidon conveza que
satisface las Siguientes condiciones:
1. h es estrictamente conveza y continua en C.
2. h es continuamente diferenciable en C°.
SizeC, yeC® yw es una combinacidn conveza propia de T ey, esto es,

w=(l-a)z+ay
Con a € (0,1), entonces

Dh.(x)w) + D};(’U),y) S Dh(x7y)

Demostracién.
Por hipétesis

w=az+(l—a)y (3.1)
Con
a€(0,1)
Como CY es convexo, entonces
we?
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Como h es Convexa y diferenciable en C%, entonces por el

Teorema 2.1.1 Vh es un Operador Monédtono, es decir
(Vh{z) = Vh{y),z—y)>0; Vz,y e C’
En particular para w,y € C°
0 < (w =y, Vh(w) - VA())

0 <{(w~—y, Vh(w) = Viy)) = (w—y, Vh(w)) — (w -y, Vhi(y))
{(w—1y, Vh(y)) < (w -y, Vi(w)) (3.2)
Remplazando (3.1) en (3.2)

(az + (1 - a)y -y, Vha(y)) < (az+ (1 - a)y — y, VA(w))

(o2 — y), Vh(y)) < {a(z —y), Vi(w))
Como a € (0,1)
(& -y, Vh(y)) < (z -y, Vi(w))
Ya que (1 —a)€(0,1)

~(1—a){z—y, Vh(w)) < —(1—a){z —y, VA(y)) (3.3)
Por otro lado
Di(z, w) + Du(w,y) = h(z) — (w) = (VA(w), 7 — w) +h(w) = h{y) = (VA(y), w — y)
Di(z, w)+Dy(w,y) = hz)—-My)—(Vi(w),z — az — (1 — a)y) —(Viy),az + (1 - a)y — y)
Di(z,w) + Dy(w,y) = h(z) — h(y) — (1 — a) (VA(w),z — ) — a (VA(y),z - y)
De (3.3)
Di(z,w) + Du(w,y) < h(z) — h(y) — (1 — ) (VA(y),z —y) = (VA(y),z - y)

Dy(z,w) + Dp(w,y) < h(z) — h(y) = (Vh(y),z — y)
Dh(x7 w) -+ Dh(w>y> S Dh(-T, y)
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Lema 3.1.2 Sea C° un conjunto abierto y convezo, y h : C — R una funcidn
conveza que satisface las Siguientes condiciones:

1. h es estrictamente conveza y continua en C.

2. h es conlinuamente diferenciable en C°.
Si{zx},{yx} son sucesiones en C°

Tales que
klim T =1T , klim Yp =Yy, cony #* x,
Entonces
lim inf Dh(mk,yk) > 0.
k00
Demostracidn.
Definamos )

Por ser C° convexo
zp € c* : VEe N

Por (By), h es estrictamente convexa

h(ye) + (Vh(yr), 2 — yi) < h2x) (3.5)

Remplazando (3.4) en (3.5)
Yk yk> <h (xk —QF yk)

+ +
—h (xk 5 yk) < —h(yw) - <Vh(yk)z T 5 W _ 'y:c>

h(ze) + h(ys) b (:ck ; yk) < hzx) + hlye) h(ye) — <Vh(yk), Tk ‘;:?}}: B yk>

blaw) + { Vi), 25

5 = 2
h(zy) —;— hye) L (33& »;—‘y;;) < -%(h{:ck) — h(yr) = (Vh(yr), T — yi))

hizi) + hlye) (-’Lk + vk

1
) < EDh(xksyk)

2 2
Tomando limite y por la continuidad de (Bs)
hiz)  h(y) z+y 1. .
- < - of Dy, 3.
5 + 5 h 5 '_21115115)10 w(Zks Yk) (3.6)

De (B,), h es estrictamente convexa y & # y, entonces

1 1 1 1
h(§$ + Ey)<§h($) + 5]1(@/)

0<%h(3¢) + %h(y) - h(%x + %y) (3.7)
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Remplazando (3.7) en (3.6)

h(z)  Dly) z+y
5 —h ( 5

1.
) < 5 h;ﬂﬁf Dy (zk, yx)

0< 111?1 inf Dy (zk, yx)

Teorema 3.1.1 Sea C° un conjunto abierto y convezo, y h : C — IR una funcidn
conveza que satisface las Siguientes condiciones:

1. h es estrictamente conveza y continua en C.

2. h es continuamente diferenciable en C°.
Si{zy}, {yx} son sucesiones en C° tales que

Hm Dh(xk, yk) = 0)
koo

y une de las sucesiones converge, entonces la otra sucesion también converge para
el mismo punto.

Demostracién.  Supongamos, por contradiccidn, que si una de las sucesiones
converge la otra no converge, o no converge al mismo punto.
Entonces existe algiin 0<e y una subsucesién de indices {k;} satisfaciendo.

€< “mkj - ykg’”

Supongamos primero que
Jim =y
Luego
0<e< o, s
O — <1
[T

Expresando T; como una combinacién convexa propia de x; € Y,

% = m% + (1 - m) i,

Tj =Y + | I (24, — uy) (3.8)

|k, — Y,
Por ello
Azpc P
Del Lema 3.1.1
Dh(xkjai‘j) + Dh(ija ykj) < Dh<xkj’ykj)
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Asi

Como

Di(Z;,yx;) < Drlz,, yx,)

{ Dz, ui;) } C {Dnl@r, yx)}

Y por hipétesis tenemos

im Du(2r;, yx;) = 0

M

Tomando limite en (3.9)

De (3.10)

De (3.8)

De (3.12)

lim 0 < lim D;l(ﬁj,ykj) < lim Dh(.’likj,y;;j)
j—+oo oo

G000

J—oo

}i_% Dy(Zj,yx;) =0

] z5 — ykg‘“ =€
1Z;] = “3_“3 — Ukt yka’“ <z - yka” + ”yij
Izl < €+ [|u,]

Como {yx} es convergente y {yx,} C {yx}, entonces

Es decir

{yx,} esta acotada

IM>0/ |y < M

Remplazando (3.14) en (3.13)

Entonces

Por ello existe una subsucesién {Z;,} C {Z;} convergente, es decir

Ademds

125 < e+ ||yl <e+ M
{Z;} esta acotada

lim Z,=1
amd el

{z5 — s I} < 25 — w13
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Entonces, de (3.12)
125 — vl =¢ (3.16)
Por hipétesis

Hm gy, =y
k—o0

Jim g, =y (3.17)
Tomando limite a (3.16)
Jim ||Z5, — e, || = €
De (3.15) y (3.17)
Iz -yl =e¢
Entonces
ZFYy (3.18)

De (3.15), (3.17), (3.18) y por el Lema 3.1.2
0< 11’1_)11010 Dh(i:jmykji)
Como {Dp(Zs;, yx;,)} € {Du(Zj,yx,;)} y de (3.11) tenemos
}_{Il; Dn(Zj, yr;,) =0

De modo que
0< hm Dh(i:ji‘) ykj.) =0
{00 :
0<0

Lo que es una contradiccién

Admitiendo que la sucesién {z;} converge, obtenemos andlogamente, una con-
tradiccion.

Por lo tanto, si una sucesién converge, la otra sucesién converge al mismo punto. W

Proposicién 3.1.1 Toda distancia de Bregman Dy(z,y) es una cuasidistancia

Demostracién.

(i) Dn(z,y) > 0.
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Seanz e Seyc s,
Como h es convexa

h(z) = h(y) + (Vh(y),z — v},
Entonces,

h(z) — My) — (Vhly),z —y) = 0.

Por lo tanto,

Dh(&?,y) > 0

(i) Du(z,y) =0 < z=y.
Sean z € C,y € C°.

Supongamos que z # y, Por ser h estrictamente convexa en C
hz) — h(y)> (Vh(y),z — y)
hz) = h(y) — (Vi(y),z — y) >0
Por hipétesis

Dr(z,y) = hz) — h(y) — (Vh(y),z—y) =0

De (3.19) y (3.20)
0>0

Contradiccién, por lo tanto

Si g = y entonces Dp(z,y) = 0

Dlz,y) = Dilz,x) = h(z) - h(y) - (Vh(z),z - a) = 0

Observacién.- En general toda distancia de Bregman no es una distancia.

(3.19)

(3.20)

Veremos 2 ejemplos. Donde en el primer ejemplo mostraremos que no cumple la

desigualdad triangular y en el segundo ejemplo no cumple la simetria.

Ejemplo 1
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Sean C°=Re C=R
Definamos
h:R"—- 1R
Dy RPxR*"— R
(3:: y) - Dh(xﬁy) = (iE - y)Q
Donde £ es una funcién de Bregman y Dy, es la distancia de Bregman inducida por

h ya que cumple las condiciones B1-B3.

Dy, no cumple la desigualdad triangular.

Dh(ﬂf,y) < Dh(xaz) + Dh(é’,y)
Parxaz =5 ;y=2y z=3
(z—y)? < (@ -2+ (z—y)
@—y)°< (- 27+ (z—y)°
(5-22<(5~-3)2+(3-2)?
32 < 22 412
9<5b

Contradiccidn, entonces

Dh(5,2) ‘?{ Dh(5> 3) + Dh(3>2>

Ejemplo 2

Sean C® = R4y = {z e R : z>0} , C =Ry ={ze€R:z >0} Defi-
namos

h:C—-1R
z +— h(z) = zlogz

Extendida con continuidad en IR+, con la condicién que 0 log 0 = 0 en este caso
Dh O x CO — R

(z,y) — Dylz,y) = xlogg +y—z
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h es funcién de Bregman y D), es la distancia de Bregman inducida por h ya que
cumple las condiciones B1-B5
Dy no es simétrica
Paraz=y v y=2
1 1
Dp(1,2) = 1log§ +2-1=1+ lagé-
Dyp(2,1)=2l0og2 +1—-2=—1+1og4
1
1 +log—2- # —1 4 logd
Dh(L 2) % Dk(ga 1)

Proposicién 3.1.2 Si h es una funcion de Bregman con zona C°, entonces
Dy(z,y) es cerrada.

Demostracién. Seaa e R

Lp(a) = {(z,y) € C x C°/Dy(z,y) < a} (3.21)
Demostremos que Lp(a) es cerrado
Sea
(z,9) € Lp(a)
Entonces
3 {(zx,yx)} C Lp(a)
Tal que

I}EI;o(fnkayk) = (z,y) (3.22)
(e, k) € Lp(a); VEEN

Luego de (3.21)
Dh(xka yk) S .4

Tomando limite
klim Dplze, yi) < o (3.23)

Por definicién de distancia de Bregman

Du(z, ye) = h(zi) — hye) — (VR(y), (1 — yr))

Tomando limite
lim Do, ye) = Jim ((z) — () — (Vh(w), (ze— ) (324
Por ser h continua en C y continuamente diferenciable en C° y de (3.22)
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lim h(zy) = h(z); lim A(y) = R(y) y Jim Vha(yy) = Vh(y)

koo k—ro0

Remplazando en (3.24)
1;;15& Dy(zi, yie) = h(z) — h(y) — (Vh(y),z — y) = Dp(z,y) (3.25)
De (3.23) v (3.25)
Dh(xa y) fg Q@
Entonces de (3.21)
(z,y) € Lp(a)
Luego
Lp(a) es cerrado
Por la proposicién (1.3.9)
Dy(z,y) es cerrado

Proposicién 3.1.3 S5i h es una funcidn de Bregman con zona C°, entonces
Dy(z,y) es propia.

Demostracion.
Como

dom(h) #
Entonces

dom(Dy) +* @
Ya que

Dip(z,y) 205 V (2,9) € Cx C°

Entonces

Dh(xyy)> — oG

Por lo tanto
dom{Dy) #8 y Di(z,y)>— o0

Proposicién 3.1.4 Si h es una funcidn de Bregman con zona C° entonces:
a) Dh(xsy)"Dh(m:z)_Dh(za y) = <Vh’(y) - Vh’(z): z - $> 3v ze Civ z,y € o5
b) V.Dp(z,y) = Vh(z) — Vh(y); Vz,yelC®

c) Du(.,y) es estrictamente convera; Vy € CC.

70



Demostracién.
a) Seanz € Cey e C.

Por definicién de distancia de Bregman

D(z,y) = h(z) — h(y) — (Vh(y),z — v)

Sea z € C°

= Mz) = hy) - (VAy). 2 — 2+ 2 - y)

= (=) = h(y) = (VA(y),z — 2) = (VA(y), 2 — y)

Por (By) h es diferenciable en C°

= h(z) — h(y) — (VA(y) — VR(z) + Vh(z),z — 2) = (Vh(y), 2 — y)

= h(z) = h(y) — (VA(y) — Vi(2),z — 2) — (VI(2),2 — 2) = (VA(y),z - y)

= Ma) = h(z)+1(z) = h(y) - (VI(y) = VA(z),2—2) = (VR(z),2— 2) = (VA(y), 2 - )
= h(z) = h(y) = (Vh(y), 2= y) + h(x) = h(z) = (V(2), 2~ 2} = (VI(y) ~ VI(2), 2~ 2)
Por definicién de distancia de Bregman 2 € C°c C, y€C’y ze€C,ze(C?

Dh(xvy) = Dh(z?y) -+ Dh(s‘:?z) + (Vh(.’l)) - h(y),z - ,2)

b) Sean z,y € C°.
Por la definicién de Dy, :

Dy(z,y) = h(z) — h(y) — (VR{y).z — v},
Derivando respecto a z obtenemos:

VeDu(z,y) = Vh{z) — Vh(y).

c) Seaye CY Seanz1,7, € C, a € (0,1) /) z1 # 2
Dy(azy + (1 - a)za,y) = hlazy + (1 — a)z2) — h(y) — (Vh(y),az; + (1 — a)zz — y)
Por (B2) h es estrictamente convexa
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< ah(z1)+(1—a)h(zs) — (1—a+a)hly) — (VA(y), az1 + (1 — a)zs — (1 — a + a)y)
= a(h(z1)—(y))+(1—a)(h(z2) = 1(y)) —a (VI(y), 21 — y) — (1=) (VA(y), 22 — 9)
= a(h(z1) — h(y) — (VR(y), 21— 1)) + (1 — @) (Az2) — Aly) — (VA(y), 22 — 1))

= aDp(z1,y) + (1 — a)Dp(z2,v).

Por lo tanto;

Dyplaz) + (1 — a)zg,y) < aDp(z1,y) + (1 — a)Dp{z2,y)

Proposiciéon 3.1.5 Sih es una funcién de Bregman con zona C°. Entonces, AV Dh(z,y)
es un operador mondtono maximal estricto; V. A>0

Demostracion.
Por la Proposicién 3.1.4 (b)

VoDi(z,y) = Vi(z) — Vh(y); Yz,y€C®

Como % es estrictamente convexa y diferenciable en CY
Por el Corolario 2.1.4 tenemos

Vh(z) es un operador monétono maximal estricto

Como Vh(y) es una constante, por el Corolario 2.1.4
V.Dp(z,y) = Vh(z) ~ Vh(y); Vr,yeC°

Es un operador monétono maximal estricto.
Como A>0, por el Corolario 2.1.4

AV Dy(z,y) es un operador mondétono maximal estricto V. A>0
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Capitulo 4

Método del punto proximal
generalizado para resolver PDV en

IRJ’I’L

4.1 Problema de Desigualdad Variacional

Sea f: C C R™ — IR una funcién convexa y limitada inferiormente, donde C es un
conjunto cerrado y convexo
El problema de optimizacién convexa con restriccién es:

min f(z) sujeto a z € C (4.1)

Proposicion 4.1.1 Si exisie z € C con u € 0f(z) tal que (u,z — z) > 0, entonces
z minimiza a f en C

Demostracién. Como u € 8f(z)
f@) 2 fe)+(uz—2); Vo el

Por hipdtesis
(u,z—2)20; Yo el

Entonces

fle)>2 flz); Yzel

Por lo tanto

z minimiza a f en C
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Ya que Of es un operador mondtono maximal, por el Teorema 2.1.4. La extensién
del problema (4.1) a operadores monétonos maximales es lamado el problema de
desigualdad variacional, el cual es definido de la siguiente manera.

Definicién 4.1.1 Sea T': R™ — p(R") un operador mondtono mazimal y C C R"
un conjunto convezo y cerrado el problema de desigualdad variacional PDV(T,C)
consiste en encontrar z € C tal que existe u € T(z) satisfaciendo

{u,2—2)>20; Vz € C (4.2)

4.2 Metodo del Punto proximal Generalizado para
el PDV (T,C) |

El algoritmo del punto proximal con distancia de Bregman para el (4.1) es de la
siguiente manera

1. Inicialmente.- Escogemos
T €C% e A €10,1]

2. Iteracion.- Para k =1,2,3,....
Dado z; € C® escogemos el pardmetro de regularizacién A, € (0, \] y encontrar
un iy € C° tal que

Try1 = argmingec{ f(x) + ApDn(z, z4)}

Dénde. C° ¢ IR™ un conjunto abierto y convexo, C la cerradura de C° y h es
una funcién de Bregman con zona C°.-

Por el Teorema (1.3.8)

0 € 0[f(z) + MDn(z, zi)(2rs1)

Luego
Je [6‘f(x) -+ AkaDh(aS,:Ek)Mibk.;,ﬂ

Como Jf es un operador mondtono maximal, podemos extender el algoritmo de
punto proximal con distancia de Bregman para resolver el PDV(T, C)

Definamos
T : R® — P(R™)
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T Tk(f},) =] T(:l?) -+ )\;,;vah(:)}, .’Ek) (43)

El algoritmo del punto proximal generalizado para el PDV (T, C) es definido de la
siguiente forma

1. Inicialmente.- Escogemos
2o € CY% e Mo € (0,)] (4.4)

2. Tteracion.- Para k = 1,2,3....
Dado z; € CY, escogemos el pardmetro de regularizacién Ax € (0,A] y encon-
trar un x4 € C° tal que
0 € Ti(zr+1) (4.5)

4.3 Resultados de Convergencia

Lema 4.3.1 Sea z, una sucesidn generada por (4.4) e (4.5) supongamos gque
dom(T) N C® # ¢ y la funcién de Bregman es zona coerciva con zona C°. entonces,
{z1} estd bien definida e contenida en C°

Demostraciéon. Haremos la demostracién por induccién.
De (4.4) tenemos

$()ECO

Supongamos
Ty € CD

Paso 1
Demostremos que .
4 Tri1 € CO /0 < T($k+1)

De (4.3) tenemos
Tk(l‘) = T(Zﬁ) + )\kaDk(z‘, $k)

Denotemos
Bi(z) = MV Dp(z, zi)
Con
dom(By,) = C°
Asi ‘
Tk = T -+ Bk
Donde
dom(T) N dom(By,) = dom(T) N C° +# ¢ (4.6)
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Por la proposicién 3.1.5

By es un operador monotono mazimal estricto

Por hipdtesis
T es un operador monotono maximal

De (4.6), (4.7), (4.8) y por el Corolario 2.1.6
T} es un operador mondtono maximal estricto

Por otro lado. Como % es zona Coerciva, entonces

By, es sobreyectiva
Ademas

T es un operador mondtono maximal
Por el Teorema 2.1.6
T, =T + By es sobreyectiva

Como 0 € R"

Entonces
3 241 € dom(Ty) = dom(T) N C°

Tal que
0 € Ti(zrs1)

Por lo tanto _

3 Trt+1 € P / 0¢ T(-Tlm-l)
Paso 2 '
Demostremos que zry1 €8 tinico
Supongamos que exista otro

zp41 € C° / 0 € Ty(2p42)
Entonces de (4.10) y (4.11)

(0= 0,Zkt1 — 2x41) =0

Por ser Ty un operador mandtono estricto

Tk+1l = Zp41
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Lema 4.3.2 Sea T la solucidn del PDV(T,O) , la sucesidn {xi} generada por (4.4)

y (4.5) satisfoce lo siguiente desigualdad

Di(Z, tp11) € DiplE, ) — Dpl@gsa, o) ; VEZ O

Demostracién. Sea
Bpr1 € C° /0 € Til2asa)
0 € [T(z41) + Brlzr+1)]
0 € [T(zrs1) + XV Dp(Thsr, Ti))
0 € [Trar + Au(VA(Zri1) — Vi(zr)))
M Vi) — Vi{zrs1)] € T(@it)

Entonces
Fuy € T(zr4a)

Tal que
ug = A [VA(ze) — VA(Tk11)] € T(Tpa1)

Por otro lado por la Proposicion 3.1.4 {(a)

(4.12)

Di(2,y) = Dp(z,2) — Dp(z,9) = (Vh(y) = Vh(2),z~12) ; Y2 €O, ,Vy,2z€C"

Tomando

Y=Tp € 2= Ty

Obtenemos

(Vh(zr) — VIi{Zps1), The1 — ) = Dh(m_,mk) — Du(z, ze41) — Dn{Zrgr, Ti)

(Ml Vh{zr) — Vh(Tri1)), Trs1 =~ ) = M[Dalz, i) — Dul®, Taw1) = DilTreg1, i)

De (4.12) y (4.13), tencmos

(tr, Zgr — ) = Ap[Dp(z, ) — Dy (@, 2rg1) — Da(Tiepr, za)]

Tomando

T=2=x

(g, Thry — B = M [Dn(F, 20) — DulZE, zks1) — DalTrsq, zk)]

Por hipétesis Z es solucién de PDV{T, ) y tomemos v € T(Z) tal que

{v,e—&) ; Yeel

Como T es monotono

(up — 1, Tpp1 — T) 2 0
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(U, Thg1 — T) > (U, Tpeyy — T)

Como zi4 € C y de (4.16) tenemos
(g, Tpr — Z) 2 (U, Tpg1 — ) 2 0 (4.17)
De (4.15) y (4.17) obtenemos
Me|Dr(Z, zi) — Du(Z, 2e41) — Du(@pta, )] > 0
Como Axy>0,VE>0
0 < Di(Z, z) — Di(Z, Tre41) — DnlZres1, i)

Dip(Z, zii1) < Di(Z, k) — Dr(Zrs1, Th)

Lema 4.3.3 Sea Z la solucion del PDV (T; C), la sucesién {z} generada por (4.4)
y (4.5), satisface la siguiente desigualdad

Dy(Z, 2541) < Dy(Z,2) VE20

Demostracion.
Por la proposicién 3.1.1 (2)

Du(Z,z) > 0; Vk>0
Por el Lema 4.3.2
Di(Z, Tpq1) € Dp(Z, 2) — Da(@pqr,21) s VE 20
Por la Proposicién 3.1.1 (1)
Dy(zps1,21) > 0; VK20

Dp(Z, 2141) < Dp(Z,2x) ; VEZ20

Lema 4.3.4 La sucesidn {z)} generada por (4.4) y (4.5) es limitada y posee puntos
de acumulacidn contenidas en C



Demostracién.
Por el Lema 4.3.3 la sucesién { Dy(Z, z1)} es no creciente y no negativo.
Entonces para todo k > 0 y todo Z solucién del PDV (T, C), se tiene

Dh(ﬁ'ﬁ,xk+1) < Dh,(fl"?,.%‘k) <...< Dh(i,&?o)
Por lo tanto

{zk} C {z € C; Dy(z,2) < Dp(Z,z0)}

Por (Bg)
{z € C; Dup(Z,z) < Dp(Z,z0)}

Esta acotado, entonces
{zr} esta acotado (4.18)

Por el Teorema 1.2.14
{zx} posee puntos de acumulacién
Sea a un punto de acumulacién de {z;}, por el Teorema 1.2.12
3 {zy} C{m} CC

Tal que
lim z. = 0
k00 kJ
Por ser C cerrado
ae(C

Por lo tanto

{zx} posee puntos de acumulacién contenidas en C

Lema 4.3.5 Demostrar que klim Dp(zpqr, ) =0

Demostracién. Por el Lema 4.3.2
Dy(Z, zrv1) < Du(Z, 25 — Du(zrs1,26)) ; VE20
Por la Proposicién 3.1.1 (7)
Dy(zgsr,z) 205 YE>0
0 < Dp(rs1,2x) < Di(Z,2x) — Di(Z, Toga) >(4.19)
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Por la Proposicién 3.1.1 (i)
Dy(Z,zx) >0; YE>0

Por el Lema 4.3.3 {D(Z, z1)} es no negativo y no decreciente
Entonces por el Teorema 1.2.9

{Dwn(Z,z1)} es convergente

Luego
élil”ﬂ [D;t(fi‘,l‘k) - Dh(a‘:, :}3;;+1)} =0 (420)

Tomando limite en (4.19)

klim 0< klim Dp(Zps1, zx) < klim [Dn(Z, z1) — Du(Z, Trs1))

0 < lim Dp(Zgg1,2r) <0
k=00

klill’l Dh($k+1,xk) =0

Lema 4.3.6 Sea T : R" — P(IR") pseudomondtono. Si z* es un punto de acu-
mulacion de {z}, entonces existe u* € T'(z*) tal que (u*, % — z*) = 0 para todo T
solucion del PDV (T, C)

Demostracién. Sea z* un punto de acumulacién de {z;}, entonces
Por el Teorema 1.2.12
3 {zp;} C {zx} c C°

Tal que
kl‘ilgoxkj =z . (4.21)
Por ser C cerrado
zreC
Por otro lado Por el Lema 4.3.4
{zx,} es limitado (4.22)
Por el Leman 4.3.5
lcli»ngo Dh(‘,l:?cj-%-]sxkj) =0 (423)

De (4.21), (4.22), (4.23) y por (Bs) tenemos

lim zg 4 = 2" (4.24)
k—00
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Para las sucesiones {zx,} y {2x,11}
De (4.21) y (4.24) y por (By) tenemos
lim Dp(z*, zp,) = klim Dp(z", zg;42) = 0 (4.25)

ko

De (4.23) y (4.25) tenemos
x}i‘f&wh(f: a:kj) — Dp(z", xkj‘*'l) - Dh(-’l?kj+1= ﬂfzcj}] =0
Como {A\i,} C {\} C <0,]] esta limitado y por el Teorema 1.2.8
;}H& Ak; [ Dn{a”, 2x;) — Dr(a”, Tye1) — Dal@ge1, k)] = 0 (4.26)
De (4.14)
<usz13k+l - $> = Ak[Dh(S’:}xh) - Dh(fli,fl?kﬂ) - Dh(-'Ek%—laz}cM
Tomando z =z y k= k;
(g Tny 41 — T°) = Ay [Dula™, ax,) — Di(2”, 2a;41) — Dil@rg1, 21y))
Tomando lmite
k}_l&lgo (ury, 1 — &) = ;}1_)1'210 Ak [Di(a®, zx;) — Da(z*, Zi41) — Di(@rj41, 2x;)] = 0

Entonces para todo
ug; € T(zp11); ViEN (4.27)

Se tiene
lim sup (U, T, 41 — A kl_lﬁxo <ukj, Tr;41 — z*) =0 (4.28)

k—s o0

Por otro lado de (4.9)
Tk €Edom(T); YE 2 —1

Entonces
{zr,} C{zi} C dom(T) (4.29)

De (4.21)
klirgo Ty, = 2" (4.30)

Como T es pseudomondtono, dom(T') es cerrado
z* € dom(T) (4.31)
De (4.27), (4.28), (4.29), (4.30), (4.31) y por ser T pseudomonétono . Tenemos

Ju* € T(z*) (4.32)
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Tal que
(W, 2" — %) < 11}221;& (U, Thy1 — T) (4.33)

Para todo Z € dom(T)
Como
g # SOL(T,C) c C C dom(T)

Entonces también se cumple
Yz e SOL(T,C)
Por otro lado de (4.20)
klir&[l)h(éi,xk) — Dp(Z, zr4+1)] =0

Del Lema 4.3.5
lim Dh(ﬁk»{-l,-’ﬂk) == )
Ko 03

Entonces

klin’}o[Dh(a":, zr) — Di(Z, zp11) — Dp{Ziqr, 1)) =0

Siendo {Ax} limitado
kll—%o Ml Dn(Z, z1) — DT, rg1) — Du(Tiaa, o)) = 0 (4.34)
De (4.14)
(un, Ty — ) = Ap[Dn(z, %) — Du(Z, To1) — Dr(Zrta, 2x)]

Tomando limite y de (4.34)

Jim (ug, zygs — @) = lm A[Du(@, 2i) — Da(2, Zr4a) = Di(@pra, 7)) = 0
Como Z € SOL(T,C)CC; para =1

Jim {(ug, Te11 — Z) =0

1iiri£f <uk§,x;¢j+1 — §:> == ;:1-1-{1;0 <uk].,:1:kj+1 - E> = AIEEO (U, Zpy1 — Z) =0

Entonces de (4.33)
(u*,2* -7} < lillcgioglf <ukj,xkj+1 -z)=0

(whz"—I)<0 (4.35)

Luego como Z € SOL(T,C)
Jv € T(3) (4.36)
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Tal que
(vy—-1)>0;VyeC (4.37)
De (4.32), (4.36) y por ser T" mondtono

W —vz"—73) >0

W,z*—z) > (v,2* —T)

Como z* € C'y de (4.37) tenemos
(u* 2" — E) > (v,2"—Z) > 0

0< (v, 2" —Z) (4.38)
Por lo tanto de (4.35) y (4.38)

(o' —-2)=0; Ve SOLT,C)

Teorema 4.3.1 Sea T : IR™ — P(IR™) un operador mondtono mazimal. Considere
el PDV(T,C), donde C C IR™ es convezo y cerrado. Sea h una funcién de Bregman
con zona C°. Supongamos que las siguientes condiciones son validas

i) dom(ITYNCY+£ @
it) PDV(T,C) posee soluciones
i) T es pseudomondtono
iv) 0<Ap € X, para algun A>0
v) h es zona coerciva

vi) T es paramondtono en C

Entonces la sucesidn generada por (4.4) e (4.5), converge para una solucion T del

PDV(T,C)

Demostracién.
Por el Lema 4.3.1

{z;} est4 bien definido y contenido en C°

Por el Lema 4.3.4
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{zx} posee puntos de acumulacién contenida en C

Sea z* € C un punto de acumulacién de {z}
Por el Lema 4.3.6
Ju" € T(z*)

Tal que
(wz—2*y=0; v,z € SOL(T,C)
Como T es solucién del PDV(T, C)
Ju e T(%)

Tal que
{fu,z—z2)>0; Vel

En particular para el punto de acumulacién z* € C
(u,z* =%y > 0
(u,z—2*) <0
De (4.39), (4.41) y por la monétocidad de T
0<{u—u*,Z~2z")

(0,7 — 2) < (4,3 — 2°)
De (4.40) y (4.43)
0= (", Z—2") <{u,T—2") <0

W,z —-z")={ui-z")=0
(u, 2 — 2" — (W, — 2%y =0
(u—u",Z—2")=0
Con
ve T(z) y u* €T (z")
Por la paramondtocidad de T, obtenemos
u € T(z")
De (4.42) y (4.44) obtenemos
(w2 =)+ (u,z—2") > 0
(u,z—2Y20; Ve el

De (4.45) y (4.46) concluimos que
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x* es solucién del PDV (T, C)
Como z* es un punto de acumulacién de {z;}, entonces
I {mp,} C{zx} C C¥/ lim zy, =2
3 }f_,—*OO 2

Entonces, por (B,)
klim Dy(a*,zy;) =0 (4.47)

Por el Lema 4.3.3
{Dp{z*,zx)} es no creciente y no negativa

Por el Teorema 1.2.9

{Dn(z",zx)} es convergente (4.48)
(4.47) y (4.48) obtenemos ‘
klim Di(z*,zx) =0 (4.49)

Ya que {zx} esta acotado, tomamos
{mkj} C {:’L‘;g} c / lim Ty, = z
j—oo
De (4.49)
limDh(x*,xkj) =] 0
Entonces por (Bj)
limz* =7
j—oo
3;* — xl

Entonces toda subsucesién convergente de {z,} converge a z*

Por lo tanto

lim z; = a*
k00
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Capitulo 5

Aplicaciones

Ejemplo 5.1 Sea f(z,y) = 2 + y* una funcidn conveza

min  f(z,y) = z° + y?
(P) Sujeto a
(z,y) € R?

Of (z,y) = Vi(z,y) = {(2z,2y)}

Solucionar el problema (Py) es lo mismo que solucionar el siguiente problema

P) Encontrar z* tal que para algun
w € Of(z*) se tiene (w,y —z*) > 0; Yy R?

Solucién

1. Dado zp = (1, 1)
2. a) Parak=0; zo=(1,1)y escogemos g =1

1 -1
Ty € (I+ maf) (.fCQ)

zy € (I+(z,y))7" (1,1)
(11 1) € (I+ (a:,y)) (331)
(1,1) € 213

11

5,5 €T
11

= =33

36



b) Parak =1; z; = (3, %) ¥ €5COgemos A; = =

1 -1
Ty € (I + —23;6]‘) (331)
o e 1+ o) (3:5)

2'2
(é é) € (3x9)

oo (11
>~ \6'6
1

¢) Para k=2; zo= A(%, 1) y escogemos Ap = 3

(1 1) € (I + (22, 29)) (z2)

1 -1
T3 € (I+ m@f) (.’132)

25 € (I + (32, 3y)) (-é é)

(22)6U+ﬂwy»@@

(é é) € (4z3)
(214 24) € (zs)

T = (214 214)
{33

klim T = (O, O)

La sucesién generada es:

Tomando limite
Por lo tanto

Encontramos (0,0) tal que para algun
w € 8(0,0) se tiene {(w,y — (0,0)) > 0; Vy e R?
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La solucién del problema (P) resuleve el problema (P;), de la siguiente manera.
(w,y—(0,0)>0; Vy € R?

£(0,0) + (w,y — (0,0)) > f(0,0) ; Yy €IR?

Como w € 8£(0,0), por definicién de subgradiente
f(y) = £(0,0) + (w,y - (0,0)) = f(0,0); VyeR
fly) = f(0,0); VyeR?
Ejemplo 5.2 Sea f(z) = |z — 1| una funcidn conveza

min  f(z) = |z — 1

(Py) Sujeto a
zelR
-1 ;o ox<l
Of(x) =4 [-1,1] ; z=1
1 ; x>l

Solucionar el problema (Py) es lo mismo que solucionar el siguiente problema

(P) Encontrar z* tal que para clgun
w € af(z*) se tiene (w,y—2*) > 0; VyeR

Solucidén

1. Dado zp = 2

2. a) Parak=0; z¢0= 2y escogemos g =1
1 -1
I € (I+~2§;3f> (zo)

1 N1
T € (f+§3f) (2)

2e <I+ é-a;c) (21)

1) Si 1<l
2¢ (x1 — %
2 € (z1) Absurdo
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i) Si z7>1
C2e(n+d)
$ € (z;) Cumple

b) Parak=1; z; =% Y eSCOogemos A; = %
1 -1
Tre & (I 4 m&f) (2’,‘1)

me (4007 (3)

3
5 € (1 +0f) (z2)
1) Si Zo<1 »
%‘ c (.’lf;x_ — 1)
S € (z) Absurdo

i) Sizg=1
Se(1+[-1,1)
1€ ([-1,1]) Cumple
iff) Si my>1
% € (.’L‘g -+ 1)
1 € (z3) Absurdo

¢) Para k=2; zo =1y escogemos Ay = %
, 1 B
T3 € (I + maf) (.’L‘z)

2 € <I+ géﬂf)—l (1)

le (I—%%@f) (z3)

D) Sizy<l
1 & (:’L’3 - %)
g— € (z3) Absurdo
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ii) Si T3 = 1

i) Si zz>1
1e (il’?g -+ "%)
1 € (z3) Absurdo

La sucesién generada es: 5
{zx} = {2, 7 LL 1 .}
Tomando limite

Hm zp =1
k00

Por lo tanto
Encontramos 1 tal que para algun
w € 0f(1) se tiene (w,y—1)20; YVyeR

La solucién del problema (P) resuelve el problema (), de la siguiente manera.
(wy-120; Vy € R
W+ wy-12=2f(1); Vy €eR
Como w € 9f(1), por definicién de subgradiente
J) 2 ) +wy-1)2f(1); VyeR
fw)=2f1); VyeR

Ejemplo 5.3 Sea f: R — IR una funcion conveza, definida de la siguiente manera:

f(:}}):{ l—z ; z«1

-1 ; z>1

min  f(z)
(Ps)< Sugeto a
zeR
-1 ;o ox<l]
8fz)={ 1,2 ; z=1
2z ; T>1

Solucionar el problema (Ps) es lo mismo que solucionar el siguiente problema

Encontrar z* tal que para algun
(P) * ; * .
w € 0f(z*) se tiene (w,y—2*) > 0; VyeR

Solucidn
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1. Dado zg = 2

2.

a) Para k=0; zy =2 y escogemos Ao =1

1 -1

- (I + %8f) T

2e (1 + é@f) (21)

i) §izy<l
2€ (.’El - ‘%)
5 € (z1) Absurdo

2¢€(1+[~-3,1])
le ([—%,1]) Cumple

i) Si zy>1
2 € (z1+ 1)
1€ (z;) Absurdo

b) Parak =1; z; =1y escogemos Ay = %,

1 -1
Zo € (I =+ ﬁ;@f) (S‘}l)

ze (I +a8f) (1)
1e(I+0f) (z2)
Z) Si Ta<<1

le (1‘2 - 1)
2 € (zg) Absurdo

#) Size=1
le(1+[-1,2)
0€([-1,2]) Cumple

iii) Sizy>1
1€ (z2+ 2z2)
3 € (z2) Absurdo
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¢) Para k =2; 25 =1 y escogemos Ay = %

s € (I + -2%;6\7”) B (22)

2 € (1 . gaf) T

le (I—’rg@f) (z3)

Z) Si r3<l
L€ (23— 3)
5 € (zs) Absurdo

i) Sizs=1

le (1+[35,3])

0¢€ ([*—5,3]) Cumple
i) i zy>1

leg ($3+3x3)

3 € (z3) Absurdo

La sucesidn generada es:
3
{xk} = {2 E, 1, 1? ]., ...}
Tomando lzmite

lim 2z, =1
k—oo

Por lo tanto
Encontramos 1 tal que para algun

w € 0f(1) se tiene (w,y—1)>0; VyeR

La solucidn del problema (P) resuleve el problema (Ps), de la siguiente manera.
(w,y—1)20; Vy € R

S +wy-1)>f(1); Vy eR
Como w € 0f(1), por definicién de subgradiente

fly) 2 f()+{w,y—=1) > f(1); VyeR

fly)= f1); VyeR
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Materiales y Métodos

Para realizar el trabajo de Tesis se revisé y recolecto gran cantidad de bibliografia,
entre los més destacados estédn: Elon |7}, Elon [8], Izmailov [12], Izmailov [13], Tusem
[14], Kiwiel [21] y Rockafellar [29]. Ademds, se hizo la bisqueda en internet con el
fin de hallar los articulos mas recientes relacionados con la investigacion, donde se
utilizé discos compactos y USB para guardar la informacién encontrada.

Para la elaboracién y digitacién de la Tesis se usé Ldtex este procesador de texto es
indicado para la escritura de textos cientificos.

Terminada la digitacién se entregd un ejemplar al profesor asesor para las correc-
ciones y sugerencias, errores de redaccidn, correcciones de ortografia y para que
realice las correcciones de forma y fondo.

Para presentar los resultados de la tesis, se entregaron cuatro ejemplares para lo

cual se necesité el siguiente materia: hoja bond, cartucho de impresora, material de
anillado, téner.
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Resultados

En el trabajo de Tesis se obtuvo la solucién del problema de desigualdad variacional
en R™, mediante el método de punto proximal exacto con distancia de Bregman, los
resultados mds importantes son:

1. Presentamos los resultados mas importantes de Operadores Mondtonos y Dis-
tancia de Bregman ‘

2. La subgradiente de una funcién convexa es un operador mondtono maximal,
paramondétono y pseudomondtono

3. El problema de desigualdad variacional en JR™ es una generalizacién del prob-
lema de optimizacién convexa con restriccidn en IR™

4. Demostramos que la sucesién generada por el algoritmo de punto proximal
exacto con Distancia de Bregman converge a la solucién del problema de de-
sigualdad variacional en IR™.
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Discusiones

1. La importancia y necesidad de resolver el Problemas de Desigualdad Varia-
cional se justifica por las multiples aplicaciones en los campos de ciencias e
ingenierfas, tal es el caso que al resolver un problema de Desigualdad Varia-

cional se estd resolviendo un problema de Optimizacién Convexa.

2. En las bibliografias no existen mucha informacién sobre la solucién del Prob-
lema de Desigualdad Variacional. En la tesis hemos resuelto el problema uti-
lizando el Algoritmo de punto proximal exacto con Distancia de Bregman

3. Lasolucién del Problema de Desigualdad Variacional, solamente resuelve prob-
lemas de optimizacién convexa. La Tesis se puede considerar como un primer
paso importante, para resolver problemas de optimizacién méas generales y que
tienen aplicacién en diversas areas.
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Conclusiones

1. Para resolver un Problema de Desigualdad Variacional, se utiliza el algoritmo
de punto proximal con distancia de Bregman

2. Al obtener la solucién de un Problema de Desigualdad Variacional estamos
obteniendo la solucién de un problema de optimizacién convexa.

3. Para obtener la convergencia del algoritmo de punto proximal hemos intro-
ducido una nueva clase de distancias generalizadas, llamada distancia de Breg-
man, la cual es muy importante para la convergencia.

4. Con demostracién de que la subdiferencial de una funcién convexa sea un
Operador Monétono Maximal, nos permite generalizar el Problema de Opti-
mizacién Convexa a un Problema de Desigualdad Variacional

5. Toda distancia de Bregman es una Cuasidistancia, pero en general toda dis-
tancia de Bregman no es un Distancia
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