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RESUMEN

Aplicaciones de la Teoria de Semigrupos de Operadores a

las FEcuaciones Diferenciales Parciales

SHILA ANTUANETT NECIOSUP SALAS
Febrero - 2005

Asesor: ' Dr. Victor Rafael Cabanillas Zannini

Tftulo Obtenido:  Licenciado en Matemadtica

El presente trabajo tiene por objetivo estudiar algunos Problemas de Evolucidn

mediante la Teorfa de Semigrupos de Operadores Lineales.

Dentro de la Teorfa de Semigrupos de Operadores Lineales estudiamos los semigru-
pos de operadores de clase Cp, operadores disipativos, m-disipativos asf como condi-

ciones necesarias y suficientes para que un operador genere un semigrupo de clase Cp.

Usando los Teoremas de Hille-Yosida, Lumer-Phillips y de Stone abordamos el pro-
blema de existencia y unicidad para los problemas de valor inicial y frontera asociados

a las ecuaciones de ondas, del calor y de Schrédinger.

Palabras Claves. Teorema de Hille-Yosida, Teorema de Lumer-Phillips, Teorema

de Stone, Semigrupo de Clase Cy, Problema de Cauchy.



ABSTRAC

Applications of the Semigroup Theory to Partial
Differential Equations

SHILA ANTUANETT NECIOSUP SALAS
February - 2005

Assessor: Dr. Victor Rafael Cabanillas Zannini

Title Obtained: Licensed in Mathematic

The subject of this work is to study some evolution problems by means of semigroup

theory of linear operators.

In semigroup theory we study the semigroups of Cy class, dissipative and m-
dissipative operators, as well as necessary and sufficient conditions so that an operator

generates a semigroup of Cy class.

Using Hille-Yosida, Lumer-Phillips and Stone theorems we approach the problem
of existence and uniqueness of solutions of problems of initial and boundary value asso-

ciated to the heat , waves and Schrédinger equations.

Key Words. Hille-Yosida theorem, Lumer-Phillips theorem, Stone theorem, Semi-

group of Cy class, Cauchy Problem.
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Capitulo 1

Introduccion

La presente tesis es una Introduccién a la Teoria de Semigrupos de Operadores Lineales

y sus aplicaciones a las Ecuaciones Diferenciales Parciales de Evolucién.

Hemos tratado de que nuestro trabajo sea autosuficiente, para lo cual hemos hecho
una revisién de la Teorfa de Operadores Lineales, del Problema de Cauchy Abstracto y
luego, con estas herramientas hemos estudiado la existencia de soluciones para algunos

Problemas de Evolucién.

A lo largo de este Vtra.bajo hemos mencionado algunos resultados sin incluir su de-
mostracién, pero mencionando siempre la fuente de la que han sido extraidos por si algtin
lector se interesa en la demostracién de los mismos. En estas pdginas hemos tratado
de usar un lenguaje sencillo y de ser bastante diddcticos y claros en la exposicién y

demostracién de los resultados. Para tal fin hemos dividido el trabajo en capitulos.

En la primera parte (Capftulo 1-Capftulo 4) son estudiados los Semigrupos de
Operadores Liﬁeales Acotados, en especial se estudian los Semigrupos de Clase Cy o
fuertemente continuos, los conceptos de generador infinitesimal, operadores disipativos,
. m-distpativos y también la nocién de conjunto. resolvente asociado al genera.dor infinites-
imal de un semigrupo de modo que estos resultados son aplicados a la demostracién de

un teorema fundamental en la Teorfa de Semigrupos, el Teorema de Lumer-Phillips.
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En la segunda parte del trabajo (Capftulo 5), utilizaremos todo el material expuesto
en el Capftulo 1 al Capitulo 4, para resolver tres problemas de evolucidn:

La ecuacién de las ondas con condicién de frontera de tipo Dirichlet

4

v —Au = 0 en (0,00) x Q
u = 0 en (0,00) x 6Q

w(0,2) = wup(z) enQ

du
| E(O,x) = wuz) en

La ecuacién del calor con condicién de frontera homogénea. de tipo Dirichlet

W—Au = 0 en (0,00) x Q

u(t,z) = 0 en (0, 00) x 00
u(0,z) = wup(z) en
v la ecuacién de Schrodinger
%u’ = Au—qu

w(0,z) = wup(x)

Las dos primeras ecuaciones son prototipos de ecuaciones hiperbdlica y parabélica
respectivamente y la ecuacién de Schrédinger es la ecuacién fundamental de la mecdnica
cudntica no relativista. |

Aunque la téorfa de semigrupos de operadores se puede aplicar en muchas situa-

ciones més, nos hemos centrado en €l estudio de estos tres modelos.

' Debemos mencionar que esta Monografia est4 basada en los Capftulos I y 1I del
libro “Semigrupos de Operadores Lineares e Aplicacbes ds FEquacdes de Fvolucio” del
Profesor Alvercio Moreira Gormes, recientemente fallecido.

2



Nuestra intencién al escribir este trabajo ha sido la de motivar a los estudiantes
que se inclinen por el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales, de la cual, la
Teoria de Operadores Lineales proporciona un método elegante y eficaz para abordar

problemas de evolucién.

Uno de nuestros objetivos al escribir este trabajo ha sido el que los estudiantes
puedan llenar los vacfos que muchas veces quedan cuando uno lee un texto sobre Teorfa

de Operadores. Esperamos haber alcanzado este objetivo.



Capitulo 2

Semigrupos de Operadores

Lineales Acotados

A lolargo del trabajo consideraremos un espacio de Banach X cuya norma serd denotada
en adelante por || . ||.
Definicién 2.1. Sea X un espacio de Banach y L(X) el dlgebra de operadores lineales

acotados de X. Se dice que una aplicacién
SRt — L{X)

es un Semigrupo de Operodores Lineales Acotados en X si se satisfacen las siguientes

condiciones
i) S(0)=1, donde I es el operador identidad de L(X).
it ) S(t+ 8) == S(t).5(s) para todo t,s\eIR‘*'
§i ademds se cumple que
t]i]:(%* I(S@) —Dz||=0, VzeX
se dird que el semigrupo S es de clase Cp.

Definicién 2.2. E! operador lineal A : D(A) C X — X definido por
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D(A) = {x € X; lim Wﬂ? existe}
h—0 h
]
Az = lim Mm, YV z € D(A)
h—0t h

es llamado generador infinitesimal del semigrupo S, D(A) es el dominio de A.

Denotaremos por Ay, el operador lineal acotado

_ S(h)—1

‘Ah h H

h > 0.

Definicién 2.3. Un semigrupo S, de operadores lineales acotados es llamado Fuerte-
mente Continuo si

lim S(t)x =z para ecade z € X.
0+ T

Observacién. Los semigrupos fuertemente continuos de operadores lineales acotados

en X son también conocidos por Semigrupos de Clase () o simplemente Cp.

Proposicién 2.4. Si S es un semigrupo de clase Cy. Entonces ||S(.)|| es una funcion
acotada en todo intervalo acotado [0,T].
Demostracidn.

Primero mostraremos que para algin r > 0,
[IS(.}]] es acotada en [0, 7] (2.1)

es decir, existe M > 1tal que {[S@)|| < M, Vie[0r].

Supongamos que (2.1) es falso entonces existe una sucesién (¢,) tal que t, — 0 y

ISl =2 n, VREN
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Ademi4s por el Teorema de la Acotacién Unpiforme, para algiin z € X la sucesién
|S(t,)z]| no es acotada. Pero por la Definicién 2.3 la sucesién ||S(,)z| es convergente
y asf ||S(t,)z!| es acotada lo cual es una contradiccién.

Luego ||S(#)|| < M, para 0 <t <r y como para t = 0 se tiene
L=l =SO)| < M

Luego M > 1.
Ahora si t € [0, T}, entonces t = nd + r, para algtin n € Z* y algin real r tal que

0 < r < é. Luego usando la propiedad de semigrupos tenemos

1SN = IS(né + )l = |S(nE)S(r)| = {S(E)S ()] 22)
< llS(ﬁ)II" ISl < M™M = M+,
Como t = nd +r > né entonces M i > M" pues M > 1. Usando la desigualdad

anterior en (2.2)
IS@) < MM
y también
MM§ = M (o8¥)* — e%k’gM)t
de donde, si denotamos w = -tlglogM >0, tenemos S| < Me™ paratodot € [0,T],

es decir [|9(.)]| es una funcién acotada en [0, T].

Corolario 2.5. Todo semigrupo de clase Cy es fuertemente continuo en R, es decir,
si t eRT, entonces

iin%S(s)x =8z, VzeX

Demostracién.



Sea t €R™. Si h > 0se ve que

f

I5(t + R)z — S(t)z| [15@®)S5(h)z — S(t)zl| = 1S(@) [S(h) — 1] ]|

< SO NSGR) -z —0
cuando h — 0. Para 0 < h < t, tenemos

ISt = B)z — S(t)<]|

IS(t — h)z — S(t — b + h)z|| = [|S(t — k) — S(t — h)S(h)z]|

]

IS¢ —h) [ = Sh)] =l < [SE - I(Sh)~ D)=l =0

cuando h — 0.

Ahora si se toma h ==t — s, y como h — 0 se tiene s — t. Luego
}’in:%S(s):c =8z, VzeX. M

Observacién. Sea A un operador lineal acotado de X, se sabe que V¢ > 0,

otA Z (tA)"

n=0
tomando norma

o t"||A
e = <y ZAC _ (23)

Y. tar

=0

Siw > ||A|, entonces e® > et > ||e!4] .

“pe=0

Volviendo a (2.3) y por la desigualdad anterior se tiene
4] <e, vi>0.m

Definicién 2.6. Si X es un espacio vectorial real o complejo y p un funcional en X

Se dice que p es subaditiva st para todo z, y € X se cumple

p(x +y) < p(z) + p(y)
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y ademds parg todo escalar o se satisface

p(az) = o] p(z).

En la siguiente proposicién, serd necesario el siguiente resultado.
Lema 2.7. Sea p una funcidn subaditiva en RY y acotada superiormente en todo
p(t)

intervalo acotado, entonces e tiene limite cuando t — 400 y

i 20 e PO
t—oco § t>0 ¢

Demostracién. Ver [G].

Proposicién 2.8. Sea S un semigrupo de clase Cy. Entonces

lim W_)ﬂ =inf w = Wy
Fapey t t>0 t

y pare cada w > wy, existe una constante M > 1, tal que
[S@ < Me¥*, Vi>0

Demostracién.

Como § es un semigrupo entonces

log [|S(t+s)]| = log[S().S(s)

IA

log [|S(®)]] [1S(s)l

log |S(2)|] + log ||S(s)l|

I

- de la desigualdad anterior se observa que la funcién log||S(t)|| es subaditiva en R*. Por
la Proposicién 2.4, ||S(t)|| es acotada superiormente en todo intervalo acotado, entonces
logl|S(t)| es acotada en todo intervalo acotado.
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Ahora como log|| S(t)|| satisface las hipé6tesis del Lema 2.7, denotando p(t) =log|.5(?)],

se tiene que

o oS _, . log|S®)]

L0 t t>0 t
Si w > wg entonces
o> g — ing PEISOL _ . B[SO 24)
>0 t f ) t

1
Como w > wg entonces existe n € N tal que wg + - < w.
Luego por la definicién de lfmite en (2.4) se tendrd que para todo € = % > 0,

existird tg > 0 tal que si £ > ty entonces

log |S(®)|
t

I 1-0)

<€"1
0 T n

1
< wg+ —
7

como existe tg > 0 tal que ¢t > tg, en la desigualdad anterior se tiene

log || S(@®)]]

1
<we+—<w
t n

tomando ‘los extremos tenemos

g 151 _, 25

Ademds, como ||S(t)|| es acotada en [0,%], es decir, [|S(t)|| < My, V t € [0,¢0)

entonces, en particular se tiene que Mp > ||S(O)} = ||| = 1.
, Primer caso. Siw > 0.

log [|S@®)]]
t

" De (2.5) tenemos que < w, entonces

log S]] < wt (26)
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Como My > 1, entonces log My > log1 =0. De (2.6)
log||SE)| <wt<wt+loghy , V>0
tomando exponencial y haciendo M = Mj se tiene
eoell Sl < ewt+log Mo wt logMo’

= e e

luego

ISl < Mevt, @7)

Segundo caso. Si w < 0.
En este caso se tiene que wig < 0, pues t € [0, ] entonces —wty > 0; y como
log My > 0, se tiene

—wiy +logMg > 0 (2.8)

ademds, de (2.6) y (2.8) llegamos a
log{|S(t)]| < wt < wt —wig+logMy, V>0
tomando exponencial se tiene ||S(t)] < e¥te~* My; denotando M = Mpe™*" tenemos
IS@)] < Me, %t >0 (2.9)
De (2.7) y‘(2.9) concluimos que
IS@I < Me*, V20

luego M > 1.1

Definicién 2.9. Sea S un semigrupo de clase Cg,
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i) Si||S@)| < M, YVt >0, diremos que S es uniformemente acotado.

i) Si ||S(t)|| <1, diremos que S es un semigrupo de contracciones.

Observacién. Sea E un espacio de Banach real o complejo.

Para funciones T' : I — E, donde I es un intervalo de R, nociones tales como
ar  [* : .
prE T (t) dt estdn definidas de la misma manera que en el caso E = R 6 C, los

127

Hmites de los cocientes de Newton o de las sumas de Riemann son tomados segin la
topologia de la norma en E. Todos los teoremas usuales se verifican.
Lema 2.10. Sea T un semigrupo de clase Cy y sea A su generador infinitesimal.

Entonces, para cada z € X se tiene

1 t+h
fm s, T(s)xds = T(t)x

Demostracion.

Como T es un semigrupo de clase Cp se tiene que
im T(s)z =z, Vz e X,
50t

es decir V & > 0, existe § > 0 tal que 0 < s < § entonces |T(s)z — z|| < }ﬁ%ﬂ .

Sea h tal que 0 < h < s < 8, entonces
1 t+h
”—}; T(s)zds — T(t)z
t

= “}}; /0 " T(t+ s)zds — T(t)z|| = H-}; /0 ’ T()T(s)zds — T(t)z

h h
< TN | [ 7@t o < i1 7 [ izl as

h €
< M. —— =
< ey YT £
se tiene entonces que
1 t+h
}li_r_x}) i), T(s)zds =T(t)z. B
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Proposicién 2.11. Sea S un semigrupo de clase Cy y sea A su generador infinitesimal.
i) Si z € D(A), entonces S(t)z € D(A) Vt>0 y
d
aS(t)x = AS(t)z = S(t)Az
#) §i ¢ € D(A), entonces
t ¢
S(t)z — S(s)x = f AS(u)zdu = f S(u)Azdu
3 )

1) Si x € X, entonces

‘fot S(u)zdu € D(A)

Str—z=A (/Ot S(u)xdu)

Demostracion.

i) Sea z € D(A) y h > 0 fijo. Entonces
} S(t+h)—=8¢) _ S@HSH)-SE) S(h)—-1I
(%’—I) S(t)

) +
cuando b — 0% y como z € D(A) el primer término tenders a %—t-S(t)x; también

(2.10)

S(t)Arz — S@)Az y el término final ARS(t)z — AS(t)z, luego se tiene que
S(tyze DAy

d+

ES(t):z: = AS(t)z = S(t)Az (2.11)
Por otro lado, para 0 < h < ¢ tenemos

12



. S(t)z — S(t—h)x
hli%{% [ 5 — S’(t)Aa:]

. [S(h)r — x )
=h]i.%1+ S(t—h) —()h—-] — hmh—»of S(t)Azx
= lim S(t—h) Sz Aa:—i—Aa:] — lim S(t)Az  (2.12)
h—0+ |k h—0+
= lim S(t—h) M_Am] + lim S(t— h)Az
h—0+ | h h—0+
- I t)A
i, 504
y se sabe que
lim Sh)z — =z _ Az,
h—0+ h

Volviendo a (2.12) cuando h — 0F. Tenemos que la tltima expresién tiende a cero.
Luego

& S(t)e = 5(t) A (2.13)
Finalmente de (2.11) y (2.13) se tiene que
d
-(—ﬁS(t):v = AS(t)z = S(t)Az. O
i1) Como
ditS(t)z = AS(t)z = S(t) Az, - (2.19)
entonces integrando (2.14) de s a t , tenembs
t 4 t ¢
Szl = / d—u-S(u):cdu = / AS(vw)zdu = / S(u)Azdu
3 38 3
¢ ¢
St)z— S(s)z = / AS(u)zdu = / S(uw)Azdu. O
] 8

#41) Para todo z € X y h > 0, tenemos

t O O
An /0 Styeds = 20 /0 S(w)zd

13



il

1 H
: /0 t(S(h)—I)S(u):cdu |
% /0 S’(h)S(u)xdu—-% /0 S(w)zdu

% { ]0 t S(h + u)zdu — /; t S(u)wdu}

il

luego

Ap [§ S(w)zdu = f,:+h S(h+u — h)zdu — f; S(u)xciu] ;jeomo0<h<t
f “h S(u)zdu — ( fuh S(u)zdu + f; S(u)xdu)]

t+h S(u)zdu — fo S(u)zdu + j; S(u) :r:du]

‘ f;“”‘ S(u)zdu— [ S(u)a:du]

lef—‘:-'lr-‘albdm*lr—‘

= 7 = f ik S(u)zdu— } thS(u)xdu
(2.15)

por el Lema 2.10 cuando h — 0 en (2.15) se tiene que

S’(h) I
’1113(1) / S(u)zdu = S(t)x — z.

Luego [; S(w)zdu € D(A) pues el limite existe y ademds

A ( /0 t S(u)m) — S(t)r -z

lo cual completa la prueba. B

Proposicién 2.12. 5i A es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy,

entonces

a) A es un operador lineal y cerrado.

b) D(A) es denso en X.

14



¢) Un operador lineal A, cerrado y con dominio denso en X, es el generador in-

finitesimal de un semigrupo de clase Cy como mdzimo.

Demostracién.

Sea S un semigrupo de clase Cp y A su generador infinitesimal.

a) A es evidentemente lineal, probaremos que el operador A es cerrado.

Sea (Tr)neN una sucesién de elementos en D(A) tal que z,, — z y Az, — y cuando

n — 0o. Por demostrar que z € D(A)y Az =y
En efecto.

Por (i%) de la Proposicién 2.11 tenemos que, como z, € D(A) entonces
h
S(h)n — Tn = / S(t) Azndt 2.16)
0

pues S(t)Az, = %S (t)zn; y S(0) = I ya que S es un semigrupo de clase Cp.

Ademis, por Proposicién 2.4 tenemos que si S es un semigrupo de clase Cp entonces

|S(t)|| es una funcién acotada, i.e., existe M > 0 tal que
"S(t)” <M, Vte [O,h]:
luego, si t € [0, k]

1S(t)dzn — S = 15 [Aza— 1]l < IS | Azn — v

IA

M || Az, — y||

Como Az, — y, el tltimo término converge a cero, luego S(t)Az, — S(t)y,
uniformemente en t € [0, h].

15



b)

Tomando el limite cuando n — co, tenemos de (2.16)

. :
S(h)z —z = /0 S(t)ydt;

1
pues r, — z, Azx, — y. Luego multiplicando por %

T— k

h
y como % [ S(t)ydt — y, cuando h — 0, se tiene que
0

entonces z € D(A) y Az = y. Luego A es un operador cerrado.

Bastar4 probar que D(A) = X; denotemos

1 fk
zp = ;L—/; S(t)zdt

para cada £ € X y h > 0, se tiene por la parte (44%) de la Proposicién 2.11
que z, € D(A) y por el Lema 2.10 z;, — z cuando h — 0%, resulta que z €

D(A). Luego D—(Jf) == X,

81 S1 y S son semigrupos de clase Cy v A es el generador infinitesimal de los
semigrupos Sy y So.
Si0<s<t<oo,para cada z € D(A), la funcién

#(s)z =51 (t —3)Sa(s)x
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es diferenciable en el intervalo 0 < s < t, y por la Proposicién 2.11 parte (3)

Lpsle = 3 (516-5)5(5)2)

= %51 (t—5)(S2(s)z) +S1(t—s) %32 (s)z

= —AS;(t—35)S2(s)z+ S1(t—s)AS2(s)z

= —Si1(t—5)AS2(s)z+S1(t—5) AS2(s)z

= 0
Luego por el Teorema 3.1 del apéndice de [G] se tiene que ¢(s)z es constante para
0<s<t
Para s =0, gzg(O)x =51 (t) z.

Para s =t, ¢(t)z = Sz (t) z, de donde
Sit)z=5()z, VzeX

pues D (A) es denso en X y S1(t), S2(t) € L(X). De donde concluimos que

81 = Sa. |
Ejemplos

1) Son ejemplos de semigrupos de clase Cp las funciones exponenciales e*4. Su ge-
nerador infinitesimal es A.

tA

Veamos que e** cumpla las condiciones de la Definicidn 2.1.Denotemos

et = S(t)

i) S(0)=e4 =1
i) S(t + 8) = eltt9)4 — gtA+sd — otA o34 = §(£).S(s)

17



i) lim [(S(t) - D)=l =

En efecto. Como

otA Z(t

n=0
desarrollando la sumatoria
2 A2 " An
=T+tA+ -é‘— + ot
pero esto se puede escribir como
tA"
e 3 4
n=l1
luego se tiene que
tA)"*
tA -1 z: ( )
n=1

tomando norma a ambos miembros

2 42
o = 5
=]

2 n AT

< umn—x_H ANy “f

.

= tlAl+5 I{Azu"’r + ll Il +
1 1
y como ||A%|| < A ¥ mg;ﬁ tenemos que

e -1 < tnAn+ uAu2+ . ,uAu +..

< tlA)+ 5 AR+ +( ! AL

= t]a] (1+ﬁnAn ,nAu bt

= t]A] cHlAl
tomando extremos
|4 — I|| <t All et

18
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de donde, haciendo t — 0, ||e‘A —I|| — 0, es decir,
1S — I =0 | (2.18)

cuando t — 0%; de esto se observa que se satisface (#4t).
Entonces S(t) = e*4 es un semigrupo de clase Cj.

Hallemos el generador infinitesimal de S(t) = et4

hA _
€ . I:z:—A:z: _ % ehAa:—Ia:—hAﬂ:”
= 3 nzz;] ~ z— Iz — hAz
= % Ia:-i-hA:z:-i-Z(hA,) ¢ — Iz — hAz
.
1]l (hA)™ 1~ 1
= - —_— <+ —h" "
IR B SR
= LIS Ly a hed + a4l el - A AT o)
— h 2 n' T T Il:l
— IS5 LA e - n Al el
= R T ||
21 ame
= 3 A kel 14— 4
n—

haciendo n — 1 = k tenemos

hA_I
h

€

T — Az

< gjo o [ vt = v e

IA

i %hk |4 1l 14l - 1l e
k=0

IA

=l 141 Y = #* IAIF ~ 141 ]
k=0
=] 1] (™41 1)
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Finalmente tomando extremos se llega a que

hA_I
h

e
Tz — Az

< llz) 4] (441 - 1) — 0,

cuando h — 0, lo cual prueba que A es el generador infinitesimal del semigrupo

S(t) = et
2) Sea S un semigrupo de clase Cp, con generador infinitesimal A4, y sea
S(t) = e~ S(t)
Probemos que S es un semigrupo de clase Cp y que su generador infinitesimal es
A— AL

En efecto. Para que sea un semigrupo de clase (g debe de cumplir 3 condiciones.

Veamos que cumple cada una de ellas

i) Por demostrar que S(0) = I

Tenemos que S(0) = ¢ *95(0) y como S es un semigrupo de clase Cp se

cumple que S(0) = I; luego §(0) = I.
ii) Por demostrar que S(t + s) = 5(t).5(s)

Como S(t+ s) = e~ Mt+9) §(¢t + sj y como S es un semigrupo

S(t+5) = e7.e75(1)S(s) = S (t)e™**S(s) = 5(£)3(s).
ii4) Veamos
St)—1 = e™Ms(t)—1I
| = e MS(t)—I4+e ™M™
= e M(S{t)—-I)+ (e"\t - 1) I

20



se tiene que,
lim ||(S(t)—I)z||=0, VzeX

t—0+

At

pues S es un semigrupo de clase Cg y ademds e —1 — 0 cuando t —

0*. Por lo cual
“ (§(t) - I) x” -0, VzeX
cuando t — 0*F. Luego Ses un sémigrupo de clase Cj.

Hallemos el generador infinitesimal del semigrupo S

S(h) — I eMS(h)—1 e MG(h)—e M pe M T

h = h h e
e (Sh)—-I) eMI-1T
= h S S

- (O (),

cuando h — 0 se tiene

Ahora

S(h)—1I

(A—/\I)x=’111£%) -

T,

luego denotando con A= A~ ) se tiene que A es el generador infinitesimal

del semigrupo S.
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Capitulo 3

Generacién de Semigrupos

3.1 Deﬁﬁiciones. Sea A un operador lineal de X.

i) El conjunto de los mimeros A € C, para los cuales el operador lineal (A] — A) es
invertible y su inverso es acotado y tiene dominio denso en X, es llamado Conjunto

Resolvente de A y se denota por p(A).
#) El conjunto o(A) = C\ p(A) es llamado especiro de A.

iii) El operador lineal (M — A)~1, X € p(A) se denota por R()\, A) y es llamado

Resolvente de A.

Bl caso particular en que X = C, todo operador lincal A de X es de la forma
Az = ax, donde a € C.

Si consideramos S (t) z = e**z para z € C tendriamos que

S@)—1 . e
m e == M} ———— = (Y.
10 t 10 t

Luego, A = a es el generador infinitesimal del semigrupo S (%) definido antes y

R(MA) = A—l—a ::/Ome"”e“tdt, Rel > Rea

22



Teorema 3.1. Sea S un semigrupo de clase Cpy con generador infinitesimal A. Si

ReA > wy, donde
_ o lglS@)

t—o0 t

entonces X € p(4) y
o0
R(\ A)z = / e MS(t)xdt, Ve X. (3.1)
4]

Demostracion. Si Rel > g > w > wp ¥ como S es un semigrupo de clase Cp, existe

por la Propdsicién 2.8 una constante M > 1 tal que
ISEI < Me**, ¥t>0

Adem4s se tiene que

0 1
/ WMt gy — pryrm (3.2)
o Z

y como la funcién exponencial es continua, entonces S(t) es continua, luego la funcién
f(t,\) =e™8(1)
es continua. Luego
15 Nell = les ]| < || 1s@li. =
— N S0 ol < e R M o]

= M@ RNz < Mt |z
. OO0
denotando N(t) = Me®~#t y como f . N(t)dt converge por (3.2) entonces
00 o0 ’
f Ff(t, Nazdt = / e MS(t)zdt
0 0

es convergente por el Teorema de Weierstrass, ver [G].
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Denotemos

Ry(z) = f e MS(t)zdt, Rel>w, z € X. (3.3)
0
Afirmacién. R) es lineal y acotado.
‘Linealidad. Sean z,y € X y a € R, luego
00
By(az+y) = / e MS(t) (azx + y)dt
0

= « / e~ M8 (t)zdt + / e~ M8 (t)ydt
0 0

= aRx(z)+ Ra(y).
Acotacion
m@l < [ ~*‘lns<t)xn R A [ECTAET
< / || be o] dt = M o] / =] evtat.
entonces
|Ba(z)] <
= SM/O le '\t]e"’tdt<oo, (34)

como |e™| = e~ (Red)t |g—imNt| = g~(Re At g0 tiene, tomando sup en (3.4)
zeX
[=li#0

X2
|RAll. < M / e~ (BeX)t gut gy
0

pero como

OO0
= / e Me?dt Re) > Rea
0

1
Red—w
Ahora, por la definicién dada en (3.3) y como S es un semigrupo de clase Cp tenemos

tenemos ||Ry|| € M. ( ) Luego, tenemos que A € p(A4).

B = ﬂi‘%ﬁ_{ /0 * e"’“S(t)mdtm% fO (S(h) - De~ S (t)zdt |

2.



1 % %
- 3/9 ¢ (S(t + h) — S(t)) xdt

1 [ 1 [
-1 / e MS(t + h)wdt — - / MY (t)zdt
h 0 h 4]
haciendo el cambio de variable r = ¢ + h en la primera integral obtenemos
1 [ 1 [*
ApRyz = 7 / e =N S(r)axdr — A / e~ 8(r)zdr
h
1 [ 1 oo
= 3 f eMe= 2 S (r)zdr — A / e~ S(r)zdr
h 0
e

00 k 00
= / e~ S(r)xdr — / e S (r)zdr 1 / e~ M S(r)xdr
h \Jo 0 h Jo

es decir

et 1 [o° ar e h Y
ApRyz = - / e S(r)zdr — T/ e S(r)zdr (3.5)
0 0

A

1
notemos que fljmo = Ay }Lll% % foh e~ S(r)zdr = z. Luego, tomando lfmite

cuando h — 0% en (3.5) tenemos
hlix(r)l+ ApRyz =ARp\(z)—z; VzeX

Ahora, como el blixg+ ApRyz existe, entonces paracadaz € X, Ryx € D(A)y ARz =
ARy 2 — z es decir

(M = A)fr(2) = @ (36)

Por otro lado, si z € D(A) y como A es el generador infinitesimal del semigrupo S,

- por la Proposicién 2.11 parte (i) se tiene que S(t)Ax = AS(t)z y

Ry(Az) = ](; e~ MS(t)Axdt = ,/0 Ae~MS(t)xdt

- A / e MS(t)zdt = ARyz
0
Luego, Ry (Az) = AR)z, ¥ z € D(A). Reemplazando en (3.6) tenemos

BRy(M —A)x =z ; Vz € D(A)
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ie., Ry= (M —A)~!= R() A). Luego de (3.3)
o0
R\ A)z = / e~ S (t)zdt
0

lo cual prueba la féymula (3.1).0
Observacién 1. Probaremos que AR(\, A) = R(), A)A.

En efecto.

AR()\, A)

AQM - A = (AT-A)A™)™
= (MA - A4 = (A - )7
= AOD-4aT) T =@t (-7

(A — A1 A =R\ A4,

i

ie, Ay R(A A) conmutan.
Corolario 3.2. Sea S un semigrupo de clase Cy, con generador infinitesimal A. Si

ReA > wg, donde

wo = lim log ||S(t)]|
00 t
entonces
%,;R(A, A) = (=1)"nlR(), A)"H! (3.7)
ar i —At n
SR, A)z = / M()S(t)zdt , Yz € X (3.8)
0

Demostracion. Ver [G].
Teorema (Hille-Yosida). Un operador lineal A : D Acx — X es el generador

infinitesimal de un semigrupo de clase Cyp si y solo si

i) A es cerrado y D(A) = X.
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1t) Ezisten ndmeros reales M y w tales que pare cada mimero real A > w se tiene

A€p(A)y
n M
IR(A A" < Gowp VneN (3.9)
Demostracion.
Necesidad.

Sea S un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal. Se probé en la

Proposicién 2.12 que A es cerrado y D(A) = X. Resta probar la férmula (3.9).

Para cada w > wy, donde wyp == lim l?—g—ﬂ-g(—?m se tiene por la Proposicion 2.8 que

t—o0

existe una constante M > 1 tal que
IS < Me*t, V>0,

y por el Teorema 3.1, si A > w entonces A € p(4).

De (3.7) se tiene

1 1 a
n+l, 2+ %
RO\ Ao == = 7RO\ A)z,
y por (3.8)
RO Az = L1 f T M) (t)zdt, Va € X
! T Al (1R Jy TEES

Luego, si n > 1 llegamos a
R(\ A)"z = L ooe"\tt"_ls (t)xdt.
’ (m—1tJo
Luego, tomando norma en la ignaldad anterior tenemos

IRO A = oy “ I E"Att““IS(t)dtH
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< -(?;1—1-57 ]0 > “e"“t"‘"ls(t)“ dt

-(—VTA%.?/ tn-le—('\—w)tdt , B E N
-t Jp

M
W,HEN.

Tomando extremos se tiene

M

IR A < m )

VneN, ~ (3.10)

lo cual prueba la férmula (3.9).
Suficiencia.

Sea A un operador que satisface las condiciones (i) y (i¢) del Teorema y sea
R(), A) el resolvente de A.

Definamos

By =MRM\A) -, A>w

la cual es llamada la Aprozimacion Yosida de A. Debemos mostrar que el semigrupo
(funcién exponencial) e*®* tiende cuando A — +oo, a un semigrupo de clase Cy cuyo

generador infinitesimal es A.
a) Primero probaremos que
lim Bz = Ax, VY z € D(A).
A—>00

En efecto. Como R(), A) = (M — A)7}, entonces (Al — A)R(M A) = I, dis-

tribuyendo R(\, A) tenemos

AIR(A,'A) — AR, Aj = I

Il

AR\ A)—T = AR() A)
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y como fue probado en la Observacién 1, A conmuta con R(}), A), entonces
AR(M A)—1I=R(NA)A
de donde, si z € D(4) :
AR(\, A)z — z = R(\, A)Az (3.11)
toﬁmdo norma en (3.11)

AR, )z —all = RO, A)Az] < RO, 4)] [As]
< Grog el = MlAs| (- w) 0
cuando A — 00, es decir, lim AR\, A)z =1, Va e b(A).
Ademds, tenemos por la hip6tesis que
RO, Al = A LRO, A < N e
AR, A)]| < MM (A - w)™

para un A suficientemente grande, ‘[[AR(}, A)|| < 2M pues

AR, A)) < M_L:g(izﬁf_tﬂ) _ M(H_.ﬂ.z_)

A—w A—w A—-w
< 2M.
luego se tiene que
Alim AR(MA)z =z, Vz e X. (3.12)
] )

pues por hipétesis D(A) = X.
Luego, como

" By =AR()\A) — M = AAR()\ A) — I] = AR\, A)A (8.13)
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b)

para cada ¢ € D(A) se tiene por (3.12) que
lim Bz = lim AR(\ A)Az = Ax. (3.14)
A—100 Aeroo

lo cual prueba la afirmacién hecha en (a).

De la definicién de B, y como A satisface las condiciones (3) y (i¢) del Teorema

Hille-Yosida se tiene

letBr]] = “ LR, A)-2T) ” — ” AR e~m”

< H etA2R(A,A)” e < e~ “ et.\‘*’R(,\,A)”

s (IN2R(), A))"
< en [ ENTRQL A"
- — nl

—~AL o= tn/\2'n n
= e 3 IR AY

o0 23"
= o £ ) yroyapy

pero por la parte (¢4) del Teorema de Hille-Yosida tenemos

B < e EA t) Mn _ Me—t '(A t) _
n=0 (A — w) n=o (A —w) (3.15)
— Me—)«t_etz\z()\—w)-l — Mez\wt()«—w)"l
Ademss, consideremos la funcién f(A) = Atf_Aw , la cual es continua V A e R—{w}

y ademds ‘\Em FA) = w.
Entonces, dado £ > 0, existe M > 0 tal que |f(A) —w| <§, VA > M. Luego,
para cada v > w, podemos tomar £ = v — w, entonces existird M = A{y) tal que

[FA)—w| <& YA>M=A7)

luego f(A) —w < &= —w,ie,

JN =1 < VA )
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entonces, volviendo a (3.15)

65| < M= < MetY, ¥ A > Ay) (3.16)

Probaremos ahora que e'P* tiende fuertemente para un operador lineal acotado

cuando A — oo,
Denotemos S (t) = e*P*. Como para cada A y cada p, R()\, A) conmuta con
R(u, A) se tiene que B)B, = B,Ba.

En efecto, por (3.13)

ByB, = [MR(\ A)][uAR(p, A)] = [LAR(X, A)] [AR(p, A)A]
— ALR(, ANR(s, A)] A = pA[R(s, AR, A)] A
= [WAR(s, A)] DAR(\, 4)] = BB

Teniendo en cuenta que

oo tan
Sa(t) = P = 2

1
=0 7!

entonces se tiene que By S, = S5, Ba.

En efecto

k 4snpn k n
= "B t"ByB
B)S, = B)\(lim ”):ﬁm il

! |
k-»oomo 7 k—»oon - n!

k tnt
= | lim By = 5,B.

Ic—»ooma 71l

Ahora por (ii) de la Proposicién 2.11 se tiene que para cada = € D(4),

Si(t)z — Su(t)r = /ﬁt % [Su(t — w)Sa(u)z] du
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= /: Ed{; [ (t"“‘)Bﬂ.e"‘B"] zdu
= fot [e(t"“)B" (Bx — Bﬂ)e“B*] zdu
_ /0 " Su(t— u) [Bx - B,] Sx(w)odu
- /0 " St = w)Sx(w) [By — B,] wdu

tomando norma en los extremos de la igualdad anterior se t'iene

Is\te=5,02] < FlSuc-DlIS@IIBe-Bualds

= Jo lle¢=% | le*” | | B — Bual| du
pero en (3.16) se prob6 que para todo A > A(7); “etB’\ H < Meé", luego volviendo

a (3.17) tenemos
[Sx®)z — S (t)z|| < /0 M=o pgem | Bz — Byuz|| du
. = M%" Bz Bual| /0 ' du
= M’te""||Baz — Buz||, VA, p> A(y)
¥ como /\lingo Bz = Az, z € D(A) se tiene ||Bxz — B,z| —» 0 cuando A p—
00, V z € D(A). Finalmente
|8a(t)z — Su(t)z]| — 0
esdecirV z € D(A), S)(t)x converge, siendo la convergencia uniforme en relacién
a t en cada intervalo finito donde t € [0, T7.

Adems4s por hipétesis tenemos D(A) es denso en X y S, (t) es acotado cuando A —
oc. Luego de (3.16) y por el Teorema de Banach- Steinhaus, existe un operador

lineal acotado S(t) tal que
A]im Sa(t)z=85t)z, VzeX (3.18)
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este lmite es uniforme en intervalos acotados.

d) Probaremos ahora que S(t) es un semigrupo de clase Cy con generador infinitesi-

mal A.

En efecto.

i) S(t) es un operador lineal
St (az+y) = lim €P* (az+y) = lim (ePraz+ePry)
A—+00 A—00
= alim ¢z + lim ePry = aS(t)z + SE)y
A0 A—00
it) S(t) cumple las propiedades de semigrupo.
Tenemos que para cada A > w, S es un semigrupo. Luego

a) S(0)=1

S(0)z = Alin{)lo Sx(O)z ==z
b) S(t + s) = S(t)S(s)
Sit+s)z= ’\1_1__’11010 SA(t+s)r = Alin;o Sa(£)Sa(s)z = S(t)S(s)x
c) zE%}* S(t)z =z
1S®t)z — 2| £ ||S(t)z — e*Prz]| + ||e'Bra — z|| — 0
cuando t — 0% (hemos utilizado la continuidad uniforme en ¢ = 0 de e*2*).

De todo esto se ve que S es un semigrupo de clase Cj.

e) Falta demostrar que el generador infinitesimal de S(t) es A. Para ello probaremos
primero que
eBrByz — S(t) Az
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cuando A — +oo0.
Tenemos en (3.16) que, para todo A > A(y), |[e®r|| < Me™ luego

1Sx(¢)Baz — S(t)Az|| 1SA(t) Baz — S(t) Az + Sx(t) Az — Sa(t) Az||

i

< [18a(®) [Baz — Az]l| + ||Sa () Az — S(t) Az

A

152 @)l 1Baz — Az|| + [|Sa(¢) Az — 5(t) A||

< Me" || Baz — Azl + ||Sa(t) Az — S(t)Az||
(3.19)

Se vio en (3.14) que cuando A — oo, Byz — Az, V& € D(A) y ademss en

(3.18), Sa(t)Az — S(t)Az uniformemente en [0,T], V = € D(A).

Luego reemplazando en (3.19) tenemos que cuando A — 400

SA(t)BAz — S(t)A:E.
como se querfa probar.
Por otra parte
Sit)x—x = lim (Sx(t)z—x) = lim [3Sx(u)Brzdp
Ao A—00
= i (Alim SA(#)me) dp = [iS(u)Azdu, z € D(A).
—$00
(3.20)
tomando extremos
¢
S(t)z — @ = / S(u)Azdp. (3.21)
0
Ahora, si B es el generador infinitesimal de S(t) y € D(A), tenemos
Bz =lim W—Hml/tS( )Azdy = Ac (3.22)
A—tﬂ‘O"' t “t—>0+ t Jo H’ H )

34

i



Como z fue tomado en D(A), se llega. de la existencia del limite anterior a que z € D(B),
entonces se tiene que
D(A) c D(B). (3.23)

ademds, de (3.22) y (3.23) se sigue que A C B.

Por hipétesis A € p(4), V A > w y como B es el generador infinitesimal de S
entonces por el Teorema 3.1 se tiene que A € p(B).

Si A es suficientemente grande tenemos A € p(A) N p(B).

Para tales A se tiene

(M- A4)(D(4))=X
(Al - B) (D(B)) = X (3.24)
y como B 3 Ase tiene (A — B) > (Al ~ A), entonces
(M — B)(D(4)) > (\I - 4)(D(4)) = X
entonces
(I—B)(D(A) > X
(M- B)H (A - B)(D(4))] > (AI-B)™(X)
por (3.24) tenemos
D(A) > (M — B)™}(X) = D(B)
Tuego
D(A) > D(B) (3.25)
De (3.23) y (3.25) so tiene que D(4) = D(B). Luego A = B, pues
D(4)=D(B) y Br=Az
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para cada x € D(A) = D(B).

Finalmente como B es el generador infinitesimal de S se tiene entonces que A es
el generador infinitesimal de S. Esto finaliza la demostracion del Teorema de Hille-
Yosida. W
Corolario 3.3. Para que un operedor lineal A sea generador infinitesimal de un semi-
grupo de clase Cyp tal que ||S(t)|| < e, t > 0 es suficiente que A sea cerrado, su

dominio sea denso y exista un numero real w tal que si A > w, entonces A € p(A) y

1RO, ) <

Demostracion. Por hipétesis se tiene que

i) A es cerrado, D(A) es denso en X

i1) Existe un mimero real w tal que si A > w entonces A € p(A) y

1

1RO, 4)] < -

(3.26)

De (3.26) y por propiedad de operadores se tiene

1847 < RO < (525 )

1

| —— e

huego RO, 4)°] < =gy
Se observa que A estd cumpliendo las condiciones del Teorema de Hille Yosida con

M =1, luego A es el generador infinitesimal del semigrupo S.M

Corolario 3.4. Para que A sea generador infinitesimal de un semigrupo de Contrac-
ciones lineales de clase Cy es necesario y suficiente que: A sea cerrado, su dominio sea
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denso, (0,00) C p(A) y VA >0,
IAR(A )| <1

Demostracién.

Condicién Necesaria. Si A4 es el generador infinitesimal de § entonces por el Teo-
rema de Hille-Yosida, A es cerrado, D(A4) denso en X. Como S es un semigrupo de
contracciones M = 1.

Existe un mimero real w tal que si A > w entonces A € p(A) y

1RO, ) < 3=

Tomemos w = 0 entonces ¥ A > w = 0; A € (0,00) y como A € p(4), (0,00) C

p(A) luego

IR A < <
A[RB(AA)| £ lpuesA>0
ARG, A < 1

PROA)) < 1 O

Condicién Suficiente. Tenemos que
A es cerrado, D(A) es denso en X, (0,00) C p(4) vy [AR(A A)|| < 1, es decir,
existe un ndmero real w = 0 tal que
IR, A)] < 52—
A—w

4

luego se tiene que A es el generador infinitesiinal de un semigrupo de contracciones de

clase Cy, S.
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Corolario 3.5. Sea S un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal. Si
By = XR(\A)— M, A>w > wy,
es la aprozimacion de Yosida de A, entonces
S(t)z = )}Lxgo ebrz, VzeX

Demostracién.

Del Teorema de Hille-Yosida parte 2) Suficiencia; consideramos
By = MR(), 4) — \I;
luego en la parte (c) del mismo Teorema se denoté e'B» = Sy(t) tal que
Alim Satlz=S(t)x VzeX
Luego
lim Pz = lim Sy\(t)z = S(t)z M
A—o0 A—r00

Notacién 3.6. Denotaremos con A € G(M,w) para decir que A es el generador in-
finitesimal de un semigrupo de operadores lineales acotados de clase Cy, S, que satisface

1a condicion
1S@)] < Me™, 0.

Dado un espacio de Banach X, denotaremos por X* el dual topolégico de X.

Denotaremos el valor del funcional z* € X* en z € X por (z* z) o {z,z*). El
sfmbolo (, ) representa la dualidad entre X* y X.

Definamos para cada z € X, el conjunto
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(@)= {z* € X*; (5,5 = Jal} = =" Ik } -
Por el Teorema de Hahn-Banach, se puede probar que J(z) # ¢, V z € X, ver [B].
Definicién 3.7. Una aplicacidn dualidad es una aplicacion

i X - Xx*
z — jx)

tal que j(z) € J(z),Yz € X.
Luego como j(z) € J(z) se tiene que
17 lx- = ll=lx (3.27)

Definicién 3.8. Se dice que un operador lineal A: X — X es disipativo si, para todo

z € Dom(A), eziste un elemento j(z) € J(x) tal que
Re (Az,j(x)) <0

Definicién 3.9. Se dice que un operador A :‘VX —+ X es m-disipativo, si es disipativo

y ademds Im(\ — A) = X, para algin X > 0.

Proposicién 3.10. Si el operador lineal A es disipative, entonces
(A —A)zl| > Allzl|, YA>0 y VzeD(A) (3.28)

Demostracion.

Dado z € D(A), como A es disipativo, entonces existe j(z) € J(z) tal que

Re(Az, j(z)} < 0.
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Luego

(A=A)z,j(z)) = (- Az, j(=))
= (z,5(2)) - (42, (=)
= Mz, j(@)) — (A, j(z))
= X z,z) — (Az, j(z))

= Alz|® - (4=, (=)
Tomando los extremos de esta cadena de igualdades se tiene que
(A= Az, 5(2)) = Al — (Az, 5(2)) .
Luego tomando la parte real de esta igualdad se tiene
Re((A—A)z,3(@)) = Re[Ma|® - (4a,j(=))]
= Rel|z|? —Re(Az,3(2))

= M|z}® — Re(Az, j(z))

> Ajzll* +0=xjz|?

Ahora como

Mizl? < Re{(A ~ A)z, j()) (3.29)
y como Re(z) < |z| entonces
Re{(A = A)z, j(z)) < [((A = A)z, j(2))]-
Luego,vpor la desigualdad de Schwartz

(A = Az, (@) <A~ Azl i@ = |(A - A=l =] - (3.30)
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Finalmente, de (3.29) y (3.30) obtenemos:
Ml < (= Az |«

luego

fA—-A)z|| >Allzff ,VA>0yVzeDA).1
Proposicién 3.11. Si A es m-disipativo y Im(Xg — A)= X, Ag > 0 entonces
i) Xo € p(4) ¥y A es cerrado.
i) (0,00) C p(A).
i) Im(A—A)=X, V>0
Demostracion.

(?) De la hipétesis tenemos que Im(Ag — A) = X ,V Ag > 0 y como A es disipativo

(pues A es m—disipativo), se cumple que

1o — A)z]| 2 2o |z, V& € D(A).

Como Im(Ag — A) = X, entonces Ag — A es sobreyectiva.

Afirmacién. Mg — A es inyectiva.

En efecto. Tenemos por (3.28) que

(o — A)zll 2 Ao [l]|.

Supongamos que
(R0 —A)z = (do— Ay,
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ie.,

(Mo — A)z — (Mo — A)y = 0.

Tomando norma, se tiene de (3.28)

©
1

(do — A)z — (Ao — A)yll = [[(do — A)(z — )|

> dllz-wlif=0
entonces :
Moll(z-y)| =0

de donde obtenemos que z =y i.e., (Ag — A) es inyectiva. Esto prueba la afirma-

cién.

Como (Ag— A) es inyectiva y sobreyectiva se tiene que (Ag— A) es biyectiva, luego

existe (Ao — A)™1: X — D (A).

Ahora, ¥ z € X tenemos
lzll = “(Ag —A)(Ap ~ A)‘lx” >N ”()\0 — A)"lx“
de ello se obtiene

(R0 — )Mz < (;10-) lzll, Vo€ X y VAo >0,

ie.,
(o — A)"a|| <257 =]l (3.31)
Luego
00 =4y < (37)» V300 622

Ao
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Por (3.32) llegamos a que (Mg — A)~! € L(X), donde L£(X) denota el espacio

vectorial de los operadores lineales y acotados en X,

Luego, como existe (A\g — A)~}, es acotado y densamente definido, se tiene que

Ap € p(A)

Ahora veamos que A es cerrado, para ello usaremos el siguiente Lema.

Lema. Sea B : X — X un operador biyectivo tal que B! es lineal y acotado. Entonces
B es cerrado.
Demostracién. Siendo B biyectivo entonces existe B~! y B : D(B) -+ X es sobreyec-
tivo e inyectivo. |

Consideremos una sucesién (z,), en D(B) tal que =z, =z y Bz, — y. Debemos
demostrar que z € D(B) y Bz = y. Veamos:

Sea y, = Bz, entonces (yn)n es una sucesién en X tal que y, = Bz, — y, como X
es de Banach entonces y € X.

Ademés como B! es continuo, y se tiene que y,, — ¥y entonces
B yn) ~ B (y)

luego, como y € X entonces

B7(y) € D(B). (3.33)

Ahora B~Y(y,) = B™Y(Bz,) — B~(y), ie., Tn — B~(y). Pero z, — z. Por la
unicidad del lfmite se tiene
B l(y) =2 (3.34)
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Entonces, aplicando B a (3.34) tenemos,
y = B(z), ademds z € D(B) (3.35)

luego, = = B~ (y) € D(B), por (3.33).

Por tanto de (3.35) concluimos que B es cerrado.[]

Volviendo a la demostracién de la Proposicién 3.11 vemos que, aplicando este resul-
tado al operador Ay — A, tenemos que Ag — A es un operador en X y existe (Ag — 4)~!

siendo lineal y acotado tal que
D{(Ao—~A) ) =Im(N—4)=X

entonces Ag — A es cerrado por el Lema anterior.

Como Mgl es cerrado, se tiene —Agl también es cerrado, luego
(=2oD)+ (Ao —A4)=-A

es cerrado. Entonces A es cerrado.

Esto demuestra la parte () de la Proposicién 3.11.

(it) De la hipétesis, como Ag > 0 y por ) Ayp € p(A). Entonces el conjunto A =
p(A) N (0, 00) es no vacfo, y como p(A) es abierto (ver [G]), entonces se tiene A es
abierto en (0, 00).

Vamos a mostrar que A es cerrado en (0,00). Sea A, € Ay Ay — A, A € (0,00). De
An € Ay como A= p(A)N(0, oo) tenemos que A, € p(4) i.e., existe (A — A)~!

es acotado y densamente definido. Luego ‘

Im(\—A) =X, VneN
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Luego si y € X, existe para cada n € N, un z, tal que (A, — A)z, =y. Pero
ZTn = (An — A)(An — A)’“l:z:n

tomando norma a ambos miembros y usando (3.31) se tiene

lzall = [[(An— A)On — A)zn|
< ANHOw = A)zall
es decir

lzal < '\1:1 [(An — A)za]
pero como y = (A, — A)z, tenemos
Izall < 270 1(An = Azl = A7 Iyl

luego [lza]l < A5t lyll-
. 11
Sea |ly|| = Ci y como A, — X donde A > 0, se tiene que — — — entonces

}\n )\

1 1
~— | es acotada, luego existird k > 0, tal que — <k y
An ’XTL

oWl <kci=0

finalmente

]!:cn“ <C (3.36)
Ahora por (3.28) se tiene que
An 2 = Zml| < |(An — A)En = Tm) || = [1An(@n — Tm) — A(Zn ~ Zm)ll . (3-37)
De la definicién de z, tenemos (A, — A)zn =y luego

AnTp = ATpn + 3. (3.38)
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Como esto es vélido para todo n € N, entonces en particular para m € N tenemos
AmTm = ATm +y (3.39)
luego restando (3.38) con (3.39)
AnTp ~ AmZTm — A(Tn — Tm) =0
y por tanto, sumando y restando A,x,,
AT — AnZm + AnTm — A — A(Tn — T) =0
de donde agrupando tenemos

An(@n — Zm) — A(@n — m) = —(dn — M) T

Luego
M(@n — Zm) — A(Tn — Zm) = (Am — An)Zm (3.40)
Tomando norma en (3.40) se tiene
An(@n ~ 2m) — A(@n ~ Zm)l| = | (dm = An)m|
ahora aplicando (3.37) al primer miembro de la igualdad anterior llegamos a
Anlizn = Tml| < [Aa(@n — Tm) — A(@n — Tm)l| = [|(Am — An)zm|

luego tomando extremos y aplicando (3.36)
Mllzn —zmll < f(Am— An)—"’m”
= [Am = An) [Zmll < |Am — A C
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Como se tiene que A, — A y A> 0,V n € N, se ve que (z,,), es una sucesién de

Cauchy en X.

Sea z, — z. Como A, — A tenemos, entonces
AnZn — AT, (3.41)
de donde por (3.38) se tiene que
AnTn — Y = Axp,

luego por (3.41)

Az, — Az —y. (3.42)

Ademds como ya se tiene que A es cerrado, entonces si z, — = tenemos Az, —

Az, luego por (3.42) se tiene que, Az = Az — y despejando y
y=(A— Az

y como ¥ es un elemento arbitrario de X, entonces Im(A — A4) = X.

Como A es m-disipativo y Im(A — A) = X con A > 0 entonces se tiene de la parte
(2) ya probada, que A € p(A). Luego A € A. Como A, € Ay A\, — A, con X € A,

se tiene que A es cerrado.

Luego, A = (0,00) pues si A es abierto y cerrado en (0, o0) entonces debemos
tener A = (0, co).

Pero como A = p(A) N (0,00) entonces

(0,00) = A C p(A).

Esto prueba la parte (7).
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iit) Sea A > 0 entonces A € (0,00) C p(4) por (3¢). Como en (%) podemos tomar
una sucesion A, C (0, 00) tal que A, — A. Entonces siguiendo los pasos de i) se
prueba que Im(A — A4) = X. Como A > 0 fue tomado arbitrariamente, se tiene

Im(A — A) = X, para todo A > 0.

Esto prueba (#it) y por tanto termina la demostracién de la Proposicién8.mM

Teorema 2. (Lumer-Phillips) A € G(1,0) si y solamente si A es m-disipativo y
densamente definido.
Demostracién.

Si A € G(1,0) decimos que A es el generador infinitesimal de un semigrupo de

contracciones lineales de clase Cy, que satisface la condicién
I1s@l <1

y por el Corolario 4.6 de [G], se tiene que A es cerrado, su dominio es denso en X y
(0,00) C p(A), luego dado un X > 0 se tiene que A € p(A) entonces existe (Al — 4)~*
lineal, acotado y densamente definido, es decir, el operador AT — A es invertible, entonces
AT — A es inyectivo, luego A — A es sobreyectivo.

Entonces

Im(A-—4)=X,VA>0.
Luego, para cada aplicacién dualidad j se tiene
Re (S(t)z,i(z)) < (SH)z, j(@))] < |IS@)=|l @) -
Como A € G(1,0) se tiene que ||S(¢)z|| < ||z ,V‘.:c € X. Entonces

Re(S(0)z, i(z)) < |l ]| = l|=I|*
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Luego Re (S(t)z, j(2)) — ||z]|? < 0. Por lo tanto

Re((S(t)z —z,i(2))) = Re(S(t)z,i(z)) —Re({z,(2)))

Re (S(t)z,i(2)) — |l <0

de donde, dividiendo por ¢ y tomando el lfmite cuando t — 01 y por la definicién de

generador infinitesimal tenemos que

Ar— T TR) =1

Jm, ==, Ve D(A)

luego

Re (Az, j(z)) <0,V z € D(A)

de donde vemos que A es disipativo.

Recfprocamente; si A es m—disipativo, entonces por la Proposicién 3.11 se tiene

que
A es cerrado y (0,00) C p(A4) (3.43)
y por (3.28)
Izl = [[(A— A - 4) g
> M- 4)ta]
(A= A4)~z]| < (%) lz]l, Vze Xy¥A>0
luego

1
~1
”('\_ A) ”.C(X) < 5y
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y como R(A, A) = (Al — A)~! entonces
IBO, 4] < 5 ¥ A>0

de donde se sigue que |A|[|R(A, A)|| £ 1.
Asi, tepemos que

IAR(M, A)| <1 ,¥ A > 0. (3.44)

Luego de (3.43) y (3.44), por el Corolario 3.6 de [P] se sigue que
A € G(1,0).

Lo cual completa la prueba.B

Observacion. Del Teorema de Lumer-Phillips si A € G(1,0),se tiene que A es m-
disipativo, luego A ‘es disipativo, por la Definicién 3.8 tenemos que Re(Az, j(z)) <

0; para toda aplicacién dualidad, j, y para todo ¢ € D(A).

Proposicién 3.12. A —w € G(M,0) si y solo si A € G(M,w).

Demostracién. Ver [G] 6 [P].

Proposicién 3.13. 5i A€ G(1,0) y B € £(X) entonces A+ B € G(1, || B).

Demostracién. Para cada aplicacién dualidad j, se tiepe
Re((B - |B| ), j(z)) = Re (Bz ~ || B] z,5(z)) = Re (B, j(z)) ~ || B [l|*
pero como Re(z) _<_ |2|

Re(Bz,j()) - Bl |z|* < [(Bz,j(=))| - |B|=|*

I1Bz| i) — 1B} 1=}

IA

IA

1B =) ll=ll - 1Bl l=* = 0
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luego

Re((B - [B]|I)z,ji(z)) <0

se tiene entonces que B — || B|| I es disipativo.

Ahora
(B =Bl I)z|| =Bz — |B||z|| < ||B=|l + ||Bll izl < 2||B]||l=|| ¥z € Dom(4A).

Como A y B — ||B|| I satisfacen las hipétesis del Teorema 3.3 de [P}, con a =0 y
b=2||B] > 0 entonces

A+B—|B||I €GQ,0)

y por la Proposicién 3.12

A+Bed(,|B])m

51 -



Capitulo 4

Grupos de Clase Cj

Definicion 4.1. Se dice que una aplicacion S : R — L(X) es un Grupo de Operadores

Lineales Acotados de X st
n S0 =1, dondeiI es el operador identidad de L(X);
Ir*) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s € R.
Se dice que S es un Grupo de Clase Cy si

I11%) lim [|(S()) — Dal| =0, V= € X.

El generador infinitesimal A del grupo S es definido por

D(A) = {:z: € X; lm —'S;(E)—-—-ia: ea:iste},
h—0 h

S(h) — I

Az =lim ——

z, VzeD(A)

Proposicién 4.2, Para que A sea generador infinitesimal de un Grupo de Operadores
Lineales Acotados de clase Cy, es necesario y suficiente que +A y —A sean genemdores
infinitesimales de semigrupos de clase Cy.
Demostracién.

Se tiene que A es el generador infinitesimal de un Grupo de Operadores Lineales
Acotados de Clase Cp.
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De acuerdo a la definicién dada en el Capftulo 2 se ve que la restriccién S : Rt —

L{X) es un semigrupo de clase Cy al cual denotaremos por S, luego la aplicacién
S_ Rt — £(X)
definida por S_(t) = §(—t), es también un semigrupo de clase Cy. En efecto.
i) S_(0)=8(-0)=80)=1I
i) S_(t+s)=8(—(E+s))=8(-t—s)=9(—t).9(—s)=5_(t).5-(s); Vt,s e Rt
i) iy (S(9) ~ 1) ol ~fisg [(S(—1) ~ Dol = 0; v € X.

Se vi6 también en el Capftulo 2, Definicién 2.2, que el generador infinitesimal de
S+ es A.
Probemos ahora que el generador infinitesimal de S_ es —A

En efecto.

o S=W =T SEh)-T L SR -1

= = — Az
A0t h h— O+ h h—0+ —h

luego —A es ¢l generador infinitesimal de S .
Recfprocamente, sean A y —A generadores infinitesimales de semigrupos S y S_de

clase Oy respectivamente. Por el Corolario 3.5 se tiene

Si(t)r = lim ePrz, VzeX
A 00

S_(B)z = S(—t)z = lim ez, VzeX.
A0 ;

de donde se puede ver que S (t) conmuta con S_(t).
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Denotemos con

T(t) = 54(t)-5-(t)

v se observa que T'(¢) es un semigrupo. Veamos
i) T(0) = 54+(0).S—(0) = I, pues S y S_ son semigrupos de clase Cp

i) T(t+s) = Sy (t+5).S_(t+s) = S1(£)S4(5)S_()S_(s) = 54 (£)5-(£)S4(s)S_(s) =

T(t).T(s) Vt,s € R

Como S+ es un semigrupo de clase Cp por la Proposicién 2.8 existen nimeros reales
M y w tales que

IS4 < Mevt > 0.

Ademés, como [|94(t)|| es acotado en todo intervalo acotado y teniendo en cuenta

la continuidad fuerte de S y de S.. tenemos

IT@z -l = [S:+)S-(t)z — Se(B) + Si(t)z — a
< S+ ()2 - S4 @] + 115+ Bz - o
= 5+ [S-0)z ~ gl + |S+()z — =]
< IS+ @l 18-z ~ ol + 154 () — 2]l - 0

cuando £ — 0. Por lo tanto T es de clase Cj.

Ahora, si z € D(A) = D(—A) y h > 0, entonces

Thx—z _ Si(h)S_-(h)z—=
h B h
_ S+(h)S_(hzlm—:z: + S+(h2:z -z
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entonces

M1Z&E:E=fMWﬂx=QVxGDM)
h—O+ h

Luego, si denotamos por B el generador infinitesimal de T entonces Bz = 0' y
D(A)c D(B)Vze D(A)

Como D(A) ¢ D(B) ¢ X y como A y B son generadores infinitesimales de T -
entonces se tiene que D(A) es denso en X y D(B) es denso en X luego D(A) = D(B).

Sea z € D(B) C X entonces z € X luego existird una sucesién (z,) C D(4) tal
que T, — z pues D(A) es denso en D(B). |

Como B es cerrado, entonces D(B) es cerrado.

Dado z € D(B), ¢ =limz,, (zn) C D(A) entonces
Bz = B (limzy) =HimB (z,) =0

luego Bz = 0; V z € D(B).
Por (iii) de la Proposicién 2.11, si T es un semigrupo de clase Cp y B su generador

infinitesimal entonces
t
T({t)z—z=B (f T(u)xdu) VzeX
0

y ademaés

¢
/ T(u)zdu € D(B)
0
luego

T(t)zr—z=B (/O‘tT(u)xdu) =0

'

entonces T(t)z =z = Iz, luego

T()=1,Vt>0
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entonces como

T(t) = S4().5_(t) =1, Yt>0

se tiene que

S_(t) = S4(9)! (4.1)
luego podemos definir un grupo S de clase Cp, con generador infinitesimal A por

S(t) _ S+(t) sit>0

S_(—t) si t<0
Se tiene

S©O) = 54(0) =1I

es decir se satisface la primera condicién de grupo.

Probemos que se cumple (17*)

a) Sit>0y s> 0, entonces
S(t+ s) = S+ (t+ 8) = S+(£).5+(s) = S(¢).5(s)
b) Sit <0y s <0, entonces
S(t +8) = S_(~t — 8) = S_(—1t).5_(—s) = S().5(s)

c) Sit>0, s<0yt+s> 0, entonces

S(t+s) = Si(t+s)=5u(t+ 5)S4(~8) Sy (—8) ™ = Sy (t+ 5 — 8)S(~5)"

S4(t)S_(—s) = S(t).5(s)

l
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d) Sit>0, s <0yt+s <0, entonces

S(t+s) = S_(~t—8) =8_(—t—s)S_O)S-@)1=8_(—t—s+1)S_(t)*

= S_{—s)S.(t) = S(t).5(s)
luego la condicién (IT*) es vdlida.
También se tiene que
Jm [[(S(h) — Dol = lim [[(S4(h) — D)2l =0, Vo e X

. B Dl = i (R — _
Jlim [(S(h) - Dol = _lim [(S-(~h)~Da]| =0, Vo X
con lo cual la condicién (I1I*) es vdlida. Esto prueba que S es un grupo de clase Cp.l

Definicion 4.3. Un grupo S de operadores lineales acotados de un espacio de Hilbert

X, es llamado Grupo Unitario si
S =811 vt>0,

donde S (t)* representa el operador adjunto de S (t).

"Teorema 4.4. Sea X un espacio de Banach reflexivo y S un semigrupo de clase Cq con
generador infinitesimal A. Entonces, definiendo S* : Rt — L(X*) por S*(t) = S(¢)*
para todo t € R, S* es un semigrupo de clase Cy y A* su generador infinitesimal.

Demostracién. Ver [K].

Teorema 3 (Stone). Un operador lineal A de un espacio de Hilbert X es el generador
infinitesimal de un grupo unitario de clase Cy st y solo si A* = —A.
Demostracion.
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Si A es el generador infinitesimal de un grupo unitario S de clase Cj se tiene por

la Proposicién 4.2 que A es el generador infinitesimal del semigrupo S, vy —A4 es el

generador infinitesimal del semigrupo S_.

También tenemos que A es densamente definido por la Proposicién 2.12.

Ademds por el Teorema 4.4, como 5. es un semigrupo de clase Cy con generador

infinitesimal A se tiene entonces que A* es el generador infinitesimal del semigrupo S7.

Luego por definicién de S*
St(h) = Sy () = S4(h)™ = S(h)™
como S(h) es un operador tenemos
I =8(0)=S(h—h)=S(h).S(—h)
es decir, S(—h)=8§(h)™*. Luego en (4.2)
S3(h) = 4 (h)* = 8, (b = S(W)~ = S(—h)

Tomando extremos en (4.3) tenemos

3(h) = S(~h)
entonces
j;(h) —TI _ S(—h)—-1I
R h
Para z € D(A)

Lo~z _ S(-hz -z
h : h

abora como lim W = — Az entonces existe lim
B0 h B0+

donde z € D(A*)
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Por tanto como
D(A*) = D(-A) y A'z=-Az, Vz € D(4)

‘se tiene que A* = —A.
Recfprocamente supongamos que A* = —A.

Para todo = € D(A)
(Az,z) = (2, A'z) = — (2, Az) = —(Az, )
tomando extremos tenemos
(Az,z) + (Az,z) =0
luego Re(Az,z) = 0, esto nos dice por la Definicién 3.8 que los operadores +A4 son
disipativos. |
Como A y —A son disipativos, por la Proposicién 3.10 tenemos
(A= A)z|| > Azl| , YA> 0, Vz e D(A)
fA+A) | > Alz|| , VA>0, Va e D(4)
en particular para A = 1 tenemos
NI = A)z| = llz]; V= € D(A) (4.4)
I(I+A)=|| = ||z ; V= € D(4) (4.5)

Ahora si (I — A) z = 0 entonces de (4.4) tendrfamos z = 0; y si (I + A) z = 0 entonces
de (4.5) z = 0. Luego los operadores I — A, I+ A son inyectivos, luego son invertibles. ‘

Ademds, para todox € D ((I =+ A)_l) se tiene

ol = (T £ A) (T + A)~z|| > 1. ||(T £ A) ')
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luego |[(I + A)'z| < ||z||, entonces
17+ 47| gy <1

Como A* es cerrado por el Teorema 1.6 del Apéndice de [G] y A* = — A de hipdtesis,
entonces &A es cerrado, luego I + A es cerrado y (I 4 A)™} es cerrado.

Por tanto, para probar que Im(7 & A) = X, basta probar que
Im(I£A)=D({I+ A esdensoen X.
Pues si Im(I = A) = D (I = A)™! es denso en X entonces W =X pero,
DA =m{IEA)

y como Im(I + A) es cerrado, entonces Im (I + A) =Im(I + A).

Ahora probemos que
Im(I#A) =D+ A" esdensoen X.

Debemos probar que Im (I & A) = X. Pero

X=mIzAemIIA"
Para probar que Im (I 4= A) = X basta probar que
T it
Im(I+A) ={0}
Sea y €Im(] & A)* entonces y LTm(I 4= A) entonces para cada = € D(A) tenemos
(IxA)z=z+ArecIm(I+ A)

entonces
0= (I £A)z,y) = (z £ Az,y) = (z,y) + (Az,y)
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entonces (Az,y) = (z, Ly); luego por la definicién del operador adjunto de A, se tiene

ye D(A") y
Ay =2y =—Ay (4.6)
Luego
(Ay,y) = (—A*,y) = — (v, 4y) = —(Ay,y)
de donde

Re (Ay,y) =0 (4.7)

Pero por (4.6)

(Ay,y) = (=A%, y) = (—(xv),¥)
‘ (4.8)

=F(,9) = F vl

tomando parte real a (4.8)

Re (49,y) = T [y* @9

De (4.7) y (49), |ly]|® = 0 entonces y = 0, de donde
Im (I + A)' = {0}

luego X = Im (I % A), es decir, Im(] & A) es denso en X. Pero como Im(7 = A) es
cerrado, entonces |

Im(I+A) =Im(I+A)=X

Ahora, como se tiene que :£A son disipativos. y Im(I + A) = X entonces =A son
operadores m—disipativos, luego por el Teorema :2 (Lumer-Phillips) +4 € G(1,0) es
decir, +4 y —A son generadores infinitesimales (ie un semigrupo de contracciones de
clase Cp, S, con ”.S’(t)[] < 1; entonces +A4 y —A son generadores infinitesimales de

61



semigrupos de clase Cp de donde por la Proposicién 4.2 A genera un grupo S, de clase
Co. |

Hemos probado hasta el momento que A es el generador infinitesimal de un grupo
8, de clase Cp. Falta probar que § es unitario

En efecto.

El semigrupo S._. es generado por —A, pero por hipétesis —A = A* de donde por el
Teorema 4.4 S* es generado por A** = A.

Por Io tanto S_(£)* = S(¢), y como
S_(t)=8(—t)=S(t)!
se tiene (S(t)71)" = S_(t)* = 5(t), es decir,
S(t)t = S@)*

luego por la Definicién 4.3, S es un grupo unitario.ll
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Capitulo 5

El Problema de Cauchy

Abstracto

5.1 La Ecuacién Homogénea
Sea X un espacio de Banach y sea A un operador lineal en X, densamente definido.
Dado cualquier ¢ € X, el problema de Cauchy Abstracto para A con valor inicial =,

consiste en hallar una funcién u : [0, +00) — X que sea solucién del problema

W) puy), t>0
dt . (5_1)
u0) = =z ‘
donde por solucién entendemos una funcién « : [0, +00) — X tal que u(t) es continua
para t > 0, continuamente diferenciable para t > 0, u(t) € D(A) para todot > 0y

satisface (5.1).

La segunda igualdad de (5.1) es lamada condicidn inicial del problema.

Teorema 5.1. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo de clasé‘ Ch entonces
para cada z € D(A), (5.1) tiene una wnica solucidn, continuamente diferenciable en
todo t > 0.
Demostracién.
De la Proposicién 2.11, parte (¢), como S es un semigrupo de clase Cp y A su
B
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generador infinitesimal, si € D(A) entonces S(t)z € D(A4), V t > 0. Ademds, S(t) es

derivable y para cada z € D(A) se tiene
£ (8()2) = AS(1)
pr z) = T
entonces u(t) = S(t)x es solucién de (5.1) pues satisface
i t)) = d S(t)z) = AS(t)x = Au(t
4 () = £ (S(t)2) = AS@)z = Au(t

ademds u(0) = S(O)x = gz, Le., u(t) = S({)r también satisface la condicién inicial de
(5.1).

Hemos probado que u(t) = S(t)z es solucién de (5.1). Ahora probemos que si u es
solucién de (5.1) entonces u debe ser de la forma u(t) = S(t)z.

Sifg<s<t< oo- pot la pérte (%) de la Proposicién 2.11

du(s)

" ds

= —S(t— s)du(s)+ St — s)Au(s)

L (S(t—spu(s) = —AS(t—s)u(s)+5(t—3)

= 0
Como la derivada es cero, se tiene que: S(t — s)u(s) no depende de s. Para s = 0,

tenemos

S(t — s)u(s) = S(t)u(0) = S(t)x; (5.2)

pues u es solucién de (5.1).
Paré s=1,

S(t — s)u(s) = SO)u(t) = u(t); (5.3)

pues S es un semigrupo de clase Cg.
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Luego, de (5.2) y (5.3)

St)z =u(t), Yt>0M

Por tanto la tnica solucién de (5.1) es u(t) = S(t)r, V t > 0. Ademsds esta
solucién es continuamente diferenciable para todo t > 0 pues S(t)z es continuamente

diferenciable para todo t > 0.

Definicién 5.2. Sea L un operador de L2(Q) definido por:
D(L) = H*™Q)nHPQ)

Lu = Y (-1)eD*(ansDPu), Vue D(L)
jal<m
[Bl<m
entonces por el Teorema 4.24 de [G], —L € G(l, w), Yw > wyi.e., —L es el generador
infinitesimal de un semigrupo S de operadores lineales acotados de clase Cy que satisface

la condicién

S| < 1.e**, t>0.

de acuerdo a la Notacién 3.6.
Consideremos el Problema de Cauchy asociado al operador —L. Como —L es el
generador infinitesimal de un semigrupo S entonees por lé, Proposicién 2.12, —L es un

operador lineal

-3—”- = —Ly ’
ot (5.4)

w0,z) = uole)
Por el Teorema 5.1; V ug € D(L) = H>™(9) N H*() el problema (5.4) tiene una

unica solucién continuamente diferenciable en todo £ > 0.

En particular cuandom = 1;

o
- ] 8$, B

ht

65



luego V up € H2() N H}() el problema (4.2) toma la forma

@—Au=0

ot (5.5)
u‘(O) :17) = ‘u,g(:!,‘)
y por el Teorema 5.1, el problema (5.5) tiene una tnica solucién, continuamente dife-
renciable para todo t > 0.

La ecuacién (5.5); es la ecuacién del calor.

La ecuacién del calor es el gjemplo mds sencillo de ecuacién parabdlica.

Definicién 5.3. Sea S un semigrupo de clase Cy, A su generador infinitesimal y n € N.
Denotemos AY = I, Al = A y supongamos que A" estd definido, definiremos A™
como

D(AY) = {z; € D(A™Y) y A"z D(4)}
Atz =A(A""'z), Yz € D(A™)

Proposicién 5.4. Sea S un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.

Tenemos:
i) D(A™) es un subespacio de X y A™ es un operador lineal de X ;
i) Si z € D(A™), entonces S(t)z € D(A"), Vi >0y
dn n n
ggS(t)w = A"S(t)z = S(t)A"zr, VneN

Demostracién. Ver [G].

Lema 5.5. Sea A un operador lineal cerrado de X.
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Para cada z € D(Ak),
k
=Y. [14%] (55
=0

el funcional | .|, define una norma sobre D(A¥*) con la cual D(A¥) es un espacio de

Banach.

Demostracién. Ver [K].

Llamaremos norma del grdfico a la norma dada por
[#lg = ll=[| + | Az|| ; para cada z € D(4).

y representaremos por [D(A)] el espacio de Banach (D(4),].];). Note que el hecho
de que (D(A),|. |¢) sea un espacio de Banach se debe al Lema anterior. Ademds, la

norma | . | coincide con | . |; definida en (5.6).

Observacién 5.1. Si A es e] generador infinitesimal de un semigrupo declase Cpyz €
".D(A) entonces por el Teorema 5.1, la solucién u de (5.1) es continuamente diferenciable
en todo ¢ > 0, es decir, v € C1([0,00); X).

Ademds, hemos probado en el Teorema 5.1 que la solucién es dada por u(t) =
S (t)z. Esta solucién satisface %—?-)— = Au(t), entonces u(t) € D(4), vVt > 0.
Luego u € C ([0, 00) ; [ D(A)]) .

Por tanto:

u € C ([0,00) ; [D(A)]) N C* ([0, 00); X).

Lema 5.6. Sea A un operador lineal cerrado. Supongamos que para cada valor ini-
cial z € D(A), el sistema (5.1) tiene una dnica solucién u(t,z) continuamente diferen-
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ciable en [0, +00) . Entonces, para cada T € N, exziste una constante M, tal que

sup u(t,z)| < M, |a]
0<t<r

Demostracion.

Como A es un operador cerrado entonces podemos introducir en D(A) la norma del

grafico. (Recuerde que es necesario que A sea cerrado para que D(A) con la norma del

gréfico sea un espacio de Banach).

Definimos la aplicacién
Tr : [D(A)] — C ([0, 7]; [D(A)))

definida por

Trz=ult,z), 0<t<T,

Si z,y € D(A) y v(t) = ou(t, z) + Pu(t,y) entonces

Loy = o242 g0OY _ oputs,0) + pautty)

= A(au(t, )+ fult,y)) = Av()

ademass
v(0)

I

au(0, z) + Pu(0,y)
= az-+ By
Asf tenemos

d
o) = Av(t)

v(0) = oz+pfy

u(t, z)denota la solucién de (5.1) con dato inicial z.
Notemos que .
u(t, y)denota la solucién de (5.1) con dato inicial y

ie.,
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_.__d“g; %) _ Au(t,z) @%ﬂ = Aultv)
u(0,2) = u(0,9) =y

De (5.7) se deduce que v(t) es la solucién del sistema (5.1) con dato inicial ez + By.
Pero como sabemos, dado z € D(A), la funcién u(t, z) denota la solucién de (5.1)
con dato inicial az + By. Ademds como observamos arriba, v(t) es solucién de (5.1) con
dato inicial az + By, as{ tenemos que las funciones u(t, ez -+ By) y v(t) son soluciones
de (5.1) con dato inicial az + By. Pero de acuerdo a la hipétesis del Lema, para cada

z € D(A), existe una unica solucién de (5.18) con dato inicial 2. Entonces debemos

tener que

u(t, oz + By) = ou(t, ) + Pult,y)
ie.,

Tr (o + By) = oTr (z) + BT (y)
i.e., Tr es lineal.

Ahora, probaremos que T es una aplicacién cerrada.
Sea (z,)una sucesién en [D(A)] tal que z, — z en [D(A)] y supongamos que

Trx, — wen C ([0, 7];[D(A)]), por definicién de T tenemos
u(t, z,) — w(t) cuando n — co en [D(4)],

ie.,

[u(t, ) — w(t)|g <€

entonces
lu(t, zn) —w(@)l| + [ Au(t, zn) — Aw(t)|| <€
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Enfonces

u(t, zn) — w(t) en X cuando n — oo

Au(t, z,) — Aw(t) en X cuando n — oo

Pero Au(t, iEn) == du—(fi’ticﬁ, luegO:
d_u%_,txﬂ — Aw(t) en X cuando n — oo
Observacion:
Como
Trzn, — wen C ([0, 7]; [D(4)])
entonces
1Tr2n — w leqompa) <€
luego

[[T.,-xn(t) —w(t) ”[D(A)] Stg‘[él?r] “T'rxn(t) - w(t) ”[D(A)] <€

para todo t € [0, 7]

En particular para £ = 0 tenemos
[Tr2n(0) — w(0) ||ipay <€

[[4(0, ) — w(0) “[D(A)] <€

entonces zn, — w(0) en [D(A)] pero z, — z en [D(A)], (luego z, — z en X).

Por la unicidad del limite tenemos: w(0) = .

Ademés esta convergencia es uniforme en [0, 7] pues la norma de C ([0, 7]; [D(4)])
es la norma de la convergencia uniforme.
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Tenemos:
u(t, z,) — w(t) en X cuando n — oo (5.8)

%(?5, z,) — Aw(t) en X cuando n — oo

uniformemente en [0, 7] y ademds

dw(t) _
“"‘(‘i?- == Aw(t)
w0 = =

Note que w solo estd definida sobre el intervalo [0, 7. Vamos a extenderla a Rt. Faltarfa

definirla sobre (7, +00). Definimos w(t) sobre (1, +0c0) por
w(t) = u(t — 7, w(7))

Osea como la solucién de (5.1) con dato inicial w(T).
Note que cuando ¢ varfa en (7, +00) entonces ¢ — 7 varfa en (0, +00) .

Cuando t = 7 tenemos
w(r) = u(r — 1, w(r)) = u(0, w(r)) = w(r).

De esta, forma, tenemos definida w sobre [0, -+00) por

wit) = w(t), cuando te€ [0,7]

u(t — T,w(r)), cuando t€ (r,+00)

Luego resulta que:

dw(t)
w(0) = =«

Note en (5.8) que

u(t,z,) — w(t) en X, paracadat € [0,7]
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entonces
u(0,z,) — w(0) en X
entonces
zn —w(0) en X,
pero z, — z en X, entonces w(0) = z.
De esta forma, w es solucién de (5.1) con dato inicial z y ademss es continuamente

diferenciable en [0, +o00) .

Por unicidad, como u(t, z) es solucién de (5.1) con dato inicial = entonces
w(t) = ult, z).
Tenfamos: Z, —zen {D(4)] y Trzn — w en C ([0, 7} ; [D(A)]), entonces tenemos
Trzn — ult,z) = Trx

de donde se sigue que es T cerrada.
Luego tenemos que para cada 7 € N, la aplicacién T es lineal y cerrada entonces

por el Teorema de la Gréafica Cerrada se tiene que existe M, tal que
sup [ Trz|| < M- |||
0Kt

es decir

sup |lu(t,z)|| < My |z .M
0<t<r

Proposicién 5.7. Sea A un operador lineal y acotado y E un subconjunto denso en
D(A) entonces A(E) es un subconjunto denso en Im(A).
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Demostracién. Ver [B].

Lema 5.8. Sea A un operador lineal cerrado, densamente definido y tal que p(A) # ¢.
Entonces D(A?) es denso en X.

Demostracién. Ver [Kr].
Observacién.
Side p(A) existe A—A) Ty DA-A) =X

(A—A)': X — D(A)
(A—A)"1X = D(4)
pero D(A) C X entonces |
(A= A)ID(A) c (A\— A)7'X = D(A)

(A= A)"'D(A) c D(A). (5.9)
Definicién 5.9. Un semigrupo S(t) de clase Cy con generador infinitesimal A se llama
diferenciable para t > t5 2 0, st S (£) X C D(A) YVt > . S(t) se llama diferenciable si

es diferenciable para £ > Q.

Teorema 5.10. Sea A un operador lineal cerrado, densamente déﬁnido con p(A) #oy
supongamos que el problema de valor inicial (5.1) tiene una inica solucién u(t) continua-
mente diferenciable en [0, +00), para cada valor inicial x € D(A). Entonces A es el

generador infinitesimal de un semigrupo, S(t), de clase Cy y
u(t,z) = S(t)a:

donde u(t,x) es la solucidn con valor inicial x.
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Demostracién

Definamos

5(t) : (D(4)] — [D(4)]
por
S(t)x = u(t,z), donde t > 0.

donde [D(A)] denota el espacio de Banach (D(A),]| . |q) ¥ u(t,z) es solucién del Pro-
blema (5.1) con condicién inicial z.

Tenemos que S(t) es un operador lineal para cada t > 0 (del Lema 5.6).

Afirmacién. §(t) satisface las propiedades de semigrupos.

En efecto.

5(0)z = u(0,z)-= z, V = € [D(A)] pues u es solucién del problema (5.1)

Sea u(t, z) la solucién de (5.1), probaremos que
5t + s)z = S(t)S(s)z
o equivalentemente que
v(t) =ult+s,2) y w(t)=ult,uls )

sean iguales.

En efecto, hagamos r = ¢+ s

d d
'a"t'v(t) = a;:u(?', SE)
por lo tanto
é—-‘v(t) = ii—u('r z) = Au(r,z) = Au(t + s, )
dt Tdr VT T '
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y v(0) = u(s, z). También
w(t) = Zult,u(s,2)) = Au(t,u(s, 2))
Z0() = ult,u(s, 2)) = Ault, u(s,z
y w(0) = u(0, u(s, z)) = u(s, z). De la unicidad resulta
v(t) =w(t), Vt>0.
Es decir, u(t + s,z) = u(t, u(s, z)) entonces

8t + 9)z = S(t)us, =) = 5©)S(s)e.

i.e., se verifica la segunda condicién de semigrupo.

Para que S(t) sea un semigrupo Cy en el espacio de Banach [D(A)], resta verificar

que
Jg& Stiz==z (5.10)}
segtin la norma | . |4
En efecto
]§(t)z - x[G = |ult,z) ~ (0, )|q

= [lu(t,z) — z| + ||Au(t,z) - Az] — 0

cuando £ — 0% pues u(0, z) = z y Au(0, z) = Az, luego se cumple (5.10). Por lo tanto
se tiene que S esun semigrupo de clase (.
En el Lema 5.6 se prob6 que sup |u(t,z)|s < c|z|, luego como St)z = ult, z)
0<i<to

tenemos que S(¢)z es acotada para 0 < ¢ < to. Entonces S admite una extension.

Ahora mostraremos que

S(t)Ay = AS(t)y, Yy € D(4A?) (5.11)
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Escribamos para y € D(A?)
¢
v(t) =y +/ u(s, Ay)ds
0

tenemos

v'(t) =ult, Ay) (5.12)

y como

t 4 )
/(; Eu(s,Ay)ds = u(s, Ay)|g = u(t, Ay) — Ay (5.13)
resulta de (5.12) y (5.13) que

¢ t
v'(t) = Ay-{—/ %u(s,Ay)ds=Ay+/ Au(s, Ay)ds
0 0
¢

A (y + /0 uls, Ay)ds) — Ao(t)

A conmuta con la integral por su cerradura y la continuidad de u(t, ).
Y como v(0) = y, se tiene que v es la solucién de (5.1) con valor inicial .
Por lo tanto v(t) = u(t,y) por la unicidad de la solucién.
Ademss

Ault,y) = Av(t) = v () = u(t, Ay)

O sea

AS(tyy = S(t)Ay, Yy e D(A?)

lo que prueba (5.11).
Sea z € D(A) y A € p(A), recordemos que por hipétesis, p(A) # ¢; entonces

(X — A)~! existe, es acotado, densamente definido y por (5.9)

()\‘— A)"D(A) c D(4)
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Luego escribiendo y = (A — A)~!z, se tiene que y € D(A). Aplicando (A — A) a ambos
miembros
A—Ay=A—-A))-A) 'z =z¢c D(A)
luego Ay € D(A) y por lo tanto y € D(A2) por la Definicién 4.3.
Liuego por (5.11)

Sz = S - Ay =50z -5¢)Ay

I

AS(t)y — AS(t)y

= (-5

se tiene entonces

S| = - 250y, <[r5ew]+ |45y
= W[8ew| +[ 48w 6510
< 1, (J5] + 50n]) - S,
< Myl < M e (Jyll + [ Ayl)
donde
ol Bl
w > wy = inf ¢ log » yt>0
Ademsds
y=(MI—A)"lz =R Az
y por lo tanto
lyll = IR, A)zl] < |R(A, A)ll =] < My ||z (5.15)
Luego de esto, como Ay = Ay — z, entonces de (5.15) tenemos
Ayl = [Ay—=ll < Ayl + [|=] (5.16)

<[\ Ml + = (A My + 1) ]
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Luego, de (5.15) y (5.16)

vl + Ayl < Myl + (|A| M1+ 1) ||}
= (IN+1) M +1)|afj = M" |j=]
donde M" = ((|A| + 1) My + 1). Finalmente de (5.14)
S]] < e (" o)
= M'M"e" ||
= Me“|z||, Vz e D(A)
Como D(A) es denso en X (por hipétesis), y S(t) es lineal y acotado entonces admite
una extensién lineal acotada, S(t), a todo el conjunto X.
Por lo tanto, S(t) es un operador lineal acotado de X, para todo ¢ > 0.
Luego S :R* = L(X) es un semigrupo de operadores lineales acotados.
Como S(t) es una extensién continua de S(t) tenemos que ||S(£)]] < Me®t.

Como S (t) es un semigrupo de clase Cj se tiene
llg(t)a: - :z:” -0
cuando t — 0%, Vz € D(A), y como D(A) es denso en X, entonces dado z € X, existe
una sucesién (z5,) C D(A) tal que z, — =, ademds
i, 15)en — ol =l |80z —2a| =0

entonces tlix(r}a_ [18(t)zp — zx|| = 0. Ahora, haciendo n — oo tenemos

lim (tglg+ ‘[[S(t)xn - xnn) = lim, (lim [1S()zn — zl) =lim [$(t)z— 2l =0,

R~CO

Vze X.
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Ahora sf podemos decir que § es un semigrupo de clase Cp.

Para completar la demostracion debemos probar que A es el generador infinitesimal
de S(t) . |

Sea B el generador infinitesimal de S(t). Si z € D(A) entonces por definicién de
S(t) tenemos

S(t)x = S(t)z = u(t, z). , (5.17)

luego

%S(t)x — AS()z, V>0

lo que implica

4 ote]l = ASO)e = 4z
dt =0

pues S es un semigrupo. Y ademds
d
—S(t)z| = BS(0)z= Bz
dt t=0

se tiene que z € D(B), entonces A C B.

Por otro lado como y € D(A?), pero D(A%) c D(A) entonces
y € D(A) c D(B)

pues B es una extensién de A.

Luego de (5.11), (5.17) y como Ay = By tenemos

AS(t)y = S(t)Ay = S(t)By

79 -



de donde si A es tal que Re)l > w
e MAS(t)y = e MS(t) Ay = e S(t) By
integrando los extremos de la igualdad anterior y usando (3.1)
o 0
f e MAS(t)ydt = / e~ MS(t) Bydt
0 0
e o]
A ( / e‘)‘tS(t)ydt) = R()\, B)By
0
AR(A B)y = R()\, B)By
pero en el Capftulo 3 se vi6 que R(}A, B) conmuta con B, entonces
- AR()\, B)y = BR(\, B)y, Yy € D(4%) (5.18)

Probaremos ahora que la parte final de (5.18) se verifica para y arbitrario en X.

Como se tiene que D(AQ) esdenso en X es decir, sea y € X cualquiera, entonces existe
una sucesién (y,) C D(A?) tal que y, — y en X. De (5.18) y como A es cerrado,
BR(), B) acotado |

AR(X, B)yn, = BR(\, B)yn
ademds como

AR(\, B)y, — AR(\ B)y

BR(A, B)y, — BR()\, By
paratodoy € X

AR(\ B)y = BR(A,B)y, Vye X (5.19)
entonces |
D(4) > Im (R(\, B)) = D(B)
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pues

R(\B)=(\-B)™!
Im (R(), B)) = D(B)

Probemos que Im (R()\, B)) < D(A).
Sea w € Im (R(A, B)) entonces w = R(A, B)v, para algin v € X, luegow € D(B) C

X. De (5.19)

AR\, By = BR(\B)v

Aw = Bw

entonces w € D(A), es decir, Im (R(), B)) C D(A).
Ahora como D(B) C D(A) y Bw = Aw, Vw € D(B) se tiene B C A.
Finalmente como A C B y B C A tenemos A = B. Lo cual prueba Que Aesel

generador infinitesimal de S y con esto se concluye la prueba.M ’

En el Teorema 5.1 se trabajé con la hipétesis de que A es el generador infinitesimal
de un semigrupo de clase Cy. Veamos en el siguiente Teorema que es lo que ocurre

cuando A es el generador infinitesimal de un semigrupo diferenciable.

Teorema 5.11. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo diferenciable en-
tonces para cade x € X el problema de wvalor inicial (5.1) tiene solucidn wnica; si
z € D(A) la solucion es continuamente diferenciable.
Demostracién. \

Por el Teorema 5.1 se tiene que u(¢) = S(¢)z es solucién de (5.1) pero como S es un

semigrupo diferenciable por el Teorema 3.3 de [G], S(£)x es diferenciabley §'(t) = AS(t)
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es un operador lineal acotado.
4 (u(t)) = 4 (S(t)z) = §' (t)x = AS(t)x = Au(t)
dt dt |

ademds

u(0) = S(0)z = Iz = z.

entonces existe solucién.

Si 2 € D(A) por la Proposicién 2.11 parte (i) se tiene que S(t)z € D(A) ¥
d
p (S(t)z) = AS(t)z = S(t)Az
Lo . d .
pero S(t)Az es una aplicacién continua, entonces -(ES(t):n es continua. Luego
St)z = u(t)

es continuamente diferenciable.

Unicidad. Consecuencia del Teorema 5.1M
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Capitulo 6

Aplicaciones

En este capftulo estudiaremos la existencia de soluciones de algunas ecuaciones dife-

renciales en derivadas parciales, para lo cual se utilizard toda la teorfa expuesta en los
capitulos anteriores.
Mediante los resultados estudiados, resolveremos las ecuaciones de la Onda, del

Calor y la de Schridinger.

6.1 La Ecuaéién de Ondas.

Sea 2 C R™ un conjunto abierto, acotado, bien regular de R™ con frontera I,
Denotemos @ = 2 x (0,00) y Z=T"x (0,00).

Consideremos el siguiente problema de valor inicial y frontera:

%%—Au = 0 en {2 x (0, 00)
u(z,t) = 0 sobre 80 x (0, co)

< (6.1)
u(z, 0) = ug(z) en

\ éif(:z:, 0) = wiz) enQ

donde up € H2(Q) N H(Q) y vo € HE(R).
El problema consiste en hallar una tnica funcién u(z,t) : Q x [0,00) — R que

satisface {6.1).
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Donde

n_ 52
A =iz=; o2
es el operador de Laplace con respecto a las variables espaciales, ¢ es la variable tiempo
¥ ug, vg son funciones dadas.
La ecuacién (6.1); se llama Fcuacidn de Ondas. El operador

32
a2

—A
se designa por [J algunas veces; es el operador de onda.

La ecuacién de Ondas es el prototipo de ecuacién hiperbdlica.

La ecuacién (6.1)2 es la condicién de frontera de tipo Dirichlet; (puede ser sustituida
por la condicién de Neumann), la condicién u = 0 sobre ¥ expresa que la cuerda
(respectivamente la menbrana, etc.) est4 fija en el borde I.

Las ecuaciones (6.1)3 y (6.1)4 representan las condiciones iniciales del sistema: son
los datos de Cauchy; la configuracién inicial (desplazamiento inj(;ial) es dada por ug(z) y

la velocidad inicial por vo(z).

Supondremos que €2 es de clase C* con I" acotada.

Teorema 6.1. (Existencia y Unicidad) Supongamos que ug € H%(Q)NH}(R) y que
vp € H(1). Entonces existe una tnica funcién u, que satisface (6.1)1, (6.1)2, (6.1)s,

(6.1)1 y
we C([0,00); HA(Q) N HY(R)) N C ([0,00) ; HY) N C? ([0,00) ; L?) .
Ademi4s se verifica

du
Bt (t)

2
+ [ Vu(®)lI 720y = llvolZz(e) + IVaolZz(gy, ¥ > 0
L2(Q)
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Notaciones.

ou, |I? Ou 2
a(t) LZ(Q) —A a(m,t) dz
2 . | 8wy 2
IVu®lag = [ D |F@)| do

i=1

Demostracién.

La ecuacién (6.1); se escribe en forma de sistema de primer orden

ou _ v = 0 enQx(0,c0)

aat (6.2)
v

§~Au = 0 en Q x(0,00)

Denotemos con

u
U=
v
de modo que (6.2) toma la forma
dUu :
T AU =0 (6.3)
donde
0 I 0 I u \ v
A 0 ) A0 v } Au
(751 us \
Sean H = H3(Q) x L2(Q) y Uy = , Ug = son elementos de H.
v1 () )

Por la Desigualdad de Poincaré-Friedrichs, la férmula
(u1,up) = / Vu1.Vugdz, ug, ug € H3(Q)
0 A

define un producto interno y una norma que hacen de H(€2) un espacio de Hilbert.
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Se puede definir un producto interno en H por
(Th,Up) = / (Vu1.Vug + v1v9) dz
Q

v con ello H es un espacio de Hilbert.
Denotemos

D(4) = (HA(@) N H} (@) x HY(®)

Entonces

A:D(A)C H— H.

Ahora el sistema (6.1)1, (6.1)3, (6.1)4 es equivalente al sistema

aUu
Fre AU =0
ug _ (6.4)
Uy =
Vg
Tenemos, aplicando la Identidad de Green
v u2
(AULU:) = :
Au1 v2

= /(V’ULVU2+AU1U2)d$
Q
= —/Auz’uld:l:—/vul-vv2dx
Q Q
= —/(A’U,2‘1)1+V‘U.1.V’02) dx
Q
= _/ (Vu1.Vug + viAug) dz
Q

= —(U1,AUz) = (U,(—A)U2)

i

Como
(AULUz) = (U1,(—A)U2)
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se tiene que A* = —A. Luego por el Teorema de Stone, A es el generador infinitesimal de
un grupo unitario S, de clase Cp. Si A genera un grupo entonces genera dos semigrupos.

Ahora, por el Teorema 5.1 ( Problema de Cauchy), como A es el generador in-
finitesimal de un semigrupo Sy para cada z € D(A) el problema (6.4) tiene una tnica
solucién

U(t) = S+(t)Uo,
continuamente diferenciable para t > 0, esto es
U € 0(10,00); DA N C* ([0,00); H) (65)
Luego como U(t) = S+ (t)Up y S es un grupo unitario se tiene

I1S+()Vol| = |Usll, V>0

entonces
WU g = Vol VE=0 (6.6)
es decir U es una isometrfa.
u
Como toda funcién de H satisface (6.1)2 tenemos de (6.5) si U = , entonces
v

u es la unica funcién que satisface (6.1)1, (6.1)2, (6.1)3 y (6.1)4

v=| " | o000, (H2Q) N H}(R)) x HI@Q)NC? ([0, 00); H} x L?)entonces

U

ueC ([O, oo[; H2(2) N H&(Q)) y u eC ([O, 00) ;H&)

ueC([0,00);H}) ¥y u e Ct ([0, 00) ; L?)

es decir

ueC ([O, oo ; H2(2) N H&(Q)) y u € C! ([0, 00) ;H&)
u € C!([0,00); H}) y u € C2 ([0, 00) ; L?)
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luego
YU € C ([0, o[ ; HA(22) N Hy(2)) N C* ([0, 00) ; HE) N C? ([0, 00) ; L) . (6.7)
Lueg(; por(66) se -;iene : : |
||Vu(t)||%2(§).+ ||”(t)ll%2(n) = || VuollZ2(q) + lvollF 2

O sea
2

du®)|®

V()12 + En

= [Vuol 2y + ol 720
L2()

0
para todo ¢ > 0, pues v = -6—1:- |

Veamos ahora el siguiente problema

0%u
W—Au—Oen (0,00) x 2

5u (6.8)
4(0) = uo, ?9?(0) =g en {2

donde 2 es un conjunto abierto del espacio R™.

Se vi6 en (6.3), que la primera ecuacién de (6.8) es equivalente a la ecuacién

ou
E—AU—O

0 I U
donde A = , U=

A0 v
Sea H = H} (Q) x L?(Q) equipado del siguiente producto interno

(U1,U,) = / (Vu1Vug + uyug + v1v9) d,
Q

donde

U1 | ue
U= Uz =

”n v2
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Con el producto interno asi{ definido, H es un espacio de Hilbert.
Tomemos
D(4) = [(H*(Q) n Hy(D) x Hy(D)],

Para U € D(A), tenemos

(-I+A)UU) = (-U+AU,U)=(-U,U)+ (AU,U)
= (AU, U)— (U,U)
= / (Vu.Vv +wv + vAu) dz — / (|V'u,|2 +u? + 1)2) dz
Q Q
= —/ (|Vu[2+u2+'u2—uv) dz <0,
Q
luego, —I -+ A es disipativo.
Probaremos que A € G(1,1)
Por demostrar que —I + A € G(1,0), esto quiere decir que —I + A es m-disipativo
y densamente definido si y solamente si —I -+ A es disipativo y Im(I — (—I + A)) = H.
Tenemos probado que —I+ A es disipativo, nos falta probar que Im(I — (—1I + A)) =
H.

En efecto. Por demostrar que
Im(2I—A)=H

i.e., debemos probar que 2I — A es sobreyectivo.
Por demostrar que, dado F' € H, existe U € D(2I — A) = D(A) tal que (2] — A)U =

F,ie.,



desarrollando tenemos

2u—v=f
(6.9)
—Au=g
De (6.9) se deduce que
—Au+4du=2f+g (6.10)

Tenemos la ecuacién

—Au+4du=2f+g

donde f € HY() y g€ L%(2), entonces 2f + g € L?() ahora
—Au + 4u = h,

donde h = 2f + g € L?(2). Para resolver este problema, usamos el siguiente resultado.
Lema. Para todo A > 0 se tiene

a) Si h € L%(2), existe un tinico u € H}(Q) tal que
—Au+Au=nh

ademds Au € L3(Q)
b) Si h € L%(R), entonces u € H2(R).
Demostracién. Ver [BC].

Ahora, usando las partes a) y b) del Lema. Como h € L?(Q2) entonces existe una

tinica solucién u € H}(2) N H(£2) de la ecuacién
~Au+du=h

También tenemos de (6.9) que v = 2u — f entonces v € HE().
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Por lo tanto la ecuacién

2U-AU=F

tiene una solucién U = en D(A), es decir, el operador

9T — A=1—(~I+A)

es sobreyectivo.
Luego, tenemos Im(2I —~ A) = H.
Como se tiene que —I'+ A es disipativo y que Im(2 — A) = H entonces —I+A es m- -

4

disipativo, ademds como D(—1I + A) es denso se tiene.por el Teorema de Lumer-Phillips

que —I+ A € G(1,0) de donde por la Proposicién 3.12
Ae G1,1).

Finalmente como A es el generador infinitesimal de un semigrupo S de clase Cj tal

que |S()|| < Me¥t ycomoM =1y w=1
ISl < ¢,

se tiene por el Teorema 5.1 del Problema de Cauchy que el problema

ou :
-a—t——AU—;O ,
U(0) =Uyp

tiene para cada Uy € D(A) una tnica solucién U , continuamente diferenciable para t >

i

0, es decir
U € C([0,00); D(A)) N C* ([0, 00) ; H),
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entonces al igual que en el problema anterior por (6.7) se llega a que
u € C([0,00) ; H*(Q) N Hy(R)) N C* ([0,00) ; H3(2)) N C* ([0, 00) ; L*(12))

y satisface (6.8)1 y (6.8)2.

Multiplicando ambos miembros de (6.8); por % e integrando en §? se tiene

8%u Bu
[ SEarte+ / (—aw) 2 e = | 6.11)

Veamos a que es igual la primera parte

Qﬁz@dx_/Q@@_E/ﬁ@@
o Ot? Ot ~ Jqot\ot) ot 2 g ot\ot) ot

(6.12)
L[ 2t L (e,
- 2/98t ot 20t |0t
Veamos la segunda parte
/ (—Au) —d:z:—/ Vu.V@-da:=/ VU.QVuda:=l/ 2Vu. 2Vu
Q ot ot 2/ q ot (6.13)

1 0 2
Luego, reemplazando (6.12) y (6.13) en (6.11) tenemos

3 au 2 D)
a(./nb_[ da:+/(JVu| d:z:)—O
entonces
— Vu(z,t 2 dz = constante.
a| Ot Q
es decir
2 au
/Q|V'u,| dz + AFn dz = |Vu0| dz + |vg| dz

Con los mismos argumentos se llega a las mismas conclusiones, cuando Q =R" En ese
caso
H=H'R") x L*(R")
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y tomemos

D(A) = H2(R") x H'(R™). ®

6.2 La Ecuacién del Calor.

Notaciones. Sea {2 C R™ un conjunto abierto, acotado, bien regular de R™ con frontera
I'. Denotemos Q = Q x (0,4+00) , X =T x (0,+00).
Consideremos el siguiente problema de valor inicial y frontera

Hallar una funcién

u:Qx[0,00) = R

tal que
Ou
i Au = 0 en @)
u(z, t) =0 sobre X ' (6.14)
u(z,0) = ug(z) en

n 52
donde A =} 722 es el operador de Laplace respecto de las variables espaciales, t es la
=1 0%;

variable temporal y ug(z) es una funcién dada.

La ecuacién (6.14) se llama Ecuacidn del C’alor, pues modela la distribucién de
temperatura en el dominio (2.

La ecuacién del calor y sus variantes intervienen en numerosos fenémenos de Di-
fusién (la propagacion del calor es s6lo un ejemplo entre otros muchos). Esta ecuacién
es el prototipo de ecuacién parabdlica. La cond\jcién (6.14)2 expresa que el borde I' de
Q se mantiene a temperatura cero. La funcién ug es la condicién inicial o Dato de

Cauchy.
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Definimos el operador A de L?(f2) por

D(A) = H*Q)n H}Q)

Au = Au, Yu e D(4)

luego (6.14) puede ser escrito bajo la forma

— —Au = 0 en 2 x {0, oo
uw(z,0) = wup(z) en
es decir,
du

% = Au  en§2x(0,00) » (616)
u(z,0) = wup(z) en(}
Note que para que una funcién u sea solucién de (6.15) debemos tener que u € D(4) =
H(Q)NHE(Q), luego u € Hi(Q) entonces u(z, ) = 0 en I' x (0, 00), i.e., si u es solucién
de (6.15) entonces u satisface la condicién frontera (6.14)2.
Ademis, hay que notar que el problema (6.14) es equivalente al problema (6.15) y
(6.15) es equivalente a (6.16), pero (6.16) tiene la forma (5.1).

Recordemos el Teorema 5.1: Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo

de clase Cp entonces para cada = € D(A) existe una tnica solucién, de clase C" de la

ecuacion
du
-(E = A‘lfu
u(0) = =

De acuerdo al Teorema 5.1, si up € D(A4) = H2(Q) N HA(Q), entonces el semigrupo
generado por A es una solucién C" del problema (6.15).
Adems4s de acuerdo a la Observacién 5.1 dada en el capftulo anterior, si ug € D(A)
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entonces

u € C ([0, 00);[D(A)]) N C* ([0, 00); X). (6.17)
donde [D(A)] denota. el conjunto D(A) con la norma del gréfico, i.e.,
lwlg = |lw]| + || Aw]]

En nuestro caso tenemos X = L2(£2) luego, de acuerdo a la observacién mencionada

tendrfamos que la solucién u de (6.15) es tal que u(t) = S(t)up y ademds:
u € O ([0, 00); [D(A)) N C* ([0, 00) 5 L*(®)) (6.18)

Examinemos el significado de u € C ([0, c0) ; [D(4)]) .
Siu € C([0,00); [D(A)]) entonces u es una aplicacién continua de [0, 0o0) en [D(4)],
ademds, el m’lmero‘
su t
up () |1pay

es finito, i.e., existe M > 0 tal que

sup lu()|pay < M (6.19)
Pero
[u(®lipay = 1@l 2y + 12u®) |2 () (6-20)
Luego, como
Nl 2y + 1Au@) 2(9) = @)l L2 (6.21)

tomando sup
t>0

sup ()]l 2 Sstglg (ll“(t)”m(n) + NAu(t)lle(m) =sup lu(®)lipay < M
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entonces
lu(@lle(o,00)220)) < M

es decir

u € C ([0, 00); L*(9)) (6-22)

Ademés, en H2(2) N H}() tenemos que las normas

lwll ez @ynms @) = Il g2) + 1wl gy @)

Hwllg2@nai@) = 1Awl| L2 (6.23)

son equivalentes, i.e., existen constantes Cy y Cy positivas tales que

Gt (Il sy + Il gy < 1AW g2y < Ca (lwllagay + Il )

Luego, de (6.23), (6.21) y (6.20) tenemos

Stlzlg ||U(t)||H2(n)nH3(n) = Stlzllg ”A“(t)”L?(Q) <

IA

sup (Ol zxey + 1860 12y =538 [uOlipay < M
es decir,
sup lu®ll g2 @)naz@) < M

entonces

u € C ([0, 00) ; HA(2) N Hy(2)) (6.24)

Por tanto de (6.18), (6.24) y (6.22) tenemos

u € C ([0, 00); L%(2)) N C ([0, 00) ; HA(2) N Hy(22)) N C* ([0, 00) ; L*(2))
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En general, si ugp € L?({2) entonces la funcién
u(t) = S(t)up

es tal que

u(O) = S(O)'ILO = I'u.() = UQ.

Ademss, el operador A es m-disipativo y autoadjunto entonces por la Proposicién

4.28 de [G] tenemos que S es un semigrupo diferenciable y por la Proposicién 2.11

2 (S(tyuo) = AS(e)uo

es decir
du
i Au=Au
Asf, tenemos
du
E = Au
u(0) = up

para todo ug € L2(Q).
Ademss como S es un semigrupo diferenciable, por el Teorema 4.29 de [G] tenemos

que para todo ug € L?(R) se tiene
u(t) = S(H)uo € C" ((0,00); [D(4Y)]) ,V k,n e N.

~ Pero
D(Ax) = {w € H?*;, w = Aw =... = A¥ 1w = 0 sobre BQ}
Luego para cada t € (0, co0) se tiene
u(t) = S(t)ug € C™ ‘((0, 00); H2’°(Q)) , VkneN
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Pero por los Teoremas de Inmersién de los espacios de Sobolev tenemos H2%(Q)

cm (ﬁ) luego
u(t) = S(t)up € C* ((0,00); C™ (Q)), Vm,neN,

donde C™ () es el espacio de las funciones f :  — R que juntamente con sus derivadas

D= f, 0 < |a] £ m, son uniformemente continuas en Q.

6.3 La Ecuacién de Schrodinger en r2®»).

La Ecuacién de Schrédinger en L2(R™) es dada por

10u
i0t
u(0,z) = up(z)

= Au-—qu

donde A es el operador Laplaciano y ¢ es una funcién real y medible en R™.

Sea la terna (Q, A, i) un espacio de medida y ¢ : @ — R una funcién medible en

relacién a A.

El espacio X = L2(Q, A, 1) es un espacio de Hilbert y M, es un operador de
X = L%*(Q, A, p), definido por
DMy = {uelX;que X}
Mgu = qu,Yue D(M,)
Veamos ahora la definicién del operador A;, asociado con el operador diferencial
tA.
Sea A; el operador de L2(R™) definido por

D(41) = HA(R™)

Aju=iAu, Yue D(4;)
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Afirmacién: Los operadores —iA; y —M, son simétricos.

Veamos. Para u,v € D(M,) se tiene por la definicién que

Mau=qu
Mg =qu
Denotando por ( , ) el producto interno en L2(R™) tenemos:

(Mgu, v) = (qu,v) = (u, qv) = (u, Mgv)

entonces M, es simétrico y por lo tanto —M es simétrico.

Nota 6.2. Si u € D(A4;) se tiene que

Aju=1Au
y multiplicando por ¢ obtenemos
—iAju= Au
Para u,v € D(A;) tenemos que
—iA1u = Au
—iAjv=Av

Luego, como A es simétrico se tiene
(—t41u,v) = (A, v) = (u, Av) = (u, —i41v),

i.e., —iA; es simétrico.
Ahora como —iA; es simétrico y —Mj es simétrico nosotros deseamos que —iA; — M,
sea simétrico, para ello veamos la siguiente observacion.
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Observacién. 5i los operadores A: H — H y B : H — H son simétricos, entonces el

operador A+ B : H — H es simétrico si

(A+ B)u= Au+ Bu y D(A+ B) = D(A)n D(B).
Luego tenemos que
A IPRY - IARY  y M, LR — LA(RY)
son simétricos, entonces —-z‘Al — M, serd simétrico si:

D(—iA; — M,) = D(A;1)nD(M,).

= H!R")N{ueL?% que L?}

- Si H3(R™) C {u € L? qu € L?} = D(M,), entonces
H*(R™) N D(M,) = H*(R™)

luego D(—iA1 — M) = HE(R™).

Ademds, si D(—iA; — M) es denso en L%(R™), i.e., si —iA; — M, es densamente
definido y como ((—id1 — Mg)u,v) = (u, (—iA; — My)v) V u,v € D(—id; — M) se
tiene que —iA; — M, serd simétrico, (esa definicién se puede ver en el Apéndice de [G].

Demostremos que el operador —i4; = A es auto-adjunto en LZ(R™).

En efecto. Usaremos €l siguiente Teorema.

Teorema 6.3. Si A es simétrico y Im(Ag — A) = X para algin Ay real, Ao € p(4),
entonces A es autoadjunto.
Demostracion. Ver [G].
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En nuestro caso tenemos que —iA; es simétrico, y por el Teorema 6.3 nos faltarfa
probar que

Im(Xo — (—iA41)) = L*(R™) , para Ag € p(—i4y).

Nota 6.4. A* = —A si y solamente si 74 es auto-adjunto. En efecto, si A* = —A,

entonces (iA)* = i4* = —i(—A) = iA, luego iA es auto-adjunto.

Recfprocamente, si 1A es auto-adjunto, entonces (i4) = (1A)* = i4* = i(—A*), luego
224

A*=—A.

Por el Corolario 4.25 de [G] se tiene que —i4; = A € G(1,0). Luego por el Teorema
de Lumer-Phillips, —iA4; es m-disipativo y densamente definido.

Tenemos —iA; es disipativo pues,
(—.iAlu, u) = (Au,u) = —(Vu, Vu) = — || Vu ||2< 0
Ademss por la Proposicién 3.10, para todo u € D(A4;),
I @~ (—id))u || |

de donde I — (—iA;) es inyectivo y por lo tanto invertible.

Probemos esta inyectividad. Tenemos
1A = (—i42))ull = (lul (6.25)
Supongamos que (1 — (—iA;))u = 0, entonces por (6.25)
e ll<l @+ (=iA1))u =0

luego se tiene que u = 0. Esto prueba la inyectividad de (1 — (—iA4y)).
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Por ofra parte, si

(1-(—iA))u=v (6.26)
multiplicando por la inversa
u=(1—(—id;)) v

luego

1w [l={|(1 = (=iA1) " o|| (6.27)
ademés de (6.26) y (6.25) tenemos
[oll=ll Q= (—iA))u [[2] « |
luego || u ||<[[ v [|; entonces de (6.27)
(1~ (—id)) o =] w |<] o Il

i.e., (1 — (—iA1))~! es un operador acotado.

Luego como existe (17 — (—iA;)), es acotado y densamente definido, entonces
1€ p(—iAy) ’ (6.28)
adem4s por el Teorema 9.2 del Apéndice de [G], la ecuacién
u+idiu = v
tiene una solucién débil en H?(R"),Y v € Lz(R“) y por tanto

Im(1.7] — (—id;)) = L3(R™). (6.29)
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De (6.28) y (6.29) y como —iA; es simétrico entonces
—1A; es auto-adjunto (por el Teorema 6.3). W

Por otra parte, si g es real, entonces M, es el generador infinitesimal de un grupo

unitario de clase Cp; por el Teorema de Stone tenemos que
(iMg)* = —iM,

y por la Nota 6.4 si

(iMp)* = —iM,

entonces i(iMy) es autoadjunto, i.e., —M, es auto-adjunto.
Probemos que —Mj es auto-adjunto.

Definamos el conjunto
E,={z € Qlq(z)| <n, neN}.
Siue X = L%, A, 1) tenemos

qux
Joloo.

2
dp

Y = [
= [ 1afex
Y o En
< @[ uld
E,
< n2/ luf? dp < o0
Q
pues u € L2(, A, p).
El dominio de M estaba dado por
D(M,) = {u e L*(Q, A, p); que L*(Q, 4, p)}
entonces
2
[ o P <o
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luego
q(uxg,) € X, 4, p).
Como ¢(uxg,) € L3(Q, A, 1) y uxg, € L2(Q, A, 1), entonces por la definicién del ope-
rador My, uxg, € D(Mg) ,n=1,2,..
Probemos ahora que D(M,) es denso en L?(£, A, ).
Para ello probaremos que: |u(z)xg, (z) — u(z)| =0
Demostracién.

Dado cualquier z € €, si g(z) = r, tomamos ng = [r] +1, donde [r] denota el mayor
niimero entero menor que 7, entonces |g(z)| < ng, por la definicién de los conjuntos E,
se tiene que = € E,,. Luego = € E,,V¥n > ng, pues E, C Ep,, Vm > n.

Ademis si z € En,

Xxen(z) =1, Vn > ng;

entonces

@)X, (2) — u(@)] = lu(a) — u@)] = 0; ¥ n > mg
por lo tanto
lim (), () = u(@)
Como u(z)xg, () — u(r) para todo puntox € Qy
jux, @] < [u(@)] V= e
conu € L2(Q, A, u) C LY(Q, A, u)

Tt = it () ()

“u“L2(Q,A,u) :

IA
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entonces por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene que u €
L3(Q, A, 1) es tal que

lim [|uxg, ~

n—oo v ” L2 (Q,4,1)
Hemos probado que, dado u € X = L?(Q, A, 1), existe una sucesién (uxg,) C
D(M,) tal que

uxg, —u en L}, 4, p)
Por lo tanto D(Mjy) es denso en L2(Q2, 4, p) = X. 1

Se tiene que M, es simétrico. Por tanto el adjunto My de M, satisface las condi-

ciones
DM D(M}) y  Miu= Mgu; Vue D(M,) (6.30)
Luego el operador My serd auto-adjunto si D(My) = D(My).

Para probar que D(M,) = D(My), seguimos los siguientes pasos:

Paso 1. Primero se probard que los operadores il + Mg son inyectivos.
Paso 2. Proba;emos que los operadores +i] -+ Mg son sobreyectivos.
~Paso 3. Finalmente supénemos que D(My) # D(Mg).

Procederemos a probar cada paso. ‘

Paso 1. Veamos que los operadores (£¢I + Mgq) son inyectivos. Sea
(I + My) u = (il + My)v
entonces +iI(u — v) + My(u —v) =0, es decir,

(HE+g)(u—v)=0
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como ¢ es real, se tiene que (3¢ + g) # 0 entonces vemos que u = v, i.e., los operadores

(&4I + Mgq) son inyectivos.[]

Paso 2. Tomando médulo, tenemos |43+ g(z)| > 1,Vz € Q. De donde, siv € X y

+iv +iv
————| < |v| entonces ——— € X.
(i+q) < ol (£i+q)

En efecto. Supongamos que v € X = L?(f, A, 1) y que vale la desigualdad siguiente

entonces tomando norma en L?(f, A, 1) tenemos

:tw
S [vll g2 < oo
+iv 9
A =
Luego como: v _ v tiv € X entonces
& "Fitq = Fitgq
Y eD(M,)
Fitgq o Y -

De donde concluimos que los operadores 44l + M, son sobreyectivos.L]
Paso 3. Supongamos que D(M,) # D(Mj). Pero como D(My) C D(Mj) entonces
D(M,) & D(My)
i.e., existird
u € D(M;) tal que u ¢ D(Mg) (6.31)
Como u € D(M) se tiene (¢I 4 Mz)u € X. Pero como il + My es sobre, de la definicién

de sobreyectividad, existird v € D(M,) tal que '

(I + Mg)v = (il + MJ)u (6.32)
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Pero como v € D(My) entonces v € D(Mj). Luego por (6.30)

Mg = M;v
entonces
(¢ + Mg)v = (il + Mg)v (6.33)
De (6.32) y (6.33)
GI+ M¥)u = I + M) (6.34)

Finalmente obtenemos i + My no es inyectivo, pues si lo fuese tendrfamos de (6.34)
que u =v. Y como v € D(M,) entonces al ser u = v tendriamos que u € D(My), lo cual
contradice (6.31).

Como iI + M no es inyectivo, existe v # 0 tal que (il + My)v =0, i.e,, Myv = —iv

Para u € D(Mq.) se tiene que
(Mgu,v) = (u, Mjv) = (u, —iv) = (iu,v) -
Tomando los extremos de esta igualdad, llegamos a
(Mg —il)u,v) =0
entonces
((—iI + My)u,v) =0
y como —i] + M, es sobreyectivo, entonces (—¢I + My)D(Mg) = X . Luego como
(w,v)=0,VweX

i

se tiene que v = 0, lo cual es una contradiccién, que viene de haber supuesto que
D(M,) # D(M).
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Finalmente D(M,) = D(My) de donde M, es auto-adjunto ¥ por lo tanto —Mj es
auto-adjunto.ld |

Bajo apropiadas restricciones sobre la funcién ¢, se puede probar que el operador
—iA; — M, es autoadjunto.

Vamos a restringirnos a estos dos casos: ¢ = 0y q € L*(2).

a) Primer Caso. Cuando ¢(z) =0, Vz € R™.

La ecuacién estaba dada por

Ou . _
T Au+iqgu = 0
u(0) = g

donde ¢ es una funcién dada. Ahora si ¢(z) =0,V z € R?, entonces la ecuacion toma la

forma
?ﬁ —1Au = 0 :
ot (6.35)
u(O) = Ug

Como g(z) =0,V z € R?, entonces por definicién
Myu=quVue D(M)

luego M, = 0. Ademss en (6.29) se tuvo que Im(J—(—iA;)) = L%(R") con1 € p(—iA;).
Luego
Im(I — (—id; — My)) = Im(I — (—i4;)) = L*(R™)
con Ag =1 € p(—idy) = p(—iA; — M,).
Entonces por el Teorema 6.3 que nos dice que si el operador en este caso —iA; —M; es
simétrico(ya probado), y Im(11 — (—iA; — My)) = L3(R™) con Ay =1 € p(—iA; — M)
entonces
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(—iA;y — My) es auto-adjunto

De la Nota 6.4, si —iA; — M, es auto-adjunto, i.e., si ¢(—A; + iMy) es auto-adjunto

entonces
(-—Al -+ iMq)* =z —('—Al + ’LMq) = Ay — ?:Mq

pero A* = A, luego

(—A1 +iMy) = (A —iMy)"

Y por el Teorema de Stone (ver [G]), se tiene que el operador A; —iM, genera un grupo
unitario de clase Cy. 8i A; — M, genera un grupo entonces genera dos semigrupos.

Ahora como A; — ¢M, es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase
Cy, entonces por el Teorema del Problema de Cauchy para cada ug € D(4; — iMy) =
D(A;1) = H2(R™), la ecuaci6én de Schrodinger tiene una tinica solucion u, con condicién
inicial ug y continuamente diferenciable para £ > 0.

La solucién es de la forma
u(t) = S(t)ug
tomando norma
[u@l = [[SE)uo] = [uoll

Luego

“u(t)“[ﬁ(mﬂ) = ”UOHLz(Rn), t>0.
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De esta forma, hemos probado que el problema de valor inicial (6.35) posee una tnica
solucién en la clase

u € C* ([0, +00), X).

b) Segundo Caso. Cuando g € L*™(R"™).

Como u € L2(R") y Mqu = qu € L?(R™), entonces

1
2
“Mqu”L2(]Rn) = </Rn IMqu|2 d:l,‘)

;
= ([ ol )" = vtz

Usando la desigualdad de Holder Generalizada, (ver [B]), con
ge L°(RY) y ue L¥RY)
se tiene
queL?R") v llgulz2 < llallgeo lluflz2 -
Luego
[ Mguel| p2gny = llaull 2 gy < llall poo(mny 1l L2rmy
entonces, M, es acotado.ll
Ahora como M, es acotado y —iA; € G(1,0) por Proposicién 3.13
iy — Mg € G(L, | My p2(gn));
de donde por la Proposicién 3.12

—iA1 — My — | Mql| agey € G(1,0)

\

y de todo ello tenemos por el Teorema de Lumer Phillips que

Im(A — (—id1 — Mg — | Myl 2gny 1) = L*(R™) , A > 0
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esto tambien se puede expresar como
In(\ + [ Myll pa gy T — (—id1 — My)) = L*(R™)
En particular si tomamos Ap = A + [| M| 12~y entonces
Im(Ag ~ (~id1 — My)) = L*(R™)

con Ag € p(—iA]_ — Mq)
Con esto se prueba que —iA; — M, es autoadjunto por el Teorema 6.3. De la Nota

6.4, si —iA; — M, es autoadjunto entonces
(—A1+iMy) = (A1 —iMy)*

y por el Teorema de Stone se tiene que el operador A; — iM, genera un grupo uni-
tario de clase Cy. Luego como en el primer caso, concluimos también que la ecuacién
de Schrodinger tiene una vinica solucién u, con condicién inicial ug y continuamente
diferenciable para t > 0.

Finalmente tenemos que

lu@lz2gny = l[oll 5 g0y » £ 2 OM
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Métodos y Materiales

El presente ‘trabajo tuvo como objetivo estudiar los aspectos matemadticos de la
ecuacién de ondas, ecuacion del calor y ecuacion de Schrodinger, mediante la Teorfa de

Semigrupos de Operadores Lineales.
El desarrollo del mismo tuvo varias etapas.

La primera etapa del trabajd, consistié en un estudio de los Espacios LP reales,
el cual se di6 en el curso de Seminario de Tesis II. La metodologia seguida fue medi-
ante exposiciones. El tema de exposicién fue extraido del Libro de Andlisis FPuncional
y Aplicaciones de Haim Brezis (Alianza Editorial. Madrid, 1983), el mismo que fue
complementado con otros textos de Andlisis Funcional como son:

Kreyszig, E., Introductory Functional Analysis with Applications. Wiley, 1978;

Zeidler, E., Nonlinear Puncional Analysis, Vol. I1/A. Springer-Verlag, 1990.

Al finalizar la primera etapa el profeéor encargado nos sugirié un tema de tesis y nos
describi6 el proyecto de tesis relacionado con la Teorfa de Semigrupos de Operadores
Lineales.

Aqui se di6 inicio a la segunda etapa, que consistié bdsicamente en el levantamien-
to de la informacién bibliografica, la obtenciéon de datos, etc. Para ello se hicieron
necesarias visitas a las bibliotecas de nuestra universidad (Biblioteca Especializada, Bi-
blioteca Central), asi como también de otras universidades (Universidad Nacional Mayor
de San Marcos, Universidad Nacional Federico Villareal). También, accesamos péginas
en infernet como:

www.dim.uchile.cl/Notes/Semigrupos
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www2.uca.es/dept /matematicas/investigacién

www.galileana.dsm.usb.ve, etc.

Al finalizar la segunda etapa teniamos definidos los libros textos que utilizariamos
en nuestro trabajo, los cuales fueron:

Gomes, A., Semigrupos de Operadores Lineares e Aplicactes &s Equacbes de FBvolucdo.
Colegao Textos de Métodos Mateméticos. IM-UFRJ, 2000, Rio de Janeiro, Brasil.

Kesavan, S., Topics in Functional Analysis end Applications. John Wiley & Sons,
1989.

Pazy, A., Semigroups of Linear Operators and Applications to Pertial Differential
FEquations. Springer-Verlag, Applied Math. Sc. vol.44, New York ,1983.

Asi, que la tercera etapa fue el verdadero inicio de este trabajo.

Cuando comenzamos a estudiar estos textos, nos dimos cuenta de la importancia
que tenian los conocimientos obtenidos de las asignaturas del Plan de Estudio de la
Escuela Profesional.

Esta etapa fue la més prolongada debido a las dificultades que encontramos para
la elaboracién del trabajo, pues en casi todos los textos y en casi todas las pdginas de
internet se podia encontrar la definicién de Semigrupos, Grupos de Operadores, etc.;

mas no las aplicaciones a las distintas ecuaciones.

En la cuarta etapa se tuvo que seleccionar cuidadosamente los temas que se colo-
carian en este trabajo, pues como se sabe en matemdtica cada nuevo tema viene arras-
trando temas antes vistos, por ello se hizo complicada la seleccién de aquellos temas.

Lo que se observard en este trabajo es en primer lugar una revisién de la Teorfa
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de Semigrupos de Operadores Lineales, del Problema de Cauchy Abstracto y luego con
este material se estudia la existencia y unicidad de las soluciones de tres problemas de

evolucién ya mencionados.

Una vez estudiados los temas en la cuarta etapas, se inicié la digitacién del trabajo
el cual fue realizado gracias a la Facultad, la cual me permitié usar los laboratorios
del Centro de Computo para asi poder digitar el trabajo en un programa matemsético
llamado Scientific WorkPlace 3.0.

La quinta etapa no tuvo complicacién alguna pues el editor de texto ayudo mucho

a que se realizara de manera sencilla.

Terminada la digitacién del trabajo, se prosiguié a la revisién del mismo, la cual
viene a ser la sexta etapa. Esta etapa es mas laboriosa que las anteriores, pues hay
que observar una y otra vez que las notaciones dadas sean las mismas para todos los

capftulos, que al mencionar una ecuacién esta sea la ecuacién adecuada.

En la séptima etapa entregamos un ejemplar de la tesis al profesor asesor, quien se

encargé de leerla, revisarla, asf como de hacer las correcciones y sugerencias necesarias,
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Resultados y/o Aportes

Al finalizar este trabajo, podemos resumir nuestro estudio en los siguientes resulta-

dos y/o aportes:

La Teorfa de Operadores Lineales nos proporciona un método elegante y eficaz para

estudiar la existencia de soluciones de algunos problemas de evolucién.

Los Teoremas de Hille~-Yosida, Lummer Phillips y de Stone fueron desarrollados de
manera muy cuidadosa en cuanto a su teorfa expuesta, usando siempre un lenguaje
sencillo y de ser bastante did4cticos y claros en la exposicién y demostracién de sus

resultados. R

Existencia y Unicidad de la Solucién, este teorema es el de mayor importancia en el
trabajo, pues es el meollo del mismo consiste en probar mediante la Teorfa de Semigrupos

de Operadores Lineales que las tres ecuaciones de evolucién vistas anteriormente tienen

solucién y esta es tnica, lo cual se puede afirmar por este teorema.

Creemos que la exposicién hecha en €l trabajo puede servir de ayuda y referencia a

quienes deseen estudiar Ecuaciones Diferenciales Parciales sobre Espacios Funcionales.
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Conclusiones

De nuestro trabajo se concluye que:

La Teorfa de Semigrupos es una herramienta poderosa y elegante para abordar una
gran cantidad de Ecuaciones Difrenciales en Derivadas Parciales; la cual nos permite
probar la existencia y unicidad de las soluciones de algunos problemas de evolucién

como la ecuacion de ondas, del calor, de Schridinger y de otras mas.
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