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RESUMEN

Algoritmos de trayectoria central para
el problema de programacién lineal
continua.
Karla Esther Pérez coldn
Febrero - 2007
Asesor: Mg. Carlos Enrique Vargas Trujillo.

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica.

En el presente trabajo de tésis estudiaremos una familia de algoritmos de
punto interior, conocido como algoritmos de trayectoria central, para el problema

de programacién lineal el cual en la llamada forma estdndar, consiste en:

minimizar ¢’z

sujeto a

ey

donde c e R*, b€ R™ y A € R™*™.

Vi



Empleando una metodologia ampliamente utilizada para los problemas de pro-
gramacién no lineal llamada métodos de barrera y penalizacién pero especializada
al caso lineal, es asi que generamos una familia. de algoritmos de punto interior
para el problema de programacién lineal.

Presentamos tres algoritmos basados en esta metodologia: el algoritmo de
trayectoria central de pasos cortos, el algoritmo de trayectoria central predictor
- corrector, el algoritmo de trayectoria central de pasos largos y un algoritmo
alternativo llamado algoritmo de trayectoria central no factible.

Ademds presentamos pruebas de convergenqia para cada uno de ellos. Una

experiencia numérica bdsica es también presentada.
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SUMMARY

Algorithms of central trajéctory
stop the problem of linear preogramming
contintous.
Karla Esther Perez Coldn
February - 2007
Adviser: Mg. Carlos Enrique Vargas Trujillo.

Obtained title: Lawyer in Mathematical.

In the present thesis work we will study a family of algorithms of inner point,
known like algorithms central trajectory, for the problem of linear programming

which in the call forms standard, it consists of:

minimizar c¢lx

sujeto a

(1)
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where c € R™ b e R™ y A € R™,

Using a methodology widely used for the programming problems nonlinear
call methods of barrier and penalty but specialized to the linear case, it is so we
generated a farmly of algorithins of inner point for the problem of hnear program-
ming,

We presented three algorithms based on this methodology: the algorithm of
central trajectory of half-steps, the deflection algorithm of central trajectory, the
algorithun of central trajectory of lengthened paces and an alternative algorithm
called algorithm of nonfeasible central trajectory.

In addition we presented tests of convergence for each one of them. Basic a

murnertcal experience also is presented.
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Notaciones

En éste trabajo usaremos letras minisculas de nuestro alfabeto para representar vec-
tores y letras maytsculas para representar matrices; ademads de las siguientes notaciones:

1.- R™: conjunto de vectores columna

T

T2

‘,‘U"J

2.- R™*™ : conjunto de matrices m X n.

3.- A: matriz de orden m X n.

4.- F: conjunto de soluciones factibles del problema primal.

5.- FO: conjunto de puntos interiores factibles del problema primal.
6.- S: conjunto de soluciones factibles del problema dual.

7.- 8%: conjunto de puntos interiores factibles del problema dual.

8.~ f(z, p): funcién barrera

xTS

9.- u : pardmetro positivo; medida de dualidad definido como p := W
10.- £: regién primal - dual factible.

11.- £°: conjunto interior de L.

12.- (Az, Au, As): direccién de Newton.

13.- (Az,, Au,, As,): un punto en la trayectoria central.

14.- Z : conjunto de las concretizaciones de un problema lineal.

15.- M : conjunto solucién del problema lineal.

16.- [a] : el menor nimero entero mayor o igual que a.

17.- L : es el tamaiio de un problema lineal.

18.- T(L) : representa el tiempo de ejecucién de un algoritmo.



19.- {|-l, ], - norma euclidiana, para u € R,

] = (7 w2

Para una matriz M, | M| = maxy,=1 ||Mu] .
20.- |||l : vorma oo. Para u € R®, |jul|_, = max;_1__n |u;] -

{Note que |ju]| < |lu|, < llu|,, para cada vector pu}.
9. e:(L1,.., 1)
22.- In(.) : logaritmo natural log, .
23.- Z(L) : subconjunto de Z formado por las concretizaciones de Z de tamano L.
24.- (K M) : problema de Klee y Minty.
25.- (K M), : problema de Klee y Minty para 2 = 2.
26.- R, : conjunto de nivel factible.
27.- N{a): vecindad de la trayectoria central.
28.- pp : residuc primal,
29.- p, : residuo dual.
30.- z : vector - R™ de variables primales.
31.- u : vector - R™ de variables duales, que es el multiplicador de lagrange para las
restricciones de igualdad Az = b.

32.- s : vector - R™ de holguras dualcs, que es, el multiplicador de lagrange para las

restricciones de frontera z > (.



Capitulo 1

INTRODUCCION

La historia de la programacién lineal comienza con el método simplex, creado por Dant-
zig en 1946. Este método fue el tinico merecedor de atencién hasta 1978, cuando salié a
la luz el algoritmo elipsoidal de Khachian. Este algoritmo resolvia un problema teérico
importante: mostraba que el problema de programacién lineal podia ser resuelto con
un nimero de operaciones aritméticas limitadas por un polinomio cuya variable era un
indicador del “tamafio” del problema (definimos tamafio de un problema en el capitu-
lo 3). Pero rdpidamente se llegé. a verificar que aunque este algoritmo tuviese buenas
propiedades tedricas era irremediablemente lento en problemas reales.

Por varios anos, vivimos con la existencia de dos algoritmos:
1°) El algoritmo simplex que tenia una complejidad exponencial (pésima) en estudios del
peor caso, pero un desempeno bueno en problemas del mundo real.
2°) El algoritmo elipsoidal que era polinomial pero ineficiente en el sentido que realizaba
un nimero grande de iteraciones.

En 1984 Karmarkar publicé un notable algoritmo en tiempo polinomial para resolver
problemas de programacién lineal, dando inicio a una gran investigacién en el drea de la
programacion lineal a través del estudio de los llamados algoritmos de punto interior. Las
cuales se clasifican en 3 grandes grupos: los algoritmos afines, los algoritmos de reduccién

de potencial (al cual pertenece el algoritmo de Karmarkar), y los algoritmos basados en



la trayectoria central.
En esta tesis, estamos particularmente interesados en el estudio de los algoritmos de

trayectoria central. Estos algoritmos resuelven el siguiente problema de programacién

lineal
minimizar ¢’
sujeto a
Az = b,
z 20,
y su dual

maximizar b u
sujeto a
ATu+s=c,

520,

la idea bésica en los algoritmos basados en la trayectoria central es motivada de la
observacién de que aquello que hace esencialmente dificil la solucién del problema lineal
es la presencia de las restricciones de no negatividad, i.e., las restricciones > 0. Por
esta razén, convertimos el problema de programacién lineal en un problema con sélo

restricciones de igualdad, usando una funcién llamada funcién de barrera
n
T
fp)=cz—p> Ing;,
=1

que reemplazaré a la funcién objetivo original. A continuacién consideramos la siguiente
familia de problemas de programacién no lineal (llamado problema de barrera) parame-

. trizado por el pardmetro p > 0:



minimizar f (z, p)
sujeto a

Az =,

sicndo este problema de barrera un problefna convexo {capitulo 2 - teorcma 2.1), las

condiciones de Karush - Kunh - Tucker (KKT)

ATu4+s = ¢
Ar = b
XSe = pe

donde: X =diag(zq, 2y, ..., zn); S —diag(sy, 82, .., sa) y ¢ = (1, 1, ..., 1) . Son condiciones
necesarias y suficientes de optimalidad. Probamos (capitulo 2 - teorema 2.1), que para
cada y > 0 los problemas de barrera tienen una solucién dptima la cual denotaremos por
z{f2).

Cuando p varia, los minitnizadores z{) forman una curva continua lamada trayec-
toria central.

La cual cs llustrada cn la siguiente figura:

Trayecloria Central

Figura 1.1.

H



En particular, puede probarse {capitulo 2 - teorema 2.1) que el limite cuando g — 0
de z(u) existe y es una solucién éptima z* del problema de programacién lincal.
El cilculo explicito de esta trayectoria central
Ts

I'={(z,u,s) cL’: Xs= :E——e},

I

es en general para la mayoria de problemas, muy complicado, razén por la cual los
algoritmos basados en la trayectoria central solo generan puntos que se encuentran préxi-

mos (en el algiin sentido que precisaremos posteriormente) a dicha trayectoria.

Como veremos la diferencia central entre los diversos algoritmos derivados de la trayec-
toria central estd en el emplco de vecindades que nos dan la aproximacién a la trayectoria

central.
Nuestro trabajo dec tésis estd estructurade de la signiente manera:

En el capitulo 2 establecemos conceptos importantes que nos permitiran tener claras
las ideas fundamentales de los algoritmos de scguimiento de trayectoria central, como
la funcién barrera la cual nos servird para discutir la existencia y unicidad de una solu-
cién (2, Uy, 3,) del problema de barrera, asf como otros principios importantes, ademds

analizaremos las condiciones de Karush - Kunh - Tucker (KKT) y el método de Newton.

En el capftulo 3 hacemos un estudio de la comnplejidad computacional de los algorit-
mos, definiendo para ello ¢l tamarfio de un problema lineal. Ademds, haremos un estudio

de la complejidad del algoritimo simplex en el peor caso y en el caso promedio.

En el capitulo 4 analizaremos los algoritmos de traycctoria central disentiendo la
medida de proximidad entre la trayectoria central v puntos préximos a ella; para luego
estudiar cada uno de los algoritmos de trayectoria central que considerainos en el presente

trabajo de tésis.

Finalmente, en el Capitulo 5 mostramos resultados numéricos donde comprobamos

(@]



que los algoritmos de trayectoria central tienen mejor perfomance, para determinados
tipos de problemas, que el algoritmo simplex, asi como también presentaremos resultados
que muestran la mejor estabilidad numérica de los algoritmos de puntos interiores en

relacién al algoritmo simplex.



Capitulo 2

PRELIMINARES

En este capitulo hacemos un recuento de las principales herramientas matemdticas aso-
ciadas con los algoritmos de puntos interiores que estudiaremos en nuestro trabajo de
tésis, en la seccién 2.1 estudiamos el problema de barrera asociado a un problema de
programacién lineal y la curva llamada trayectoria central que se genera en la solucién
de estos problemas de barrera, asi como analizaremos algunos teoremas importantes que
nos serviran para establecer con més claridad el fundamento de éste trabajo de tésis.
En la seccién 2.2 estudiamos las condiciones de Karush - Kunh - Tucker (KKT) y la
especializamos para €l caso de la programacién lineal. En la seccién 2.3 estudiamos el

método de Newton para la solucién de un sistema de ecuaciones no lineales.

2.1 Meétodo de barrera en la programacién lineal

Consideremos el problema de programacién lineal en su forma estdndar

minmimizar ¢’z

sujeto a (2.1)
Ax =0,
z 20,



dondec € R*, b € R™, y A € R™*" |
El conjunto de soluciones factibles del problema estdandar y el conjunto de sus puntos

interiores asociados al problema son dados respectivamente por:

F = {ze€R*/ Az =b,z > 0}, es acotado
F* = {z€F /z>0}, esno vacio.

El respectivo problema dual serd:

maximizar b u

sujeto a (2.9)
Alu+s=c,

s 20,

donde u € R™ y s € R™.
El conjunto de soluciones factibles del problema dual y el conjunto de puntos interiores

asociado a este son dados por:

S = {SER"/ATU—}-SZC; paraalgﬁnuERm,SZD},
S = {s€S8/s>0}.

Ahora definiremos la regién primal - dual factible £ y su interior £° como

L:={(z,u,8) | Az =b, ATu+s=c, (z,5) >0},

L0 = {(z,u,5) | Az =0, ATu+s=¢; (z,5) >0},

podemos decir que para cada iteracién, los algoritmos de trayectoria central parten de

un punto (z, u, s) € £°. Debido a la dificultad de trabajar con restricciones de desigualdad



z > 0 en los problemas de programacién lineal, convertimos el problema lineal a un
problema de restricciones de igualdad solamente, usando una funcién barrera que impida
que alguna variable llegue a la fréntera (z; = 0). Esto se logra al afiadir el término —In z;
a la funcién objetivo.

Este término permite que el valor de la funcién objetivo se incremente sin limite

cuando z; tiende a 0.

Definicién 2.1: La siguiente funcion:
n
fz,p)=c"z —HZln$j
j=1

es llamada funcién barrera logarftmica, donde p es un pardmetro mayor que cero.
La funcién barrera fue utilizada por primera vez en optimizacién por Frisch (Ver [3]).

Ahora consideremos las siguiente definicién.

Definicién 2.2: La siguiente familia de problemas de programacién no lineal, parame-

trizados por p > 0:
minimizar f (z, p)

sujeto a

es conocida como problemas de barrera. _

El primer término de f (z, u) mide el valor de la funcién objetivo del problema lineal
esténdar y el segundo término funciona como una penalizacién de los puntos que se
aproximan a la frontera de la regién factible del problema.

. n

Respecto a este término haremos que — Y Inz; sea igual a ¢(z), luego tenemos
j=1

n
o(z) = — E Inz;.
=1
Es asf que nuestro problema de barrera quedari expresado de la siguiente manera

10



minimizar ¢fz + pp(z)
sujeto a (2.3)
Az = b,

Ahora mostraremos que para algin p > 0, el problema (2.3) tiene una tinica solu-
cién éptima sobre F°. Ademds, cuando g tiende a cero, la curva formada por toda la
minimizacién es continua en p y converge a la tinica solucién éptima z* del problema

(2.1).
Teorema 2.1: Para y > 0, el problema (2.3) tiene una tnica solucién éptima z(u) € F°.

Prueba:

Puesto que ¢(z) es estrictamente convexa sobre F entonces cTz + pp(x) también
es estrictamente convexa. Ademds, el dominio factible F es convexo y acotado. Esto
garantiza que (2.3) tenga una tnica solucién éptima z(p) sobre F. Por otra parte, esta
solucién tiene que satisfacer las siguientes condiciones llamadas condiciones de Karush -

Kuhn - Tucker (KKT) (ver seccién 2.2)

c+uVp(z) — ATu — s =0,

Az =b

e (2.4)
zl's =0,
z2>0,s>0

dondc v €R™ y s € R" son conocidos como multiplicadores de Lagrange.

Por la definicién de la funcién ¢(z) ( Ver [10] ), (Ve(zx)), se aproxima al menos
infinito si z; lléga a ser cero para algin j. Puesto que p es positivo, si x; es cero para
algin 7, u(Vip(z)), se aproxima a menos infinito y por lo tanto (2.4) podria no tener
alguna solucién finita. Por lo tanto, « (1) tiene que hallarse en F° y (2.4) se reduce al

siguiente sistemna:

11




e+ puVip(r) — ATu =0,
Az =b, (2.5)

x> 0.

Teorema 2.2: {z (i) : p > 0} caracteriza un interior y una curva continua en F°.

Prueba:

Por cl teorema 2.1, solamente nos queda por probar la parte de la continuidad. Su-
pongamos gue la curva es discontinua en 7 > 0. Entonces, existe £ > 0 tal que no importa
que tan peguetio sea Ap, si ||z(g + Ap) — z(5)|| = 22 > 0. Probaremos por contradiccién
que r(fl + Ap) no es el minimo del problema (2.3) para p =g + A

Como hemos mencionado anteriormente, ¢z 4 () es estrictamente convexa. Pues-
to que z(f) es el minimo del problema (2.3) para =4, por 2 € FO y |2(F) — zl] > &,

existe un 7 > 0, tal que

Tz + pip(z) > T2l - Fp(z(m) + 7. (2.6)
En particular,
2+ Ap) + Ep(e(f + Ap)) > ¢ 2(m) + Be(z(E) + 7,

1o impoerta que tan pequcio sca Apt.
Supongamos que el dominio de @(z) sea F. Puesto que F es compacto y () es
continua sobre F { Ver [10] ), elegiremos Ap suficientemente pequefio tal que

0 < 8¢ (@)l < . (2.7)

donde f.{i_, es la norma oo, Por consiguiente

12



"w(7) + (7 + Ap)o(z(m)),

T
< Te(@) + Be((E) + 3, por (2.7)
< Ta(F+ Ap) + Tole(B + Ap) — -, por (2.6)
< 2(@+ Ap) + B+ Ap)p(e(E + Ap)), por (2.7)

cont lo cual mostramos que z(ZZ + Au) 1o es el minimo del problema (2.3} para
p=p+Ape
Teorema 2.3: Para 2 > 0, {cTz(12)} es una sucesién monétonamente decreciente en pu.

Prueba:

Por la definicién de @(p:) v 2(j0), tenemos

o) + ppla(n)) € € (i) + gl (), (29
¥
cta(pe) + pap(a(pn)) < clalm) + pae(e(m)), (2.9)

mltiplicando ambos lados de (2.9) por —1, tenemos

— (1) — (i) < —2(pa) - pap(e(a)), (2.10)

surnando (2.8) y (2.9) a la vez se tiene

(i — p2Yp((p)) < (pa — p2)o(z(in)s

si i > pg > 0, entonces w(z(p)) < p(z()).
Ademss, por (2.9)

13



" apg) + papla(ps)) < Talpr) + poe(z(us))

< () + pap(a(pe)).

Esto implica que c?z(us) < Talu), si 0 < po < p.m

Teorema 2.4: Dada una sucesién decreciente positiva {y} tal que Llim i = 0, si
—+00O

klim x(ur) = z*, entonces z* es el minimo de (2.1). Esto indica que z(y) es realmente

el

continua sobre u > 0.

Prueba:
Si ¢(x) toma el valor de 400 sobre la frontera, haremos la prueba por contradiccién.
Supongamos que z* no es el minimo del problema. (2.1), pero v* si lo es.
En este case, podemos encontrar w € FU que satisface ¢l'v* < ¢Tw < ¢l'z*, puesto-
<7 1a

que ];}im" e = 0; podemos elegirun & suficientemente grande-y hallar § > 0; tal que
oo

cFw+ prp(w) < fz* — 6.

Para z* € F°, dado que este es el limite de {z{ux)}, cuando k es suficientemente
grarde z(py) se tiene una vecindad pequena de 2% con el cual o(z(uy)) es cerrado y se
tiene finito valores. Por lo tanto, ¢z —§ < ¢z (us) +ure(z(ur)), para k suficientemente
grande.

Pero esto contradice el hecho que z(ys;) es el minimo de (2.3) cuando p = py.

Ahora, si ¥ € F [/ FO y ¢(z) toman el valor +00 en z*, ppp(z(ug)) puede que no
tenga un lfmite. Sin embargo, tenemos que Plim inf{ppp(z(pe))} > 0.

e—00

Por consiguiente para k suficientemente grande,

., 0 . p \
'zt — 3 < Ta{u)+ khm inf{po(z(e)) },

piat
o~



- 6
< z{pr) + prip(z(pe)) + 7

COMO consecuencia,

cTw+ pro(w) < 'z* — 6 < T xlur) + prewlz (i),

con lo que se tiene una contradiceidn. Por lo tanto, * debe ser la solucién éptima de

(2.1).m

Teorema 2.5: Para alguna sucesién positiva decreciente {1} con klim g =0, {z(ue)}
o

converge. Consecuentemnente, {z{14 )} converge a la solucidn éptima de (2.1).

Prueba:
Puesto que F es compacto, la sucesién {z{uy)} tiene al menos un punto limite. Para
cada punto Hmite podemos encontrar una subsucesién la cual realmente converga. Apli-

cando el teorema 2.4, podemos concluir que cada punto Hinite es de hecho una solucién

-5

optlma de {2.1). Pero como (2.1) sc suponc que tiene una tinica solucién éptima, por io

tanto {z{uy) } tiene uno y sélo un punto Hmite v por lo tanto converge.m
A continuacién ponemos un ejemplo de un problema de barrera simple.

Ejemplo 2.1: Consideremos el problema
minimizar
sujeto a
La funcidn barrera en este caso es
f () =2~ plna,

calculando, encontramos que el minimo = {p)es igual a .



1 . ) . - y s
Como pu decrece a cero (en particular se observa que lim z (i) existe y es una solucién
u—0
. : T T, e T e

10 (ue cuando fi s muy pequetio, el
término logaritmico en cualquier caso es casl insignificante) iuego la solucién éptima se
aproxima a z* = 0.

Ahora como p toma diferentes valores, para cada valor de . obtenemos una solucién

de (2.3) la cual es llamada el punto central; este se encuentra en el interior de la regién
factible del problema lineal primal (2.1).

Definicién 2.3: El conjunto de los puntos centrales de un problema, describe una curva

llamada Ia Trayectoria Central del problema. Ver figura 2.1.

x" jommm T - punto central
‘ ’x(O. 01)
x0.npe - _ptrayectoria central
x(1)
x(10)

¥

figura 2.1 : Lo trayectoria central y ios punios centrales.

Ejemplo2.2: (Célculo de la trayectoria central)

o X

minimizar =z

sujeto a
L1+ 2o+ 23 = 1

T1,T9, T3 Z 0

Sea el conjunto de soluciones factibles. Para hallar el camino central necesitamos
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Iver el sigui bl :
resolver el siguiente problema de optimizacién

minimizar Zy — plnzy — plnzry — plnz,

hacemos z3 = 1 — 2; — xy, ahora resclvemos ¢l siguiente problema de optimizac
lineal sin restricciones

minimizar 3 — g lnzy — plnze — yin(l — z; — )

Derivando e 1gualando a cero, encontramos que €l caniino central es dado por:

-
X
I~
fortin
I
e

zi(y) =

,l—-l
+
L0
=

I_)(LE) =

233(!13) =

El centro analitico' se obtiene haciendo que p — oo. Este viene a ser él punto

(1/3,1/3,1/3).

Sexn, f) el ggﬂjuﬂto de sn neclones I imas

liedro @ es el punto (1/2, 0, 1

El contrn analiticn dal nol
COIICIS anasltlco 4er por

de soluciones éptimas. Ver la figura 2.1.

1 Definamos el centro ana}f*‘ice de un poliedro general P = {(z,s}/alz < b;; ¢ = 1,...,m} como la

‘ridiasidn de la fancidn — Z hifl; —alw); ol ceptro apalitivo no serepresemta de forime Tndepundiouts,
=1
para representar

17



(173,1/3,1/3)
\ El centro analitico de
P.

(1/2,0,1/2) _
El centro analitico de Q

El camino central
Xy

Figura 2.2: La trayectoria central y el centro analitico para el ejemplo 2.2.

La trayectoria. central desempett .. presentacion de los al-
goritmos de puntos inte aremos una

clase de estos algori

Como ya se menciond, cada punto que pertenece a la trayectoria central de un pro-
blema soluciona el problema barrera asociado, para un determinado valor de . A con-
tinuacién estudiaremos las condiciones de optimalidad que deben de ser satisfechas para

solucionar un problema general de optimizacién con restricciones, las cuales son conocidas

como las condiciones de Karush - Kunh - Tucker (o KKT).



2.2 Cendiciones de Karush - Kunh - Tucker (o KKT)
Consideremos €l siguiente problema de programacién no lineal con restricciones.

minhmizar f(=z)
sujeto a
g1{z) =0
ga(z) =10

P

G (51'> =0

I

donde x e R* v f,4: 'R" — R; ¢ =1, ..., 7 son funciones diferenciales.
Las condiciones de K K7 para este problema son descritas a continuacién:
Si T es una solucién ¢ptima del problema no lineal, entonces existen multiplicadores

1w EeER i=1..,m tal que

m
—_— N T T .
Vf (IL’ = Lythz ("E) ;y B = Ia ey 173,

particularizando estas condiciones para el problema barrera (2.3), definido para un de-
terminado i, verificamos que su solucién éptima debe satisfacer el siguiente sistema de.
1y dq !

" stuaciones no Yineales:

donde los multiplicadores ; € R, ¢ =1,2...,m.

19



Utilizando la-notacién matricial, podemos reescribir este sistema de scuaciones, como:

ATu-+#X_1€ = e,

donde u c R™.

Definiendo ahora s = pX e, s € R™ reescribiremos el sistema como

ATut+s = ¢
.:4'35 — b,
s = puX e,

malidad para el ,pl'oblema, barrera en la forma primal - dual.

ATu+5=¢,
Az = b, (2.11)
XSe=pe,

donde:
X = diagonal (x1,Zs, ..., Tn); S = diagonal (sy, s9, ..., s,) ye = (1,1, ..., 07T,
Llamaremos a (2, u, $,). la solucién del sistema (2.4) para un u especifico.

St p.= 0 las ecnaciones de (2.4) junt tamente con las restricciones x,.8 > (). son exacta-

i

mente las condiciones-de optimalidad de los problemas (2.1} y (2.2).

El sistema: (2.11) es uir sistema no lineal gue tiene 2+ m- restricciones y 20+ m

[T

Vdria;bies, Lia utilizacion del método de Newton para resolver el sistema, da origen a
farmlia de métodos de puntos interiores primales - duales. Para cada iteracion de estos
métodos, se parte de un punto (z,u, s) tal que z es primal factible, (u, s} es dual factible

yx,8 >0

20



Se definié la regién primal - dual factible £ y su-interior £0 como-

L= {(x, v, 8)/ Av=b; ATut s=¢ (w,5)> Q}-,

}r.
= 1(.}7 w;8)f Ar=b; ATuts=c; (z;8) >-‘€r}-,.

podemos decir que para cada iteracidn, los métodos primales-duales parten de un punto
(z,u,8) € LO.
La direccién sobre la cual se camina a partir de este punto se basa en la aplicacidn

del método de Newton a las ecuaciones (2.11)..

2.3 El Método de Newton

Dada una funcion F: R" = R", &l método de Newton busca un cero de la funcién, esto
es, busca un punto A € R® tal que F {A) = 0, esto es realizado a travez de un proceso
iterativo, en el cual para cada iteracién se parte de un punto dado A € R” y se camina
una aproximacién de la direccién A\ tal que F(A+ AX) = 0. Esta aproximacién es

calculada de la siguiente manera;
FA+ AN =F(A)+ LA AN

donde .I es el jacobiano de F. El cdlculo. de la. direccidn. AX a. ser tomada. para cada

iteracién es realizado a través de la solucién del sistema-lineal J{A}AX = —F (X}
Ahora podemos reescribir el sistema (2.11) como F {X) =0 doude X = {z,u,5) y
I ATyt s—c
F(-‘t) :—F(.’E:Q’,S) = A""—b‘ Y
%_ X Se — pe }

21
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En-este case €l jacobiano-de F' es dade-por:

J) = J{(z,u,s)= 1|

v la direccién de Newton AX := (Az, Au, As); que es calculada a partir de un punto

(z,u,5) € £° es dada por la solucién del siguiente sistemna lineal

[0 o 1][ar] |
Ao o |]lau{=] o | (2.12)
L S 0 X J As } 1 pe — XSe J

il
Por lo tanto €l vector AN = (A, Au, As) es Hamado la direecidn de Newton v el
\ 3 s
proceso de caleular esta direccién es llamado paso de Newton.

Luego sin perdida de generalidad lamaremos a
AXF = {Az®, AdF, A,

Ia direccién de Newton para la k - ésima iteracién, la nueva solueién sera:

g = 2 4 gFAL”,
uFtl = oF 4 BEAWE,
e

donde ﬁ;; y 35 son longitudes de paso para las vartables primal y dual, respectivamente,

A RN IS 1 N AR . . . . 2. ~ 1.
La no negatividad condicién para 28t y §5*1 reglamentan la: eleccién de ,[31‘3 ¥ Bp-

Una, posibilidad para preservar la no negatividad es elegir

81’.? : =minimo{l,¢o minimo (——x—zk) s
17 {(aar) <0} \ (AzF), )
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donde 0 < a < 1, ademds (Az"), y (As"), es la i- ésima componerte de Az y As®
‘respectivamente; la-razén por la que buscamos un -« menor que 1 es evitar aproximarnos
a la frontera del conjunto factible primal y del dual, respectivamente.

Finalmente notamos que las restricciones de igualdad del problema. primal y dual se

Rt Azl <A

satisfacen, en efecto observemos €l sistema (2.12) de donde se desprende que:

ANz = 9,
ATAu+ As = 0,

para la k - ésima iteracion tendriamos

ANgF = g,
ATAuF + AsF = 0.

Por lo tanto, la. nueva solucidn es factible.

Ahora regresando al sistema (2.12), vamos a obtener de su tercera-ecuacién la siguiente

As = X (pe — X Se — SAz), (2.1

p
ot
(V2]
Seet”

sustituyendo (2.13) en la primera ecuacién de (2.5), tenemos

ATAu+ X18Az = § — uX e

—n
b3
-t
PR,

e

Ahora resolvemos (2.14) para Az, obteniendo

A zrot—1 [ oxr—1. AT A N\
Ar=X8S (S—M_X e— A Auj,
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hacemos § = —ATu 1+ ¢

Ax=XS (—ATu+c—pX e — ATAY),
sustituyendo (2.15) en la segunda ecuacién de (2.5)

—AXSATAu = —AXS™ ( Alu+e— uX" 10} ”

resolviendo para Aw y sustituyendo en (2.12) tenemos

—1 1

despejando

XTISAc = —pX e+ 5 — AT((AXSTAN) T AXST (e — ATu— pX e ),
definiendo: D? = X8~! y haciendo nuevamente S = ¢ — A% u, podemos reescribir
como

— 2 2 AT 2 AT 42 T
Az = (=D =DAT (AD?AT)™" AD?) (e~ ATu — uX"Te)
a a - -1 \
= (-D* - DA (ADPA%) " AD?) ¢,

Fral

—p{~D? = D*AT (AD* ~ A7) AD*} X",
cuando p = 0, observamos que (2.18) se reduce-a
Av=(-D* - D*AT (AD*AT) ™" AD") e,

donde Az es la solucién del sistema (2.12).

B
15N

AXS1 (C—A w— X~ 19)}—;—)&’ 18Az =8 — pX e,

(2.16)

(2.17)

\

(2.18)



Comeo ya se menciond, si u4 = 0, el sistema de ecuaciones (2.11) en conjunte con las
restricciones de no negatividad para =y s representan las condiciones de optimalidad para
los problemas primal y dual, La direccidén de Newton (2.12) calculada para p =G, debe
por tanto, apuntar aproximadaimente hacia el 6ptimo de estos problemas. En general, se
puede recorrer poco a lo largo de esta direccién sin que una de las componentes de z 6
5 se torne negativa y consecuentemente, el progreso obtenido a lo largo de este recorrido
€s poco.

Por otro lado, la solucién de (2.11) para un p > 0, es un punto perteneciente a la

trayectoria central. En este caso, la direccién de Newton (2.12) debe apuntar aproxima-
damente hacia la trayectoria central , es decir hacia el interior del octante no negativo

Esperando asi que se preda recorrer un mayor camino a lo largo de esta diveccién ante

w

que se alcance la frontera del octante.
Se considera entonees, que la direceién (2.12), caleulada para algin p > 0, se obtiene

al-desviar hidciz el interior del octadite vio riegativo, la diveccidn que apurta hackd el épt

del problema. El objetivo de este desvio es mantenerse alejado de Ia frontera del octante
de manera que se permita un mayor paso a lo largo de la direccidn calculada, sin salirse
de la regidn factible del problema.
. Cosideremos un punto dado (2,4, 3), luego a partir de (2.12) tendremos la direccidn.
B0 A
de centralizacién que camina a partir de diche punto; esta direccién es obtenida cuandoe
p asume €l valor dado por:
¥
1 — .’IITS ‘s N
=— E T3S = ——. (2.19)
7 - n ‘

=1
Debemos -observar que la brecha de dualidad asociada a las soluciones z y (u,5). de

los problemas primal y dual, es dado por
Tz —bTu=c"e— 2" ATu = (e — ud) © =2"s, (2.20)

verificamos entonees, de (2.19) que la brecha asoctada & z y {w,.5) puede ser. escrita

COTHO Tiff, cusndo p asume el valor que le es atribuido en el céleulo de la direccidn de
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centralizacion a partir del punto (=, u, s).

Notemos ahora que la direceidn de centralizacién apunta aproximacdamente hacia et
punto-de la. trayectorta. central (i), u,, 8,) que satisface ta relacion 25, = p para todo
i = 1,...,n. La brecha de dualidad asociada a este punto central, dado por :t."ft's u» €8 por
tanto, igual a ny y igual a la brecha asodiada al punto de partida (w, u, 5).

Conechliimos entonces que la direccién de centralizacién apunta hacia el interior del
cctante no negative. Siendo mas especificos, esta apunts aproximadamente hacia el punto
central que tiene la misina brecha de-dualidad gue el punto de donde-partimes. Se espera
asi que se pueda eaminar razonablcmente en la direccidn de la centralizacion antes de
cencontrar la frontera del octante no negativo. For ofro lado, esperamos también que poea
o ninguna reduccdn se obtenga en la brecha de dnalidad a lo largoe de esta direccidn.

Finalmente, considerando al mismeo tiempo los ohjetivos de disminuir la brecha de

duahidad v mantenerse lsjos de la frantera del octante no negative, los slgoritmeos primales
- duales parten: para cads iteracion-de un punto dado (z, @, 5§ y caminen por la siguiente

direecion; obtenida de-laselucidn del sigmentesistema

o AT I {|las} | o
1A 0 0 b} Auf— | & (2.21)
5 0 X || Ase { e — XSe
dende
27

7 puede tomar diferentes valores los euales caracterizaran diferentes algoritmos pertene-
crentes s la farmiha de los alporitios de puntos Tnteriores primales - duales; cuine veremos

en el capitulo 4 de esta tesis,
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g itr2l 2
Lapiviio <

‘ AER2EF OELETET: A T TRETL
LG LGS VIS EN DI S DS

Una nueva 4rea de investigacién surgio en los dltimos 80 anos, en la frontera entre la Ma-
temdtica Aplicada, la Légica y la Ciencia de la Computacién. Aidn cuando no posee un
nombre universalmente acepto; su denominacién mds difundida es “Complejidad Com-
putacional”, Su objetivo es determinar la existencia o no de algoritmos- eficientes- para.
clertos problemas de optimiizacién. En términos generales el andlisis de la complejidad
computacional de los -algoritmés tiene-como uno de sus objetivos determinar la existencia

o no de algoritmos eficientes para ciertos problemas de optimizacién estableciendo cuales

son los factores que hacen gue un problema sea de ficil o dificil solucidn.
En este seatide, un aspecto importante es la generacidén de métodes o algeritmes
- efictentes - I T S S L - 1o L eficier
CIICICIITES PDaia tener Uiia. Sorticion - & TCITIE, - O ULI&. ST ticientenente buena. La eficiencia

1

corputacional de un algoritmo queda basicamente caracterizada por s

@) Tiempo de ejecucién (segundos o minutos de CPU utilizados para resolver un

problema dado).
b) Requerimiento de memoria.

La-complejidad computacional se refiere-a la existencia y caracterizacién de algoritmos
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en los terminos de eficiencia ya sefialados. En esta tesis haremos referencia solamente al
tiempo de ejecucién ya que es una medida més sencilla de analizar, aunque los conceptos
que se presentaran son tambien aplicables a los requerimientos de la memoria.

En este capitulo se establecen las bases y resultados esenciales de la teorfa de com-
plejidad computacional, poniendo énfasis en el caso del problema. de programacién lineal
presentando las principales conclusiones que se han obtenido en relacién al algoritmo
simplex.

En la seccién 3.1 definimos el tamafio de un problema lineal, asi como estudiamos
la relacién entre los vértices y la solucién dptima de un problema lineal; en la seccién
3.2 definimos el algoritmo polinomial asi como damos tambien la nocién de tiempo de
¢jecucién; en la seccién 3.3 distinguimos dos enfoques distintos para el estudio de la
complejidad: un analisis en el peor caso y un analisis en el caso promedio, y en la
seccién 3.4 discutiremos la complejidad algoritmica en el caso de la programacién lineal;
v finalmente en la seccién 3.5 analizaremos el comportamiento del algoritino simplex en

el caso promedio.

3.1 Tamano de un problema lineal

Dados A € R™*". b € R™ y ¢ € R" el problema de programacién lineal es el siguiente

problema. de optimizacién

T

mimimizar ¢’z

sujeto a

8
v
o

La funcién lineal ¢’z es llamada la funcién objetivo, vy £ € R" es llamado vector de
variable de decisién.
El conjunto F = {z : Az = b,z > 0} es llamado el conjunto factible o regién factible,

el cual es una regién poliedral convexa. Un punto z € F es llamado un punto factible,
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v un piumto factible z* ¢s llamado uma solucién dptima si ¢'z* < ¢¥'z para todo punto

factible z.
Si existe una sucesién {z*} tal que, ¥ es factible y ¢To¥ — —o0, entonces el

problema lineal es no acotado.

Definicidon 3.1:
Sea,

4= {(A,b,c)/AE R™ ™ be R™ ce R”},
definiremos una concretizacion del problema lineal como un elemento del conjunto Z.g

Definicion 3.2: El conjunto solucidn del problema lineal se representa de la siguiente

Ianera:

M={zeF:lz<Ty;VyeF}a

Sers bastante titil hacer una discusion entre un problema y una concretizacién de este

problema. Por ejemplo el problema de programacién hineal es un problema, en cambio

minimizar 2z + 3y
sujeto a

T+ 1,

W=
o N

Y

es una concretizacidn del problema de programacion lineal.

Asi que en términos generales podemos afirmar lo sigutente:

Definicidn 3.3: Un problema de optimizacion lineal es definido comno la reunidn de sus
concretizaciones.

Ahora sin perdida de pencralidad asumiremos que los coeficientes de la matriz A, del
vector b v del vector ¢ son todos enleros, pues cada problema de programacidn lineal

puede ser facilmente transformado en un problenia equivalente! con cocficientes enteros.

! Dos problemas de oplimizacién son cquivalentes si tiencn el mismo conjunto de soluciones éptimas.
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Definicidén 3.4: Para cada entero n
tamailo (n) == 1+ [log, (|n] + 1)1,

donde el primer 1 es colocado debido a que se necesita un bit para almacenar el signo de
n, €l tamafio (n) representa el nimero de bits que se necesita para codificar 7 en sistema

binario.(La notacién [« denota el menor nimero entero mayor o igual que «).

Definicién 3.5: Dado v un vector de orden p x 1 y M una matriz de orden p X [,

definimos lo siguiente:
?
tamanio (v) : = E tamaitio (v;) ,
=1

P !
tamatio (M) : = Z z tamaiio (m;;),

=1 j=1
a continuacién definiremos el tamaifio de un problema lineal.

Definicién 3.6:(tamasio de un problema lineal)
tamafio (problema lineal) := tamafio (A) 4 tamaiio (b) + tamafio (c).

Ahora daremos una definicién mds conveniente para poder hablar del tamaifio de un

problema lineal.

Definicidon 3.7:

L := tamaiio (detpayx ) + tamafio (hpax ) + tamano (cmax) +m +n
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donde:
detpa = max (|det (A)]),
bunax = max(|b]); i=1,..,m.,

Cone 3= IAX (les); =1, ..,m,
y A' es alguna submatriz cuadrada de A.

Teorema 3.1: Para toda concretizacién del problema lineal
L < tamafo (problema lineal),

para probar este resultado, primero necesitamos el siguiente lema,

Lema 3.1:
1. Si n € Z entonces |n| < 2t@mafo(m) =1 _ 1,
2. Si v € Z" entonces ||v]| < |jv]], € 2famafiolt)—n _ 1,
3. Si A € Z™"entonces |det (4)| < 2lamafiold)-n® _ 1,
Prueba:
1) Sabemos que el tamafio (n) := 1 + [log,(|n| + 1)1,
= tamaiio(n) — 1 := [logy(|r| + 1)].
Sea [logy(|n| +1)] =y
&y > logy(|n| +1); ie. y > logy(|n] + 1) V y = logy(|n| + 1)
y > logy(|n| +1) vy =logy(|n| +1)
& logy(ln|+1) <y &2 =|n|+1
Qlogs(lnf+1) - gy 2Y —1=|n| (B)
In] +1<2¢

|n| <2¥—1 (e)
de (&) vy () tenemos que:

In| <2¢ -1

= ]n§ S Qtamaﬁo(n)—l — 1.

31



Ll <2+ floly =14 ) o] < [+ ) < TR 2remenetd ! = piomatelorn,
i—1 =1 i=1

donde utilizamoes 1.

3) Sea ay,...,a, las columnas de A. Puesto que |det (A} representa el volumen del

poliedro generado por a4, dg, ..., G, tenemos
T
(et (A)] = ] ] llasi -
i1

Asi pues, por 2. tenemos

i=1 1=1

L+ |det (A) < 14 ] [llaah <T@+ o) < [T 2rmmenclen—n = glamenotfi=? g
i=1

Ahora probemos el teorema 3.1

Prueba:
Si B es una submatriz cuadrada de A entonces, por definicién, tamafio (B) < tarmano( A).
Por otra parte, por el lema 3.1, 1 + {det { B)] g 2tamafo(5)-1

por lo tanto
tlog (1 + |det (B)])] < tamadio (B) — 1 < tamaiio (B) < tamaiio(A). (1)
Sea v € 77, entonces
tarmatio (v) 2 tamano (max; lv;|) + p — 1 = [log (1 + max; lv;]}] + p,
por lo tanto,

tamatio (b) + tarnaiio (¢} = [log (l + mex [ajl)] + [log (1 + max [b,;{)] +m+tn, (2)
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luego-de (1) y (2) obtenemos el resultado deseado. =

Observacion 1:

detmax *brmax * Conax * 2™ < 2L, puesto que para cada entero n, 2047 00 > |n|,

De ahora en adelante usaremos L para indicar el tamafio de una concretizacién de un
problema lineal.

Sabemos que la solucién de un problema lincal cstd en un vértice el cual cs-una
solucién Sptima.

Asi que, cuando encontramos una solucién éptima para un problema lineal, fijamos
toda nuestra atencién sclamente en los vértices.

A continuacién enunciaremos un teorema donde se nos asegura que los vértices tienen

una representacién compacta.

Teorema 3.2: Sea z un vertice del poliedro definido por Az = b, z > 0, entouces
b b 5 > s

ol (pl D, p'n\)
T =1 ... ],
q 9q q

donde
p,(i=1,..,n), geN,
y
0 < p <25
1 < g2k
Prueba:

Puesto que « es una solucién bésica factible, existe una base B tal que zp = AZ'b y
Ty — 0.

hacemos p; = 0 Vj € N, y enfocamos nuestra atencién en los x; tal que j € B.
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Sabemos por algebra lineal que

1
zp = Azlb=———Cof (Ap)b
B B det (Ag) of (45)
donde Cof (Ap) es la matriz cofactor de Ap. Cada entrada de Ap consiste de un deter-
minante para alguna submatriz de A.
Sea g = |det (Ap)|, entonces ¢ es un entero puesto que Ap tiene componentes enteros,

g > 1 puesto que Ap es invertible y g € detg, < 2%. finalmente notemos que:
pp = gzp = |Cof (Ap) |

por lo tanto
m

Di & Z ICOf (AB)ij

=1

165] < M ety bmax < 2.

.

Teorema 3.3: Sean z, x5 los vertices de Az = b, z > 0.

Si cT'zy # cTxg, entonces [cT:cl — cT:cg_] > 272L,

Prueba:

Por el teorema 3.2, 3 ¢, g2 tal que 1 < g1y g2 <25, vy ¢t 1, g2 32 € N™. Ademds

T T
¢ c'x
'CTﬂ?l—CTﬂﬁzl _ l(]1 1 42 2
i d1 q2
_ (2192w — ) |
' q1q 9 ’
= , dado que Ty — T2 #0, g1,q2 > 1,
q19 2
1 _
> Sigr =2 2 dado que ¢ 1,q2 <2V B



Corolaric 3.1: Supongamoes que

r h]
z = min{cT:r::Am—b, 3:;-0}
(L ——— |

L

Poliedro F
g

Supongamos que z es factible en F, tal que ¢’z < 2+ 272", Entonces, algin vértice

T

ot tak qie ¢ g el

& € 'z es una solucién éptima del problema lineal.

Prueba:

Supongamos que ' no es cl éptimo. Entonees, existe un vértice dptime =¥, tal gque

el'z* = z; puesto que ' 1o es el éptimo ¢’z # ¢’'z* y por ol teorema 3.3

=iy — olg* » 9~

A t‘;T&?' = CT.’I}"* 4 z.f?‘ﬂ_’

—9
=z+ 27
zc'x, por la definicién de x
>l por la definicién de '

= ¢ T >cal,
lo enal es una contradiccion. @
Lo que este corolaric nos indica es. que necesitanos calcular la funcién ebjetive con
un error menor gue 272, Si hallamos un vértice que estd dentro de-ese margen de crror,

entonces este serd el éptimo.

3.2 Algoritmo Polinomial

Los problemas de optimizacion son resueltos por algoritmos. En este punto hay una
distincién muy importante los algoritmos son disenados para problemas. (Le, el método.

simplex es un algoritme para la programacién lineal). Sin embargo, sen aplicades para
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concretizaciones cspecificas.

BPecimos -que un atgoritmo resuelve un problema si este fermina en tiempo finito y
produce la respuesta correcta para toda concretizacién del problema. Por supuesto es
normal que cuando el algortino es aplicado para concretizaciones de gran tamano, el
tlempo de terminacién es mavor. Por esta razén el tiempo de cjecucion de un algoritmo
es usualinente expresado como una funcién del tamaino de la concretizacidn para el cual
este es aplicado.

A fin de tratar de hacer esto mas preciso necesitamos definir exactamente lo que es

un algoritimo y la nocién de tiempo de ejecuicion.

Definicidn 3.8: Un algoritmo es una lista de instrucciones para resolver un problema,
dada cualquier concretizacion de ciorto problema un algoritmo realiza. un ntdmero finito
de operacioncs sobre los datos de la concretizacion.

U algoritino para resolver dicho problema deteriina gue
M={zeF To<ly WeF},

el conjunto solucién del probiema lineal es vacio o genera una solucién z; = es tal que
T € M oz “estd cercanc” a M en algun sentido, en cuyo caso es llamade una solucién

aproxiuada.

Definicion 3.9: Sea 4 un algoritmo para resolver un problema de optimizacién. El
tiempo de ejecucidn T(L)} de A es el mixdmo nimero de operaciones-elementales en-cl

compittador que requiere A para resolver una concretizacidn del problemma de tamaitio .
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Definicién 3.10: Sean f : N — R y ¢ : N — R decimos que g {n) € O(f (n)), si

existe una constante ¢ > 0y uit 139 € N tal que
g{n) < cf(n); Vn = ny

Definicién 3.11: Un algoritmo para un problema -de optimizacién es polindmico si
el mimero de operaciones aritrnéticas (efectuadas con precisién fiuita) necesarias para
hallar una solucién 6ptima exacta de una concretizacion del problema de optimizacién

estd, acotada superiormente por una funcién polinémica de L. Es decir
(1)~ 0(P(L)
Definicién 3.12: Un algoritmo para un problema de optimizacién es exponencial, si

dicho algoritmo no es polinémico.

En la siguiente tabla se compara el crecimiento de algunas funciones polinomiales. y
otras no polinomiales. Sélo damos valores aproximados, ya que estos son suficientes para

ver el orden-de-crecimiento -de funciones polinomiales y no polinomiales.

L L? » | Lo 2L A
4 8 1 x 10% 4 2

5 | 25 [1x10?| &x10® | 32 | 1x10?
10 {Ix 10?2 [ 1Ix10° [ 1x101 | 1x10° | 4x 108
50 |3 x10% | 1x10°|8x%x10%% [1x10% | 3x10%

1001 1x 1041 1 x 106 | 1% 10200 | 1 x 1030 | 9 x 10%%7

fsa)

Tabla 8.1: Comparacidn del orden de crecimiento

Si L representa el tamasio de algiin problema, Ia ventaja de los algoritmos polinomiales
podra. ser apreciada comparando al crecimiento de 2 versus 2X. St 4; v A, son dos

algoritmos para un problema y si ademds suponemos que la complejidad del algoritmo
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Ay es OFL?) v la del algoritmo A; cs O (25).

Futonces de acterdo ala definicidn 3.11 esto significa que
tiempo de ejecucion del algoritnio 4; < ¢ L2,
¥
tiempo de ejecucidn del algoritmo Ay € ep2%.

Luege, para un problema de tamaio L = 55, aswmendo ¢; = ¢z = 1, el aleoritmo
Ajrequerird no mds de 2500 operaciones v-cl algoritmoe Ay podria requerir no mds -de
1 x 10%,

Existen dos anomalias con el sistema de evaluacion del tiempo de ejecucién de un

algoritino dado por la definicion 3.11.

1°) debemos tratar de obtener cotas polincmiales de prado menor; un algoritmo: poli-

. FES - B . -
nomial O(L*%) podria no ser de valor mds practico que el algoritmo As.

2°} las magnitudes de los coeficientes de las cotas polinomiales deben ser relativamentc

pequenas.

Sic; = 2%y ¢y = 1 entonces, ain cuando-el tiempo -de ejecucién -del algoritmo A,
se mererienta con L nmcho wds vdpido que en el algoritino A; desde mm punto de vista
préctico A; no es manejable para algin valor I 2 1, no ohstante el algoritino As es
manejable para valores pequcﬁos de L.

Afortunadamente, en la practica esto 1o suele ocurrir, es decir cuando se encuentra
algoritmos pelinomiales, esto son de grado menor ¥ con cotas polinomiales relativamente

pequenas.

Las razones por las cuales se insiste en la generacion de alporitmos polinonnales son
basicamente las sigwentes.

Las dos primeras son cmpiricas:

a) Hasta ahora, los algorimos polinomiales descubiertos tienen grado y coeficiente

razomables.
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b) Aun evando en los-casos-en gue €l primer algoritmo polinemial hallado no fue tan
eficierite coino s esperaba, la expericncia muestra que rapidamente surgiran para,
el migmo problema algoritmos progresivamente mejores. En el caso de la progra-
macién lineal el algoritmo polinonital de Kachvan no muy eficiente fue sucedido en
1984 por el de Karmarkar, que es tambien polinomial aparentemente comparable

en eficicneia con el simplex en los problemas reales.
Lia tercera razon cs de indolce tedrica, y mas importante.

¢) Los algortimos polinomiales poseen clertas propiedades de “cerradura” que hacen
posible el tratamiento matematico. Esto no ocurre con cualquier otro tipe de
alporitmo sobre los cuales probablemente no sea posible -probear nimgiin teorema,

iriteresante.

d) finalmente, los casos de algoritmos exponenciales exitosos son escasos (uno de cllos
lo constituye el algoritino simplex de programacién lineal al que haremos referencia

més adelante)

3.3 Anslisis en el peor caso y en el caso promedio

Comio s observo en la seceion 3.2 el estudio de los algoritinos polinomiales es un objetive
bésico de la teoria de compiejidad computacional. En general, se asocia a los algoritmos
polinomiales con una clase de problemas “elicientemente resueltos”, es decir, se cousidera
que los algoritmos polinomiales son eficientes v los no polinomiales son ineficientes.

La teorifa de complgidad caracteriza la eficiencia de un algoritmo midiendo el fiempoe
necesario para ejecutar el algoritino como una funcidn del tamaino de la concretizacidn,
que &l computador necesita para la ejecucidn del algoritino.

Para el estudio de la complsjidad se pueden distinguir dos enfoques distintos: un
analisis en el peor caso y un andlisis en cl caso promedio. En esta seccidn estudiarermos

brevemente ambos enfoques.
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2.3.1 Analisis en el peor caso

95}

ca X un problema de-optimizacidn determinado y 7 el conjunte de sus concretizaciones.

o

ca 2 {L) el subconjunto de Z formado por las concretizaciones de 7 de tarnafio L y vonr

Z; (L) denotamos a un clemento cualquiera de este conjunto. Sea T (L) el tiempo de

djecucion del algoritmo para ¢l elemento Z; (L) € Z (L). "Tenemos la siguiente definicién:

Definicidn 3.13: {Comportamiento en el peor caso).
bl comporiamiento en el peor case es definide como el maxime tiempo requerido por

A pAF

cualquier eoncrefizacidn posible, es deeir:

T{Ly:=m

=22
&
——
e
——
b~
e
e
i
M
Gy
\—\,—’

T (L) se lamara el tiempo de ejecucién para ur X, concretizacionesde tamane L, Le,
para coucretizactones en Z (1), Se debe Teconocer en s defimicidn del tempo de ojecnsidn,
reside 1a mayor dehilidad de la teoria de conplejidad, por que T{L) es la medida mdas

pesimista posible para el ticmpo de ¢jecucidén.

3.3.2 Andlisis en el caso promedio

L\q s
—

Sea, X un problema de optimizacién y 2 el conjunto de sus concretizaciones. Sea Z {1)
el subconjunto de Z formadoe por las concretivaciones de Z de temano L y con Z; (L)
denotamos & un elemeto cualguicra de este conjunto. Sea P -(Zj (L)) {a probabilidad

de que 2’} (L) ocurra, y sea f} (L) el tlempo de gjecucién del algoritme para cl elemento

Z; (L) € Z (L) tenemos 1a siguiente definicién:

Definicitn 3.14: (Comportamiento en el caso promedio A{L))

El comportamiento.cn el easo premedio A(L) cs definido como el tiempo requerido

por todas las concretizacicnes de X, es decir:

AL =3 P(ZO) W
JEJ



Sin embargo cabe mencionar que esba cantidad es-dificil -de caleular para muchos
provienas de optitiizacion.
3» >3 % A :i“ hd 3 A p,.‘g.' . a R
2.2 ANANSIS €11 €1 PeOY Casgo VS, ANAIISIS €11 €1 CAasO Droinedlio

En el analisis del peor caso, se debe estudiar la concretizacién mds desfavorable para su

desempeno de modo que se asegure que, para cualquier oncretizacién del problema, el

tiempo de ejecucién estd acotado por alguna funcién de su tamafio. Sin embargo, estas
concretizaciones son de rara ocurrencia v no son representativas de una concretizacidn

tipica del problema. Es decir que en este tipo de andlisis no es posible dar una imagen
real de coando un gran porcerdaje de concretizaciones de tn tamnatio dado puede
rapidamente resuelto y sélo un porcentaje pequeno requiere de considerablemente mas
tiempo. En estas situaciones, serian preferibles medidas tales como el andlisis en el caso
promedio.

Pere medidas que requieren una distribucién de -pssibili&des «de las concretizaciones,

)
1

parecen ser més dificile

ser mds dificiles de analizar, ya que elegir la distribucién de posibilidades y medir
la probabilidad de ocurrencia de las diversas concretizaciones no es facil de hacer.

La funcién de distribucién de probabilidad, estd determinada por la experiencia y/o
informacién especial acerca del problema concreto que se estd estudiando.

Ademds el anslisis del caso promedio casualmente es complicado v son necesarias

simplificaciones y suposiciones para facilitar el andlisis v ¢l fratamiento n

135

cenmaTtarmianto el oloeaidaa s oen anamaan sl oy wmalanidn o gire coreietioa ereeroas o da
COMIpPpOruaiiiacive Gt ai GUTILIT 1 Projmeias, O i ICIaliUii o bud COLICITUIZAGT. o 11l
tipicas

A WU - Al omidanns . | e e P
3.4 Cﬁu 1EjiGat FIAGOTiLIiica: i Ca ac }c"&

programacion lineal

En esta seccidén discutivemos brevemente la performance del algoritmo simplex en el peor

de gue el algoritmo

ey S { comine ol cnmam P LN gt marddaan fasnien ol haslo
Cas0, a8t COmo €i CaS0 Promedin; USsiacaiiGose talnsicit € hecho
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simplex no es polinomial.

Cuando Dantzig presento por primera vez el algoritmo simple, la reaccién intuitiva
de la comunidad de investigadores fue que este algoritmo no iba a demostrar ser muy
eficiente. Por su naturalcza, €l método simplex se desliza, sobre [as anstas de un poliedro v
no por el interior del poliedro. De hecho, ocastonalmente en la prictica se observa que este
método opera de manera eficiente, para casi todos los problemas practicos, empiricamente
se ha observado que este método ileva a cabo, aproximadamente, %ﬂ theraciones, y raras
veces mds de 3m rteraciones, en donde m es el ndmero de restriccioues del problena.

Puesto gue el algoritino estd efectivainente atrapado en el aspecto potencialmente

combinatonio de los ( ) vértices que el algoritmo puede recorrer posiblemente come:
m

(n)_ 7! _('n,) 72— 1 n—2 n—(m—1) >(E)m
m/  nl (rn — me)! T \m/ \m—1 m— 2 m—{m—1) “\m

En efecto, cada factor es de la forma

n—1q .
ot O0<<etm— L
4
Como
n—i 7
- > —; i=0,1,..,n— 1,
m-—4 m

entonces tenemos

(n)_ n! _Tﬁ n—1 >(n)m
m _nf(n—m)!__om—i/ .

72 RS
()= (@) >
Tre i

Lueso el algoritmo simplex seria un algoritmo polinomial (St el ndmero de iteraciones

S1in 2 2m, entonces

fuera siempre del orden de O () ) 6 un algoritino exponencial (si el ndmero de iteraciones
7

fuera algunas veces y 1 2 2m).
m
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3.4.1 Comportamiento en el peor caso

Aunque el nimero de puntos extremos del conjunto factible puede crecer exponencial-
mente con respecto al mimero de variables y restricciones, se ha observado en la prdctica
que cl método simplex tiene solamente ({1} pivotes para alcanzar una solucién éptima.
Sin embargo, desafortunadamente, esta observacidn practica no es clerta para todo pro-
blenma de programacion lineal. A continuacién describiremos una famiha de problemas
para los cuales se requiere un mimoro exponencial de pivotes.

Debemnos tener en cuenta que para los problemas no degencrados (Ver [11] ) el método
simplex se mueve siempre de un vértice a otro vértice adyacente, en cada instante se

mejora el valor de la funcién costo { Ver {11] ).

Alora describimos un poliedro que tiene un mimero exponencial de vértices, elegimos
ir de un vértice a otro adyacente de manera que se tenga un menor costo. Establecido
el poliedro, entonces el método simplex (mediante una regla de pivoteamiento que busca,

esta trayectoria} necesita un nimero exponencial de pivotes.

Consideremos el siguiente cubo en B™; definido por las siguientes restriceiones
0<z:; <1, e=1,..,n.

Este cubo tiene 2" vértices (para cada 7, podemos elegir cualquicra de las dos restric-
ciones 0 < z; 6 x; < 1, la que este activa). Ademsds, existe una trayectoria que recoire
siempre todo cl contorno del cubo v que Hega a cada vértice exactamente una vez; lla-
maremnos a esta trayectoria, frayectorie extendidn. Esta puede ser consiruida scgiin el

proceso Hustrado en la figura 3.1.



B >x

X,

@ 1 (b) ‘
Figura 3.1.

(a) Una trayectoria extendida (b) Una trayectoria extendida

p, en el cubo de dimensidn 2. ' p, en el cubo de dimension 3.

Ahora intreduciremos la funcién costo - z,,. La mitad de los vértices del cubo tienen
costo cero v la otra mitad tiene un costo de —1. Por lo tanto, el costo no puede decrecer
estrictamente para cada traslacién a lo largo de la trayectoria extendida.

Si elegimos algtin € € (0, —21-) y consideramos las perturbaciones del cubo definido por

las restricciones,

e< o <1, (3.1

ET; 1 < z; < 1-— ET;_1, 7 = 2, ey T2, (32)

Entonces podemos verificar que la funcién costo decrece estrictamente para cada
traslacién a lo largo de la trayectoria extendida adecuadamente elegida. Si empezamos
el método simplex en el primer vértice de la trayectoria extendida y si nuestra regla
de pivoteamiento nos lleva siempre al siguiente vértice sobre la trayectoria, entonces el

método simplex requiere 2" — 1 pivotes, el siguiente teorema establece esto.



Teorema 3.4.- Consideremos el siguiente problema de programacién lineal

minimizar —,
s.a.
e<r < 17

Exiq <z < 1-— ETi—1, 1= 2, ceey T2,

donde € € (O, l\ .
2)
Entonces:
(a) El conjunto factible tiene 2" vértices.
(b) Los vértices pueden ordenarse de manera que sean adyacentes y un vértice tiene un
costo menor que el vértice anterior.
(c) Existe una regla de pivoteamiento en la cual el método simplex requiere 2" —1 cambios

de base antes de terminar.

Prueba: Ver [12].

o]
<V
Jewceat

]}
5
(;;.
@
62!
oz

3.5 Comportamiento de
caso promedio

A continuacién presentaremos, brevemente algunos resultados acerca del comportamiento
del algoritmo simplex en el caso promedio y que, en cierto modo, validan su efectividad
en la practica.

La evidencia empf{rica mostraba que un problema de programacién lineal con n varia-
bles v m restricciones, requeria entre m y 3 iteraciones para ser resuelto con el algoritmo
simplex. Este mimero de iteraciones era considerado lo suficientemente bajo para hacer
del algoritmo simplex, un algoritmo eficiente y efectivo.

Atin los ejemplos pesimistas de Klee y Minty, no lograron opacar el entusiasmo por el

A

algoritmo simplex. Sin embargo, estudiar el comportamiento del algoritmo simplex en el
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caso promedio es dificil, ¥ los resultados obtenidos son mfluenciados por la accesibilidad
y tratabilidad de los instrumentos matematicos apropiados.
En esta seccién asumiremos que los problemas de programacion lineal estdn cn la

formas:
maximizar ¢z
sujeto a

Ar £ b,

donde A4 ¢ R™*". La fila i-esima de A es denotada por af. Asumiremos tambien que
un punto inicial factible zy, es dado (para clertos resultados el vector b es escopido eomo
b=ec=(1,..1)7 y asi 20 ser4 automaticamente factible para estos preblemas),

Pl 1 1l -

que, $H Profmcaio, G

Ch

Bl primer teorema que demostr

un ntmero de iteraciones que es polinomial en m y n fue descubicrio por Boreward ot
Y P

il
[

1982. Su teorema es presentado a couliiuacidn sin prueba. Este teoreins asume que
los coeficientes en el problema de programacién lineal son escogidos alcatoriamente en
R* —{0}. El vecter del lado derecho b, del problema de programacién lineal considerado
en el teorema no es aleatorio; es el vector e = (1, ..., l)T . Notese que no hay restricciones

de no nepatividad sobre las variables, cs decir no se pide que z = 0.
Teorema 3.5: Consideramos un problema de programacién lineal de la forma

maximizar o &
sujeto a

Az < e.

donde ¢ ¥ ay, ..., Gy, las columnas de A, son cscogidas aleatoriamente y estdAn uniforme-
mente distribuidos en R"* — {0}. Si el algoritme Simplex es aplicado a este problema, el
eraciones estd acotado por:

mirnero esperado de

1
17n mn—1 B
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Prueba: ver [11]

Este resultado establece el comportamiento polinomial en el caso promedio del algo-
ritino simplex, pero la cota obtenida 1o correspondia a la observada en la préctica, esto
es, entre m y 3m iteraciones.

Un resultado con una conclusién mds satisfactoria fue obtenido independienteinente
por Haimovich y Adler cn 1983, Ellos usan una forms del problema de programacion

lincal diferente a Borwardt. (el lade derecho b es ahora también aleatorio).
Teorema 3.6: Consideremos un problema de programacion lineal de la formas:

maximizar clz

sujeto a

Ar < b,

donde ¢, b ¥ los coeficientes de A son escogidos aleatoriamente. Si el algoritmo simplex es

aplicado a este problema, entonces el miimero esperado de iteraciones estd acotado por:

m—rn+2
n{-——=12
n+1 =

Prueba: Ver [11]

3.6 Un teocrema general de complejidad para los
algoritmos de trayectoria central

A continuacién estableceremnos un teorema que nos da un resultado general de compleji-

dad para los algoritmos de trayectoria central.

Teorema 3.7: Sea ¢ € (0,1). Supongamos que nuestro algoritmo genere una sucesién
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de iteraciones que satisfaga
0
Hit1 < (l - ﬁ)#‘k: k= 07 17 27 (33)

para alguna constante positiva § y w. Sunpogamos tambien que el punto de partida

(2%, u°, s%) satisface

1
po < o (3.4)

para alguna constante positiva k. Entonces existe un indice K con
K = O(n” |logel),

tal que
wr < e, para todo k > K.

Prueba:

Aplicando logaritmo a ambos miembros en (3.3), tenemos:

6
log pt1 < log(1l — n—w) + log pix;,
usando nuevamente logaritmo y (3.4), se tiene
6 ) 1
log py, < klog(l — HE) + log o < klog(l — E‘;) + klog >
al calcular la funcién logaritmo
log(1+ ) < 3, para todo > —1

tenemos que:
-0

n’Lb'

1
log 1, < k( )+k10§§ga
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por lo tanto, el criterio de convergencia py, < e se satisface al tener
=) 1
k(—) + klog— <loge.
(—) +klog— <log

Esta inecuacién se cumple para toda k que satisface

1

s
&

kZK:ﬂ+M%hg

asi la prueba queda completa.g

Luego hemos observado en el teorema 3.7 que si la reduccién en 1+ para cada itera~
cién depende de la dimensién 7 en una trayectoria determinada, y si ademds la medida
de la dualidad'inicial no es demasiada larga, entonces el algoritmo tiene complejidad
polinomial.

Esto nos serd de mucha utilidad al analizar la complejidad de los algoritmos de tra-

yectoria central en el capitulo siguiente.
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Capitulo 4

ALGORITMOS DE
TRAYECTORIA CENTRAL

En este capitulo, que constituye el capitulo central de nuestro trabajo de tésis, presenta-
mos una familia de algoritmos conocidos en la literatura de la optimizacién lineal como
algoritmos basados en la trayectoria central o de manera abreviada como algoritmos de
trayectoria central.

En la seccién 4.1 de éste capitulo comentaremos sobre la existencia y unicidad de
la trayectoria central, asi como analizaremos una medida de proximidad entre dicha
trayectoria central y puntos generados por los algoritmos de trayectoria central. En la
seccidn 4.2 estudiaremos una variante de dicho esquema algorftmice conocida como de
pasos cortos. En la seccién 4.3 describiremos también una variante Hamada algoritmo
predictor - corrector. En la seccién 4.4 describiremos otra variante de dicho algoritmo
llamada de pasos largos; v finalmente en la seccién 4.5 analizaremos el algoritmo de
trayectoria central no factible que se caracteriza, entre otras cosas, por no requerir de un

punto inicial (estrictamente factible).
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4.1  Algoritmos de trayectoria central

En el capitulo 2 seccién 2.1, bajo la condicién de que F es compacto mostramos que
para algin p > 0, el problema (2.3) tenia una tinica solucién éptima sobre 70, Ademés,
cuando se tiende a cero, la curva formada por toda la minimizacién es continna en 1 y
converge a la tnica solucién z* del problema (2.1).

Ahora en el caso de que el conjunto F no sea compacto nos definiremos un R,

llamado “conjunto de nivel factible™, como sigue:
Ry = {w €R" [ Az = b 220, f(z, 1) < f(a,m)},

y queda demostrado que R, es compacto, ver [13]; es asi que se tiene que el problema
de optimizacién
minimizar  f(z, u)
sujeto a

zeER,

tiene una solucién (z,, u,, s,). En vista de la real definicién del conjunto R, se deduce

que éste vector también es solucién del problema de barrera primal (2.3), ver [13].

En éste capitulo estudiaremos los algoritmos de trayectoria central que se caracteri-
zan por seguir esta trayectoria en la direccién en que p decrece. Los algoritmos siguen

la trayectoria en el sentido en que para cada una de sus iteraciones son generados pun-

e}

tos (zF,u¥ ¥} que no necesariamente pertenccen a la trayectoria, pero que se localizan

préximos a ella. Estos puntos son estrictamente positivos y satisfacen las dos primeras
ecuaciones de { 2.11), en cuanto a la tercera ecuacién, no necesariamente es satisfecha

de manera exacta. Siendo asi, que para medir la proximidad entre tales puntos y la

trayectoria central damos la siguiente definicidn.
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Definicién 4.1: Dados (2,u,s) € £° y p > 0, la proximidad entre los puntos (z,u, s) y

(), 1y, 8,) es medida por:

8z, s, p2) 1= ﬁ [XSe — pell (4.1)

Los métodos de trayectoria central generan una sucesién de puntos que sc situan
en una vecindad de la trayectoria caracterizada por 8. Dado o € (0, 1), definimos esta

vecindad como:

N(a) = U {(z,u,8) € L0/ b(z,s,p) < a} (4.2)

12E{0,00}
Notemos que dado en punto (z,u, 3) en la trayectoria central, la relacién X Se = ue
es satisfecha para algiin p > 0, y, consecuentemente, z75 = nyu. Esta'igua,ldad indica la
relacién entre los puntos de la trayectoria v de la brecha de dualidad asociado a ellas. Una

relacién andloga también puede ser obtenida para puntos pertenecientes a la vecindad

AN{a). Para estos puntos, la brecha de dualidad dado por z7's se relaciona con & por la
cxpresidin:

775 < (n+ 8(a, 5, m)/m)p (4.3)

Para verificar ésta expresién basta multiplicar por e’, a la relacién _,u_ =e+/j,

donde |7 = §(z, 3, 12), ¥ aplicer la desigualdad de Canchy - Schwartz. La importancia
de esta relacion ests en el hecho de que elia nos dé un buen eriterio de parada para los

algorifinos.

A continuacién presentaremos un método que nos permite inicializar el algoritmo
de trayectoria central que encnentra una solucién e— Optima después de un ndmero

polinomial de iteraciones sin usar nimeros muy grandes (g™ constante).



4.1.1 Meétodos Autoduales

Consideremos el siguiente problema de programacién lineal

minimizar ¢z
sujeto a

Ax = b,
z>0

?

y su respectivo dual
maximizar bTu
sujeto a
ATu+s=c,
s > 0.
Dado un punto inicial posiblemente factible (z°, 4%, 5%) con z° > 0 y 8% > 0, conside-

remos ¢l problema:

minimizar  ((2°)7s% + 1)0

sujeto a
Az —br +b0 =0
— ATy der —d—-5 =0 » Pa_p
by —cl'x +z0 -k =0
P u+tr—Fr = —((z%7Ts + 1)

x>0, 720, s>0; k>0,

donde:
5:b—A:EO;Ezc—ATuo——sO;Ez_'T:BO-{—l—bTuO
P4_p (problema auto - dual).

Vemos que el problema lineal es auto - dual, quiere decir, su dual es equivalente
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consigo mismo. Notemos que
r ] {0 0 0
(z,u,8,7,0,k)= (2°,u,8",1,1,1},

es ina solucion factible interior del problema P,_p. Puesto que tanto su problema primal
y su dual son problemas factibles, estos tienen soluciones éptimas. Puesto que el dual es
equivalente al primnal, el valor éptimo de Pa_p es cero.

Establecemos que el algoritino de trayectoria central encucntra una solucién éptima

(z*, u*, s*, 7,6, k*) que satisface

=0, r*+s* >0, 7™+ E* >0,
(s z* =0, Tk =0,

tal solucidn satisface la condicién conocida como la complementariedad estricta ver [12].
Ahora tenemos el siguiente resultado:

Corolaric 4.1: Sea (z*,u* s* 7%, 8% £*) upna solucién Sptima del problema Ps_p que

satistace las signientes condiciones:

=0, z+s >0, T+ k¥ >0,
(s*Y(z*) =0, T°k* = 0.

P

a} El problema (2.1) tiene una solncién dptima ai y sélo sf 7% > 0. En este caso — es
T

'U,*

o
una solucién éptima del problema (2.1) v (F’ %) es una solucién éptima del problema
(2.2).

15} El problema (2.1} no tienc una solucién éptima si y sélo si k* > 0. En este caso, st
¢’'z* < 0, entonces el problema primal {2.1) es no acotado y el problema dual (2.2) es
no factible; s —bTu* < 0, entonces el problema dual (2.2) es no acotado y el problema

yrimal (2.1) es no factible; si eZz* < 0 v —bTu* < 0, entonces tanto el problema (2.1
p bl N

como el problema (2.2} son no factibles.
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Usando este corolario se tiene que el algoritmo de trayectoria central aplicado al
problema P,_p, inicializado con la siguiente solucién interior (22, 47, %, 1, 1, 1), soluciona
adecuadamente los problemas de programacion lineal (2.1) y (2.2), esto tiene algunas

ventajas:

1°) Esto resuclve, problemas de programacion lineal sin la necesidad de asumir la exis-

tencia de soluciones factibles, interiores factibles 6 soluciones éptimas.
2°) Esto puede empezar en algima solucién factible 6 no.

3°) Sus exigencias computacionales por iteracién son comparables con otros métodos

de trayectoria central.

4°) Esto encuentra una solucién e— dptima en tiempo polinomial usando alguna “big

M™ constante.

4.2 El algoritmo de trayectoria central de paso
Ccortos

A continuacién presentaremos algoritmos que generan puntos stempre en la vecindad
N (o). Estos algoritmos, llamados algoritmos de trayectoria central de pasos cortos, adop-
tan valores préximos a 1 para 7. De ésta forma, ahora tomamos el paso (Az, Au, As) a
partir de un punto en A {«a), el nueve punto alcanzado también pertenecerd a la vecindad.

Para entender el comportamiento del algoritmo de trayectoria central de pasos cortos,
debemnos observar que, si a cada iteracién, cl pnnto de partida estd en N(a), entonees
el punto (z, 4, 8) estd proximo al pmnto de la trayectoria central {2, 1, 5,). Ahora to-
mamos el valor de 7 préximo a 1, tenemos 74 == u y, por tauto, {(z,u, s} también estard
proximo a Ty, Ury, S7u). Esa proximidad garantiza que la direccion de Newton (2.21)

sca, una bucna aproximacién para la direccién que apunta hacia la trayectoria central vy,
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consccuentemente, que el nuevo punto obtenido pertenezca también a la proximidad de
la trayectoria definida por A{a).

Una vez garantizada que todas las iteraciones del algoritmo pertenecen a A (oz), con-
cluimos que para cada iteracidn, se generan soliciones viables para los problemas primal
y Dual, cuya brecha de dualidad puede ser estimada por (4.3).

A continuacién presentamos el algoritimo primal - dual de trayectoria central de pasos
cortos que fue inftroducido por Kojima, Mizumo e Yoshise y Mounteiro v Adler inde-
pendientemente. El andlisis de complejidad presentado a continuacién se obtiene del
segundo grupo de autores. En este analisis verificamos que la complejidad del algoritmo

1 . .. . :
es de v/nlog o donde ¢ mide la precisién de la solucién obtenida.

Algoritmo 4.2: {trayectoria central de pasos cortos)

1
Dados: e >0, a=04,7=1— %, (2%, v, 8") € N(o);

k=0,
Repita,
N
2Rk
hacemos 7, =7, g = :
n

Calcule la direccién de Newton (2.21), osea resuctva el sistema

0 A" T Ax® 0
A 0 0 Aub | = 0 )
S 0 Xk Ash Teiike — X 5S%e
Hacemos
(2, b Y = (2, ub, %) + (Ag®, Ak, Ask),
k=k+1,
Hasta que
e << E.
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X328,

/ trayectoria
J central

0 iteraciones

N -

—B X8,

Figura 4.1: iteraciones del algoritmo de pasos cortos graficado en el plano (xs).

En el lema 4.2 verificamos que la medida de la brecha de dualidad, p, es reducida de

forma lineal para cada iteracién del algoritmo de trayectoria central de pasos cortos. Este

resultado es fundamental para que comprobemos la complejidad polinomial del algoritmo.

Fl resultado del siguiente lema serd utilizado en su demostracién.

Lema 4.1: La direccién (Az, Au, As) definida por (2.21) satisface la siguiente ecuacién:

AzTAs = 0.

Prueba:

De las dos primeras ecuaciones de (2.21) tenemos:

ATAy = —As,
—ATAu = As



AAz = 0.
Por lo tanto,
Az"As = AzT(-ATAw), -

= —(AAz)TAu,
P 0_

Lema 4.2: Sea (z,u,s) € N(a), (Az, Au,As) el paso de Newton dado por (2.21),
P
(z,4,3) == (z,u,s) + o(Ax, Au,As), para o € [0,1] y i := 2 Entonces
n

fi= (- o(l- ). (4.4)

Prueba:

ng = Z's, (4.5)
= (z+0Az)T(s+ 0As),
= zls+ oAzTs+ ozTAs + o> AzT As,

= 2¥s4 o(A2Ts + 2T As),

donde en la dltima igualdad se utiliza el resultado del lema anterior.

De la tltima ecuacién de (2.21), tenemos:

SAz + XAs = Tue — X Se. (4.6)

Multiplicando esta expresién por e’ y observando que pe’e = pn, tenemos:
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sTAz 4+ 2" As = mnp — 275 = (1 — D)np. (4.7)

De (4.4) y (4.7), tenemos que:

np = (1—o(l —7))np.
Finalmente, dividimos esta dltima ecuacién por n, y obtenemos el resultado del
lema.®

Con éste resultado que se ha obtenido, comprobamos la reduccién lineal del pardime-
tro pu, siempre que un paso sea dado en la direccién de Newton. Esta reduccién es
proporcional al tamaiio de paso, el cual es medido por el pardmetro o € [0, 1]. En el caso
particular del algoritmo de trayectoria central de pasos cortos, un paso unitario es dao
en la direccién de Newton para cada iteracién. En este caso, al sustituir el valor ¢ = 1 en
el resultado del lema 4.2, verificamos facilmente que la reduccién del pardmetro p, para

cada iteracién del algoritmo, es dada por:

= TH. (4.8)
Teorema 4.1: Supongamos que (20, % po) € N(a) y

1
< — 4:.9
para alguna constante positiva 3.

1
Entonces, el algoritmo de trayectoria central de pasos cortos para en O(y/nlog g)

iteraciones.
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Prueba:

Utilizando la expresién (4.8) y el valor de 7 en el algoritmo, tenemos:

1

e = (1 ﬁ)]—ﬂk—];
1
= (- ﬁ) Ho.

De esta manera, el algoritmo para cuando & cs tal que

(1 — jﬁ)kﬂn < €.

Aplicando la funcién logaritmo a esta relacién, tenemos

L

klog(l —
og( Tn

)+ log 1o < loge.

Considerande (4.9), observamos que ésta dltima desigualdad de satisface si

L

1 :
log— < 1
\/Jﬁ)_'_ﬁogg oge,

klog(l —
como log (1l +4) < v, para todo v > —1, esta ultima desigualdad se cumple st

1
—k < logs—ﬂlog—&:,

=5

0, equivalentemente
1 1
—k— < —(1 log —.
N (1+5)log -

El criterio de couvergencia del algoritmo, uy << &, se satisface entonces st

60



1
k> vn(143) 1Og'&:-l

Una vez demostrada la complejidad polinomial del algoritino, nos queda verificar
que al tomarse un pago en la direccién de Newton (2.21), a partir de un punto dado
{x, %, 8) € M(a), la nueva iteracién (z,u,s) + (Az, Au, As) serd también un punto
perteneciente a N (o).

A continuacién formalizaremos una cota superior para la norma {AXASel]. Esta
cota constituye una parte irportante para éste andlisis. Para entender tal importancia,
debemos recordar que para cada itcracién del algoritmo, partimos de un punto (z,u, s)
y calculamos una aproximacién para el paso que nos llevaria al punto {2,,%,,s,) de
la trayectoria central. Esta aproximacion queda establecida por la linealizacion de la
tercera ecuacion de (2.12), la cual da origen al paso de Newton (2.21). Al realizar esta
linealizacién, el término AXASe es justamente el término descado. Consecuentemente,
la eficiencia del paso de Newton estard asociada al tamafio de su norma. Al acotar la
norma garantizamos que la aproximacion dada por el paso de Newton, nos lleva a un
punto proximo a la trayectoria central, donde ésta aproximidad es medida por la vecindad
Nia).

El siguiente lema formaliza ésta idea.

Lema 4.3: Sea (z,u,s) ¢ N(a}; (£,%,3) = (z,u,8) + o(Az, Au, As) para o € {0,1],
-"-TN
donde (Az, Ay, As) es el paso de Newton dado por (2.21), v 1 = % Entonces

ll}?ge —jel| < (1 — olap -+ o |AXASe| .

Prueba:

IXSe —jie| = [[XSe+oSAXe+oXASe+a*AXASe — fic]
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= || XSe+ o(Tue — XSe) + e AXASe — Jie| (4.10)
= ||XSe+o(rpe — XSe) + c*AXASe — (1 — (1 — 7))pel| (4.11)
= ||(1 = 0)(XSe — pe) + > AXASe||

< (1—0)||XSe— pe|| + 6* [AXASe|

< (1—o)ap+o? |AXASe| (4.12)

donde (4.10) utiliza la tercera ecuacién de (2.21), (4.11) utiliza el resultado del lema 4.2
y (4.12) se obtiene del hecho que (z,u, s) € N(a).m

Ahora pasaremos a verificar que la medida ||AXASe|| es pequefia y suficiente para
garantizar que el punto (Z,%, 5) € N(a). Este resultado se demostrard en el teorema 4.4.
A continuacién presentaremos una serie de lemas que nos serviran para la demostracion

de dicho teorema.

Lema 4.4: Sea u,v € R” tales que uv = 0, entonces

S

V38

lUVell < = llu+ol.

Prueba:

Coﬁsideremos la igualdad’
1 .
i = 7((w + )" — (s = w)%),

ara todo i = 1, ..., p, tenemos:
K ? 7

Vel = > (ww)’

1 L 9 M2
= Tﬁ;((ui+vi) — (s —v:)7)
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< 55 D () (= wi)) (413)
< = (ot 0 + (s = )’ (14)

=1

1 4 4
= 1—16(Hu+'vll + lu =]
= E(2|1u+vll4) (4.15)

1 . .
= S(lu+ol?) (416)

donde:
(4.13) se verifica puesto que si tenemos que a, b > 0 entonces (a — b)? < a? + b?; (4.14)

utiliza la relacién

P n
Da s a),
i=1 =1

para a; > 0,7 =1,...,p, el cual es un caso particular de la desigualdad de Holder.
(4.15) se verifica porque u y v son ortogonales (u?v = 0), y por lo tanto |ju+v| =

llw — vl .a

Lema 4.5: Sea (z,u,s) € N(a) y (Az, Au, As), el paso de Newton dado por (2.21).

Entonces

a? +n(l—71)2
JAXASe]) < =T
V81 —-a)
Prueba:
Iniciamos la demostracién haciendo un cambio de escala en la tercera ecuacién de
(2.21), con la intencién de escribirla de forma mas conveniente.
—1/2

El cambio de escala se obtiene al multiplicar la ecuacién por la matriz (XS)

. . . . Z;
Considerando D, la matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son dados por , /S—
i
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para todo i = 1,...,n, osea, D = §~12X'/2 ¢] resultado de éste producto puede ser
escrito como
D'AX 4+ DAS = (X8) V2(—X Se + Tue) (4.17)

observando que AXAS = (DAX)(D7'AS) y utilizando (4.17) y los resultados de los

lemas 4.1 y 4.4, tenemos:

[AXASe| = ||(DAX)(DAS)e]|
< \/ig”DAXnLD“ASHQ

= \/ig H(XS)_l/Z(—XSe + ',r',ue)”2

1 i (—x5; + T)?
VB =1 Tisi

So(—zisi -+ Tw)?

=1

= R
_|IXSe — Tpel®
laxase] == r—tek, (4.18)

donde la tltima desigualdad se cumple porque (z, u, s)€ N ().

Consecuentemente, |2;3; — pl < ap, v 28, > (1 — a)p, para todo i =1, ..., n.

Ahora tenemos que:

1XSe—Tuel® = |(XSe— pe)+ (1 —7)uel?
= || XSe — pel® +2(1 — )peT (X Se — pe) + (1 — 7)2p2ele
= |IXSe — pel® + 2(1 — T)u(zTs — pn) + (1 — 7)2n
= || XSe- pel” + (L —7)*u’n
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| X Se — rpel® < o?u® + (1 — 7)%u2n, (4.19)
T

donde la dltima igualdad se cumple porgue g = ~$—S, v la dltima desigualdad se cuanple
n

porque (7,4, s) € N(a). Sustituyendo (4.19) en (4.18) obtenemos el resultado del lema.g

Lema 4.8: Sea (z,u,s) € N(a); (2,4,3) == (z,u,s5) + o(Az, Au As) para a C [0,1],
donde (Az, Au, As) es el paso de Newton dado por (2.21), y 12 : —.r— Entonees, consi-

derando que a y 7 toman valores dados cn el algoritmo 4.2, tenemos:

XSe— ﬁeH < ajlh.

Prueba:
Hj{'s‘e - ;fze“ < (1 - o)ap + o? |[AXASe] (4.20)
< (1 )ap + o Ty (4.21)
< (1 — o)ap +crap (4.22)
<(l1—eo+o7)ap (4.23)
= ojfi. (4.24)
donde:

(4.20) usa el resultado del lema 4.3,

(4.21) usa el resultado del lema 4.5,

(4.22) se puede verificar ficilmente cuando a y 7 toman los valores dados en el algo-
ritmo 4.2,

(4.23) se verifica porque o € [0,1] y

(4.24) utiliza el resultado del lema 4.2.g

Teorema 4.2: Sea (4, 8) € N{a); v (Az, Au, As), el paso de Newton dado por (2.21).
Entonces

(%,%,8) = (z,u, s) + 6(Az, Au, As) € N(a)

para todo o € [0,1].
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Prueba:

El resultado del lema 4.6 indica que 6(%, 3, i) < o. Luego nos queda solo demostrar
que (T, 35, i) ¢ L.

Las restricciones AT = by ATU + § = ¢ son fécilmente verificables ya que, de {2.21),
tenemos que AAz — 0y ATAu — As — 0, y flualmente, la no negatividad de 7 v
3 es garantizada al considerarse que si §(Z, 5, 1) < a, entonces |Z;5; — | < af, osea,
Z8; > (l—ao)p=0—-a}l -c(l ~7))u> 0, puesto que a, 0,7 € [0,1]. Por lo tanto,
(%, 3) > 0 para todo ¢ € [0, 1].a

4.3 Kl algoritmo predictor - corrector

En (2.21} definimos la direccién de Newton para 7 € {0, 1}. Observamos que cuando 7
toma los valores extremos (0 v 1, la direccidn de Newton es conccida respectivarmente
como direccién escala afin y direccidén de centralizacion.

La primera apunta aproximadamente para el dptimo de los problemas primal y dual,
pero al caminar en ella es probable que nos aproximemos de Manera rdpida a la frontera
del octaite no negativo. Realmente, si tomarmos un paso unitario en la diveccidn escala
afin a partir de un punto en AM{a), el nwevo punto puede que no satisfaga las restricciones
de no negatividad de las variables z y s. Por otro lado, si tomainos un paso unitario en la
direccién de centralizacion a partir de un punto en N{a), tenemos la garantia de que el
nuevo punto también pertenceerd a N(ev), osea, el serd viable y estard lejos de la frontera
del octante. En tanto, este paso mantiene aproximadamente constante a la brecha de

dualidad.
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En el algoritmo de trayectoria central de pasos cortos le dimos a 7 un valor menor que
1, caso contrario podria perder la garantia dada por la direccién de centralizacién. Osea,
continuamos exigiendo que al tomar un paso unitario en la direccién de Newton a partir
de un punto en N(a), el nuevo punto tambien pertenece a la vecindad. Esta exigencia
hace que el valor de 7 continue muy préximo a 1, y consecuentemente, la convergencia
del algoritimo en direccidn al Sptimo del problema sea, en general, lenta.

Mejores resultados se han obtenide en la préctica con la aplicacién del llarnado algo-
ritmo predictor - corrector. En éste algoritmo trabajamos con dos vecindades de trayec-
toria central definidas por (4.2) para dos diferentes valores de . Utilizaremos ety = 0.25 y
as = 0.5, de manera que la primera vecindad es un subconjunto de la segunda. Entonces

utilizaremos dos diferentes tipos de iteraciones, de la siguiente forma:

Iteraciones Impares: Constituyen el llamado paso corrector en el cual partimos de
un punto en N{ag) y tomamos un paso unitario en la direccién de centralizacién. Es
posible mostrar que el nuevo punto obtenido pertenece a N (). Este paso tiene como

objetivo entonces, centralizar.

Iteraciones pares: Constituyen el llamado paso predictor en el cual partimos de
un punto en N(a;) y caminamos en la mdxima direccién escala - afin, sin salirnos de
la. vecindad A{as) especialmente, partimos del punto (z,u,s) € M{ay) y tomamos el
nuevo punto (T,%,5) = (z,u,8) + o(Ax, Au, As), donde (Az, Au, As) es el paso de
Newton (2.14) calculado para 7 = 0 y ¢ € [0, 1] asumiendo el mayor valor para el cual
(Z,4,3) € N(az). Este paso tiene como objetivo, disminuir la brecha de dualidad.

El algoritmo predictor corrector mantiene la complejidad de O(y/nlog é) del algorit-

mo de trayectoria central de pasos cortos.

Algoritmo (4.3) predictor - corrector

Dadose >0,a=025 1=1— —1~, (29,40, s°) € N(0.25)
n
k=10,

i
Repita
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Hacemos
Xk" ' Sk

7

TR =Ty [ =
{paso predictor)
Hacemos

7; = 0 y hallamos una solucién {Az*, Au*, Ask) del sistema lineal

0 AT T A 0
A 0 0 Av* | = 0 ;
Sk 0 X* As* —XkGke

1
vaea T, =1 — — tal que:

Vn
(¥, uF, s*) + T(ALh, AF, AsF) € N(0.5)

Por otro lado (paso corrector)

Hacemos 73, = 1 y hallamos una solucién (Az", Au®, As*) del sistema lineal

0 A" I |] Ag 0

A O 0 Ajuk = 0

Sk 0 Xk As® —X*Ske + pre
Hacemos

Cas Ryt Sk+1) — (_,L,k, uF, Sk) + Tk(Axk, Ak, Agk)

k=k+1
hasta que
Lk < E,
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Figura 4.2 : iteraciones del algoritmo predictor corrector graficado en el plano (zs).

Nuestro andlisis del algoritmo predictor corrector es breve porque la mayor parte del
trabajq va se ha realizado en el andlisis del algoritmo de pasos cortos.

El comportamiento de cada paso predictor es descrito en el siguiente lema, el cual
halla una cota inferior sobre la longitud de sus pasos y por lo tanto una estimacién de la

reduccién en p.

Lema 4.7: supongamos que (z, 4, s) € NM{0.25) y sea (Az, Au, As) el paso de newton
calculado en (2.21) cuando 7 = 0. Entonces (Z, @, $) € N(0.5) para todo o € [0,7] donde

& = min (% <m) 1/2) : (4.25)

por lo tanto, el paso predictor tiene una longitud menor que 7 y el nuevo valor de i es

a lo més (1 — 7)u.
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Prueba:
De (4.12), tenemos

||5<’§e . ﬁe” < (1-0)|IXSe— pel| + 0? JAXASe]
L
< —_ — —_— .
< (1-0)||XSe— pe| + S AzASe| |AXASe| de (4.25),
1 1
< 4_1(1 —o)p+ m(l — o) puesto que (z, s,u) € N(0.25),
1 1 1
< Z(l —o)p+ Z(l — o) puesto que o < 5
< %ﬁ por (4.4), con 7= 0.

Por lo tanto, el punto (Z, u, §) satisface la condicién de proximidad para N(0.5).
Ahora para verificar que (Z, %, ) € Lo bastard revisar la prueba del teorema 4.2.g
El lema 4.5 puede usarse para hallar una cota inferior sobre @. Hacemos o = 0.25 y

7 = 0 en dicho lema, obteniendo

L S 2*2(1-0.25) _ 3v2 . 016
8|l AzASe| ~ 8((0.25)2 +n) 1+16n~ n’

puesto que n > 1.

Por lo tanto, de (4.25) tenemos

o win [ 1 0.16\ 2 0.4
mi—=,{ — = —.
= 2’\ n Vn

Dado que los pasos predictor son elegidos en incluso un fndice de iteraciones, esta
cota implica que

0.4
MEe+1 < (1 - %)Mk, k= O, 2,4, (426)

Los pasos corrector son descritos en el siguiente lema, el cual nos muestra que ellos

retornan a algun punto en N(0.5) al interior de la vecindad N (0.25) sin cambiar el valor
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de p.

Lema 4.8: supongamos que (z, u, s) € N(0.5) y sea (Az, Au, As) el paso de newton

calculado en (2.21) cuando ¢ = 1, entonces tenemos que
(551, ﬁl, gl) = (:B, U, S) + (A:E, Au, AS) S N(025),

By =
Prueba:
sustituyendo 7 = 1 en (4.4), obtenemos inmediatamente que f; = p (de hecho, i = p
para todo o € [0, 1]).

Ahora combinando (4.12) y el lema 4.5 tenemos

(4.27)

HX‘§€ - ﬁe“ < (1 -o)ap+a” [M] |

V8(1—a)

sustituyendo @ = 0.5, ¢ = 1 y 7 = 1 en (4.27) encontramos que

por lo tanto, (Z1, Uy, 31) satisface las condiciones de proximidad para N (0.25). Finalmente
para completar la prueba sera suficiente verificar que (Z1, U3, 31) es estrictamente factible
también, pero esta prueba es idéntica a la prueba desarrollada en el teorema 4.2 de esta

tésis.m

Como podemos ver de este lema las iteraciones corrector parten del valor de la medida
dual p inalterable. Asi también, ya que las iteraciones predictor logran una reduccién
sustancial en 1(4.26), puede probarse que se obtiene la misma clase de complejidad

polinomial como para los algoritmos de pasos cortos.

Teorema 4.3: Dado € > 0, supéngase que el punto inicial (z°, 4%, s°) € N(0.25) en el
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algoritmo predictor corrector tenemos

1
<
0=
H Y
1 ;o ( 1\
para algin constaiite positiva k. Enfonces existe un indice X con K = O \ nlog— ) tal
£
\ /
que
Ur < g, para todo k& > K.
Prueba:

Combinando (4.26) con el lema 4.8, tenemos

Wt

Mpie = U < 1——)Nf.: =0,2,4,.

por lo tanto, la reduccién exigida (3.3) del teorema 3.7 es casi satisfecha cuando hace-
mos § = 0.4 y w = 0.5, excepto que la reduccidn en g ocurre sobre mn intervalo de dos
iteraciones, en lugar de exactamente una. Pero la prueba del teorema 3.7 puade adap-

tarse fdcihnente usando esta condicion poco diferentc en p siu afectar la conclusién del

teorema. g

4.4 El algoritmo de trayectoria central de pasocs
largos

e la norma euclidisna on la definicidn de & on (4.1) restringe bastante
1 conjunto de puntos que pertenecen a ia vecidad NM{a). De la misma forma para los
valores de o préximos a 1, el conjunto de puitos en £9 es bastanie mayor que e conjunto
de puntoe en A{a). Como resultado, los algoritmos que permanczean siempre en esta
vecindad, pueden caminar poco en cada iteracién en direccién al éptimo.

Algimos algoritmos practicos utilizan otras normas para definir vecindades de la tra-
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yectoria central mucho més grandes. Las dos vecindades mas interesantes son:

Nl = | {(mu,8) € L] 8oz, 5,18y <},

pE (0,00}

donde
1

500(Iﬂ 5, H’) = ; “XS@ - ,ueHm ’

b
Nealv)i= J @) € L0) 6 clm s, p) <},

pE{0, 50}

donde
, 1 o 1 o
S-anl 5, 1) = 3, 108 = e, (423)

y dado v € R™, tenemos por definicion que {jvfl__, < § si y solamente si v; > —3 para
todoi=1,..,n.

Observamos facilmente que para un v dado estas dos vecindades contienen un ntimero
de puntos viables de los problemas primal y dual considerablemente mayor que AN ().
La vecindad N_q{7y), en particular, se a de £2 a medida que v tiende
a l.

Los algoritmos de trayectoria central de pasos largos utilizan estas vecindades mucho

mas grandes. En ellas, el pardimetro 7 recibe un valor menor del que habia recibido en

el algoritino de trayectoria central de pasos cortos, por lo tanto el decrecimicnto de la

rdpido. Ahora tomamos un valor pequelio para T, aunque no garantizamos que el punto
resultante de un paso unitario en la direccién de Newton (2.21) continue perteneciendo
a la veaindad de la trayectoria. Kn este caso, utihzamos un procediomento parecido al

descrito en el paso predictor del algoritmo predictor - corrector, en el cual realizamos una,
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busqueda hineal que establece el mayor paso permitido en la direccién de Newton, para
que el nuevo punto aleanzado permanezca en la vecindad. Log algoritmos de trayectoria
central de pasos largos tienen una mayor porfomance cn la préctica guc los algoritmos
i | g

de pasos cortos.

Su complejidad aumenta para O(n log =) iteraciones.
£

Algoritmo 4.4 (trayectoria central de pases largos)
Dados 7, Tmin, Tmax €0 ¥ € (0,1), 0 < Ty < T < 1, ¥ {20, &P, 8°) € J\f—m {(v)
k=0,
Hepita
| elegimos
Tt € [Tinius Tenax]

hallamos una solucién {Az®, Au®, As*) del sistema lineal

0o 4T 1 |lazr] o
A 0 0 Auf | =10 )
S0 X* Ash Teige — X55Fe

elegimos ¢}, como el valor mas prande de o en {0, 1] tal que

@, &, ) € N ).

Hacemos
B+l k4l kL1 ok o~k o~k
(:E y U y 8 )* tzk! uk: Sk
k=k+1
liasta que
e < E.
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trayectoria
central

2 iteraciones

Figura 4.8: Iteraciones del algoritmo de pasos largos graficado en el plano (zs).

)

La tipica conducta del algoritmo es ilustrada en la figura 4.3 como muestra la figura
obre el pardmetro central

(hecho que se confirmard en el andlisis) la cota mfnima 7min s
garantiza que cada biisqueda de direccién empieza a desplazarse fuera de la frontera de

N_oo(7) v dentro del interior de su vecindad.

Fl lema 4.9 y el teorema 4.4 nos muestran una cota inferior sobre o y una corres-
pondiente estimacién de la reduccién en y para cada iteracién. El teorema
el usual resultado de complejidad poli ial ‘

i (z,%,5) € N ol7), entonces

!

)
g
@
wn

IAXASe| < 27%2(1 + 1/7)np.

Prueba:
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Como en la prueba del lema 4.5, tenemos que
IAXASe|| < 2732{|(XS)~Y2(— X Se -+ rpe)||”

desarrollando, el cuadrado de la norma euclidiana y usando las siguientes relaciones

T

7Ts = nu v ele = n, obtenemos,

IAXASe| < 272 —~(X$)Y2 +7p(XS) V)|

o | JERNLA |
0-3/2 | vTaq . T 2,2
2 XS —2rpe’e+1p0 %;XaS',:J

I

-3/2 [ 7 P 227 |
< 27\ XY S — 2rpue c—}—'r,uu—ji puesto que X;5; > v
L T
72

9=32 11 —9r ¢
B

A

144

< 271 4 1 ),

asi la prueba queda completa.

Teorema 4.4: Dados los pardinebros v, T ¥ Tmax €1 €l algoritimo de pasos largos, existe

una, constante 4 independientc de 7 tal que
< (1 )
el S nHE

para todo k 2> 0.
Prueba:

Empezaremos por probar que

l+vvn

4

{5‘:”“, ok, :5’1) £ N_oo(7) para todo o £ [0, 28/ 2,},1___'[' T—"l , {4.29)
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ademds deduciremos que o}, esta acotado inferiormente como sigue:

Tk 1-—1
oy > 22T (4.30)
n 147
Para algiin ¢ = 1,2, ..., n tenemos del lema 4.9 que
iAf“fAsﬂ < I',‘AX’”'AS%H2 < 2_3/2(1 + 1/v)npu (4.31)
Usando {4.6) tenemos de zFsF > vuy, v de (4.31) que
X585 = (o] +olaf)(s; +oAs))

z;s; + o(xfAsy + spAz]) + 0'2A:L'f'Asf

x:
2

Y
e
—~~

(1 —0) + omepm — 0° |AzF As|

> 1 —o)ux + oty — 022_3/2(1 + 1/v)np.

Por otra parte de (4.4) tenemos que

se satisface, siempre que
V(1 = o)pi + T, — 0227 (14 1)) > (1 — 0 + o7 )y
ordenando la expresién, obtenemos

ol —7) > 02273 2 (1 4+ 1/7),
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la cual es verdadera si

242 1-
< —_—
™ Tkﬁ/l+’)fj

liego gueda. probado que (5{ k. U k. S ) satisface las condiciones de proximidad para N, ()

cuando ¢ se mantiene en ¢l rango cstablecide en (4.29). Ademds del teorema 4.2 queda
claro que (]Ai; k Tk 5’,") ¢ L0 para todo & en el rango dado. Asf pues queda probado (4.2
y por ko tanto (4.30).

Completamos la prueba del teorema estimando la reduccidn en p sobre el &— ésimo

paso; de (4.4} y (4.30), tencmos

prer = (1 — o (1 — 7))

/o287 1 —
<|1——n Ta(1 — 7)) s, (4.32)
n 14y
ahora, la funcidn 7(1 — 7) es una funcién cuadréitica concava de 7, asi que sobre algin
ntervalo dado la funcidn conseguird su minimo valor en uno de los dltimos puntos. Por

lo tanto, tenemos

Tk(l - Tk) 2 min {Tmiu(]- o ﬂnin):'f_max (1 - ﬂnax)} » para todo Tk € [Trm'm Tmax]

g2, L= . . - .
6 =2 / "fj min{’min(l - "min)a -’max(l - 'fma.x)} -E
H

1 ?L}g"r‘tmﬁ de Prasios

El resultado de complejidad

H

=y

o

para
inmediata del teorema 4.4 y del feorema 3.7.

Teorema 4.5: Dados e >0y v € (0,1), supongamos que el punto inicial (:L‘“’, u°, §%) ¢

78



N_oo(7y) en el algoritmo de pasos largos tenemos

.
para alguna constante positiva k. Entonces existe un findice K con K = O(nlog i) tal
: €
que
e < e, para todo k > K.
4.5 Algoritmos de trayectoria central no factible

Los algoritmos de trayectoria central que se han presentado hasta ahora necesitan una

solucién inicial (z°, 4, s°), tal que cumplan que

A =b 2°>0 v AT+ %=¢ 2 >0.

&

Quiere decir que para inicializar los algoritmos, necesitamos de una solucién factible
y cstrictamente positiva tanto para cl problema primal, como para ¢l problema dual. Sin
embargo, es posible utilizar el método de Newton para desarrollar algoritmos que parten
para cada iteracién de puntos no factibles. La tinica condicién dada sobre el punto de
partida de estos algoritmos es la positividad de z y s.

Consideremos los residuos primal y dual asociados a un punto (z,u,s), definidos

respectivamente por:
— Ar —b . N AT L9
o = Az vy pei=A'u+ c.
La direccién de Newton se aproxima a la diveccién que nos lleva al punto de la

trayectoria central (z,,u,, 5,), a partir de un punto (2,4, s), y es dada por la solucién

del siguiente sistema lineal:
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[0 4T 7 ] !' 1 T o
A 0 { o (4.33)
s 0 X i _] | pe— XSe |

donde las dos primeras componentes del lado derecho de la ecuacién (2.12) dejan de ser
nulas para tomar el valor de los residuos asociados al punto de partida.
Consideremos entonces algoritmos que parten, para cada iteracién, de un punto
(z,u,s) y caminan en la direccién de Newton, dada por la solucién de (4.33).
Observamos que al caminar en esta direccién, estamos al mismo tiempo interesados
en una centralizacién y una disminucién de los residuos primal v dual. Vemos que, si un

paso unitario es dado en la direccién de Newton, el nuevo punto encontrado serd primal

y viable, ya que, por la ecuacién (4.33) v por la definicién de p. v pp, tenemos:

AT (u+ Au) 4+ (s+ As) = ATu+ ATAu+ s+ As
= ATu+s+ ATAu+ As

= ATu+s—p,=c

Az + Az) = Az + AAz = Az — pp, = b.

A partir de un punto primal y dual viable, sucesivos pasos en la direccién de Newton,
nos llevaran siempre a puntos que también son viables, puesto que es este caso tenemos
que p, = pp = 0 en (4.33).

Los algortimos de la trayectoria central infactibles ps rten, para cada iteracién, de un
punto (, u, s) tal que z > 0y s > 0, y siguen la direccién (4.33) manteniéndose siempre
en una vecidad de la trayectoria central. Esta vecindad es una extensién de la vecindad
N_oo(7), que fue definida para el algoritmo de la trayectoria central de pasos largos,
que contiene puntos gue violan las restricciones Az = by ATu + 5 = c. En la vecindad

extendida, las normas de las residuos primal y dual son limitadas por una constante p. De



esta manera cuando pu — 0, los residuos se hacen cada vez menores y nos aproximarnos,
a la region viable de los problemas primal ¥ dual. La definicion de la vecindad extendida

cs dada por:

2

| ; o lepll N
f\fim ¥ ﬁ = { O_ o, 8, 1) ™~ X 770 v S —ﬁi Ly & > D
0P “&-Eaio) (@) < opip o <t @ %)

L —

donde v € (0,1), B8 > 1, 6_oo(z, 5, 1) estd definida en (4.28) v pf v g son los residuos

0, s

f—

rclativos en ol punte de partida del algeritmo, (2%,
Los algoritinos de trayectoria central no factibles generan una solucién para los proble-

. P T ; . D T :
mas primal y dual, (2, u*, s*), para el cual 1#* < ¢, en no mas de O(n? log =) iteractones.
£

Algoritmo (4.5) trayectoria central no factible
Dados v, B, Tminy Tmaxs o ¥ € (0,1} 2 1, ¥ 0 < Trin < Tz < 0.55
elegimos (2°, 4P, %) con (29, %) > 0;
para £ =0

elegimos 7y, € [Tipin, Timax] ¥ TéSOIVemos

o A" 1 |[ar] |-
A0 0 Auk | = | —pb , (4.34)
st 0 X* AsF —XkS%e + e

elegimos gy como el valor extendido de & en [0, 1] tal que
(X*, U*, 5) € Nooolm, B), (4.35)

v bajo la siguiente condicion
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hacemos
(X”H, Uk+17 Sk+l) — (j‘(’kj '{7.1:: §k);
B=kt1
hasta que
L < €,

Del lema 4.2 usaremos la siguicnte notacion

(X, U, 8 =(X, U 5+ 0(AX, AU, AS);
. XT§
po= n

A continuacién introduciremos un concepto ttil en nuestra discusién basada en el

valor extendido llamada cantidad escalar vy, definida por
k—1
U = H(l — O'_.;;) (’L’(} — 1.),

Puesto que las dos primeras compouenies de la funcién I en (2.12) son lineales,

tenemos

(0f, pE) = (L—aw1)(pf™, i)
= (1 —oxi){l — o0 )(e), £)

= ulops A, (4.37)

mientras tanto, como (X%, U¥, 5%) pertenece a N_.(vy, 3), tenemos de (4.37) que

112289 (. 9 | O 25
P Lk - o
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Siempre que (pf, o} # 0, de esta desigualdad tenemnos que

v < A . (4.38)
Ho

En el caso factible de que (pf, o) = 0, todas las iteraciones (X*, U*, %) son cstric-
tamente factibles. El algoritmo de trayectoria central no factible entonces se reduce al
casc del algoritmo de trayectoria central de pasos largos visto en la seccién 4.4 de éste
capitulo.

Para el andlisis que haremos asurmiremos que punto inicial (2% 2, s%) es no factible.

4.5.1 Convergencia del algoritmo de trayecteria central no

factible

La convergencia de éste algoritmo se prueba al mostrar que hay una constante & > 0 tal
que oy = © para todo k.

Por la condicién (4.36), tenemos que
Hprr < (1— 0.01oy )iy < (1 — 0.017)u, para todo k > 0, (4.39)

de tal manera que la sucesién {u;} de brecha de dualidad converga Q@— lineal a cero. Por

(4.37), tenemos también que
(5™ o)) < A=) f|(er. AD| (4.40)

de tal forma que la sucesién de normas residual también converge a cero.

Esta discusién se formaliza en los siguientes teoremas de convergencia global.

Toeorema 4.6: La sucesién {14} generads por el algoritme de trayectoria central infac-
tible converge ()— hineal a cero, ¥ la sucesién de normas residual { H(},b, i,

i— lmeal a cero.
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Prueba:

La complejidad polinomial del algoritmo se obtiene del hechao que la cota inferior 7
sobre la longitud del paso es una funcidn polinomial inversa de n si clegimos como punto
de partida

(2% P, 8% = (Ce, 0, Ce), (4.41)

donde { es un escalar para el cual
1z 5o < G (4.42)

para alguna solucion primal - dual (z*, u*, s*). Usualmente no conocemos |[(z*, s*}]|_ ya
aue 1o conocernos soluciones éptimas previamente. St embargo, estas condiciones son atin

itacional DO la. ‘4”3"1 iente razdn: com 1tamoualm&me

rclevantes para la prictica compm

1
o

=t

hablande, los puntos de partida hien centrados para los cuales la proporaion

H(Pb? Pc)” (d_ 43)
0 o
es la pequeiia direccidn hacia la convergencia mds rdpida, hacen que los puntos mal
centrados estan mas cercanos al conjunto solucion. El punto {4.41) satisface ese criterio.
Estd perfectanenle centrado y la proporcion (4.43) varia como E
A continuacion expresaremos exactamente el resultado de complejidad en el siguicnte

teorenia.

Teorema 4.7: Dado £ > 0. Supongamos que usamos el siguiente punto de partida

(2%, 40, ") = ((£,0,(e), donde { se define como ¢ = min min(sf, 52). Supongamos
=1, T2
aque el valor de ( para nuestro particular problema de programacidn hineal satisface por
giemplo
Cl'

2
<=
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para alguna constante positiva C' y £. Entonces existe un indice K
K = O(n?|loge|),

tal que las iteraciones {(z*, u®, s*)} generadas por el algoritino de trayectoria central
no factible satisfacen

L < &, para todo k > K.

Prueba: Ver [13].
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Capitulo 5

‘-‘b

RESULTADOS NUMERICOS

En este capitulo nucstro obietivo os progentar a 1g mags implementaciones de los alg

de la familia simplex, de los de la trayectoria central, asi como también usaremos log
algoritimos elipsoidales de Khachian de cortes centrales y de cortes profundos para hacer
comparaciones en cuanto a la perfomance numérica {(nimero de iteraciones) de estos
algoritmos, estos puntos se tratard en la seccidn 5.1.

Asi también estableceremos la estabilidad munérica entre el algoritmo simplex y los

algoritmos de trayectoria central, punto que serd visto finalmente en la seccidn 5.2.

5.1 Perfomance numérica

Los algoritimos de la familia simplex gque consideramos es éste capitulo son:

o Algoritmos simplex primal fase 2: Utilizarcmos este algoritmo cuando ya conoce-

mos alguna solucidn bdsica viahle para el problema primal. Asi, partimos de una
mnicial, buscando alcanzar una solucién déptima, casc exista
alguna. Por esto decimos que este alsoritmo estsd asociado a optimalidad. En esias
unplementaciones, tanto por motivos de convergencia del algoritmo simplex, como
por simnplicidad entre las diversas maneras de obfener uua nueva solucién bésica

e, optamos por la vegla del menor indice o regla de Bland ( Ver [2] ).
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e Algoritimos simplex primal fases 1 y 2: Utiliwaremos este algoritimo cuando no

utiliza cl método de las dos fases. El problema estd en encontrar una solucidn bésica
LIS N P _}, N bl, | S S 1',, . d Ld 11 .
viable inicial y un nuevo problema de programmacidn hneal, denominado problema
fase 1 o, equivalentemente, problema de viabilidad. Asi inicialmente utilizaremos
el algoritmo simplex primal fase 2 que nos ofrece una solucidn éptima para el

problema de viabilidad. Con esa schicidn dptima, teniemos un criterio de parada

para el algoritmo sirnplex, eertifi
hneal oniginal, o obteniendo una solucidn bdsica viable inicial para ¢ problema
primal. En este 0ltimo caso, volvemos a utilizar el algoritmo simplex fase 2, ahora

para el problema primal, después de la sustitucion de posibles variables artificiales

como variables bdsicas.

o Algoritmo simplex dual: Utilizaremos este algoritmo cuando conocemos alguna
solucidn bdsica viable para el problema lineal dual. Bésicamentoe, cl simplex dual
&s equivalente a aplicar el algoritmo simplex para el problema dual; resclviendo,
asi, el problema primal. El alporitmo simplex primal mantiene la viabilidad primal
v las condiciones de holgura complementarias, procurando llegar a la viabilidad
dual de una solucién éptima para el primal. De forma similar, el algoritmo simplex
dual mantiene la viabilidad dual ¥ las condiciones de holguras complementarias,
procurando llegar a la viabilidad primal de una solucién éptima para el problema
dual que, por el teorema de dualidad { Ver [2] ), serd una solucién éptima. para el

primal.

e Algoritmo simplex primal - dual: Utilizaremos este algoritmo cuando conocamos
una solucién viable para el problema dual, no necesariamente bésica. Resolver un
problema lineal através del simplex primal - dual es semejante a aplicar, directa-

nte, ol método de las dos fases {del simplex primal) al problema primal.g
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Ahora recordemos el ejemplo de Klee y Minty cnunciado en el capitulo 3 de éste
trabajo en la seccidn 3.4 donde confirmamos que el método o algoritmo simplex no es
polinomial por lo tanto pucde llegar a gjecutar un mimero cxponencial de Horaciones,
ademds mostrainos que el algoritmo puede efectuar 2® — 1 iteraciones para llegar a una
solucién Sptuna. El algoritmo simplex para el ejemplo de Kliee y Minty se puede cbservar
en [Bueno].

Respecto al algoritno elipsoidal de Khachian tanto el de cortes centrales (.:omo el de
cortes profundos podemos revisar ( Ver (2] ).

Para observar la perfomance numérica (nimeros de iteraciones), presentaremios a
continuacidn los principales resaliados obtenidos de una mnplementacion en Matlab de
los algoritmos mencionadas en éste capitulo para el ejemplo de Klee y Minty, o problemna
(KM), para n = 2. Referenciamos este caso particular por {KM)s.

La fabla 5.1 nos muestra el mimero de iteraciones obtenidos para el problema lineal

(KM);. En cste caso, los algoritmos de la familia simplex nos ofrecen una solucién &ptima
e

1 15]

4716|

solucién aproximada con presicién de orden 107°, y los algoritmos de trayectoria central

(exacta) ; los algoritmos de Khachian de cortes profundos enconfrardn una
de pasos cortos y el algoritio de trayectoria central infactible predictor - corrector ofrecen
una, solucién con presicién de orden 1078, Ohservamos que los mismos a.
varian entre si en el mimero de iteraciones. Hsto ocurre pueste que cada uno de ellos tiene

una manera diferente de resolver el problema, como vinos al principio de esta seccion.



En el caso del simplez primal fases 1 v 2, el mimero de iteraciones

Algoritmo Itcraciones
Simplex primal fase 2 3
Simplex primal fases 1 v 2 6
Simplex dual 1
Shmplex primal - dual 1
Sunplex para el glemplo de Klee v Minty 3
Khachian {(cortes centrales) 156
Cortes profundos : 44
Trayectoria central pasos cortos 162
Infactible predictor - correcior g

Tabla 5.1 Nimero de iteraciones (ejemplo de Klee v Minty conn = 2)

de la fase 1 sumadas a las de la fase 2. Ademds podemos observar que, para el problema

(KM}a, Ia variante de Khachian, cortes profundos , {Ver [2] ) realiza un nimero signifi-

7
cativamente menor de iteraciones en comparacion con el algoritmo original de Khachian

e

{cortes centrales). El algoritmio de trayectoria central pasos cortos nos mestra su rela-
tiva ineficiencia practica, en el mimere de tteraciones, debido a su naturaleza: algoritmo
de “pasos cortos”. Por otro lado, el algoritmo de trayectoria central infactible predictor

- corrector llega a una solucidn éptima aproximada en apenas 9 iteraciones.
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m Algoritmo de Khachian Algoritmo simplex | predictor -
Cortes centrales | Cortes profundos corrector

2 156 44 3 9
3 425 122 7 13
4 875 257 15 16
5 1575 452 31 19
6 2622 721 63 22
7 3959 1068 127 23
8 5654 1563 : 255 24
9 7731 2138 511 24
10 10283 2 824 1023 24
11 13 658 3 686 2047 24
12 17 336 4687 4 095 24
13 21 881 5 827 8191 25
14 26742 7 161 16 383 25
15 32 407 8745 32 767 25
16 39084 10 566 65 535 25
17 46 261 12 435 131 071 25
18 54 410 14716 262 143 25
19 63 495 17 151 524 287 25
20 73 978 19 754 1048 575 25

Tabla 5.2 Ndmero de ileraciones para el ejemplo de Klee y Minty.

La tabla 5.2 nos mucstra cl mimere de iteraciones obtenidas con la implomentacién
del alporitino de Khachian (cortes centrales), y de su variante (cortes profundos), del
sinplex para el ejemplo de Kiee v Minty, v del predictor corrector. Fero, es este caso,
resolvernos el problema (KM) con el nimero de variables 7 de 2 hasta 20.

(Obscrvamos, que la implementacidn del algoritino simplex para el ejemplo de Klee y
Minty es bastante particular, puesto que logra que ¢l mimero de iteracicnes para encon-
trar una solucién optima del problema (KM) con # variables sca, simepre, k = 2™ — L.
Osea, e simplex csta resolviendo un problema ineal en su peor caso. En la tabla 5.2
observamos que, en cnanto al miero de iteraciones, el simplex se mostré mas eficiente

yue los algoritmos de Khachian apenas para los problemas con hasta n = 12 variables; y
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hasta n = 4, si comparamos con el algoritmo de trayectoria central infactible predictor -
corrector.

Fa por ¢80 que resulta cierto of comentario que mencionan en su articulo R.Marsten y
M. Saltzman que dicen: “Una de las mads sorprendentes e immportantes caract
los algorttmos de trayectoria central es que el nimero de iteraciones requeridas es inver-
sible al tamafic det problema. Elles requieren entre 20 v 80 iteraciones para ser resueltos.
Existe evidencia experirﬁental que indica que el ndmero de iteraciones se incrementa con

tmo del niimero de variables. Dado este comportamiento, la superioridad de
eficiente pucden ser realizados los pasos del alporitimo™.

Por lo tanto podemos concluir que ios algoritmos de trayectoria central tienen mejor

performance numérica que cl algoritmo siniplex.
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5.2 Estabilidad numérica

En esta seccién presentamos un gjemplo que prueba que el algoritmo de trayectoria central
es mas estable numéricamente \que el algoritino simplex para una determinada familia de
problemas de programacion lineal

Cousidere el siguiente problema de programacién lineal:

max z=c'z
sujeto a
Ar < b
donde ~ -
1 1 1.
2 3 n-+1
1 1 1
3 4 n+2
A= :
1 1 e
| n+l1 ni42 2n |

=1
2 n 1 ¥
€ N
C; = =1, ...,n
) z+1 ]%_;‘7:—{—_77 3 9

Este problema ticne una tinica sclucidn 6ptima:
T
z=(1,1,..1)

y el problema dual tiene también una solucién éptima tUnica:
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Cuando este problema es resuelto por el algoritmo simplex los resultados son malos,
se alejan de la solucién verdadera z = (1,1, ..., 1)1 . La razén es la mala estructura de la
matriz A. Al aplicar ¢l algoritmo de trayectoria central a cste problema los resultados

son mucho mejores.

a Tabla 5.3 nos muestra las soluciones producidas por el algoritmo de trayectoria

c +al mara varios valores de w
Celitral para varios vaiores ac f7i.

n=>5 n=10 n=15
SIMPLEX | Trayectoria | SIMPLEX | Trayectoria | SIMPLEX | Trayectoria

Central Central Central
X] 0.973 0.996 0.948 1.010 1.020 1.010
X3 1.300 1.010 1.510 0.959 0.802 0.940
X3 0.000 1.000 0.000 1.010 1.700 1.050
X4 2.290 0.998 0.000 1.030 0.000 1.050
X5 0.438 0.993 4.460 1.020 2.180 1.020
X5 0.000 1.010 0.000 0.999
X7 0.569 0.998 0.000 0.971
Xs 0.000 0.991 0.000 0.964
X9 0.000 0.987 6.290 0.966
X0 2.530 0.985 0.000 0.975
X1 0.000 0.988
X12 0.000 1.000
Xi3 0.000 1.020
X14 0.000 1.030
XI5 3.020 1.040

Tabla 5.8 Soluciones producidas por el algoritmo simplex y el algoriimo de trayectoria

central para n € {5, 10, 15}.

Esta informacién nos muestra claramente que el algoritmo de trayectoria central es

mucho mds estable numéricamente que el algoritmo simplex.
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CONCLUSIONES

aners de conclusidn podriamos decir lo si

ente:

1°) Si bien es cierto, desde un punto de vista tedrico, el comportamiento del algoritmo

[\l

simplex es exponencial, y por lo tanto malo desde el punto de vista de la teoria
de complejidad de algoritmos, el algoritmo simplex ha probado ser eficiente en mu-

chas situaciones précticas convirti

interior, como los descritos en nuestro tr
ritmo simplex sino que estos algoritmos se utilizardn en problemas especializados
de programacion lineal, como los que surgen en ciertos problemas de asignacidn y

en ciertos problemas de flujos en grafos.

fa—

Si bien la experiencia numérica presentada en nuestro trabajo de tésis no es

suficientemente extensa para hacer conclusiones definitivas si a podido dejar ver la
. P R | | PR s o de OF efl compara PV SRS (R
mayor robustez” de los algoritmos de punto interior en comparacién con el algo-

ritmo simplex. Existen reportes, presentados en revistas internacionales dedicadas
al campo de la programacién matemadtica y la optimizacién numérica, donde se
reportan resultados numéricos que evidencian una superioridad de los algoritmos

de punto interior cuando el ndmero de restricciones més el nimero de variables estd

9



3°)

4°)

en el rango de

2 000 < n 4+ <2 10 000

Lo que si es imiportante destacar es que estos algoritmos de punto interior, desde un
punto de vista tedrico y también practico, han permitido una mejor comprension
del probleina de programacion lincal. Demostrando con esto que en dreas aparente-
mente cerradas a la Investigacion es posible aidn generar resulfados que constituyen
aportes a la teorfa. Prueba de esto es los més de 3 G0 articulos y trabajos de
tésis doctorales que fueron apareciendo desde el ano 1984 hasta hace relativamente

poco.

Finalmente, espero que éste trabajo de tésis sirva como referericia en el campo

22

de la optimizacién lineal a los estudiantes de la Facultad de Ciencias Naturales v
Matenuitica de la Universidad Nacional del Callao ya quc éste es un tema sobre ol
cual atin hay mucho més que decir y que ha sido poco trabajado en las universidades

del pais.
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