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RESÚMEN 

Algoritmos de trayectoria central para 

el problema de programación lineal 

continua. 

Karla Esther Pérez colán 

Febrero - 2007 

Asesor: Mg. Carlos Enrique Vargas Trujillo. 

Título Obtenido: Licenciado en Matemática. 

En el presente trabajo de tésis estudiaremos una familia de algoritmos de 

punto interior, conocido como algoritmos de trayectoria central, para el problema 

de programación lineal el cual en la llamada forma estándar, consiste en: 

nunuruzar 

sujeto a 
(1) 

Ax=b, 

X~ Ü, 

donde e E JRn, bE JRm y A E JRmxn. 

Vl 



Empleando una metodología ampliamente utilizada para los problemas de pro­

gramación no lineal llamada métodos de barrera y penalización pero especializada 

al caso lineal, es asi que generamos una familia de algoritmos de punto interior 

para el problema de programación lineal. 

Presentamos tres algoritmos basados en esta metodología: el algoritmo de 

trayectoria central de pasos cortos, el algoritmo de trayectoria central predictor 

- corrector, el algoritmo de trayectoria central de pasos largos y un algoritmo 

alternativo llamado algoritmo de trayectoria central no factible. 

Además presentamos pruebas de convergencia para cada uno de ellos. Una 

experiencia numérica básica es también presentada. 
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SUMMARY 

Algorithms of central trajectory 

stop the problem of linear progrrunming 

continuous. 

Karla Esther Perez Colán 

February- 2007 

Adviser: Mg. Carlos Enrique Vargas Trujillo. 

Obtained title: Lawyer in Mathematical. 

In the present thesis work we will study a family of algorithms of inner point, 

known like algorithms central trajectory, for the problem of linear programming 

which in the call forms standard, it consists of: 

m1nmnzar CTX 

sujeto a 
(1) 

Ax=b, 

X?: 0, 
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where e E JRn, bE ]Rm y A E JRmXn_ 

Using a rnethodology widely used for the prograrnrning problems nonlinear 

call rnethods of barrier and penalty but specialized to the linear case, it is so we 

generated a family of algorithrns of inner point for the problem of linear progratu­

ming. 

We presented three algorithrns based on this methodology: the algorithm of 

central trajectmy of half-steps, the deflection algorithm of central trajectory, the 

algorithm of central trajectory of lengthened paces andan alternative algorithrn 

called algorithm of nonfeasible central trajectory. 

In addition we presented tests of convergence for each one of thern. Basic a 

numerical experience also is presented. 
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Notaciones 

En éste trabajo usaremos letras minúsculas de nuestro alfabeto para representar vec­

tores y letras mayúsculas para representar matrices; además de las siguientes notaciones: 

1.- .IR.n : conjunto de vectores columna 

X1 

X= 

2.- .IR.mxn : conjunto de matrices m X n. 

3.- A: matriz de orden m x n. 

4.- F: conjunto de soluciones factibles del problema primal. 

5.- P: conjunto de puntos interiores factibles del problema primal. 

6.- S: conjunto de soluciones factibles del problema dual. 

7.- S0 : conjunto de puntos interiores factibles del problema dual. 

8.- f(x, J-l} función barrera 
T 

9.- f1: parámetro positivo; medida de dualidad definido como f1 := x 
8 

n 
10.- /2: región primal- dual factible. 

11.- /2°: conjunto interior de L. 

12.- (~x, ~u, ~s): dirección de Newton. 

13.- (~x¡.¡,, ~u¡.¡,, ~s¡.¡,): un punto en la trayectoria central. 

14.- Z: conjunto de las concretizaciones de un problema lineal. 

15.- M: conjunto solución del problema lineal. 

16.- Í al :el menor número entero mayor o igual que a. 

17.- L : es el tamaño de un problema lineal. 

18.- T(L) :representa el tiempo de ejecución de un algoritmo. 
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19.- 11.11, 11.11 2 : norma euclidiana, para u E ~n, 

llull = (2:::~=1 u;)112 
· 

Para una matriz M, IIMII = maxllull=l IIMull· 
20.- ll·lloo: norma oo. Para u E ~n, llulloo = m~=l, ... ,n luil· 

(Note que llulloo :'S ll·ull 2 :'S llull 1 , para cada vector¡_¿). 

21.- e : (1, 1, ... , 1)T. 

22.- ln(.) : logaritmo naturalloge. 

23.- Z(L) : subconjunto de Z formado por las concretizaciones de Z de tamaño L. 

24.- (KM): problema de Klee y Minty. 

25:- (KM)2: problema de Klee y Minty paran= 2. 

26.- nj.L : conjunto de nivel factible. 

27.- N(a): vecindad de la trayectoria central. 

28.- Pb : residuo primal. 

29.- Pe : residuo dual. 

30.- x : vector - ~n de variables primales. 

31.- u : vector- ~m de variables duales, que es el multiplicador de lagrange para las 

restricciones de igualdad Ax = b. 

32.-. s : vector- ~n de holguras duales, que es, el multiplicador de lagrange para las 

restricciones de frontera x 2: O. 
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Capítulo 1 

INTRODUCCION 

La historia de la programación lineal comienza con el método simplex, creado por Dant­

zig en 1946. Este método fue el único merecedor de atención hasta 1978, cuando salió a 

la luz el algoritmo elipsoidal de Khachian. Este algoritmo resolvía un problema teórico 

importante: mostraba que el problema de programación lineal podía ser resuelto con 

un número de operaciones aritméticas limitadas por un polinomio cuya variable era un 

indicador del "tamaño" del problema (definimos tamaño de un problema en el capítu­

lo 3). Pero rápidamente se llegó a verificar que aunque este algoritmo tuviese buenas 

propiedades teóricas era irremediablemente lento en problemas reales. 

Por varios años, vivimos con la existencia de dos algoritmos: 

1°) El algoritmo simplex que tenia una complejidad exponencial (pésima) en estudios del 

peor caso, pero un desempeño bueno en problemas del mundo real. 

2°) El algoritmo elipsoidal que era polinomial pero ineficiente en el sentido que realizaba 

un número grande de iteraciones. 

En 1984 Karmarkar publicó un notable algoritmo en tiempo polinomial para resolver 

problemas de programación lineal, dando inicio a una gran investigación en el área de la 

programación lineal a través del estudio de los llamados algoritmos de punto interior. Las 

cuales se clasifican en 3 grandes grupos: los algoritmos afines, los algoritmos de reducción 

de potencial (al cual pertenece el algoritmo de Karmarkar), y los algoritmos basados en 
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la trayectoria central. 

En esta tesis, estarnos particularmente interesados en el estudio de los algoritmos de 

trayectoria central. Estos algoritmos resuelven el siguiente problema de programación 

lineal 

IIlllllllllZar CT X 

sujeto a 

Ax=b, 

X~ 0, 

y su dual 

rnax1rn1zar bT u 

sujeto a 

S~ 0, 

la idea básica en los algoritmos basados en la trayectoria central es motivada de la 

observación de que aquello que hace esencialmente dificil la solución del problema lineal 

es la presencia de las restricciones de no negatividad, i.e., las restricciones x z O. Por 

esta razón, convertirnos el problema de programación lineal en un problema con sólo 

restricciones de igualdad, usando una función llamada función de banera 

n 

f (x,J1) := cr x- J1 ¿rnxj, 
j=l 

que reemplazará a la función objetivo original. A continuación considerarnos la siguiente 

familia de problemas de programación no lineal (llamado problema de barrera) pararne­

trizado por el parámetro J1 > O : 
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mm1m1zar f ( x, J1) 

sujeto a 

Ax=b, 

siendo este problema de barrera un problema convexo (capitulo 2 - teorema 2.1), las 

condiciones de Karush- Kunh- Tucker (KKT) 

donde: X =diag(x1, x2, ... , Xn); S =diag(sl, s2, ... , sn) y e= (1, 1, ... , 1f. Son condiciones 

necesarias y suficientes de optimalidad. Probamos (capitulo 2- teorema 2.1), que para 

cada J1 > O los problemas de barrera tienen una solución óptima la cual denotaremos :por 

x(JL). 

Cuando J1 varia, los minimizadores x(JL) forman una curva continua llamada trayec­

toria centraL 

La cual es ilustrada en la siguiente figura: 

Figura 1.1. 
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En particular, puede probarse (capitulo 2- teorema 2.1) que el límite cuando ¡t----+ O 

de x(¡t) existe y es una solución óptima x* del problema de programación lineal. 

El cálculo explícito de esta trayectoria central 

XTS 
r = {(x,u,s) E 1:0 : Xs =-e}, 

n 

es en general para la mayoria de problemas, muy complicado, razón por la cual los 

algoritmos basados en la trayectoria central solo generan puntos que se encuentran próxi­

mos (en el algún sentido que precisaremos posteriormente) a dicha trayectoria. 

Como veremos la diferencia central entre los diversos algoritmos derivados de la trayec­

toria central está en el empleo de vecindades que nos dan la aproximación a la trayectoria 

central. 

Nuestro trabajo de tésis está estructurado de la siguiente manera: 

En el capitulo 2 establecemos conceptos importantes que nos permitiran tener claras 

las ideas fundamentales de los algoritmos de seguimiento de trayectoria central, como 

la función barrera la cual nos servirá para discutir la existencia y unicidad de una solu­

ción (xJ.L, uJ.L, sJ.L) del problema de barrera, así como otros principios importantes, además 

analizaremos las condiciones de Karush - Kunh - Tucker (KKT) y el método de Newton. 

En el capítulo 3 hacemos un estudio de la complejidad computacional de los algorit­

mos, definiendo para ello el tamaño de un problema lineal. Además, haremos un estudio 

de la complejidad del algoritmo simplex en el peor caso y en el caso promedio. 

En el capitulo 4 analizaremos los algoritmos de trayectoria central discutiendo la 

medida de proximidad entre la trayectoria central y puntos próximos a ella; para luego 

estudiar cada uno de los algoritmos de trayectoria central que consideramos en el presente 

trabajo de tésis. 

Finalmente, en el Capitulo 5 mostramos resultados numéricos donde comprobamos 
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que los algoritmos de trayectoria central tienen mejor perfomance, para determinados 

tipos de problemas, que el algoritmo simplex, asi como también presentaremos resultados 

que muestran la mejor estabilidad numérica de los algoritmos de puntos interiores en 

relación al algoritmo simplex. 
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Capítulo 2 

PRELIMINARES 

En este capítulo hacemos un recuento de las principales herramientas matemáticas aso­

ciadas con los algoritmos de puntos interiores que estudiaremos en nuestro trabajo de 

tésis, en la sección 2.1 estudiamos el problema de barrera asociado a un problema de 

programación lineal y la curva llamada trayectoria central que se genera en la solución 

de estos problemas de barrera, asi como analizaremos algunos teoremas importantes que 

nos servirán para establecer con más claridad el fundamento de éste trabajo de tésis. 

En la sección 2.2 estudiamos las condiciones de Karush - Kunh - Tucker (KKT) y la 

especializamos para el caso de la programación lineal. En la sección 2.3 estudiamos el 

método de Newton para la solución de un sistema de ecuaciones no lineales. 

2.1 Método de barrera en la programación lineal 

Consideremos el problema de programación lineal en su forma estándar 

rrun1m1zar 

sujeto a 

8 

Ax=b, 

X;? Ü, 

(2.1) 



donde e E IRn, bE IRm, y A E ]RmXn o 

El conjunto de soluciones factibles del problema estándar y el conjunto de sus puntos 

interiores asociados al problema son dados respectivamente por: 

F { x E IRn / Ax = b, x ;) O} , es acotado 

P { x E F / x > O} , es no vacío. 

El respectivo problema dual será: 

donde u E IRm y s E IRn. 

maximizar bT u 

sujeto a 

ATu+ s =e, 

S;) 0, 

(2.2) 

El conjunto de soluciones factibles del problema dual y el conjunto de puntos interiores 

asociado a este son dados por: 

S { s E IRn / AT u+ s =e; para algún u E IRm, s ;) O}, 

S 0 {sE S/ s >O}. 

Ahora definiremos la región primal - dual factible C y su interior C0 como 

C:={(x,·u,s) /Ax=b, ATu+s=c, (x,s);)O}, 

y 

C0 :={(x,u,s) /Ax=b, ATu+s=c; (x,s)>O}, 

podemos decir que para cada iteración, los algoritmos de trayectoria central parten de 

un punto (x, u, s) E C0 . Debido a la dificultad de trabajar con restricciones de desigualdad 
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x ~ O en los problemas de programación lineal, convertimos el problema lineal a un 

problema de restricciones de igualdad solamente, usando una función barrera que impida 

que alguna variable llegue a la frontera ( x i = O). Esto se logra al añadir el término -ln x i 

a la función objetivo. 

Este término permite que el valor de la función objetivo se incremente sin límite 

cuando Xj tiende a O. 

Definición 2.1: La siguiente función: 

n 

f (x,p,) := CT X- p, ¿1nxj 
j=l 

es llamada función barrera logarítmica, donde p es un parámetro mayor que cero. 

La función barrera fue utilizada por primera vez en optimización por Frisch (Ver [3]). 

Ahora consideremos las siguiente definición. 

Definición 2.2: La siguiente familia de problemas de programación no lineal, parame­

trizados por p > 0: 

minimizar f (x, p) 

sujeto a 

Ax=b, 

es conocida como problemas de barrera. 

El primer término de f (x, p) mide el valor de la función objetivo del problema lineal 

estándar y el segundo término funciona como una penalización de los puntos que se 

aproximan a la frontera de la región factible del problema. 
n 

Respecto a este término haremos que- L lnxi sea igual a cp(x), luego tenemos 
j=l 

n 

cp(x) =- Llnxi. 
j=l 

Es así que nuestro problema de barrera quedará expresado de la siguiente manera 
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milllmizar CT X + jl,c.p( X) 

sujeto a (2.3) 

Ax=b, 

Ahora mostraremos que para algún fJ, > O, el problema (2.3) tiene una única solu­

ción óptima. sobre P. Además, cuando p tiende a cero, la. curva. formada. por toda. la 

minimización es continua en fJ, y converge a la única solución óptima x* del problema 

(2.1). 

Teorema 2.1: Para fJ, >O, el problema (2.3) tiene una única solución óptima x(J1,) E P. 

Prueba: 

Puesto que <p(x) es estrictamente convexa sobre F entonces cT x + fJ,<p(x) también 

es estrictamente convexa. Además, el dominio factible Fes convexo y acotado. Esto 

garantiza que (2.3) tenga una única solución óptima x(J1,) sobre F. Por otra parte, esta 

solución tiene que satisfacer las siguientes condiciones llamadas condiciones de Karush -

Kuhn- Tucker (KKT) (ver sección 2.2) 

e+ fJ,'V<p(x)- ATu- s =O, 

Ax= b, 

XTS =0 
' 

X 2:: 0, S-;::::: Ü 

donde u E JR.m y s E JR.n son conocidos como multiplicadores de Lagrange. 

(2.4) 

Por la defmición de la función <p(x) ( Ver [10] ), (V<p(x)), se aproxima al menos 

infinito si Xj llega a ser cero para algún j. Puesto que p es positivo, si Xj es cero para 

a[gúnj, J1,(\l<p(x)), se aproxima a menos infinito y por lo tanto (2.4) podría no tener 

alguna solución finita. Por lo tanto, x (J1,) tiene que hallarse en P y (2.4) se reduce al 

siguiente sistema: 
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e+ ¡i\lcp(x)- AT u= O, 

Ax=b, 

x> O. 

Teorema 2.2: {x(J.L): J.L >O} caracteriza un interior y una curva continua en P. 

Prueba: 

(2.5) 

Por el teorema 2.1, solamente nos queda por probar la parte de la continuidad. Su­

pongamos que la curva es discontinua en Ji > O. Entonces, existe & > O tal que no importa 

que tan pequeño sea ~fl, si tJx(p; + D..J.L) - x(Ji) ll 2: 2c > O. Probaremos por mntradicción 

que x(Ji + I::J.p,) no es el mínimo del problema (2.3) para p = Ji+ !::J.p,. 

Como hemos mencionado anteriormente, cT x + !l'P( x) e.s estrictamente convexa. Pues­

to que x(Ji) es el mínim.o del problema (2.3) para J.L =Ji, por x E P y llx(Ji) - xl! > &, 

existe un T > O, tal que 

CT X+ Jicp(x) > CT x(p;) + Jicp(x(¡"""l)) +T. (2.6) 

En particular, 

CT x(JI + ~J.L) + Jicp(x(JI +~M)) > CT x(JI) + Jicp(x(Jl)) + T, 

no importa que tan pequeño sea ~M· 

Supongamos que el dominio de cp(x) sea F. Puesto que Fes compacto y cp(x) es 

continua sobre F ( Ver [10} ), elegiremos ~M suficientemente pequeño tal que 

(2.7) 

donde H-Hco es la norma oo. Por consiguiente 
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cT x(Ji) + (Ji+ ~J-l )Ji<p( x(Ji) ), 
T 

< cT x(Ji) + Ji<p(x(Ji)) + 2, 
T 

< cT x(Ji + ~J-l) + Ji<p(x(Ji + ~Jl,))- 2, 
< cT x(Ji + ~J-l) +(Ji+ ~p)<p(x(Ji + ~J-L)), 

por (2.7) 

por (2.6) 

por (2.7) 

con lo cual mostramos que x(Ji + !lJ-L) no es el mínimo del problema (2.3) para 

J-l = Ji + ~J-l-• 

Teorema 2.3: Para ¡1 >O, { cT x(J-L)} es una sucesión monótonamente decreciente en J-l· 

Prueba: 

Por la definición de x(J-L1) y x(t~~J), tenemos 

(2.8) 

y 

(2.9) 

multiplicando ainbos lados de (2.9) por -1, tenemos 

(2.10) 

sumando (2.8) y (2.9) a la vez se tiene 

si J-ll > J1'2 >O, entonces <p(x(J-LI)):::; <p(x(¡_L2)). 

Además, por (2.9) 
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<7 x(¡.t2) + fol2<p(x(¡.t2)) < cT x(f.Ll) + fol2<f!(x(¡.ti)) 

< cT x(Jll) + Jl2rp(x(Jl2)}. 

Esto implica que cT x(Jl2f _:::::; cT x(Jl1), si O< 1-t2 < Jki·il 

Teorema 2.4: Dada una sucesión decreciente positiva {J-tk} tal que lim f-tk = O, si 
k-+oo 

}~~ x(ttk) = x*, entonces x* es el núnimo de (2.1). Esto indica que x(tt) es realmente 

continua sobre ¡.¡, ~ O. 

Prueba: 

Si <p(x) toma el valor de +oo sobre la frontera, haremos la prueba por contradicción. 

Supongamos que x* no es. el :rníni_mo del problema (2.1},_ pero v* si lo es_ 

En este easo, podemos- eneonkar: w E ro que satisface cTv* < CTW < CT x*' puesto-

que lim flk = O; podernos elegir un k :mfkientemente grande-y hallar 6 > O; tal que 
k-+oo 

Para x* E P, dado que este es el limite de· {x(J.Lk)}, cuando k es suficientemente 

grarrd.e- :z:(p,ic) se tiene une1 veeindad pequeña de :z;* con el cual rp(:r:(J.Lk)) es cerrado· y·se 

tiene finito valores. Por lo tanto, cT x* -8 < cT x(Jtk)+Jtkrp(x(Jtk)), para k suficientemente 

grande. 

Pero esto contradice el hecho que :r:(,u.k) es el núnimo de (2.3) cuando Jl· = Jl·k· 

Ahora, si x* E :F / P y rp(x) toman el valor +oo en x*, Jkkrp(x(J.Lk)) puede que no 

tenga un límite. Sin embargo, tenemos que lim inf{J-tkcp(x(Jlk))} ~O. 
k-4CO 

Por consigtúente para k suficientemente grande, 

T "' 8 ex·--
2 
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como consecuencia, 

con lo que se tiene una contradicción. Por lo tanto, x* debe ser la solución óptima de 

(2.1).!!! 

Teorema 2.5: Para alguna sucesión positiva decreciente {.u.zJ con lim ,u,~r, = O, { x(.u.z,)} 
k-+oo 

converge. Consecuentemente, {x(f-.lk)} converge a la solución óptima de (2.1). 

Prueba: 

Puesto que F es compacto, la sucesión { x(f-.lk)} tiene al menos un punto límite. Para 

cada pur1to lírr.aite poderr1os encontrar una subsucesiór1 la cual realmer1te cor1verga . .LA"""pli-· 

cando el teorema 2.4, podemos concluir que cada punto límite es de hecho una solución 

óptima de (2.1). Pero como (2.1) se supone que tiene una única solución óptima, por lo 

tanto { x(¡.1,k)} tiene uno y sólo un punto límite y por lo tanto converge.llil 

A continuación ponemos un ejemplo de un problema de barrera simple. 

Ejemplo 2.1: Consideremos el problema 

nnmn11Zar x 

sujeto a 

x;;:;:o 

La función barrera en este caso es 

f (x,JL) = x- JLlnx, 

calculando, encontramos que el mínimo x (JL )es igual a fL· 



(;A.l'"f'IA !1 AA~·r~~ro~ ~ ro¡:,y~o (py)_ ,..-,.~ ... ~.¡..1·~"'",1~,~ e~ o1--'\<:!~'t"va l"'l'n'P l;l'"n "} ... fu'\ óV;C!fP ''es ,,l'\aQ_("'\l,,r.;ón 
-......... "-'.L..a..L..._,. f-U ....... ....._..._.. ....._..'-'..._. '-" .......,.._....-'- \ ................ y<..U.L u '-.FL.i..L-l..Á!.L u.._... uw.._.....L ~ IL.f.........,. .L.L·.L.L.L U.-' \f-" j '-'..r~u-v...._. J i...Li..L l-..IV.L'l.Á.._,..., _ 

!J.--->0 

optima x* del problema lineal primal inicial (2.1) dado que cuando¡_¡, es rnuy pequeño, el 

término logarítmico en cualquier caso es casi insignificante) luego ia soiución óptima se 

aproxima a x" = O. 

Ahora como Jl· toma diferentes valores1 para cada valor de f.J· obtenemos una solución 

de (2.3) la cual es llamada el punto central; este se encuentra en el interior de la región 

Definición 2.3: El conjunto de los puntos centrales de un problema, describe una curva 

llan1.ada la Trayectoria Central del problema. Ver figura 2.1. 

,.-----------------+-punto central 

1 

"x(O.Ol) 

x(l) 

x(IO) 

.fig·ura Z.l: La trayecton:a central y los puntos centrales. 

Ejemplo2.2: (Cálculo de la trayectoria central) 

sujeto a 

Sea el co11jur1to de solucio11es factibles. Para l1allar el ca...-rnrno cer1tral necesit&.rnos 
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resolver el sig;Jiente problema de opti1nización 

mmnmzar x2 - J.L In x1 - J.L In x2 - J.L In xa 

sujeto a 

X1 + X2 + Xg == 1 

hacemos x3 = 1 - x 1 - x 2, a:hora resolvemos el siguiente problema de optimización no 

lineal sin restdcéiones 

Derivando e ·igualando a cero, encontramos que el caníino centra:l es dado por: 

X3(J.L) 

2 
1 + 3,u- -;r+9J:i:r:¡::"z:Ll 

2 
1- ;¡;'>(u) ..._.,,¡ / 

2 

El centro analítíco1 se obtiene haciendo que J.L ____,. oo. Este v1ene a ser él pw~to 

(1/3, 1/3, 1/3). 

Sea Q el coP~unto. de soluciones óptimas del problema original; d~-do por: 

Q = {x / x = (xb O, x~), x1 + X3 = 1, x 2':: O} 

El EA.ontro analítico de-l poliBdw Q GS el punto- (1/2, O, 1/2}. Este- punto se- obtim1e-

haciendo p; = O e-ncontrando asi una soluci6n ó--ptima qn.e- es el ceiltro analítico del cun:junto 

de soluciones óptimas. Ver la figura 2.1. 

1 Definamos el centro analítico de un poliedro general P = {(x, s)/a~x :::; b.i; i = 1, ... ,m} como la 
n 

·minimíza.ciún de-la.-funeiún - L; ln(bí -a~;¡:); el centro mra:Htiuxno l:leTepl-eBenta. defurnm imlepeml:iente, 
i=l 

-por -el-contrario su -representación -depenrle -del sh9terna de -desigtwldades lineales -1L.'3ad.:as -para -rep1:esen.t:-1Jr 
el polied-ro P. Si aumentamos una restricción redundante, el centro analítico cambia. 
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(ll 2, O, 1/2) 

El centro análitico de Q 

El camino central 

(1 /3,1/3,1 /3) 

El centro analítico de 

P. 

Figura 2.2: La trayectoria central y el centro analitico para el ejemplo 2.2. 

La" trayectoria central desempeña urr papel importante en la. presentaáón de los a.}-

gorit111.0S de pu:ntos interiores, de hecho e11 el capitulo 4 de esta tesis estudiaren1os una 

cfase de estos algoritmos que siguen esta curva en cada iteración. 

Como ya se mencionó, cada punto que pertenece a ia trayectoria central de un pro-­

blema soluciona el problema barrera asociado, para Th'l determinado valor de ¡.t. A con-

tinuación estudiaremos las condiciones de opti!nalidad que deben de ser satisfechas para 

solucionar un problema general de optimización con restricciones, las cuales son conocidas 

como 1as C011cliciones .de Karush - KurJ1 - Tucker (o IQ(T}. 

18 



2.2 Condiciones de Karush = Kunh = Tucker (o KKT) 

Consideremos el sigUiente problema de -programación -rio lineal con restricciones. 

minimizar 

sujeto a 

f(x) 

9I{x)=:0 

g2(x)=D 

9rn(x) =O 

-donde x E R11 y f, gi ::IH:n ------t :IR:; i .::...: l, ... , m son funciones -diferenciales. 

Las condiciones de K KT para este problema son descritas a continuaCión: 

Si x es una solución óptima del problema no lineal, entonces existen multiplicadores 

Yi· E ~' i = l, ... ,m tal que 

v.f(x} 
m 

LYiVgi (x); i = !, ... , m, 
i=l 

particularizando estas condiciones para el problema barre.ra. (2.3), definido para un de­

terminado p., verific-amos que su solución óptima debe satisfacer el siguiente sistema de. 

ecuaciones no lineales: 

O; j = 1,2 ... ,n 

O; i= 1,2 ... ,m. 

donde los multiplicadores ·ui E :lR:, i = 1, 2 ... , m. 
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TTtT __¡~ la ~--1-~ • ' •• l ~-...1 "b" ·~-1- d . v hlzanuu- 1~Glon n:tatncra , v•c~uBmos- reescn ±r este Sl&bema -,e ecuaclGF.e&, akT.O: 

e, 

fj 
' 

donde u ERm. 

Definiendo ahora s = p,X-1e, s E llln reescribiremos el sistema como 

e, 

Ax 

S 

fihahnente multiplicando la tercera ecuación por X, obtenemos las condiciones de opti::. 

malidad para el problema barTera en la forrna primal - duaL 

~ rr: . 
A 1 u+s =e, 

Ax- = b, 

X Se= .¡1.e, 

donde: 

X= diagonal(x1, x2, ... , Xn); S= diagonal (s1, s2, ... , sn) y e= (1, 1, ... , 1f. 

Llamaremos a (x JJ.-• ·uJ-L, sJL)_ la solución del sistema (2.4) para un ¡_¡, especifico. 

(2~11) 

_Si tJ. = O las ecm'H::iones cte (2A} j1Jclamecle con las restricciones x,B ;;:::: O son exactl:\.oc 

mente las- cm;_4ieion-es-de opti:mali-dad de le-s- p±oolemas- (2 .. 1 )-- )~ ( 2,.2}. 

El sistema· (2.11) es un sistema no-lineal que ti-ene 2n + rn restricciones y 2n +m 

vdJ.·iables. La utilización dei método de Nev,rt.on para resolver el s:iste:m-a, da origen a la 

familia de métodos de puntos interiores priinales - duales. Para cada iteración de estos 

't d ... l -'- ( )• ' J· • I·,. '"bl ¡- ) d l•" ._.-LI-me .o os, se pan.e ce un punw ,x, ·n, s ta que ;'Ces pruna_ :raen_ e, vu., s~ es ua :rac!.W e 

yx,,'! >0. 
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Se -definió la :¡;egaón primal - dual-factible L y su-interior .C0 como. 

y 

podem.os decir que para cada iteración, -los métodos prirnales-duales parten de un punto 

(x,n,s) E C0 . 

La dirección sobre la cual se canrina a partir de este punto se basa en la aplicación 

del. método de NewtmLaias ecuaciones (2.ll). 

2 .. 3_ El Méto.do. de New±on 

Dada una función F : :n;¡;_n ~ ~n, el método de Nevvton busca un cero de la función, esto 

es, busca un piinto :.\ E IR.n tal que F (\) = O, esto es realizado a t:ravez de un proceso 

iterativo, en el cual para cada iteración se parte de un punto dado A E :n;¡;_n y se camina 

una aprOJ<imación de la dirección Ó...\ taJ que F (..\ + ó...\) = O. Esta aproximación es 

calculada de la siguiente m~.n.e;ra; 

F(..\+ JD.)~-F (..\}+ J(.\).6 ... \ 

donde J es el j.acobi.arb.0. de F. El cálculo. de ]E_ dirección. D..\. a ser. tomada para cada 

iteración es-realizado a través-de 1a ®lueióndel sistema lineal J(A-)-.0.>< = -F (>..). 

Ahora podernos reeserihir el sistema; (2.11} <:.x:.rmü P (..\}=O donde..\:= {x, u, s) y 

r ATu+s-c 1 
F.().) =-F (x, u, ,.s} ;=- f · Ax - b- .. , 

l XSe-pe J 
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En este caso el jacobiano de F es- dado por: 

r 
o AT I 

.J(A)= J(x,u,,s) = A o o 
S- o X l 

y la dirección de Newton ~..\ := (~x, !::iu, !::is); que es calculada a partir de un punto 

(x, u,s) E /2°, es dada por la solución del sigviente sistema lineal 

f o AT 

Á o 
S O 

~l¡r:11 r : 1 
X J /ls l J1R- - X Se J 

(2.12) 

Por lo tanto el vector /::i,\ :-:- (!::ix, !::iu, As) es llan1ado la dirección de Newton y el 

proceso de calcular esta dirección es llan:.tado paso de Newton. 

Luego sin perdida de generalidad lla._lllaremos a 

la dirección de Newton para la k- ésima iteración, la nueva solución será: 

~+1 

k+l u 

sk + f3fytJ.sk, 

donde /3; y f3'D son longitudes de paso para las variables prirnaJy dual, respectivarnente. 

La no negatividad condición para xk+-1 y sk+-1 reglamentan la- elección de JJ;- y íJD. 
Una posíbíiídad para preservar la no negatividad es eiegír 

Bk • . {r , P : =m1n1mo •. _-,a 
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(Jk 
D 

donde 9 < a< 1, además (D.xk)í y (D.skt es la i- ésima componerite de .ó.xk y b..sk 

respectivamente; la razón por la que buscamos un a menor que 1 es evitar aproximamos 

a la frontera del conjunto factible primal y del dual¡ respectivamente. 

Finalmente notamos que las restricciones de igualdad del probleina p1~imal y dual se 

satisfacen, en efecto observerr:.-os el sistema (2.12) de dmrde se despn~nde que: 

A.6.x O~ 

Arf:!l.u+f:!l.s ·o, 

para la k - ésima iteración tendríamos 

Por lo tanto, la. nueva solución es factible . 

.LA ... l1ora -regresando al sisten1a ( 2.12), \r&"'TIOS a obtener de su tercera· ecuación la siguiente 

ex-presión :pa:ra 1\s. 

\ x--1 ·e v~ ~. ) D.s = · ~ · Jl;e - .. '\. /:'ie - 0 Llx ·, (2.13) 

sustituyendo (2.13) en la primera ecuación de (2.5), tenemos 

AT Au + x-l SAx = S- jtX-1e. (2.14) 

Ahora resolvemos (2.14) para Ax, obteniendo 

1\ . - vs•-1 fs· . '\T-1 . AT lv ;'· ~x - _,.,_ ·, - ¡.t.A e - · ~u , 
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hacemos S = - .4Tu +e 

sustituyendo (.2.15) en la segunrl!'t ecAtación de .(2,5) 

resolviendo para /\u y sustituyendo en(? 12) tenemos 

(2015) 

(2 -~~ \ -.ivT 

AT((,.;v-cr-1AT)-1Avs-1( -AT- x-1 \)\' -.r-lrt¡' _n_,-.r-r 
-""- \ \~":i.AD ~ 7 ~:LA . e u J1 e} .. + -"~- ,-:;.D.X - 0 1LJ<... Br 

despejando 

X -loA ~-r S A'r((AXn-I •T)·-1 ·-~r;,_r r A·y v-1 '\ - uL.l.X = -¡1A e+ - \., 0 A ..fL\.0 ~ \e~ . u- fl·A- e))' ~2017) 

l fi o d- n2 ~ c..,..;I 1 o • t S Arro- el obo '2 ____ , ce!1lllen _o: LJ = ..t:~.. 0 ·- y 1ac1en<1o nuevamen .e = e - _ • 11., po __ emos reescn _Ir \ .11) 

.como 

( 2 2 T t:A 2AT)-lA 2\) ( AT v-1 ·, \=D ~ D A \ D - - D _ e - L u - j.LA e) , {2018) 

{ D-2 D2 >tT(A- n2 "'r)-tAD--2\ 
\- - .t'1 ' L/ .t'1 . ) e, 

( 2 2 T ( 2 r¡-I 2)' -1 -J.L\-D -DA vAD -A, AD X e, 

cuando J.L = O, obse.rvamos que (2018) se. reduce. a 

!\ _ ( -D-,2 _ n2AT 'AD2AT' -lAD--2\ ;..;..X- _t • ....,. .-'- 1. " ) . _ J.C,-. 
\ \ { / . 

donde ~:t: es la solución del sistema (2.12). 
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Como ya se mencionó, si fJ =O, el sistema de ecuaciones (2.11} en conjunto con las 

restrit1eiones de no ne"gatividad para x y s representan las condiciones de optimalidad p-ctm 

los problemas prirn<>Jy dttal:~ La dirección de Nevrton (2~12) calculada para M--'-'- o-, debe 

por tanto, apuntar aproximacillmente hacia ei óptimo de estos problemas. En general, se 

pue-de re~ot,·;rer ~)0<'-0 a lo largo de esta dirE?.<:ción sin que una de las componentes de x 6 

S Se torne negativa y COilSE',CUentemente, el prog'l'E'..SO obtenido a [o [argo de E'Bte reeorrÍd() 

es poco. 

Por otro lado, la solución de (2.11) para un p, > O, es un punto perteneciente a la 

trayectoria centraL En este ca.so, la dirección de Newton (2~12) debe a"pu:ntat a;pro:xima"'-

damente 11acia la trayectoria central , es decir hacia el interior del octante no negativo. 

Esperando asi que se pueda recorrer un mayor camino a lo largv de esta dirección antes 

que se alcance la frontera del oct8.nte~ 

Se considera entO±J.toes, que la dirección {2.12}, calclllada pa:ra algán f:.h > ü, se obtiene 

del vroblerna.. El objetivo de este deb'Vio es mantenerBe iiJejad:o de lit froí1tera del octante 

de manera que se permita un mayor paso a lo largo de Ia dirección caicuiada, sin salirse 

de la región Jactible del .problema. 

C0f!ÍQeJ;el,110fi l:tJilpl,mtq dl'l..do (:t,.u,.c;;J,-luegoapad,ír de (2.12} tendremos la-dirección_ 

de centralización- que camina a partir de dicho punto; esta dirección es obtenida cuando 

f:i asume el valor dado por: 

(2.19) 

Debemos observar que la brecha de dualidad asociada a las soluciones x y (u,s) de 

los problemas prin11.1:l y dual, es dado por 

(2.20) 

verificamos entonces, t:le (2.19) que- la h:recha-. asociada a x y (t.t,s} plliXle ser escrita 

como np;, cu""ando p; asume el valor que le es atribuido en el cálculo de la dirección de 
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centralización a partir del punto (x, u, s). 

Noternos ahota queJa direeeiÓI.t de ee:nt.~:·alizaci6n. apunta aproximadru:nente hacia el 

punto ·de la trayectoria central ( x 1., u1., s 1.) que satif,face la r-elación xisi = J.L par-a todo 

i = 1, ... , n. La brecha de dualidad asociada a este punto centra!, dado por x~s to es por 

t.&'1to, i&-<Ial a np. y igual a la hre<>ha asociada al punto de partJda (x, u, s). 

Concluimos entonces que la dirección de centraliZación apunta hacia el interior del 

octante no negativo. Siendo mas especificos, esta. a. punta. aproximada.TUente hacia el punto 

central que tiene la misma brecha de dualidad que el punto de donde partimOS;. Se espera 

asi que se pueda caminar razonablemente en la dirección de la centralización antes de 

encontrar la ti·ontera de1 octante no negativo. Por otro Jado, esperame>.s tanibién que poca 

o ninguna reduccion se obtenga en fa brecha de dualidad a fo largo de esta direccion. 

Finalmente, considerando al mismo tia_mpo los obJetivos de diSminuir la brecha de. 

dualidad y lna.."ltene:rse lejos de la frontera del: ocbh'1:te no negativo, l.a& algoritmos púmales 

- duales parten. para cada iterneiórr ·de mr punto dado ( x, 'tt, s} ycan:D.uarr por ra sigaierrte 

direeción; obtenidtli de-flli -solución dcl sigui€flte-'sistema 

o AT 

A o 
S ú 

donde 

I o r ~X l r (} • t :: ~ 1 T/<e ~ XSe X 

XTS· 
J.k = -· -y rE [0,1] 

n 

¡, (2.21} 

7 puede tomar diferentes valores los cuales caracterizaran diferentes algoritmos pertene-

cientes a la familia de los algoritmos de puntos interiores primal es - duales; cmno verernos 

en e1 capitu:ln 4 de e:.'ta tBBis. 
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a_- T r-1_ --o-· -R-·. -Jf""Fl_ -1\- !Fo· ·s-. AL..Jb-- ·...:.: -. ...:.; Jt lV..i- --_ -

Una nueva área de investigación surg'io en los últimos 80 aiios, en la frontera entre la lVfa-

teno..ática Aplicada, la Lógica y la Ciencia de la COmputaci6n. Aún cuando no posee un 

nombre uni\->ersalmente acepto; su denominación más difundida es "Complejidad Com-

putacional", Su objetivo es detenrdnm la existencia o :no-de algoritmos- e.fieientes- pa;ra. 

ciertos problemaS de optinñzación. En ténninos generales el análisis de la complejidad 

computacional de los algoritmos tiene como lli"'lO de sus objetivos determinar la e..-v.istencia 

o no de algoritmos eficientes para ciertos problemas de optimizaci6n estableciendo cuales 

son los factores que hru::en que un problema sea de fácil o dificil soh1cióiL 

-eficie.ntes p---<.tra -ob-tener mi-a_ soluciérn-{>p-tim-a,,o una. sufieienternente huerta. La eficiencr<.t 

computacional: de un aigDritrno queda basicarnente caracterizada poT su: 

a) Tiempo de ejecución (se¡;u.ndos o minutos de CPU utilizados para resolver un 

problema dado). 

b) Requerii-D.lento de memoria. 

La comp-l-ejidad computacional se :refiere. a-la exiBt€nei:a y ca:raclerizadón cle algm·itn1ü8 
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en los temlinos de eficiencia ya señalados. En esta tesis haremos referencia solamente al 

tiempo de ejecución ya que es una medida más sencilla de analizar, aunque los conceptos 

que se presentaran son tambien aplicables a los requerimientos de la memoria. 

En este capítulo se establecen las bases y resultados esenciales de la teoría de com­

plejidad computacional, poniendo énfasis en el caso del problema de programación lineal 

presentando las principales conclusiones que se han obtenido en relación al algoritmo 

simplex. 

En la sección 3.1 definimos el tamaño de un problema lineal, asi como estudiamos 

la relación entre los vértices y la solución óptima de un problema lineal; en la sección 

3.2 definimos el algoritmo polinomial asi como damos tambien la noción de tiempo de 

ejecución; en la sección 3.3 distinguimos dos enfoques distintos para el estudio de la 

complejidad: un analisis en el peor caso y tm analisis en el caso promedio, y en la 

sección 3.4 discutiremos la complejidad algorítmica en el caso de la programación lineal; 

y finalmente en la sección 3.5 analizaremos el comportamiento del algoritmo simplex en 

el caso promedio. 

3.1 Tamaño de un problema lineal 

Dados A E Rmxn, b E Rm y e E Rn el problema de programación lineal es el siguiente 

problema de optimización 

rmnll111Zar CTX 

sujeto a 

Ax b, 

X > o. 

La función lineal cT x es llamada la función objetivo, y x E Rn es llamado vector de 

variable de decisión. 

El conjunto :F = { x : Ax = b, x :;::: O} es llamado el conjunto factible o región factible, 

el cual es una región poliedral convexa. Un punto x E :Fes llamado un punto factible, 
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y un punto factible x* es llamado una solución óptima si cT x* ~ cT x para todo punto 

factible x. 

Si existe una sucesión { xk} tal que, xk es factible y cT xk -----+ -oo, entonces el 

problema lineal es no acotado. 

Definición 3.1: 

Sea 

definiremos una concretización del problema lineal como un elemento del conjunto Z. 11 

Definición 3.2: El conjnnto solución del problema lineal se representa de la siguiente 

Inanera: 

Será bastante útil hacer una discusión entre un problema y una concretización de este 

problema. Por ejemplo el problema de programación lineal es un problema, en cambio 

mmnmzar 2x + 3y 

sujeto a 

x+y ~ 1, 

x,y? O. 

es una concretización del problema de programación lineal. 

Asi que en términos generales podemos afirmar lo siguiente: 

Definición 3.3; Un problema de optimización lineal es definido como la reunión de sus 

concretizaciones. 

Ahora sin perdida de generalidad asumiremos que los coeficientes de la matriz A, del 

vector by del vector e son todos enteros, pues cada problema de programación lineal 

puede ser facilmente transformado en un problema equivalente1 con coeficientes enteros. 

1 Dos problemas de optimización son equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones óptimas. 
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Definición 3.4: Para cada entero n 

tamaño (n) := 1 + pog2 (jnj + 1)1, 

donde el primer 1 es colocado debido a que se necesita un bit para almacenar el signo de 

n, el tamaño ( n) representa el número de bits que se necesita para codificar n en sistema 

binario. (La notación fa l denota el menor número entero mayor o igual que a). 

Definición 3.5: Dado v un vector de orden p X 1 y M una matriz de orden p x l, 

definimos lo siguiente: 

p 

tamaño(v) = L tamaño (vi), 
i=l 

p l 

tamaño(M) = LLtamaño(mij), 
i=l j=l 

a continuación definiremos el tamaño de un problema lineal. 

Definición 3.6:( tamaño de '¡¡,n problema lineal) 

tamaño (problema lineal) := tamaí1o (A) + ta..maño ( b) + tamaño (e) . 

Ahora daremos una definición más conveniente para poder hablar del tamaño de un 

problema lineal. 

Definición 3. 7: 

L := tamaño ( detmax) + tamaño (bmax) + tamaño ( Cmax) + m + n 
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donde: 

bmax := m~ (lbil); i = 1, ... ,m., 
1. 

Cmax := m~.x (jcjl); j = 1, ... , n., 
J 

y A1 es alguna submatriz cuadrada de A. 

Teorema 3.1: Para toda coneretización del problema lineal 

L <tamaño (problema lineal), 

para probar este resultado, primero necesitamos el siguiente lema, 

Lema 3.1: 

l. Si n E Z entonces jnj ~ 2tamaño(n)-l - 1. 

2. Si V E zn entonces llvll ~ llvlll ~ 2tamaño(v)-n - l. 

3. Si A E znxnentonces jdet (A)j ~ 2tamaño(A)-n
2

- 1. 

Prueba: 

1) Sabemos que el tamaño (n) := 1 + flog2(\nl + 1)1, 

==? tarnaño(n)- 1 := flog2(\nj + 1)l. 

Sea flog2 (lnl + 1)l =Y 

{:}y~ log2 (lnl + 1); i.e. y> log2(jnj + 1) V y= log2 (jnj + 1) 

y> log2 (jnj + 1) V y= log2 (jnj + 1) 

{:} log2(jnj + 1) < y 

2log2(jnj+1) < 2Y 

!ni+ 1 < 2Y 

jnj < 2Y - 1 (a) 
de (a) y ((3) tenemos que: 

jn\:::; 2Y -1 

:::=} jnj :=:; 2ta:ma.ño(n)-1 - l. 

{:} 2Y = jnj + 1 

2Y -1 =!ni 
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2) 

n n n 

1 + 11 v 11 ~ 1 + 11 v 111 = 1 +¿¡vil ~ II c1 +¡viD ~ II 2tamaño(v,)-1 = 2 tamaño(v)-n, 

i=l i=l i=l 

donde utilizamos l. 

3) Sea a1, ... , an las columnas de A. Puesto que jdet (A)j representa el volumen del 

poliedro generado por al, (V¿, ••• , an, tenemos 

n 

jdet (A)j = IT llaíll· 
i=l 

Así pues, por 2. tenemos 

n n n 

1 + jdet (A)I ~ 1 + rr llaill ~ II (1 + 11~11) ~ II 2tamaño(a¡)-n = 2tamaño(A)-n
2

• !mi 
i=l i=l i=l 

Ahora probemos el teorema 3.1 

Prueba: 

Si Bes una submatriz cuadrada de A entonces, por definición, tamaño (B) ~ tamaño( A). 

Por otra parte, por el lema 3.1, 1 + jdet (B)! ~ 2tamaño(B)-l 

por lo tanto 

flog (1 + jdet (B)j)l :::; tamaño (B)- 1 < tama,ño (B) ~ tama:ño(A). (1) 

Sea v E V, entonces 

por lo tanto, 

tamaño(b)+tamaño(c)~ rlog(l+mrx!cj!)l + flog(l+mrx:lbi!)l +m+n, (2) 
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luego de (1) y (2) obtenemos el resultado deseado. !! 

Observación 1: 

detmax *bmax * Cmax * 2m+n < 2L, puesto que para cada entero n, 2tamaño(n) > jnj. 

De ahora en adelante usaremos L para indicar el tamaño de una concretización de un 

problema lineal. 

Sabemos que la solución de un problema lineal está en un vértice el cual es una 

solución óptima. 

Asi que, cuando encontramos una solución óptima para un problema lineal, fijamos 

toda nuestra. atención solamente en los vértices. 

A continuación enunciaren1.os un teorema donde se nos asegura que los vértices tienen 

una representación compacta. 

Teormna 3.2: Sea x un vertice del poliedro definido por Ax = b, x::;?: O, entonces, 

,,T = (pl P2 Pn)' 
X •.•. ' 

q q q 

donde 

P; (i = 1, ... , n), q E N, 

y 

Prueba: 

Puesto que x es una solución básica factible, existe una base B tal que XB = A:¡:/b y 

XN =0. 

hacemos Pj O 'í!j E N, y enfocamos nuestra atención en los Xj tal que j E B. 
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Sabemos por algebra lineal que 

donde Cof (AB) es la matriz cofactor de AB. Cada entrada de AB consiste de un deter­

minante para alguna submatriz de A. 

Sea q = Jdet (AB)!, entonces q es un entero puesto que AB tiene cornponentes enteros, 

q ~ 1 puesto que AB es invertible y q ~ detrnax < 2L. finalmente notemos que: 

por lo tanto 

'j_eorema 3.3: Sean XI, x2 los vertices de Ax = b, x ~O. 

S. T -.L T t l T T 1 2-2L 1 e x1 1 e x2, en onces e x1- e x2. > . 

Prueba: 

Por el teorema 3.2, 3 qi, q2 tal que 1 ~ q I y q 2 < 2L, y qi XI, q2 Xz E Nn. Además 

1 q I CT XI _ q 2eT X21 

1 q 1 q 2 ' 

. q Iq 2 (eTxi- crx2) 

q Iq 2 

1 
~ dado que CT X1- CT X2 =f- 0, q 1, q 2 ~ 1, 

q lq 2' 

1 -2L L > 
2

L
2

L = 2 , dado que q I, q 2 < 2 . l!!i 
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Corolario -3.1: Supongamos que 

r ' 
Z min { CT X : _Ax = b, X ~ 0 ~ 

\. .1 

Poliedro :F 

Supongamos que x es factible en F, tal que cT x ~ z + 2-2L. Entonces, algún vértice 

x' tal que cT x' ~ cT x es una solución óptima del problema lineal. 

Prueba: 

Supongamos que x' no es el óptimo. Entonces, existe un vértíce óptímo x*, tel que 

cT x* = z; puesto que x' no es el óptimo cT x =/= cT x* y por el teorema 3.3 

....._ T 1 :;:::; e .x, 

lo cual es una contra.dicción,EI!l 

por la definición de :r: 

por la -definición de x' 

Lo que este corolario nos indica es. que necesitamos calcular la función objetivo con 

un error menor que 2-2L. Si hallamos un vértice que está dentro de -ese margen de error, 

entonces este será el óptimo. 

Algoritr.no Polino1nial 

Los problem¡;¡.,s de optimización son resuelt,os por. algoritn:¡.Qs.. ET,l. e.'3te puT,lto hay UT,la 

distinción muy importante los .algoritmos. son diseñados para problernas (i.e, el método, 

simplex es un algoritmo para la prograrnación lineal). Sin embargo, son aplicados para 
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concretizaciones -especificas. 

Decimos que un algoritmo resuelve un problema si este termina en tiempo finito y 

produce la respuesta correcta para toda coucretización del problema. Por supuesto es 

normal que cuando el algortimo es aplicado para concretizaciones de gran tamaño, el 

tiempo de terminación es mayor. Por esta rr..,zón el tiempo de ejE>.cución de un algoritmo 

es usualmente expresa.do c.omo una función. del ta.rnaño de la concretización para. el cual 

este es- aplieado~ 

A fin de tratar de hacer esto mas preciso necesitamos definir exactarnente lo que es 

un algoritmo y la noción de tiempo de ejecución. 

Definición 3.8: Un algoritmo es una lista" de instrucciones para resolver un problema, 

dada cualquier concretización de cierto problema un algoritmo realiz& un número finito 

de· operaciones sobre los datos de la concretización. 

Un algoritmo para resolver dicho problema determina que 

el conjunto solución del problem.a lineal es vacío o genera una solución x; x es tal que 

x E ]Vi o x "está cercano" a Ni en algun sentido, en cuyo caso es llamado una solución 

aproximada. 

Definición 3.9: Sea A un algoritmo para resolver un problema de optinlización. El 

tiempo de ejecución T(L) de A es el máximo número de operaciones-elementales en el 

computador que requiere A para resolver una concretización del problema de tamaño L. 
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Definición 3.10: Sean j :N-----+ JR+ y g :N-----+ JPl+ decimos que g (n) E O(f (n)), si 

existe una constante e > O y un 'l"lQ E N tal que 

g(n) ( cf{n); \In~ no 

Definición 3.11: Un algoritmo para un problerna de optimización es polinómico si 

el número de operaciones aritméticas (efectuadas con precisión finita) necesarias para 

hallar una solución óptima exacta de una concretización del problema de optimización 

está acotada superiormente por una función polinómica de L. Es decir 

T(L) = O(P(L)) 

Definición 3.12: Un algoritmo para tm problema de optimización es exponencial, s1 

dicho algoritmo no e.s polinómico. 

En la siguiente tabla se compara el crecimiento de algunas funciones polinomiales y 

otras no polinomiales. Sólo damos valores aproximados, ya que estos son suficientes para 

ver el orden· de crecimiento ·de funciones polinomiales y· no polinomiales. 

L L2 L3 LlOO .2L L! 

2 4 8 1 1 X 1030 4 2 

1 
5 25 1 X 102 8 X 1069 32 1 X 102 

1 

1 10 1 X 102 . 1 X 103 1 X 10100 1 X 103 4 X 106 

50 3x103 llx105 8 X 10169 1 X 1015 3 X 1064 

!wo 
1 

1 x 104 1 X 106 1 1 X 10200 1 X 1030 9 X 10157 

Tabla 3. 1-: Comparación del orden de cmcimiento 

Si L representa el tamaño de algún problema, la ventaja de los algoritmos polinomiales 

podra ser apredada c.omparando al crecimiento de L2 versus 2L. Si A1 y A2 son dos 

algoritmos .para un problema y si además suponemos que. la complejidad del algoritmo 
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A1 es O{L2} y la del algoritmo A2 es O (2L). 

Entonces de acuerdo a la definición 3.11 esto significa que 

tiempo de ejecución del algoritmo A1 :;:;; c1L2, 

y 

tiempo de ejecución del algoritmo A2 ~ c22L. 

Luego, para un problema de tamaño L =50, asumiendo c1 = c2 = 1, el algoritmo 

A1requerirá no más de 2500 operaciones y el algoritmo A2 podría requerir no más de 

1 X 1015 . 

Existen dos anomalias con el sistemé'. de evaluación del tiempo de ejecución de un 

algoritmo dado por la definición 3.11. 

1°) deben:1os tratar de obtener cotas polino:rr..iales de grado menor; un algoritmo poli­

nomial O(L100
) podria no ser de valor n:1ás practico que el algoritmo A2. 

2°) las magnitudes de los coeficientes de las cotas polinomiales deben ser relativamente 

pequenas. 

Si c1 = 250 y ~ = 1 entonces, aún cuando el tiempo de ejecución del algoritmo A2 

re incrementa con L mucho más rápido que en el algoritmo A1 desde un punto de ·vista 

práctico A1 no es manejable para clgún valor L ;;:::: 1, no obstante el algoritmo A2 es 

manejable para valores pequeños de L. 

AforttmadamE>nte, en la práetica esto no suele ocurrir, es decir cuando se e.ncuentra 

algoritmos polinomiales, esto son de grado menor y con cotas polinomiales relativamente 

pequenas. 

Las razones por las cuales se insiste en la generación de algoritmos polinomiales son 

be.sicamente las siguientes. 

Las dos primeras son empíricas: 

a) Hasta ahora, los algorimos polinomiales descubiertos tienen grado y coeficiente 

razonables. 
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b) Aun cuando en los -casos -en que el primer algoritmo polinomial hallado no fue tan 

eficiente como se esperaba, la experiencia muestra que mpidamente surgiran para 

el mismo problema algoritmos progresivamente mejores. En el caso de la progra­

mación lineal el algoritmo polinomial de Kachyan no muy eficiente fue sucedido en 

1984 por el de Kannarkar, que es tambien polinomial apare.nte..rnente eomparahle 

en eficiencia con el sirnplex en los problemas reales. 

La tercera razón es de índole teórica, y mas importante. 

e) Los algortimos polinomiales.poseen <'iertas pTopiedades de "<'-enadnTa" que hacen 

posible el tratamiento IJ].atemático. Esto no ocurre con cualquier otro tipo de 

algol'itmo sobre los cuales probablemente no sea posible -probar ningún teorema 

interesante. 

d) finalmente, los casos de algoritmos exponenciales exitosos son escasos (uno de ellos 

lo constituye el algoritmo simplex de programación lineal al que haremos referencia 

más adelante) 

3 .. 3 Análisis en el peor caso y en el caso promedio 

Corno se observo en la sección 3.2 el estudio de los alguritrnos polinomiales es un objetivo 

básico de la teoría de complejidad computacional. En general, se asocia a los algoritmos 

polinomiales con una clase de problemas "eficientemente resueltos", es decir, se considera 

que los algoritmos polinomiales son eficientes y los no polinomi1-1les son ineficientes. 

La teoría de ~omplejidad caracteriza la -eficiencia de un algoritmo 1nidiendo el tiempo 

necesario para ejecutar el algoritmo como una función del tamaño de la concretización, 

que el computador necesita para la ejecución del algoritmo. 

Para el estudio de la complejidad se pueden distinguir dos enfoques distintos: un 

analisis en el peor caso y un análisis en el caso promedio. En esta sección estudiaremos 

b:tevemente ambos enfoques. 
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3.3.1 Analisis en el peor caso 

Sea X un problema de optimización determinado y Z el conjunto-de sus conCI-etizacion.es. 

Sea Z (L) el subconjunto de Z formado por las concretizaciones de Z de tamaño L y con 

Zj (L) denotamos a un elemento cualquiera de este conjunto. Sea -Tj (L) el tiempo de 

ejecucl.ón del álgm;itmo para e1 elemento zj (L) E z (L ). Tenemos 1a siguiente definición: 

Definición 3.l3; (Comportamiento en el peor caso). 

El.col:Ttportal11ieilto .e11 .el peor .case .es .definido .con±o .ell1.1.a..'Ciil1.0- .tiernpo requerido por 

·etuliquier ·eon-cretización posible, es ·decir: 

T(L):=máx{ij(L) jjEJ}, 

T{L·) -se llamara el tiempo de ejecución ·para un ..~Y, ·concretizaciones- de tamaño L·, i.e, 

· · · ~(L) S 1 1 1 1 ,.. • • , 1 1 , • 1 • • , para concn::tTzaciones en Li · • · e aeoe reconocer en1a aerJinc"Ion ae~ -¡;¡ernpo ae eJeC"UCTon, 

reside la ma~or debilidad de la teoría de conplejidad, por que T(L) es la medida más 

pesimista posible para el timnpo de ejecución. 

An_álisis en el caso promedio 

Sea X un problema rl...e optimización y Z el conjunto de sus concretiza-e-iones_ s~..a Z(L) 

el subconjunto -de Z formado por las conc-retiz-ac-iones de Z de tamaño L y con Zj (L) 

denotamos a un elemento cualquiera de este conjunto. Sea P ( Zj (L)) la probabilidad 

de que Zj ( L) ocurra, y sea ·ij ( L) el tiempo de ejecución del algoritmo para el elemento 
A A 

:6J (L) E Z (L) tenemos la siguiente definición: 

Definición 3~14: (Comportamiento en el caso promedio A_ (L)) 

El comportamiento en el ea-s.a promedio A(L) eS- definido como el tie1npo requerido 

por todas las concretiza-ciones de _}{, es de~ir: 

A.(L) = 2:::: P ( zj (L)) tj (L). 
jEJ . 
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Siil e111bargo -cabe Il1en:ClOilar -que esta -ca:ntidad. es- dificil -de -calcular . para ·I11ucl1os 

prohlernas de optimizaeióii. 

Anáiisis en el peor caso vs. Análisis en el caso promedio 

En el analisis del peor caso, se debe estudiar la concretización má.'3 desfavorable para su 

desempeño de modo que se asegure que, para cualquier oncretízadón del problema, ei 

tiempo de ejecución está acotado por alguna función de su tamaño, Sin embargo,. estas 

concretizaciones son de rara ocurrencia y no son rep.resentativ.PB de una co:ncretización 

típica -del problen1a. Es -decir que· ·en ·€ste- tipo ·de an-álisis no ·es posible 'dar una Í111agen· 

Teal de cua::ndo m1 gTan porcentaje de concretizac:iones de m1 tamaño dado puede ser 

rapidamente resuelto y sólo uu porcentaje pequeño requiere de consídera:blemente más 

tiempo. En estas situaciones, serian preferibles medidas tales como el análisis en el caso 

promedio. 

Pero ·Inedidas que requieren 1:1na distribución de -posibiliddes ~de las- concretiza-eiones, 

parecen ser más dificiles de analizar, ya que elegir la distribución de posibilidades y Inedir 

la probabilidad de ocurrencia de las diversas concretizaciones no es facil de hacer. 

La función de distribución de probabilidad, está determinada por la experiencia y/ o 

información especial acerca del problema concreto que se está estudiando. 

AdP.Jn~-~ el análisis dPJ caso pTomedio casualmente es f'Dmplicado y son ne_c,esarms 

simp!ifica-cion.es y suposicio:tlcs para facilitar el arlálisis y ql trata:n1:ie~nto 1nater.nátieo dsl 

COl1lfJOrtalrrlerl'to del algoritrno en. p1vn1eclio, o en relaciór1 a sus coricretizacioileB 1nás 

típicas. 

Con1.plejiciad.. Algoritn"1ica: El caso de la 

. ,. 
programac1on '1.• "U nneal 

En esta sección discutiremos bre-vemente le~ performa.'lce del algoritmo siwplex en el peor 

caso, a-sí con1o el caso· pro111edio; destaeai1dose- ta111bie:n- el hecl1o· de· que· el algorit111o-
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simplex no es polinomial. 

Cuando Dantzig presento por primera vez el algoritmo simple, la reacción intuitiva 

de la comunidad de investigadores fue que este algoritmo no iba a demostrar ser muy 

eficiente. Por su naturaleza, el método simpl~{: se desliza sobre las aristas de un poliedro y 

no por el interior del poliedro. De hecho, ocasionalmente en la práctica se observa que este 

método opera de manera eficiente, para casi todos los problemas prácticos, empíricamente 

se ha observ-ado que este método lleva a cabo, aproximadan1ente, 
3~ iteraciones, y raras 

veces más de 3m iteraciones, en donde m es el número de restricciones del problema. 

Puesto que el algoritmo está efectivamente atrapado en el aspecto potencialmente 

combinatorio de los ( :) vértices que el algoritmo puede recorrer posiblemente como: 

( 
n ) n! ( n ) ( n - 1 ) ( n - 2 ) [ n - (m - 1) ] ( n ) rn 

m =n!(n-m)!= m m-1 m-2 ··· m-(m-1) ? m 

En efecto, cada factor es de la forma 

Como 

entonces tenemos 

·n-i . 
•1 

m-~ 

n-i n 
--.>-; 
m-~ m 

O~i~m-1. 

i = O, 1, ... , n - 1, 

( n) n! m-l n - i (mn_.)m. 
m = n!(n-m)! = ll m-i? 

Si n ? 2m, entonces 

(n)? (!!_)m? 2m 
1n 1n 

Luego el algoritmo simplex seria un algoritmo polinomial (Si el número de iteraciones 

fuera siempre del orden de O (m) ) ó un algoritmo exponencial (si el número de iteraciones 

fuera algunas veces ( ~:) y n ? 2m). 
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3.4.1 Comportamiento en el peor caso 

Aunque el número de puntos extren1os del conjunto factible puede crecer exponencial­

mente con respecto al número de variables y restricciones, se ha observado en la práctica 

que el método simplex tiene solamente O( rn) pivotes para alcanzar una solución óptima. 

Sin embargo, desafortunadamente, esta observación práctica no es cierta para todo pro­

blema de programacion lineal. A continuación describiremos una familia de problemas 

para los cuales se requiere un número ex-ponencial de pivotes. 

Debemos tener en cuenta que para los problemas no degenerados (Ver [11) ) el método 

simplex se mueve siempre de un vértice a otro vértice adyacente, en cada instante se 

mejora el valor de la función costo ( Ver (11] ) . 

Ahora describimos un poliedro que tiene un número exponencial de vértices, elegimos 

ir de un vértice a otro adyacente de manera que se tenga un menor costo. Establecido 

el poliedro, entonces el método simplex (mediante una regla de pivoteamiento que busca 

esta trayectoria) necesita un número exponencial de pivotes. 

Consideremos el siguiente cubo en Rn; definido por las siguientes restricciones 

O :S: xi :S: 1, i = 1, ... , n. 

Este cubo tiene 2n vértices (para cada i, podemos elegir cualquiera de las dos restric­

ciones O :S: Xi ó Xi :S: 1, la que este activa). Además, existe una trayectoria que recorre 

siempre todo el contorno del cubo y que llega a cada vértice exacta._mente una vez; lla­

maremos a esta trayectoria, trayectoria extendida. Esta puede ser construida segú...11 el 

proceso ilustrado en la figura 3.1. 
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(a) 

(a) Una trayectoria extendida 

p2 en el cubo de dimensión 2. 

Figura 3.1. 

(b) 

(b) Una trayectoria extendida 

p3 en el cubo de dimensión 3. 

Ahora introduciremos la función costo- Xn· La mitad de los vértices del cubo tienen 

costo cero y la otra mitad tiene un costo de -1. Por lo tanto, el costo no puede decrecer 

estrictamente para cada traslación a lo largo de la trayectoria extendida. 
1 

Si elegimos algún E E (0, 2) y consideramos las perturbaciones del cubo definido por 

las restricciones, 

(3.1) 

EXi-1 ::; Xi ::; 1 - EXi-l, i = 2, ... , n. (3.2) 

Entonces podemos verificar que la función costo decrece estrictamente para cada 

traslación a lo largo de la trayectoria extendida adecuadamente elegida. Si empezamos 

el método simplex en el primer vértice de la trayectoria extendida y si nuestra regla 

de pivoteamiento nos lleva siempre al siguiente vértice sobre la trayectoria, entonces el 

método simplex requiere 2n- 1 pivotes, el siguiente teorema establece esto. 
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Teorema 3.4.- Consideremos el siguiente problema de programación lineal 

minimizar -Xn 

s.a. 

EXi-1 ::; Xi ::; 1 - EXi-b Í = 2, ... , n. 

dondec E (o,~). 
Entonces: 

(a) El conjunto factible tiene 2n vértices. 

(b) Los vértices pueden ordenarse de manera que sean adyacentes y un vértice tiene un 

costo menor que el vértice anterior. 

(e) Existe una regla de pivoteamiento en la cual el método simplex requiere 2n -1 cambios 

de base antes de tenninar. 

Prueba: Ver [12]. 

3.5 Comportamiento del algoritmo sim.plex en el 

caso promedio 

A continuación presentaremos, brevemente algunos resultados acerca del comportamiento 

del algoritmo simplex en el caso promedio y que, en cierto modo, validan su efectividad 

en la práctica. 

La evidencia empírica mostrí'.ba que un problenm de progrí'.mación lineal con n varia-

bles y m restricciones, requeria entre m y 3m iteraciones para ser resuelto con el algoritmo 

simplex. Este número de iteraciones era considerado lo suficientemente bajo para hacer 

del algoritmo simple..x, un algoritmo eficiente y efectivo. 

Aún los ejemplos pesimistas de Klee y 1\1inty, no lograron opacar el entusiasmo por el 

algoritmo simplex. Sin embargo, estudiar el comportarniento del algoritmo simplex en el 
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caso promedio es dificil, y los resultados obtenidos son influenciados por la accesibilidad 

y tratabilidad de los instrumentos matematicos apropiados. 

En esta sección asumiremos que los problemas de programación lineal están en la 

forma: 

maxnmzar cT x 

sujeto a 

Ax~b, 

donde A E ~mxn. La fila i-esima de A es denotada por a'[. Asumiremos .tambien que 

nn punto inicial factible Xo, es dado (para. ciertos resultados el vector b es escogido como 

b =e= (1, ... , 1f y asi Xo será automatic<unente factible para estos problemas). 

El primer teorema que de:rnostró que, en promeclio, el algoritrrliJ sin1plex converge en 

un número de iteraciones que es polinornial en rn y ·n fue descubierto por Borg,ward en 

1982. Su teorema es presentado a continuación sin prueba. Este teorema asume que 

los c.oeficientes en el problema de programación lineal son escogidos aleatoriamente en 

~n- {0}. El vector del lado derecho b, del problema de prograrnación lineal considerado 

en el teorema no es aleatorio; es el vector e= (1, ... , l)T. Notese que no hay restricciones 

de no negatividad s.::.bre las ·variables, es decir no se pide que x ~ O. 

Teorema 3.5: Considerat-nos un problema de programación lineal de la forma 

nlaxlllllZar CT X 

sujeto a 

Ax~e. 

donde e y a.1, ... , am las colurr1na.s de A, son escogidas ale.atorimnente y están uniforme-

111e11te distribuidos en JRn- {0}. Si el algoritmo Si1nplex: es aplic12do a este problema, el 

número es-perado de iteraciones está acotado por: 

1 
3-17n mn-1 ii 

46 



Prueba: ver [11] 

Este resultado establece el comportamiento polinomial en el caso promedio del algo-

ritmo simplex, pero la cota obtenida no correspondía a la observada en la práctica, esto 

es, entre rn y 3m iteraciones. 

Un resultado con una conclusión más satisfactoria fue obtenido independientemente 

por Haimovich y Adler en 1983. Ellos usan una forma del problema de programación 

lineal diferente a Borwa.rdt. (el lado derecho b es ahora también aleatorio). 

Teorema 3.6: Consideremos un problema ele programación lineal de la forma: 

maximizar cT x 

sujeto a 

Ax~b. 

donde e, b y los coeficientes de A son escogidos aleatoriamente. Si el algoritmo simplex es 

aplicado a este problema, entonces el número esperado de iteraciones está acotado por: 

n (rn- n+2) 
n+l m 

Prueba: Ver [11] 

3.6 Un teorema general de complejidad para los 

algoritmos de trayectoria central 

A continuación estableceremos un teorema que nos da un resultado general de compleji-

dad pam los algoritmos de trayectoria central. 

Teorema 3.7: Sea é E (0, 1). Supongamos que nuestro algoritmo genere una sucesión 
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de iteraciones que satisfaga 

{j 
/1k+l :S (1- -:;;;)J1k, k= o, 1, 2, ... 

n 
(3.3) 

para alguna constante positiva t5 y w. Sunpogamos tambien que el punto de partida 

( x0
, u0

, s0
) satisface 

(3.4) 

para alguna constante positiva k. Entonces existe un índice K con 

K= O(nw llogel), 

tal que 

J1k :S E, para todo k 2': K. 

Prueba: 

Aplicando logaritmo a ambos miembros en (3.3), tenemos: 

usando nuevamente logaritmo y (3.4), se tiene 

{j {j 1 
log¡.tk :S k log(1- -) + log¡.t0 :S k log(1- -. ) +k log -, 

nW nW f: 

al calcular la función logaritmo 

log(1 + (3) :S (3, para todo (3 > -1 . 

tenemos que: 
-t5 1 

log J1k :S k(---;;;;-) + k log-, 
n E 
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por lo tanto, el criterio de convergencia /-Lk :::;: e se satisface al tener 

-8 1 
k(-)+ klog-:::;: loge. 

nw e 

Esta inecuación se cumple para toda k que satisface 

asi la prueba queda completa.;:¡ 

Luego hemos observado en el teorema 3. 7 que si la reducción en f-L para cada itera­

ción depende de la dimensión n en una trayectoria determinada, y si además la medida 

de la dualidad inicial no es demasiada larga, entonces el algoritmo tiene complejidad 

polinomial. 

Esto nos será de mucha utilidad al analizar la complejidad de los algoritmos de tra­

yectoria central en el capitulo siguiente. 
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Capítulo 4 

ALGORITMOS DE 

TRAYECTORIA CENTRAL 

En este capitulo, que constituye el capítulo central de nuestro trabajo de tésis, presenta­

mos una familia de algoritmos conocidos en la literatura de la optimización lineal como 

algoritmos basados en la trayectoria central o de manera abreviada como algoritmos de 

trayec:toria central. 

En la sección 4.1 de éste capítulo comentaremos sobre la e..xistencia y unicidad de 

la trayectoria central, así como analizaremos una medida de proximidad entre dicha 

trayectoria central y puntos generados por los algoritmos de trayectoria central. En la 

sección 4.2 estudiaremos una variante de dicho esquema algorítmico conocida como de 

pasos cortos. En la sección 4.3 describiremos también una variante llamada algoritmo 

predictor - corrector. En la sección 4.4 describiremos otra variante de dicho algoritmo 

llamada de pasos largos; y finalmente en la sección 4.5 analizaremos el algoritmo de 

trayectoria central no factible que se caracteriza, entre otras cosas, por no requerir de un 

punto inicial ( estric:tamente factible). 
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4.1 Algoritn:1os de trayectoria central 

En el capítulo 2 sección 2.1, bajo la condición de que :F es compacto mostramos que 

para alg(m ¡t >O, el problema (2.3) tenia una única solución óptima sobre?. Ademá..s, 

cuando se tiende a cero, la curva formada por toda la w1niwización es continua en fl y 

converge a la única solución x* del problema (2.1). 

Ahora en el caso de que el conjunto :F no sea compacto nos definiremos un Rp, 

llamado .. conjunto de nivel factible··, como sigue: 

R 11 := {x E :!Rn / Ax = b; x 2': O, f(x,Jl,) :S: f(x,Jl.)}, 

y queda demostrado que R 11 es compacto, ver [13]; es así que se tiene que el problema 

de optimización 

mmnruzar f ( x, Jl·) 

sujeto a 

X E Rl' 

tiene una solución (x11 , u~-t, sp,)- En vista de la real definición del conjunto R~-t, se deduce 

que éste vector también es solución del problema de barrera primal (2.3), ver [13]. 

En éste capítulo estudiaremos los algoritmos de trayectoria central que se caracteri­

zan por seguir esta trayectoria en la dirección en que J-i decrece. Los algoritmos siguen 

la trayectoria en el sentido e11 que para c&.-ia u11a de sus iteracio11es son ge11erados pur1-

tos ( xk, uk, sk) que no necesariamente pertenecen a la trayectoria, pero que se localizan 

próximos a ella. Estos puntos son estrictamente positivos y satisfacen las dos primeras 

ecuaciones de ( 2.11), en cuanto a la tercera ecuación, no necesariamente es satisfecha 

de manera exacta. Siendo así, que para medir la proximidad entre tales puntos y la 

trayectoria central damos la siguiente definición. 
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Definición 4.1: Dados (x, u, s) E C0 y p >O, la proximidad entre los puntos (x, u, s) y 

(xJ.L, uJ.L, sJ.L) es medida por: 

1 
8(x, s, p) := -jjXSe- pell 

p 
(4.1) 

Los métodos de trayectoria central generan una sucesión de puntos que se situan 

en mm vecindad de la trayectoria caracterizada por 8. Dado o: E (0, 1 ), definimos esta 

vecindad como: 

N(a) := U {(x,~t,s) E L 0 
/ 8(x,s,p)::; a} (4.2) 

p,E(O,=) 

Notemos que dado en punto (x, u, s) en la trayectoria central, la relación X Se= ¡_te 

es satisfecha para algún Jl· > O, y, consecuentemente, xT s = np. Esta igualdad indica la 

relación entre los puntos de la tra~ectoria y de la brecha de dualidad asociado a ellas. Una 

relación análoga también puede ser obtenida para puntos pertenecientes a la vecindad 

N( a). Para estos puntos, la brecha de dualidad dado por xT s se relaciona con 8 por la 

expresión: 

(4.3) 

Para verificar ésta expresión basta multiplicar por eT, a la relación xse = e+ (3, 
p 

donde !LB!! = 8(x, s, p), y aplicar la desigualdad de Cauchy- Schwartz. La importancia 

de esta relación está en el hecho de que ella nos dá un buen criterio de parada para los 

algoritmos. 

A continuación presentaremos un método que nos permite inicializar el algoritmo 

de trayectoria central que encuentra una solución e- óptima después de un número 

polinomial de iteraciones sin usar números muy grandes ("bigM" constante). 
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4.1.1 Métodos Autoduales 

Consideren1os el siguiente problema de programación lineal 

Illlntrruzar CT X 

sujeto a 

Ax=b, 

X~ 0, 

y su respectivo dual 

maxrmrzar br u 

sujeto a 

S~ O. 

Dado un punto inicial posiblemente factible (x0 , u0 , s0
) con x0 >O y s0 >O, conside­

remos el problema: 

mm1mrzar 

sujeto a 

Ax-bT +bB =0 

-ATu +cr -W- S =Ü 

bT,U- CTX +zB-k =Ü 
-T 

-b u+cx -zr = -((xO)T SO+ 1) 

X> O· 
- ' r >O· 

- ' S> O· 
- ' k>O - ' 

donde: 

b = b- Ax0 · e= e- AT u0 - s0 · z = CT x0 + 1 - bT u0 

' ' 
PA-D (problema auto- dual). 

Vemos que el problema lineal es auto - dual, quiere decir, su dual es equivalente 
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consigo mismo. Notemos que 

es una solución factible interior del problema PA-D· Puesto que tanto su problema primal 

y su dual son problemas factibles, estos tienen soluciones óptimas. Puesto que el dual es 

equivalente al primal, el valor óptimo de PA-D es cero. 

Establecemos que el algoritmo de trayectoria central encuentra U:na solución óptima 

(x*,u*,s*,7*,()*,k*) que satisface 

()* = O, x* + s* > O, 7* + k* > O, 

(s*)T x* =O, 7*k* =O, 

tal solución satisface la condición conocida como la complementariedad estricta ver [12]. 

Ahora tenemos el siguiente resultado: 

Corolario 4.1: Sea (x*, u*, s*, 7*, ()*,k*) una solución óptima del problema PA-D que 

satisface las siguientes condiciones: 

()* = O, x* + s* > O, 7* + k* > O, 

(s*)T(x*) =O, 7*k* =O. 

x* 
a) El problema (2.1) tiene una solución óptima si y sólo sí 7* > O. En este caso - es 

7* 
u* s* 

una solución óptima del problema (2.1) y ( -,---:-) es una solución óptima del problema 
7* 7>(. 

(2.2). 

b) El problema (2.1) no tiene tma solución óptima si y sólo sí k* > O. En este caso, si 

cT x* < O, entonces el problema primal (2.1) es no acotado y el problema dual (2.2) es 

no factible; si -bT u* < O, entonces el problema dual (2.2) es no acotado y el problema 

primal (2.1) es no factible; si cTx* <O y -bT1t* <O, entonces tanto el problema (2.1) 

como el problema (2.2) son no factibles. 
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Usando este corolario se tiene que el algoritmo de trayectoria central aplicado al 

problema PA-D, inicializado con la siguiente solución interior (x0 , u0 , s0 , 1, 1, 1), soluciona 

adecuadamente los problemas de programación lineal (2.1) y (2.2), esto tiene algunas 

ventajas: 

lo) Esto resuelve, problemas de programación lineal sin la necesidad de asumir la exis­

tencia de soluciones factibles, interiores factibles ó soluciones óptimas. 

2°) Esto puede empezar en alguna solución factible ó no. 

3°) Sus exigencias computacionales por iteración son comparables con otros métodos 

de trayectoria central. 

4°) Esto encuentra una solución e- óptima en tiempo polinomial usando alguna ··big 

1\lr constante. 

4.2 El algoritmo de trayectoria central de pasos 

cortos 

A continuación presentaremos algoritmos que generan puntos siempre en la vecindad 

N( a). Estos algoritmos, lla.'11ados algoritmos de trayectoria central de pasos cortos, adop­

tan valores próximos a 1 para T. De ésta forma, ahora torn.anJ.os el paso (,6.x, ,6.u, ,6.s) a 

partir de un punto en N (a), el nuevo punto alc.anzado también pertenecerá a la vecindad. 

Para entender el comportamiento del algoritmo de trayectoria central de pasos cortos, 

debemos observar que, si a cada iteración, el punto de partida está en N( a), entonces 

el punto (x, u, s) está próYimo al punto de la trayectoria central (xJ.t, uJ.t, sJ.t). Ahora to­

mamos el valor de T próximo a 1, tenen1os TP,::::::; p y, por tanto, (x, ·u, s) también estará 

próximo a (xrJ.t, U7 J.t, SrJ.t). Esa proximidad garantiza que la dirección de Newton (2.21) 

sea una buena aproximación para la dirección que apunta hacia la trayectoria central y, 
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consecuentemente, que el nuevo punto obtenido pertenezca también a la proximidad de 

la trayectoria definida por N( a). 

Una vez garantizada que todas las iteraciones del algoritmo pertenecen a N( a), con­

cluímos que para cada iteración, se generan soluciones viables para los problemas primal 

y Dual, cuya brecha de dualidad puede ser estimada por (4.3). 

A continuación presentamos el algoritmo primal - dual de trayectoria central de pasos 

cortos que fue introducido por Kojima, Mizumo e Yoshise y Monteiro y Adler inde­

pendientemente. El análisis de complejidad presentado a continuación se obtiene del 

segundo grupo de autores. En este análisis verificamos que la complejidad del algoritmo 
1 

es de .Jn log -, donde E mide la precisión de la solución obtenida. 
é 

Algoritmo 4.2: (trayectoria central de pasos cortos) 
1 

Dados: E> O, a= 0.4, T = 1- .Jn' (x0
, u0

, s0
) E N( a); 

k :=0, 

Repita 
xkT sk 

hacen1os 'Tk = T, /-lk = --i 
n 

Calcule la dirección de Newton (2.21), osea resuelva el sistema 

Hacemos 

k:= k+ 1, 

Hasta que 

o AT I 

A O O 

/-lk <E. 
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trayectoria 

central 

iteraciones 

---
--------

Figura 4.1: iteraciones del algoritmo de pasos cortos graficado en el plano ( xs). 

En el lema 4.2 verificamos que la medida de la brecha de dualidad, J1, es reducida de 

forma lineal para cada iteración del algoritmo de trayectoria central de pasos cortos. Este 

resultado es fundamental para que comprobemos la complejidad polinomial del algoritmo. 

El resultado del siguiente lema será utilizado en su demostración. 

Lema 4.1: La dirección (.6..x, .6..u, .6..s) definida por (2.21) satisface la siguiente ecuación: 

Prueba: 

De las dos primeras ecuaciones de (2.21) tenernos: 

-.6..s, 

.6..s, 
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Por lo tanto, 

Ab.x O. 

b.xT( -AT b.u), · 

-(Mxfb.u, 

o. 

Lema 4.2: Sea (x, u, s) E N( a), (b.x, b.u, b.s) el paso de Newton dado por (2.21), 
-::::r~ 

(x, u, S) := (x, ~L, s) + a(b.x, D. u, Dos), para a E [0, 1] y¡;, := x s. Entonces 
n 

Prueba: 

n,u 

Ji,= (1- o-(1- T))J.L. 

~­
X s, 

(x + ab.xf(s + ab.s), 

donde en la última igualdad se utiliza el resultado del lema anterior. 

De la última ecuación de (2.21), tenemos: 

Sb.x + Xb.s = TJ.le- X Se. 

Multiplicando esta expresión por eT y observando que p.eT e = p.n, tenemos: 
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(4.7) 

De ( 4.4) y ( 4. 7), tenemos que: 

n¡i = (1- a-(1- T))nJl. 

Finalmente, dividimos esta última ecuación por n, y obtenemos el resultado del 

lema. E 

Con éste resultado que se ha obtenido, cmnprobamos la reducción lineal del paráme-­

tro jl, siempre que un paso sea dado en la dirección de Newton. Esta reducción es 

proporcional al tamaño de paso, el cual es medido por el parámetro o- E [O, 1). En el caso 

particular del algoritmo de trayectoria central de pasos cortos, un paso unitario es dao 

en la dirección de Nevvton para cada iteración. En este caso, al sustituir el valor O" = 1 en 

el resultado del lema 4.2, verificamos fácilmente que la reducción del parámetro jl, para 

cada iteración del algoritmo, es dada por: 

Teorema 4.1: Supongamos que ( x0 , s0 , Jlo) E N (a) y 

para alguna constante positiva (3. 

1 
J.Lo ::::; é j3 ' 

(4.8) 

(4.9) 

1 
Entonces, el algoritmo de trayectoria central de pasos cortos para en O( .jn log-) 

é 

iteraciones. 
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Prueba: 

Utilizando la expresión ( 4.8) y el valor de T en el algoritmo, tenemos: 

De esta manera, el algoritmo para cuando k es tal que 

Aplicando la función logaritmo a esta relación, tenemos 

1 
klog(1- Vn) + log¡to < loge. 

Considerando (4.9), observamos que ésta última desigualdad de satisface si 

1 1 
klog(1- ;;;:;-) + j3log- < loge, 

yn e 

como log(1 + 1) ::::; 1, para todo 1 > -1, esta ultima desigualdad se cumple si 

1 1 
-k ;;;:;-::::; loge- j3log-, 

yn e 

o, equivalentemente 

1 1 
-k ;;;:;-::::; -(1 + f3)log-. 

yn e 

El criterio de convergencia del algoritmo, J.lk < é, se satisface entonces si 
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1 
k~ vn(1+{J)log- .• 

é 

Una vez demostrada la complejidad polinomial del algoritmo, nos queda verificar 

que al tomarse un paso en la dirección de Newton (2.21), a partir de un punto dado 

(x, u, s) E N( a), la nueva iteración (x, ·u, s) + (.6..x, .6..u, .6..s) será también un punto 

perteneciente a N (a). 

A continuación formalizaremos una cota superior para la norma !I.6.X.6.Se!l. Esta 

cota constituye una parte importante para éste análisis. Para entender tal importancia, 

debemos recordar que para cada iteración del algoritmo, partirnos de un punto (x, u, s) 

y calculamos una aproximación para el paso que nos llevaría al punto (x1., uJl, sJl) de 

la trayectoria central. Esta aproximación queda establecida por la linealización de la 

tercera ecuación de (2.12), la cual da origen al paso de Newton (2.21). Al realizar esta 

linealización, el término .6.X .6.Se es justamente el término deseado. Consecuentemente, 

la eficiencia del paso de Newton estará a .. •:;ociada al tamaño de su norma. Al acotar la 

norma garantizamos que la aproximación dada por el paso de Nm.vton, nos lleva a un 

punto próximo a la trayectoria central, donde ésta aproximidad es Inedida por la vecindad 

N( a). 

El siguiente lema formaliza ésta idea. 

Lema 4.3: Sea (x, u, s) E N( a); (x, u, S) := (x, u, s) + 0'(.6..x, .6..u, .6..s) para O' E (0, 1], 
xrs 

donde (.6..x,.6..u,.6..s) es el paso de Newton dado por (2.21), y Ji:=-. Entonces 
n 

Prueba: 
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jjXSe + (j(TJ-Le- X Se)+ (j2!:l.X!:l.Se- fiel! 

I!XSe + a(TJ-Le- X Se)+ a 2 !:l.X!:l.Se- (1- a(1- r))J-Lejj 

!1(1- (j)(XSe- J-Le) + (j2!:l.X!:l.Sejj 

< (1- (j) !IX Se- J-Lel! + (j2 IJ!:l.X~Sel! 

< (1- (j)op, + cr2 !1!:l.X!:l.Se// 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

donde (4.10) utiliza la tercera ecuación de (2.21), (4.11) utiliza el resultado del lema 4.2 

y (4.12) se obtiene del hecho que (x, u, s) E N(a).JJ. 

Ahora pasaremos a verificar que la medida i!!:l.X!:l.Se!l es pequeña y suficiente para 

garantizar que el punto (x, u, S) E N(a). Este resultado se demostrará en el teorema 4.4. 

A continuación presentaremos una serie de lemas que nos servirán para la demostración 

de dicho teorema. 

Lmna 4.4: Sea. u, 'V E .lRn tales que uT v = O, entonces 

1 2 
!IUV ell ::; J811~L +vil . 

Prueba: 

Consideremos la igualdad 

para todo i = 1, ... , p, tenemos: 

i=l 

1~ te ( Uí + Ví)
2 

- ( Uí - Vi)
2

)
2 

i=l 
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donde: 

p 

< 1~ L((ui + vi)4 + (uí- vi)4
) 

i=l 

< 1~ [<t(u, + v,)')' + (t(u, ~ v,)')'] 
1 4 4 

16 (!1u+vll +ll·u-vll) 
1 

16 (2JJu + vll4) 
1 
-sCIIu + vll 4

) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.13) se verifica puesto que si tenemos que a, b ~O entonces (a- b) 2 :::; a2 + b2; (4.14) 

utiliza la relación 

p n 

La;:::; (Lai)2
, 

i=l i=l 

para ai 2=: O, i = 1, ... ,p, el cual es un caso particular de la desigualdad de Holder. 

(4.15) se verifica. porque u y v son ortogonales (uT·v = 0), y por lo tanto Jiu+ vJJ 

JJu-v!l.• 

Lema 4.5: Sea. (x, u, s) E N( ex) y (6.x, 6.u, 6.s), el paso de Newton dado por (2.21). 

Entonces 

Prueba: 

11
6.X6.Sell < cx2 + n(1- r)2 . 

- v's(l - ex) f-L 

Iniciamos la demostración haciendo un cambio de escala en la tercera ecuación de 

(2.21), con la intención de escribirla de forma mas conveniente. 

El cainbio de escala se obtiene al nmltiplicar la ecuación por la matriz (XS)-112 . 

Considerando D, la matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son dados por §_ V si 
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para todo i = 1, ... , n, osea, D = s-112 X112, el resultado de éste producto puede ser 

escrito como 

n-1f);.X + Db.S = (Xs)-112
( -X Se+ TJ-Le) ( 4.17) 

obsenrando que b.Xb.S = (Db.X)(D-168) y utilizando (4.17) y los resultados de los 

lemas 4.1 y 4.4, tenemos: 

jj6.X6.Sejj jj(D.6.X)(D-1.6.S)ell 

< Js IID6.X + D-1.6.SII2 

~ jj(Xs)-112( -X Se+ TJ-Le)jj
2 

J._ t ( -xisi + TJ-L)2 

lo . XiSi yo ~=1 
n 

I:C -XiSi + TJ-L? 
< .::...i=-=-1 --=----

v'8(1- a)J-L 

llb.Xb.Sejj = jjXSe- TJ-Lel12' 
v'8(1- a)J-L 

donde la última desigualdad se cumple porque (x, u, s)E N( a). 

Consecuentemente, jxisi- J-L\ ::; aJ-L, y xisi ~ (1- a)J-L, para todo i = 1, ... , n. 

Ahora tenemos que: 

JI(XSe -J-Le) + (1- 7)p.eJ! 2 

!IX Se- J.l,e¡¡ 2 + 2(1- T)J-LeT(XSe- ¡te)+ (1- T) 2J-L2eTe 

IJXSe- p.ejj 2 + 2(1- T)J-L(xTs -J-Ln) + (1- T?J-L2n 

jjXSe -J-Lell 2 + (1- T?J-L2n 
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(4.19) 
T 

donde la última igualdad se cumple porque ¡_t = x 
8

, y la última desigualdad se cumple 
n 

porque (x, u, s) E N( o:). Sustituyendo (4.19) en (4.18) obtenemos el resultado dellema.g 

Lew...a 4.6: Sea (x, ·u, s) E N( o:); (x, u, S) := (x, u, s) + O"(~x, ~u, ~s) para O" E [0, 1], 
xrs 

donde (~.z:, b,.u, b,.s) es el paso de Newion dado por (2.21), y Ji:=.-. Entonces, consi­
n 

derando que a y r toman valores dados en el algoritn1o 4.2, tenemos: 

Prueba: 

II.X,se- ¡íell s (1- O")a¡_t + 0"2 ii~X~SeJI 

donde: 

< (1- O")all. + 0"2o:2+n(l-T)2 11. 
- r v's(l-o:) r 

S (1 - O")a¡_t + 0"
2Ta¡_t 

S (1 - O"+ O"r )a¡_t 

=a¡_t. 

( 4.20) usa el resultado del lema 4.3, 

( 4.21) usa el resultado del lema 4.5, 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.22) se puede verificar fácilmente cuando o: y r toman los valores dados en el algo­

ritmo 4.2, 

(4.23) se verifica porque O" E [0, 1] y 

( 4.24) utiliza el resultado del lema 4.2.lill 

Teorema 4.2: Sea (x, u,s) E }/(a); y (~x, ~u, ~s), el paso de Newton dado por (2.21). 

Entonces 

(x, u, s) := (x, u, s) + O'(~x, /),u, ~s) E N( a) 

para todo O' E [O, 1]. 
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Prueba: 

El resultado del lema 4.6 indica que ó(x, s, jj) :::; a. Luego nos queda solo demostrar 

que (x, s, jj) E /:0 . 

Las restricciones Ax =by ATu + s =e son fp.,cilmente verificables ya que, de (2.21), 

tenemos que Ail.x = O y AT il.u - il.s = O, y finalmente, la no negatividad de x y 

s es garantizada al considerarse que si ó(x, s, jj) :::; a, entonces lxi~ - ¡;,¡ :::; ajj, osea, 

xisi 2: (1- a)jj = (1- a)(1- a(1- T))JL > o, puesto que a, a, T E [O, 1]. Por lo tanto, 

(x, S) > O para todo a E [O, 1].11 

4e3 El algoritmo predictor- corrector 

En (2.21) definimos la dirección de Newton para T E [0, 1]. Observamos que cuando r 

toma los valores extremos O y 1, la dirección de Newton es conocida respectivamente 

como dirección escala afin y dirección de centralización. 

La primera apunta aproximadamente para el óptimo de los problemas primal y dual, 

pero al caminar en ella es probable que nos aproximemos de manera rápida a la frontera 

del octante no negativo. Realmente, si tomamos un paso unitario en la dirección escala 

afiu a partir de un ptmto en JJ"( a), el nuevo punto puede que no satisfaga las restricciones 

de no negatividad de las variables x y s. Por otro lado, si tomamos un paso unitario en la 

dirección de centralización a partir de un punto en N (a), tenemos la garantia de que el 

nuevo punto también pertenecerá a N (a), osea, el será viable y estará lejos de la frontera 

del octante. En tanto, este paso mantiene aproximadamente constante a la brecha de 

dualidad. 
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En el algoritmo de trayectoria central de pasos cortos le dimos a T un valor menor que 

1, caso contrario podría perder la garantía dada por la dirección de centralización. Osea, 

continuamos exigiendo que al tomar liD paso unitario en la dirección de Newton a partir 

de un punto en N (o:), el nuevo punto tambien pertenece a la vecindad. Esta e..-xigencia 

hace que el v-<llor de T c.ontinue muy próximo a 1, y consecuentemente, la convergencia 

del algoritmo en dirección al óptimo del problema sea, en general, lenta. 

Mejores resultados se han obtenido en la práctica con la aplicación del llamado algo­

ritmo predictor- corrector. En éste algoritmo trabajamos con dos vecindades de trayec­

toria central definidas por ( 4.2) pam dos diferentes valores de o:. Utilizaremos 0:1 = 0.25 y 

0:2 = 0.5, de manera que la primera vecindad es un subconjunto de la segunda. Entonces 

utilizaremos dos diferentes tipos de iteraciones, de la siguiente forma: 

Iteraciones Impares: Constituyen el llamado paso corrector en el cual partimos de 

un punto en N(a2) y tomamos un paso unitario en la dirección de centralización. Es 

posible mostrar que el nuevo punto obtenido pertenece a .Ñ(a1). Este paso tiene .como 

objetivo entonces, centralizar. 

Iteraciones pares: Constituyen el llamado paso predictor en el cual partimos de 

un punto en N(a1) y caminamos en la máxima dirección escala- afin, sin salirnos de 

la vecindad N ( a 2) especialmente, partimos del punto ( x, u, s) E N ( a1) y tomamos el 

nuevo punto (x, u, S) := (x, u., s) + a(~1:, i).u., .6.s ), donde (,6.x, .6.u, .6.s) es el paso de 

Newton (2.14) calculado para T =O y O" E [O, 1] asumiendo el mayor valor para el cual 

(x, u, S) E N(a2 ). Este pa...c;o tiene como objetivo, disminuir la brecha de dualidad. 
1 

El algoritmo predictor corrector mantiene la complejidad de O( fo log -) del algorit­
c 

mo de trayectoria central de pasos cortos. 

Algoritmo ( 4.3) predictor - corrector 
1 

Dados e> O, a= 0.25, T = 1- r,;::' (x0
, u0

, s0
) E N(0.25) 

vn 
k:=O, 

Repita 
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Hacemos 
XkTSk 

Tk = T, J-lk = --­
n 

(paso predictor) 

Hacemos 

Tk =O y hallamos una solución (.ó.xk, tl.uk, tl.sk) del sistema lineal 

1 
y sea Tk = 1 - Vn tal que: 

Por otro lado (paso corrector) 

Hacemos Tk = 1 y hallamos una solución (.ó.xk, tl.uk, tl.sk) del sistema lineal 

Hacemos 

k :=k+ 1 

hasta que 
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N (0.25) 

' 1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 

, 
1 

1 , 
1 

1 

1 

1 
1 

1 , 

trayectoria 

central 

o . . 
...... )\"-acwnes 

2 __,...... ~ 

--~~-1~ -~---
_, .... "' 3 -----

,., .... "" -------
~"" ------

,,..,"" ------
/ // .,.,.,."""..,. -------

1 / ,. --
/,1./ ~-::'-------

Figura 4.2: iteraciones del algoritmo predictor corrector graficado en el plano (xs). 

Nuestro análisis del algoritmo predictor corrector es breve porque la mayor parte del 

trabajo ya se ha realizado en el análisis del algoritmo de pasos cortos. 

El comportamiento de cada paso predictor es descrito en el siguiente lema, el cual 

halla una cota inferior sobre la longitud de sus pasos y por lo tanto una estimación de la 

reducción en ¡..¿. 

Lema 4. 7: supongamos que (x, u, s) E N(0.25) y sea (b.x, b.u, .6.s) el paso de newton 

calculado en (2.21) cuando T =O. Entonces (x, u, S) E N(0.5) para todo a E [0, O'] donde 

(4.25) 

por lo tanto, el paso predictor tiene una longitud menor que Cf y el nuevo valor de ¡..¿ es 

a lo más (1- 0')¡..¿. 
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Prueba: 

De (4.12), tenemos 

¡¡xse- ¡tell < (1- cr) IIXSe- ¡teJI + cr2 ii~X~Seli 

< J.L 
(1- rr) !IX Se- .u;ell + Bl!~x~Seliii~X~Sell de (4.25), 

< 
1 1 
:;¡(1- cr).u + 8(1 - cr) (1- rr).u puesto que (x, s, u) E .Ñ(0.25), 

1 1 1 
< -(1- rr).u + -(1- a).u puesto que O" ::; 2, 

4 4 

< 
1~ 

por (4.4), con r =O. -J-L 
2 

Por lo tanto, el punto (x, u, S) satisface la condición de proximidad para .Ñ(0.5). 

Ahora para verificar que (x, u, S) E .C0 bastará revisar la prueba del teorema 4.2.m 

El lema 4.5 puede usarse para hallar una cota inferior sobre a. Hacemos a= 0.25 y 

r = O en dicho lema, obteniendo 

.u > 2312(1 - 0.25) = 3v'2 > 0.16 
8ll~x~Sell - 8((0.25)2 + n) 1 + 16n - n ' 

puesto que n 2: l. 

Por lo tanto, de ( 4.25) tenemos 

. (1 (0.16)
1
1

2
) 0.4 

(f 2: mm 2' --:¡;: = Vn. 

Dado que los pasos predictor son elegidos en incluso un ú1dice de iteraciones, esta 

cota implica que 

( 0.4) 
.Uk+l ::; 1- Vn J-lk, k= o, 2, 4, ... (4.26) 

Los pasos corrector son descritos en el siguiente lema, el cual nos muestra que ellos 

retornan a algun punto en .Ñ(0.5) al interior de la vecindad .Ñ(0.25) sin Calllbiar el valor 
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de ¡.t. 

Lema 4.8: supongamos que (x, u, s) E N(0.5) y sea (~x, ~u, ~s) el paso de newton 

calculado en (2.21) cuando a= 1, entonces tenemos que 

fll =¡.t. 

Prueba: 

sustituyendo 7 = 1 en (4.4), obtenemos inmediatamente que p1 = ¡.t (de hecho, ¡¡ = p 

para todo a E [0, 1]). 

Ahora combinando (4.12) y el lema 4.5 tenemos 

(4.27) 

sustituyendo a = 0.5, a = 1 y 7 = 1 en ( 4.27) encontramos que 

pOT lo tanto, (xl, UI, sl) satisface las condiciones de proximidad para N(0.25). Finalmente 

para completar la prueba sera suficiente verificar que (x1 , u1 , 31) es estrictamente factible 

también, pero esta prueba es idéntica a la prueba desarrollada en el teorema 4.2 de esta 

tésis .• 

Como podemos ver de este lema las iteraciones corrector parten del valor de la medida 

dual ¡.t inalterable. Asi también, ya que las iteraciones predictor logran una reducción 

sustancial en ¡.t( 4.26), puede probarse que se obtiene la misma clase de complejidad 

polinomial como para los algoritmos de pasos cortos. 

Teorema 4.3: Dado é > O, supóngase que el punto inicial (x0
, u0

, s0
) E N(0.25) en el 
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algoritmo predictor corrector tenemos 

/ " ' 
para alglli-:1 constante positiva k. Entonces existe un índice]( con](= O ( folog ~) tal 

\. é/ 

que 

/-Lk ::::; s, para todo k 2: K. 

Prueba: 

Combinando ( 4.26) con el lema 4.8, tene.mos 

( 
0.4\ 

f-Lk+2 = f-Lk+l ::::; 1- v~n) /-Lki k= o, 2, 4, ... , 

por lo tanto, la reducción exigida (3.3) del teorema 3.7 es casi satisfecha cuando hace-

mos 8 = 0.4 y w = 0.5, excepto que la reducción en J1 ocurre sobre un intervalo de dos 

iteraciones, en lugar de exactamente una. Pero la prueba del teorema 3. 7 puede adap-

tarse fácilmente usando esta condición poco diferente en J1, sin afectar la conclusión del 

teorema .• 

El algoritn1.o de trayectoria central de pasos 

.. largos 

el conjunto de puntos que pertenecen a la vecidad J!(a). De la misnm forma para los 

valores de a próximos a 1, el conjunto de puntos en L.0 es bastante mayor que el conjunto 

de puntos en N(a). Como resultado, los algoritmos que pem1anezcan siempre en esta 

vecindad, pueden caminar poco en cada iteración en dirección al óptimo. 

Algunos algoritmos prácticos utilizan otras norm::~,:;: para definir vecindades de la tra-
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yectoria central mucho más grandes. Las dos vecindades mas interesantes son: 

donde 

y 

donde 

.Afoo(¡) := U {(x,'lt,s) E C0 1 Óoo(x,s,J-L) ~ i'}, 
tLE(O,=) 

8=(x,s,f1.) := .!.¡¡xse- J-LeJJ=, 
f1. 

N_=(¡):= U {(x,u,s) E .L0 1 8_00 (x,s,¡_t)::; ¡}, 
tLE(O,oo) 

(4.28) 

y dado v E lRn, tenemos por definición que Jlvll-co ~ {3 si y solamente si vi ?: -{3 para 

todo i = 1, ... ,n. 

O bserva...mos fácilmente que para un ¡ dado estas dos vecindades contienen un número 

La vecindad JJ_.=(-y), en particular, se toma bien próxim_a de L 0 a rnedida que --y tiende 

al. 

Los algoritmos de trayectoria central de pasos largos utilizan estas vecindades mucho 

más grandes. En ellas, el parámetro T recibe un valor menor del que habia recibido en 

ei algoritmo de trayectoria central de pasos cortos, por lo tanto el decreciiPiento de la 

brecha de dualidad es más rápido en cada itcrctlción. 

Corno ellos tienen n1as espacio para trabajar, el progreso en dirección al óptim.o es más 

rápido. Ahora tomamos un valor pequeño para r, aunque no garantizamos que el punto 

resultante de un paso unitario en la dirección de Newton (2.21) continue perteneciendo 

a la vecindad de la trayectoria. En este caso, utilizamos un procedimiento parecido al 

descrito en el paso prerlictor del algoritmo predictor- corrector, en el cual realizamos una 
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busqueda lineal que establece el mayor paso permitido en la dirección de Newton, para 

que el nuevo punto ~lcaD..zado permanezca en la vecindad. Los algoritmos de trayectoria 

central de pasos largos tienen una ma:,ror pcrlomctncc en la práctica que los a.lgoritn1os 

de pasos cortos. 

n • .. 'ad Q' • 1) . • i::iu compleJid aumenta para tn 10g- IteraciOnes. 
e 

Algoritmo 4.4 (trayectoria central de pasos largos) 

k :=0, 

Repita 

elegimos 

Tk E [Trnin, T.tm~x] 

hallamos una. solución (.6-xk, .6-uk, b.sk) del sistema. lineal 

1 • l 1 1 1 ro ;] ' 1 e1eg1mos O"k como e va10r mas granae ae O" en l , _¡_ "La! que 

r-k ;-uk -k\ }' r ( ) 
\X ' ' 8 ') E V -00 ry . 

Hacemos 

k:= k+ 1 

hasta que 

J.lk <c. 
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iteraciones 

---------------------
----

o 

trayectoria 

central 

N-oo (r) -------
------------

.XjS¡ 

Figura 4.3: Iteraciones del algoritmo de pasos largos graficado en el plano ( xs ). 

La típica conducta del algoritmo es ilustmlli'L en la figura 4.3 como muestra la figura 

(hecho que se confmnará en el análisis) la cota mínima r min sobre el parámetro central 

garantiza que cada búsqueda de dirección empieza a desplazarse fuera de la frontera de 

N-oo ('y) y dentro del interior de su vecindad. 

El lema 4.9 y el teorema 4.4 nos muestran una cota inferior sobre CYk y una corres-

pondiente estimación de la reducción en p. para cada iteración. El teorema 4.5 establece 

el usual resultado de complejidad polinomial. 

Lema 4.9: Si (x, u, s) E ./'L00('y), entonces 

Prueba: 
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Como en la prueba del lema 4.5, tenemos que 

desarrollando, el cuadrado de la norma euclidiana y usando las siguientes relaciones 

xT.s = np, y eT e = n, obtenemos, 

I I,~X/::i8el,l < 2-3/ 2 1!-(XS') 1/ 2 + TJJlX'))- 1l 2p,)ll
2 

1 ,._ 1 ,-- \_ ~ 1 - J 1 

r T2l < 2-3
/
2 ll -2T + - 11J-L 

'YJ 

así la prueba queda completa. 

Teorema 4.4: Dados los parámetros/', Trrún y Tmax en el algoritmo de pasos largos, existe 

una constante 8 independiente de n tal que 

para todo k ~ O. 

Prueba: 

Empezaren1os por probar que 

15 
1-Lk+l s (1 - - )J.Lk 

n 

r y k iJk 8-k \ 1 3/2 -'- - "t Tk r 1 l 
\~1 , u , } E ]V_00 ('Y) para todo cr E lO, 2 'Y--- , 

l+'Yn.J 
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además deduciremos que crk está acotado inferiormente como sigue: 

3/2Tk 1-¡ 
(]'k > 2 -"!--. 

- n 1+7 

Para algún i = 1, 2, ... , n tenemos del lema 4.9 que 

1 A ~k A 8 kl < 11 A vk ASkell _...,- 2-3/2(1 + 1/rv'n·· 
l.::....l.;{,ÍL..l. Í i- ll.::....l.A L..l. 112 _::::: ¡)" /-bk· 

Usando (4.6) tenemos de xfsf 2: ~y¡;,k y de (4.31) que 

X~k (5k 
i ' 0

i 

> ~k8kr1 ~'1 _L (]'~ .. ,..,.21 A ~k AskJ ""í Í \ - V j 1 1 kJ»k - U Ü"'-'í Ü Í 

Por otra parte de ( 4.4) tenemos que 

De e.st.as últimas dos fórmulas, podemos ver que la condición de proximidad 

se satisface, siempre que 

ordenando la expresión, obtenemos 
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la cual es verdadera si 

?_3/2 1 -'V 
(J' < :.__'Tk/_~ __ , 

- n 1+1'' 

luego queda. probado que (X k; iJk; ,'§k) sa.tisfa.ce las condiciones de proxirnidad para . .N_oo( 1') 

cuando tJ se mantiene en el r~ .. .ngo establecido en (4.29) .• Además del teorema 4.2 queda 

claro que (Xk, U\ Sk) E .C0 pa;ra todo u en el rango dado. Así pues queda probado (4.29) 

y por lo tanto (4.30). 

Completamos la prueba del teorema estimando la reducción en f.1 sobre el k- ésimo 

paso; de (4.4) y (4.30), tenemos 

(4.32) 

ahora, la función 7(1- T) es una función cuat1rática cóncava de T, asi que sobre >~lgún 

intervalo dado la función corJ.Seguirá su mínimo valor en uno de los últimos puntos. Por 

lo tanto, tenemos 

la prueba queda completa al sustituir esta estimación en ( 4.31) y hacer 

1 1-1' 
s:- 23 2

"' m1"n {- (1 
- ) - (1 - \ 1 

U- ,-
1
-- 1 ·¡min _¡_- ·¡min , lmax - ·¡max}f ·lii 
~+¡ 

El resultado de complejidad para el algoritmo de pasos largos es una consecuencia 

inmediata del teorema 4.4ydel teorerna3.7. 

Teorema 4.5: Dados e> O y 1' E (0, 1), supongamos que el punto inicial (x0, u0 , s0 ) E 
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N_00(¡) en el algoritmo de pasos largos tenemos 

1 
para alguna constante positiva k. Entonces existe un índice K con K= O(nlog-) tal 

é 

que 

f-tk :::; e, para todo k 2: K. 

4.5 Algoritinos de trayectoria central no factible 

Los algoritmos de trayectoria central que se han presentado hasta ahora necesitan una 

solución inicial (x0 , u0 , s0), tal que cumplan que 

Quiere decir que para inicializar los algoritmos, necesitamos de una solución factible 

y estrictamente positiva tanto para el problema primal, como para el problema dual. Sin 

embargo, es posible utilizar el método de New'-wn para desarrollar algoritmos que parten 

para cada iteración de puntos no factibles. La única condición dada sobre el punto de 

partida de estos algoritmos es la positividad de x y s. 

Consideremos los residuos primal y dual asociados a un punto ( x, u, s), definidos 

respectivamente por: 

Pb :=Ax-b y Pe :=ATu+S-c. 

La dirección de Newton se aproxnna a la dirección que nos lleva al punto de la 

trayectoria central (xf.L, ·uf.L, sf.L), a partir de un punto (x, u, s), y es dada por la solución 

del siguiente sistema lineal: 
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ro AT 

A O 

S O 
L 

r 
Pe l 
Pb 1 

pe- X Se 1 
L J 

(4.33) 

donde las dos primeras componentes del lado derecho de la ecuación (2.12) dejan de ser 

nulas para tomar el valor de los residuos asociados al punto de partida. 

Consideremos entonces algoritmos que parten, para cada iteración, de un punto 

(x, u, s) y caminan en la dirección de Newton, dada por la solución de (4.33). 

Observamos que al caminar en esta dirección, estamos al mismo tiempo interesados 

en una centralización y una disminución de los residuos primal y dual. Vemos que, si un 

paso unitario es dado en la dirección de Newton, el nuevo punto encontrado será primal 

y viable, ya que, por la ecuación (4.33) y por la definición de Pe y Pb, tenemos: 

y 

AT(u +~u)+ (s + ~s) AT·u+AT~u+ s + ~s 

A_T U+ S + A_T flu + fls 

AT u+ S- Pe= e 

A.(x + ~x) = A1: + A!lx = Ax- Pb = b. 

A partir de un punto primal y dual viable, sucesivos pasos en la dirección de Newton, 

nos llevaran siempre a puntos que también son viables, puesto que es este caso tenemos 

que Pe= Pb =O en (4.33). 

Los algortimos de la trayectoria central infactibles parten, para cada iteración, de un 

punto (x, u, s) tal que x >O y s >O, y siguen la dirección (4.33) manteniéndose siempre 

en una vecidad de la trayectoria central. Esta vecindad es una extensión de la vecindad 

N-rxk'f), que fue definida para el algoritmo de la trayectoria central de pasos largos, 

que contiene puntos que violan las restricciones A.x = b y A_T u+ s = c. En la vecindad 

extendida, las :normas de las residuos primal J' dual son lirr.Jtadas por una cor.tStantc Jl·~ De 
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esta manera cuando¡_¿ -----7 O, los residuos se hacen cada vez menores y nos aproximamos, 

a la región viable de los problemas primal y dual. La de:fl_TJ.ición de la vecindad extendida 

es dada por: 

}.r ( ¡3) ·- u ( e ( .. \ "" -, II(Pb,Pc)l/ < .!!_¡3 ('' ")\ > ol 
V-oo ')', .- i O_oo x,:;,p):::::, u, ll( o O)jj - . ' x, V J' 

J.LE(O,oo) l Pb, Pe Po 

donde 'Y E (0, 1), /3 ~ 1, 8_00 (x, s, f-L) está definida en (4.28) y p~ y p~ son los residuos 

rclatl.VOR ~n ~} punto rl~ ~~~t;rl~ d~l .,lgo·.;.¡.~,o f ~O n•o oO'\ 
(. L V V U.V _!JC.W.. .1\..J.C.tl \..... <.W. ~.lU.U.l ' \d.> ' U 'O }• 

Los algoritmos de trayectoria central no factibles generan una solución para los proble-
1 

mas primal y dual, (xk, uk, sk), para el cual ¡_¿k :s; e, en no ma.s de O(n2 log -) iteraciones. 

Algoritmo ( 4.5) trayectoria central no factible 

Dados')', (3, Tmin, Tmax, con 1' E (0, 1); ¡3 ~ 1, y o::::; '~min::::; Tmax ::::; 0.5; 

ele,-.;m~~ (~O uo nO) con fxO nO'\ '- O· 5H ~Vi:> ,{, ) ) .:> ~ \• ) .:> ) ~ l 

parak=O 

elegimos Tk E (rmim Tmax] y resolvemos 

elegimos t:fk como el valor extendido de cr en (0, 1] tal que 

y bajo la siguiente condición 
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hacemos 

k:== k+ 1 

hasta que 

/-Lk < é. 

Del lema 4.2 usaremos la siguiente notación 

(x, u, s) =(X, U, S)+ a(~X, ~U, ~S); 

n 

A continuación introduciremos un concepto útil en nuestra discusión basada en el 

valor extendido llamada cantidad escalar vk definida por 

k-1 

V .= nr1 _ ~,) 
"' l. l.,~ '-'J (vo = 1). 

j=O 

Puesto que las dos primeras componentes de la función F en (2.12) son lineales, 

tenen1os 

(1 - a-k-1) ... (1 - (J"o)(p?,, p~) 

(4.37) 

mientras tanto, como (X k, U1", Sk) pertenece a N·_00(¡, .8), tenemos de ( 4.37) que 

o - .. - . . . .. o o 
JJ(Pzn P~)JJ _ jj(p~, P~)ll <- pi!(Pb, Pc)JI 

Vk . - - ¡.J • 

/-Lk /-Lk J.-Lo 
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Siempre que (p~, p~) -=f O, de esta desigualdad tenemos que 

f3ttk 
'Vl· < --. 

·" - J-Lo (4.38) 

En el caso factible de que (p~,p~) =O, todas las iteraciones (X\ Uk, Sk) son estric­

tamente factibles. El algoritmo de trayectoria central no factible entonces se reduce al 

caso del algoritmo de trayectoria central de pasos largos visto en la sección 4.4 de éste 

capítulo. 

Para el análisis que haremos asumiremos que punto inicial (x0 , u0 , s0 ) es no factible. 

4.5.1 Convergencia del algoritmo de trayectoria central no 

factible 

La convergencia de éste algoritmo se prueba al mostrar que hay una constante a > O tal 

que a k ~ (f para todo k. 

Por la condición ( 4.36), tenemos que 

f-Lk+l ::; (1 - 0.01ak)f..Lk ::; (1 - O.Ola)p,k, para todo k ~ O, (4.39) 

de tal manera que la sucesión {p,k} de brecha de dualidad converga Q- lineal a cero. Por 

( 4.37), tenemos también que 

( 4.40) 

de tal forma que la sucesión de normas residual también converge a cero. 

Esta discusión se formaliza en los siguientes teoremas de convergencia global. 

Teorema 4.6: La sucesión {fJ·k} generada por el algoritmo de trayectoria centrcl infac­

tible converge Q- lineal a cero, y la sucesión de normas residual {ll(p~, p~)ll} converge 

R- lineal a eero. 
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Prueba: 

La complejidad polinowial del ¡:¡Jgoritmo se obtiene del hecho que la cota iP..ferior O' 

sobre la longitud del paso es una función polinomial inversa de n si elegimos como pUt'lto 

de partida 

(4.41) 

donde (es un escalar para el cual 

IJ(x*, s*)lloo :S(, ( 4.42) 

para alguna solución primal- dual (x*, u*, s*). Usualmente no conocemos Jl(x*, s*)lloo ya 

que no conocemos soluciones óptünas previamente. Si embargo, estas condiciones son aún 

relevantes para la prá_dica computacional por la siguiente razón: computacionalmente 

l1ablet!I1do, los pu11tos de partida bie11 ce11trados para los cuales la proporció11 

ll(p~, p~)ll 
fl·O 

(4.43) 

es la pequena dirección hacia la convergencia más rápida, hacen que los puntos mal 

centrados estan mas cercanos al conjunto solución. El punto ( 4.41) satisface ese criterio. 

~ -' J 1 1 •" A""l\ • 1 l:'.ista perfeetarnente eentrauo y m propore10n ( 4."h)) vana eon1o (. 

A continuación expresaremos exactam_ente el resultado de complejidad en el siguiente 

teorema. 

Teorema 4. 7: Dado é > O. Supongamos que usamos el siguiente punto de partida 

(x0
, u0

, s0
) = ((t::, O, (t:), donde ( se define como ( =. min min(x?, s?). Supongamos 

1-=l, ... ,n 

que el VCJ.lor de ( para nuestro partieula;r problein_a de programación lineal satisface por 

ejemplo 
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para alguna constante positiva C y k. Entonces existe un índice K 

K = O( n2 llog el), 

tal que las iteraciones {(xk, uk, sk)} generadas por el algoritmo de trayectoria central 

no factible satisfa,cen 

ftk <e, para todo k 2: K. 

Prueba: Ver [13]. 
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Capítulo 5 

p 

RESULTADOS l\lUl\t!ERICOS 

En este capítulo nuestro objetivo es presentar algunas implementaciones de los algoritmos 

de la familia simplex, de los de la trayectoria central, asi como tau.~bién usaremos los 

algoritmos elipsoidales de. Khachian de cortes centrales y de cortes profundos pr1.l'a hacer 

comparaciones en cuanto a la perfomance numérica (número de iteraciones) de estos 

algoritmos, estos puntos se tratará en la sección 5.1. 

Asi también estableceremos la estabilidad numérica entre el algoritmo simplex y los 

Blgoritrnos de trayectoria central, punto que será visto finalmente en la sección 5.2. 

5.1 Perfomance numérica 

Los algoritmos de la familia simplex que consideramos es éste capítulo son: 

o Algoritmos simplex primal fase 2: Utilizaremos este algoritmo cuando ya conoce-

mos elguna solución básica. viable pe"m el problema primal. Asi, partimos de una 

solución básica viable inicial, buscando alcanzar una solución óptima, caso exista 

alguna. Por esto decimos que este algoritmo está asociado a optimalidad. En estas 

implementaciones, tanto por motivos de convergencia del algoritmo simplex, como 

por simplicidad entre las diversas maneras de obtener una nueva solución básica 

viable; optamos por la regla del menor índice o regla de Bland (Ver [2] ). 
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e Algoritmos simplex primal fases 1 y 2: Utilizaremos este algoritmo cuando no 

conocemos cualquier solución básica ·viable para el problema primal. Este algoritmo 

utiliza el método de las dos fases. El problema está en encontrar una solución básica 

viable inicial y un 1mevo problema de programación lineal, denominado problema 

fase 1 o, equivalentemente, problema de viabilidad. Asi, inicialmente utilizaremos 

el algoritmo simplex primal fase 2 que nos ofrece una solución óptima para el 

problema de viabilidad. Con esa solución óptima, tenemos un criterio de parada 

para el algoritmo simple.x, certifica..TJ.do inviabilidad del problema de programación 

lineal original, o obteniendo una solución básica. viable inicial pa.ra el problema 

prirnal. En este último caso, volvernos a utilizar el algoritmo sirnplex fase 2, ahora 

para el problema primal, después de la sustitución de posibles variables artificiales 

como variables básicas. 

e Algoritmo simplex dual: Utilizaremos este algoritmo cuando conocemos alguna 

solución básica viable para el problema lineal dual. Básicamente, el simplex dual 

es equivalente a aplicar el algoritmo simplex para el problema dual; resolviendo, 

asi, el problema primal. El algoritmo simplex primal mantiene la viabilidad primal 

y las condiciones de holgura complementarias, procurando llegar a la viabilidad 

dual de una solución óptima para el primal. De forrr...a similar, el algoritmo simplex 

dual mantiene la viabilid&i dual y la.s condiciones de holguras complementarias, 

procurando llegar a la viabilidad primal de una solución óptima para el problema 

dual que, por el teorema de dualidad (Ver [2) ), será una solución óptima para el 

primal. 

s Algoritmo simplex primal - dual: Utilizaremos este algoritmo cuando conocemos 

m1a solución viable para el problema dual, no necesariamente básica. Resolver un 

problema lineal através del simplex primal - dual es semejante a apliear, directa-
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Ahora recordemos el ejemplo de Klee y Minty enunciado en el capitulo 3 de éste 

trabajo en la sección 3.4 donde confi...rmamos que el método o algoritmo simplex no es 

polinorr..ial por lo t&"lto puede llegar a ejecutar un nú.'Uero exponencial de itentcioncs, 

además mostramos que el algoritmo puede efectuar 2n - 1 iteraciones para llegar a una 

solución óptima. El algoritmo simplex pm·a el ejemplo de Klee y Ivfinty se puede observar 

en [Bueno]. 

Respecto al algoritmo elipsoidal de Khachian tanto el de cortes centrales como el de 

cortes profundos podemos revisar (Ver [2] ). 

PaTa obser.raT la perfomance numérica (números de iteraciones), presentaremos a 

continuación los principales resultados obtenidos de una implementación en Matlab de 

los algoritmos mencionadas en éste capítulo para el ejemplo de Klee y Minty, o problema 

(KM), paran= 2. Referenciamos este caso particular por (KM)2. 

La tabla 5.1 nos mne..'ltra el míme .. ro de iteraciones obtenidos para el problema lineal 

(KM)2. En este cc.so, los algoritmos de la familia simplex nos ofrecen una solución óptima 

(exacta) [ ~, ~~] T ; los algoritmos de Khachian de cortes profundos encontrarán una 

solución aproximada con presición de orden 10-5, y los algoritmos de trayectoria central 

de pasos cortos y el algoritmo de trayectoria central infactible predictor - corrector ofrecen 

una solución con presición de orden 10-6
• Observamos que los mismos algoritmos simplex 

varian entre si er1 el I1Ún1ero de iteracior1es. Esto ocurre puesto que cc~c\1 uno de ellos tiene 

una manera diferente de resolver el problema, como vimos al principio de esta sección. 
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En el caso del simplez primal fases 1 y 2, el número de iteraciones 

Algoritmo Iteraciones 

Simplex primal fase 2 3 

Simplex primal fases 1 y 2 6 

Simplex dual 1 .._ 

Simplex primal - dual 1 

, Simple..x para el ejemplo de Klee y Minty 3 

Khachian (cortes centrales) 156 

Cortes profundos 44 

Trayectoria central pasos cortos 162 

Infactible predictor - corrector 9 

Tabla. 5.1 Número de iteraciones (ejemplo de Klee y Minty con n = 2) 

de la fase 1 surnadas a las de la fase 2. Además podemos observar que, para el problema 

(KM)2, la "'.'BÚante de Khachian, cortes profundos , (Ver (2] ) realiza un número signifi-

cativarnente menor de iteraciones en comparación con el algoritmo original de Khachian 

( cort,es centrales). El algoritmo de trayectoria central pasos cort,os nos muestra su rela-

tiva ineficiencia práctica, en el número de iteraciones, debido a su naturaleza: algoritmo 

de "pasos cortos". Por otro lado, el algoritmo de trayectoria central infactible predictor 

- corrector llega a una solución óptima aproximada en apenas 9 iteraciones. 
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n Algoritmo de Khachian Algoritmo simplex predictor-

Cortes centrales Cortes profimdos corrector 

2 156 44 3 9 
3 425 122 7 13 
4 875 257 15 16 
5 1575 452 31 19 
6 2622 721 63 22 
7 3959 1 068 127 23 
8 5654 1 563 255 24 
9 7731 2 138 511 24 
10 10 283 2 824 1 023 24 
11 13 658 3 686 2 047 24 
12 17 336 4687 4 095 24 
13 21 881 5 827 8 191 25 
14 26742 7 161 16 383 25 
15 32 407 8 745 32 767 25 
16 39084 10 566 65 535 25 
17 46 261 12 455 131 071 25 
18 54 410 14 716 262 143 25 
19 63 495 17 151 524 287 25 
20 73 978 19 754 1 048 575 25 

Tabla 5.2 lY.lÍ:rnero de ítemcíones para el ejemplo de Klee y J.Vfinty. 

La. tabla. 5.2 nos muestra. el número de iterc.ciones obtenidas con la implementación 

del eJgoritmo de Khachia:n (cortes centrales), y de su variante (cortes profundos), del 

simplex para el ejemplo de Klee y Minty, y del predictor corrector. Pero, es este caso, 

resolvemos el problema (KM) con el número de variables n de 2 hasta 20. 

Observamos, que la implementación del algoritmo siinplex para el ejemplo de Klee y 

1vfinty es bastante particular, puesto que logra que el número de iteraciones para encon-

trar una solución óptima del problema (KM) con n variables sea, simepre, k = 2n - l. 

Osea, el simplex esta resolviendo un problema linec.l en su peor caso. En la tabla 5.2 

observamos que, en cuanto al núero de iteraciones, el simplex se mostró más eficiente 

que los cJgoritmos de Kha.c..lllan apen<>..s para los problemas con hasta n = 12 variables; y 
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hasta n = 4, si comparamos con el algoritmo de trayectoria central infactible predictor -

corrector. 

Es por eso que resulta cierto el comentario que mencionan en su articulo R.Marsten y 

M. Saltzman que dicen: "Una de las más smprendentes e importantes características de 

los alg"'ri.tmos de trayectoria central es que el número de iteraciones requeridas es inver­

sible al tamaíio del problema. Ellos requieren entre 20 y 80 iteraciones para ser resueltos. 

Existe evidencia experimental que indica que el número de iteraciones se incrementa con 

el logm:itmo del número de variables. Dado este comportamiento, la superioridad de 

lli~ algorit1110 de trayectoria central comparado al algoritmo simplex depe11de de que tan 

eficiente pueden ser reali:z;ados los pasos del algoritmo". 

Por lo tanto podemos concluir que los algoritmos de trayectoria central tienen mejor 

perfomance numérica que el algoritmo simplex. 
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5.2 Esiabilidad numérica 

E11 esta sección presentamos u11 ejemplo que prueba que el algoritmo de trayectoria central 

es más estable numéricamente 'que el algoritmo simplex para una determinada familia de 

problemas de programación lineal 

Considere el siguiente problema de programación lineal: 

donde 

A.= 

max Z =CTX 

sujeto a 

Ax ~ b 

r 1 1 _1_ 

1 

2 3 n+l 

1 1 1 
3 4 n+2 

1 

l 1 1 1 
n+l n+2 2n 

n 

bi = L ~ ,i = l, ... ,n 
. 1 1- + J 
J= 

1 
1 

1 

2 ~ 1 
ci = i + 1 + L i + j ,i = 1, ... , n 

j-2 

Este problema. tiene una ÚtT).ica solución óptima: 

X= (1, 1, ... , 1f 

y el problema dual tiene ta,.'11bién una solución óptima única: 

y= (2, 1, ... , 1f 
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Cuando este problema es resuelto por el algoritmo simplex los resultados son malos, 

se aleja..11 de la solución verdadera x = (1, 1, ... , 1)'~'. La razón es la mala estructura de la 

matriz A. ,A.._l aplicar el algoritmo de trayectoria central a este problema los resultados 

son mucho mejores. 

La Tabla 5o3 r1os muestra las soluciones producidas por el algoritmo de trayectoria 

central para ·varios valores de n. 

n=5 n =JO n = 15 
SIMPLEX Trayectoria SIMPLEX Trayectoria SIMPLEX Trayectoria 

Central Central Central 
XJ 0.973 0.996 0.948 1.010 1.020 1.010 
X2 1.300 1.010 1.510 0.959 0.802 0.940 
xs 0.000 1.000 0.000 1.010 1.700 1.050 
X4 2.290 0.998 0.000 1.030 0.000 1.050 
xs 0.438 0.993 4.460 1.020 2.180 1.020 
X6 0.000 1.010 0.000 0.999 
X7 0.569 0.998 0.000 0.971 
xs 0.000 0.991 0.000 0.964 
Xg 0.000 0.987 6.290 0.966 

XJO 2.530 0.985 0.000 0.975 
xn 0.000 0.988 
XJ2 0.000 1.000 
XJ3 0.000 1.020 
XJ4 0.000 1.030 
X¡s 3.020 1.040 

Tabla 5. 3 Soluciones producidas por el algoritmo simplex y el algoritmo de trayectoria 

central para n E {5, 10, 15}. 

Esta iníormación nos muestra claramente que el algoritmo de trayectoria central es 

mucho más estable numéricamente que el algoritmo simplex. 
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Capítulo 

CONCLUSIONES 

A manera de conclusión podriamos decir lo siguiente: 

1°) Si bien es cierto, desde un punto de vista teórico, el comportamiento dei algoritmo 

simplex es exponencial, y por lo tanto malo desde el punto de vista de la teoría 

de com.plejidad de algoritmos, el algoritmo sirnplex ha probado ser eficiente en mu-

chas situaciones prá_cticas convirtiéndose quizáB en el algoritmo de tipo exponencial 

más exitoso que se conozca. Por lo tanto, no creen1os que los algoritmos de punto 

interior, como los descritos en nuestro trabajo de tésis, vayan a desplazar al algo-

ritmo simplex sino que estos algoritmos se utilizarán en problemas especializados 

de programación lineal, como los que surgen en ciertos problemas de asignación y 

en ciertos problemas de flujos en grafos. 

2°) Si bien la expenencm numérica presentada en nuestro trabajo de tésis no es lo 

S1.1ficientemente extensa para hc~er conclusiones deH.I1itivas si a podido dejar ver la 

mayor ··robustez·· de los algoritmos de punto interior en con1.paración con el algo-

ritmo sin1ple."'{. Existen reportes, presentados en revistas internacionales dedicadas 

al campo de la programación matemática y la optimización numérica, donde se 

reportan resultados numéricos que evidencian una superioridad de los algoritmos 

de punto interior cuando el número de restricciones más el número de variables está 
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en el rango de 

2 000 < n+m < 10 000. 

3°) Lo que si es importante destacar es que estos algoritmos de punto interior, desde un 

punto de vista teórico y también práctico, han permitido una mejor comprensión 

del problema de programación lineaL Demostrando con esto que en ~reas aparente--

mc11tc cerradas a la investigación es posible alli'Y} generar resultados que cor.LStituycn 

aportes a la teoría. Prueba de esto es los más de 3 000 artículos y trabajos de 

tésis doctorales que fueron apareciendo de.sde el año 1984 hasta hace relativamente 

poco. 

4°) Finalmente, espero que éste trabajo de tésis s1rva como referencia en el campo 

de la optirPización linecl a los estudiantes de la Facultad de Ciencias Naturales y 

l\tiatemática de la Universidad Nacional del Callao ya que éste es un tema sobre el 

eual aún hay mueho más que deeir y que ha sido poco trabajado en las universidades 

del país. 
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