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RESUMEN

CALCULO DE LA ENERGIA TOTAL DEL SISTEMA FIERRO-VANADIO EN LA
ESTRUCTURA BCC POR METODO AB-INITIO

Miguel Alberto Mendoza Flores
Enero-2015

Asesor: Dr. Pablo Guillermo Gonzales Ormefio

Titulo obtenido: Licenciado en Fisica

En el presente trabajo de investigacion se han analizado y obtenido la energfa total y las
propiedades electrénicas (el parimetro de red, el momento magnético, el médulo de
compresibilidad, la densidad de estados y las bandas de energia) de las diferentes fases
del sisterna Fierro-Vanadio (Fe-V), en la estructura cibica de cuerpo centrado (BCC),
obtenidos con el método ab-initio o de primeros principios llamado Full-Potential
Linearized Augmented Plane Wave (FP-LAPW) en la version del cédigo computacional
WIEN2k-10; el cual es un método que estd basado en la Teoria Funcional de la Densidad
y que utiliza como aproximacion para la base de los orbitales las ondas planas
aumentadas linearizadas. Se observé que la presencia del Vanadio (V) disminuye el
cardcter magnético del Hierro (Fe) en la estructura FeV3 en un 99% comparado con el
cardcter magnético del Hierro (Fe) puro, y que esta presencia justifica el mayor modulo
de compresibilidad en {a misma estructura (FeV3). Ademas, por medio de las densidades
de estado, se concluyd que todas las fases del sistema Fe-V son metales. Un anélisis
similar a éste se encuentra en [23], sin embargo en este Ultimo se usé el potencial de
exchange modificado de Becke-Johnson (mBI)-LDA para mejorar las propiedades
electrénicas, mientras que en este trabajo se uso el potencial de Perdew-Burke-Emzerhof

(PBE), una aproximacién GGA.

PALABRAS CLAVES:
MODULO DE COMPRESIBILIDAD
DENSIDAD DE ESTADOS
BANDAS DE ENERGIA
TEORIA FUNCIONAL DE DENSIDAD
FP-LAPW



ABSTRACT

CALCULATION OF THE TOTAL ENERGY OF THE SYSTEM IRON-VANADIUM
IN THE BCC STRUCTURE BY AB-INITIO METHOD

Miguel Alberto Mendoza Flores
Enero-2015 '

Adviser: Dr. Pablo Guillermo Gonzales Ormefio

Obtained degree: Licentiate in Physics

In the present research work the total energy and the electronic properties (lattice
parameter, magnetic moment, bulk modulus, density of states and energy bands) of the
different phases of the system Iron-Vanadium (Fe-V) have been obtained and analyzed, in
the cubic structure of body centered cubic (BCC), found with the ab-initio or first
principles method called Full Potential Linearized Augmented Plane Wave (FP-LAPW)
in the version of computational code WIEN2k-10; which is a method that is based on
Density Functional Theory and uses as approximation for the basis set linearized
augmented plane waves. It was observed that the presence of Vanadium (V) diminishes
the magnetic character of Iron (Fe) in the FeV3 structure by 99% compared with
magnetic character of pure Iron (Fe), and that this presence justifies the largest bulk
modulus in the same structure (FeV3). Besides, through the densities of states, it was
concluded that all phases of the system Fe-V are metals. A similar analysis to this one is
found in [23], however in the latter the modified Becke-Johnson (mBJ)-LDA potential of
exchange was used to improve electronic properties, while in this research the Perdew-

Burke-Ernzerhof (PBE) potential was used, a GGA approximation.

KEYWORDS:
BULK MODULUS
DENSITY OF STATES
ENERGY BANDS
DENSITY FUNCTIONAL THEORY
FP-LAPW
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CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DE LA
INVESTIGACION

1.1. Identificacion del problema

Cuando se analiza un material, en especial los compuestos inter-metalicos
ordenados utilizados con fines estructurales, es importante conocer propiedades
como: el pardmetro de red, el médulo de compresibilidad, el momento magnético,
la densidad de estados y la estructura de bandas. Esta informacion es 1til para
predecir la eficiencia y utilidad del material. Por otro lado, se puede obtener estas
propiedades mediante métodos experimentales, pero estos tienen un alto costo
econdémico ya que requieren de una muestra preparada adecuadamente y de
equipos sofisticados, ademés de la desventaja de no siempre disponer de las
aleaciones que el investigador desea analizar. Es por esto que la simulacion

computacional es la opcion preferencial para el investigador en esta area.

Con el desarrollo de la Mecéanica Cudntica y en especial, de la ecuacién de
Schrodinger la fisica tenia la potestad de decir que, al menos en principio, era
posible predecir las propiedades de cualquier sistema, ya que la funcién de onda,
solucion a la ecuacion de Schrédinger, contiene toda la informacién necesaria. Sin
embargo, esto estaba muy lejos de poder realizarse en la época de Schrédinger
porque los célculos para resolver el sistema mas simple, el atomo de Hidrégeno,
eran de por si extensos. Fue por esto que la Mecanica Cuéntica, si bien poderosa
en fundamento era inaplicable a los prbblemas de los solidos, ya que estos son

sistemas en extremo més complejos por la inmensa cantidad de electrones.

11



Este problema fue superado con la aparicion de la Teoria Funcional de la
Densidad, que con el ingenio de reemplazar un problema por otro con la misma
solucién, resolvid el inconveniente de muchos cuerpos. El argumento; demostrar
que existe un hamiltoniano de funcién de onda de un cuerpo sin el elemento
inconveniente, el de interaccion electronica, que da la misma densidad de
probabilidad que el problema original, y demostrar que esta densidad contiene
toda la informacioén necesaria. Esto hizo del gran problema algo manejable para

las computadoras.

En el presente trabajo de investigacion pretendemos analizar los resultados de las
propiedades electronicas (el pardmetro de red, el momento magnético, el médulo
de comprensibilidad, la densidad de estados y las bandas de energia) de las
diferentes fases del sistema Fierro-Vanadio (Fe-V), en la estructura ctbica de
cuerpo centrado (BCC), obtenidos con el método ab-initio o de primeros
principios llamado Full-Potential Linearized Augmented Plane Wave (FP-LAPW)
en la version del cddigo computacional WIEN2k-10; este método estd basado en
la Teorfa Funcional de la Densidad y utiliza como aproximacion para la base de
los orbitales del hamiltoniano alterno, llamado de Kohn y Sham, las ondas planas

aumentadas linearizadas.

Las compuestos que analizaremos del sistema Fe-V, en la estructura cibica de
cuerpo centrado, son: (a) Compuesto A2 (Fierro y Vanadio); (b) Compuesto B2
(FeV); (c) Compuesto B32 (FeV); (d) Compuesto D03 (FesV y FeVs).

1.2. Formulacion del problema
En este contexto, surge la interrogante:

(Es posible conocer la energia total de los diferentes compuestos del sistema Fe-

V, en la estructura ciibica de cuerpo centrado?

12



1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo General

Calcular la energia total del sistema Fe-V mediante simulacién computacional,

utilizando el método FP-LAPW, en la version del cédigb computacional

WIEN2k-10

1.3.2. Objetivos Especificos

1.
2.
3.

Calcular el pardmetro de red de los compuestos A2, B2, B32 y DO0s.
Calcular el momento magnético de los compuestos A2, B2, B32 y D03,
Calcular el médulo de comprensibilidad de los compuestos A2, B2, B32 y
DO;,

Determinar la densidad de estados de los compuestos A2, B2, B32 y D05,
Determinar la estructura de bandas de los compuestos A2, B2, B32 y D03,

1.4. Justificacion de Ia investigacion

La informacién obtenida en este trabajo podrd usarse para realizar los diagramas

de fases del sistema binario Fe-V utilizando la metodologia del Método

Variacional de Clusters (CVM).

1.5. Importancia de la investigacion

Los diagramas de fases que se pueden obtener con los datos de energia total de

este trabajo son de gran importancia para los Ingenieros Metalurgistas e

Industriales.
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CAPITULO I

MARCO TEORICO

2.1. Teoria funcional de 1a densidad en solidos
periodicos

La teoria del funcional de la densidad (DFT"), aplicada a sistemas electrénicos, es
un procedimiento variacional alternativo a la solucién de la ecuacion de
Schrodinger, donde el funcional de la energia electronica es minimizado con
respecto a la densidad electronica. Es uno de los métodos més utilizados en los
calculos cuanticos de la estructura electronica de la materia, tanto en la fisica de la

materia condensada como en la quimica cuéntica.
2.1.1. Calculos DFT para sélidos simples

Exploramos como los célculos DFT pueden usarse para predecir la estructura

cristalina de los s6lidos.
Estructuras periodicas, superceldas y parametros de red

Es de vital importancia definir la ubicacién de todos los 4tomos en un cristal de un
metal puro. Para lograr esto llenamos el espacio tridimensional con cubos de lado
a y colocamos un solo metal en la esquina de cada cubo (Esto es, las posiciones
de los atomos son definidas usando coordenadas cartesianas tridimensionales
normales r = (n,a,n,a, n3a)' para enteros cualesquiera ny,n,,n3). Esta es la
estructura cubica simple, y solo hay un elemento cuyos 4tomos se configuran asi
en la naturaleza: el polonio. Lo tinico que necesitamos para definir la estructura de

un cristal cubico simple es: el parametro de red a.

! Por sus siglas en inglés, Density functional theory. De.aqui en adelante se usarén estas siglas

14



Ahora tenemos que definir una coleccién de atomos que puede usarse en un
calculo DFT para representar un material ctibico simple. Dicho mas precisamente,
tenemos que especificar un conjunto de atomos, tal que cuando se repita en toda
direccion construya la estructura cristalina tridimensional completa. Separaremos
esta tarea en dos partes: primero, definimos el volumen que llena el espacio
cuando se repite en todas las direcciones. Para el metal cubico simple la eleccién
obvia es un cubo de lado a con esquina en (0,0,0). Segundo, definimos la posicion
de los étomosique estan incluidos en este volumen. Con el volumen ciibico que
escogimos, este contendrd solo un dtomo y podemos ubicarlo en (0,0,(f). Juntas,
estas dos elecciones definen completamente la estructura cristalina de un elemento
clibico simple. Los vectores que definen el volumen de la celda y las posiciones
de los 4tomos dentro de la celda se consideran como la supercelda, y la definicién

de una supercelda es algo muy importante en un célculo DFT.

Las elecciones que hicimos no son las tinicas posibles. Pudimos haber definido la
supercelda como un cubo con longitud de lado 2a conteniendo cuatro dtomos
localizados en (0,0,0), (0,0,a), (0,a,0) y (a,0,0). Repetir este volumen maés
grande en el espacio define una estructura cubica simple tan bien como el
volumen mds pequefio. En la celda mas pequefia que solo contiene un atomo se

reconoce a la celda primitiva.

Ahora bien, disponemos de un codigo que nos ofrece la energia total de una
coleccion de atomos. {Cémo usar estos célculos para hallar el pardmetro de red de
un metal ciibico simple? El enfoque mas sensible es calcular la energia total del
material como funcién de la constante de red, esto es, E;,:(a). Un resultado tipico

de esta clase de célculo se muestra en la Fig. 2.1.1.

La forma de la curva en la Fig. 2.1.1 es simple; tiene un solo minimo en un valor
de a que llamaremos ag. Si €l metal cubico simple existe con cualquier valor de a
mayor o menor que a,, la energia total del material puede reducirse cambiado el

parametro de red a ay. Ya que la naturaleza siempre busca minimizar la energia,

15



hemos hecho una prediccion fisica directa con nuestros cédlculos: la DFT predice

que el parametro de red de la estructura cubica simple es ag.

Para extraer el valor a, de nuestros cdlculos, es util pensar acerca de la forma
funcional de E,:(a). El enfoque mas simple es escribir la energia total usando la

expansion de Taylor truncada [1]:

Etor(a) = Epoe(ag)+x (a — ag) + f(a — ap)® (2.1.1)

dE 1d2%E . .
Con o= [—tet y B=(>—=2£) . Por ser un minimo =0 si aq; es el
da 2 da? 0
Qg Qg

parametro de red correspondiente a la energia minima. Esto sugiere que [1]:
Eroe(a) = Eq + f(a — ag)? (2.12)

Donde Ey, 5, ay son tratados como pardmetros de ajuste. La curva so6lida negra
mostrada en la Fig. 2.1.1 es el resultados de ajustar esta curva a nuestros datos
~usando valores de a-desde 2.25 a 2.6 A. Esta curva ajustada predice que a, es

2.434.
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Fig. N°2.1.1
ENERGIA TOTAL, E,,;, DEL COBRE (Cu)

-2.0 - /
B DFT energy j
~— Quadratic fit ;,
o4. Quadratic extrapolation /
,% """"" BM equation of state | ,f »
5
§ 2s-
ur
-3.2 -
DT IR A R I R TR
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
a(A)
Fuente:

DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp. 16

Aunque hemos tratado a § en (2.1.2) simplemente como un parametro de ajuste

en la ecuacién (2.1.2), f tiene un significado fisico; el médulo de compresibilidad

dzEtot
avz ’

de equilibrio, By, de un material que es definido como By =V donde la
derivada se evaltia en el parametro de red de equilibrio. Comparando esta

expresion con la expansién de Taylor, hallamos que By = %aﬁ Esto es, el ajuste
0
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de curva realizado nos da un valor para el parametro de red de equilibrio y el

modulo de compresibilidad de equilibrio.

El médulo de compresibilidad a partir de la curva sélida en la Fig. 2.1.1 es
0.641 eV /A3. Estas unidades son completamente naturales cuando uno realiza un
cidlculo DFT, pero son extrafias para comparar con data macroscopica.

Convirtiendo este resultado a unidades mas familiares predice que By = 103 GPa.

Nuestra derivacion de (2.1.2) nos dio una relacién simple entre E;y; y a, pero es
solo vélido para un rango pequefio de constantes de red alrededor del valor de
equilibrio. Esto se puede apreciar en la Fig. 2.1.1, donde el ajuste cuadrético de la
data se muestra en una curva gris para valores de a > 2.6 A. Este rango es de
especial interés porque la data DFT en este rango no fue usada para ajustar la
curva. Esta claro de la figura que la curva ajustada empieza a desviarse bastante
de la data DFT mientras el parametro de red aumenta. La raiz de este problema es
que la forma de E,; no es simplemente cuadratica como funcién de a.
Tratamientos matemdticos mas delicados nos ofrecen ecuaciones de estado que
relacionan estas dos cantidades sobre un rango mas amplio de parametros de red.

Un ejemplo es la ecuacion de estado de Birch-Mumaghan para sélidos isotropicos

[1]:

3

& e[ -1 [s-+ ()}

Fuot(@) = By + 222 { [(%)2 ~1]

(2.1.3)

En esta expresion, aq es el parametro de red, V; es el volumen por dtomo, By es el
modulo de compresibilidad a presién cero, P = 0, y By = (3B /dP)y. Para aplicar
esta ecuacion a nuestros datos, tratamos a ag, By, By, y E, como parametros de
ajuste. Los resultados de aplicar esta ecuacion de estado al conjunto completos de
datos DFT de la Fig. 2.1.1 se muestran en la figura.con lineas segmentadas. Est4

claro a partir de la figura que la ecuacién de estado nos permite ajustar la data
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mucho mejor. A partir de este calculo se predice para el Cu en un cristal ciibico
que ay = 2.41 A y By = 102 GPa. No debe sorprendernos que estas predicciones
sean muy similares a las que hicimos con el modelo mas simple porque para

parametros de red cercanos a a, (2.1.3) se reduce a (2.1.2).
Materiales cibicos centrados en las caras (FCCZ)

La estructura ciibica simple es la mds simple de visualizar, pero es de interés
practico limitado al menos para elementos en su forma bulk porque no hay
clementos, ademds del polonio, con esta estructura. Una estructura cristalina
mucho més comun en la tabla periddica es la cibica centrada en las caras (fcc).
Podemos formar esta estructura llenando el espacio con cubos de lado a que
tienen 4tomos en las esquinas de cada cubo y también dtomos en el centro de cada
cara para cada cubo. Podemos definir una supercelda para un material fcc usando

el mismo cubo de lado a que fue usado para el material cubico simple y

colocando atomos en (0,0,0), (0,a/2,a/2),(a/2,0,a/2),y (a/2,a/2,0).

A diferencia de la definicién de supercelda para un material cubico simple que
usamos arriba, esta supercelda para un metal fcc contiene cuatro atomos distintos.

Esto indica que no hemos descrito una celda primitiva.

La celda primitiva de un metal fcc puede definirse conectando el dtomo en el
origen en la estructura con tres dtomos en las caras de los cubos adyacentes al

atomo. Esto es, definimos los vectores de celda [1]:
a, =a(§-,%,0),az =a(0,%,§),a3 =a(§-,0,%) (2.1.4)
Estos vectores definen la red fce si colocamos los dtomos en las posiciones [1]:
r=nay+ nzag +nzas 2.1.5)

Para todos los enteros ny, 1y, n4. Esto se representa en la Fig. 2.1.2. Podemos ver

de estas definiciones que hay un solo dtomo en una celda, entonces es primitiva.

2 Face centered cubic por sus siglas en inglés. De aqui en adelante se usa FCC
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También, la geometria del cristal estd completamente definida por un solo

pardmetro a. La distancia entre los vecinos mds cercanos en un metal fcc es

a/V2. Una tercera observacion es que los vectores de celda no son ortogonales.

Los resultados de calcular la energia total del Cu fcc como funcién del parametro
de red se muestran en la Fig. 2.1.3. la forma de la curva es similar a la del cristal
cubico simple (Fig. 2.1.1), pero el minimo de energfa en la estructura fcc tiene un
valor menos que el minimo de energia para el cubico simple. Esta observacién
tiene una interpretacion fisica: la estructura fcc del Cu es mds estable que la del
cubico simple. Esta conclusién no sorprende ya que el Cu es en realidad un metal
fce, pero es reconfortante hallar que los cdlculos DFT estdn de acuerdo con la
realidad fisica. También podemos comparar los pardmetros de red. De la curva de
la Fig. 2.1.3 (El ajuste Birch-Murnaghan para los datos DFT) predecimos que
ay = 3.64 A y By = 142 GPa para el Cu. Experimentalmente, el parametro de red
del Cu es 3.62 A y By = 140 GPa. Para ambas cantidades, nuestras predicciones

estAn muy cercanas (aunque no iguales a los valores experimentales).
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Fig. N° 2.1.2

ILUSTRACION DE LOS VECTORES DE CELDA

Fuente:

DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp. 25




Fig. N° 2.1.3

ENERGIA TOTAL, E, DEL Cu EN LA ESTRUCTURA CRISTALINA FCC
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Fuente:

DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp. 30

Principios basicos de calculos de la teoria funcional de la densidad en sélidos

Hasta ahora se han ignorado muchos detalles necesarios para realizar calculos
DFT para poder ilustrar algunas de las cantidades fisicas que estos célculos
pueden tratar. Ahora, vamos a entrar en algunos detalles que hacen la diferencia

entre calculos DFT que proveen informacion fisica confiable y célculos que

T T I ¥ T T T T 1

3.4 3.6 3.8 40 4.2
a(A)

simplemente ocupan tiempo en la computadora.

Un concepto clave es la convergencia. Cuando se realiza un célculo DFT, uno

siempre debe preguntarse si los cdlculos son convergentes.
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El estado fundamental de densidad electronica en la descripcion de DFT esta
definido por la solucién de un complicado conjunto de ecuaciones matematicas.
Para resolver este problema en una computadora, se deben hacer una serie de
aproximaciones numeéricas: integrales en el espacio multidimensional deben
evaluarse examinando la funcién a integrarse en una coleccion finita de puntos,
soluciones que formalmente se expresan como sumas infinitas deben truncarse a
sumas finitas. En cada aproximacion numérica de esta clase es posible encontrar
una solucién que estd més y més cerca a la solucién exacta, usando mds y mds
recursos computacionales. Este es el proceso al cual me refiero como
convergencia. Un célculo “bien-convergente” es uno en el cual la solucién
calculada numéricamente se aproxima a la verdadera solucién del problema

matemaético propuesto por la DFT.

El concepto de convergencia numeérica estd bastante separado de la pregunta
acerca de si la DFT describe con precision la realidad fisica. El problema
matemético definido por la DFT no es el mismo que la ecuacién de Schrodinger
completa (porque no se conoce la forma precisa de la ecuacién ya que se usan
aproximaciones para el potencial llamado de exchange-correlation’). Esto
significa que la solucién exacta al problema DFT no es idéntica a la solucién
exacta de la ecuacion de Schrodinger, aunque es la tltima en la que estamos mas

interesados.

Espacio reciproco y puntos k

En esta parte se pretende describir las ideas mas importantes relacionados al
espacio reciproco y su uso en calculos DFT, con énfasis particular en la relacion

entre estas ideas y la convergencia numérica.
Ondas planas y la zona de Brillouin

Se ha enfatizado que se desea aplicar calculos DFT a arreglos de 4tomos

periédicos en el espacio. Se ha definido la forma de la celda que es repetida

3 Este concepto de potencial se revisard en la seccién 2.4, por ahora basta reconocerlo como un
potencial que solo podemos aproximar.
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periédicamente en el espacio, la supercelda, por vectores de red aq, a;, az. Si
resolvemos la ecuacion de Schrédinger para este sistema periddico, la solucién
debe satisfacer una propiedad fundamental llamada el teorema de Bloch, que
establece que la solucién debe expresarse como una suma de términos con la

forma [2]:
Or(F) = ey, (F) (16

Donde uy, es periodico en el espacio con la misma periodicidad que la supercelda.
Esto es, ug(r + nya; + nya; + nzaz) = u,(r) para cualquier entero ny,ny, ns.
Este teorema significa que es posible resolver la ecuacion de Schrddinger para
cada valor de k independientemente. Hemos establecido este resultado en
términos de soluciones de la ecuacién de Schrodinger, pero también se aplica a

cantidades derivadas de soluciones de esta ecuacién como la densidad electronica.

Resulta que muchas partes del problema matemdtico que concibe la DFT son
mucho més convenientes de resolver en términos de k que en términos de 7.
Porque las funciones exp(il?. F) se llaman ondas planas, calculos basados en esta
idea se llaman célculos de onda plana. El espacio de vectores r se llama espacio

real, y el espacio de vectores k se llama espacio reciproco.

Asi como se definieron posiciones en el espacio real en términos de los vectores
de red a4, a,, as, es 1til definir tres vectores que definen posiciones en el espacio
reciproco. Estos vectores se llaman vectores de la red reciproca, by, b,,b;, y se
definen de modo que a;. b; = 27d;;. Esta eleccion significa que [2]:

dy Xty

N Az Xl - a3 Xy
ay.(@zxaz)

by = 2y P2 = P iy 3 = 2T

2.1.7)

Un ejemplo sencillo de este cdlculo es la red cubica simple. Para este sistema, los
vectores de red y los vectores del espacio reciproco forman cubos, €l primero con

longitud a y el Gltimo con longitu‘d 2n/a.
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Se menciond que una supercelda cubica simple puede definirse con vectores de
red a; = a o también con vectores de red a; = 2a. La primera eleccién usa un
dtomo por supercelda y es la celda primitiva, mientras la segunda usa ocho dtomos
por supercelda. Ambas elecciones definen el mismo material. Si hacemos la
segunda eleccion nuestros vectores del espacio reciproco también cambian, se
convierten en b; = m/a. Este ejemplo ilustra algo muy importante: vectores de
red mds grandes en el espacio real corresponden a vectores de red mds cortos en el

espacio reciproco.

La forma tridimensional definida por la red reciproca no es siempre de la misma

forma que la celda en el espacio real. Para la celda primitiva fec, se sabe que [2]:
ai=a(31,0),a@=0a(0,33) @G =a(%03) (2.1.8)
Los vectores reciprocos en este caso son [2]:
by = %:5(1,1, ~1),b, = 3‘-:5(—1,*1,1), by =2(1,-11)  (219)

De nuevo, hay que notar que las longitudes de los vectores de la red reciproca
estan inversamente relacionados a la longitud de los vectores del espacio real. Se

pueden apreciar estos vectores en la Fig. 2.1.4.
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Fig. N° 2.1.4

VISTA DE LOS VECTORES DEL ESPACIO REAL Y RECIPROCO PARA LA
CELDA PRIMITIVA FCC.

Resiprocal space

2 Real space

o o g

Fuente: |
DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp. 31

Previamente se habfa introducido el concepto de celda primitiva como la
supercelda que contiene el minimo nimero de 4tomos necesarios para definir
completamente un material periodico con extension infinita. Una forma mas
general para pensar acerca de la celda primitiva es que es la celda minima en
términos de volumen pero que atin contiene la informacién que necesitamos. Este
concepto puede hacerse mds preciso considerando la celda de Wigner-Seitz. No
entraremos en detalles de su construccion completa aqui, simplemente diremos
que la celda de Wigner-Seitz puede definirse para los vectores del espacio
reciproco. En otras palabras, podemos definir una celda primitiva en el espacio
reciproco. Ya que esta celda tiene muchas propiedades especiales, se le da el

nombre de zona de Brillouin (abreviada BZ). La zona de Brillouin Jjuega un papel
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central en la teoria de bandas de materiales. Muchos puntos en la zona de
Brillouin con significado especial tienen nombres individuales. E1 mds importante
de estos es aquel donde k = 0; esta ubicacion en el espacio k se llama punto I'.
Como ejemplo final de este enlace entre longitud en el espacio real y reciproco,
notamos que el volumen de la BZ, Vg5, v el volumen de la celda primitiva en el

espacio real definido por la celda de Wigner-Seitz, Vo, estan relacionados por
[2]:

VBZ = (2.1.10)

Escogiendo puntos k en la zona de Brillouin

Ya que las integrales requieren de mucho esfuerzo computacional, no sorprende
que el problema de evaluarlas eficientemente haya sido estudiado con mucho
cuidado. La solucién mas usada es la de Monkhorst y Pack en 1976. Muchos
paquetes DFT ofrecen la opcidn de escoger puntos k basados en este método. Para
usar este método, todo lo que se necesita es especificar cuantos puntos k se van a
usar en cada direccion del espacio reciproco. Para calculos con supercelda que
tienen la misma longitud a lo largo de cada vector de red, y por tanto la misma
longitud a lo largo de cada vector del espacio reciproco, es natural usar el mismo
nimero de puntos k en cada direccion. Si M puntos k se usan en cada direccion, es

usual denominar los célculos usando MxMxM puntos k.

De la discusion general de la integracién, esta claro que debemos esperar que un
célculo usando. MxMxM puntos k dard un resultado mds preciso que un calculo
con NxNxN puntos k si M > N. Pero en la practica, ;Como debemos escoger
cuantos puntos k usar? Responder a esta pregunta es mas delicado de lo que
parece, como se ilustra en la Tabla 2.1.1. La data en esta tabla es de célculos
hechos en la misma forma que para célculos del Cu fce descritos en la seccion
anterior con constante de red optimizada de 3.64 A. Cada célculo estd en la tabla
con los puntos k utilizados con el enfoque de Ménkhorst-Pack [8], con MxMxM

puntos k. Resultados seleccionados de esta tabla se muestran en la Fig. 2.1.5.
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Cuando M > 8, la energia total parece ser casi independiente del nimero de
puntos k, como se espera si todos los célculos en el espacio k fuesen
numéricamente convergentes. Mas especificamente, la variacién en la energia
mientras M varia en este rango es menor a 0.003 eV. Para menores nimeros de
puntos Kk, sin embargo, las energias varian considerablemente mientras el niimero
de puntos k cambia, una clara indicacion de que el niimero de puntos k es

insuficiente para dar un resultado convergente.
Tabla N° 2.1.1

ENERGIA TOTAL DEL Cu FCC CON MXMXM PUNTOS K

M | E/étomo (eV) | No. de puntos k en IBZ | 75, /7,
1 1.8061 1 1.0
2 3.0997 1 1.1
3 3.6352 4 2.3
4 3.7054 4 2.6
5 3.7301 10 5.2
6 3.7541 10 6.0
7 3.7676 20 10.4
8 3.7671 20 11.2
9 3.7680 35 16.9
10 3.7676 35 17.1
11 3.7662 56 31.2
12 3.7665 56 28.5
13 3.7661 84 40.0
14 3.7659 84 39,7

Fuente:

HENDRICK J. MONKHORST y HAMES D. PACK. “Special points for Brillouin-zone
integrations”, Physical Review, 1976 (B13), pp. 5188
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Fig. N° 2.1.5

ENERGIA TOTALES (POR ATOMO) PARA EL Cu BULK
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Fuente:

DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp.45

La tltima columna en la tabla 2.1.1 es para el tiempo computacional tomado para
el célculo de energias totales, normalizando el resultado para M=1, Note que
obtener lo que definimos como un resultado convergente toma al menos 20 veces
mas que un célculo que involucra solo un punto k. Una caracteristica inicialmente
curiosa de estos resultados es que si M es un nimero impar, entonces la cantidad
de tiempo para el cdlculo con M o (M+1) es muy cercana. Esto ocurre porque los
calculos toman completa ventaja de muchas simetrias que existen en un sélido fee
perfecto. Estas simetrias significan que las integrales en el espacio reciproco no
necesitan evaluarse usando la BZ completa, en vez de eso podemos solo evaluar

una porcion reducida de la zona que puede extenderse sin aproximacion para llena
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la BZ completa usando simetria. Esta regién reducida en el espacio k se llama la
zona de Brillouin irreductible (IBZ) [2]. Para muchos materiales simétricos como
el cristal fcc perfecto, usar solo la IBZ reduce grandemente el esfuerzo numérico
requerido para realizar integrales en el espacio k. Por ejemplo, para el muestro
Monkhorst-Pack 10x10x10 de la BZ, solo 35 puntos distintos en el espacio k
yacen en la IBZ para nuestro ejemplo actual (comparados a los 1000 que

tendriamos que usar si no se usara la simetria).

La tabla 2.1.1 nos muestra el nimero de puntos k en la IBZ para cada calculo.
Comparando estos con los tiempos también listados en la tabla explica porque
pares de célculos con valores impares y pares de M toman el mismo tiempo.
Tienen el mismo niimero de puntos distintos en la IBZ. Esto ocurre porque en el
enfoque Monkhorst-Pack usar un valor impar de M incluye algunos puntos k que
yacen en la frontera de la IBZ (como el punto I') mientras que valores pares de M
solo dan puntos k dentro de la IBZ. Una consecuencia de esto es que cuando se
usa un valor pequefio de nimero de puntos k, podemos esperar convergencia
ligeramente mejor con el mismo esfuerzo computacional usando valores pares en
vez de valores impares. Por supuesto siempre es mejor haber demostrado que los
célculos convergen en términos de los puntos k. Si se ha hecho esto la diferencia

entre valores pares € impares de nimero de puntos k es de poca importancia.

Para demostrar la utilidad de la simetria para reducir el trabajo requerido por un
cadlculo DFT, se muestran los mismos célculos de la Tabla 2.1.2 para una
supercelda de cuatro atomos en la que a cada dtomo se le ha dado un pequefio
desplazamiento de. su posicion en la celda fcc. Estos desplazamientos no son
grandes, solo cambian los espaciamientos entre primeros vecinos por +0.09 4,
pero remueven toda la simetria del sistema. En este caso, el nimero de puntos k
en la IBZ es M3 /2. Los resultados de estos calculos estdn en la Tabla 2.1.2. Esta
tabla también nos muestra AE, la diferencia de energfa entre calculos simétricos y

no simétricos.
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Aunque el tiempo computacional total en los ejemplos de la Tabla 2.1.1 estén mds
relacionados al numero de puntos k en la IBZ, la convergencia de los calculos en
el espacio k esta relacionada a la densidad de puntos k en la BZ completa. Si se
comparan las entradas en la Tabla 2.1.1 con la Fig. 2.1.5, vemos que el calculo
para el sistema no simétrico con M=8 es la tinica entrada en la tabla que podria

considerarse moderadamente bien convergente.

Se puede notar que en la Tabla 2.1.2 la columna de diferencia de energias, AE,
parece converger mas rapidamente con el niimero de puntos k que con la energia
total. Esto es util porque la diferencia de energia entre dos configuraciones es

considerablemente mas fisicamente interesante que sus energias absolutas.

Tabla N° 2.1.2
ENERGIA TOTAL Cu FCC CON SIMETRIA DESTRUIDA

M ‘E/atomo | AE /atomo | No. de puntos k _ye

(eV) (eV) en la IBZ M/ "1
1] 1.8148 0.009 1 1.0
2 | 3.0900 0.010 4 2.1
3 | 3.6272 0.008 14 5.6
4 | 3.6969 0.009 32 12.3
5 | 3.7210 0.009 63 21.9
6 | 3.7446 0.010 108 40.1
7 | 3.7577 0.010 172 57.5
8 | 3.7569 0.010 256 86.8

Fuente:
DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp. 48

31



Para cualquier conjunto de puntos k particular, hay una diferencia sistemética
entre nuestras integrales evaluadas numéricamente para una configuracién
atdmica en particular y los verdaderos valores de las mismas integrales. Si
comparamos dos configuraciones de dtomos que son estructuralmente similares,
entonces es razonable esperar que este error numérico sistematico sea también
similar. Esto significa que la diferencia de energia entre los dos estados puede
cancelar al menos una porcién del error sistemdtico, llevando a diferencias de
energfa que son mds precisas que las energias totales de las cuales derivaron. Es
importante apreciar que este argumento heuristico yace en que las dos
configuraciones de 4tomos sean lo suficientemente similares de modo que el error

sistematico al usar un nimero finito de puntos k para cada sistema sea similar.

Para el ejemplo en la Tabla 2.1.2, se escogieron deliberadamente dos
configuraciones que difieren solo por pequeifias perturbaciones de las posiciones
de los 4tomos en la supercelda, de modo que es razonable aplicar el argumento
antes mencionadd. Seria mucho menos razonable, sin embargo, esperar que este
argumento se aplique si estuviéramos comparando dos estructuras cristalinas

significativamente diferentes para el material.

Hay muchos ejemplos donde es ttil usar superceldas que no tienen la misma
longitud a lo largo de cada vector de red. Como un ejemplo algo artificial
podemos considerar realizar calculos para el Cu bulk usando una supercelda que

tiene vectores de red [2]:
a; = a(1,0,0),a, = a(0,1,0),a; = a(0,0,4) (2.1.11)

Esta supercelda contiene 16 dtomos distintos en lugar de los 4 atomos que se
usaron en los cdlculos anteriores con una supercelda cubica. Para saber cuantos
puntos k debemos usar en una supercelda con esta extension y obtener resultados
convergentes, una regla muy util es que célculos con densidades de puntos k
similares en el espacio reciproco tendran niveles similares de convergencia. Esta
regla sugiere que usar 8x8x2 puntos k daria convergencia razonable, donde los

tres nimeros se refieren al nlimero de puntos k a lo largo de los vectores de red
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reciproca by, b,, b3 respectivamente. A partir de la definicion de los vectores de
red reciprocos se puede comprobar que esta eleccion de puntos k define un
conjunto de puntos k con igual densidad en cada direccién en el espacio reciproco

[13], [14].
Metales, caso especial en el espacio k

La integral f_+11(7rx/ 2) sin(mx) dx es una integral de funcién continua. Esta es
una propiedad matematica muy ttil en términos de desarrollar métodos numéricos
que converjan rapidamente al resultado exacto de la integral, pero es una
propiedad que no siempre estd presente en integrales del espacio k en calculos
DFT. Un ejemplo especialmente importante de esta observacién es para los
metales. Una definicién ttil de un metal es que en un metal la zona de Brillouin
puede dividirse en regiones que estan ocupadas y desocupadas por electrones. La
superficie en el espacio k que separa estas dos regiones se llama la superficie de
Fermi. Desde el punto de vista de calcular integrales en el espacio k, esta es una
complicacién significativa porque las funciones que son integradas cambian
discontinuamente desde valores diferentes de cero a cero en la superficie de
Fermi. Si no se hacen esfuerzos especiales en el calculo de estas integrales, se

necesita un gran nimero de puntos k para obtener resultados convergentes.

Los metales son muy importantes, por ello se han desarrollado utiles algoritmos
para mejorar la lenta convergencia antes mencionada. Describiremos los dos
métodos mds conocidos. El primero se llama el método del tetraedro. La idea
detrds de este método es usar un conjunto discreto de puntos k para definir un
conjunto de tetraedros que llenen el espacio reciproco y definir la funcién a ser
integrada en todo punto en un tetraedro usando interpolacion. Al nivel mds
simple, la interpolacion lineal puede usarse en cada tetraedro. Una vez que se ha
hecho esta interpolacion, la funcion a ser integrada tiene una forma simple en
todas las posiciones en el espacio k y la integral puede evaluarse luego usando

todo el espacio, no solo los.puntos discretos originales. Blochl desarrolld una
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version de este método que incluye interpolacion que va mds alld de la

interpolacion lineal; este es ahora el método de tetraedro mas usado [3].

Un enfoque diferente a las integrales discontinuas son los métodos “que
deshacen”. La idea de estos métodos es forzar la funcién a ser integrada a volverse
continua deshaciendo la discontinuidad. Un ejemplo de una funcién asi es la de

Fermi-Dirac [2]:

£ (E25) = [exp (22) 4.9] @.L12)

[+ 2

La Fig. 2.1.6 muestra la forma de esta funcién para varios valores de o. Puede
verse de la figura que mientras g - 0, la funcion se aproxima a-una funcién paso
que cambia discontinuamente desde 1 a 0 en k = k. La idea de usar este método
para evaluar integrales es reemplazar cualquier funcién paso con funciones sﬁaves
como la funcién de Fermi-Dirac ya que esto define una funcién continua que
puede integrarse usando métodos esténdar. Idealmente, el resultado del célculo
puede obtenerse usando algun métodoA que extrapole el resultado final al limite

donde el “artificio” se elimina. (¢ — 0 para la funcién de Fermi-Dirac).

Un método de esta clase fue desarrollado por Methfessel y Paxton [4]. Su método
usa expresiones para las funciones “que deshacen” que son mas complicadas, pero

que atn son caracterizadas por un solo parametro o.
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Fig. N° 2.1.6

DISTRIBUCION FERMI-DIRAC
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Fuente:

CHARLES KITTEL. “Introduction to Solid State Physics ”?, Wiley, 1953, pp. 155

Energias de corte

La extensa discusion del espacio k empezo con el teorema de Bloch, que dice que

las soluciones de la ecuacion de Schrodinger para una supercelda tienen la forma

[1]:

() = exp(ik. 7w (F) (2.1.13)

6 1.8 20
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Donde u(¥) es periédico en el espacio con la misma periodicidad que la
supercelda. A continuacién estudiamos el problema mas cuidadosamente. La
periodicidad de u, (7) significa que puede expandirse en términos de un grupo

especial de ondas planas [1]:
u, (F) = X ceexpliG.7] (2.1.14)

Donde la suma es sobre todos los vectores definidos por G = m by + mybg +
mzb3 con valores enteros para m;. Este conjunto de vectores dados por G en el
espacio reciproco se encuentran definidos de modo que para cualquier vector de

red en el espacio real @;, G.@; = 2rm;.
Combinando las ecuacibnes (2.1.13) y (2.1.14) tenemos [1]:
(1) = T crrgexpli(k + G). 7] (2.1.15)

De acuerdo a esta expresion, evaluar la solucién incluso en un solo punto en el
espacio k implica una suma sobre un niimero infinito de posibles valores de G.
Esto no es practico para célculos reales. Afortunadamente, las funciones que
aparecen en (2.1.15) tienen una interpretacion simple como soluciones de la
ecuacion de Schrédinger: son soluciones con‘energia cinética [1]:

E=2|k+6] (2.1.16)

2m

Es razonable esperar que las soluciones con energias menores sean mas
fisicamente relevantes que las soluciones con altas energfas. Como resultado, es
usual truncar la suma infinita en (2.1.15) para incluir solo soluciones con energia

cinética menores a algiin valor [1]:

L, (2.1.17)

2m

La suma infinita luego se reduce a [1]:

(1) = Ticrri<oy Ckrcexpli(k + G).7] (2.1.18)
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Esta expresion incluye nlimeros ligeramente diferentes de términos para diferentes

valores de k.

En la discusién de arriba se ha introducido un pardmetro que debe definirse
cuando se hace un célculo DFT; la energia de corte E.,,;. En muchas formas, este
parametro es mas simple de definir que los puntos k, la mayoria de paquetes
aplican parametros por defecto si el usuario no define ninguno. La Fig. 2.1.7
muestra un ejemplo de la convergencia de la energfa del Cu fcc mientras se varia

la energia de corte.

Fig. N° 2.1.7
ENERGIA POR ATOMO DEL COBRE, Cu, FCC
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Fuente:

DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp. 47

Existe una situacién comun donde no es recomendable aceptar los valores por

defecto para la energia de corte. En la mayoria de casos, la energia de corte por
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defecto es asignada para cada elemento y la mayor energia de corte de cualquiera
de los atomos en la supercelda es ésignada como la energia de corte total.
Supongamos que usamos este enfoque con la finalidad de calcular el cambio de
energia para formar una aleacion ordenada bec Cobre-Paladio, fccPd sy +
fecCugsy = becCuPd(sy. Podemos calcular este cambio de energia hallando
energias convergentes para cada uno de los sdlidos por separado. Para los
propositos de este ejemplo, asumiremos que las energias de corte para el Pd y el
Cu satisfacen Epy; > Eg,,. Si usamos las energias de corte por defecto, se pueden
calcular las energias de Pd fcc y CuPd bec usando la energia de corte Epg, pero la
energia del Cu fcc seria calculada con la energia de corte E,. Este enfoque
introducé un error sistemdtico en la diferencia de energia calculada que puede
removerse usando para el Cu fcc la energia mds alta Ep;. La clave es recordar que
cuando se hace un calculo de diferencia de energia DFT para sistemas multiples se

debe usar la misma energia de corte en todos los calculos.
2.1.2. Bandas de energia en Cristales
Esquemas de zona unidimensionales -

Empezamos nuestra discusion analizando la Fig. 2.1.8 de energia versus

momentum de los electrones, o el vector de onda k.

La relacidn entre E y K, es particularmente simple en el caso de electrones libres

[2]:

K, = cte E*/? (2.1.19)
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Fig. N° 2.1.8

ENERGIA DEL ELECTRON E VERSUS EL VECTOR DE ONDA k, PARA
ELECTRONES LIBRES

Fuente:
ROLF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp. 65
A vpartir de la expresién que enuncia que solo algunos valores de energia

permitidos, deducida a partir de las condiciones de frontera para un electrén en un

potencial periddico utilizando el modelo de Kronning-Penny [3]:

sin X a
+ cos < a = coska

Donde

maVyb V2mE . : .
P = hz" , X=——,aes el espacio entre barreras de potencial, b es el ancho de

la barrera y V; es la altura de la barrera, en el modelo de Kronning-Penny.

En el caso de electrones libres se tiene que Vy — 0 entonces P = 0 y tenemos la

expresion:
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cos X a = coska
Ademas, debido a la periodicidad de la funcién coseno [2]:

cos « a = cos k.a = cos(k,a + n2m) (2.1.20)

Donden =0,+1,+2, ...
Tenemos:
< a=kya+n2mw (2.1.22)
Como: [2]
o= \/sz:ran 1/2 entonces:
kx+n%"=\/2ﬁ:’2"51/2‘ | (2.1.23)

Vemos a partir de (2.1.23) que en el caso general la pardbola de la Fig. 2.1.8 se

repite periddicamente en intervalos de n%ﬂ (Fig. 2.1.9). Asi, la energia es una
funcién‘periédica de k, con periodicidad %n. [11]
Si un electrén se propaga en un potencial periédico siempre se observan

discontinuidades de las energias cuando cos k,a tiene un méximo o un minimo,

es decir, cuando cos k,a = 1. Esto es [2]:
k.a=nm,n=41,%243,.. (2.1.24)

ky =n= (2.1.25)

En estas singularidades ocurre un desviacion de la E versus k, parabolica y las
ramas de las parabolas individuales se funden en las vecinas. Esto se muestra en la

Fig. 2.1.10
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Estos resultados nos llevan a una conclusién muy importante: Los electrones en

un cristal se comportan, para la mayoria de valores de k,, como electrones libres,

excepto cuando k, tiende al valorn %‘

Fig. N° 2.1.9

REPETICION PERIODICA DE E VERSUS EL VECTOR DE ONDA k,

E}

Fuente:

ROLF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp.70
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Fig. N° 2.1.10

ESQUEMA DE ZONA PERIODICO
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Fuente:

ROLF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp.70

Ademas de este esquema de zona periddica (Fig. 2.1.10), hay dos esquemas
comunes. El esquema de zona reducida (Fig. 2.1.11), que es una seccion de la
Fig. 2.1.10 entre los limites +7/a. En el esquema de zona extendida (Fig.
2.1.12), las desviaciones de la pardbola de electrones libres en los puntos criticos

k, =T/, son particularmente ficiles de identificar.
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Fig. N° 2.1.11

ESQUEMA DE ZONA REDUCIDA
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X~

Fuente:

ROLF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp.71
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Fig. N° 2.1.12
ESQUEMA DE ZONA EXTENDIDA
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Fuente:

ROLEF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp. 73

Algunas veces es util representar electrones libres en un esquema de zona
reducida. Al hacerlo, se considera el ancho de las bandas prohibidas a ser reducido
hasta que el gap de energia éntre las bandas individuales desaparece por completo.
Esto lleva a las bandas de electrones libres que se muestran en la Fig. 2.1.13 para
un caso especial. De esta manera, el cardcter de banda desaparece para los
electrones libres, sin embargo, se obtiene una region de energia continua. La
forma de las ramas individuales en la Fig. 2.1.13 es por la periodicidad 2r/a,

como se observa de una comparacién con Fig. 2.1.9. De (2.2.31) [2]:

A2 \%
E= E;(kx +n7) = 0,41, 42, ... (2.1.26)
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Insertando diferentes valores de n en (2.1.12) se puede calcular la forma de las

ramas de las bandas de electrones libres, .

2
n = 0 produce E = g-;-zkg (parabola con 0 como origen);

2 2
n = —1 produce E = Zﬁ—m(kx - %}r) (parabola con 25- como origen);
. k. nlh?
Especialmente para k, = 0,E = 4?@’
T n2h?
Y parak, = ;,E =—

La data calculada se muestra en la Fig. 2.1.13

Entonces, jqué significan las curvas E versus [k|? Dicho en forma simple,

relacionan la energia de un electron con su vector k, es decir, su momentum.

En las Figs. 2.1.10, 2.1.11 y 2.1.12, se ven claramente las regiones de energia
permitidas individuales y las regiones de energia de no permitidas, llamadas band
gap. Llamamos a las bandas permitidas, por el momento, la banda-n, o la banda-

m.

Es bastante comiin usar la palabra “banda” para las regiones de energia
permitidas, como la banda-n o la banda-m, asi como para ramas individuales

dentro de una banda como se ve en la Fig. 2.1.13.

El vector de onda k es inversamente proporcional a la longitud de onda de los
electrones y es por tanto definido en el espacio reciproco. Hay que recordar que
éada plano de red en el espacio real se puede representar por un vector que €s
normal a este plano y cuya longitud es proporcional al reciproco de la distancia

interplanar.
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Fig. N°2.1.13

BANDAS DE ELECTRONE%S LIBRES
|

/
0 n 2n Ky
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Fuente:

ROLF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp. 80

Estructuras de bandas para algunos metales y $emiconduct0res

i
v | 7
Estudiaremos ahora algunas estructuras de bandas de energia, representadas para

mas de una direccion en el espacio-k. Adicionalmente se muestran solo en la

direccion positiva de k.
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Empezamos con el diagrama de bandas para el aluminio (Fig. 2.1.14). Se

reconoce inmediatamente la caracteristica forma de pardbola en la direccion
k(' —X) como se vio antes en la Fig. 2.1.11. Bandas parabdlicas similareé
pueden detectarse en las direcciones (I' — K), (I' = L). El diagrama de banda para
el aluminio es bastante similar al diagrama de bandas para electrones libre de la
Fig. 2.1.13. Esto sugiere que los electrones en el aluminio se comportan

esencialmente como electrones casi libres.

También se observa en la Fig. 2.1.14 algunos gaps de banda, entre los puntos de
simetria X; vy X;, o entre W3 y W,. Sin embatgo, observe que las bandas de
encrgia individuales se superponen en diferentés direcciones en el espacio-k,
entonces como un todo no hay gap. Las bandas con forma de parabola més bajas
estin asociadas con los electrones 3s del aluminio. Estas bandas son llamadas
“bandas-3s”. El origen de la escala de energia esta posicionado por conveniencia

en el extremo mas bajo de esta banda-s.

Fig. N° 2.1.14

BANDAS DE ENERGIA PARA EL ALUMINIO
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Fuente:

ROLF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp. 85
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Abhora discutimos la estructura de bandas del cobre, (Fig. 2.1.15). Notamos en la
mitad inferior del diagrama bandas con corto espaciado. Los célculos muestran
que estas pueden atribuirse a las bandas-3d del cobre. Ellas se superponen a las
bandas-4s. La banda que empieza en I' es, primero, tipo-s, v se convierte en tipo-d
cuando se acerca al punto X. La primera mitad de esta banda es continuada a altas
energias. Se puede ver por tanto, que las bandas-d superponen a las bandas-s. De
nuevo, como para €l aluminio, no hay gap si se consideran todas las direcciones

del espacio-k.

Fig. N° 2.1.15

ESTRUCTURA DE BANDAS DEL COBRE (FCC)
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Fuente:

ROLF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp. 86

Como un tercer ejemplo, se muestra la estructura de bandas del silicio (Fig.
2.1.16). Es de particular interés ¢l area entre 0 y 1 €V en el cual no se muestran
bandas de energia. Este “gap de energia” es responsable de las conocidas

propiedades semiconductoras.

Finalmente, la estructura-de. bandas del arseniuro de galio se muestra en la Fig.

2.1.17. Los compuestos semiconductores llamados III-V, como el GaAs, son de
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gran importancia técnica para los dispositivos optoelectronicos. Tienen la misma
estructura cristalina y el mismo nimero de electrones de valencia que el silicio.

De nuevo se observa un gap claramente.

Debe mencionarse, que las estructuras de bandas de los verdaderos sélidos, como
se muestran en las Figs. 2.1.14-2.1.17, son el resultado de célculos
computacionales, y que el uso de potenciales ligeramente distintos produce

estructuras de bandas ligeramente distintas.

Fig. N° 2.1.16

ESTRUCTURA DE BANDAS DEL SILICIO

Fuente:

ROLF E. HUMMEL. “Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp. 86
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Fuente:

ROLF E. HUMMEL.

Fig. N° 2.1.17

ESTRUCTURA DE BANDAS DEL GaAs

“Electronic properties of materials”. Springer, 2001, pp. 87
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2.2. ELECTRONES EN UN CRISTAL

En los capitulos anteriores se ha considerado esencialmente un solo electrén, que
estaba confinado al campo de los dtomos de un sélido. Este electrén ha sido en
muchos casos uno externo, un electrén de valencia. Sin embargo, en un sélido de
un centimetro cubico se pueden hallar al menos 10?2 electrones de valencia. A
continuacion describiré como estos electrones se distribuyen entre los niveles de
energia disponibles. Es imposible calcular el lugar exacto y la energia cinética de
cada electron individual. Sin embargo, la teoria de probabilidades nos ofrece

resultados significativos.
2.2.1. Densidad eléctrénica de estados en calenlos DFT

Hay que considerar que la idea bésica de célculos DFT de onda plana es expresar

la densidad electrénica en funciones de la forma exp(ik.7). Los electrones

asociados con ondas planas de esta forma tiepen energia E = (h!?)z /2m. Como
resultado, una vez que se ha realizado un cdlculo DFT, la densidad electrénica de
estados (DOS") puede determinarse integrando la densidad electrénica resultante

~enel espacio k.

Como primer ejemplo, se muestra Yel Ag-bulk en la Fig 2.2.1. Hay muchos puntos
que notar respecto de los detalles numéricos de este calculo. Primero, se usa un
gran nimero de puntos k, al menos relativo al nimero de puntos k que hubiera
sido necesario para determinar precisamente la energia total de Ag. Usar un gran
ntmero de puntos k para determinar la DOS es necesario porque los detalles de la

DOS vienen de integrales en el espacio k.

* Density of states por sus siglas en inglés. De aqui en adelante se usarén las siglas DOS para
describir a la densidad clectrénica de estados.
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Fig. N°2.2.1
DOS ELECTRONICA PARA Ag BULK

i

H

DOS (arb. units)

Fuente:

DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp.
110 ‘ ‘

Un segundo punto es que se han graficado la energia en la Fig. 2.2.1, no en
términos de la energia absoluta sino relativa a la energia de Fermi, E¢. Se observa
‘en la Fig. 2.2.1 que la DOS para el Ag es diferente de cero a la energia de Fermi.
La definicién de un metal es que son materiales con DOS diferentes_de_cero al
nivel de Fermi. Una forma util de pensar en esto es considerar lo que sucede

cuando se aplica un campo eléctrico al material.

Un campo eléctrico acelera a los electrones a energias mds altas. En un metal, hay
estados electrénicos justo encima de la energia de Fermi que pueden ser poblados
por estos electrones acelerados, y como resultado el material puede conducir
electricidad. El resultado enla Fig. 2.2.1 estd de acuerdo con lo que ya se sabia

acerca de la plata, es un metal.
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La Fig. 2.2.2 muestra un célculo similar para la DOS electronica de Pt bulk. Asi
como para Ag, la DOS Pt es diferente de cero respecto de la energia de Fermi,
indicando que Pt es un metal. Las observaciones cualitativas que pueden hacerse
en comparacién de las DOS de Ag y Pt son (i) Ag tiene sus estados electronicos
concentrados en un rango mds pequefio de energias que Pt y (ii) Ag tiene una
densidad menor de estados desocupados por encima de la energia de Fermi que Pt.
Estas observaciones pueden correlacionarse con la observacion fisica de que Pt es

mucho mas quimicamente reactivo que Ag.

El siguiente ejemplo es una clase diferente de material: Silicio. La Fig. 2.2.3
muestra la DOS calculada para Si bulk de un célculo de DFT usando una
supercelda de dos 4tomos y 12 X 12 X 12 puntos k. Como se indica en la figura,
la DOS puede dividirse en dos regiones separadas, la banda de valencia y de
conduccion. La banda de valencia es la coleccién de todos los estados electronicos
ocupados, mientras todos los estados en la banda de conduccién estdn
desocupados (a T =0 K). La region de energfa que separa las bandas de valencia
y conduccién no contiene estados electrénicos; este es el gap de banda. La
descripcion cualitativa de la conduccién electronica dada antes puede aplicarse a
materiales con gap de banda, y esta claro que la aplicacién de un campo eléctrico
en estos materiales no llevard a la conduccion tan ficil como en un metal. Los
materiales con gap se clasifican como semiconductores si el gap es pequefio o
-aislantes si el gap es ancho. La distincion entre estos dos tipos de materiales es
ligeramente arbitraria, pero gaps de banda mayores a 3 eV son considerados gaps

de banda anchos. -
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Fig. N° 2.2.2

DOS ELECTRONICA PARA Pt

DOS (arb. units)
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Fuente:

DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp.102

Es importante notar que mientras el cidlculo DFT en la Fig. 2.2.3 predice
correctamente la existencia de un gap de banda para el Si, el ancho de este gap no
es predicho exactamente por la DFT. El calculo DFT predice un gap de banda de
0.67 eV, pero el gap de banda observado para el Si es de 1.1 eV. Esto se debe a

dificultades en la integracién en el espacio k.

Una observacion de la Fig. 2.2.3 es que hay un nimero de lugares donde la

pendiente de la DOS cambia discontinuamente. Estas son conocidas como

singularidades de Van Hobe.'

Las propiedades del gap de banda en semiconductores con frecuencia controlan la

aplicabilidad de estos materiales. Para dar un ejemplo, el Silicio (Si) es de gran
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importancia como material para celdas solares. El fendmeno bésico que permite al
Si ser usado de esta forma es que un fotén puede excitar un electrén en el Si desde
la banda de valencia a la banda de conduccién. Los estados desocupados en la
banda de valencia se conocen como huecos, de modo que este proceso ha creado
un par electrén-hueco. Si el electrén y el hueco pueden ser fisicamente separados,
entonces pueden crear una corriente eléctrica neta. Si, por otro lado, el electrén y
el hueco se recombinan antes de ser separados, no hay corriente eléctrica. Un
efecto que puede aumentar este ritmo de recombinacién es la presencia de

impurezas metdlicas en la celda solar de Si.

Fig. N° 2.2.3
DOS ELECTRONICA PARA EL Si BULK
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DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp.
105
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Este efecto se ilustra en la Fig. 2.2.4, que compara la DOS del Si bulk con la DOS
de una supercelda de Si conteniendo una tnica impureza de Au. En la tltima
supercelda, un 4tomo de Si en el material puro se reemplaza con un itomo de Au,
y las posiciones de todos los dtomos en la supercelda fueron relajadas hasta que la
energia del sistema sea minimizada. La constante de red de la supercelda se
mantuvo fija al valor del Si bulk, debido- a la baja densidad de la impureza

metalica.

La caracteristica més importante de la Fig. 2.2.4 es la existencia de estados en la
gap de banda del Si puro, en el Si dopado con Au. Estos nuevos estados hacen la
recombinacion de pares electron-hueco mas rdpido en materiales dopados que en
Si puro. Esto es, la existencia de impurezas de Au en Si cristalino tiene serios
efectos negativos en las propiedades de un material como celda solar. Este
problema no solo ocurre con el Au; un gran nimero de impurezas metélicas

causan problemas similares.

Para dar un ejemplo de un material con gap de banda ancho, la Fig. 2.2.5 muestra
las DOS calculadas de cuarzo bulk Si0O,. El gap de banda de esta figura es de 5.9
eV. Aun considerando que la DFT tipicamente subestima el gap de banda, esfé
claro que el cuarzo es un aislante. A diferencia del Si, la banda de valencia del
cuarzo incluye varias bandas de energfa separadas gaps de energia distintos entre

ellos.
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Fig. N° 2.2.4

DOS ELECTRONICA PARA EL Si BULK Y SiszAu BULK

Bulk 8i

DOS {arb, units)

Fuente:

DAVID S. SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”

. Wiley, 2009, pp.107
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Fuente:

DAVID 8.
108

DOS {arb. units)

Fig. N° 2.2.5
DOS ELECTRONICA PARA EL CUARZO BULK
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Band gap

SHOLL. “Density Functional Theory, a practical introduction”. Wiley, 2009, pp.
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2.3. TEOREMAS DE HOHENBERG-KOHN

Los teoremas de Hohenberg-Khon (HK)® son la base para las ecuaciones de
Khon-Sham (KS)® que permiten fesolver la ecuacién de Schrodinger para N
electrones de forma bastante simplificada en términos de la densidad de
probabilidad n(r), es por esto que es importante conocer sus fundamentos y sus

implicaciones antes de proseguir.
2.3.1. Teoremas
Teorema I

“Para cualquier sistema de particulas que interactiian en un potencial externo
Vext (T}, €l potencial Vi, (r) estd determinado dnicamente, excepto por una

constante, por la densidad del estado fundamental ny(r)” [16]

Como en el hamiltoniano para N electrones el Voy(r) es el que define los
eigenvalores y eigenfunciones del sistema, entonces la densidad del estado

fundamental determina todas las propiedades del sistema.

Este teorema se demuestra de la siguiente manera:

Supongamos que existen dos potenciales externos Ve(;g y Ve{:g que corresponden a

una misma densidad de estado fundamental n(r). Entonces Vg‘g correspondera a
un hamiltoniano H® y V& correspondera a un hamiltoniano H® cada uno con

sus respectivas funciones de onda ¥; y W,, con energias E® y E®,

Ya que W, no representa al estado fundamental de H®W se le considera como una

funcién de prueba y por tanto:

E® = (¥, | HO[W,) < (W,| HO|w,)

3 Para abreviar, en ciertos casos simplemente se escribira HK para denominar “Hohenberg-Kohn”.
* © Para abreviar, en ciertos casos simplemente se escribird KS para denominar “Kohn-Sham™.



(W, HO|W,) = (W, [HOW,) + (V] HD — H|w,)
60+ [ (v - VDo)
Asi: {4]
E® <E® + [ a®r(VER ~ VE)no(r) 2.3.1)

Analogamente para E(® ya que W, no representa a su estado fundamental, ¥, es

una funcién de prueba y se concluye: [4]
E® < E® + [ (VR =V )ny(x) (2.3.2)

Sumando (2.3.1) y (2.3.2) se obtiene: [4]
E® + E@ < EM +E? (2.3.3)

Este resultado contradictorio demuestra que una densidad solo determina un tinico

potencial externo [10].
Teorema I1

“Se puede definir una funcional’ universal para la energia E[n] en términos de la
densidad n(r), vélida para cualquier potencial externo Ve, (r). Para cualquier
Vext (1), la energia de estado fundamental del sistema es el valor minimo global de
esta funcional, y la densidad n(r) que minimiza la funcional es la densidad del

estado fundamental exacta ngy(r).” [16]
Este teorema se demuestra de la siguiente manera:

La energia se puede expresar como: [4]
Biueln] = T + Eypaln] + [ € Ve (I0(2) + By

= Fyg[n] + [ @3r Vo  (F)n(r) + Ey (2.3.4)

7 . .. . .
Una funcional es una funcién de una funcién
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Donde:
T[n] es la funcional de energia cinética
Ej; es la funcional de energia de interaccion entre ntcleos
Eine[n] es la energia potencial del sistema de electrones que interactian
Fuk[n] = T[n] + Ejpe[n] (2.3.5)

[4] Es importante notar que Fyk[n] es una funcional “universal”, es decir que es la
misma para todos los sistemas electrénicos siendo independiente del potencial
externo, ya que la energia cinética y la energfa de interaccion E;,[n] solo

dependen de la densidad.

Consideremos ahora un sistema con densidad de estado fundamental n™(r)

correspondiente a un potencial externo Ve(;g (r)

La energia de este estado fundamental serd:
EM = EHK[n(l)] = (YO HD [yD)

Ahora consideremos n®(r) con su funcién de onda respectiva @, Vemos que

[4]:
E® = (O [HO|y®) < (@ |HD [¢@). (2.3.6)

Por lo tanto la energia dada por (2.3.4) para la densidad de estado fundamental

correcta ng(r) es menor que el valor esperado para otra densidad n(r).

Asi, la minimizaciéon de la energia en (2.3.4) con respecto a variaciones de la

funcion densidad n(r) permitird hallar la densidad del estado fundamental y la

energia.
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2.4. EL. ENFOQUE DE KOHN-SHAM

En este enfoque se reemplaza el problema original de muchos cuerpos por un

problema auxiliar de particulas independientes.

Los términos complicados del problema de muchos cuerpos son incluidos en una

funcional llamada la funcional de “Energia de Exchange-Correlation™: Exc

Al resolver las ecuaciones auxiliares se hallan: la densidad del estado fundamental

ngy y la energia del estado fundamental E, correspondientes al problema original

[3]:

H=

+Z Z,e? Z ZV Z Z,Z,e
Rl "2 [r—rl 4 T 2L TR Ry

(24.1)
Donde —Z, V? representa a la energia cinética de los electrones, Z"II eR,{ la
interaccion entre electrones y nucleos, Zm! - la interaccién entre electrones,

K . v s . 1 ZZye?
—FZ[Vf la energia cinética de los niicleos y EZMR—I{I representa la
I I~y

interaccion entre los ntcleos.

La precision depende solo de la aproximacion de Eyc.

Ejemplos de aproximaciones son: la aproximacién de densidad local (LDA®) y la

aproximacion de gradiente generalizado (GGA®).

Hohenberg y Kohn demuestran que nq nos dice todo lo que necesitamos saber.

8 Local density approximation por sus siglas en inglés. De aqui en adelante se usarda LDA como
siglas.

® General gradient approximation por sus siglas en inglés. De aqui en adelante se usard GGA
como siglas.
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2.4.1. Suposiciones del argumento de Kohn-Sham

1) La densidad del estado fundamental exacta se puede representar con la

densidad del estado fundamental de un sistema auxiliar de particulas que

no interactian. Esto se llama V-Representatividad-NO-Interactuante.

2) El hamiltoniano se escoge de modo que tenga el operador de energia

cinética usual y un potencial local efectivo V¢ actuando en un electrén en

el punto r. Se asume que el potencial externo es independiente del spin.

2.4.2. Las ecuaciones auto-consistentes

Definimos el hamiltoniano auxiliar en unidades atémicas [3]:

Haux = —%VZ + Ver(r)
Definimos la densidad en el sistema auxiliar'®: [5]

n(r) = Xen(r,0) = [I¥F O
La energia cinética para las particulas indépendientes [5]:

Ty = =3 o T (WPIVEYP) = — [ W V2w, &Pr
La energfa de interaccion de Coulomb [5]:
n(r)n'(r')
rr

EHartree=) [n] = % ff d3rd3r '|_'|—

Para Kohn y Sham la energia se expresa como:

Exs = Ts[n] + [ d3r Vgt (r)n(r) +J[n] + Ey; + Exc[n]

Donde Ej; es la energia de interaccion entre los nticleos.

Recordando de (2.3.4):

(2.4.2)

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

19 Se ha obviado el simbolo que denota al spin ¢ en algunas ecuaciones, por ejemplo en la ec.

(2.4.4) se sobreentiende su presencia.
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Eyk[n] = T[n] + Ejpe[n] + f d3rVext(r)n(r) + Ep (2.4.7)

Comparando con (2.4.6), usando (2.3.5) y teniendo en cuenta que Egxg = Eyg[n]

ExcIn] = Fug[n] — (Ts[n] + J[n]) (24.8)
Exc[n] = (T) — Ts[n] + Eint[n] — J[n] (24.9)
Exc[n] = ({T) + Eine[n]) — (T[] + J[n]) (24.10)

[4]Entonces Ex( es la diferencia de la energia verdadera del sistema y la energia

del sistema auxiliar de particulas independientes.

Por lo tanto, si conociéramos Ex¢ podriamos conocer la energia verdadera del

sistema.

Podemos ahora obtener las ecuaciones si utilizamos el método de los
multiplicadores de Lagrange, para esto obtenemos la variacion de la energia de

KS respecto de la funcién de onda y sujeta a la condicion [4]:
II{’]*‘-PI d3r = 61; (2411)

De (2.4.6) [4]:

6Eks _ 8T + [SEexg _«‘_51 SEXC] N on e 8(f W, d®r) ~0
L AL én  &én  én 8w s
(2.4.12)
Donde
Eo = [ @rVen@n(0)
Usando [5]:

8F = F[f + 6f] — F[f] (2.4.13)
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Xmax 8F
8F = [ 5 s

Y de (2.4.3) y (2.4.4) [4]:
8T _ 1oy
8w 2V Hi(r)
Sn(r) lp( )

Tenemos entonces de (2.4.12) [4]:

OE ext 6J[n] SExc
én + én + 6n

1
—EVZ‘I&(I‘) + [

Ya que:
Eot = f Vo (On()

it = 3 [ ey )

Usando (2.4.13) y (2.4.14) concluimos que [4]:

SE
Vet (1) = 8::::

8n} _ R n(r,) ) a3y

=V,
Sn Ir—r7| Hartree

Por tanto {4]:

1
""z' Vzlpi (I‘ ) + [Vext(r) + VHartree + VXC]LPi(r ) = E:iq}i

Asi, (2.4.20) junto con [4]:

" n(r) = [|¥°(0)|2d3r

]‘I’()-—S.‘P(r)

(2.4.14)

(2.4.15)

(2.4.16)

(2.4.17)

(2.4.18)

(2.4.19)

- (2.4.20)

(2.4.21)
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Son las ecuaciones auto-consistentes que incluyen efectos de Intercambio-

Correlacidon.

2.4.3. La aproximacion de densidad local

Se necesita una forma explicita para el término de Exchange-Correlation. Una es

la aproximaci6n de densidad local [5]:
EL2A[n] = [ n(r)exc(n) d*r (2.4.22)
Donde:

exc s la energia de XC!! por particula en un gas de electrones uniforme con

densidad n(r) [5]

SELRA 5
VeRA = Sn"() = gxc(n) + n(r) ?;(Egl) (2.4.23)

Efectivamente:
E[n+ 8n] = f(n + 8n)exc[n + n]d3r

= fnsxc[n + 8n]d3r + f excn + 6n)énd3r

Ya que:
exc(n + 6n) —exc(m) _ Sexc(m)
6n on
exc(n + 8n) = Sexc(n) + exc(n)
Asi: |

"' Se usara XC para Exchange-Correlation
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E[n+ 6n] = f negc(n)d®r + f néexc(n)d3r + f SEXC‘(n)Sri d3r
)
+ [ exemndr = [ neematr+ [ 02258 gngsy

+ f exc(n)énd3r

8E = f [n Sa)écn(n) + sxc(n)] ond3r

SExc _ n58xc(n)
én 6n

+ gxc(n)

La ecuacién de Kohn-Sham sera [5]:
[-%VZ + Ve + [ l%(_LQ-[d3r’ + V)%(’;)A(r)] Y=gl (2429
A la solucion auto-consistente de (2.4.24) se le conoce como método LDA.
Podemos expresar gg¢(n) como [5]:
exc(n) = ex(n) + ec(n) (24.25)
Con la aproximacion de Exchange de Diréc [5):

3 /3\1/3
gx(n) = —Cxn??, Cx = ;(—3 (2.4.26)

Donde ec(n) es obtenido por calculos de Monte Carlo cuantico, ver referencia

[15] y [17].
2.4.4. Teoria funcional de densidad de spin

Tendremos en cuenta ahora sistemas con un potencial mas general, adicionando

un campo magnético al potencial escalar usual. [18]
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En presencia de un campo magnético que solo actiia en los spin de los electrones,

el hamiltoniano toma la forma [4]:

3

—INVE+ 2N+ 2 Ve @) + 2B IV B().s; (24.27)

)

Donde:

Be = -;—r:—c es el magneton de Bohr

19 b4

“e” es la carga del electron, A es la constante de Planck dividida entre 2, “m” es

la masa del electrén y “c” es la velocidad de la luz.
s; es el vector de momento angular de spir del i-ésimo electrén
Definimos [4]:

V = ZNVere () + 2B 21 B(1). s; (2.4.28)
Ya que el operador de densidad electrénica es [4]:

A(r) = z}“ 8(r—n) (2.4.29)

Y el operador de densidad de magnetizacion electronica es [4]:

M) = 2B XN s; 8(r — ry) (2.4.30)

Tenemos entonces que (2.4.28) puede expresarse [4]:

V = [Vore MA@ d3r — [ B(r). M(r)d3r (2.4.31)
Asi [4]:
(P|7]®) = [ Vexe(n()d®r — [ B(r). m(r)dr (24.32)
Donde [4]:
n(r) = (Y|A(r)I¥) (2.4.33)
m(r) = (Y[M)|¥) | (2.4.34)
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Considerando el caso especial de un caso en la direccion z: b(r) [4]
(PP = [ Ve On@dr - [b(O). m@)dr  (2.4.35)

Hallemos m(r) [4]:

N

() = 2B, ) 55— 1)

i

N

Z s, (i) 8(r — )| W

i

m(r) = (P[Mm(r)|¥) = —2B. (¥

Recordando que:

©1) = f [01 (KD y1(x1, X1)] it =, dX4

N
0y =) 0,(x)

i=1
m(r) = 2B, [ 5, 8(r — r)y; (¥, x)dx’ = —2B Ys=qpSz¥1 (s, 1'5) =

2B, [3va (ra, xa) = Sy (rB,1B)| = Be[nP(r) — n*(¥)] (24.36)
Las variables basicas ahora son: n y m 6 n®(r), n*(r) [4]

Obtendremos la teoria funcional de densidad de spir utilizando la busqueda del
minimo de la energia de estado fundamental.
Ep = mq;n (¥

N N
T+ Voo ) Vore(r) + 2B ) b1 5,(D| )

E, = mm{ min (9|7 + o) + f [Voee (ON(r) — b()m(D)] & }

% nB (Posnn

Eo = min g s{F[n% nf] + [ d*r[(Vexe () + Beb(r))n® + (Veye (r) —
Beb())nf]} : (2.4.37)
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F[n% n] = ming,_ 0 ,s(¥|T + Vee|¥) (2.4.38)

De (2.4.37) concluimos que n® y nf son todo lo que se necesita para describir el
estado fundamental de un sistema de muchos electrones en la presencia de campo

magnético. [4]
Pero atn queda un problema; no se conoce la forma de F[n“, nB]. |
Utilizando el enfoque de Kohn y Sham. [5]
F[n% nf] = T,[n% nf] +)[n* + nf] + Exc[n% nf] (2.4.39)
Definimos una busqueda restringida dé Ts. [4]
Ty[n% nP] = Min | Sio i f dris (1) (—3V2) dio(r)] (24.40)
Aqui:

Wi(rs) = ¢is(r)o(s) y ny; son nimeros de ocupacion, es decir, el niimero de
electrones por orbital. Los n;, se escogen de modo que los eigenestados més bajos

estén ocupados n;; = 1 y el resto esté desocupado ny; = 0
La minimizacién es respecto del conjunto; nj, ¥ ¢js con las condiciones [4]:
ZiNig|big)* =n" (24.41.1)
2i niglfbip[z =nf(r) (2.4.41.2)
Suponiendo que el conjunto ¢;4(r) v n;; minimizan (2.4.40) [4]
T[n% nf] = Tignig [ €1 () (—3V2) dio@)  (2442)

Reemplazando en (2.4.37)
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E[n% nf] =

Yiochic | d31‘¢;c (r) (__gvz) bio(0) + J[n® + nP] + Exc[n® 0] + [ d3r[(Vew (r) +

Beb(r))na + (Vext(r) - Beb(r))nB] (2443)

Entonces la blisqueda variacional del minimo de E[n“, nB] puede hacerse a través

de los orbitales sujetos’ a: [4]
| $1c(DPio(r)d’r = 1 (2.4.44)
A la cual se le asocia el multiplicador de Lagrange: £

Asi, obtenemos las ecuaciones de K.S que consideran spin:
Aa 1, oa i
heeria (1) = | =5 V* + Vege| dia(r) = = ia(r) = Eiqhia(r)
1104

i=123,..N% [4]

R 1 :
Bedip () = [“5"2 + ngr] bip(r) = 2—24’1'30‘) = £ipdip()

j=1,2,3,..NP

(2.4.45)
Donde [4]:
n(r') SEX na’ nB
Vet = Vexe(r) + Beb(r) + f-l-r—;—r’_ldBr’ + ——Sin[a—(g—]-
1’1(1‘!) I 6EXC na, nB
ngt‘ = Vexe(r) — Beb(r) + f F—:-I;,—ld3r + _—S—nLB_(-I:)_-]
(2.4.46)
El nimero de electrones con spin a 'y B [4]:
N = [ d®rn®(), NP = [ d*rnf(r) (2.4.47)
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también tiene que ser variado para obtener la energfa total minima, bajo la

condicion [4]:
N = N® + NB (2.4.48)

Una forma aproximada de Eyc|[n% nPf] es una mejor aproximacion del sistema real
XC J

que Exc[n].

Cuando se utiliza la LDA para Ey¢ la energia de XC se aproxima localmente a
resultados para el gas de electrones homogéneo con spin compensado. Este

procedimiento no es apropiado para sistemas con electrones desapareados.

2.4.5. El método GGA

Muchos autores han sefialado que la principal fuente de errores en la LDA es la
aproximacion de la energia de “Exchange” y al usar la expansién de gradiente

convencional no se obtienen resultados satisfactorios.

Imponiendo las condiciones para el hueco de Exchange correcto en la
aproximacion del hueco dado por la expansion de gradiente, Perdew propuso un
modelo que deja solo un 1% de error en la energia de Exchange. Este modelo ha
sido mas simplificado [22] y se le ha llamado aproximacién de gradiente

generalizado (GGA).

E§%A[n] = -2 (-3)1/3 [ d3r n*¥3F (s) (2.4.49)
Aquf:
s = %:c% (2.4.50)
ky = (3m?n)!/3 | (2.4.51)
F(s) = (1 + 1.2965% + 14s* + 0.255)%/15 (2.4.52)
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2.5. SOLUCIONANDO LAS ECUACIONES DE
KOHN-SHAM

Cuando se usa la DFT como una aproximacién, obtenemos un conjunto infinito de
ecuaciones de un-electron del siguiente tipo'? [6]:

(g2 4 2 [ 20 030 4, 4 V) (1) = g () (25.1)

zm 1 ameg? jr-r')

Para Hartree-Fock (HE'®) V,, es el operador de Exchange y 1, (r) son orbitales de
un-electrén verdaderos. El Exchange se trata exactamente, pero los efectos de
correlacion no son incluidos. Pueden agregarse solo en elaboraciones del método

HF. [21]

Para la DFT V, es el operador de Exchange-Correlation en la aproximacion
L(S)DA, GGA u otra aproximacion. El exchange y correlation son ambos
considerados, pero aproximadamente. Los ,(r) son obitales de una-particula

“matematicos” no “fisicos”.

La similitud entre las ecuaciones de Hartree-Fock y las ecuaciones de Kohn-Sham
significa que las mismas técnicas matematicas pueden usarse para resolverlas. La

técnica matematica usada para solucionar estas ecuaciones es expandir los

orbitales en una base {¢;} y hallar los coeficientes ¢ en [2]:
Ya(r) =X clpr (2.5.2)

Las funciones de onda 1, pertenecen a un espacio de funciones que tiene
dimensién infinita, P es por tanto en principio infinito. En la préctica se trabaja
con un conjunto de bases limitado. Una base asi nunca va poder describir

exactamente a Y, (1) pero podemos acercarmos un poco.

12 «g” es un nGimero entero que cuenta los elementos del conjunto

1 Se usara HF para designar Hartree Fock de aqui en adelante
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Una vez que tenemos la base, podemos construir el problema de eigenvalores.
Para un “q” dado sustituimos (2.5.2) en (2.5.1) y multiplicamos (¢;] por la

izquierda, obteniendo [3]:

o

s c 0
(5 (i Hgslpi) — e{pjld) ¢ ) P = () (2.5.3)
- «/ \ ¢ 0

o~

Sii = (¢;1¢:) se llama matriz de superposicion. Esta serd la matriz identidad si el
conjunto base es ortonormal. La diagonalizacion de la matriz hamiltoniana nos
lleva a P eigenvalores (g;) y P conjuntos de coeficientes (los ¢/) que expresan

cada una de las P eigenfunciones en la base dada.

Hay que notar que mientras mas grande sea P mejor sera la aproximacion, pero-.

mayor serd el tiempo para la diagonalizacion.

Mientras menos funciones de base se necesiten el conjunto base se llama

“eficiente”

En casos en que el P necesario es mucho mds alto que el permitido, limitar P nos -

llevaria a eigenfunciones aproximadas que no son aceptables. Estas

aproximaciones se llevan muchas propiedades de la funcién base, a tal base se le

llama “parcial”.
Si la base no fuerza la solucién en una direccién especifica se llama “imparcial”

La idea es obtener una base “imparcial'®” y “eficiente”.

" El término en inglés es “unbiased”
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2.5.1. Métodos LAPW
El método LAPW
a) El método LAPW regular

El problema con el método APW es que u;*(r’,F) tiene que construirse con la
eigenenergia E = ¢ de los eigenestados buscados que es desconocida. Seria
conveniente conocer u(r', E) en el proceso a partir de cantidades conocidas. En
esto consiste el método de Ondas Planas Aumentadas Linearizadas (LAPW). Si
hemos calculado uy*(r', E,) para una energfa Ey, se puede hacer una expansién de

Taylor para hallar uj*(r’, E) en valores de energia que no difieren mucho de Ej

[6]:

(', 6) = uff (', By) + (Bo — ) 2L 1 0By — )2 (2.5.4)

ﬁf(TI,EG)

Donde u*(r’, Ey) es la derivada de u*(r’, E) con respecto a la energfa evaluada

en Fj.

Sustituyendo los dos primeros términos de la expansién en la APW para un E,

fijo se obtiene la definicién de la LAPW.,

Hay que notar lo siguiente:

La diferencia de energia (E, — &) es desconocida, y por tanto un término B;;IHK

tiene que introducirse [6].

1 .
¢§(r) — _ez(kH{).r' rel

W

PE() = Tum (A5 UE (' Bo) + Bk ™ (', E0) ) Y™(6', ¢), T € S
(2.5.5)

75



Para poder hallar A5K+K y prok+K

, se va a requerir que la funcion en la esfera
coincida con la funcién de onda plana en valor y en pendiente, en la frontera de la
esfera: esto puede hacerse usando una expresion similar a la expansion de la onda
plana usada en (2.5.6) y su derivada radial. De aqui se obtiene un sistema 2x2 del

cual se pueden hallar ambos coeficientes.

La ecuacion (2.5.5) no es la version definitiva de LAPW. Supongamos que
queremos describir un eigenestado Yy que tiene un carcter “p” predominante

(I = 1) para un atomo a. Esto quiere decir que en su expansion en LAPW, los

k+K
A?l:l)m

son grandes. Es por tanto beneficioso escoger E, cerca del centro de la
banda-p. De este modo, el término O(E, — €})? en (2.5.4) permanece pequefio, y
el corte después del término lineal es permitido. Se puede repetir este argumento
para todo ! fisicamente importante (! = 0,1,2,3) y para todo atomo. Asi, no se
debe escoger un E, universal, sino un conjunto de E{’, ; bien escogidos hasta l = 3.
(EI significado del subindice 1 se explica después). Para | grande se puede

mantener un valor fijo. La version definitiva de un LAPW es entonces [6]:

1 .
ok(r) = —ﬁe‘("”‘)’, rel

PR = ) (A5 ur (v, BL,) + BEEug (v E)) Y@, ¢, €Sk
Lm

2.5.6)

Con el E{; siendo fijo, las funciones base pueden calcularse. El mismo

procedimiento usado para la base de ondas planas puede aplicarse ahora. Una

diagonalizacion produce P diferentes energias de banda para este k.

La precision de la base de ondas planas estaba determina por Kj,,4, . Para las bases

de APW y LAPW no estd mal usar el mismo criterio, sin embargo una mejor
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cantidad para juzgar la precisién es el producto RTW"K,,,. entre el radio de

muffin-tin més pequefio y Ky, . Esto se puede entender de la siguiente manera:

Si el radio de muffin-tin mds pequefio aumenta, el punto mds cercano que una
onda plana puede acercarse a un niicleo se mueve mds lejos del niicleo. La parte
de la funcién de onda que ya no tiene que ser descrita con ondas planas, en

15 m4s “empinado”

general habra mostrado el comportamiento mas “empinado
que cualquier lugar en la region intersticial (estaba mdas cerca al nicleo). Se
necesitan menos ondas planas para describir lo restante, partes mds suaves de la
funcién de onda. K4, puede reducirse, y una buena regla es que el producto
RMnK . debe permanecer constante para temer una precisién comparable.
Reducir K., significa reducir el tamafio de las matrices, y como una
diagonalizacién matricial es costosa, un R™" mas grande puede reducir
significativamente el tiempo de computacién. Por otro lado, R7™ no puede ser
muy grande, ya que los arménicos esféricos no pueden describir las funciones de

onda en una region muy alejada del niicleo.

Comparada al conjunto base de ondas planas, la base LAPW puede ser mucho

. o . 7.509,0 —
mas pequefia. El K,,,, requerido resulta ser Ky, = s 4u.at,

dependiendo de la precision deseada. Esto produce P = 145 como tamafio de la
base, comparado con el P = 270 para ondas planas. El tiempo de célculo
(principalmente determinado por la diagonalizacion de la matriz) estd en el orden
de la tercera potencia del tamafio de la base, lo que hace a la base LAPW de2 a3
veces més rapida que la de ondas planas. Hay que notar que bases no-ortogonales

hacen la rapidez de LAPW comparable a la de ondas planas.
b) LAPW con orbitales locales (LAPW+LO)

Hasta ahora no se ha establecido que estados electrénicos son calculados con el
método LAPW. Por ejemplo, no tendria sentido calcular el orbital 1s del Fe en Fe-

BCC, porque este electron estd extremadamente ligado al niicleo (-514Ry), y se

'* Con mayor pendiente
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comportard casi exactamente como si estuviera en el atomo libre de Fe. Un estado
asi se llama “estado del core”. El criterio para un estado del core, es que no
participa directamente en el enlace quimico con otros atomos, por tanto debe estar
contenido completamente en la esfera de muffin-tin. Los estados que “fugan” de
la esfera de muffin-tin se llaman “estados de valencia”. Los estados de valencia
participan en los enlaces quimicos, y estos estados son tratados por LAPW. Los
estados del core son tratados como si estuvieran en atomos libres, pero sujetos al

potencial causado por los estados de valencia.

Cuando se aplica esta definicion, frecuentemente sucede que los estados con el
mismo { pero diferente numero principal n son ambos estados de valencia. Por
ejemplo, debido a la hibridizacion, el Fe en Fe-BCC tendrd una cantidad
considerable de cardcter-4p en sus estados de valencia que estdn alrededor de 2.0
Ry por debajo del nivel de Fermi. Pero los estados-3p que estdn a 4.3 Ry por
debajo del nivel de Fermi no estdn completamente confinados en el core tampoco.

Tales estados de valencia “bajos” se llaman estados se semi-core. No esta claro
como Ef (=1) debe escogerse: cercano a 3p, cercano a 4p, en un valor

intermedio...Ninguna de las opciones es 6ptima.

Este problema se resuelve agregando otro tipo de base a la base LAPW, llamada
ORBITAL LOCAL (LO). Un orbital local se define como [6]:

g?aa(r) = 0! ré¢ Soc

g,?,o (=
(Aseroup(r, B + B Oug(r', ESS) + CoolOui(r' ESS) ) Yi™(8, "), 7 € S

(2.5.7)

Un orbital local estd definido para un [ y m particular, y para un dtomo particular.
Un orbital local es cero en la regién intersticial y én las esferas de muffin-tin de
otros atomos, de ahi su nombre “orbital local”, En la esfera de muffin-tin del
atomo o, se usan los mismos uf(r’, E5y) y u*(r’, E5;) que en LAPW, con Eg

como energia de linearizacion, un valor adecuado para el mas alto de los estados
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de valencia (4p en este caso). El estado de valencia mas bajo-que es mas el de un

dtomo libre estd fuertemente empinado a una energia E5;. Una unica funci6én

radial u}x(’r", E;fz) a esa misma energia sera suficiente para describirlo.

Los orbitales locales no estin conectados a las ondas planas en la region

intersticial, por tanto no tienen una dependencia de k o K. Los tres coeficientes
A;’;;fo, B;’,‘;,w y C{f;tw se determinan con las condiciones de que el “LO” esté
normalizado y tenga valor y pendiente cero en la frontera de muffin-tin (ya que no

sale de la esfera de muffin-tin).

Agregar orbitales locales aumenta el tamafio de la base LAPW. Si por cada dtomo
se agregan orbitales locales para los estados p y d, la base aumenta con 3+5
funciones por 4tomo en la celda unitaria. Este niimero es pequefio comparado con
el tamafio de las bases LAPW de unos cientos de funciones. El tiempo
computacional adicional es un pequefio precio para la precision mucho mejor que

ofrecen los orbitales locales; y que por tanto siempre se usan.
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2.6. TEORIA FUNCIONAL DE LA DENSIDAD
RELATIVISTA (RDFT')

Sistemas de atomos pesados no son correctamente descritos con el modelo
mecanico cudntico no relativista. En este caso se tiene que considerar la ecuacién
de Dirac, que satisface ambos postulados; de la teoria especial de relatividad y los
de la mecénica cuantica. En este capitulo se exponen los principales conceptos de

una formulacién de funcional de densidad.
2.6.1. RDFT a partir de electrodindmica cudntica

El punto de comienzo apropiado para una descripcién completamente relativista
de la estructura de atomos, moléculas y solidos es la electrodindamica cudntica
(QED). Sin embargo, en general las ecuaciones de QED representan un problema
computacional muy grande, entonces las aproximaciones son inevitables. Una
aproximacion es la ecuacion de Dirac. La evolucién mecénico cuéntica de un
sistema de N electrones interactuando en la presencia de potenciales escalares y
vectoriales dependientes del tiempo v(r, t) y A(r, t), respectivamente, es descrita

por el siguiente hamiltoniano [7]:
Y¥(ca.m; + B +v(ryt)) + Tiq; Ulri—13)  (2.6.1)

Con U(r; — r}-) siendo la interaccion electrén-electrén y fc? la masa en reposo

del electrén. Aqui 7t; = p; + A(r;, t)/c, « es el operador de velocidad [7]:

o« = [g I (2.6.2)

Con o siendo las matrices de Pauli de dos por dos [7]:

S O i O )

'8 Relativistic Density functional theory por sus siglas en inglés. De aqui en adelante se usan estas
siglas.

80



Y /8 es la matriz cuatro por cuatro [7]:
I 0
B = [ ] (2.6.4)

Donde [ es la matriz de identidad de dos por dos. El hamiltoniano de Dirac puede,
asi, ser expresado como una matriz de cuatro por cuatro que opera en la funcién
de onda . Esto significa que la solucién a (2.6.1) nos lleva a funciones de onda
de cuatro componentes o spinors. La ecuacién de Dirac admite soluciones con
energia positiva, asociada con electrones, y de energia negativa, asociada con
positrones, es decir, particulas con la misma masa que los electrones, pero carga
opuesta. Normalmente nos interesamos en los estados electrénicos. Si la energia
de masa en reposo para estados con energias positivas es sustraida de la ecuacién
de Dirac (cambio de Gauge), las soluciones de interés son aquellas en las cuales el
spinor superior de dos componentes de la funcién de onda es predominante. Esta
componente eé llamada la componente mayor, mientras el spinor inferior de dos
componentes es llamado componente menor. Los estados de electrén y positrén
pueden ser completamente desacoplados por medio de transformaciones unitarias,
como por ejemplo, la transformacién de Fouldy-Wouthuysen. Los estados

electrénicos son entonces descritos por un hamiltoniano de dos componentes.
Las ecuaciones de Dirac-Kohn-Sham estacionarias y dependientes de tiempo

La teoria funcional de densidad relativista (RDFT) ha sido formulada en el marco
de la electrodindmica cudntica, donde el proceso de renormalizacién provee un
principio de minimo que hace posible la extension relativista del teorema de
Hohenberg-Kohn. Usando la energia de estado fundamental renormalizada Eqr y
la cuadricorriente del estado fundamental jﬁ‘(r), se puede demostrar que existe
una correspondencia uno a uno entre la clase de potenciales externos que solo
difieren por transformaciones de gauge, V.. (r) = (vext (r), Aext(r)), (n=
0,1,2,3), la clase asociada de funciones de onda de estado fundamental (no
denegerada) |®,) y la cuadri-corriente de estado fundamental j¥(r). Esto

significa que la funcién de onda de estado fundamental es una funcional finica y
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universal de la cuadricorriente de estado fundamental. Como consecuencia,
también la energia de estado fundamental del sistema es una funcional de la
corriente de estado fundamental, Egg[jz]. El jE(r) exacto minimiza Egg[jz] bajo

la condicién de la conservacién de corriente, y asi la conservacion de la carga total

Q7]

Y. 0k =0 (2.6.5)

~[ifdr=qQ (2.6.6)

Donde se usa la notacién 6“ = (%5 V). Para derivar las ecuaciones de Kohn-

Sham relativistas se tiene que asumir la existencia de un sistema auxiliar de
particulas que no interactian en un potencial efectivo V¥ () con exactamente la
misma cudri-corriente de estado fundamental que el sistema que interactia. Esta
suposicién no ha sido examinada en el caso relativista, pero se espera enunciados
andlogos a los del caso no relativista. En el esquema de Kohn-Sham relativista la
cuadri-corriente de estado fundamental y la energia puede representarse en
términos de cuadri-spinors i; uni-particula auxiliares. Esta representacion en
general también contribuciones de polarizacion del vacio. Sin embargo en las
aplicaciones mds recientes de RDFT estos efectos electrodindmicos son
irrelevantes, es por ello que los ignoraremos por simplicidad (aproximacién sin

pares) [25]. La cuadri-corriente puede expresarse como [7]:
j'u (T) = E~m62<ei56p IPQL(T)H“%(T) (2.6.7)

Donde € es el nivel de Fermi del sistema auxiliar y la suma es sobre los estados
electronicos. En (2.6.7) el simbolo f indica adjunta hermitiana, y a* = (a° a) es
un cuadri-vector de cuatro por cuatro matrices, con a° = I la matriz de identidad
y a dado en (2.6.2). En el esquema de Kohn-Sham la funcional de energia total
del estado fundamental E,[j*] puede descomponerse en términos de la energfa
cinética de un sistema auxiliar, T,[j#], la energia potencial externa, E...[j*], la

energia de Hartree, Ey[j*] y la funcional de exchange-correlation, E,.[j*] [7]:
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E, [/#] = T:s[/ﬂ] + Eext["u] +Ey [’H] + Exc[iu] (2.6.8)

La minimizacioén de la energia total de estado fundamental E[j*] con respecto a
los cuadri-spinors uni-particula 1, nos lleva a las ecuaciones de Kohn-Sham

relativistas tipo Dirac [7]:
{ca.m + Bc? + v, (MW () = (M) (2.6.9)

Donde 7 = p + A4(r)/c. El cuadri-potencial de Kohn-Sham V* = (v,(r), 45(r))
consiste de cuadri-potenciales externo, de Hartree, y de exchange-correlation,

respectivamente [7]:

V(1) = Voxe + [ dr’ )i ifl + v (1) (2.6.10)
[7] Ademds,
A(r) = Agea () +2 [ dr' EE2 4 4, (1) 2.6.11)

Donde j;(r") es la densidad de corriente transversa. Aqui el cuadri-potencial de

exchange-correlation V£ (r) estd determinado hasta una transformacién de gauge

VA'(r) = VEG) + 8uhxe(r) como [7]:

f VE (r)sj*(r)dr = f Vi (r)8jH (r)dr — f Ase(r) (8,874(r)) dr

= [ V@S (r)dr (2.6.13)

Aqui se ha usado la condicién de conservacion de corriente dada en (2.6.5). El
conjunto de ecuaciones (2.6.7), (2.6.9)-(2.6.11) se tiene que resolver auto-
consistentemente para obtener la cuadri-corriente jH(r) exacta del sistema

interactuante. Se puede extender (2.6.9) al dominio del tiempo [26].
{ca.m + Bc? + v, (M (r, ) = i%zpi(r, t) (2.6.14)

[7] Donde m = p + Ag(r, t)/c. La corriente de cuatro componentes j*(r, t) es
ahora dependiente del tiempo y estd dada por:
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JH ) = e Sl (r Datp(r, t) (2.6.15)

Donde la suma es sobre los estados que representan la evolucion de los estados
electronicos iniciales con energias —mc? < €; < €. La componente escalar de la

cuadri-corriente es la densidad [7]:
p(r,6) = EED = 5 kG, e ) (2:6.16)
Mientras que la componente vectorial es [7]:
Jj{r,t) =c¥y z[)iJr (r,a;(r,t) (2.6.17)

Donde se ha usado la notacién: j* = (cp, j).
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CAPITULO 111

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Variables de la Investigacién

1. Las posiciones de cada atomo en la estructura cristalina de cada

compuesto del sistema Fe-V (7)

2. Los niimeros atémicos de los dtomos que componen el sistema (Z)

3. Energia (E)
3.2. Operacionalizacién de la variable'’
Variable Definicién conceptual Definicién operacional Dimensiones Indicadores
Posiciones de Posicion del 4tomo en Las posiciones que se ~Vectores -Los radios de
cada dtomo. coordenadas segtn los introducen en las ecoaciones | primitivos en Muffin-Tin se
{independiente) vectores primitivos de de Kohn-Sham para resolver | coordenadas superponen
la celda, el ciclo auto-consistente. cartesianas -El nfimero de
-Estructura puntos k es
7 insuficiente
-El tiempo
computacional
-El parametro de
red
) -R.Kpnax
Numeros Niimero de protones en | Lo que define al sistema y se | ~El sistema que se | -El tiempo
atémicos un atomo introduce en el término de analiza computacional
(independiente) potencial externo para -El nlimero de
resolver el ciclo auto- puntosk es
consistente, insuficiente
Energia total Eigenvalor del Funcional de la densidad -Eigenvalores de -Orbitales de
(dependiente) hamiltoniano del obtenida del ciclo auto- los orbitales de Kohn-Sham
sistema de muchos consistente Kohn-Sham Lenax
cuerpos -Densidad de
probabilidad
-Numeros
atémicos

7 El nimero de puntos k, R. Kpax ¥ Lmax son indicadores de convergencia, el equivalente a la

pureza de una muestra para un fisico experimental. 1os datos referentes a la convergencia estén en

el ANEXO 3.
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3.3. Hipotesis general e hipdétesis especifica

Hipotesis general

Resolviendo la ecuacién de Schrodinger con el enfoque de la Teoria Funcional de

la Densidad, implementada en el codigo WIENZ2k se puede hallar la energia total.
Hipdtesis especifica

A partir del andlisis de la energia total producida por el cédigo WIENZ2k se puede
obtener propiedades tales como: pardmetro de red, médulo de compresibilidad,
momento magnético, y estructura de bandas, del sistema Fierro-Vanadio en la

estructura BCC.
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CAPITULO IV
METODOLOGIA

4.1. Tipo de Investigacién

El presente proyecto pertenece al drea de la Fisica Computacional, asociada a la

Ciencia de los Materiales y corresponde al tipo de investigacion bésica.
4.2, Disefio de la investigacion

Se calculé cada compuesto del sistema Fe-V en la estructura BCC con el codigo
WIEN2k-10, basado en el método ab-initio DFT (Teoria Funcional de la
Densidad), usando la minimizacién de la energia total que dice que la estructura
verdadera es aquella con la minima energia. Para lo cual se siguieron las etapas:

Se genera una densidad de prueba.

b. Se utiliza esta densidad de prueba para determinar el potencial de Hartree y el
potencial de Exchange-Correlation.

c. Se introducen estos potenciales en el Hamiltoniano de Kohn-Sham.

d. Se resuelve la ecuacion de Kohn-Sham.

e. Con los orbitales de Kohn-Sham se construye una nueva densidad.

f. Se compara la densidad obtenida con la densidad inicial. Si hay coincidencia

se ha hallado la densidad verdadera. De lo contrario se repite el cicle auto-

consistente.

g. Se halla la energia total, pues ésta es un funcional de la densidad.
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4.3. Poblacién y muestra

Las muestras son Fe, V, y FeV en las estructuras B2, B32, y D03. Todos estos
sistemas fueron generadas en la computadora, para cada uno de los compuestos

indicados.
4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Para la realizacién de este trabajo se utilizd el cédigo WIEN2k y las siguientes
“herramientas de este:

STRUCTGen genera la estructura cuando se introducen los datos de ésta (tipo de

red, tamafio de los pardmetros de red, nimero atémico, posiciones de los.4tomos

en la estructura)

x nn: calcula los vecinos mds cercanos hasta una distancia especifica para

comprobar que los radios de Mufffin-Tin no se superpongan.

instgen_lapw: genera un archivo case, Inst y se define la polarizacién de cada

atomo ‘

x Istart: genera las densidades atomicas, se escoge el potencial de exchange-

correlation deseado y la energia de corte.

x kgen: genera puntos k en la zona de Brillouin

X dstart: genera la pﬁmera densidad para el ciclo auto consistente por medio de

superposicion de las densidades atomicas generadas con Istart.

Run SCF: empieza €l ciclo auto consistente

LAPWQO: genera el potencial a partir de la densidad

LAPW1.: calcula las bandas de valencia (eigenvalores y eigenvectores)

LAPW?2: computa las densidades de valencia para eigenvectores

LCORE: computa los estados de core y densidades

MIXER: mezcla las densidades input y output

El archivo SCF generado luego de varios ciclos auto-consistentes hasta alcanzar la

convergencia contiene la energia total.
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4.5. Procedimiento de recoleccion de datos

El tipo de estructura, los niimeros atémicos y las posiciones de cada dtomo en la
estructura se introducen en la interface STRUCTGen del codigo WIEN2Kk, y son
todo lo que se necesita para que el codigo comience el ciclo auto-consistente que
arroja la energia total del sistema en particular.

4.6. Procesamiento estadistico y andlisis de datos

No se requiere debido a la naturaleza de la investigacion
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CAPITULO V
RESULTADOS

5.1. Energias Totales

Las energias totales halladas al resolver la ecuacién de Schrodinger, para cada
uno de los sistemas Fe-V, usando la teoria funcional de la densidad, con la

aproximacién GGA [22] para el potencial de exchange-correlation son:
Tabla N°5.1
ENERGIAS TOTALES DE LOS SISTEMAS Fe-V

Sistema | Energia Total (Ry)
Fe -2545.5952
v -1898.646
B2 -4444.2807
B32 -8888.5576
Fe3V -9535.5260 V
FeV3 -8241.59%4
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5.2. Parametros de red

Parametros de red optimizados, a partir de los datos de energfas totales. Para cada
uno de los sistemas, se escogié aquel parametro asociado a la minima energia. Las
figuras de optimizacién para cada sistema estdn en el ANEXO 4. Se puede
apreciar que el error respecto de valor experimental [2] para el Fe y V es bajo

Tabla N° 5.2
PARAMETROS DE RED DE LOS SISTEMAS Fe-V

Slstema Parimetro de red | Experimental Error
(Bohr)

Fe 5.3618 5.4235 1.13%

v 5.6701 5.7258 0.97%
B2 5.4545 No disponible -
B32 10.9136 No disponible -
Fe3v 10.8026 No disponible -
FeV3 11.0304 No disponible -

5.3. Energias de cohesion

Energia necesaria para romper todos los enlaces entre los componentes del
sistema.
Econe(B2) = Er(B2) — E3(Fe) — EZE(V)
= —4444.2807 - (—2545.5952)~- (—1898.646) = —0.0395 Ry
= ~0.537 eV

Econe(B32) = E¢(B32) — 2EESC(Fe) — 2EESE(V)
= —8888.5576 — 2(—2545.5952) — 2(—1898.646)
= —0.0752 Ry = —1.023 eV

Econe (Fe3V) = Ep(Fe3V) — 3EECC(Fe) — EBCC(V)
= —9535,5260 — 3(—2545.5952) — (—1898.646)
= —0.0944 Ry = —1.284 eV
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Econe(FeV3) = Ep(FeV3) — EBSC(Fe) — 3EEEC(V)
= —8241.5994 — (—2545.5952) — 3(—1898.646)
= —0.0662 Ry = —0.900 eV

Tabla N° 5.3

ENERGIAS DE COHESION

Sistema Energia de cohesion (Ry)

B2 -0.0395
B32 -0.0752
Fe3V -0.0944

FeV3 -0.0662




5.4. Momentos magnéticos

Tabla N° 5.4

MOMENTOS MAGNETICOS DEL SISTEMA Fe-V

Sistema

B32

FeV3

. e j . > &
Intersticial

0.00474

Atomo 1: V

0.01713

_ Celda

029023

0.02187

Intersticial
Atomo 1: Fel 1.66234
Atomo 2: Fe2 1.66279
Atomo 3: V1 -0.43320
Atomo 4: V2 -0.43291
2.16879

Celda

Intersticial -0.01058
Atomo 1: V1 0.01071
Atomo 2: V2 -0.01037
Atomo 3: Fe 0.02041

Celda -0.00020

Observaciones

El V reduce el
cardcter magnético

El momento

magnético del Fe se
ha reducido

notablemente
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5.5. Moédulos de compresibilidad

Mbédulo de compresibilidad de los sistemas en la tabla, que mide su resistencia a
la compresién uniforme y, por tanto, indica el aumento de presién requerido para
causar una disminucién unitaria de volumen dada.

Tabla N° 5.5

MODULOS DE COMPRESIBILIDAD DE LOS SISTEMAS Fe-V

Sistema Médulo de Compresibilidad (GPa) -
Fe 191.133
v 201.83
B2 189.58
B32 190.3059
Fe3V 192.6618
FeV3 212.1276
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5.6. Densidades de estado y estructura de bandas

Densidad de estados (DOS) de los sistemas mencionados anteriormente. Estas
graficas caracterizan el namero existente de estados por cada intervalo de energia.

El “cero” en el eje horizontal indica la energia de Fermi. El eje horizontal se debe
entender como la energia respecto de la energia de Fermi: E — Ef.

5.6.1 DOS del “Fe”
Fig. N° 5.1
DOS DEL FIERRO (Fe)
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5.6.2. Estructura de Bandas del Fe

Estructura electrénica del Fe, como una estructura de bandas electrénicas, o
simplemente estructura de bandas de energia. La teoria se basa en el hecho de que
en una molécula los orbitales de un dtomo se solapan produciendo un niimero
discreto de orbitales moleculares. Para este y los otros sistemas el “cero” indican
la energia de Fermi. Las lineas continuas indican estados disponibles en las
direcciones especiales de la IBZ.

Fig. N° 5.2
ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN DOWN DEL
FIERRO (Fe)
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5.6.3. DOS de “V”

Fig. N° 5.4
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5.6.4. Estructura de Bandas del V

Fig. N° 5.5
ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN DOWN DEL
VANADIO (V)
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Fig. N° 5.6
ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN UP DEL
VANADIO (V)

Vapatom 0 size 0.20

Energy (eV)




5.6.5. DOS de “B2”

Fig. N° 5.7
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5.6.6. Estructura de Bandas de B2

ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN DOWN DE B2

Energy-(eV)

ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN UP DE B2

Energy (eV)

Fig. N° 5.8

B2FeVdn atom 0 size 020

Fig. N° 5.9

B2FeVup atomi 0 size 0,20
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5.6.7. DOS de “B32”
Fig. N° 5.10
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5.6.8. Estructura de bandas de B32

Fig. N° 5.11
ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN DOWN DE
B32

B32da atom 0 size 0,20

Energy (V)

Fig. N° 5.12

ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN UP DE B32
B32up atom 0 size 020

Energy (eV)

W FRE U | A XZWK
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5.6.9. DOS de “Fe3V”

Fig. N° 5.13
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5.6.10. Estructura de Bandas de Fe3V

Fig. N° 5.14

ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN DOWN DE

Energy (eV).

Fe3V

Fe3Vdn atom O size 0.20

N

/E

Fig. N° 5.15

ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN UP DE Fe3V

Energy (eV)

Fe3Vup atom 0. size 0.20
84 y

W L A ' & XZWK
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5.6.11. DOS de “FeV3”

Fig. N° 5.16
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5.6.12. Estructura de Bandas de FeV3

Fig. N° 5.17
ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN DOWN DE
FeV3

FeV3dn atom O size 0.20
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Fig. N° 5.18
ESTRUCTURA DE BANDAS PARA ELECTRONES CON SPIN UP DE FeV3
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacién de hipétesis con los resultados

a)

b)

d)

La presencia del V disminuye el cardcter magnético del Fe en FeV3 en
99% vy la presencia predominante del Fe aumenta el caricter magnético de

la celda en Fe3V respecto de B32 en 26.11%. Estos porcentajes se

obtienen a partir de la Tabla. 5.4. con las formulas (lﬁ‘ie;:‘ﬂ’ﬂ) X 100% y

(ﬁ’%‘;ﬁgﬁl) X 100%. Donde g, es el momento magnético del Hierro
32

(Fe), ppeyz es el momento magnético de FeV3, ups, es el momento

magnético de B32 y yr,3y ©s el momento magnético de Fe3V.

Se nota la presencia del V en la estructura con mayor médulo de
compresibilidad (FeV3). Se aprecia una diferencia de 11.46 % respecto de

B32. Este porcentaje se obtiene a partir de la Tabla.5.5 usando la formula

(———-‘B F"‘;Z_Bsui) % 100%. Donde Breys es €l médulo de compresibilidad de
32

FeV3 y Bys, es el modulo de compresibilidad de B32.

Cuando las DOS de spin up y down se superponen casi por completo no
hay caracter magnético y cuando la superposicion es imperfecta el caricter

magnético es notable. Esto se observa en Fig. 5.1 y Fig. 5.16.

Las estructuras de banda nos muestran que si bien hay gaps en diferentes
direcciones en todas las estructuras, la superposicion de bandas
disponibles en las otras direcciones nos permite considerar a todas las

fases del sistema FeV como metales. Esto se observa en Fig. 5.2 y Fig. 5.5.
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e)

Las estructuras de bandas revelan que las fases: Fe, V, y B2 (Figs. 5.2, 5.5,
5.8) tienen un caracter metélico menor a los de B32, Fe3V, y FeV3. (Figs.

-5.11, 5.14, 5.17). Esto se aprecia por la mayor cantidad de lineas en la

estructura, lo que significa mayor cantidad de estados disponibles.

6.2. Contrastacion de resultados con otros estudios similares

a)

b)

F. Litimein, R. Khenata, Sanjeev K. Gupta, G. Murtaza, Ali. H. Reshak, A.
Bouhemadou, S. Bin Omran, Masood Yousaf, y Prafulla K. Jha (2014)
realizan célculos ab initioc usando FPLAPW con la aproximacién de
densidad local (LDA) implementada en el codigo WIEN2k para las fases
ortorrémbica (@) y triclinica () de BiNbQO, . Se usé6 el potencial de
exchange modificado de Becke-Johnson (mBJ)—LDA para mejorar las
propiedades electronicas, Los parametros de red calculados para ambas
estructuras usando LDA estin en buen acuerdo con los valores
experimentales, del mismo modo que en esta investigacién donde en lugar
de la aproximacién de densidad local (LDA) se usé la aproximacién de

gradiente generalizado (GGA). [23]

H.A. Rahnamaye Aliaba, V. Hesam, Iftikhar Ahmad y Imad Khan, (2013)
estudian los efectos de la polarizaciéon de spin en las propiedades
electrénicas del LaCo0O; y compuestos dopados (LagzYy5C00,,
LaCogy5Mng 5053) en la fase romboédrica, empleando el método FP-LAPW
con la aproximacién de gradiente generalizado (GGA+U), la misma
aproximacion usada en esta investigacién, en el marco de la Teoria
Funcional de la Densidad. Las estructuras de bandas con las densidades de
estados totales y parciales revelaron que las impurezas de Y y Mn tienen
un efecto significativo en las propiedades electrénicas de LaCo04. Se
hallé que Mn altera el comportamiento aislante del compuesto a uno
medio-metalico para el estado spin-up. Asi como el V influye en las

propiedades magnéticas en la estructura FeV3 de este trabajo. [24]
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a)

b)

d)

CAPITULO VII
CONCLUSIONES

Se concluye que la estructura Fe3V tiene mayor cardcter magnético y la
del V es practicamente no magnético al igual que FeV3. Siendo la
diferencia de 99.55 % y 99.99% con V y FeV3, respecto de Fe3V. Esto se

obtiene mediante las férmulas (M@LVI) x 100% y (M‘ﬂ) X
HFeav HFesy

100% con los datos de la Tabla 5.4. Aqui; uy es el momento magnético
del Vanadio (V) fpesy s €l momento magnético de Fe3V y pp.3 es el

momento magnético de FeV3.

Se concluye que la estructura FeV3 tiene mayor parametro de red mientras

la estructura del Fe el menor. Siendo la diferencia 105.72% respecto del

Fe. Esta diferencia se obtiene con la férmula (35‘3"—‘;1;3-’59—1-) x 100% a
e

partir de los datos de la Tabla 5.2. Aqui; ag.y3 es el pardmetro de red de
FeV3y ap, es el parametro de red del Hierro (Fe).

Se concluye que la estructura FeV3 tiene el mayor moédulo de

compresibilidad mientras que la B2 el menor. Siendo la diferencia de

|Breva—Bgz|

11.89% i‘especto de B2 Esto se obtiene por medio de la férmula Py
2

con los datos de la Tabla 5.5. Aqui; Bg.ys es el médulo de compresibilidad

de FeV3 y Bp, es el médulo de compresibilidad de B2.

Se concluye que todas las fases del sistema FeV tienen naturaleza
metalica. Esto se deduce a partir de todas las graficas de densidad de

estados.
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e) Se concluye que el V presenta naturaleza magnética en las estructuras: B2,
B32, Fe3V; (Figs. 5.7., 5.10.16, 5.13.p) donde la presencia del Fe es

considerable.
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a)

b)

CAPITULO VIII

RECOMENDACIONES

Se recomienda el uso de CentOS, un sistema Linux, para la instalacién del
cddigo WIENZ2k. Otras versiones de Linux como Ubuntu, no permiten una
instalacion satisfactoria.

Se recomienda el uso del potencial de Exchange-Correlation de Perdew-
Burke-Ermzerhof (PBE)-1997, un potencial GGA, para el ciclo auto-
consistente. Potenciales LDA generan resultados muy alejados de los
resultados experimentales debido a que solo aproximan una sola densidad

sin tener en cuenta sus variaciones alrededor de un punto especifico.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipotesis Metodologia Poblacién
Cuando se analiza un | Objetive General Hipétesis general Tipo de Las
material, en especial los | Calcular laA:nerg{a total | Investigacién muestras
compuestos inter- | del  sistema  Fe-V | Resolviendola fueron
metélicos ordenados | mediante simulacién | ecuacién de El presente | generadas
utilizados con  fines | computacional, Schrodinger con el proyecto en Ia
estructurales, es | utilizando un método ab- | enfoque de la Teoria | pertenece al 4rea | computador
importante conocer | initio o de primeros | Funcional dela de la  Fisica | a, paracada
propiedades como: el | principios. Densidad, Computacional, uno de los
pardmetro de red, el implementadaenel | asociada a la | compuestos
médulo de | Objetivos Especificos cédigo WIEN2k es Ciencia de los | indicados.
compresibilidad, el | 1) Calcular el pardmetro | posible hatlar la Materiales y

momento magnético, la | de red de los compuestos | energia total corresponde  al

densidad de estados y la | A2, B2, B32 y D0, tipo de

estructura de ‘bandas. | 2) Calcular el médulo de | Hipdtesis especifica | investigacién

Esta informacién es | compresibilidad de los basica.

importante para predecir | compuestos A2, B2, | 1) A partir del

la eficiencia y utilidad | B32yD0;, andlisis de la energia | Método

del material. Por otre | 3) Calcular el momento | total producida por

lado, se puede obtener | magnético  de los | el cadigo WIEN2k | Simulacién

estas propiedades | compuestos A2, B2, | se puede obtener | computacional

mediante métodos | B32 yDO;, propiedades  tales

experimentales, pero
estos tienen un alto costo
econdmico ya  que
requieren de una muestra
preparada

adecuadamente -y de
equipos sofisticados,
ademss de la desventaja
de no siempre disponer
de las aleaciones que el
investigador

analizar.

desea

Con el desarrollo de la
Mecénica Cuantica v en
especial, de la ecuacién

4) Calcular la estructura
de bandas de los
compuestos A2, B2,
B32 y D03,

5y Calcular la densidad
de estados de los
compuestos A2, B2, B32

y D05,

como; pardmetro de
red, -de los
compuestos A2, B2,
B32 y D03,

2) A partir del
analisis de la energla
total producida por
el codigo WIEN2k
se puede obtener
propiedades  tales
como: modulo de

compresibilidad de

los compuestos A2,
B2, B32 y DOs.

Disefio de Ia

investigacion

Se calculd cada

compuesto...del.

sistema Fe-Veen la
estructura  BCC
con el codigo
WIEN2K-10,

basado en el
método  ab-initio
DFT (Teoria
Funcional de la
Densidad), usando
la  minimizacién
de 1a energfa total
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de Schrodinger la fisica
tenia la potestad de decir
que, al menos en
principio, era posible
predecir las propiedades
de cualquier sistema, ya
que la funcién de onda,
solucion a la ecuacion de
Schrodinger,  contiene
toda la informacién
necesaria. Sin embargo,
esto estaba muy lejos de
poder realizarse en la
época de Schrodinger
porque los célculos para
resolver el sistema mis
simple, el 4tomo de
- Hidrégeno, eran de por
si extensos. Fue por esto
que la Mecénica
Cuéntica, si bien
poderosa en fundamento
era inaplicable a los
problemas de los sélidos,
ya que estos son sistemas
en extremo mas
complejos por la
inmensa cantidad de

electrones.

Este problema fue
superado con la
aparicién de la Teoria
Funcional de la
Densidad,—que- con el
ingenio de reemplazar un
problema por otro con la
misma solucién, resolvié
el inconveniente de
muchos cuerpos. El
argumento;  demostrar
que existe un
hamiltoniano de funcién
de onda de un cuerpo sin
el elemento

inconveniente, el de

3) A partir del
analisis de la energfa
total producida por
el codigo WIEN2k
se puede obtener
propiedades  tales
como: momento
magnético de los
compuestos A2, B2,
B32 y DO0s.

4) A partir del
andlisis de la energia
total producida por
el codigo WIEN2k
se puede obtener
propiedades  tales
como: estructura de
bandas de los
compuestos A2, B2,
B32 y DO0;s.

5) A oparttir del
andlisis de la energia
total producida por
el codigo WIEN2k
se puede obtener
propiedades  tales
como: densidad de
estados de los
compuestos A2, B2,
B32 y DOs.

que dice que la
estructura
verdadera es
aquella con la
minima energfa.
Para lo cual se
siguieron las
etapas:

a) Se genera una

densidad de
prueba.

b) Se utiliza esta
densidad de
prueba para
determinar el
potencial de

Hartree y el
potencial de
Exchange-
Correlation.
¢) Se introducen
estos potenciales
en el
Hamiltoniano de
Kohn-Sham.

d) Se resuelve la

ecuacion de
Kohn-Sham.

e) Con los
orbitales de Kohn-

Sham se construye
una nueva
densidad.

f) Se compara la
densidad obtenida
con la densidad
inicial. Si hay
coincidencia se ha
hallado la
densidad
verdadera. De lo
contrario se Tepite
el ciclo auto-
consistente.

g) Se halla la
energia total, pues
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interaccién  electrénica,
que da la misma
densidad de probabilidad
que el problema original,
y demostrar que esta
densidad contiene toda la
informacién  necesaria.
Esto hizo del gran
problema algo manejable
para las computadoras.

En €l presente trabajo de
investigacion

pretendemos analizar los
resultados de las
propiedades electrénicas
(el parametro de red, el
momento magnético, el
médulo  de
comprensibilidad, Ia
densidad de estados y las
bandas de energla) de las
diferentes  fases  del
sistema Fierro-Vanadio
(Fe-V), en la estructura
cibica de  cuerpo
centrado (BCC),
obtenidos con el método
ab-initio o de primeros
principios llamado Full-
Potential Linearized
Augmented Plane Wave
(FP-LAPW) e la
version  del  cddigo
computacional WIEN2k~
10; este método estd
basado en la Teorla
Funcional de la
Densidad y utiliza como
aproximacion para la
base de los orbitales del
hamiltoniano  alterno,
llamade de Kohn y
Sham, las ondas planas

aumentadas linearizadas.

ésta es un
funcional de la
densidad.
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Las compuestos que
analizaremos del sistema
Fe-V, en la estructura
clibica de  cuerpo
centrado, som  (a)
Compuesto A2 (Fierro y
Vanadio); ®)
Compuesto B2 (FeV);
¢y Compuesto B32
FeV); (@ Compuesto
DO; (Fe3V y FeVs).

Formulacién del

problema

En este contexto, surge
la interrogante:

(Es posible conocer Ia
energia total de los
diferentes  compuestos
del sistema Fe-V, en la
estructura  clbica de
cuerpo centrado?
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ANEXO 2: Mapa conceptual

ECUAGIONES DI
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ANEXO 3: Convergencias
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A.3.5. Convergencia de puntos k para Fe3V (8 000 puntos k)
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A.3.6. Convergencia de puntos k para FeV3 (18 000 puntos k)
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A.3.7. Convergencia Rmt*Kmax para Fe (Se usé 8.5)
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131



Energia Total (Ry)

-8887.9 ~+

)

Al
[=]

-8887.95

-8888

-8888.05

-8888.1

-8888.15

o

-8888.2

-8888.25

-8888.3

Rmt*Kmax
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A.3.11. Convergencia Rmt*Kmax para Fe3V (Se usé 10)
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