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RESUMEN

“CALCULO DEL PARAMETRO DE RED DEL SISTEMA AlZr-B2 EN
LA ESTRUCTURA BCC UTILIZANDO EL METODO FP-LAPW ”

AUTOR: JUAN ALEX RAMOS ALVARADO

Octubre - 2013

Asesor: Dr. Rafael Edgardo Carlos Reyes
Titulo obtenido: Licenciado en Fisica

En este trabajo calculamos el pardametro de red del sistema AlZr-B2, para eso realiza-
mos el cdlculo de la energia total por medio de cilculos ab initio utilizando el método de
oundas planas aumentadas y linealizadas con potencial total (FP-LAPW). Nuestro estudio
lo hemos realizado trabajando en el marco de la Teoria del Funcional Densidad (DFT)
utilizando la aproximacioén del gradiente generalizado (GGA) para calcular la energia de
intercambio-correlacién, implementada en el método de Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE).
Para este estudio consideramos al sistema AlZr-B2 en la estructura ciibica de cuerpo
centrado BCC v, por la minimizacién de la energia total, obtenemos el correspondiente
parametro de red. Finalmente, los célculos de energia total y el pardmetro de red se
realizan a través de los c6digos numéricos implementados en el paquete Wien2k_10.
Palabras claves: pardmetro de red, LAPW, DFT, GGA.
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ABSTRACT

“PARAMETER CALCULATION SYSTEM LATTICE AlZr-B2 IN THE
STRUCTURE BCC USING THE METHOD FP-LAFPW?”

AUTHOR: JUAN ALEX RAMOS ALVARADO

October - 2013

Advisor: Dr. Rafael Edgardo Carlos Reyes

In this work we calculate the parameter lattice of the system AlZr-B2, for that we
calculate the total energy by calculations ab initio using the Full-Potential Linearized
Augmented Plane Wave method (FP-LAPW). Our study was done by using the fun-
ctional density theory (DFT) with the gradient generalized approximation (GGA) to
calculate the exchange-correlation, implemented in the Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE)
method. We considere the system AlZr-B2 in Body-Centered Cubic (BCC) structure
and by minimizing the total energy obtain the corresponding lattice parameter. Finally,
calculations of total energy and the lattice parameter are performed through numerical
codes implemented in the package Wien2k_10.
Keywords: lattice parameter, LAPW, DFT, GGA.
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Capitulo 1

Introduccién

La Fisica de la Ciencia de los Materiales es un drea de investigacién muy amplia,
donde se ha tenido un rapido avance tecnoldgico en los ultimos afios. La bisqueda de
nuevos materiales con propiedades interesantes es atractiva desde el punto de vista tec-
noldgico, asi como académico. El creciente mejoramiento de técnicas experimentales que
permiten el andlisis de una gran gama de sistemas sélidos ha renovado y estimulado el
estudio teérico de los mismos [1]. Dentro de éstos nuevos materiales los compuestos in-
termetdlicos ordenados, utilizados con fines estructurales, han recibido la atencién de las
Ingenierfas en las iltimas décadas debido a una serie de caracteristicas tinicas que los con-
vierte particularmente atrayentes para aplicaciones de temperaturas altas y moderadas,
convirtiéndose en competidores con los aceros inoxidables [2].

Es conocido que gran parte de las propiedades fisicas de la materia proviene de la
interaccién entre dtomos 6 moléculas a través de los electrones, los cuales son responsa-
bles de una serie de fenémenos importantes en los sélidos. Son ellos los que determinan si
un sélido es conductor, semi-conductor 6 aislante. Para esto, el cdlculo de la estructura
electrénica de un material, proporciona la descripcién de sus estados electrénicos, es de
fundamental importancia. Ademss, en el estudio de nuevos materiales, se necesitan tanto
de verificacién experimental como de teoria que muestren y expliquen su comportamien-
to y propiedades respectivamente. Este tipo de teorias, basadas solamente en los tipos
de atomos presentes en el material y en sus interacciones, con la ayuda de la Mecénica

Cudntica, Estado Sélido v Mecanica Estadistica, se denominan teorias de primeros prin-



cipios o métodos ab initio [3]. Al contrario de las teorias empiricas, los métodos ab initio
carecen de pardmetros ajustables a datos experimentales, v tienen cardcter predictivo,
es decir, sirven no solo para reproducir resultados experimentales sino para predecir los
mismos. Ademds, con los grandes avances producido en el campo de la computacién, es-
tos métodos de primeros principios se han podido aplicar al estudio de sélidos complejos
[4].

La presente investigacién estd dentro del 4rea de la Fisica Computacional, inmersa en
la Ciencia de los Materiales y corresponde al tipo de investigacién bdsica. Este trabajo
beneficiard a los investigadores que realizan estudios sobre propiedades estructurales y
electrénicas del sistema AlZr-B2, asi como los que estudian los diagramas de fases en la
forma de composicién-temperatura de dicho sistema [5].

En el presente trabajo, se utilizard el método de Ondas Planas Aumentadas y Li-
nealizadas en su versién de Potencial Total (Full-Potential Linearized Augmented Plane
Wave, FP-LAPW), que es un método de primeros principios basado en la Teorfa del
Funcional Densidad (Density Functional Theory, DFT) [6]. Los efectos de intercambio y
correlacidn se trataron dentro de la Aproximacién de Gradiente Generalizado (Generali-
zed Gradiente Approximation, GGA) [7] en la parametrizacién Perdew-Burke-Ernzerhof
(PBE96) [8]. La Teorfa del Funcional Densidad (DFT), aplicada a sistemas electrénicos,
es un procedimiento variacional alternativo a la solucién de la ecuacién de Schrédinger,
donde el funcional de la energia electrénica es minimizado con respecto a la densidad
electrénica.

El objetivo principal de este trabajo es obtener el pardmetro de red del sistemas
AlZr-B2 en la estructura cibica de cuerpo centrado (Body-Centered Cubic, BCC), para
el cual primero debemos obtener la energia total por medio de simulacién computacional
utilizando los cédigos numéricos implementados en el paquete Wien2k_10, y por la mi-
nimizacién de dicha energfa se obtendra el correspondiente pardmetro de red. En estos
métodos computacionales una vez definido el funcional, no existen pardmetros ajustables
para la obtencién de las propiedades estructurales y electrénicas siendo, los datos de en-
trada necesarios, los nimeros atémicos (Z) y las posiciones atémicas en el cristal de los

elementos que constituyen el sistema.



Capitulo 2

Fundamentos Tedricos

Para el estudio tedrico de las propiedades de los sélidos cristalinos se requiere de
una descripcién detallada de sus propiedades electrénicas; y de dicho conocimiento es
posible obtener informacién relacionadas con sus estructuras, asi como con las propieda-
des mecénicas, eléctricas, vibracionales, 6pticas, térmicas, etc. Asimismo, debemos indi-
car que una descripcién tedrica de las propiedades electrénicas de un sistema especifico
estd lejos de ser trivial, las cuales pueden ser determinadas a partir de la ecuacién de
Schrédinger [9].

Por otro lado, un sélido cristalino es una coleccién de particulas masivas cargadas
positivamente (niicleos) y de particulas mads ligeras cargadas negativamente (electrones),
repetidas regularmente en tres dimensiones. Si tenemos M nitcleos con carga Z y N
electrones, estamos tratando con un problema de (MZ + N) particulas que interactan.
Es decir, se trata de un problema de muchas particulas y en consecuencia es imposible
hallar una solucién exacta a partir de la ecuacién de Schrodinger. Sin embargo, se han
desarrollado diversos métodos para resolver problemas de muchos cuerpos, tomando en
cuenta aproximaciones en el hamiltoniano, con la finalidad que éste adquiera una forma
mas simple. El método desarrollado por Hartree y Fock y la Teoria del Funcional Densidad
con la aproximacién GGA son los més conocidos para calcular propiedades tanto del
estado base como, de forma menos exacta, de estados excitados de dtomos, moléculas
y sblidos. Estos métodos son cominmente llamados ab initic o de primeros principios

debido a que no se utilizan pardmetros de ajuste empiricos.
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2.1. Teoria de Schrodinger

En 1926, Erwin Schriodinger desarrollé un teoria unificada, basdndose en las ideas
fisicas de Planck, y utilizando los conceptos de De Broglie, sobre la naturaleza ondulatoria
de la materia. Esta teorfa es conocida con el nombre de Mecdnica Cuéntica y es la tnica
alternativa para describir correctamente los resultados experimentales de la fisica 4tomica
y nuclear. En la formulacién de Schrédinger de la mecdnica cudntica una cantidad en
general compleja ¥ llamada funcién de onda, se relaciona con un sistema dindmico. Esta

funcién depende de tres coordenadas espaciales para cada particula y el tiempo
q‘(xﬁ y? Z’ t)'

Las propiedades dindmicas del sistema estdn intimamente relacionadas con las propieda-

des de la funcién ¥. Es decir, el comportamineto dindmico del sistema en estudio, por

ejernplo el momentum y la energia; se puede determinar a partir de la funcién ¥.
Empezaremos nuestro estudio de la ecuacién de Schrédinger, considerando las siguien-

tes cuatro hipétesis [10]

1. Debe ser consistente con el postulado de De Broglie-Einstein:

h
A= —, , 2.1
. 21
E = hv (2.2)

2. Debe ser consistente con la definicién clasica para la energia total

}32
E = ;—+V(z0) (2.3)

3. Debe ser lineal en ¥(z,t). Es decir, si U1(z,t) y W2(r,t) son soluciones de la ecua~
cién de Schrodinger una combinacion lineal de estas funciones, ¥(x, t) = a; ¥y (z, t)+

ag¥s(z, t), también serd una solucién para todo valor de a; y as.

4. En general, la energia potencial es una funcién de z y t. En particular, para una

particula libre V(z,t) = Vj es una constante, entonces:
Vo

)

F = 0.



Asi, como

27
k= —
1\’
w = 27y,

entonces (2.1) y (2.2) pueden ser escrito como

p = hk, (2.4)

E = hw. (2.5)

Ademds, combinando (2.3) con (2.4) y (2.5), tenemos

H2E?
fw = %+V(x’t)’ (2.8)

donde A = h/27 es la constante de Planck.

Ahora, para satisfacer las hipétesis 1. y 2., la ecuacién de Schrodinger debe ser con-
sistente con la ecuacién (2.6). Asimismo, como la de 3. exige que cada término de la
ecuacién sea lineal en W(z,t), entonces debe contener a ¥(z,t) o las sigientes derivadas
de ¥(z,t), es decir

AV (x,t) ¥ (x, t)
oz ' oz? 7’

On

O¥(z,t) 829 (x, t)
ot o’

pero no puede tener términos como [¥(z, )},

Considerando la hipétesis 4. vamos a encontrar la ecuacién de Schridinger. Para esto
tomamos una funcién de onda ¥ (z, t) para una particula libre y construimos una ecuacién
consistente con (2.6) que solo contenga términos en esta funcién y sus derivadas.

Como es conocida para el caso de particula libre, la onda mas simple es dada por
¥ = sen(kr — wt), (2.7)

5



a partir de la cual obtenemos las siguientes derivadas, recordando que k& y w son cons-

tantes,
o o
= kcos(kx — wt), i ~ksen(kx — wt), (2.8)
2
%?— = —weos{kx — wt), %gzg = wsen(kz — wt), (2.9)
y como la ecuacién debe ser consistente con
R,
— = 2.1
sk Ve = hw, (2.10)
observamos de (2.8) que % contiene el factor &% y (2.9) a w. Esto sugiere que se puede
ensayar la siguiente ecuacién:
82\11
Qg — + WY = ﬁ (2.11)

donde ot y 3 son constantes que se deben determinar. Para esto remplazamos (2.7), (2.8)

y (2.9) en (2.11) y encontramos
—asen(kz — wt)k® + sen(kz — wt)Vp = —Pcos(kz — wt)w. (2.12)

Es obvio que esta ecuacién no concuerda con (2.10) para todos los valores de = y t. Para
solucionar este inconveniente vamos a transformar (2.7), recordando que una particula

libre también puede ser descrita por cos(kz — wt). Asi, consideramos
U(x,t}) = cos(kr — wt)+ ysen(kz — wt), (2.13)

donde v es una constante que se debe determinar. A partir de (2.13), encontramos

%\-i-» = —ksen(kz — wt) + kycos(kx — wt),
éi‘-l—l— = —k%cos(kx — wt) — k*ysen(kx — wt)
Ox? ’

%?- = wsen(kx — wt) — wycos(kz — wt),



la cual sustituyendo en (2.11) se obtiene

—ak?cos(kx — wt) — ak*ysen(kx — wt) + Vocos(kx — wt) + Voysen(kz — wt)

= fwsen(kz — wt) — Bwycos(kr — wt),

[-—~ak2 + Vo + Bwy] cos(kx — wt) + [o—akf"'fy + Voy — Bw] sen(kz —wt) = 0.

Ademds, como las funciones seno y coseno forman una base, entonces de esta combiancién

lineal se tiene

—ak’+Vy = —fyw, (2.14)
—ak*+Vy = éw. (2.15)
ik
De este sistema se tiene
| B
_5'7"“’ = W,
Y
2
’Y,
72 = '—1:
N = V=1 =i, (2.16)
y sustituyendo en (2.14), tenemos
—ak?+Vy = TFifw,
que al compararla con (2.10) obtenemos que
B2
&= _"é;r-l:) (2:17)
8 = ih (2.18)



es decir, existen dos soluciones posibles que dependen del valor que se tome para -y, Por
convencién se elige v = +i4. Asi, § = +ifi y la ecuacién diferencial (2.11) es dada por
~%% + W = zh%%— (2.19)
La ecuacién es consistente con las cuatro hipétesis propuestas.
Esta ecuacién se ha obtenido para el caso del potencial V(z,1) = V4, es decir, consi-
dereando una funcién de onda de particula libre. En lo que sigue, vamos a suponer que,

atn cuando V(z,t) no sea constante, la ecuacién diferencial que determina esta funcién

de onda es de la forma (2.19), esto es:

K% 0% (x, k) G0 (z,t)
considerada como la ecuacién de Schrédinger.
Por otro lado, como -y = ¢, entonces
U(z,t) = cos(ks — wt)+ isen(kz — wt), (2.21)

es decir, ¥(z,t) tiene un caracter inherentemente complejo, por esto no tiene sentido
preguntarse en dénde se propaga o se encuentra. Sin embargo, sirve, como veremos, para
resolver muchos problemas. Ademds, debemos de recordar que la funcién de onda con-
tiene toda la informacién compatible con el principio de incertidumbre sobre la particula
asociada. Para obtener esta informacién debemos relacionar cuantitativamente ¥(z,t)
. con las cantidades dindmicas que describen la particula asociada. Para eso, utilizamos el

postulado propuesto por Born en 1926 .

2.1.1. Postulado de Born

Si en un instante ¢ se realiza una medida de localizacién de la particula asociada a
la funcién de onda ¥(z,t), entonces la probabilidad P(z,t)dz de que la particula sea

encontrada en una coordenada entre z y z + dz es
P(x,t) = U (z,t)¥(z,t)de = |¥]*dz, (2,22)

donde el sfmbolo W*(z,t) representa el complejo conjugado de ¥(z,t) y |¥]*dz es la
densidad de probabilidad.



Observamos que U*¥ siempre es una funcién real y el postulado de Born es consistente
al considerar ¥*(z,t)¥(z,) como P(z,t), debido a que la particula debe estar en algin
lugar en el espacio donde la amplitud de ¥*¥ es mayor, entonces la probabilidad total

es 1

/ U Udy = / O de =1, , (2.23)

la cual es llamada condicién de normalizacién.

2.1.2. Operadores Diferenciales

En la mecanica cudntica es necesario aplicar un operador a la funcién de onda ¥ para

que nos dé cantidades observables (medibles)
AV = a¥,

donde A es el operador correspondiente al observable a. La ecuacién anterior se llama
ecuaciéon de autovalores, donde ¥ son las autofunciones y a los autovalores.

Luego, utilizando la funcién de onda (2.21) para una particula libre, es decir

U = cos(kz — wt) + isen(kz — wt),

se obtiene
o¥(z,t) _ ip
d¥(z,t) _ iE
o = D), (2.25)

y por el principio de correpondencia, las cantidades dindmicas E y p le corresponden los

siguientes operadores

o e 0

P = ‘”""Ioﬁam,

A .0

E = Zﬁ;’a'z

Anélogamente para la posicién y el hamiltoniano
T =z

a (2 LN

H = —-'2—;;5;6"54'1/(:5,”.



2.1.3. Valor Esperado

El valor esperado < a > correspondiente al operador A de un sistema fisico en el

estado ¥(z,y, z) est4d dado por:

[ Y AVdzdydz
<a> = TG Vdndyds (2.26)

y s la funcién de onda estd normalizada a la unidad, entonces el denominador es igual a

uno.

2.1.4. Ecuacion de Schrédinger Independiente del Tiempo

La ecuacién de Schrodinger (2.20) es una ecuacién en derivadas parciales para ¥ en
funcién de z y t. La técnica para resolverla es proponer soluciones que sean el producto

por una funcién z y una funcién ¢ (método de separacién de variables), esto es

@(m,t) = ¢($)¢(t), (2'27)

veremos que este tipo de soluciones son posibles si la energia potencial sélo es funcién de

z. Asi, al substituir (2.27) en (2.20), y suponiendo que V' (z,t) = V(z), obtenemos
h? 82

~5 7o (@)6(0) + V(e)i(z)e(t) = zh~—~ P(z)$(t), (2.28)
y como
Tty = o0 T o T,
WD )20,
la ecuacién (2.28) se puede escribir como
Z o0 v = mp2d,

L[ R Ev) _ L 20
ww{ o da? *V(”)} = R a

10



donde el lado izquierdo depende solamente de la variable z y el derechode t. Yaquez y ¢
son independientes, ambos miembros deben ser iguales a una cantidad que no dependan
de z ni de ¢. Asi, ambos lados deben ser iguales a una misma constante, por ejemplo G,

de separacién, es decir

L[ R dy(e)
%l’(:c){ e T @ )} ¢ (229)
y
1 de(t) _
T = C (2.30)

La ecuacidn (2.30) es una simple ecnacién diferencial de primer orden para ¢ como funcién

de ¢, cuya solucién es
oty = e*O, (2.31)

donde se observa que la funcién ¢(t) es una funcién compleja oscilatoria del tiempo

ot) = e 1% =cos(— t) — isen(— t)

y como w = G/hy E = hw, entonces G debe ser la energfa total E. Tomando esto en
cuenta, podemos escribir la ecuacién (2.29) en la forma

12 d%p(z)
" 9m dr?

+Viz)p(z) = Ey(z), (2.32)

conocida como la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo.
Para dar una aplicacién a la ecuacién de Schrodinger, lo hacemos para el caso del
dtomo monoelectrénico (Hidrégeno), cuya solucién expresada en coordenadas esféricas

€s

Wn,e,m(r) = Rn,l? (T)Yf,m (ea gb) )

donde R, = = ‘{’) es la parte radial de la funcién de onda y Yy, (0, ¢) es la parte angular
llamada armoénicos estéricos. Al resolver la ecuacién diferencial correspondiente a la parte
radial aparece la cuantizacién para la energfa, que sélo depende del nimero cudntico n,

es decir
2 L2 2
Bo=-2 K Z 3 6ev,
n

n? 2&0
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conn = 1,23, ...; donde ag es el radio de Borh, k& es la constante eléctrica, e la carga
del electrén y Z el mimero atémico. Siendo Eff = ——13’68‘/‘1& energia para el estado
fundamental.

La ecuacién de Schriodinger en este sistema explica los niveles de energfa discretos y
la aparicién de los numéros cudnticos n, £, m; cuyos resultados estan de acuerdo con los
hechos experimentales. Ademds, es posible extender su estudio a sistemas mds complejos;

como veremos a continuacién, para el dtomo de 2 electrones (helio).

2.2. Atomo con Dos Electrones

Por su importancia histérica y porque nos permitird introducir algunas ideas funda-
mentales, antes de iniciar el estudio general de dtomos con Z electrones, presentaremos

el caso del He, Z = 2. Este caso es especialmente ilustrativo por dos motivos:

» Podemos tratar dos particulas idénticas cuanticamente y ver en detalle las impli-
caciones del principio de exclusién de Pauli, que es una de las piedras angulares en

fisica cudntica.

» Podemos visualizar de un modo simple las distintas aproximaciones que luego seran

de utilidad para tratar sistemas mds complejos.

El estudio del problema de particulas idénticas ya implica bastante dificultades, por

lo que presentaremos un tratamiento simplificado en el que:

= Hacemos un enfoque no relativista.
» Ignoramos la interaccién espin-orbita y otros efectos relativistas.

= Consideraremos la masa del niicleo muy grande comparado con los electrones.

2.2.1. Particulas Idénticas y el Principio de Pauli

Sea un atomo con dos electrones de masa m y carga —e sometidos a una interaccién
central con el nicleo de carga +Ze y a su interaccién mutua, como se muestra en la

figura 2.1. La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo que debemos resolver es

12
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Figura 2.1: Representacién esquemitica del d4tomo de He, compuesto por el nicleo (dos
protones y dos neutrones) y dos electrones en la zona extra nuclear. Las coordenadas relevantes
son la posicién de los electrones con respecto al micleo y la distancia relativa entre los dos

electrones.

2 2
[~—§%V i3 V2 - k.'?f. - kgf__ + k ] ®(ry,ry) = E®(r,ry), (2.33)
T2

donde no se ha considerado los espines por simplicidad y s6lo estudiamos la parte espacial
de la funcién de onda, que es funcién de 6 variables (3 para cada electrén). En este tipo
de sistema, cada electrén tiene una interaccién coulombiana con el nicleo (atractiva),
ademas de la interaccién repulsiva entre ellos. Los subindices 1 y 2 asignadas a cada
electrén son arbitrarias y, por tanto, nada debe variar si son intercambiadas entre si, ya
que los dos electrones son idénticos. Para trabajar con particulas idénticas introducimos

el operador P, » que intercambia las coordenadas espaciales de los dos electrones
@(I‘g, 1‘1) = Pl)gq)(l‘l, 1‘2).

Como la ecuacién de Schrédinger (2.33) es idéntica si intercambiamos los subindices 1y 2
de los electrones, ®(ry,r2) y ®(rs,r;) son soluciones de esa ecuacién asociadas al mismo
autovalor. Si éste es no degenerado, debemos concluir que ®(rs, r;) sélo puede diferir de

®(r;,r2) en una constante multiplicativa, es decir
®(ry,r1) = AD(ry,ra).

13



Para determinar A podemos usar la definicién de Py

PLQ(I)(h , 1‘2) = /\‘I)(rl, rg),
P1,2P1,2‘1)(1'1, ry) = )\Pl,zq)(l'l; 1‘2);
Pﬁz@(rl, 1‘2) = )\@(1‘2, l'1),

Pﬁzé(rl,rg) = Asz(rl,rg). (234)

con lo que vemos que PZ, = X%, Por otra parte, es obvio que PZ, = 1, de forma que

A=H1y
(I)(rg,rl) = :f:@(l‘l,l‘g).

A las funciones tales que ®(rq,r;) = +®(ry,r2) se le denominan espacialmente simétricas
(permanecen invariantes al intercambiar las coordenadas espaciales de las dos particulas
idénticas). A los estados descritos por funciones simétricas espacilamente se les llama
estados “para”.

Por el contrario, a las funciones tales que ®(rz,r;) = —®(r;,r2) se le denominan
espacialmente antisimétricas (cambian el signo al intercambiar las coordenadas espacia-
les de las dos particulas idénticas) A los estados descritos por funciones antisimétricas
espacialinente se les llama estados “orto”.

Aunque hemos considerado que el autovalor asociado a ®(r;,rp) v ®(rz,r1) es no
degenerado, los resultados mencionados son generales para un sistema. de dos particulas
idénticas. Incluso en el caso degenerado, siempre se puede conseguir una combinacién
“para” y una “orto” de las autofunciones degeneradas. Como indicamos anteriormente
no hemos considerado el espin, sin embargo, para un estudio detallado se hace preciso
considerarlo. La funcién de onda de dos particulas con espin, que podemos considerar

separable, si el hamiltoniano no depende del espfn, es
‘I/(I‘hSl;I‘g,Sg) = @(rl,rg)x(sl, 82).

14



La parte de espin incluye todas las posibles orientaciones de espin de los dos electrones,
donde el electrén con proyeccién de espin //2 lo representamos como (1) y con proyeceién
—~f/2 como (}). Gréficamente se suelen representar esas posibilidades como : (14, 12),
(t1,42), (31,72) ¥ (d1,42). Al igual que la parte espacial de la funcién de onda la hemos
clasificado en dos tipos: simétrica y antisimétrica, también conviene escribir la parte de
espin de forma simétrica o antisimétrica bajo el intercambio de los subindices 1 v 2 de

los electrones. Debido al acoplamiento de momentos angulares tenemos que

X1 = (T, 12),
X1,-1 = (~L11~L2)J

X0 = %{(ﬁ&z)ﬂh,h)},

oo = —-% (11, d2) = (o, 1)) (2.35)

Las etiquetas que aparecen como subindices de x son el espin total § y su proyeccién
Msg. Asi, hay tres estados con espin § = 1 y uno con espin S = 0. Es ficil comprobar
por inspeccién de las funciones anteriores que el caso con S = 1 son simétricas bajo
el intercambio de los subindices 1 y 2 mientras que S = 0 es antisfmetrica bajo dicho
intercambio. A las funciones simétricas en el espin, que tienen S = 1, le denominan
tripletes y la funcién antisimétrica en el espin, que tiene S = 0, se le denomina singlete.

El principio bésico para tratar sistemas de particulas idénticas es el principio de
exclusion de Pauli que establece que la funcién de onda de un sistema de particulas
idénticas de espin semientero (fermiones) debe ser antisimétrica bajo el intercambio de
todas las coordenadas (espaciales y de espin) de dos cualesquiera de ellas.!

A la luz de este principio, para un sistema de dos electrones (fermiones con espin 1/2)

de todas las combianciones posibles entre la parte espacial de la funcién de onda y la

18i las partfoulas idénticas tiene espin entero (bosones), este principio establece que su funcién de
onda debe ser simétrica bajo el intercambic de todas las coordenadas (espaciales y de espin) de dos

cualesquiera de ellas.
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parte de espin, se tiene

Ppara(r1, ra)Xs=0(s1,52) singlete,

(2.36)
‘I’orto(l‘b ra)xs=1(s1,82) triplete.

‘I’(l‘h 8y; I, 32) =

En estas funciones, la parte de espin ya la conocemos (2.35) y, por tanto, el problema
se reduce a resolver la parte espacial de la ecuacién de Schrédinger. Incluso ese problema

es complicado de resolver exactamente por lo siguiente:

1. La funcién de onda espacial no se puede factorizar en una parte que sélo dependa
de r{ y otra que sélo dependa de r; ya que hay correlaciones (incluidas por la

repulsién entre electrones).

2. La parte radial de la funcién de onda espacial no es analitica, ya que hay que
resolver una ecuacién diferencial en derivadas parciales de tres variables (ry, 72 y

712) que no se pueden separar.

Por tanto, hay que recurrir 3 métodos aproximados. A continuacién mencionamos
algunos de los mds empleados, empezando por el mads simple que corresponde a considerar

a los electrones independientes:
» particulas independientes.
» particulas independientes en un potencial central promedio.
= perturbaciones.

s variacional.

2.2.2. Aproximacion de Electrones Independientes

Esta es la aproximacién més simple que consiste en despreciar la interaccién de los
electrones, de forma que cada electrén sélo interactiia con el nicleo. En ese caso, el

hamiltoniano del sistema es

fi2 h2 Ze? Ze?
V: V2 —k—,

Ho = om T m T o
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que se puede reescribir como

Ze? K2 Ze?
V2~ k—;ji—} + {m%vg - k—‘i} .

T2

52

Cada hamiltoniano h(z) representa el caso de un dtomo monoelectrénico y, por tanto, es

conocido sus autovalores y autofunciones
Ho@(l’l, 1'2) = Efll(rl, rz) (237)

con ®(ry,r2) = p(r1)p(rs2)-

La ecuacién de Schrédinger para el He en esta aproximacién es dada por

[2(1) + h(2)] p(rr)p(ra) = Ep(r)e(rs),

que se puede reescribir como

1 1
mh(l)ﬁﬂ(h)‘*mh(z)@(r@ = E.

Como el primer término sélo depende de las coordenadas del electrén 1, el segundo sélo
de las coordenadas del electrén 2 y E es una constante, podemos separar la ecuacidn
anterior como

h(1)p(r1) = erp(r1),

h(2)p(r2) = exp(rs),
con e; + ez = E. Las funciones ¢(r) serdn funciones de tipo hidrogenoides ¢, ¢m(r), asi

(2.38)

como las energias e;, es decir:

Z2
Cp = _—.")';5 lE{il .

Por tanto, las soluciones, en esta aproximacién, para el dtomo del Helio seran

(I)(rlyr2) = (:Onz,ex,mx(rl)@ng,&,mg (rﬁ)z (239)
Bymy = =2% (& + &} |BH]. (2.40)

Sin embargo, si ny, £1, M1 son diferentes de n,, £, m3 la funcion de onda no serd simétrica
ni antisimétrica bajo el intercambio de los subindices 1 y 2, como exige el Principio de
Pauli. No obstante, es ficil conseguir tales funciones de onda, si las escribimos como

1

Py (rl ,Tg) = —\/—:?-' [(pm,gx my (rl)ﬁoﬂz,fz,mz (1‘2) %+ ©ny b1my (rl)@ﬂz,fz,mz (r2)} .
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La funcién que corresponde al signo + es simétrica espacialmente y se conoce como

funcién “para”, mientras que la que corresponde al signo — es antisimétrica y se conoce
U

como funcién “orto”. Una forma cémoda y rigurosa de escribir la funcién de onda “orto”,

y debido a que tiene la estructura de un determinwnte, es

1 r r
@_ (rl’ r2) - % vnlyelyml( 1) Sonlyelyml( 2) , (2.41)
Pna,bayma (1‘1) Pna,la,ma (1‘2)
conocida como el determinante de Slater.
También se puede usar un determinante para escribir la funcién de onda de espin

completamente antisimétrica (singlete, S = 0) X0 en la ecuacién (2.35)

X0,0=i (EE (2.42)

V2 b e

En general, como veremos en la siguiente seccién, se usan determinantes de Slater
para formar funciones de onda de muchas particulas completamente antisimétricas como
una combinacién lineal de productos de funciones de ondas de una particula.

Veamos un ejemplo de cémo funciona esta aproximacién. Para esto, calculamos un
observable, como es la energia en el estado fundamental del helio. Dicha magnitud ha

sido medida experimentalmente con una gran precisién [11]
B = —78,975¢V.

El cédlculo tedrico de esta magnitud en la aproximacion de electrones independientes, para
el caso del estado fundamental del He corresponde a tener los dos electrones en el estado
n=1£0=10,ym=0. Asi, la funcién espacial de los dos electrones es necesariamente
simétrica y, para satisfacer el principio de Pauli, necesariamente la parte de espin debe

ser antisimétrica. Por tanto, la parte de espin es la funcién singlete con S =0

Py(ry,51512,82) = 901,0,0(1'1)<P1,0,0(1'2) X % [(Tliz) - (l1T2)], (2.43)
con energia

Eo(ny =1, = 1) = —22 G + %) 13,6 = —8 x 13,6 = —108, 8¢V. (2.44)
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Como vemos, no es una buena aproximacién al valor experimental, lo cual no es de
extraiar ya que hemos despreciado la repulsién entre los electrones que es casi del mismo

orden que la interaccién enfre un eletrén y el nicleo de He.

2.2.3. Aproximacion de Electrones Independientes en un Cam-

po Central Promedio

Quizds la aproximacién de electrones independientes sea demasiado simple. Sin em-
bargo, se puede mejorar los resultados. Para esto, la parte del hamiltoniano que impide
tratar a los electrones como independientes es la que lleva la interaccién entre los elec-
trones. Separemos este término en dos partes: i) que contenga lo mis importante de
la interaccién electrén-electrén que permita factorizar la funcién de onda y ii) que sea
pequeia, que contenga la componente de la interaccién que impide la factorizacién. Si
podemos hacer la separacién, de i) se puede considerar en la parte central que sabemos
tratar y de ii), ahora méds pequefia, podemos despreciarla en primera aproximacién. Es

decir, st al hamiltoniano (2.33) le sumamos y restamos kSe?/r; + kSe?/ry queda

2 Qe 2 Q)2 2 2 2
__pl__k(Z S)e +£2___k(Z Se +k[e Se*  Se

£ 28 2% (245
2m "1 2m T2 re T 79 } (2:45)

H

La expresién entre corchetes es més pequena que la interacién electrén-nicleo cuando se
ajuste el valor de S (S es un pardmetro positivo llamado pardmetro de apantallamiento) y
se suele lamar interaccién residual, W,.,. Los términos del tipo Ag%‘% son un potencial
central efectivo para cada electrén, que tiene en cuenta la interaccién del electrén con
el micleo y parcialmente el apantallamiento que produce el otro electrén y S se debe
ajustar con algin criterio para que la interaccién residual sea lo més pequeiia posible.
En W, se encuentra la parte de la interaccién electrén-electrén que no es central y no
se puede eliminar con un campo efectivo central. Si ahora despreciamos la interaccién
residual frente al resto, volvemos a tener una imagen de electrones independientes pero
que considera parte de la interaccién electrén-electrén via una interaccion central efectiva.
Esta idea es la misma que explotaremos en la siguiente seccién para tratar sistemas
multielectrénicos: sustituir la interaccién no central por una parte central y la una parte

no central. La parte central sabemos como tratarla y la no central la despreciamos en
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primera aproximacién. El punto importante es cémo elegir el campo central efectivo
para que la interaccién residual sea lo més pequefia posible. En la seccién siguiente
discutiremos algunos métodos para buscar de modo eficiente del campo central promedio
para dtomos multielectrénicos.

En el caso del He, si en el hamiltoniano anterior despreciamos la interaccién residual,
volvemos a tener el mismo problema de electrones independientes que tratamos en la
seccién anterior pero debemos sustituir la carga del nicleo Z por la carga efectiva Z — S.

La energia del estado fundamental del He en esta aproximacién serd

Ey = —(Z-58) E- + %] 13,6 = —(2 — 8)%27,2¢V. (2.46)
Si sélo queremos reproducir la energia del estado fundamental del Helio, basta con elegir
S de tal forma que coincida el resultado experimental, Por ejemplo, un valor S ~ 0,3
produce practicamente un resultado exacto, lo que indica que todo ocurre como si la
presencia del segundo electrén apantallara la carga del micleo en 0,3e. En general, se
quieren reproducir varias propiedades del sistema en estudio y hay que elegir los pardme-
tros que incluyamos en la definicén del campo promedio para que todas las propiedades
se reproduzcan lo mejor posible. Aunque, en un primer paso despreciemos la interacciéon

residual, ésta se puede incluir en una segunda etapa como una perturbacién.

2.2.4. Meétodo Perturbativo

Segtin vimos en (2.33) el hamiltoniano del He lo podemos escribir como

€2
H = Hy+k—,
71,2
donde las soluciones de Hy son conocidas, y fueron calculadas en la seccién anterior para

electrones independientes,
Ho®O(r;,r;) = EO0O(r;,ry)

donde las autofunciones y autovalores de Hy son aquellos de (2.40). Aqui considera-
mos al término k;‘% como una perturbacién. En el caso del He sabemos que, fijados

los indices n,£,m de cada electrén, tenemos parejas de funciones degeneradas (I?ff). La
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teoria de perturbaciones para estados degenerados nos dice que debemos diagonalizar
la perturbacién en el espacio de estados degenerados, esto es resolver la determinante

det (W EVT ) = (). Entonces debemos diagonalizar la matriz

97 ) 2

2o

g -

30 (50|
(I)(ﬁ)g 2(1,(0)

Para simplificar la notacién vamos emplear letras griegas para representar a todos los

3"12

Wy Wi -k <¢’g{-)) £
Wa Wa (29|24

T12

indices que caracterizan a un electrén en el dtomo tipo hidrogenoide. Ast, el estado a o

B es un estado caracterizado por unos indices n, £, m dados

30, (r1,rs) = %[@a(rl){!?ﬂ(rz‘)i@ﬂ(ﬁ)‘ﬂa(m)]. (2.48)

Usando esta notacién el elemento de matriz Wy, sera:

Wy =1 <:,o&(r1)<pﬂ(r2) + pa(r1)Palrs) [kL | palr1)ps(rs) + 993(1‘1)%(1‘2)>

?"12

= 1 [{palr)a(ra) [k | 0ale)op(ea)) + (palrr)pss) [E2 | wp(r)pa(rs) )
+ {pa(rn)pa(r) [b2] ulra)ess)) + { pa(r)paes) [k wse)pat) )]

= <s0a(r1)<,05(r2) ki—: %(r1)<,03(1‘2)>+ <90a(1'1)%(1'2) :22 905(1'1)%(1‘2)>a

=J+ K. (2.49)

A la integral J se le denomina integral de Coulomb o directa, y a la integral K integral
de intercambio. Del mismo modo, es ficil comprobar que los elementos de matriz Wg
y Wo son nulos y el Wap = J — K. De forma que en esta base la perturbacién ya es

diagonal y las correcciones a la energfa son
L P, [N
EM = J*K, RN

la cual rompe la degeneracién como se muestra en la figura 2.2 »"«*;'-i?;, BEgAY
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Figura 2.2: Representaciéon del desdoblamiento producido en un nivel degenerado por efecto

de la interaccién de Coulomb y de la interaccién de intercambio.

Para el caso simple y considerando el estado fundamental del He, se tiene que éste es

un estado singlete no degenerado
B (r1,12) = polr1)¢o(r2), (2:50)
al que corresponde una energia sin perturbar
EO = _4x27,2=-108,8¢V.

La teorfa de perturbaciones nos dice que la correccién en primer de orden a ésta energia

es

2
0 € 0
BY = (s hs|of).
12

En este caso, que es no degenerado, la integral de Coulomb es

2

[
EY = <9ﬂ’0(r1)§9099(1‘2) k;‘l‘; 990(1‘1)<Pos0(1‘z)>,

y recordando que

zZ3 Z
o(r) = p100(r) = —5-exp [-—.&; }
0

la integral serd

73\?2 27r 27 &
EY = k(—«-) / driex [- 1] f droex [* 2} . (2.51
1 a3 162P ag 26TP ag | |ry — 1o (251)

Vamos a integrar primero en ry. Para ello, fijamos r; y, por comodidad, elegimos la

orientacién de los ejes de forma que €l eje z marque la posicién del electrén 1 con respecto

al m’uﬁleo, como se muestra en la figura 2.3. Observando la parte derecha es facil ver que
P = (ricosf)? + h% (2.52)
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2, = (ry—r1cos62)? + h?, (2.53)

con lo que eliminando A podemos escribir (Teorema de coseno)

T2 = ?"% -+ ’i’% — 2’!‘17‘200892,

asi,

27 w o0 erp [*— 25: ]
L, = / doo / senﬁgdeg 1"2
0 0

2.54
\/ r{ 4+ r2 —_— 2?‘17'2{:0392 ( )

La integral en ¢o es 2r. La integral en 0, vale 2/ si ry < ry y 2/r3 si 73 > ry de forma

3 :
oAy |, Zr _ 2771y
I, = Zr. [1 (1 + v ) exp ( )] . (2.55)

Ahora para la integral en ry

3 2
Eﬁ} =k (—%—) (&Qﬂ')/ d¢1/ sen01d91
agm

que I es

— Zry _2Zr
el 271, 1 (1 + % ) B:I:p( -———lao )
X ridriexp {— . (2.56)
] ag 1
z
f;z .
! ¢ h )
¢ 12 e .
'p- -8 o
r vt?ﬂ / g T ,
k3 P
SR v 03 Nmrges 8
’!f.{y N E ,
R §

Figura 2.3: Representacién de las coordenadas de los dos electrones y su descomposicién

apropiada para hacer la integracién doble sobre r; y 72 de 1a distancia 715 entre los dos electrones.

La integral angular es 4n, asi (2.56) se reduce a

Em k ( Z )4?:‘8 { / drlne:cp( QZTI)
o ap
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s ¢]
-—[ dryry (1 + —Z—'-ﬁ) exp (-~4Zﬁ)] . (2.57)
] ap ap

n!
/ drxexp(—az) = ey (2.58)

Si consideramos

se tiene que la correccion en primer orden de la teorfa de perturbaciones a la energia del
estado fundamental del He es

B = §k?f~ = 34eV/, (2.59)
ag

y, por tanto, en esta aproximacion la energia calculada para el estado fundamental del

He es

En=E?+ gk:@. = —108,8 + 34 = —TheV (2.60)

que sélo difiere en aproximadamente un 5% del valor experimental —79¢V. De esta
manera, vemos como el tratamiento perturbativo del término despreciado anteriormente

mejora sensiblemente el resultado.

2.2.5. Método Variacional

Otro de los procedimientos fundamentales de aproximacién en fisica es el método
variacional. Supongamos que se quiere calcular la energia del estado fundamental Eq
de un sistema pero no sabemos resolver la correspondiente ecuacién de Schrodinger. Se

puede comprobar que para cualquier funcién de onda normalizada W, se cumple
(H)y = (V[H|T) > Ey.

La prueba es muy sencilla. Vamos a llamar {6 )} al conjunto de autofunciones (desco-
nocidas) de H. Entonces, como {qS,,, )} forman una base del espacio de Hilbert, podemos

escribir ¥ como una combinacién lineal de funciones, es decir

> Cug®,
n
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y podemos calcular

(Hig = 3. CiCn(9DIHI9D) =D " CrCrndmaBY,

= Y |C.LED, (2.61)

donde E son las autoenergias de H, todas ellas son mayores o igual que la energia del

estado fundamental E, con lo que se demuestra
(Hyy 2> |CulEy = By Y |Col* = Eo.
n T

En el dltimo paso, hemos tenido en cuenta que si el estado ¥ estd normalizado se cumple
que 3, |Cuf? = 1.

Este principio variacional permite, cuando no conocemos la funcién de onda que
describe un sistema, proponer una forma funcional dependiente de uno o més pardémetros.
El valor 6ptimo de esos pardmetros se obtiene minimizando el valor esperado de H en el
estado descrito por la funcién de onda propuesta. Segiin lo que acabamos de demostrar
las energias que obtenemos del método variacional siempre son mayores (o igual) que el
valor real de la energia del estado fundamental. Veamos un ejemplo de cémo se usa el
principio variacional para el caso simple del 4tomo del Helio.

Empezamos proponiendo una forma funcional para la funcién de onda del estado
fundamental. Hay que hacer una propuesta razonable, basada en algin hecho conocido.
Por ejemplo, para el estado fundamental del He, hemos visto que la aproximacién de
electrones independientes es razonable, si del alguna forma consideramos que los electro-
nes en vez de interactuar toda la carga del nicleo, sélo lo hace parcialmente debido al
apantallammiento del otro electrén. Con esto proponemos la siguiente funcién de onda

de prueba variacional normalizada

g3 S ‘
O(ry,ry) = gg—?;ea:p [--;l;(?‘l + Tz)} ,

93 S [ 53 S .
= gg-;eﬂ:p [M&—;rl} Eg;;exp {ﬂ&;‘f‘z} , (2.62)

que es como el producto de dos funciones fundamentales para un dtomo hidrogenoide,

pero en lugar de considerar la carga del nicleo Z tomamos un pardmetro variacional S,
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cuyo valor éptimo hay que determinar. Para ello, primero calculamos el valor esperado

de H en la funcién de onda propuesta. Llamamos

S 53 S
oio(r) = o [M&;r},
eon lo que ,
B(S) = (#{Ro(r1)p{Da(ra) HIo{Ra(r) e Ro(ra) )
= (AR Rolwal0) + 1) + E Do) Bolr) ), (269

donde h(i) = ~ £ V? — Zk&,
Las funciones @1,0’0(ri) son como el caso del 4tomo de un electrén (hidrogenoides)

pero con § en vez de Z, entonces éstos satisfacen la ecuacién de onda

h? Ske? 5
5= Violoo(r:) — ——piao(rs) = BV p{ge(xs),

donde Ei(s} -& “E , para el estado fundamental.

Luego, al reemp}azar h(1) y h(2) en el hamiltoniano H tenemos

R s Zke® W _, Zké Ice
H = “é-‘;;’b_vl B ™ - é?n‘vz - To 7'12
_ E:Eg) Ske E(s) + Ske? B Zke? 3 Zke? 4 f:fi’
™ To Ty 9 T2

_ S (S-Dhke (S Dhe ket

2aq 71 T2 T12

2 2
= 2TE (s Z)ke(l i)—;-f“i,

2 T 712

y reemplazandolo en (2.63)
() = { f80(e0l - 255 6{0te0) ) + (o oleal(s - 2k (£ 4+ 1) 1ot

S ) S
- <so£%’0(rl)w§,3,o(rz>lk;;w&,g,o(r1>¢§,o{o<rz>> ,

y luego de resolver cada uno de estas integrales, obtenemos que

E(S) = _as?h 4 28 - Z)Skff- + ?-Sk-?i
2ao 2a’
2 2

- 285 —4zSKE ke
28%k— — 42k~ + S2a0

- £ 2.64
23(5 2z+8) k2ao (2.64)
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Una vez que tenemos ¢l valor esperado de H como funcién del pardmetro variacional
S, determinamos éste que lo minimiza, es decir

dE(S)

s =%

2(3-2Z+§)+23=0,

i |
S =Z — o= =1,6875. (2.65)

Es como si el otro electrén apantallara a la carga nuclear en 0,3124e su carga. Para el
valor de § obtenido, el valor calculado para la energia del estado fundamental del He con

la funcién de onda variacional propuesta es
E(8 =1,6875) = -T77,46eV

que sélo difiere en un 2% del valor experimental conocido —79eV. Notar que se obtiene

un valor préximo pero mayor que el exacto, como dice el principio variacional.

2.3. Atomo con N Electrones, Campo Medio

Como ya vimos en la seccién anterior, cuando hay particulas idénticas el principio de
Pauli exige que cualquier intercambio de las marcas usadas para identificar dos de ellas
debe dejar la funcién de onda inalterada si las particulas son bosones y debe cambiar su
signo si son fermiones. En nuestro caso, en que tratamos con electrones, que son fermiones
de espin 1/2, la funcién de onda total del sistema debe cambiar de signo al intercambiar
los subindices a dos de ellos. Esto se suele escribir en caso de particulas independientes

como un determinante de Slater

a(l) wp(1) -+ w(1)
TA(L,2,...,N) = % %‘:(2) "0"":(2) "O”.(Q) (2.66)
Pal(N) (Pﬁ(N) e ‘PV(N)

27



En esta notacién, las etiquetas 1,2, ... se refieren a todas las coordenadas espaciales y
de espin de la particula 1,2,..., respectivamente. Los subindices griegos indican todos
los ntimeros cudnticos que identifican a un estado de una sola particula n,£,my, s, m,.
Intercambiar dos electrones entre si equivale a permutar dos filas del determinante, lo que
lleva a un cambio de signo como requiere el principio de Pauli para fermiones. Ademiés,
es una consecuencia inmediata de esta notacién que no podemos tener dos electrones
ocupando el mismo esté,do cuantico. Si tenemos dos electrones con las mismas etiquetas,
entonces equivale a decir que dos columnas del determinante son iguales y, por tanto, el
determinante es nulo. Por este motivo, las funciones de onda tipo determinante de Slater
son las apropiadas para tratar sistemas de fermiones idénticos. Sin embargo, debido a que
trabajar con el determinante de Slater es complicado, muchas veces se usa el principio de
Pauli de un modo simplificado exigiendo solamente que no pueda haber dos electrones
con todos los niimeros cudnticos iguales y escribiendo la funcién de onda de un sistema

de N electrones como un producto
l;[!‘4(]-927- - aN) = 970(1)90}3(2)" 'WV(N% (267)

cona#fB...#v.

Ya hemos realizado un estudio de las caracteristicas fundamentales de la funcién
de onda de un sistema de N electrones, ahora vamos escribir el hamiltoniano de éste
sistema. Dicho hamiltoniano lleva los términos de energia cinética de cada electrén y su
interaccién con el nicleo. Ademds, hay que incluir las interacciones entre los electrones

(supondremos sélo interacciones a dos cuerpos)

H = EN:h. 1 - EN;EJEE (2.68)
b= - % 2 - Tij . N
i =] j=1

La primera sumatoria indica que no se incluye los términos con j = i y el factor 1/2 se
introduce para no contar dos veces las interacciones (la interaccién del electrén 1 con el
2 es igual que la del 2 con el 1). Cada hamiltoniano h; es un hamiltoniano central de tipo

hidrogenoide

hg =

i? V2

—5 - (2.69)
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La aproximacién mds simple consiste en considerar electrones independientes. Esto su-
pone despreciar todas las interacciones f;—e; frente a los h;. Ya vimos en el caso del He que
ésta no era una buena aproximacién y daba lugar a errores del 40 % para el céalculo de
la energia del estado fundamental (incluso el error serd mayor para sistemas de muchos
electrones, pues hay muchos términos del tipo %933) Si se quiere mejorar la aproxima-
ci6n, pero manteniendo la idea de eletrones independientes, podemos, como en la seccién
anterior, absorber parte de las interacciones no centrales electrén-electrén en un campo
central efectivo y dejar el resto (que se espera sea pequefio) para tratarlo en forma de
perturbaciones. En esta aproximacién, sobre cada electrén actda la carga del nicleo y un
potencial central que reemplaze el efecto de todos los demés electrones. En la medida en
que la distribucién de los demds (N — 1) electrones no tenga simetria esférica, tampoco
la tendra el campo efectivo. En ese caso se sulele aproximar este campo efectivo por un
campo promedio central (se promedia en todas las direcciones [ dQ2/(4x)). Aquello que
no describa este potencial central promedio se denomina interacién residual y se trata
como una perturbacién.

En la aproximacién de campo central promedio, el campo que interactdia con un
electrdn es el central del niicleo més el promedio central del que crean los demas electro-
nes. El campo global )es central, asf los resultados obtenidos en la seccién anterior para
un potencial central se pueden aplicar. Es decir, las funciones de onda monoelectrénicas
estdn caraterizadas por los niimeros cudnticos n, £, mg, s, m; y se pueden separar en una

parte radial, otra angular (arménicos esféricos) y una de espin

T
Pn,e,me,s,ms (r;s) = uni( ) Yem, (95 ) Xsms (Es)-

S6lo hay que resolver la ecuacién de Schrédinger radial en una dimensién para obtener
las funciones de onda radiales u,(r). Una vez obtenidas éstas, ya podemos formar el
determinante de Slater para los N electrones y obtener la funcién de onda del sistema
de N electrones. Sin embargo, para obtener las funciones de onda radiales de una sola
particula hay que elegir el campo central promedio que simule el efecto del resto de
electrones sobre uno de ellos, jcémo elegir ese campo central promedio de forma mas

-eficiente? En esta seccién vamos a discutir brevemente algunos de los métodos que se usan,
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en particular un método semicldsico denominado método Thomas-Fermi y dos métodos
cudnticos, el método de Hartree (que usa la versién menos restrictiva del principio de

Pauli) y el método de Hartree-Fock (que usa el principio de Pauli estricto) [12].

2.3.1. Método de Thomas-Fermi

Durante 1928, Thomas y Fermi desarrollaron de modo independiente una teoria se-
miclésica para calcular el estado fundamental de atomos con N electrones. En ella, el
campo central promedio que siente un electrén en el 4tomo multielectrénico se obtiene de
la. autoconsistencia que debe existir entre la densidad electrénica media p.(r) (—epe(r)
serd entonces la densidad de carga) y el potencial eléctrico V(r)/(—e) (V(r) es la energia

potencial eléctrico) donde se encuentra el electrén:

1. Por una parte, clisicamente esas dos magnitudes estdn relacionadas por la ecuacién

de Poisson
o2 {Y:_(?} = —dn(—ep(r)).

2. Por otra parte, de la teorfa del gas de Fermi se obtiene cudnticamente otra relacién

entre las mismas magnitudes

V) = 2 g ),

De la primera relacién, la densidad de carga electrénica determina el potencial eléetrico
y, de la segunda, el potencial determina cudntos electrones se encuentran ligados con éL
Como han de cumplirse ambas condiciones despejamos pe(r) de la segunda y sustituimos

en la primera, y obtenemos

V(’l" ) 2m 3/2 3/2
V2 { — ] = -47e [m5232/37r4/3} [V(T)] s
4823/ 2m3/ 2 3/2

Como V(r) es central, sélo depende de 7, la Wnica parte del operador nabla que no se

anula es la radial y queda

m 3/2 \
S (TZ%[»V(TH) = —dre [W} VP2, (2.71)
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que es la ecuacién que proporciona V(r). Para facilitar su solucién escribimos la energia
potencial V(r) como la correspondiente al nticleo multiplicada por una funcién de r que

debe incluir el apantallamiento del resto de los electrones,
72 .
V(r) = -—-;mx(r). (2.72)
La funcién x(r) es ahora nuestra funcién incégnita, lleva la correccién que para cada r
producen los electrones sobre la carga del niicleo. Ademads, se suele hacer un cambio de
variables para simplificar la escritura. Se reescala la variable r de la forma

1/37\¥® R
— e [ A— Y 0 1/3
7= 2 ( n ) = Zlf3x ,885a02" " x

o equivalentemente

1 r

donde g, es el radio de Bohr. Introduciendo este cambio de variable en (2.71) y el cambio

de V(r) a x(r) se obtiene la ecuacién diferencial de Thomas-Fermi

D), (.13

imponiendo las condiciones de contorno
asir—0= V() - ~—Zfi 0, lo que es lo mismo, cuando z — 0; x(0) — 1.

» cuando r — oo = rV(r) — —e?. Lo que significa que si 7 es muy grande (el electrén
estd muy lejos del nicleo) y los (Z — 1) electrones restantes apantallan (Z — 1)
cargas positivas del nicleo. Ademds, se suele hacer una aproximacién adicional que

consiste en despreciar e? frente a Ze® con lo que

z — 00 = x{o0) — 0.

Con esas condiciones la solucién numérica de la ecuacién de Thomas-Fermi la represen-
tamos en la figura 2.4. La funcién x(z) se va haciendo cada vez més pequeiia al aumentar

z (o r), lo que significa, segin la ecuacién (2.72), que cuanto més lejos del nicleo estd el
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electrén més apantallamiento sufre la carga del nicleo. Obtenido x(z) tenemos el poten-
cial central promedio a través de (2.72). Si consideramos éste potencial en la ecuacién de
Schrodinger radial, la resolvemos numéricamente y obtenemos sus autofunciones w,(r).
Con ello tenemos las autofunciones del hamiltoniano monoelectrénico y sus autovalores
(energfas). Las funciones de onda monoelectrénicas con este potencial central promedio

seran

entmam(8) = Y, (6, 9)xam, (€

conn=12. ;=n-1n-2,...,0;me=3l+(L-1),...,0;s=1/2ym, =+1/2. A
cada una le corresponde una energfa Ey,. La funcién de onda de NV electrones serd (2.66)
0 {2.67) poniendo como funciones monoelectrénicas ¢, las calculadas aqui. La energia

del estado correspondiente serd F = Ei_l

114x)

Figura 2.4: Solucién numérica de la ecuacién de Thomas-Fermi (2.73).

2.3.2. Campo Central Autoconsistente de Hartree

Cuando se tiene un dtomo con muchos electrones (N), el hamiltoniano del sistema
incluye los términos de energia cinética de cada electrén, los términos de energia potencial
debido a la interaccién de cada electrén con el nicleo y los términos de energia potencial
debido a la interaccién entre cada pareja de electrones (s6lo consideramos interacciones
a dos cuerpos). Por tanto, el hamiltoniano del sistema ser

H gi(*f—-vﬁ—k kz " ) (2.74)

ge=1 ]>z
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Es decir se debe resolver la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para

N electrones y el niicleo

N
1)
Z (--§--V2-k kzl = ) ‘If(rl,l‘g,...,I‘N) xE’\I'(rl,rg,...,rN).(2.75)

o=} J>i
Esta es una ecuacién diferencial en 3N dimensiones que, en general, es imposible de
resolver analiticamente. Por tanto, hay que hacer un tratamiento aproximado. En el
método de Hartree se usa el principio variacional.

Como en el caso del He que estudiamos en la seccién anterior, facilita mucho las cosas
el poder estudiar los electrones como si fueran independientes en primera aproximacién.
Hartree propone que partamos para la descripcién del sistema de NV electrones de una
funcién de onda variacional que sea el producto de N funciones de onda monoelectrénicas
(esto implica una aproximacién de partida pues la ecuacién anterior no permite separar
la ecuacién de N cuerpos en interaccién en N ecuaciones de 1 cuerpo debido a las interac-
ciones electrén-electrén). En el método de Hartree aceptamos que las funciones de ondas
de N electrones en interaccién es el producto de N funciones de onda de una particula

normalizadas, aunque no sabemos a priori la forma de éstas

Uy (ry,re,...,tn) = @ar(r1)@az(re) ... Can(ry). (2.76)

Esta serd la funcién de onda de prueba de Hartree donde en vez de tener pardmetros
numéricos son las propias funciones monoelectrénicas las que pueden variar. El principio
variacional nos va a permitir elegir la forma Sptima de las funciones de onda mono-
electrénicas, dentro de la aproximacion inicial de electrones independientes. Recordemos
cémo se usa el principio variacional: i) se propone una funcién de onda prueba, ii) se
calcula el valor esperado de H con esa funcién de onda prueba, iii) se minimiza el valor
esperado de H con respecto a los pardmetros variacionales. Asi, con la onda variacional,

calculamos el valor esperado de H en esa funcion de prueba

o Ze?
1) = 3 [ [ i) (v -2
—ch f 2 P (rf ¢ ‘ijj (‘3)) @ai(ri)} : (2.77)
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Como ya hemos dicho, en el método de Hartree las propias funciones de onda de una
particula ©q,(r;) son las que minimizan el valor esperado de H: (¥, |H|¥,}. De forma
que cualquier variacién infinitesimal Adp, de una de esas funciones monoelectrénicas no
cambiaré el valor esperado de H. Es decir, si cambiamos una funcién de onda mono-
electrénica @, (Tx) POr Yo, (rr) + Aar(rk) no debe cambiar en primer orden de A la
normalizacién de la funcién de onda, ni el valor esperado de H:

La normalizacién

/ &7 | 0an(Tr) + Ao (ri)[* = / & [ |oan(re)] + A(hg () SGar(Tr)

+ 0% () Pai () + A% |Spar(re)| ] = 1 (2.78)

como la funcién ¢f, (r;) estd normalizada, tenemos que cancelar el término lineal en A

[ Erutiatmioantn) + b mea) = o 219

Veamos ahora la variacién en primer orden en A del valor esperado de H al cambiar
infinitesimalmente una de las funciones de onda monoelectrénicas. A continuacién pre-
sentamos en a) las correciones en los términos de energia cinética, en b) las correciones
en los términos de interaccién con el niicleo y en c) las correcciones en los términos de

interaccién electrén-electrén:

a)
5> [ [5%k(rk> (—-é%vz) () + e (1) (—%Vz) soak(rk)] . (2.80)
b)
> [ [f,o:;k(rk) (-k%—) (i) + 6a(es) (~k-—"';—',;~) Mrk)} @8
9
2 3 3 1 *- * 2
M2 35 [ e [ s [ atrn)anen) + Gpaa() s (51) a5
B>k kj

+ | 0ar(R)]? (8% (r1)pai(rs) + S0ai(r) el (1)) 1, (2.82)
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= 1 . 1
que si sustituimos Ep;s por 3> .., ¥ tenemos en cuenta que los dos sumandos que
aparecen en esa ecuacién son idénticos, intercambiando £ por j y teniendo en cuenta que

r; y r; son variables de integracién, podemos escribir como

’\kezzz / d’ry / dg?"y“‘“(é%k(rk)aoak(rk)+5goak(rk)<pak(rk)) loas(r;)1?. (2.83)

k  G#k
Para que el valor esperado de H no cambie en primer orden en A debemos anular la suma
de a)+b)+c) con la condicién adicional de que no cambie (también en primer orden en
A) la norma de los estados monoelectrénicos. Este es un problema tipico de minimizacién

con restricciones, para lo cual usamos el método de los multiplicadores de Lagrange
a)+b)+c) — ¢ / Bri (00 (Tr) 0o (Tr) + 60ar(Tr)ph(Tr)) =0 (2.84)

donde ¢ es un multiplicador de Lagrange. Si tenemos en cuenta-que las variaciones dp,

son arbitrarias, podemos considerar ¢, y d¢7, como variaciones independientes y escribir

2
/dark % &Pa,c(rf;) [ }‘RV;G __k_____ Z/d3 ke? !‘Pa;(l‘y)! :l SDak(I‘k) -

7k ~ 1]

P f i8], (k)P (rs),  (2.85)
k

lo que, como las §¢}, son arbitrarias, lleva a la ecuacion de Hartree

[*’——VQ - k‘—-‘* + Zk/ds T; I‘Paj (rj)l ] Por (Tk) = €6Pay (Tk)- (2.86)

pord |ty — 1 }

También existe una ecuacién equivalente que es su compleja conjugada. La ecuacién de
Hartree es una ecuacién dificil de resolver pero, al menos, es una ecuacién de una sola
particula que, una vez resuelta, permitird construir la funcién de onda del sistema de
N electrones como en (2.76). La ecuacién de Hartree es una ecuacién para el electrén
k en la que el potencial que siente es el atractivo del niicleo m4s el repulsivo debido a
una densidad de carga e ]c,oa_,,. (rj)l2, de todos los demés electrones (término de Coulomb
o directo)

Vilrx) = —~k-—--+Zk / Py P *ley @) (2.87)

F#k lrk ’—rg}
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Como no conocemos las densidades de carga —e |iq, (rj)'z debemos resolver el proble-
ma de forma autoconsistente: 1) se propone un conjunto de ondas monoelectrénicas
{wg;)(rj)} que obtenemos de un potencial de una particula simple, por ejemplo un os-
cilador arménico, 2) con ellas calculamos la densidad de‘ carga v el potencial efectivo
promedio correspondiente Vi(ry) (2.87), 3) con ese potencial resolvemos la ecuacién de
Hartree (2.86), ésta es una ecuacién de autovalores que nos proporciona los autovalores
y autovectores (nuevas funciones de onda monoparticulares) {goﬁ,}} (r;)} v 4) compara-
mos las funciones obtenidas con las originales v si son diferentes volvemos a empezar
el proceso desde el punto 1) pero ahora usando las funciones que acabamos de obtener
{gogj) (r;)}. El proceso contintia hasta que se logra la autoconsistencia; es decir, hasta que
las funciones de entrada en el punto 1) sean iguales (dentro de un margen) a las que se
obtienen al resolver la ecuacién de Hartree. Las cosas se simplifican atin més si el campo

de Hartree (2.87) lo hacemos central promediando sobre los dngulos 8 y ¢

' 27 T
m(ﬂ:% /0 do /0 senBddVi(ry). (2.88)

En ese caso, las funciones de onda monoelectrénicas estdn definidas por las etiquetas
(rg, £, My, , My, ) ¥ va sabemos que su parte angular viene dada por los arménicos esféri-
cos. S6lo hay que resolver la parte radial ya que ahora el potencial no es del tipo 1/r como
el coulombiano. En general, ya no habra degeneraciéh en £ como ocurria en el dtomo de

H.

2.3.3. Campo Autoconsistente de Hartree-Fock

En el caso del método de Hartree el principio de Pauli se cumple en su versién mds
antigua, y menos restrictiva, segin la cual los nimeros cuédnticos «; para cada funcién
de onda de una particula deben ser distintos. Ya sabemos que la forma rigurosa debe
tener en cuenta el principio de Pauli, es decir, la funcién de onda de los N electrones
es completamente antisimétrica bajo el intercambio de las etiquetas de cualquier par de

electrones. Eso se consigue usando como funcién de onda prueba un determinante de
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Slater

all)  @p(l) -+ @(1)
TR PO

va(N) @s(N) -+ @(N)

en vez de la simple funcion de onda producto

T, (r1,T3,. .. arN) = ‘Pa(rl)(:aﬁ(r?) - pu(TN) (2.89)

de Hartree. Aparte de esto, todo €l método es andlogo y el tratamiento de la funcién de
onda de prueba lleva a una ecuacién un poco mas complicada que la de Hartree, que
es conocida como la ecuacién de Hartree-Fock. En este caso el potencial efectivo lleva
incluido unos términos denominados de intercambio (parecidos a los que vimos en el
estudio del 4tomo de He) que tienen en cuenta la correlacién de espines. La ecuacién de

Hartree-Fock es

[wggw _,;9__.,_ / &r, ke? I‘Paa(:wl ' ]%k(rk)
I#k
-3 [ A ) = ) (2.90)
etk I

El problema se resuelve igual que antes de forma autoconsistente y proporciona los orbi-
tales monoelectrénicos que tenemos disponibles para llenar con los electrones del atomo
de N electrones.

En la aproximacién de campo central tiene sentido mencionar a orbitales de una
particula que se van llenando con electrones y se van ocupando de menor a mayor energia
segin las retricciones que impone el principio de exclusién de Pauli. Cada estado mono-
electrénico viene caracterizado por los niimeros cudnticos (n, £, m,m,). Como ya hemos
mencionado antes, a diferencia de H, para atomos multielectrénicos las energfas, si de-
penden de £. Es decir, fijado un valor n, los electrones que presenten un numéro cuantico
con mayor £, se encontrardn en promedio, més lejos del niicleo, y por lo tanto, observaran
la carga de éste més apantallada por el resto de los electrones. Por ello, para un n dado,

los electrones con mayor £ se encontrardn menos ligados [10].
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2.4. 'Teoria del Funcional Densidad

Los métodos tradicionales dentro de las teorfas de la estructura electrénica de la
materia, en particular la teoria de Hartree-Fock y los derivados de este formalismo, se
basan en una funcién de onda multielectrénica. Si bién esta solucién de la ecuacién de
Schrédinger permite describir de forma exacta el comportamiento de los sistemas muy
pequefios, su capacidad de prediccidn se ve limitada por el hecho de que sus ecuaciones son
demasiado complejas de resolver numéricamente o menos afin analiticamente. La Teorfa
del Funcional Densidad {(DFT) reformula el problema para ser capaz de obtener, por
ejemplo, la energia y la distribucién electrénica del estado fundamental. Una ventaja es
que la densidad es una magnitud mucho més simple que la funcién de onda y por lo tanto
mads ficil de calcular y en la practica son accesibles a sistemas mucho mdés complejos. La
funcién de onda de un sistema de N electrones depende de 3N variables, mientras que la
densidad electrénica sélo depende de 3 variables. Una desventaja es que, salvo los casos
mds simples, no se conoce de manera exacta el funcional que relaciona esta densidad con
la energia del sistema. En la préctica, se usan funcionales que se han comprobado que
dan buenos resultados.

Para resolver el problema de un sistema de muchos electrones se puede utilizar la
Teoria de Hartree-Fock (HF) con cierto grado de aproximacién, que transforma el pro-
blema de N cuerpos en N problemas de un cuerpo. Donde la funcién de onda total ¢, que
depende de las coordenadas de los N electrones, es el objeto fundamental. Sin embargo,
existe otra manera de resolver el problema, en que el objeto fundamental es la densidad
electrénica total p(r) [13]. Es decir, una ecuacién de Schrodinger de N electrones con una
funcién de onda de 3N variables (si no consideramos el espin) puede ser escrita como una
ecuacién de la densidad electrénica con solamente tres variables. La solucion exacta fue
dada por Hohenberg y Kohn (HK) en 1964 [6] y es conocida como la Teoria del Funcional
Densidad. Por ese trabajo Walter Kohn recibié el premio Nobel de Quimica en 1998 [14].
Un importante avance en la aplicabilidad de la DFT fue hecho en 1965 por Kohn y Sham
[7]. La aplicacién de la Teorfa del Funcional Densidad en 4tomos, moléculas y sélidos vie-

nen creciendo bastante y desde la iltima década se ha mostrado el método mis eficiente
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para el calculo de propiedades electrénicas y estructurales del estado fundamental.

2.4.1. Relacién de Thomas-Fermi-Dirac

Antes de discutir la Teorfa del Funcional Densidad, veamos algunos trabajos anterio-
res que fueron decisivos para la formulacién HK. Los primeros trabajos fueron publicados
independientemente por Thomas (1927) y Fermi (1928), originando la formulacién conoci-
da como la aproximacién de Thomas-Fermi (TF), la cual describiremos como el funcional
de Thomas-Fermi. El trabajo de Thomas fue publicado con el titulo Cilculo de Campos

Atémicos. Su trabajo esta basado en cuatro hipétesis:
1. se desprecia las correcciones relativista;

2. en el dtomo hay un campo efectivo dado por un potencial v, dependiendo solamente

de la distancia r de los niicleos de carga nuclear Ze, tal que

v—=0 cuando 7 -

vr — Ze cuando 7 — 0

3. los electrones estan distribuidos uniformemente en espacio de fase de dimensién
seis. Cada par de electrones ocupa un volumen de h®, siendo h la constante de

Planck;
4. el potencial v es determinado por la carga nuclear y su distribucién electrénica.

Iniciamos, considerando un gas de electrones libres confinados en una caja cdbica de
lado I = V3, En el caso de electrén libre tenemos que la solucién de la ecuacién de

Schriodinger es dada por ondas planas

1 ik.r
lr) = e (2.91)
con energia
w2k?

39



Imponiendo las condiciones de contorno e*=L = 1, ¢*sl = 1 y <L = 1, obtenemos que
ky = n2rw/L, ky = n,2n/L y k, = n,27/L, con ng, n, y n, siendo nimeros enteros.
Entonces, los vectores de onda permitidos son aquellos que en el espacio de los k son

dados por multiplos de 27 /L. Cada punto k ocupa un volumen (27/L)3, esto es
(*-)3 (2.93)

El volumen total serd dado por una esfera de radio kr (los electrones més energéticos),

Q = g-frk}. (2.94)

Por lo tanto, para el ntimero total de electrones IV, considerando que cada estado k

tenga electrones con espin a y espin S, tenemos

Q0 KBV
N = Q; - 357;2 . (2.95)
y la densidad electrénica serd dada por
N k3

Ahora, escribiendo una ecuacién clédsica para el electrén en el estado k, donde v(r) es
el potencial electrostatico, tenemos que en cualquier volumen dentro del dtomo el vector
k estd relacionado a la energia por

21.2 .
€p = ﬁzjf — ev(r). (2.97)

Como no hay singularidad en la densidad de carga para R < r, el potencial v(r) y el

campo eléctrico deben ser continuos
u(r) = ef ¢ (2.98)

para r > R, donde R es el radio el i6n positivo de carga Z.¢. Asimismo, debemos tener

para r = R
o(R) Zze, (2.99)
y
i’;_(?g’l - a%gi (2.100)
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Como el electrén debe estar ligado, su energia evidentemente serd menor que la energia
potencial —eu(r) en la superficie. Es decir, la energia del electrén no puede ser mayor
cuando ocupa el estado k médximo, k = kr. De forma que

2k
2m

= efu(r) —v(R)]. (2.101)

En el modelo de Thomas-Fermi utilizando (2.96) y (2.101), se obtiene v y p via

ecuacion de Poisson

Viu(r) = —dmep(r), (2.102)
1 {2me 3 a
o) = 33 [ ] o) - (R (2.109)

Note que la expresién arriba debe ser usada cuando v(r) > w(R), caso contrario
p = 0. Soluciones numéricas para el caso de simetria esférica puede ser obtenida con

relativa facilidad. Escribiendo v(r) con simetria esférica, tal que v(r) = v(r), definimos

- r
o(r) = Z;;[v(r) —v(R)]. (2.104)
Usando las variables z = r/a con
9n? \* A2 B
o = (1282) E‘é‘g = {J, 88534773 med? (2.105)

obtenemos una ecuacién universal, conocida como relacidn de Thomas-Fermi

~

U D

Lz e 2.1
de forma que la condicién de contorno proporciona, segin hipétesis 2.
0(0) = 1 (2.107)
y para z = R/a, tenemos ¥(z) = 0; ademas de (2.104) se tiene
~ — '
do(r) _ v(r) — v(R) ru'(r) . (2.108)
dr |ip Ze r Ze |p

El primer término del lado derecho se anula para r = R y sabiendo que v'(R) =
—Zse/ R%, tenemos

=Zes

= (2.109)

20 (z) =
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Note que con esas condiciones de contorno podemos obtener la cantidad de electrones

dentro de cualquier esfera. Usando (2.103) y (2.104), obtenemos

R @
4 [ p(r)rldr = Z / e\/z0(z) 2 dz, (2.110)
1] [¢] :

o~ x5

y usando el hecho que /Z" = ©%, tenemos
z /Q pitds = Z{0(0)+20/(2)}, (2.111)
que, con (2.107) y (2.109) resulta en
4 /GR p(r)rdr = Z - Z.;. (2.112)

Nétese que la expresién (2.103) puede ser obtenida del principio variacional donde la

energfa total es un funcional de la densidad p, escrito en la forma

Elp] = /\/ﬂgdST*G/PUNd3T* —;-e/p’uéd?’r-i— Unn, (2.113)

donde A = (342/10m)(3/87)%/3, uy es el potencial debido a los niicleos y v, es el potencial
debido a los electrones. La primera integral representa la energia de los electrones, la
segunda integral la energia debido a la interaccién electrén-nicleo, la tercera integral es
la expresidn clésica de la energia de interaccién electrén-electron o el término de Hartree
y el término Uyy la interaccién nicleo-nicleo. Imponiendo que E[g] tenga un valor
estacionario con respecto a la variacién en la densidad p, sujeto a la condicén que el
ndmero de electrones permanezca constante, obtenemos la relacién (2.103) de Thomas-

Fermi a través de la expresién

-(;%{E[p]-—v(R) / ,od37'} = 0. (2.114)

Nétese que v(R) es el multiplicador de Lagrange que garantiza la normalizacion.

El funcional de energia E|[p], presentado en (2.113), puede ser reescrito incluyendo la
energia de intercambio de un gas de electrones, el que fue propuesto en 1930 por Dirac,
originando las ecuaciones conocidas como Thomas-Fermi-Dirac. El término de energia
de intercambio por unidad de volumen para una gas de electrones libres es dado por

€ = —*gez (%)ap%, (2.115)
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de forma que E(p), el funcional de Thomas-Fermi-Dirac, es escrito como

1
3 4
Elp] = )\/pgdar - e/vadar - %efpvedar + Uny — %ez (:i—) /pﬁdsr. (2.116)

Imponiendo que E(p) sea estacionario con respecto a la variacién de la densidad

electrénica p, tenemos la ecuacién de Thomas-Fermi-Dirac

2 3\1]°
p= o5 (2me)} {(Z‘m;_k + (W_U(R)a— 2”}’:‘3) } : (2.117)

2.4.2. Fundamentos de la DFT

La Teoria del Funcional Densidad estd sustentada en dos teoremas propuestos por
Hohenberg y Kohn [6]. Consideremos un sistema con N electrones siendo r; = (z;, ¥;, 2;)

el vector posicién del i-ésimo electrén.

Teorema 2.1. El potencial externo v(r) sentidos por los electrones es un funcional inico

de la densidad electrénica p(r).

Demostracién: Sea ¢ el estado fundamental del sistema, caracterizado por un ha-
miltoniano H con un potencial externo v(r), donde H = T + U/ + V (energfa cinética,
energia de interaccién electrén-electrén y la energia potencial). Supongamos que existe
otro potencial externo v/(r), resultando un H’ y un estado fundamental v/. Por hipéte-
sis, consideraremos que los dos potenciales llevan la misma densidad p(r). Trataremos
aqui estados no degenerados, sin embargo, la prueba puede ser extendida para sistemas
degenerados.

Tenemos por el Teorema Variacional que

E

i

(w{:f*+(7+€/[¢><<¢’f“+ + {«p’
E = <¢"f’+0+i”l¢’><<¢f§’+ﬂ+?’ ¢>

(sJi]s) < (9 [al9) = (9]a)+ (vp-vlv). ons
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Recordando que

N
Zé(l‘ - I‘i)

ge=1

pm==<¢

.

y
R N
V = Z’U(l‘i),
=1
tenemos
A N
@lfs) = 3 [n [Emp e oo, o),
i=1 '
o
X N
<?/) ’Vl ¢> == Z / d37" / ds’f'l NN /dsri'v(r)é(r - 1’1') /d:s?’ﬂ,l . /d3TN“3,ﬁ*’¢',
i=x]
= / p(r)u(r)dr.
Utilizando el resultado de la ecuacién anterior en la expresién (2.118), tenemos
E<E+ f o(r) — o'(r)] plx)dr. (2.119)
Si repetimos el procedimiento para <1/)’ ’ﬁ” ! 1 ' >, obtenemos
E <E+ / [V'(r) - v(®)] p(r)d®r, (2.120)
es decir,
E+E <E+E. (2.121)

Entonces, como asumimos la misma densidad p(r) para v % v/, obtenemos un absurdo
de acuerdo al hecho que v # /. Para evitar esto, debemos concluir la unicidad de p(r)
que exige considerar 9 = ¢/. En conclusion, el primer teorema dice que la densidad p(r)
del estado fundamental debe contener la mismas informaciones que la funcién de onda
del estado en cuestién. Del punto de vista practico, un observable fisico designado por el

operador O es determinado de la siguiente manera:

0=(v|0[v) =0l (2.122)
Asimismo, este serd un funcional vnico de la densidad.
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Teorema 2.2. La energia del estado fundamental Ey [p] es minima para la densidad p(r)
exacta,
Bl = <¢ |T+L“f+1?'} ¢>. (2.123)
Demostracién: Aquf p(r) es la densidad de un determinado estado 1; no necesaria-
mente la. densidad proveniente de H =T + U + V que es po. Entonces
pF po =Y # Yo, esdecir, E>E
p==p0=>1,/)x¢o, esdecir, E = Ej.

Dicho de otra forma, el segundo teorema expresa que F [p] es un funcional de p(r),
cuyo valor dnico es obtenido a través de la densidad electrénica del estado fundamental.

Considerando la ecuacién (2.123) lo escribimos en la forma

Bl = (p[T+0}p)+(v|V]v), (2.124)

Bl = Fll+(v|V]). (2.125)

En (2.123) F [p] es un funcional universal vilido para cualquier sistema coulombiano
y el término <1,b {?I 'z/)> depende del sistema en cuestién.
Analogamente a (2.125), tenemos

Elp] = F {po]-%-(wolﬂwo), (2.126)

donde 1 es la funcién de estado fundamental. Como pg determina vy y p determina 1,
asumiendo que tanto py como todos los p son determinados por un potencial externo,

esto es, que son v-representables, entonces podemos aplicar el teorema variacional, es

decir
Elp] < E[],
(ol +0[wn) + (oo P vn) < (u[T+0]v)+(v[7]v),
F [po] + <¢0Wl?ffo> < Flp+ <’¢)1VI¢>,

Elp] < E[d. (2.127)
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2.4.3. Ecuaciones de Kohn-Shan y Aproximaciones para el Fun-

cional E,, [p]

Motivado por el hecho que las interacciones de Coulomb son de largo alcance, es
convenientemente separar del funcional universal F [p] la parte coulombiana clésica,
//"(" ”(r)d3 B +G g, (2.128)

Ll

tal que

Elp] = /v(r)p(r)d3r+%//strd‘*r’—l—G[p]; (2.129)

aqui G [p] también es una funcional universal. Note que esa separacién en un caso simple
ya fue discutida anteriormente, ver ecuacién (2.113). Hasta el momento todo lo que se
ha discutido es una teoria general y nada se ha indicado sobre la forma del funcional
G [p]. En 1965, Kohn y Sham [7] fueron los primeros en presentar una estrategia para
el calculo de la estructura electrénica de sistemas envueltas de muchas particulas con el
uso de E[p]. Vimos que la energia del estado fundamental de un gas de electrones no
homogéneo interactuando con un potencial externo estético v(r) es escrito en la forma

de la ecuacién (2.129). El funcional G [p] puede ser escrito en la forma

G [p] Ty o] + Eee [p); (2.130)

il

donde Tj [p] es la energia cinética de un sistema de electrones no interactuantes con
densidad p(r), y Eyc[p] que contiene la energia de intercambio y la energfa de correlacién
de un sistema interactuante con densidad p(r). La parte que contiene la correccién de la
energia cinética también estd en ese funcional Fg.[p]. Obiamente, la férmula funcional
exacta para el intercambio no es simple, ni tampoco conocida. Consideremos entonces el

funcional de energia

£l = [ownmdrs [ [ b et [ o)
(2.131)
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‘De acuerdo con el teorema variacional, tomando la variacién de E {p], con el enlace

que la carga electrénica total sea fija, tenemos

f pr)dr = N. (2.132)

De la condicién de extremo incluyendo el enlace (2.132), es decir,

5 (E (o] - [ / o(x)dr ND -0 (2.133)

obtenemos

/ dp(r) {%TPQ +2(r) + / | rp ffz,ldf"r% Uz [p] — ;,e} Br = 0 (2.134)

aqui vy es el potencial de intercambio-correlacién, dado por

5Exc
Uge[p] = 5 (2.135)
Escribiendo Ty [p} = —1 3, [ ¥} V*9id®r y dada la densidad de carga auxiliar
N
pr) = > [P, (2.136)
i=1

Ia solucién de la ecuacién (2.134), satisfaciendo (2.132) y (2.136), puede ser obtenida

resolviendo la ecuacién de Schrédinger de una particula

(—%Vz + v [p]) Pi(r) = eiir) (2.137)

RES%;(r) = ehi(r), (2.138)
donde v%% [p] es el potencial efectivo de Kohn-Sham, dado por
oK = () + / ﬁd‘*r'—{—mc (p). (2.139)

Como v¥5 depende v,. ¥ éste depende p, entonces v5% depende de p. Por otro lado,
la solucién de (2.138) debe ser obtenida a través de un célculo autoconsistente. Asi que,
la ecuacién (2.138) es conocida como la ecuacién de kohn-Sham (KS) y llamaremos A%S

hamiltoniano de KS.
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p(r)

Y

vK‘g(r) -

y

R v
( ¥+ ’”KS) %] =] No
1y (0
AN (r) = T, w:( )%; ) ol = pl+l

Observable Fizico

Figura 2.5: Ciclo de autoconsistencia.

El proceso para resolver la ecuacién de Kohn-Sham es similar al que vimos anterior-
mente en el método de Hartree-Fock, un sistema autoconsistente comunmente adaptado
v mostrado en la figura 2.5

Note que para términos v%5 [p] es preciso hacer una eleccién a priori del funcional
de intercambio-correlacién, E,, [p]. Existen varias aproximaciones para ese término que
vamos a discutir.

En la Aproximacién de Densidad Local (Local Density Approximation, LDA), la
energia de intercambio-correlacién para un sistema de gas de electrones homogéneo de
densidad p(r) en el punto r es asumida igual a la energia de intercambio-correlacién de
un gas de electrones homogéneo con una misma densidad. En esa aproximacién se supone

todavia que p(r) varfa suavemente en las proximidades del punto r. Escribiendo

Ewl = / pX)el, (p(r)) d¥r, (2.140)

donde ¢*,(p) es la energia de intercambio-correlacién por electrén de un gas de electrones

homogéneo de densidad p = p(r). Siguiendo de (2.135)

veeld] = 3;(—5 (P, [o@)]) (2.141)
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Existen varias propuestas para el término de intercambio-correlacién por electrén, €.
Independientemente de la parametrizacién, en la aproximacion LDA el término E,, [] es

dado por

Enlp] = EXPAf)= j Erp(r) [eao(r) + ec(o(E)], (2.142)

donde se separa el término de intercambio ¢; que en el caso del gas homogéneo es ob-
tenido facilmente [6], y el término de correlacién €, que es complejo y no puede ser
determinado exactamente, ni en el caso del gas homogéneo. Ceperley y Alder [15], sin
embargo, utilizando una simulacién de Monte Carlo Cuéntico para un gas de homogéneo
e interactuante, se obtiene con alta presicién para varios valores de la densidad.

Un refinamiento del método LDA normalmente utilizada en el formalismo de 1a DET
es expresar el funcional F,.[p] en términos del gradiente de densidad de carga total.
Esa aproximacién es conocida como la expansién generalizada en términos de gradientes

(Generalized Gradient Approximation, GGA) que tiene la siguiente férmula funcional [8]

ESSAl) = / £ (p(x), V() . (2.143)

Existen varias propuestas para el funcional ES%4; actualmente las més utilizadas son
basadas en los trabajos de Perdew-Burke-Erzenhof (PBE96) [8].

Algunos son llamados funcionales Hibridos y son aquellos que mezclan una fraccién
del intercambio de Hartree-Fock con el funcional de intercambio de la DFT. Ese proeedi-
miento se hace partiendo de datos experimentales en sistemas moleculares bien conocidos
y por tanto tienen parametros ajustables, constituyendo una forma semi-empirica de tra-
tar el problema, y un ejemplo es el funcional Hibrido de Becke [16]. Una discusién de los
potenciales hibridos puede ser encontrada en la referencia [17)].

Para concluir esta seccién mostraremos que usando las ecuaciones de KS (2.137) y
(2.139), se puede obtener la energia total del sistema en funcién de los autovalores e;.
Considerando la ecuacién de KS

(<37 +vw+ [ EL v vuld) i = an )

Multiplicando a la izquierda por v}, integrando en todo el espacio y sumando sobre
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todos los orbitales ocupados tenemos

Ze@ / v(r)pd®r + / / e r) p(r) L BB 4 f Uze [0] p(T)dPr.

g==1

Comparando (2.145) con el funcionnal de energia dado por

Elpl= T [p]+[ v(r)pd3r+%f/£f§:§?d3rd3r’+/ewc [#l plr)dPr,

obtenemos

Pl= a1t [ [ b i [ o) el - el

i=1

que es la energia total escrita en funcién de los autovalores ¢;.

(2.145)

(2.146)

(2.147)
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Capitulo 3

Materiales y Métodos

3.1. Materiales

El presente trabajo fue desarrollado a través de métodos computacionales y para su
desenvolvimiento se ha utilizado el pagquete computacional Wien2k_10, el cual esta escrito
en lenguaje Fortran 90 y que requiere de un sistema operativo UNIX (LINUX) para su
ejecucion.

- Asimismo, la presente tesis ha sido digitada integramente en formato Latex (basic-
miktex-2.9.4813). Ademds, se ha utilizado el programa Hoja de cdleulo de Microsoft
Office Excel para la obtencién de las gréaficas de optimizacién de los pardmetros puntos

ky RK paz.

3.2. Método FP-LAPW

Para el presente trabajo de investigacion, se ha utilizado métodos computacionales, en
este caso el método FP-LAPW, el cual esta basada en la Teorfa del Funcional Densidad
(DFT). FP-LAPW es uno de los métodos con mayor precisién para resolver la ecuacién de
Kohn-Sham y obtener la densidad de estado, la energia total y los valores propios (bandas
de energia) de un sistema de muchos cuerpos (en este caso un cristal), introduciendo un
conjunto de funciones base que se adapte al problema general de un sélido. Este método

propoune la generacién de una funcién de onda particular a partir de ciertos orbitales [18].
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3.2.1. Método APW

En el método de Ondas Planas Aumentadas (Augmented Plane Waves, APW) los
electrones cerca del nicleo se comportan como en un atomo libre, y pueden ser descritos
por funciones de tipo atomicas. Se divide entonces el espacio en dos regiones alrededor de
cada dtomo!, se dibuja una esfera de radio R, de tal manera que no se solapen, (denotada
por S,) llamada esfera de muffin-tin y la parte del espacio ocupada por dicha esfera es
lNamada regién de muffin-tin. El espacio restante, fuera de las esferas, se le llama region

intersticial (denotada por 7).

Figura 3.1: Aproximacién de muffin-tin

Al aplicar la aproximacién de muffin-tin en un dtomo, los estados u orbitales que
se encuentran en el exterior de la esfera S, se le denominan estados de valencia y a los
estados dentro de la esfera de muffin-tin se les denominan estados de core.

La aproximacién APW supone 94 (r) como una superposicién de ondas planas en la
region intersticial, la cual tiene un comportamiento oscilatorio mas rapido en la regién
S. El método implica aproximar la solucién de la ecuacion de Schrédinger del cristal

mediante una expansién de la funcién de onda en ondas planas con la misma energia
YR(r) = ) didrikeo(r) (3.1)
k

donde la suma es sobre los vectores de la red reciproca K. Para cualquier vector de la
red reciproca, las funciones ¢y.x ¢(xy deben satisfacer la condicién de Bloch? [19].

Las ondas planas se definen como:

1Etiquetando como « a los diferentes dtomos. Esta etiqueta es diferente para todos los #tomos en la

celda unitaria.
?Las funciones de onda se escriben como ondas planas multiplicadas por un factor que cumpla con la

periocidad de la red.
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1. ¢y, = €™ en la regién intersticial, para cualquier vector de onda k y energfa e.
2. ¢y, debe ser continua en la frontera entre las regién atdmica e intersticial.
3. i debe satisfacer la ecuacién de Schrédinger dtomica en la region S.

Estas tres condiciones determinan un dnico conjunto ¢i,. para cada sélido. Una onda

plana aumentada (APW) usada en la representacién de i se define como

1 (kK-
(;b - We ( ) re I (3 2)
e ak+K o 1! ! '
El,m Atm Uy (I‘ sel)Ym(r) re Soz

donde 1’ es la posicién en un punto dentro de la esfera y que se mide respecto a su centro
y  especifica los dngulos 6’ y ¢’ para definir la direccién de 1’ en coordenadas esféricas,
k el vector de onda dentro de la primera zona de Brillouin, V el volumen de la celda
unitaria y Y}, los arménicos esféricos. Cada onda plana se ve aumentada por una funcién
atémica. uf(r', ) y Y1 (#) son soluciones de la ecuacién de Schrédinger de un 4tomo

libre (recuérdese la solucién del dtomo de hidrégeno). El factor Af;;f’LK

se determina
requiriendo que la onda plana empalme con la funcién atémica sobre la supeficie total
de la esfera (en valor, pero no en pendiente). Con ésta expresién (3.2} se garantiza que
la ecuacién de Schrédinger satisface ambas regiones, sin embargo, no es posible estimar
cuantos vectores de la red reciproca son necesarios para la expansion. En la literatura
se menciona que aproximadamente cien vectores de la red reciproca se pueden utilizar
para obtener resultados confiables, es decir, que la energia sufre cambios apreciables si
se aumenta el nimero de funciones APW.

En principio existe un nimero infinito de términos en la ecuacién (3.2), lo que forzaria

o k+K

m o+ En la préictica, tendriamos que truncar en cierto

a utilizar un ndmero infinito de A
valor I, Para un l,., dado, Y,f;“” (8, ¢) puede tener a lo sumo 2l,,,,, nodos a lo largo
de un gran circulo (esto es § = 0 — 27 para cualquier valor de ¢ fijo) de la esfera a.
Convertido en nodos por unidad de longitud, esto es, 200/ (27 Ro = lpez/ (7 Ry). Si una
onda plana empalma con esto, debe haber ondas planas por lo menos un nimero similar de
nodos por unidad de longitud disponible. La onda plana con el periodo més corto 27/ Kpnes

tiene 2/(27/ Kpay) = Kpmao/™ nodos por unidad de longitud. El corte para las ondas
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planas (K,,.;) ¥ para las funciones angulares (,,,.) es de calidad comparable si el niimero
de nodos por unidad de longitud es idéntico. Esto trae a la condicién Ry Kmar = lnax, 10
que permite determinar un buen [, para un K,,,, dado.

Un valor finito para I, significa que el empalme de cada APW en la frontera de la
esfera no serd exacto, pero es bastante bueno para trabajar con él. No es 1itil hacer /4,
més grande que la condicién R, K., pues podria conducir al comportamiento inestable
en la frontera de la esfera. Por lo tanto, los radios de muffin-tin para los diversos dtomos
no deben ser tan diferentes.

Una manera de visualizar el significado de una APW es el de pensar en una funcién
oscilante que avanza a través de la celda unitaria. Siempre que encuentre un atomo en
su trayectoria, el comportamiento oscilante simple cambia en algo més complejo dentro
de la esfera de muffin-tin de ese 4tomo. Sin embargo, los valores de la funcién dentro y
fuera de la esfera se empalman suavemente.

Utilicemos una base APW para determinar los coeficientes cf; en la expansién de la
funcién propia buscada. Resulta que para describir exactamente un estado propio 9§ (r)
con la base APW, tenemos que fijar ¢ igual al valor propio (o a la energia de la banda)
e de ese estado. Pero como esto es justamente lo que se esta intentando determinar.
Debemos forzar a iniciar con un supuesto valor para ¢ y tomar este valor como ¢.
Ahora se puede determinar las APW, y construir los elementos de matriz de traslape
(ya que las APW no son ortogonales) y la matriz hamiltoniana. Luego, se determina la
ecuacién secular, y nuestro supuesto ¢ debe ser una rafz de ella. Pero generalmente esto
no sucede, por lo tanto se tiene que intentar una segunda suposicién, debido a esta nueva
€1, las APW tienen que ser determinada otra vez, y de la misma forma todos los elementos
de la matriz con la ayuda de algoritmos de determinacién de raiz, esto contintia hasta
que se encuentra la rafz, es decir, el valor propio. Por ejemplo, encontramos €g=! y el

procedimiento total sigue empezando para €Z=2, etc.

3.2.2. Método LAPW

La dificultad con el método APW es que las funciones uj* deben ser construidas con

la energia propia € = € desconocida del estado propio buscado. Seria provechoso si
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pudieramos recuperar uj'(r’, €.) de cantidades conocidas. Eso es lo que nos permite hacer
el método de Ondas Planas Aumentadas y Linealizadas (Linearized Augmented Plane
Waves, LAPW).

El método LAPW corrige el problema de encontrar uf(r’,¢;) para una energia eg.
Para ello, se expande en series de Taylor u*(r’, ¢;) a partir de un valor calculado para

alguna energia Fy. Con esto se obtiene la siguiente expresién para la LAPW:

1. en la regién intersticial (1) se utiliza una onda plana de la forma

¢’k e = 6é(k+K)'r

2. y dentro de la esfera de muffin-tin (S,),

bre = Z [Ag;zk“mu?(r', Ey) + Bf:,’,,k+KiL?(r’> Ef‘,z)] YL,

tm

La combinacién lineal de estas dos funciones uf* y @f* constituyen la linealizacién de la

ak+K a,k-+K
y B

m m  se determinan requiriendo que la funcién

funcién radial. Los coeficientes A
atémica empalme con la onda plana en valor y pendiente en la frontera de las regiones
S, el

Las soluciones a las ecuaciones de Kohn-Sham se expanden en esta base de LAPW
de acuerdo con el método de variacién lineal Y(r) = >, Rk v los coeficientes f se
determina por el principio de variacién de Rayleigh-Ritz.

La exactitud de la base de ondas planas fue determinado por K., se puede utilizar
el mismo criterio para las bases APW o LAPW. Sin embargo, una mejor cantidad para
juzgar la exactitud es el producto entre el radio més pequefio de muffin-tin y el mayor
valor del vector de onda Kiqq, €sto es RT™ Ky, llamado pardmetro de corte. Esto se
puede entender como sigue: si se aumenta el radio mas pequefio de muffin-tin, los puntos
mds cercanos a una onda plana pueden acercarse a los movimientos de un nicleo. La parte
de la funcién de la onda que no necesita ser descrita con mds ondas planas excibird un
comportamiento més escarpado que en cualquier otro lugar de la regién intersticial (esta
lo més cercana al nicleo), se necesitan menos ondas planas para describir las partes

restantes Kn,. puede reducirse, y una buena regla es que el producto R7™ K, .. debe
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seguir siendo constante para tener exactitud comparable. La reduccién de K4, significa
la reduccién del tamaiio de las matrices, y debido a que la diagonalizacién de la matriz es
muy costosa computacionalmente, un R™" mé4s grande puede reducir considerablemente
el tiempo del cémputo. R™" no puede ser demasiado grande por otra parte, pues los
armonicos esféricos no se satisfacen para describir las funciones de la onda en la regién
lejos de los niicleos. Comparado con una base de ondas planas, la base LAPW puede ser
mucho méis pequeiia. Las escalas del tiempo del célculo (determinado principalmente por
la diagonalizacién de la matrii) va con la tercera potencia del tamaifio de la base, lo que
hace a LAPW con respecto a ondas planas sean 2 o 3 veces mas rapido. Sin embargo hay
otros aspectos que desaceleran LAPW?, tal que en el extremo es comparable en velocidad
con las ondas planas.

En su forma més general, el método LAPW expande el potencial en ambas regiones

en la forma [20]

Y i Vim (7)Y (7)  dentro de la esfera

V(r)= ‘
3ok Vie®r afuera de la esfera

(3.3)

De esta manera, al no realizarse aproximaciones de forma para el potencial, el método
recibe el nombre de Full-Potential (FP). Los coeficientes Vi,,, del desarrollo del potencial
se obtienen gracias a solucién del problema de contorno [21]. Antes no se utilizaba la
expansion (3.3), sino la aproximacién de muffin-tin que vimos en la subseccién anterior,
la cual consistia en tomar un promedio esférico para el potencial en interior de las esferas
atémicas, sin dependencia angular, y un promedio volumétrico en los intersticios. Con
esto, el procedimiento que estamos utilizando en este trabajo es llamado método de
Ondas Planas Aumentadas y Linealizadas con Potencial Total (Full-Potential Linearized

Augmented Plane Wave, FP-LAPW).

3Las bases no son ortogonales en principio



3.3. Descripciéon General del Programa Wien2k

En el presente trabajo se utiliz6 el paquete de cémputo Wien2k. 10 desarrollado en
Viena en 1990. El paquete se basa en teorias de estado sélido para hacer el andlisis de
distintas propiedades fisicas y quimicas de sélidos cristalinos [22]. Este aplica la Teorfa del
funcional densidad (DFT) con las aproximaciones GGA, las cuales han demostrado ser
unos de los mejores métodos para el célculo de estructuras electrénicas en sélidos. Toma
como funciones base el método Ondas Planas Aumentadas y Linealizadas con Potencial
Total (FP-LAPW), detallado en la seccién anterior.

El cédigo esta escrito en lenguaje Fortran 90 y se requiere un sistema operativo
UNIX (LINUX) para su ejecucién. Hay dos alternativas para llevar a cabo los programas,
mediante una terminal del sistema operativo o utilizando la interface de usuario w2web
a través de un explorador de internet. Con la ayuda de este paquete se pueden obtener
propiedades como la densidad de estados del sélido, la densidad electrénica, la estructura
de bandas de energia y en nuestro caso el pardmetro de red, entre otras. Debido a la
cantidad de comandos que es posible ejecutar s6lo se muestran los que se utilizaron en
este trabajo, es decir, los procedimientos que permiten generar el pardmetro de red del
sistema AlZr-B2.

El procedimiento que se describe a continuacion se realizé para el Al, Zr y AlZr-B2,
pero tomaremos como referencia al sistema AlZr-B2 en la estructura cibica centrada
en el cuerpo BCC. Los archivos generados al ejecutar un programa se les nombran ca-
se.extension. Para este trabajo se utilizé la interface w2web debido a que facilita su
ejecucién. Los programas utilizados se dividen en programas de inicializacion, cilculo del

campo autoconsistente y cdlculo de propiedades.

3.3.1. Programas de Inicializacion

Las siguientes secciones detallan los programas que utiliza Wien2k para preparar los
célculos de propiedades a través de la interface w2web, utilizando las ligas StructGen' ™
e initialize cale. (localizadas en el mend Ezecution ubicado en el lado izquierdo de la pan-

talla del monitor). Al finalizar cada programa se pueden analizar los resultados mediante
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la, aplicacién view_case.program.

Datos del Sélido (StructGen”™)

Para comenzar los cdlculos se requiere introducir al programa datos del sélido tales
como el nimero de dtomos diferentes en la celda unitaria, tipo de red o grupo espacial,
pardmetros de red, tipo de 4tomo y su posicién. De igual forma se debe especificar el
radio de la esfera de muffin-tin (RMT) aplicable a cada dtomo (en caso de existir varios

dtomos distintos en la celda unitaria se puede asignar un valor RMT para cada uno).

X nn

Este programa, calcula las distancias de los primeros vecinos para todos los dtomos
en la celda unitaria partiendo de los datos introducidos en el archivo AlZr.struct por
ejemplo; y verifica que las esferas de muffin-tin determinadas no se traslapen. Si esto
dltimo ocurre, el programa genera un mensaje de error. Los autores recomiendan escoger
el radio para la esfera atémica de tal forma que se reduzca el espacio entre éstas, vy
con ello el tiempo de ejecucion del ciclo Campo Auto-Consistente (Self-Consistent Field,
SCF). Al analizar la salida de este programa se puede decidir si los datos introducidos

anteriormente son los correctos.

X sgroup
El programa sgroup determina el grupo espacial y grupo puntual de los sitios no equi-
valentes para la estructura dada. Utiliza la carga nuclear Z de cada dtomo (AlZr,struct)

para distinguir entre atomos diferentes.

X symmetry

Si en el archivo AlZr.struct el ndmero de operaciones de simetria es cero el programa
symmetry genera, las operaciones de simetria del grupo puntual. En el caso de ser mayor
que cero, hace una comparacién entre las operaciones de simetria calculadas y las deter-
minadas anteriormente. Es probable que la estructura en el archivo AlZr.struct_st no sea
compatible con las operaciones de simetria del grupo espacial encontrado, con lo que el
programa, ofrece un nuevo archivo AlZr.struct_st para éste grupo. El usuario puede elegir
entre el archivo original y el creado por el programa. El programa genera la expansion

LM para los arménicos de la red y las matrices de rotacién.

58



x Istart

Este programa genera las densidades atémicas necesarias para formar una densidad
inicial para efectuar los célculos SCF. Determina la forma en la cual se deben tratar los
orbitales en los cilculos de estructura de bandas de energfa, es decir, si son estados de
core o de valencia y si son orbitales localizados o no localizados. Al inicializar el programa
se debe elegir el potencial de interaccién e intercambio que se desea aplicar y la energfa de
corte, la cual separard los estados del core y los de valencia. Los potenciales que soporta
el paquete son: LSDA (Perdew-Wang 92), GGA (Perdew et al. 92) y GGA (Perdew et
al. 96), siendo éste ltimo utlizado en este trabajo. Los autores recomiendan elegir un
potencial GGA (Perdew el al. 96) con una energfa de corte igual a —6,0Ry. El programa

genera la densidad de carga para spin a y spin 3 para futuros calculos de spin polarizado.

Archivos Generados

Dentro de los programas de inicializacién existen cuatro programas que sirven para
verificar algunos datos referentes a los calculos realizados anteriormente y hacer cambios
dentro de los archivos de salida. Para este trabajo no se efectuaron cambios debido a las

limitaciones del mismo v la complejidad del paquete.

x kgen

Este programa genera una malla o arreglo de vectores k en la Zona de Brillouin. Se
debe de introducir al programa el ntimero de puntos que debera generar el programa. En
este trabajo se eligieron diez mil vectores & dentro de la zona de Brillouin para el calculo

del AlZr-B2.

X dstart
El programa dstart calcula una densidad de carga inicial para el ciclo SCF superpo-
niendo las densidades atémicas generadas por el programa Istart . El programa utiliza
los valores de la expansién LM de los armdnicos de la red y los coeficientes de Fourier de
la densidad de carga. en la regién intersticial obtenidos en edit_AlZr.inl y edit_AlZr.in2.
En este punto, el paguete nos permite elegir si se desean hacer cdlculos con spin
polarizado. Para ello, se debe ejecutar el programa para electrones a (spin-up) y 8 (spin-

dn) tomando las densidades correspondientes del programa Istart.
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3.3.2. Calculos de Campo Autoconsistente

Al finalizar los cdlculos de inicializacién se comienza el ciclo de Campo Autoconsisten-
‘te SCF. El paquete incluye un formato donde se eligen las opciones que debe considerar
el programa para efectuar los calculos. Estas incluyen la eleccién de calculos para spin
polarizado, el criterio de convergencia para la energia y/o la carga entre otras. Las opcio-
nes mencionadas son las utilizadas en este trabajo. El criterio de convergencia utilizado
para los célculos es de 0.0001 para la energia total.

El ciclo SCF consta de los siguientes programas para un tratamiento general utilizando

el método GGA:

= LAPWO, genera el potencial debido a la densidad obtenida en dstart. Este progra-
ma calcula el potencial total como la suma del potencial de Coulomb y el potencial

de correlacién e intercambio utilizando la densidad electénica (spin) total.

» LAPWI1, calcula las bandas de valencia (valores propios y vectores propios). Este
programa prepara el Hamiltoniano y la matriz de traslape y calcula los valores y

vectores propios de éstos con el método de diagonalizacion.

» LAPW2, calcula las densidades de valencia dados los vectores propios. También
calcula la energia de Fermi v la expansién de la densidad de carga electrénica en la

ecuacién (2.143) para cada estado ocupado y vector k.

s LCORE, genera los estados del core y sus densidades para la parte esférica del
potencial generado. Calcula los valores propios de core y la contribucién del core a

las fuerzas atémicas.

» MIXER, mezcla las densidades de entrada y salida. Este programa toma la den-
sidad electrénica del core, semi-core y de los estados de valencia para generar una
densidad total y verifica la condicién de normalizacién para las densidades (No to-
dos los célculos de estructura generan los tres tipos de densidades). También calcula

la energia total y las fuerzas atémicas.
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El ciclo SCF incluye otros programas necesarios para la ejecucién de otros cdlculos que no
se detallan ya que no fueron utilizados en el trabajo. Los calculos concluyen al alcanzar

el criterio de convergencia para la energfa y/o la carga impuesto anteriormente.

Anidlisis de Datos
Para sustraer los datos méds importantes (para cada iteracién) del ciclo SCF se utiliza
el programa analyse. Este programa realiza una busqueda dentro del archivo AlZr.scf de

los valores deseados.
= :ENE, energfa total (Ry).
» :FER, energfa de Fermi.
s :MMTOT, momento magnético total (spin).
= :CHA, carga dentro de la esfera atémica (MT).

» :CUP, carga debido a electrones o en la esfera atémica.

:CDN, carga debido a electrones 3 en la esfera atémica.

3.3.3. Calculos de Propiedades

Las propiedades principales que el paquete de cémputo calcula son la densidad de
estados, cargas parciales especiales, estructura de bandas de energia, densidad electrénica,
analisis de la topologia de la densidad electrénica, espectro de rayos X, pérdidas de
energia cerca del borde de la estructura, optimizacién del volumen y minimizacién de la
geometria de la estructura, propiedades Opticas, y transformacién de Kramers-Kroning
v la generacién de la superficie de Fermi. En este trabajo se utilizé la propiedad de

optimizacién de volumen para el calculo del pardmetro de red.

Optimizacién del Volumen

Este programa genera la grafica de la energia (en rydberg, Ry) y el volumen (en ua®)
a partir de los valores propios calculados en el programa SCF. El programa se ejecuta
desde la interface w2web mediante el comando Optimize (V,c/a) del mend Ezecution y

usando z optimize introducimos la variaciones de volumen de -10, -5, 0, +5, vy +10%. Al
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ejecutar optimize.job se genera, de un existente archivo AlZr.struct (o AlZr_initial.struct,
el cual es generado en el primer llamado de optimize) una serie de archivos estructurales
con varios volumenes. Después de la ejecucién de estos script deberiamos tener una serie
de archivos de SCF con energfas correspondiente a los pardmetros modificados, la cual
deberia permitir encontrar el correspondiente pardmetro de red, el cual es el objetivo de
este trabajo.

Por ltimo, 1a figura 3.2 muestra el flujo de los programas utilizados por el paquete
Wien2k. Las lineas punteadas en el diagrama son utilizadas por el prograina para realizar

los célculos de spin polarizado.
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Capitulo 4

Resultados y Discusidon

En este capitulo presentamos los resultados y discusién de los calculos realizados para
las propiedades estructurales, en nuestro caso el pardmetro de red del Al, Zr y AlZr-B2.
Para eso, calculamos la optimizacién del volumen como funcién de la energia total y de

la minimizacién de dicha energia obtenemos sus respectivos parametro de red.

4.1. Modelo de Calculo

Los célculos se realizaron utilizando el método FP-LAPW dentro del marco de la
Teorfa del Funcional Densidad (DFT). La energfa de intercambio y correlacién de los
electrones se desarrollan en la Aproximacién del Gradiente Generalizado (GGA), en la
parametrizacién de Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE96).

Para desarrollar el método FP-LAPW se deberd optimizar los pardmetros puntos
k, RK a0 ¥ Cmax ¥ con estos valores optimizados calcularemos el parametro de red. Por
consiguiente, la eleccién de una malla de puntos & suficientemente densa es crucial para la
convergencia de los resultados, y por lo tanto, es uno de los principales objetivos cuando
se realizan pruebas de convergencia. Aqui, hay que seilalar que no existe un principio
variacional que rige la convergencia con respecto a la malla de puntos k. Esto significa
que la energia total no muestra necesariamente un comportamiento monétona cuando se
aumente la densidad de la malla de puutos k. Asimismo, RK,,.., que es el producto de

la esfera de radio atémico més pequetio RMT y el més grande vector K (Kipes) de la
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funcién de onda plana, determina el tamafio del conjunto de base (ntimero de PW), es
decir, la exactitud y la cantidad necesaria de tiempo en la computadora. Ademds, Koz
Y Lmax son llamados pardmetros de corte para la ondas planas y las funciones angulares

respectivamente.

4.2. Optimizacién de los puntos &k, RK, 0z ¥ lmaz

La optimizacién de los pardmetros puntos k, RK 4z ¥ €mas 10 hemos realizado uti-
lizando el programa Wien2k, hasta que la energia total del calculo iterativo converja a

AE = 0,0001.

Optimizaciéon del Pardmetro puntes &

Para optimizar el pardmetro puntos k& hemos considerado un valor de RK,.; fijo,
que por defecto es igual a 7, y £0, = 10. En cada iteracién ejecutamos el programa
incrementando los valores desde k = 1000 hasta k = 12000 con un intervalo de 1000;
cuyas energias calculadas se muestran en la tablas 4.1, 4.2 y 4.3. Luego, utilizando la
Hoja de cdlculo de Microsoft Office Excel e ingresando los datos de las tablas, generamos
las curvas de optimizacién para los puntos k del aluminio, zirconio y del sistema AlZr-B2,

cuyas graficas se muestran en las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 respectivamente
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Energfas

-483.617

~285.6175

-485.518

-485.3185

-485.819

-485.6185

Tabla 4.1: Valores de puntos & con sus respectivas energias para el Al

0

-483.82

~485.5205

20C0

Figura 4.1: Curva de optimizacién para el Al.

Aluminio Al

Puntos k | Energias
1000 -485.619976
2000 -485.618597
3000 -485.618073
4000 -485.618349
5000 -485.618415
6000 -485.618316
7000 -485.618307
8000 -485.618309
9000 -485.618309
10000 | -485.618309
11000 | -485.618309
12000 -485.618309

4000

GOCO

0o

Valor Optimo de puntos K para Al

10000

12300

puntos k

~~ 1000 2000 3000 £000 S000 GO0 7000 8000 8000 10000 11000 12000
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Energias

Tabla 4.2: Valores de puntos %k con sus respectivas energias para el Zr.

-7198.4165

0

-7198.217 -

-7198.4178

-7108.418

-7198.4185

-7198.419

Zirconio Zr

Puntos k| Energias
1000 -7198.417945
2000 -7198.417689
3000 -7198.417456
4000 ~7198.417988
5000 -7198.418712
6000 -7198.418645
7000 -7198.418473
8000 -7198.418460
9000 -7198.418478

10000 | -7198.418475
11000 | -7198.418476
12000 | -7198.418476

Valor Optimo de puntos K para Zr

2000 4000 5000 8000

puntos k
—iii— 1000 2000 3000 4000 5C00 6000 7000 BLOO 9000 10CC0 11000 12000

Figura 4.2: Curva de optimizacién para el Zr.

12000
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energias

Sistema AlZr-B2

Puntos k| Energias
1000 -7684.118768
2000 -7684.119971
3000 -7684.119799
4000 -7684,119875
5000 ~7684.119938
6000 -7684.119941
7000 -7684.119935
8000 -7684.119937
9000 -7684.119936
10000 -7684.119938
11000 -7684.119938
12000 ~7684.119938

Tabla 4.3: Valores de puntos k con sus respectivas energias para el AlZr-B2.

Valor Optimo de puntos K para AlZr-B2

7684118 - - - - . . . R . . R
& 2000 AQCD ek aen 10600 12000
-THRA 1185 ¢
-7084.119
~TCBE 1168 '
7684.12 L ‘ o % R % ]
-76834 1205 .
puntos k

- 1000 2000 3000 4500 5000 6000 7000 8000 8000 10000 11000 12000

Figura 4.3: Curva de optimizacién para el AlZr-B2.
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De las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se observa que a medida que incrementamos los valores

.de los puntos k, la energia va tomando el mismo valor, es decir, la energia converge. El

valor de puntos k para el cual la energia comienza a converger, es el valor 6ptimo para

calcular el pardmetro de red. La tabla 4.4 muestra los valores 6ptimos de los puntos k

Valores éptimos de puntos &k

Al 8000
Zr 9000
AlZr-B2 10000

Tabla 4.4: Valores éptimos de puntos k para el cdlculo del pardmetro de red.

Optimizacién del Pardmetro RK, .,

Asimismo, para optimizar el pardmetro RK,,.; hemos considerado fijo el punto k =

1000; hemos tomado un valor bajo para que la iteracién sea rapida, y £pne. = 10. En cada

iteracién ejecutamos el programa incrementando los valores desde RK,... = 6 hasta

RK ez = 10 con un intervalo de 0.5; cuyas energias calculadas se muestran en las tablas

4.5, 4.6 y 4.7. Luego, utilizando la Hoja de cdlculo de Microsoft Office Excel e ingresando

los datos de las tablas, generamos las curvas de optimizacién para el pardmetro de corte

RKyor del aluminio, zirconio y del sistema AlZr-B2, cuyas graficas se muestran en las

figuras 4.4, 4.5 y 4.6 respectivamente
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Energlas

Aluminijo Al
parametro RK,.. | Energias
6.0 -485.616654
6.5 -485.616123
7.0 -485.617269
7.5 -485.618345
8.0 -485.618723
8.5 -485.618931
9.0 -485.618932
9.5 -485.618935
10 -485.618938

Tabla 4.5: Valores RK,q: con sus respectivas energias para el Al

Valor Optimo de RKmax para Al

-485.6125 - . . - - -
55 8 65 7 75 8 85 9 85
<8568 - - .
2856155 -
285615 -
-485.6165
475,817
~485,6175

£e5.618

-465.6165 -

-4£5.610

w285.6195

RKmax
-g-33577588550510

Figura 4.4: Curva de optimizacién para el Al
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Energias

Zirconio Zr
pardametro RK,,.. | Energias
6.0 -7198.418342
6.5 -7198.418385
7.0 -7198.418397
7.5 -7198.418419
8.0 -7198.418437
8.5 -7198.418445
Q.O -7198.418451
9.5 -7198.418454
10 -7198.418454

Tabla 4.6: Valores RK ., con sus respectivas energias para el Zr.

Valor Optimo de RKmax para Zr

-710g.41828 .
5.5 8 6.5

w

7.5 8 85 [ 85
-7198.4:83 i - ’ -

7188.41832
718821834
718821836
7196.21898

7198.2184
7108.018¢2

<7198.41844

7198 41846

-7188.41828

RKmax
=5 6577588520510

Figura 4.5: Curva de optimizacién para el Zr.



Energlas

-7684. 1182 .

-7684, 1188

-7684.1192
-7e84.1184 - -
-7684.119¢

-7584,1198

-7684.1202

Sistema AlZr-B2
parametro RK,,, | Energias
6.0 + | -7684.118831
6.5 -7684.118924
7.0 -7684.119549
7.5 -7684.119854
8.0 -7684.119876
8.5 -7684.119903
9.0 -7684.119919
9.5 -7684.119924
10 -7684.119924

Tabla 4.7: Valores RK,,4; con sus respectivas energias para el AlZr-B2.

Valor Optimo de RKmax para AlZr-B2

58 [ G5 7 75 B 8.5 9 9.5

-7684.1182 -

-7084,1186 -

-768£4.119 -

ic

-7624.12

RKmax
~|-66577.588500.510

Figura 4.6: Curva de optimizacién para el AlZr-B2.
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De las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 se observa que a medida que incrementamos los valores
del pardmetro RK 4, la energia va tomando el mismo valor, es decir, la energia converge.
El valor de RK ., para el cual la energia comienza a converger, es el valor éptimo para
calcular el pardmetro de red. La tabla 4.8 muestra los valores 6ptimos del pardmetro

RBKor

Valores Optimos de RK e,

Al 8.5
Zr 8.0
AlZr-B2 10

Tabla 4.8: Valores éptimos de RK 05 para el célculo del pardmetro de red.

De la misma forma que los anteriores se hace para el pardmetro £,,,,, tomando los

valores éptimos igual a 10 para todo los casos.

4.3. Caélculo del Pardmetro de Red

Una vez obtenidos los valores 6ptimos de puntos &k, RK e y lmaz, iniciaremos el
célculo para la obtencién del parametro de red. Para comenzar se requiere introducir
al programa StructGen datos del sélido tales como el nimero de atomos diferentes en
la celda unitaria, tipo de estructura, pardmetros de red, tipo de 4tomo y su posicién.
De igﬁal forma, se debe especificar el radio de la esfera de muffin-tin (RMT). Como el
parametro de red es desconocido para nosotros, emepezaremos dandole un cierto valor
inicial a = b = ¢ = 6,0 en unidades atémicas de Bohr (ua), debido a que se esta trabajando
sobre un sistema ciibico con red primitiva. El AlZr-B2 es llamado de tipo B2 de acuerdo
a Strukturbericht, el sistema del cristal es cldbico como se muestra en figura 4.7. Las
posiciones de los dtomos fueron: el Zr en (0,0,0) y Al en (0.5,0.5,0.5), y su radio de
muffin-tin fueron 2.0 y 2.0, respectivamente.

Luego, iniciando el célculo 4nitialize calc. se ejecutan varios pasos de manera au-

tomadtica. Al finalizar estos cdlculos, se comienza el ciclo de autoconsistencia SCF. En
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Figura 4.7: Celda unidad del AlZr-B2 en la estructura BCC.

este trabajo usaremos a la energia como criterio de convergencia introduciendo el valor
de 0,0001Ry. Luego, ejecutamos start SCF cycle para comenzar el ciclo.

Una vez que el ciclo SCF haya finalizado, debemos calcular una gréfica energia versus
volumen. Para eso, el programa se ejecuta mediante el comando Optimize (V,c/e) del
mend FEzecution y usando z opfimize introducimos las variaciones de volumen de -10,
-5, 0, +5, y +10%. Al inicio introducimos un pardmetro de red inicial de prueba a = 6,0
obteniendo su respectivo volumen y energia, pero como se esta disminuyendo (-10 y -
5) y aumentando (+5y +10%) el volumen, el programa genera una serie de volumenes
modificados con sus correspondientes energias. Finalmente, con estos valores el programa
genera la grafica energia vs. volumen. Si la gréfica no se asemeja a una parabola entonces
se debe modificar (aumentar o disminuir) los porcentajes en los volimenes y asi, obtener
las gréficas que se muestran en las figuras 4.8, 4.9 y 4.10 para el Al, Zr y AlZr-B2,

respectivamente.
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Pigura 4.8: Curva energia vs. volumen para el Al
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Figura 4.9: Curva energfa vs. volumen para el Zr.



Sessiom [AZr]

/rOoVWIEN2ZK/AIZY
falzr
-, 14,8508 T T
768 ! ! j mn*nag!'mn: va,nlw'a},m‘,m +
26,2372 98,9827 4,0564 =7684,121633

~7684,06688 | 4
StruetGen
Initialtze cate. ~7884,9700 | R
un S5CF
ingl 8
single prog o X 5 ]

optimize {V, oo}

minl. positions
~7884,0988 | /7 b

~7684.1889 | / b

~7584,1168 \‘\ / 7

~7684,1200 -

commandg line

Energy (Ryl

frozen phonons

7884, 1380 N . " " A . "
228 48 260 289 800 528 948 866
Volune [a,u.”3)

Figura 4.10: Curva energia vs. volumen para el AlZr-B2.

En las figuras 4.8, 4.9 y 4.10 se muestran las curvas de la energia-volumen, para el
caso del Al, Zr y AlZr-B2, respectivamente. Los puntos representan la energfa calculada
usando el método FP-LAPW. Ademss, se puede notar que la energia total presenta un
minimo como funcién del volumen y apartir de éste minimo se calcula el pardmetro de
red. En la siguiente tabla mostramos los resultados del pardmetro de red obtenidos en

este trabajo

Parametro de red
Al 6.1119 va | 3.2343 A
Zr 6.7523 ua | 3.5731 A
AlZr-B2 | 6.4013 ua | 3.3874 A

Tabla 4.9: Pardmetro de red para el Al, Zr y AlZr-B2.
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Capitulo 5

Conclusiones

1. En el desarrollo de este trabajo se hubo que optimizar los parémetros k, RK, .00
Y fmaz, Para el uso del método FP-LAPW. Por ejemplo para los puntos k&, se
6ptimizé mediante la grifica de la energia total versus puntos k¥ como se muestran
en las figuras 4.1, 4.2 y 4.3. Ademas, se escogié aquel ndmero de puntos & que
mantuvieran la energia constante dentro de una tolerancia de 0.0001 Ry. De la

misma forma, se realizé con el pardmetro de corte REKpmar ¥V fmas-

2. Mediante célculos de primeros principios basados en la teoria del funcional densi-
dad, utilizando el método FP-LAPW implementada en Wien2k, y GGA para descri-
bir los efectos de correlacién e intercambio, hemos calculado propiedades energéti-
cas y estructurales del sistema AlZr-B2 en la estructura BCC. Luego, utilizando la
grafica de energia en funcion del volumen, generada por el programa Wien2k, se

determiné una caracteristica estructural importante como es el pardmetro de red.

3. Siendo el presente trabajo una investigacién bésica, s6lo se ha calculado el pardme-
tro de red del sistema ALZr-B2, Sin embargo, este trabajo permite dar los inicios
para hacer un desarrollo més amplio de este sistema. Por ejemplo, podriamos obte-
ner propiedades como la densidad de estados, la densidad electrénica, la estructura
de bandas de energia, y el espectro de rayos X, entre otras. De ése modo, por cons-
tituir una investigacién de corto tiempo, sélo se han dado las bases para futuras

investigaciones.
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