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RESUMEN

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES LOCALES PARA LA ECUACION

TIPO IGRCHHOFF - CARRIER

PEDRO MIGUEL AYASTA CORNEJO

Septiembre - 2015

Asesor: Mg. Dionisio Orlando Moreno Vega

Titulo Obtenido: Licenciado en Matemética

En el presente trabajo estudiamos la existencia y micidad de soluciones locales, del

problema (1).

32 2 a 2
a7u(x,r)�024M<l|Vu(x,r)u, 31 um) )Au(x.r) =/(xx) en Q =9x]o,T[

u(x,t)= 0 sobre Z=rx]o,T[(1)

u(x,0) = u, (Jr) ; -(a_£(x, 0) = u,(x) en Q

D(mde(x,1)eQ. Tal quen denota un abierta limimdo de R", n2 1, con frontera 60 = F

suave. Pam cada n}401meroreal }401joy para un T 2 0 arbitraria, Q denota el cilindro

Q =Qx ]0,T[con }401'onteralatzral Z =Fx]0,T[.

Sea A el operador Laplaciano de}401nidopor la tema {V,H,((,))} , donde V y H son

espacios de Hilbert, la inmersiéu de V en H es densa y compacta,M(s,r) es una }401mcién

real derivable en las dos variables y no negativa.

Palabras Claves: Método dc Faedo Galerkin, Inmersiones dc Sobolev, Teorema del punto

}401jode. Banach.
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ABSTRACT

LOCAL EXISTENCE AND UNIQUENESS OF SOLUTIONS FOR TYPE

EQUATION KIRCHHOFF - CARRIER

PEDRO MIGUEL AYASTA CORNEJO

Septiembre - 2015

Adviser". Mg Dionisio Orlando Moreno Vega

Ti}402eobtained: Liceneiated ir}402vlafhematic

In this paper we study the existence and uniqueness of local solutions of the problem (1)

31 V �0303 1 �024 �024Q o T-aT"(xJ)"M(Il 1I(X,l)II , 3, u(X.l) )A"(I.1) - f(X.1) 811 Q - X] . [

u(x,t) = 0 sobre Z: Fx]0,T[ (1)

u<x,o)=ur.<x> ; %(x,o)=u.<x) en 0

Where (x,t)eQ.such thatn denotes an open limited oflk", n21. and6§2=1"with so}401

border. For each real number }401xedto an arbitrary T 2 0. Q is denoted for Q = Qx]0,T[

cylinder with lateral borderz = Fx ]0, T[ .

Let A be the operator Laplaeiano de}401nedby the triad {V, H,((,))} , Where A and Bare

Hilbert spaces, immersion in dense and compact, andM (3, r) is a real differentiable }401mction

in two variables and not negative.

Key Words:

Faedo Galerkin method, the Sobolev spaces Immersion. Brower }401xed-pointtheorem.
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PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1 Identi}401caciéndel problema

El modelo matemético miginal que describe las peque}401asv}402rracionestmnsversales de una

cuerda es:

a�031.u Eh L au 2 35:

"�03557�034�035+§zL7;: �030�035"�030a:2'= 1�031
Doude0 sxsL y t >0,u(x,t)es cl desplanmiento lateral en el eje x en el tiempo t,E

el modulo de Young 0 médulo dc elasticidad longitudinal,a es la densidad de la masa de la

cuerda, h es el {area de la seccién transversal, p es la tcusién axial yfcs la fuerza cxtenm

El cual indujo a un modelo matemético més general de}401nidode la siguiente manera.

Sea Qun abierto de R", n 21 can }401omeraregulan�030;Qel cilindro Qx[0,T], 0< T < co

con frontera lateral Z: ]�034x]0,T[.La ecuacién diferencial parcial nolineal

62

E2�024u(x,l)+(p(x)+j'|Vu(x,z)|�031dx](�024Au(x,:))=f(x,t) en Q

Q

u(x,t) = 0 sobre 2 (P)

au
u(x,0)= u,,(x) ; E(x,0) = u1(x) en (1

Que es un modelo generalizada de la ecuacibn de Kirchho}401estudiado en [17], planteada

para estudiar las vibraciones de peque}402aamplitud, de una cuerda }401jaen sus extremos y

cuando -la �030dependenciade la iensién pno puededejarse de lado en el modelo (P). Asimismo

el problema mixto.

7



2

�024§t�024;u(x,1)+(p(x)+�034u(x,t)|2dx](�024Au(x,r))=f(x,t) en Q

Q

u(x,t) = 0 sobre 2 (Q)

u<x,o)=u.,<x) ; %(x,o) =u,<x) en 9

Es una generalizacién de un problema estudiado por Carrier en [25].eon los mismos

argumemos dados en problema (P) por Kirchhoff.

Om: manera general de tratar uui}401cadamentelos sis1emas (P) y (Q), ha sido considerar cl

siguiente modelo abstracto.

Sea Ael operador de}401nidopor la tema {H; V; ((;))}, donde H y V son espacios de Hilbert,

la inmersién de V en H es dernsaycompacta

2

-§Fu(x,t) +M(lA�035u(I,t){1�030,!A�0315u(x,t)F);4�031u(x,t):f(x,I)en Q-_�024Dx}0,T[

u(x,t)=0 sobre Z=rx]o,11 (R)

an
u(x,o)=u.,(x) ; 5(x,o)=u«x> en :2

Donde M(s, r)es una funcibn real derivable en las dos variables y no negativa, se demuestra

la existencia y unicidad de la solucién local para a , un n}401meroreal positivo; }402y7 ,

ninneros reales no negativos. Debo indicar que este tema fue investigado por E1 Dr. Ra}401l

lzaguirre Magui}402a,UNMSM, que fue publicado por una revista denominada Pesquimat en

el a}401o2009.

Una forma particular es tratar con las siguientes condiciones especi}401caspara A=-�024A,

I

A2 = V, a =�024:-,/3: 0 yy=l, con datos iniciales en Espacios de Sobolev, Iuego el sistema

(R) se representa mediante el siguiente modelo
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2 1

§7u(x,:)�024M([|Vu(x,:)||�035,n�024:�024lu(x,t)H)Au(x,t)= f(x, 1) en Q =Qx]0,T[

u(x,t)=0 sobre Z=F><]0,T[(1)

ucx,o) =uu.(x) ; %(x,o) = am an :2

D6nde(x,1) e Q. Tal quen denota un abierto limitado de R", n 21, con frontera 69 = F »

suave. Para cada n}401meroreal }401joy para un T 2 O arbitrario, Q denota el cilindro

Q=Qx]0,T[con frontera lateral Z =l�030x]0,r[.Sea A el operador Laplaciano de}401nidopor

la tema {V,H,((,))}, donde V y H son espacios de Hilbert, la inmersién de V en H es

densa y compacta,M(s,r) es una limcién real derivable en las dos variables y no negativa.

1.2 Formulacién del problema

Buscaremos respuesta a través de nuestra Investigacién, alas siguientes interrogantes:

LE1 problema (1) es un modelo abstracto que abarca diferentes modelos?

'gExisti1:«i algtma sblucién delpmblema (1)?

{,1-labré para el probla (1) solucibn (mica?

;,Qué aplicaciones tendra el problema (1)?

1.3 Objetivos de la investigacién

1.3.1 Objetivo General:

Este trabajo de tesis tiene como objetivo general dar una demostracién detallada de la

existencia y unicidad de la solucién del problema (1) cuya ecuacién es un modelo de

ecuaciones en derivadas parciales de tipo hiperbélico no lineal.

1.3.2 Objetivos Especi}401cos:

I-Iallar la solucibn de la ecuacién abstracta de la onda, via la dcscomposicién espectml del

operador Ay el método de Faedo - Galerkin.
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Ilnstrar mediante ejemplos ooncretos la aplicaciévn de los resultados sobre la ecuacién

abstracta de onda: en el caso Imidimensional, las vibmcioncs de una cuerda; en el caso

bidimensional, las vibraciones de una membrana.

Proponer otros modelos }401sicosde aplicacién inmediata.

1.4 Justi}401cacién.

El presente proyecto se encuenua inmerso en un nivel de Investigacién bésica tanto en la

pane teéxica como en la pr}401ctica.

El sector que se veré bene}401ciadocon los resultados dc esta investigacién son los estudiantm

de Ciencias e lngenieria Eléclrica y Eleclrénica y profesionales a}401nes.

En este tmbajo investig.aros la ecuacién abstmcta de la onda y sus aplicaciones a

diferentes areas, como la Fisica, Ciencias, e Ingenierias, por.-lo que es de gran impoxtancia e1

trabajo en lo que corresponde al desarrollo de las Ecuaciones en Dezivadas Parciales dc

evolucién de Segundo orden.

. 10



MARCO TEORICO

2.1. Preliminares

En este capitulo presentaremos algtmos conceptos y resultados bésicos que scrim utilizados

posterionneme en los capitulos siguientes, sus demostmciones seran omitidas porque se

tratan de resultados ya conocidas. Solo se citamn las referencias donde serén encontrados

con sus respectivas demostraciones.

2.1.1 Notaciones

- |a|= a, +a2 +...+a,_pam

a=(a,,a2,...,an)e]R",neIR

}-1|

D"u = ,a= (a,,a,,...,zz,,),a, 6 IR

0 Si f:QcJR" �024,>Rcs el gmdiente dc fsem denotado por Vfy

de}401nidocomo un vector dcR" dado por:

Vf =<3�031�024,1,...,�024°£)
3*; an ax.

- El Laplaciano de una funcién f esté de}401nidocomo:

n 32/�030

= V.V = �024Af f g, 3;,

- Sean u y v e L2(Q), entonces cl producto intemo entreu y v esté de}401nidopor:

V (u, v; = fn«<x>v<x><:x

Y la norma deu enL�031(Q)yue H�030(§2)csdado por:

1

nun = <I,,Iu<x>I�031eso�031

11



m 6" 2 g M 6" 2 g
V = ... dx =u an ;L,|axl (x)|

- E1 divergente deun campoF:QcIR" �024+[Ry de}401nidodc-la siguiente manera:

�035'6F.
divF = V.F = 2�024'

i=1 ax,�030

SiendoF_. la: -esima componente deF.

2.1.2. Identidades Usuales

Seanf yg dos funciones escalares de clase C'(Q) , Q c: IR" siendo c una constante real,F y

G dos campos vectorialcs dc c1ascC�030(Q) entonces las siguientes identidadcs son vélidast

L V(f+g)= Vf+Vg

II. V(ct) = cVf

UL Vfg = /Vg +gVf

IV. v.(1=+ G) =V.F+V.G

V. V,(}4027)= fV.F+F.Vf

2.1.3 Espacios L�035(9)

En este trabajo las integmles dc }401mcionesmedibles de}401nidassobre la regién abierta nson

realizadas en el sentido de Lebesgue.

El Espacio Eué}401dianovde dimensién n es e1 conjunto R�035formaiio por todas ias n - uplas

ordenadasx=(x,,x,,...,x,,)dondex; eRVi = 1,2,.._,n

Definicién 11.1 Sea p e R con 1 5 p < no y 9 e R" medible, denotaremos con L"(Q) al

conjunto de. todas las }401mcionesmediblesu : Q �024+Rial que[u(x)[�031esintegral en el sentido de

Lebesgue, es decir

�034 I2



me) = {u ; :2 �024»IR/u es med}402vley In|u(x)|' dx < co}

Con las operaciones usualcs dc suma dc }401mcionesy producto de m mimero real por una

funcién Il�031(Q)sc toma un R - espacio vectoxial y la aplicacién }402}402yde}401nidapor:

1

Run}, = [Llu(t)'P dz]? ,1: a ma)

Es una scminorma en f�035(Q).

Observacién 11.1 Se dice que :1 = vcasi siempre (c.s) enn sf y solo si 3M <_:Qta1 que

u(x)=v(x) Vx en/Mymed(M) =0

Para obtener una norma se de}401neuna rclacion de equivalencia en 1" (Q)mediante

uavsiy solo siu=vc.s en 9

Denotamos pot L�035(Q)alespacio cociente

Mo) = = {[u] : 14 el"(Q)} .

E1 cual es un espacio de Banach con la norma

|M|�031,= [jg]/(:)|' «III; ;u e mo)

Cuando p = 2 . tenemos L�031(Q)esun espacio de Hilbert, con el producto interno

(u,v) = Lu(x)v(x)dx ; u,v 6 13(9) �030

Su norma inducida sera denotada por

13



l .

�034uni= [L|f(t)|pdt:F ; u :5 Km)

Si P = as y Qg R" med}402aleentonces denotaxemos con L"" (0) al conjunto de todas las

funciones medibles de}401nidasen n esencialmente acotadas enn es decir

L°°(Q)={u:Q�024>lR/esmedible y 3C>0 tal qucl1l(x)'SC as an 9}

De}401niciénIL2 De}401njmosel supremo mencial como

supxm ess|u(x)| = inf {C > 0;|u(x)| SC cs en Q}

Con Ias operaciones usuales de suma dc }401mcionesy producto de un n}401memreal por una

}401mciénL�035(9) se toma un espacio vectorial y

nun�035= sup}402ness|u(x)|;u e L�035(Q)

De}401neuna norma

Demostracién. Ver Medeiros y Milla [5]

Proposicién II.l (Desigualdad de Cauchy �024Schwarz para funciones en L�030((2))

S u : 9 �024->Ry v :9 �024>Rdos funciones cuadrado integrables, entonces:

l(uw)l 5 MM

Demostmcién. Ver Brczis [4]

Proposicién H.2 (Desigualdad de Young)

Seaa20,b2 0 y 1<p,q<aooonl+l = lentoncesab slap +�0241�024b"

P �030I P �030I

Demostracién. Ver L.A. Medeiros y E.A de Mello [5]

14



Proposicién 11.3 (Desigualdad dc H}401lder)

Sean ueL"(Q)y veL"(Q)con1spsco y 1+-1�024=l(q=1si,,=my q=oo si p=oo ).
P �030I

Entonces uv e L�030((2)y

jnluvkx S }402�034�034L'(D)H"�034um)'

Demos1Iaci(m. Ver L.A. Medeiros y E.A de Mello [5]

Sean V,W dos espacios de Banach conV g Wcomo subespacio vectorial (ambos oon norma

probablemente diferentes), djremos queVesté inmerso continuamente en Wy dcnotaremos

porV g W sf y solo si3C> Otal quelmw > ;Vu e V.

Proposicién 11.4 Sea 9 Q IR�035abierto y acotado 1 s p s no . Entoncasl sp s a:

q 11 ' ' �030e71IJ)
L (mg L (my}402ull,s}401ul,(med(n» "

Demostmcién. Ver Adams [1]

Proposicién IL5 Sean Q R�035abierta y acotadol sp 5 00- . Entonces L�031(Q) g Ill�035((1) .

Teorema II.2: (Teorema dc Representacién de Riesz para LP(Q) )

Sean1<p<ao , goe(L"(_Q))'_y�0241-+�024L_=1. Entonces existe una (mica u e L�035'(Q)tal.que

P P

(W) = jQu<x)v<x)dx,vv eL'(n)yIunm, =u¢4|m,,,,.

Demostracién. Ver Adams [1]

15



Teorema 11.3 (Teorema de Representacién de Riesz para L�030(Q))

Sea T e [B(Q)] a entonces existe v e L�030�030�031(!))tal que para todo u e L�030(Q)

T<u)= j(;u(x)v(x)dxy|tu|L_ =11r|1(L.(,,,,.

Asi (L' (Q))' E L"(Q).

Ver Adams [1]

Sea v e L�030(0,T)decimos que s e[0,T] en un plmto dc Lebesgue para v , si h >0 tal que

[s-h,s+h]g ]0,T[ entonces:

Proposicién II.6 Si v e l.' (0,T)entonces casi todos los puntos s de [0,T] son puntos de

Lebesgue para v.

Demostracién. Ver L.A. Medeiros y E.A de Mello [6]

De}401nicién11.4 SeaT e D'(Q) ya -5 R". La derivada de orden a der denotado por D�034T

y su distlibucién esté de}401nidapor:

(D"T,¢) = (�0241)"(T,D"¢),Pam todmp 6 0(9)

Asi mismo si T e D'(Q) entonces D"T e D'(Q) para todoa e N"c0n esta de}401niciénse tiene

u e C�030(Q) tonces D"7j, = TD,"para t0d0__]a(| 5 k, donde D"u indica la derivada clésica deu.

De}401niciénII.5 Decimos que1:, �024>u casi siempre ena si 24,: (t) -�024>u(t)paracasi todo I 6 Q

Teorema 11.4 (Teorema de la Convergeneia Dominada de Lebesgue)

16



Sea (u,, ),,E,, una sucsién de }401mcionesintegrablcs en un abierto Dc IR" , que converge casi

siempre a la }401mciénu . Si existe una funcién 11,, tal que lukl 5 no casi siempre para todo

k e IR entonces u es integrable y se tiene:

Ln = :z::,Luk

Demostmcién Ver H. Brs [4]

2.1.4 Distribuciones

SeaQg]R"un conjunto abierto y u:Q�024>1R,una }401mciénescalar, el soporte de. :1 es la

clausura den del conjunto y lo denotamos por.

sop(u) = {x e 52/ u(x) at 0} _

Obscrvacién II.2 El soporte deu es el menor conjunto cermdo den fuera del cualu =Oen

el siguiente sentido

1. sop(u) es cerrado en 0 y u = 0 enQ\sop(u)

11. Si W es un conjunto cenadonyu = 0enQ\ Wentoucm elsop(u) g W

PorC;�031(Q)se denotam el espacio vectorial de todas las funciones con soporte compaoto den

que posean derivadas continuas de todos los érdencs en 9.

2.1.5 Nocién dc Convergencia en C;°(n)

Defmicién [L6 Sea (¢, ),EN una sncesién de Cg�034(Q)y g) e C:(Q) decimos que (at �024>(asi:

I. EIK CQ, Koompacto, tal queSop:p,, <: K,para t0d0K 5 R;

H. Para cada (1 e IR",D�034¢,,(x)�024+D�030¢(x)unifonnemente en xe D.

De}401nicién11.7 El espacio vectoxial C3�031(:2) con la nocién de convergencia de}401nida

anteriormente es denotada por D(Q) y es llamado }401mciénde prueba.

17



De}401niciénIL8 Una distribucién sobre 9 es un funcional lineal de}401nidoen D(Q) y

continua en relacién a la nocién de convergencia de}401nidaen D(Q) . El conjunto de todas las

distribuciones sobrenes denotado porD'(Q) :

D'(Q)={T:D(Q)�024�024)lR/Teslinealycontinua}

El conjuntoD�031(Q)es un espacio vectorial sobrex.

81'Te D�024'{-.Q)y.¢peD(Q)dcnatarc1nns�024por(T, ¢)al walar dcTaplicadn-al elemento4.,

2.1.6 Nociéu de Convergencia en D'(n)

De}401niciénIL6 Diremos queT, �024>T en D'(Q) sl �024->(T,¢) , para toda (0 e D(Q).

2.1.7 Los Espacios L�031

En este trabajo las integmles dc }401mcionesmedibles de}401nidassobre la regién abierta 9 son

realizadas en el sentido dc Lebesgue.

De}401nicién1.6 Sea }402unconjuntomxmerablcylé pseo. indicamos purl.�031(9)211 conjunta

de las funciones numerables f :Q�024-)IRtalque Mp < uodonde:

L
Hf�035,= [L[_f(tj�031dI1Psi lSp<uo

Y

||f|L = Su�030_zness|f(t)|=inf{C e R*/ med{z e :2 / |f(t)| >c} = 0}

=inf{C; |f]sC; c5}c.s=casisiempre

Observacién Los espacios L�031(Q), 15 ps no, son espacios de Banach, siendo L�031(!.'2)1m

' mpacic de Hilbert con su producto lntemo usual de integral.
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2.1.8 Espacios Liam)

De}401nicién1.7 Sea}402unabierto de]R"y1 Sp saodcnotamos por LfM(Q) al conjunto

de las funciones medibles f : Q�024�024�024>IRtales que f,,�030e L'(Q), para todoK compacto de}402

,XK es la funcién caracteristica deK.

Observaciénz LL,,(-Q) es llamado el espacio de las funciones localmente integmles.

Parau e 1q�030m(Q,)camsidel'mmscl1i111cimIalT=7j,:D(Q)�024-�024�024.->K'de}401nidopm".

< T,¢ >=<n,¢>= J'u(x)¢(x)dx.

2.1.9 El Espacio de las Distribuciones

Se denomina Distribuciones sobrena toda fonna 1inealT sobre D(Q), continua en el

sentido de la oonvergencia de}401nidaen D(Q) , es decir una Disttibucién es una aplicacién

T 2 D(Q) �024>R

r/2 H 'T(</2)

tal que:

11 T(tz,¢. +02%) = rz.T(¢.)+azT(w.);Va..az 6 R yV¢.,aa e D(D)

ii. T es continua, esto es si (¢pt),ER gD(Q) converge para ¢ cu D(Q) entonces

C1"(«17, Dan converge para (T((17)) em -

Consideramos el espacio vectorial de todas las Distribuciones sobrenen este espacio, una

sucesién ('1",),,ER converge para T y denotaremos por T, �024>Tsi y solo si la sucesién

(T:(�030P))/(anconverge para crwnenlny para todo¢enD(o).

El espacio de las Distribuciones sobrea, oon esta nocién dc convergencia sera deuotado por

D'(Q) .
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Sailg ]R"un conjunto abicrto y u e L�030,�030(Q)de}401nimosla aplicacién

7; : D(Q) �024> R

rp -�024> cr.,¢) = L,u(x)¢(x)dr

El valor de las Distribucionesr en¢se representa también por(T,¢) dualidad entne D'(Q) si

y solo si m lineal, continua e inyectiva en dicha recurrencia es com}401nidenti}401caruna

Distnbucién T_ con la }401mciénu e 1},�034. En ese sentido se tiene que 1},�034c D'(Q) , como

L�035(f2)<:L�030,�034(n)!enemosque toda }401mciéndeL�035({2)de}401neuna sobre nesta y

toda }401mciénde L�035(}402)puedeser vista como una Distn'buci61L

Obscrvacién H.3L',_~es llamado el espacio de las funciones localmente integmles. Para

u e L�030,_m(Qwonsideremos el funciona! T = 7; : [)(Q) -) IR de}401nidopor:

<T,«p)=<T.,«:)= ju(x)¢<x)dx.

Observacién HA El valordeia i)is1a1'buciénT~en ~¢. serepresentatambiénpm'{T,¢)

(Dualidad entre D'(}402)y D(Q)).

Lema 11.5 (Du Bois Reymond)

Sean 6 I.�030Lx(n)talqueJu(x)¢(x)dx = Opara todo¢e D'(Q)emonces u(x) = 0c.s en n

Demoslracién. Ver Rivera [9]

Observamos que la aplicacién

L;,(n) �024>um) �030
u I�024) 7],

es lineal, continua e inyectiva ( Lema H.5 ) en dicha recurrencia es oomim identi}401cartma

distxibucién Ijlcon la funciénu eL,'_m . En ese sentido se tiene queL,�030Mc D'(Q).
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Como L�031(9) c L�030,_�034_tenctnosque toda funcién de L" (Q)de}401neuna disuibucién sobre Q mta

y toda funcién dc L�031(Q)puede ser vista como una disuibucién.

Observacién H.5 Las Dislribuciones T, de}401nidaspor las flmciones u eL�030,�034(Q)son

univocamente de}401nidaspor esta razén se identi}401caucon las }401mcionescon la Distribucién

7; Iuego L�030,m(Q); D'(Q).

2.1.10 Derivada Distributional

SeaT e D'(Q) y a = (zz,,¢z2,...,a,,)un multi-indice se denolam como la derivada de orden 11

de T si la Dismbucibn D"Tde}401nidapor

(D"T,¢) = (�0241)"(T,D" w); V¢eD(Q)

Esto nos indica que cada Distribucibnrsobrentiene derivada de todos los érdenes. Asilas

funciones dc L�030,m(Q)poseen derivadas de todos los érdenes en el sentido de las

Disuibuciones.

Asi mismo si T e D�031(!))entonces�030D"TeD'(D) para todo a EIN�035con esta de}401niciénse

tiene ueC�030(Q)emanoes D�0341j,=TD,," para todolajs k, donde D"u indica la derivada

clésica de 14.

2.1.1 1 Resultados Baisicos

En este caso reuniremos algtmos resultados basicos necesarios para obtener la existencia y

unicidad de soluciones para nuestros propésitos.

De}401nicién2:10 Dedmos queu, �024>uca5i�034siempre-ea!) siuk(t)�024>«(#)paIacasi todo

I e 9 .
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Teorema 1.2 (Teorema de Lebesgue) Sea (u,),,�254,Nuna sucesién dc }401mciones

integmbles en un abieno QC R", que converge casi siempre a la }401mciénu. Si existe una

funcién uo tal que] :4, l s uo casi siempre par todo k e N entonces u es integrable y se tiene:

If! u = -[Q uk

2.1.12 Distribueiones Veetorialcs.

Sea V un espacio de Banach. Se denomina Distribucién Vectorial soi)rei0,T] con valores en

V , a toda aplicacién lineal y continua sobre D(0,T) .

Dada una Distribucién T su valor en .7, se representa por (T,¢) . Al espacio de las

Distribuciones Vectoriales sobre [0, T] , denotaremos porD'(0, T, V).

Seaue L�035(0,'I�030,V);lS psao de}401nimos

7; :D(o,n ~>v/(mu) = fu<t)¢(och

Observacién 11.7

Se veri}401caque 7; es una Disiribucién y estén de}401nidaspor funciones u e L�035(0,T,V),

qr e D(0,T) Luego at 6 L�030(0,T,V).7;Eslineal y continua en D(0,T) 7; Esta univocamente

determinado por u .

Lema IL2 SeaVun espacio de Banach,siug5L�030(0,'l',V)yLTu(t)q)(t)dt =0para todo ¢a1

D(0,T) e11wncesu(t) = 0c.s en ]o,T[.

Demostracién. Ver E. Zeidler [3].
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2.1.13 Derivacién en D'(0,T,V)

Dada una Distribucién vecto}401alu de}401nimossu derivada en el sentido de las Dismbnciones

Vectoriales denotado poru'6%: como

= �024<u,�030;�024"�031>.v¢eD(o,T)

En general la derivada de orden n se de}401necomo

dn dn '

<d%,a>> = (1�024)"<u,d,�024f�031>.v¢eD(o,n

En particular todo elementou e L�031(0,T,V)posee derivada de todos los érdenes en el sentido

de las Distribuciones Vectoxiales sobre ]0,T[ .

SeaV1m espacio de Banach, representaremos conC([0,T],V). El espacio de las }401mciones

quesonconti=nz'1as{9,T}en V .

Sean V y H dos espacio de Hilbert reales con sus respectivas estructmas de Hilbert

(V,(.,.),.,}402�034,,)y(H,(.,.),,,||||�035)sesupone que VgHcon inxnersién compacta y continua

denso enH(7H u" = H) .

Lema IL3 (Telnan) Sea X un espacio dc Banach con X�030, sean u,g dos funciones

pertenecientes aB(0,T,X). Entonces son equivalentcs

1. uescsigualalaprimitiva dc g, esdecir Eige Xtal que

,,(x) = 5 + g(s)ds, c.s I e [OJ]

2. Pan todo¢2e D(0,T) se tiene
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T T

50 u(s)¢'(s)ds= J, g(s)¢(s)ds

3. Para todo 7; e X '

d

Et�030(�031L�0301(t))x'xx= ('7, g(t))X�031xX

En el sentido Distribucional sobre ]0,T[_

Demostracién. Ver R. Temam [25]

. Luna VIL4 Sean '1/J1�024y:V'£spacias:d:e Hilheztmdafspacie -y-densa�034/z_:H_c_ V�030

), V�031dual de. V. Si ueL�031(0,T,V)yu'eL�031(0,T,V')entonces ue([0,T];H) y tenemos la

siguiente igualdad

:1 2 _ 2 ,
�030;l'�034"(t)}402,,~ (ll(t).11(t)):/-xv

En el sentido de las Distribuciones Vectoriales sobre [0, T]

Demostracién. Ver R. Teman [25]

2.1.14 Espacios dc Sobolev

Los principales resultados de esta seccién podt}401nser vistas en las referencias Adams [I],

Brezis [4], Kesevan [5], Medeims [6], [7] y Rivera [9].

De}401niciénIL10 Seanm e ]Ry1_<. psoo denotamos porW""" ((1)231 conjunto de todas las

funciones u dc L�031(Q) tal que para todo Sm,D"ueL�035(Q), siendo D"u la derivada

distribucional de u . El conjunto W'''�030�031'(O) es llamado el espacio de Sobolev de orden in

relative al espacioL�031(Q) .

W""�035(Q) = {u e L�035;D"ue LP(Q),[a4 s m}
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2.1.15 Norma en W�035((2)

Para cadall 6 Wm�035(Q)y sea la expresién

�030 1
�024 P

}402u}401m=( D�035" )I' {Z (D"u)(x)"dx] ,lSp<oo., gn}402"Hm WLI I

Mm = �030§"HD"�034}402L.m,»P = 00

De}401netma norma sobre W�035(D).

Observacién [L8

1. (W�031""(Q),HM)es un espacio de Banach.

2. Cuandop = 2, cl espacio de Sobolev W'"�0312(Q) se conviene en un espacio de Hilben

con producto interno denotado por:

(u,v) = P§n(D"u,D�034v)L2(.,,u,v e W�035�034(9)

3. Se denota a W�035((2) también comoH"' (Q) donde:

En I-I�031"(Q)= {u 5 mayD�034u e1}(n); va,]a} Sm} en el sentido Distnibueional om). asir.

mm) = {u e L�031(n)/Due L�031(n);en D'(Q)}

112(9) = {u e L�031(}402)/D�034u e L�030(n_);]a|s m; en D�031(Q)}

La fonna bilineal

" Bu
((1; v)) = jn§%§§(:�0319dx= jnvuvv = (Vu,Vv)L,m) = (Vu,Vv)
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De}401neun producto lntemo en H;((1) e induce una norma y la denotamos por

nuuzm, = «u, v» = (Vu,vu)L,�034,,= (vu,vu) = nvungm, = nvuu�031

En cf espacio H;'(Q) rxH�030(Q),de}401namosfa fonna bi}401heaf

(.)_ =H§(Q)r\H2(Q)><H,',(Q)nH�031(Q)�024>IR

Mediante

(u,v)u = LAuAv = (Au, Av)L,(m = (Au, Av)

Que lesuha ser un producto interno y la nonna indncida es:

IW: = (Au�031Au)I.�030(n)= (A�035�031Au)= HA"�034:1(m=

2.1.16 Espacios W0»-.1» (Q) y W�034"�030�030�030(())

De}401nicién11.11 La clausum del espacio vemmial D{.Q) con la Jxmna dcW;,""�031(Q)sc

designa porW.:'�034�031(n)es decirWo�035(Q)= D(Q)"""

1. Cuandop=2se t1'eneH3"(}402)=D(Q)"', si m=lse tiene H§�035(Q)=D(Q)�030para

nen las condiciones dadas se pmeba que:

H;(n) = {u e H�030(Q)/u |,=,,,,= 0}

H;(n)nH�031(n)= {u e H2(Q)/u |,= 0}

Si 9 = IR" :> H(�030,(Q)= D(Q)�034= H'(Q)

2. Si W,�031'*'�031(0) = W""" ((1) entonces la medida dc R" \Qes nulzL

3. También se tiene que VV,,'�034�031(]R")=W'""�031(1R")
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De}401nicién11.12 Sea l_<_p<ao y q>l tal que �0241�024+�0241-=l.Rcpresentaa W"�034�031(Q)al dual
P �030I

topolégico de W;"~'(Q).

�030E1dual topolégico de H,;"(Q) se representa como H�034�034�030(§2).

2.1.17 Inmersiones de Sobolev

Teorema II.6 (Teorema dc Sobolev) Sean m 21y ls p< co. Entonces:

. . 1 m ,, 1 1 m
1. S1 -�024-�024�024->0entonces W "�031(Q)cL�031(§2),�024=�024�024�024

P V�030 �030IP "

ii. Si 1-1 = 0 entonces W"""(n) c 13(9), q e[p,eo),
p M

iii. Si 1-11 < oentonceswwa) c: L"(Q)
P H

Siendo todas las inmersiones contin}401as.

2.1.18 Espaci0sI�035(1),'1',V)

Sea 0 <t <oo y V 1111 espacio de Banach, una funcién It 2 [QT] �024>V es llamada medible en

[QT] si la }401mcibnreal 1�030�024>(f.1l(t)),,wes medible Lebesgue en [QT] para todo f eV'

donde V ' es el dual topolégico dc V y <.),..x,, denota la dualidad enm-. V�030y I�031en este caso,

decimos que u es una funcién medible en el sentido de Bochncr.

Una funcién 14 {[0,7] �024>V es llamada integrable en el smtido de Bochner an _[0, si 11 es

medxble en [0,T] y la funcién real I ->"1l(t)",,. es integrable a Lebesgue en [0,7] en este

caso la integral de esta }401mcibu,es un vector tal que u(t)dt e V y esta caracterizado por la

siguiente propiedad

<1�031,j'0'u(:y1r)N = (f,u(:))N dz Vf e V
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Si 15 p<oo denotaremos por L�035(0,T,V) al espacio vectorial de las (clases de) funciones

vectoriales u:[0,T]�024>Vy tales que t�0249||u(t)|L':,es integrable segim Lebesgue en [0,7],

este espacio vectoiial es un espacio de Banach con la norma

, 1

"�034�034:.'(o.1:v)= (In "'41)": ah)�035

Si p=2 y V es un espacio de Banach, entonces L�031(0,T,V)también es un espacio de

Hilbert can producto interna

T

(u, v),,(,,,,,v, = J., <u(z),v<t»dt

Si pmnrepresentamos por L�034(0,T,V)cl espacio vectoiial de las funciones vectoriales

uI[0,T]�024)Vque son medibles y tal que el supremo esencial (}402u(t),,�034;te[0,T])es }401nito

L�035(0,T,V) es un espacio de Banach con la norma

= t}402u}402z7'.(n:r.v_)u§;;g]ess}402~(>lL

Proposicién II.7 Sea V un espacio dc Banach y 0<T<m, y entonces L"(0,T,V)es

separableenelcasoque V seaseparabley1sp<oo.

Demostracién. Va E. Zeidler [3]

Proposicién IL8 Sea V un espacio de Banach. Si la inmersién X g)�031es continua.

Entonces V,l s p S q 5 no la inmersion L�031(0,T,X)gL�031(0,T,Y)es también continua.

Demostracién. Ver E. Zeidler [3]

Proposicién II.9 Sea V 1111 espacio de Banach. E1 espacio dual de L"(0,T,V) es

isomorfo al espacio L"�031(O,T,V')dondei+l =1; 15 p,q <oo

P 4
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Demostracion. Ver E. Zeidler [3] .

Teorema 11.6 (Desigualdad de Poincare)

Sea 0 un abieno acotada de R". Entonces existe una constante C, que depende de 1) tal

que

}402'u}402L,(ms CuVu||L,(mpara todo u e 113(9) (1.1)

La constante C es llamada la constante de Poincareparan. I

Observation 11.9

1. La desigualdad de Poincare también es vélida si ueH'(Q) y el trazo de 24 sobre

F = 6&2 sc anula sobre alguna parte de 1�030.(Ver. H. Brezis [4]).

2. La desigualdad dc Poincare continua valida en Wu�035(Q).

2.1.19 Consecuencias de la Desigualdad dc Poincare

1. La norma dc Sobolev en H;(.Q) es equivalente a la norma del gmdiente en

Em). Donde existe C > o tal que }402u}402w»s C||u}402L,m)para todo u eH;(n)

2. La nonna de Sobolev M|H,(m es equivalente a la norma del Laplaciano en L�031((2) para

funciones en H,,�031(Q),esto es existe C >0 tal que }402u}402mmsC}402Au|[L,(mpara todo

ue H,}(Q). De esto se sigue que si 14 eH§(Q) entonces se tiene que e H;(.Q)

donde se da la desigualdad de Poincare.

I 29



2.1.20 Convergencia en L"(0,T,V)

Sm V un espacio de un espacio dc Banach y (u,),E,, una sucesién en V. Decimos que

(u, ),,E,, converge fuerte en V si Elu e V tal que "Mk �024l4|,,�024>0cuando en ta] caso

denotaremos pct 11, �024)u.

Decimos que (u,),ER converge débil en V, si existe ue V tal que (f,u,)V,x,_. ->(f,u),..xV ;

Vf e V ' con inmersién compacta y continua en este caso denotaremos por u, �024>u.

Observacién 11.10

En el caso V =H,j(Q) entonces V'=H"((2)

<G=v);r'(mxH$(u) = (G�031v);VG E 3(9);Vv '5 Hi�031(9)

1773(9) �024+13(9) 5 03(0))�031= 13(9) -> H"(Q)

Luego

If (w<t),u.(t»dt �024>If<w(t),u(t»dt

Donde (u, )�030£RgI3(0,T,H{,(n)) y weL�030(0,T,L�031(Q)).Sea V m espacio de Banach,

siendo V�030su dual de la forma

�034fur= f, u)| Diremos que una succsién (uk Lek de V ' converge débil estrella a u en

V�030y denotamos par 14, :91; si y solo si (Mk ,W) -) (u,W) para todo w e V.

Asi u, �024'»uan L�034(0,T,V)sf y solo si (f,uk)mT;m.(om �024>(f,u)m_,;m.(m)

Vwe L�030(0,T',V)es decir
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If (wtt), u.(t)>.»w at a If (we),um)�035dnvw e L�030(o,T;v)

Observacién 11.11

Si V=L�031(Q)y uk�024�024�030�024>uen L�031(0,T;(L�030(Q))')signi}401caque

(uk �031W)L"'(o.TxL�031(n»')xIJ(o.'nL�031(n»') (�034�031W)1:'(o.1:(L�030(n»')~L'(o.T;L�031<n»NWE Lzm�031Tn}(9))

Es decir

j�031,,'<u.,wv)m,,.,L.m,dr�024>LT(u»VV)a}(o»',¢xm)d1;'Vw E L�031(e,T-.L�031(n))

Por Io tanto u, �024�024�024'�024>uen L°°(0,T;L�031(Q))si y solo si LT(u,,w)d1 �024>InT(u,w)d1 ,

Vwe L�030(o,T;L�030(s2)).

2.1.21 Topologia Débil y Débil Estrella

Un espacio métdco es complete si toda sucesién dc Cauchy es convergente en ese espacio.

Un espacio veaorial normado complcto, con su métrica inducida por la norma es un espacio

de. Banach. Un espacio vecto}401alnormado V se denomina un espacio de Hilben de V , si V

es un espacio de Banach con la norma inducida del producto interno.

Un espacio E es separable si existe un sub conjunto D Q E , tal que D es denso y numetable

en E. Sea E un espacio dc Banach y sea f eE�031,siendo 5' el dual topolégico dc E y

designamos por T, : E �024+IR una aplicacién dada por 7:,(x) = (}401x).

La topologia débil dc a(E,E�031)sobre E es una topologia menos }401naen E que hace continua

a todas las aplicaciones (T, ),eE. . Dada una sucesibn (X,_ ),,e,. en E , la notacibn de

convergencia débil en general esta indicada como:

x,, �024-)xDébil en a(E,E')

O simplemente x" �024>;:débil en E.
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Proposicién II.ll Sea (x"),,EN tma sucesién dc E, entonces:

i. I�035-�024>xdébil en a(E,E') siysolo si (f,x,,)�024)(f,x),VfeE'

ii. x_V�024>xfuenecn E entonces xn -�024>xdébilcn E.

Demostracién. Ver H. Brezis [4].

Sea E un espacio de Banach y I:'su dual, dotado por la norma ME, =sup|f(x)|y�0341-:"el

MS�030

bi-dual dotadopor la norma jg�035= sup f)�031.La topologia débil estrella sobre E�030también

res-

denotada por a(E',E) es la topologia menos }401nasobre E�031que hace continua a todas las

aplicaciones (T;),eE siendo 7; :5" +112 de}401nidacomo: T,(t) = (f,::) ,Vf e E�030.

Dada una sucesibn (/_)y f en E�031,la notacibn de convergencia débil estrella (débil =~ ) en

general es indicada como:

f,. -'�024>fe11�254T(E',E)

O simplemente f,, -�024>f débil t en a'(E',E)0 f,_-�024�024�031�024�024>f en a(E�030,E).

Proposicién 11.12 Sea Eun aspacio dc Banach y sea(f,,),,,,, ma suoesién deE'entono:s

se tiene:

i. f,,�024:>feno(E',E)siysolosi (f,,,x)�024>(f,x),VxeE_

ii. f,,�024>ffueneenE'emoncesf,,�024>fpa1aa(E',E").

J; -�024>fdébi1en o(E�031,E)entoncesj;-3/para cr(E',E);

iv. Si fn �024.>fpama(E',E), entonces Iimitada y}402/�030HS Lim inf}402}401ll;

v. Si f,,�024.>fparaa'(E',E),ysix,,�024�024)x}4011ateen£entonces(};,,X,,)->(f,x)
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Demostracién. Ver H. Brezis [4]

Lema IL6 Sean X; Y;Z espacios de Banach tal que X c Y c_: Z con inmersiones

continuas y la inmersién X c Y , sea.

W = {u eL�035(0,T;X); 11' eL�035(0,T;Y)}

Donde u�030denota la derivada generalizada dc u: [0,T]�024>X sobre (O,T) , Entonces

(1'') �030Si17: as, q >1 entonces W c_: ([0,"I']; 2') es compacta

(ii) Si lSp<oo, q=l entonces Wg_([0,T]; Y) es compacta

Demoslraciénz Ver J . Simcns [26]

' 2.1.22 Desigualdad dc Gronwall

Sean f,g y .7 funciones positivas que satisfacem

40(1) s g(:>+-{,'f(s)¢(s>aa VIEI-011

Entonces se tiene que

an s g<t)+ I;/(s)g<s)e�031-"""�030dc, Vt E [0.Tl

Un resultado muy imponante cs respecto a los espacios L�031(0,T;H) , que permiten identi}401car

(L�035(0,T;H))�030zL�035'(0,T;H�030).Para el caso en que p =1 se identi}401ca

(L�035(0,T;H))'=L°"(0,T;H'). Analicemos ahora el caso en quep=1yH= L�031(}402),para esto

se de}401ne:

F I L'°(0,T;L�031(0))�024>(L�031(0,T;(L1(Q)))')'

u �024>F(u)
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donde:

F(�034)iL'(0,T;(L2(9))�031)-> R

5 » <F<u),:) =ju�031(ac), =x<+>)(;,«,,,._,,(,,, at

F es lineal continua y biyectiva, de este modo habrcmos identi}401cado: �030

- L�035(0.T;1«2(9)) = (Ll (0.T;(L2(9))')',

Donde sus elementos de L"(0,T;L�031(Q))pueden ser vistos como elementos del dual de

L�030(0,T;(L1 (Q))'). Entonces cuando decimos que:

1:,�030�024�024'�024>u en L°°(0,T;L'(Q)),

Tenemos que:

(u,.,§) �024>(u,§)(mm:�034,,,,,._u(mLa(,,,,,,V-5 6 L�030(0.T;(L�031(9))')

.10 que signi}401ca.tamhién.que:

If (at),u_(t))m,,,.,L,(,,,dr �024>If<:(t),u(t)).L,m,,.,m, an , v:eL'(0,T;<L�030(n))0

La siguiente proposicién relaciona la oonvergcncia débil estrella antes mencionada con la

convergencia débil.

Proposicién 11.14 Sea um �024.->uen L'°(0,T;L�031(Q)),entonces um �024'>uen L�031(0,T;L�031(§2)).

Teorema 1.3 (de Divergencia y Formula de Green)

I405 msuilados �034sonvélidos:

1. L(V.F)(x)dx= jm F(x).11(x)dF, F e [H�030(Q)]"
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11. jnvAudx=�024jnVv.vudx, v e H;(:2) y u 6 112(9)

111. Lv.Audx=L(Av).udx, ve Hgm), u 6 112(9)

Donde}402esrm abierta Iimitada de R"'car1 frbmera de clase C�031y 1](x) es denotada como

la normal exterior tmitaria en el prmto x e 69.

De}401niciénII.14

iteraeién, es-am -mémdotalquedada T:X�024>Xxma-aplicacién,elegimosmpunto

arbitraria xn an X y determinamos sucesivamente x, ,x,,x,,.... de la forma

xm, =Tx,,; con n=0,l,2,.. esdecir

x, = Txa ; xz = Tx, �030,......r....;x,,,,�030=Tx,_

Los procedimientos de iteracién son usados a menudo en muchas ramas de. la rnatemética

aplicada, y las pruebas dc convergencia y de estimaciones de error son com}401nmente

obtenidas aplicando el T.P.F.B.

Teorema 11.8 (Teorema del Punto Fijo de Banach (T.P.F.B.))

SeaX =(X,d)un espacio rnétrico complete. Supongamos que T:X�024>Xesuna

contmccién en X . Entonces

i) Existe un }401nicofe Xpunto }401jode T

ii) Cualquiera sea x9 eX ,1a sucesién iterada x,, = Tx}402mnn = 1,2,...,,oonverge a

X

Demostracién; Ver J .L Loayza Cerrbn [22]

2.1.23 Resultados de la Teoria Espectral

A continuacibn seguimos con la demostracién de la teoria espectral, que es esencial para la

obtencién del problema aproximado. Que consiste en proyectar el problema 2.1 dc

dimensién }401nita
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Sean V y H dos espacios de Hilbat completes, cuyos productos intemos y nonnas scrim

denotados y (.),, H respectivamente, supongamos que:

1. V es denso en H;

2. V c Hcon inmersién compacta;

3. Esté de}401nidauna fonna sesquilineal y continua a(u,v)en Vx V ;

4. Existenaoy aenln, conar >0, tal que:

�030Re[a(v,�030v)�0241~z1,;(=v,~�030v)]2 -22'�034:-H12,,�030Vv<63�031;

5. a(u,v) es hennitiana;

6. A es denotado como el operador de}401nidopor la tema (V,H;a(u, v)).

Teorema [1.7 (Teorema Espectral)�031Con las hipétesis anteriores obtenemos que:

i. A es auto �024adjunto y existe un sistema ortonormal y completo (w,),.E,,, los w, fonnan

una coleccién numerable de H constituido por los vectores propios de A.

ii. Si~(£,),ENsen ios -vaiores propias «o auteevaleres deA-correspendieaiesa 1a smmién

(w, ),.eN entonces:

0</1, SA, 51, s...s,1,_ $...y2,,, �024>aocuandom�024>no

iii. El dominio de,: esta dado por:

D(A) = {H E H;X1? I(1I,W.-T < °°}
i=l

iv. Au=ix1,(u,w,.)w,..

i=l

Pam obtener la solucién del problema aproximado, el cual sera utilizado en el capitulo

siguiente para resolver el problema en cuestién, neoesitaremos dos resultados a seguir.

Teorema [1.8 Prolongamiento de Soluciones para Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias
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Sea D un subconjunto abieno de lR"�034cuyos elementos son denotados por

(t,x), te]R, Y elk" y sea F :D�024>lR"una }401mcién.Consideremos cl problana dc valor

inicial:

{Y'(t)=F(!.Y(t)) 0
1

Y(�031o)= 30

Se dice que F 2 D �024>R" satisface las condiciones de Caratheodory sobre D si:

i. F(t,Y) esmedibleen 1 paracada x }401jo;

ii. F(t,Y) es continuaen .7: para casi todo 1 }401jo

iii. Para cada compacto K c D , existe una }401mciénreal mg (t) integrable tal que:

lF(r;Y)},,. s�030mK<t);vtcxye Ky

Teorema 11.9 (Teorema de Caratheodory) Sea F : D �024>]R"satis}401aciendolas

condiciones de Caratheodory sobre D. Entonces existe una solucién de (i) en x(t) sobre

algim intervalo? �034T513.5 I7, (I9 > 0)

Lema 11.9 Sea D=[o,T)x3 oon T>0 y B={YeIR";|Y|sb}, b>0. Sea F:D�024�024>]R"

que cumple con las condiciones de Caratheodory sobre D. Supongamos que Y(1) es una

solucién de (1) tal que |Y.,| s b en cualquier intervalo 1, donde Y(t) ma de}401nida,se tendra

|Y(t)| sM,Vz e] ,M independiente de 1 y M <b entonces Y posee un prolongamiento am

[o,T].

2.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

2.2.1 Teorema de Existencia y Unicidad

Sea (26 IR" un conjunto abierto, acotado con frontera F bien regular y T > 0 . En

Q = (Ix I0, °0{ consideraremos cl siguiente problema:
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u'(x,:)�024M(||vu(x,z)}402�030,||u'(x,:)||�031)Au(x,:)= f(x, 1) en Q = Qx]0,T[

u(x,0)=0 sobre X=l'x]0,T[(1)

u(x,0) = 110(1) ; u'(x,0) = ul(x) en Q

110 at 0:110 eHj(Q)rxH"(Q), u, e H;(Q)nH�031(Q).Dondela funcién no �024lineal M(s,r)es

no negativa de c1aseC�030en las dos variables.

Preliminares »

Sean (V,a(u,v),(H,(u,v)) espacios dc Hilbert, Vc H, la inmersién de V en H es densa y

compacta. Sea también A , el operador de}401nidopor la tema {V,H,a(u,v)}. Entonces,

D(A) es un subespacio denso en H; A es un operador no acotada autoadjunto y positivo de

H�030,con�030espectro discrcto;

Aw, =/Lwv ; o<,1, 52, s...s1, s... ; A,i+ao

{w,}_2I es un sistema ortonormal complete de H dc modo que

D(A) = {u e H;213|(u,w,)|�031< no}
\-=1

Au =}401/'L_(u,wv)wv;Vu E D(A)

1

Asimismo, para todo (1 > 0,el operador A 2 esta bien de}401nidopor

1 .,

D(A�031)={:4 e H;Z2,|(u,w,)}2 < co}

v=]

i -1 1 1

A21: = Zz.}(u,w,)w,-,vu eD(/1�031)
V4
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1 2 .,

�030Ill:= = 21 Av kit, WV 12

Usaremos el método dc Faedo �024Gale}402dnpara demostrar la existencia de la solucibn del

problema de Cauchy asociado a (1).

La Unicidad de 15 solucién sera demostrada utilizando la técnica de oontradiccién con el

auxilio de la desigualdad dc Gronwall.

Pam alcanzar los objetivos mencionados anteriormente, dividimos este trabajo en las

siguientes etapas:

I. Estudiar la existencia local a través del método de Faedo �024Galerkin

II. Obtener estimaiivas apriori y prolongamiento deja solucién (solncién local).

III. Demostracién de la unicidad de la solucién.

Donde las funciones M,f,uo y u, veri}401canlas siguientes hipotesis

Hipétesis

H -1M eC�031([0,7;,]x[0,7},];R�034),donde Toes un mlmero real positivo.

H�0242 Si 3, S 52, I; sr1,entoncesM(s,,rl)sM(s,,r,)

H -�0243 M(0,0-)= 0, si s�030>0ventonces M(s,r) >0; Vrz O

H- �030U6L"(0,To,H$(Q)f\H�031(9));f'6 L"(0,To,L�031(Q))

H-5 0 ;e .4, E D(A2)y u, e H;(n)r~.H�031(s2)

De}401niciénde II.l5 Sean las siguientes constantes:

C'1 gym] 5 .1, gvvm}401s 4, |1Av(z)3 s .1, }402A%v(x)}402sd,lA�031v(z)|;7;�031;= 4,. > o ; Vi, 1 = 0, 1, 2,3
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C-2 2M,d,,d,,, + 2M2d,k�031= b�030

C-3 0: =M(d§ok�031,d3kz)

C-4 Desde que por continuidad :1�030=M(s,r) ->0 si (s, r)-�024�024>0podemos elegir un k

su}401cientementepequeflo tal que

�030 <4�0312

"1 5 6

Para 1: seleccionado de esta forma consideramos:

C-61% = max{M_(s,r)} ; 0 S ssdjnkz; OS r Sdfkz

C-71M, =max{M,(s,r)} ; Oss S dink: ; OS rs dfkz

Pam datos iniciales 210 at 0; 21] y f convenientes consideramos

C-8 a||Au '(o)]|�031+ }401lAf(1)}4022L_mN,m»+ ya, ||A2u(o)}402�031= C, ;

Dmdea,»,6=max {av.i4L1} ; -r=maX {d:.$d§.,Td3;}

Por la H-3, podemos de}401nir

. V �031 ,, 21:78
C-9 S1 ma >0tal quemo =M("�024�024%,0); Co = mm(LT).

0

C_10 d. = mm.�030{dnfndzl}

mm {Lmo}

V
c-11 T�030="�024�024'}402�031�024"

Zdak

C-12 T" =

b k
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De}401niciénIl.l6 Consideramos el siguiente conjmto

G = {v e L�034(0,T;D(A%) / v�031E L�035(0,T;D(A));v' e L�035(0, T; L�030(}402))

2 2 y 2 1 (2-1)
40): M" ;e 0; v'(0)= u,;}}v"(:)}402+}402Av�031(r)}402+uA �030v}402zsk ;v; e[0,7,�030,]I

LEMA ll .10. Siv e G y I/I(t)=M (}402Vv(t)f,[v'(t)}402�031)entonoes

a) 0 <mo s 1;/(t) ; Vt e[O,T']

b) fr//'(I)] S b'Iz�031

Demostracién: sea v e G , entonces

]}402Vv(:)|]�024||vv(o)}401|s }402vva)-vv(o)|]= HVv'(s)ds�0345 |]vv'(s)}402dss c||Av'(s)|] s dotk

||1vv(z)Hvv(o) | = | |1Vv(o)||�024|{vv(r)g| 3 dark

De esta desigualdad obtenemos

l|Vva ||-dotk = lIVv(°)l-do�035:5 l|Vv(t)l

Luego;

o < !Y2"�024°}401= }402Vvoll�024 s |}Vv,g�024a'°T,�031ks uvv,,3�024do:k$HVv(t)" ; v: e [o,T�030]

2

lvvm}402l2 �034V4"o�034

Luegopor Hipéwsis

V/(1) =M (|1Vv(z)|{�031,|{v'(r)}402�031)2 M[lI1:�031}402_,0)= m, > 0

Lo que demuestra (a).

Debemos obtener ahora estimativas pala 1//�030(1).Tenemos que:
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W) = 2M, (|IVv<t)n�031,|iv'(z)l|�031)<vv(r),Vv'(r»+2M. (llvvmr ,nv'(r)||�031)(v'(r>.v'(r))

Donde M, y M, representan las derivadas parciales con respecto a las variables s y r

entonces:

|.;/(:)| s|M, (]vv(:){[�030,]]v'(:)||�030)(vv(:),vv'(:))HM,(nvv(:)}401�031,||v'(:)||�030)(v'(z),v'(:))|s

s |M, (I|Vv(r)l|�031,Mair)luvvmuuw<ou+ pa. (uvvmur JMOII�031)IlIv'<r)IIIlv'<0)||s

s sup 1M, (nvvmr ,IIv'<on�031)hnvvo>uuvv'a>u+sup|M. (uvvmsr =llv'(r>ll�031)|Ilv'(0Il||v"(r»IIs

s suplzw, (|1Vv(:)f ,|[u'(:)H�031)�035lA%v(l)�034nAv'(I)}402+ suplu, (||vv(:)f ,]}v'(:)}402�030)|;|Av'(:)|||§v'(:))[|

Iuego por la de}401niciénH.l5 (de constantes)

fa;/(r)[S 21M,dmaVm +2M24k�031=b�030k�031

lo que demuestra (b)

2.2.2 PROBLEMA LINEAL.

Sea entonces v E G . Nos planteamos resoiver 61 probiema siguiente:

u" -M<IIVuII�031xll-«'lI�031>Au= fa)

"(°) = "° ; "10) = "' (2.2)

Teorema 11.12 (Existencia Local)

Sean,0 1 uo e D(A�031)yu, e D(A72)ademasfe L�034�031(0,T,,;D(A%),f�031eL'°(0,T0eD(A)) .Que

satisfacen las siguientes condiciones:

C, 5 k2C,

donde
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. 1 1

C2 = �030W1�034-77-277
3d e 6d, dz c4

Entonces para todov e G , existe una }401nicasolucién u e G del problema (2.2) tal que:

a e L°°(0,T;H;(n)nH�031(s2))

u' e 1:�031(o, T;H;(n))

u" e L'°(0,T;L�031(Q))

(um W) + M<I|Vu(0|I�031,l|u'(z)il�031)(�024Au(r),w) = c/(1), w), vw e L1 (0, 71.; D(A% ))

2.2.3 Formulacién Variacional

Para estudiar la existencia de la solucién del problema (2.2), se considerara el siguiente

problema variacional asociada al problema (2.2), de}401nidosobre V = H;(n)nH�030((2).

Determinar que para :4 = u(x, 1) ts] que para todov e V se tiene:

(u", v) +M([|Vu]]2 , ][u']j�031)(Vu,Vv) = (f(t),v) ; 1 > 0

7�031u(0) = uo(x) x E Q (23)

u�031(0)= u,(x) x e0

Donde pam una clase dc }401mcionesu,u, y u,, sc cmnple que:

u e L�035(0, T;H;(Q)nH* ((2))

u�031e L"�030(0,T;H,',(§2)) (2.4)

u" e L�034(0,T;L�031(Q))

V Entonces:: esilamadasoiudén }401ja�030-te-del-sistema(2.3).
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2.3 Método dc Faedo �024Galerkin

2.3.1 Soluciones Aproximadas (Soluci6n Local)

En el presente capitulo utilimremos el Teorema Espectral pam proyectar el problema en

estudio a espacios de dimension }401njta,obteniendo un problema més simple que tendni

solucién garantizada por el teorema de Carathedory.

El teorema espectral pala opemdores autoadjuntos garantiza la existencia de 1m sistema

onononnal completo (wj ),.E,N enL1(Q)constituidas por las auto-funciones del ope1ador�024A ,

que son soluciones del problema deDi1"ic1}401et:

�024Aw = A w
1 f 1 (25)

w/|l" = 0

Donde (/1) )12,, son los correspondientes autovalores de-�024A , siendo,

0</�030I,51, 5/1, .<_........_<_J.l. y 1.]. �024)oocuando j�024)oo

también se sigue que:

Es un sistema ortonormal y complete dc H}, (n)

1 M,

Es xm sistema ortonormafy compfctvo cfe I-I,§�031(Q)r» H "({2}

1' M,

Para cada m denotamos por V," =[w,,w2,.......,w,,,]al espacio generado por lasmptimeras

auto}402mcionesdel sistema (w) )1�034,, queremos encontrar una funcién u_,, tal que:

um 2 (0,t,,,)�024-�024>V,"

M 2.6

r �024>Mr) = 2g.,(r)w.-( )
!=l
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Donde las funciones gm son funciones re-ales de}401nidas algim intervalo [0,t_] y que

�030satisface las condiciones iniciales del siguiente problema aproximado:

(�034.'.I(1),W,)+M(�034V",.(1)I|2,|[1l.'..(')H2)(Vu..(').VW,-) = (f(1).W,). VW, *5 V...

u,,(o) = um �024>uo e H;(n)n 112(9) cuando m �024>oo (2.7)

u;,(t)= u�035,�024>u, E Hf,(Q) cuando m �024>oo

para 1 s j s m .

Este sistema tiene solucién sobrc[0,T,,, ]por medio del teorema dc Caratheodory.

En efecto:

(u;'(t),w,-) = (5:g:; (t)wi,9wj) = ig:.'._<r)(w.»,w,-) = g;;_<r)(2.8)
1:1 I=I

M(I|Vu,.(on�031,|1u'|i�031)<�024Au..(r),w,)= M (Z23.-f.(r),Zg:.<r)](�024A<2g.,,(t)v4),w, )(2.9>
:=l i=l i=l

donde: r,,,(t) = M0]Vv,, 0)�034:,|]v,�031_,Hz) es continua en C [0,T]

1. (�024Au'.m,w,.)= <�024A(ig;,w,),w,)= 4.g.'.,<r). Is 1 s m. V; = Lz......,m (2.10)
it]

entonces la ecuacién (2.7) se convierte en:

8;. (1)+r.,(t)21,»g,-...(t) = G,-(I)(2~11)

D°11deG_,~(I.) = (f(t),W_,): Vi =

Y como u,,_ y uh" e V," , tal que um �024>uo converge en V y um �024>u, converge fuerte en

HI, (9). Como (wl )1E,N es una base de V y de H; ((1), entonces se puede escribir:

u..(x) = ic,w.<x), u.<.x) = id,.w.cx).<2.12)
1:1 1:1
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Y por lo tanto es fécil deducir que

u.,,<x) = iciwi (x). u.,<x) = id.-w. (x)<2-13)
i=1 i=1

también concluimos que:

g,.,(t) = c, y g;,.(t) = d,-(2.14)

be (2.l3)y (2.14) tenemos Vj =1,2,......,m

8}�031.(f)+ r...(f)»1,-8,-..(�031)= G,-(t)(2A15)

gJ._,(t)=cj y g;._(t)=dJ.,j=1,2,......,m '

Ahora en forma xpatricial, haciendo

gm0)

.. (1.);

Y(:) = 3'7�034 (2.16) .
gm)

g;m(!) M,

Sc tiene
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g.�031m(t) g.�031..(t)

. _ g.'..(t)» = g,',.,(I) 2

Y (0 g;; (1) ._rnn(1)Z1g]m + 6.0) �030'17)

gr:m(') Zlnxl �024'r'I(t)Av-gr-rm+Gnv(t) 21-nxl

8.'..,(!) 0 0

- 0 0

- 0 0

- 0 0

H�031)�030$50)�031�030+�031�024r<t):.g 0)" +�030Git) ms�031in lm I

0 . .

0 . .

0 . .

A 0 T -rm<t>sm<t> G-mm

CINODCCSZ

0 I
Y'(t) =[0 0] -Y(t)+R(t)+G(t) =F(t,Y)(2.19)

Imxlm

o=matriznu1amxm,I=matriz idemidad mxmyY=Y(t)=ma1n'z2mx1

ademés;
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- r,(1)=r(§,,(I))

.§',..(!)=(g..,(t),.------».g,.,..(!)),y §;.(�031)=(81...(')a~-------,8.....('))

0 0

> 0 o

0 o

0 0

R(:)= ° ; G(:)= °
-r,..(I)3ag...(!) G10)

�024r,..(I)?s..z.....(I)2,�034. G.,(t)) ,,,,.,

g.m(0)

. ..oM): g7,.() =Y0

g...(0) (2.20)

gL....(0) 2,�034,

asi tenemos el siguiente sistema de Cauchy:

Y'(t) = F(t, Y)

(2.21)

Y(0)=Yo

Ahora mostraremos que (2.21) satisface las condiciones. de! tcorema I19 (Teorema de

Caratheodory)
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Entonces siF : ]RxIR�035"�024->]R�035�035talque:

D=[0,T]xB, T }401nito>0, B={YeIR"",|Y]sb}, b>0, )1, e3

Probemos que:

a. F(t,Y) es inedible en I para cada Y }401jo.

Si }401jamosYtendremos �024r,_ (01,,gJ.,, (1) es inedible en [0, T]puesr_(t) es continua

, entonces F(t,Y) es inedible.

b. F(1, }�031)cmcontinua enY para cada 1 }401jo.

c. Si res }401jado,entonces el vector F es continua enY.

Prueba:

Sea 2:,�035= }401g�035,(t)wJ. , depende solo de g�031-_(r) y para cada ueD compacto existe una

,'=1

funcién real integrable m, (1) tal que:

|F(1,Y)| s m,(z)

En efecto

1. Como r_ es mntin}401aentonces existe una constante K tal que

|rm(t)| sK; donde K = '�254iomi;(]{rM(t)}

2. Probemos que los GI, son comin}402aspara todo j = l,2,...,m . Entonces existen

constantes, adem}401sK]. dondej = , respectivamente tal que:

]G,.(z)] s 13'

Prueba:

Con relacién a G, se tiene que:

|Gj(t){ =|(f(:),w,)| s[f(t)||w1[ s k|w,[ s K, s 1?;
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donde]? = max{K1}; Vj = ],2,...,m

3. M�030=|gm(,)|�030+lg2,,,(t)|2 +........+|g_,__(t]2 +|g,�031M(tj2+|g;,u)r +.....+'gfm(tj2

4. 1:91,; lsjsm}

5. Y eB, |g,.,(z)lsb; |g},,(t)|sb lsjsm

Luego de (1), (2) y (3) se tiene

{G|5 )�031j(f-(1),wl.-)!5.|f(I)[ (2.22)

J'=l i=1

[R] s i|�024r_(t)).jg]_(t)!s K112 = L (2.23)
j=l

W 3141] s m(2.24)

Iuego de (2.19) se tiene

0 I 0 I
|F(t,Y)| = 0 0 -Y(t)+ R(t)+G(1 s 0 0 p'(z)| +|R(:)[+[G(z)|

2no<2m Imam

0 I
sit 0} ||z(z.)|,+[R(:)|+[G(z_)|

Znndm

En conclusién remplazando de (2.22), (2.23) y (2.24) se concluye

.[F(1,}�031)|$:nb+L +mIE':=1nv(1-)

Siendo m,,(t) una }401mciénreal integrable pues b, L y IE�031son }401mcionesintegrables V12 0,

entonces concluimos que (2.21) satisface las condiciones de Caratheodory.
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Asi tenemos que existe y una solucién de}401nidaen [0,T,,,[, 0 < tn, < T y por lo tanto um es

solucién del problema aproximado en el intervalo [0,Tm[. Para extender esta solucién al

intervalo [0, T] tomaremos las estjmativas a prion�031que se mostrara a continuacién.

2.3.2 Acotacién de la Sucesién (�034v-)

Estimativas a priori:

ESTIMATIVA 1.

Multiplicando a (2.7) porg},,,(t)y sumando dej =1hastaj = m se tiene:

<u:<r>,ig',.w,)+M(nvv,,<r)n�031!Bv'm(t)}402zx_Mm(t)Y:g;mwj)=</<r),ig',..,w,.)(2.25)
i=1 J4 J4

(u"...(t).u',..(1))+M(I1Vv...(I)H1 ',.,(t)f1z)(-AIl,.,(t).14',,.(t)) = (f(1),u',..(1)) (2-25)

(u;:<:),u;(r))+M(HVvm(r)n�031a}401v'm(!)}4021Xvum(!)1V"'m(I))= </(z),u',(r)) (227)

�0301d , 2 11 2 _ ,
}401namu +w(t) 2 d�030llvumm}402�024(f(!),u ,.(r» (2.28)

%{§u ',n(:)|[�031+ I//(t)}402Vum(t)}4021}= 2(f(t),u ',,,(t))+ 21//'(t)}402Vum(r)[|�031(2.29)

usando Cauchy-Schwats en (2.29) se tiene

§;{Hu 'm(:)|§�031+1//(t)HVum(t)}402z}s ||f(t)}4022+}402u'm(z)g�030+ 2|://'(t)mVuM(t)}4022(2.30)

d .
'd7{"u'm(�031)n2+w(t)|lVu.<rm�031}s<1.�030IIAf(r>|I�031+!u'.,(r>l|�031+ 2|w (r)l|iVu.<r>u�031 «

Integmudo (2.30) de 0 a I
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"11 -M (:)||�030+1//(1)}402Vummu�0315 df||Af(t)}4022dt + (}402u'm(:)||�030+2b'k2 ||vu,,(z)|[�031)dr

+}402u',,_(0)}4022+w(0)}402Vum(0)"2(2.31)

nu ',, (1 )}401�031+ z//(t)||Vu,,�030(1)3�031s 4:�031HAJ(r)||�031dt + Inzx(1,$2) (�034.4',_ (1))? + m, [|Vu,_(1)[|�030)4:

+ d: "Au '_ (o)[|�031+ w(o)d,�031,,"A%u,_ (mu:

4,�030[Ma °_(o)u�031+ .1,�031|]Af(:)[|�031.1z+ .,/(o)d;,, uA%u,,, (mnz s C,

|)u'"(l)IZ + mo |[vu,,(:){|�031s �034u',,(r)}402�031+ I//(t)]|Vu___(l)|]1 s C, + Co (nu ',__(:)||�031+mo |[Vum(!)}4021)dt

}402u', (1)31 + m, �034V14,�035(or 5 c; +q,jn' (]|u',_(t)||2 + m,, [vu_(:){f)dz (2.32)

Por el Lema de Gronwall V

"u �030M(t)H2 + mo "Vum(t)�0342S C,eC"�030(2.33)

<u..> {esta aco¢ada�024cnIr°L<o.7;;H;(c2>) (2 34)

(u ',,) esta acotada en L�030(0, T; ; L�031((2))

ESTIMATIVA 2.

Multiplicando a (2.7) por�024Ag}�031.,,(t)ysumando de j=1hastaj = m se tiene lo siguiente:

(u;'(r),�024A}401�030,g;-,w, ) +M(Bvv,(r)|I�030,||v �030In(t)|!�031x�024Au,(1), -13:g;-,w,)

= (rm,-Aig;_w,) (2.35)

(uw),�024Au'.(:))+M(IiVvm(:)|1�031,uv',(:>H�030x�024Au,<r),�024Au'm(z))=</<z).�024m«;(r))(2.36)
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11 nvu'.(r>I�031+w<o||Au.(t)I�031= (Vf(I).Vu',(I))+1:/(I)}402Au.(I)}4022(2.37)
2 dt

d , 2 �030 , 2

;{lIVu ..(r)|| +w(r)||Au,<r)1|�031}=uVf(r)|l�030+Vu mmll�031+2'II�031(()IIAum(!)�030|

Integrando (2.37) por el Iema 1 y procediendo como en la estimativa 1 obtenemos

|]Vu 'm(:)||�030+ z//(I)}402Au,__(t)}4022s }402Vf(:)}|�031d:+ qjvu '_,(:)|{�031+ 2b�030k�031||Au,_{:)||�031)dz

+-uvu ',,(o)1j�031+ .,/(o)}402Au,,(o)}402�031(2.33)

gVu',,,(r)|]�031+ y/(z)}402Au_(:)||�031s d,f,J:}4024f(t)}4022dt + q|Vu '_(:)||�031+ 2b�030k�031}402Au__(t)}4022)d1

2 y 2

+dl2|')|iAu�030m(0)�034+v/(0)d§.nA *um<o>||

Sea ¢(t)=}402Vu'm(t)l|2+m,, }402Au,,,(t)|I2(2.39)

�034Vu'm(t)}4022+ y/(t)||Aum(1)}402Zs d,f,I;][Af(r)|[2 dt + (]|vu 'm(:){]�031+ 257:�031gAu,,,(:){1�031)d:

2 1 y (2.40)

+d... Hm '.(o)H +w<o)d:. [IA �031u,<o>}402'

donde

d,�031,,"An ',,(o)||�031+ dfoj: |w(x);}�031dt + .,/(o)d,�031,HA%u,,(0)a2 sc, (2.41)

(p(I) s q + C0 (||Vu'm(l)[|2 + n1D"Au_"(I)}402z)dt

42(1) s C, +C,q;(1)d¢ (2.42)

Pot cl Lema de Gmnwall drnclmmos que:
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HVu',_(t)|]�030+m0 ||Au,,,(t)r s C,eC°' (243)

De aqui se deduce que

(um) esta acotada en L°"(0, T(,;H2 ((1)) (2 44)

(u 'm) esta acotada en L�030(o,7;,;H; (9)) �031

ESTIMATIVA 3.

Muliiplimmdo a (2.7) porA�031g;,_,(1)y sumando d:j =1 haslaj =mse.t1'en2 lo siguiente;

(u'_'(!),A2 g;_w,. ) +M(]|Vv__(1)}4022,}402v',,(:)||�030)(�024Au_(1),A�031:ggmwl)

= <f(r),A*ig;.w,.)(2.4s)

(Au"m(')7Au'm(1))+M("Vvm(1)}402z�031�034vIm(l)}402zXA%um(I)3A%u'm(t)):(M(l))Au'm(1))(2'46)

%§;{}402Au'm(t)r+u//(1)�035A%u,,,(t)"2}= (Am), Au'm(t))+u/�031(l)aA%u_(t)}4022(2.47)

Integrando (2.47)de 0 a ty usando e] la 1, obtenemos

§Au'm(z)[]�031+1//(t)}402A%u,,,(!)}4022s j;}402Af(:)|1�031d:+j;(||Au*,,,(z)§�031+ 2b�030k�031"A%u,,_(t)u2)dt

+HAu;<0>||�031+w(0)"A%u..(0)}4022(2.48)

Sea 7(1) = }402Au',,_ (t)[[2 + m, uA%u,_0)": Iuego se tiene
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Donde||Au 'm(o)||�031+ £|Af(t)rdt + .,/(o)}402A%u,,(o)Hs C, (2.49)

I . I

y(t) s C�030+ jg ([|Au ',,,(t)||�031+ 2b k�031}402A%u,,,(t)}402)dt (2.50)

7(�031)SCl+C0_f':7(�031)d'

Por el Lema de Gronwall concluimos que:

2

Au'_(t) +m }402u(1) sce�034~'(2.52
0 In l

(u,�031_,)esta acotada en L°"(0,7,',;H�031(Q))(2 53)

(um) esta acotada en L°�031(o,T(,;D(/3%)).

ESTIMATIVA 4.

A continuacién obtenemos una acotacién pam la sucesién (u,�030;).Tenemos que la proycccién

ortogonal PM : H -�024�024�024)V,,,dado por

P.<v) = 20>, w, )w,
F

Es un operador acotado y con norma HP�034=1 ; 51 y ademés P,,_(u) = u,\1u e V�034

Haciendo W}. = A%wj en la ecuacién aproximada y multiplicando por el vector wl. Iuego

sumando desdej =1 hasta,j= m, obtenemos.

i<A�0312u:(r),w,)w,+ -/z<r)i<A%u,(z),w,.)w,. = 2"�030,(A�0311f(t),w,)w,.(2.54)
[=1 1:1 ]=X
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Ahora para cada ténnino se tiene:

i(A%u;(:),w,)w, = P,_Ay�030u,�031;(t)= A%u_;'(:)(2.s5)

i(AV2u,, (z), w,)w,. = P_,A%u_ (2) = A72u_ (t)(2.56)

imyz/(r),w,)w, =P.AV2/(r)(2.s7)

Luego se tiene

AV2u'.'<:) = _W(t)A%um(') +P..Ay�031f(t)<2.ss>

}401Vu;;(:)[}s [1//(t)[uA%um(t)�034+|[p_Vf(:)[[ (2.59)

|1vu;;(:)|| s alk +4�034,|14r(r)||L_,M1,m» (2.60)

|vu;;(z)f s 2(a,�031k2+,1,§,u4r(:)|�031m_m))s2[i"'�02426":+.1;,n4r(z)u�031nW,m) (2.61)

}402Vu;'(:)1]�030s2(i�031A:�030�0242+c,j (2.62)

e}402to}402xs

(11:) esta acotada an L�035(O,7{,;H:,(Q)) (2.63)

ESTIMATIVA 5
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Dcrivando cl problema aproximado tenemos:

(um), w, > +-/z<:x�024Au;<r),w, ) +u/(r)<�024Au,<r),w, ) = (rm,w,> (2.64)

<u:<t).u:.(t>) +w(tx�024Au'.(:).u;(t))+ u/(r)(�024Au.(t),u;(r>)= (f'(I),u.'.(!)) (2.65)

Luego multiplicando por w1. y sumando desdej =1 hastaj = m

§"]<u:(z).w,.)w, + w(oi(-Au;(r).w,)w, + w'a)f(�024Au.(z),w,)w,.= i(I'<r),w,)w, (2-66>
j=l 1:: ;=| 1::

Analizando cada tennino

i(u.:(r).w,)w,- =P.u:(r) =u:<:)(2.67)

w<:>i<�024Au;<:),w,.)w,= I;(�024Au'.(z>>=�024Au;(o(2.6s>

V/'(t)i(�024Aum(�031))wj)wJ=1;(�024Au.(z))= -�030Aum(t)(2�03069)

§j(f'(z),w,)w, = P.(/'(z»(2.70>

Luego

um) = t//(1)Au.'..(I)+4//'(t)Au...(1)�0241i,(f'(t))(2.71)

lluzmll s lw(t)lllAu;(t)|[+lw'(t)l�034Aun:mu +IIP,f�031(t)I|(2.72)

Rum: s a.�030}402Au;<z)u+11//'(I)Ir1z. }402A-�0352um(r>}402+ |1f'<r)itL.(,,,,m,,,,ms)

|§u;(:)[| s a,k +b�030k�031d,,+}402f�031(t)}402L.,(0Jol, (0)) (2.74)

||u;(z)[1s C (2.75)
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(HZ) esta acotada en L�035(0. 7B;LZ(Q)) (2-76)

CONVERGENCIA DE LAS SOLUCIONES APROXIMADAS

De las estjmativas 1,2 ,3 ,4 y 5 tenemos: I

(um) esta acotada en L�035(0,7; ; D(A% ) r\(H,', (Q) nHz(Q)))

(u;) esta acotada en L�035(o,z,;H;(Q)nH2(Q)) (277)

(u,�031,',)esta acotada an L�034(O, 7[,;H; ((2))

(u:) esta acotada en L�034(0,7],; L2 (11))

por las inmcrsiones compactas: D(A%) C (Hf,(Q)nH1(Q)) C H;(D) C L2(Q)

y de las estimativas 1, 2, 3 ,4,5 y aplicando el Lema 11.6, existe una funcién

u e L"(0,7},;H",(Q)) tal que:

u,_ �024>u fuerte en c(o,7;,;H,',(Q)r»H1(s1))

u_�031_�024>u�031fuerte en C(0,7],;H,',(Q))(2.78)

u; -) u" fuerte en C(0,7[,;L2(}402))

Ahora probaremos que para mlmeros su}401cientementepequeiios y una conveniente constante

k la solucién 11 del problema (2.2) pertenece al conjunto G .En efecto por (2.78) tenemos.

HAum"2 £'L>||Au|[�031fuerte en L�031(0,T,,)

}[vu;,||�031£+|}vu�035g�031fuerte en L�031(o,z;,)(2.79)

MHZ _»z.�024>L>||u'||�031fuerte en L�031(0,7;,)

Porlotro Iado

mu�031+nvu;.u�031+ "Aun": s at: Mr + a:, uAu;,u�031+ «13. l|A%um"z s<2.so>
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2 k2 1 2 C1,: dz] v (�030r

52¢�030,�024+(;,+d,,,C,e +�024�024c,e1' (2.81)
6 mn

�030 g1".»}402+2.z;c,+max 43,113 eC°�031C,(2.82)
6 mo

5 giéllz}402+ zdgcl+ eCJCl(233)

6 mm {L mo}

2 2 2 2 2 2 2 2 C.,: .

5ZMJ<_+2d;Cl+d-eq:C1 S;1o_v11k_+2-¢«_9_+3_e_d;I:L(2,84)
6 3 3 3

2 max {saw 3e°"'d�030}k�031
_ 6d�031d�031,3�030~�031d�0305-0 =�024�024�024°�024i�031�024�024�024-ski2.85
<max{ o I e } 3 2 max{6d,}d,�034,3e""�031d'}3( )

Entonces pasando a Iimite cuando m �024>no teniendo en cuenta (2.7) en (2.85)

n«~n' +uwn�031+nAu1r s H

Lo que demuestra el teorema 1

PROBLEMA NO LINEAL.

En esta parte dcmostraremos la existencia de la solucién del pmblema no lineal

Ir _ r 1 =

u M<||Vvl|�035>||v||nu rm
71(0) = "0 § 74 (0) = "I

Utilizando una técnica dc aproximaciones sucesivas aplicado al conjunto G de}401nido

V antcrionnentc. En las condiciones establecidas en cl Teorema 1 se tiene que para todo v e G

existe una }401nicasolucién del problema (2.86). La idea es resolver uma sucesién de

problemas de la form:
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2: -M<llVz,�024.Il�031»IIz;.1lI�031>Az,=f
zF(0) = uo ; z;(0) = u, (2.87)

p 2 2

Donde 2, es la (mica solucién del problema,

. . 2
2, �024M<uVu.,|I�031,Hu.II M2, = /(238)

Z2(0)= uo ; z;(0)= 14.

De la de}401uiciénTPFB sea S:G�024)GtalqueS'zP_,=z,;p23, donde 2? es la {mica

solucién del problema (2.86).

La di}401culiadprincipal es demostrar la convergencia

N(z�030,)Az,,�024�024"""+>N(z)AzenL2(0,'l'a;D(A)) (2.89)

donde

~<z,>=M<1Iv«,~1II�035»llu;1II�031>:~<z>=M<1IvuIr,uu1r>

En primer Iugar probaremos que:

N(z,) �024>N(u) fuerte en L2(0,1;,)

En efecto Ia sucesién (.:,),,2, CG y con argumentos de compacidad similares a los

utilizados en la demostracién del teorema 1, obtenemos que existe una }401mcién

zELm(0:7;§D(Ay2)) tal que

» ||Vz,}4022�024»|}Vzn�031fuene en L�031(0,T0)(2.90)

||u;,||�035�024»}|u'}402�031fuerte enL�031(0,To)(2.91)

Ahora por la hipotesis sobre la }401mciénM
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M(31>'})'M(52ar2) = Ms(0I='iX5x _s2)+Mz(51=92)(�031i'r2)(2 92)

Vs,,r;,sz,r, e1R;6, e[s,,s2];¢92e[r;,rz] �030 '

Entonces

T., 2 , 2 , T. , 2 2 1

L |M<nvz.».u M >-Marvzu1aIzr>|wsJ., lM'(0""zP-1")�035uVZP�0301n�024uvzIr|dz

+10�034IM, (HVZH H�031,6�030,)|M4,, "2 -uz'|r fa,

sclfl}402vz}402n�031�024I:vzu�031|w+CIfl}402z;.H�031~IIz'u�031k:A>o<2.9s>

Iuego

jf°|N(z,_.(t))(Az,<:),w(t)>�024N<z(r>)(Az<r),w<r)>|drs ja"'IN<z,»,(r)>|||Az,,<,<r>�024Az(t)ll|lw(:)[1dr

|N(zH (1))-N(zp(t))mAz(t)u||w(t)]|dt �024-"2°�034�024>o(2.94)

Utilizando (2.93) y (2.94), obtenemos }401nalmenteque la funcién z veri}401quela ecuacién

(2.86)

2.3.3 Veri}401caciénde los datos iniciales

El objetivo de esta seocién es mostrar que pam una funcién dada en (2.77) satisfaoe las

condiciones iniciales dado en (2.7) esto es;

u(0) = uoy u'(0) = u, (2.95)

Luego de (2.77) y de la Proposicién lI.9para p =00 , K = D(A%)

V2 =H3(Q)nH�031(Q)ysea

Wl(0, T) = {ll 6 L°°(O, T; D(A% D; 11' e L'°(O,T : H;(Q)nH�031(Q))}

entonces: -
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u e C(0, T; H}, (Q) r\H2 ((2)) (2.96)

de fonna anélogahaciendo v = u�031, p = o0 ; V; = H},(Q)r-aI1�031(Q)y

V2 = 173(9) 3' seat

W,(0,T) = {v e L'°(o,T;H,;(n)nH�031(Q));v�031e L�034�031(0,T: H;(n))}

entonces:

u�031e C(0,T;H3(!2)) (2.97)

de esta fonna tiene sentido veri}401car14(0) y u�031(0)

Veri}401caciéndc u(0) : de (2.77) se tiene:

u; �024-�024'�024->u'en L�034(0,T;115(9) nH2(0)) -» L"°(0, T; H; ((1)) -�024>L�030(0, T;L�031(9))

Es decir

(u;,w) �024�024>(u,',,,w)Vw e L�030(0,T;L�031(§2))(2.98)

tomandow = v9 con v e H;(Q)nH�031(n)<-> H;(n) -» 13(9) y 9 e L'(0,T)se tiene:

jo�031(u;(r),v)9(:)d:�024>LT(u'(t),v)0(!)dt vae L'(0, T) (2.99)

en particular el resultado anterior es valido para todo 6 e C(0, T) pum C(0,T)HL�030(0,T)

También se tiene

um �024�024'�024>uen L�034�031(0,T;H,§(Q))(2.100)

Es decir

(u__,,w)-�024>(um,w)VweL�030(0,T;L2(Q)) (2.101)

Entonces haciendo w = wpcon v e H3 ((2) ML�031((2) g) e C�030(0,T)luegose tiene que:
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_[oT(um(t),v)qJ(t)dt �024>_[:(u(t),v);a(t)dI V¢eL'(O,T) (2102)

En particular e1 resultado es para todo ¢eC(0, T) pues C(0, T) L» L�030(0,T)Iuego

haciendo (D = 9 can .9 e c'(o,n se concluye que

_L'(u;,(t),v)9(t)dt ~> LT(u'(t),v)9(t)dt (2.103)

_|'oT(u,,,(t),v)9'(t)d1 �024+_[:(u(t),v)6'(z)a't (2104)

para todo veH;(Q)'�024»1.�031(n')ypm todo 9eC�030(0,T)m1que(9(0)=1 y a(T)=0:

sumando ambas ecuaciones se tiene:

JoT(u,�031,,(t),v)9(t)dt + j:(um (1), v)9'(t)dt = Kg�031-[(uM(t),v)0(t)]= �024(u,,,(0),v)(2.105)

porotro Iado:

LT(u'(t),v)9(t)dt+ LT(u(t),v)9'(t)dt = jo�031%[(u(z),v)9(1)] = �024(u(0),v)(2.106)

es decir

(u;,w)�024>(u;_,w)V/weL�030(0,T;L�030(£2))(2.107)

to1nandow=v9 con veH;(n)nH�031(n):�024»H,;(Q)«�024»E(n)y 6eL�031(0,T)seticne:

joT(u;(t),v)9(t)d: �024>j:(u'(z),v)9(:)dr v0eL�030(o,T) (2.108)

en particular el resultado anterior es valido para todo .9 e c(o, T) pues c(o,7) «-»L'(o, T)

También se tiene

u_�024�024�030�024+uenL�035(0,T;H;(s2))(2109)

E5 decir
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(u__, w) -> (uww) Vw 6 L'(0,T;L2(Q)) (2.110)

Entonces haciendo w = �030r¢C0|1v e H}, (Q) '�024>L�031(Q) (12 e C�030(0,T) Iuego se tiene que:

LT(um(t),v)¢(t)dt �024>LT(u(t),v)qo(t)dt V¢9eL'(0,T) (2111)

En particular cl resultado es para todo ¢ e C(0, T) pues C(0, T) �030->L�030(0,T) Iuego

haciendo (p = 0' con 6 e C'(o,T) se concluye que

j:(u;(1),v)9(z)d1 �024» (u'(t),v)9(t)dt (2.112)

J:(um(t),v)H�031(t)dt.> J�030o'(u(1),v)a'(1)d1 (2.113)

para todo v e H,§(Q) =�024>L�031(n)y para todo 9eC�031(o,T)tal que a(o)=1 y 0(T)=0:

sumando ambas ecuaciones se tiene:

I I dj:(um(1),v)0(z)d1 + j:(um(1),v)9 (1)11: = j'0'L7t[(um(t),v)9(1)]= �024(u__(o),v) (2114)

por otro Iado:

I I d

j:(u (1), v)9(t)dt + [0T («(1), v)a (1)111 = jo�031E[(u(z),v)(9(:)]= -(u(o),v) (2.115)

2.3.4 UNTCIDAD

Sean u,v dos soluciones de (2.86) Entonces se veri}401caque

:1" , v'�031E" e (0,T°;H:,(Q))

u,-v e L�030�035(o,7;,;D(A%))(2.116)

u',v'e L�034�031(0,17.;H3(9)rWH�031(Q))

14(0) = V(0) = "0 ; u'(0) = V'(0) = M1
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Sea w=u�024ventonces

u,v e L�034�031(0,7;,;D(A%))

7
W E L�031°(0,7Z.;D(A2))

w�031e L"(0,7},;H,§(Q)r\H�031(Q))(2.117)

w�030e L�030(0,T..;H.�030.(0))

W(0) = W.

w�030(0)= wl

Satisface la ecuacion

(W"(!), Z)+N(u(t))(AW(I), 2) = (N(v(!)) -N(u(t)))(Au(f), 2) (2-113)

Haciendo z = w'(t) en (2.121) obtenemos,

§;{|lw'(r)l|�031+ N(u<o)nVw(r)||�031}= <N(v(z» �024N(u(z>xAv(r),w+N'(u<r))uV»<r)|i�031(2.119)

Por otro Iado tenemos

PvI(|fVv(:)||�031,}402v�031(l)}4022)�024M(HVu(1)}402Z,u..'(:)u�030)|s |.M,(6{ ,||vmu')|| uvvmu�030-HVu(t)u2 | (2.120)

+lM,(]Vv(t)[,�2542)"}402Vw(t)"2�024"w�031(l)"2[(2121)

sc||1vw(z)||�031�024uvw'(:)1|2|(2.122)

Reemplazando en (2.1-1'9) obtenemos

d 2 , ,
;{}402w'(z)[1+ N(u(z))||Vw(r)][�030}s C{}402Vw(t)}402�024[|w(t)}402}}402w(on
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s c||w'(:)u�031+c||Aw(:)||�031(2.123)

Integrando de 0 a t y teniendo en cuenta que w(0) = w'(0) = 0 obtenemos

n(t) = [1 w'(1)|[�031+ do ||Aw(:)||�030s C.'£n(s)ds' (2.124)

Entonces, por el Lema de Crronwall

�024(p(.1)=]|w�031.(t)n2+,]]Aw(1)}4022s .ox.e5�035"�031�035'=0. (2.125)

esto implica:

|}w'(:)g�031+|{Aw(z)|1�031= 0 (2.126)

1|»-x(z)|]�031=oy[|Aw(z)}402�031=}402w(1)||Ha�034W,(m =0 (2.127)

=> w(1) = 0; V: 6 [0,7] (2.128)

u(l) = v(t) v: s [0,1] (2.129)

lo que pxueba la unicidad de la solucién
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2.3.5 Ejemplos de aplicacién en Rxlk y lR{xlR2

Se utilizé cl programa (WOLFRAM MATHEMATICA 10), para datos en M,f ,uo,u,y se

obtuvo los siguientes resultados:

a�031 s au(x,z)�031 s au(x,:)�03152u(x,t)
¥u(x,t)�024[l+Ll�024ax�024dx+I_5-�024a�031�024dx 7:0 en g=]_5,s[x]o,z[

u(�0245,t)= u(5,t) = 0

-_I -.1
u(x,0)=0.000le"'; §5;�0307�03193=o.ooo1e=�030 en Q=]-5,5[

Plo![Fir.vt[u{t,0] / .%],{t,0,12}, PIotRange �024)All]

{I1 -> Inte11>0|atingFuncti°n[{ {On 12}. {'5'3 5-} }, 0]

Fig. N° 2.1

mm;

am i?

am ;
' M I" ~F 

~|]|Il7|

Plot3I)[�030First[u[t,x]/. %], {t, 0.12}, {x,�0245,5},Plotkange -» All]

Fig.N° 2.2

5 .
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D �034L

5
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Plot[First[u[t, 0] I .%], {t, 0, 1 2} ,PIotRange �024+All]

{u -> Inte'rpolatingFunction[{{0., 45}, {-5., 5.}}, 0]

Fig.N°2.3

nam

aura; �030

m to 40

-0005 E _: '

P|ot3D[First[u[t, x]/. %], {t, 0.45}, {x, -5.5}, Plotkange -» All]

FigN°2.4
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5

Plot[First[( ID[u[t,x],x] " Zdx) / .%], {t, 0, 26} , PIatRange �024)All]

-5

{{u -> Interpo1atingFunction[{ {0., 26.}, {-5., 5.}}, O]}}

Fig N° 2.5

mm -

nam V

�031 A �031_1�0305A'�030*_�031�031"5�024':zs''

-nuns

Plot3D[First[u[t, x]/. %], {t, 0,25}, {x, -55}. PIotRange �024>All]

Fig.N° 2.6
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Z

a1 s Bu(x,t) �031s 5u(x,t) �031a�031u(x,r) _
?u(x,r)�024(l+L�030Tdx+L at dx 7:0 en Q�024]�0245,5[x]0,![

u(�0245,:) = u(5,t) = o

-1

u(x,o):o.o1e»�030;$0 en a=]�0245,s[

PIot[Firsl[u[t,0]/.%],{t, 0,85}, Plotkange �024»All]

{u -> InterpolatingFunction[{{0., 85}, {-5., 5.}}, 0]

Fig.N° 2.7

mm .

00.5

PIat[First[u[1,0} / .%], {t, 0,305} , PlolRange �024�024>All]

{u -> InterpolatingFunction[{ {0., 30.5}, {-5., 5.)}, 0]

Fig.N° 2.8
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2

51 s Bu( ,0�031s au( ,1)�031a�031u(x,:)
?u(x,t)�024(1+I_5{-;x�024¢z:c+j_5T" dx �024ax7_=o en Q=]�0245,5[x]0,![

u(-5,!) =u(5,t) = 0

�030_�030

u(x,0)=0.00le";  =0 en 12:]-5,5[

Plot[Firs![u[l, 0] / .%], {t, 0, 25, 5} , PIotRange �024)All]

{u -> IntcrpolatingF1mction[{{0., 25.5}, {-5., 5.}}, 0]

Fig. N° 2.9

nam

on Q

nam

aun

am i

5 L ., ~~�024~,,{ �024

Plot[First[u[l,0] I .%], {t,0, 65, 5} , PIotRange �024)All]

{11 -> Interpo1atingFunctiorn[{ (0., 65.5}, {�0245.,5.}}, <>]

Fig. °2.1o
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2 1 7 2

§}u<r«>-[1+IiI%( «br+Jf,f�035�034�030Tf�031�035|4*]
_se,,(x2+,1)=o ; en Q=]�024s,5[x]o,z[ sobxe u(-5,t)=u(5,!)=0

u(x,0)=0.001e%; 3�030%:�031�024�030�035=o ;en 9=]-5,5{

Pla:�030[Firsl[u[l,0]/.%],{:,o, 5.5;, PIo!Range �024»All]

{I1 -> Irm=p01a}401ngFmIcti0n[{{0-.5-5}, {-5-. 5-D. 0]

Fig.N° 2.11

P-l:t;�0315D{First[u[t,x]/.%], {t,{),5.5}, {x. -5.5}, Plomange �024»All

Fig N° 2.12
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\)P1ot\First\u\t,Q\l .�034/o\.,{t,}401,7A�030;, Plotkange �024)Al�034

{Kn -> \mztpo\a\�030\ng¥unc\ion\{{G., 1 .4 .} , {-5 ., S 3;} , OX
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3�031 1° 1° 5u(x,y,t) t?u(x,y,t)2 1° 1° 5u(x,y,t)2

y«<=w>�024[1+m.o[|T+7 My+I.,�030,I»..,5, M
u(�02410,y,t)=u(10,y,l) = u(x,�024l0,t)= u(x,l0,t) = 0 �030

-1

u(x,y,0)=0.ooxex�030;Wm en a=]�024m,1o[x]�0241o,1o[

_PIoz3D[Firs:[u[15,x,y] / .%],{x, �02410,1o},{y, -10, 10}, PIotRange �024»All]

{{u ->InterpolatingFunction[{ {G., 15.}, {-l0., l0.}}, o]}}

Fig.N° 2.15
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c) �024§Tu(x,y,t)�024[1+§l:0Jj?0[| | ]x1>cdy+j'_':�0310}402�031�034l3u(1;sry.t)d,;dyJ+

o.001sen(x2+y�031)=o an Q=(]�0241o,1o[x]�024w,1o[)x]0,:[

u(�024l0,y,I)=u(l0,y,!)=u(x,�02410,t)=u(x,l0,t)=0

'_�030

u(x,y,o)=o.oo1ex�030;#0 en Q=]�0241o,1o[x]�0241o,1o[

PIot3D[Fz'rst[u[l0, x,y] / .%], {x,-10,10} , {y, �024l0,l0},PIotRange �024>All]

{{U->1m°fP013li1|gF�034}402¢1i0n{{{0-,10-}, H0-. 10-}}. OH}

FigN° 2.16
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CAPITULO III

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1Variables de la Investigacién

Para nuestro problema tenemos dos variables

* (x,t) e Q = Qx (0, T) ; u : 112"�034~> IR ,Q acotada con frontera regular

yT>0

3.2 Operacionalizacién de las variables

Conceptual Operacional

(x, 1) Vnriabte en Soluciérn soluciones

R"xR 8�031°"�030*.�030�030mes IA=*I+IV"1+§~1<*�030
Del sistema

3.3Hip6tesis generalehipétesis especificas

Hipétesis general

La ecuacién en nuestro proyecto tesis es de! tipo Kirchhoff�030.

«11) ~ :#.!Q¥�031e.-{tf-,{u�030(1)fz)Au(1}=my -en Q: }402x}O,e2{

(*) u(0) = uo sobre Z:P x ]0, uo[

u'(0) = 11, en 11
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Tal que 0 es un conjunto acotada en R , y Muna }401mciéntal que:

1\»I:[0,oo[�024-)[O,oo[eonM(s,r)2 mo > 0.

Hipétesis especi}401ca

Con la hipétesis: [H1] y el teora dado para la ecuacién (2.1) es decir respecto an Al,

no y u, encontraremos la existencia local, Ia unicidad de las soluciones de (2.1).
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I

METODOLOGIA

4.1. Tipo de investigacién

Trabajanemos sobre cl espacio de las Disttibucioncs, Espacios dc Sobolev en Ecuaciones

Diferenciales Panciales. Este proyecto de tesis es cl ptimer trabajo en nuestra Facultad que

aborda la exposicién didéctica de un problema no lineal, lo que pexmitixé cl avance de esta

Iinea dc investigacién en la Facultad.

4.2 Dise}401ode la investigacién

El presente proyecto dc tesis inicialmente esté dirigido a mostrar la existencia Global de

soluciones regulares del problema (1).Para esto aplicamos cl método de Faedo�024Galerkin

que consiste en apmximarse a la solucién del problema (1) mediante soluciones dc sistemas

pmynctados an dimensi}401n}401rma;resultando soluciones del tipo 21�030= }401g�030,_*(l_)M§.,dnnde las

i=l

gm , i= l,2,.........,m , pueden ser determinadas (de manem (mi) por la teoria de

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (El Teorema de Caratheodory por ejemplo).

Finalmente usamos el teorema de! punto }401jo,para que mediante un proceso de Iimite y

concluir para la solucién del problema (1)

4.3 Poblacién y muestra

Ea estadistiocxs no existe poblacién en estudio, soio trabajamos en QQ R�035dc-Ade

Q=Qx(0,7'), QQ R" acotada oon }401omembien regular tal que T > 0

4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccién dc datos

Para e! desarro}402ede este trabajo-se utilizé materia} b}402}402iogré}401coen bibliotecas y por via

internet trabajos relacionados con el tema. �030
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4.5 Procedimientos de. recoleccién de datos

No hubo procedimiento alguno solo el acceso a diferentes bibliotecas de. universidades y las

paginas web que eran accesibles pm adquirir dichos materiales

4.6 }401ocesamientoestadistico y anélisis de, datos

No se realizo procesamiento ni an}402isisde datos solo se milizé el programa computacional

WOLFRAM MATHEMATIC 10 simular alguna aplicaciones
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CAPITULO V

RESULTADOS

En este trabajo se ha estudiado cl problema dc Cauchy Asociado a:

11 "a) �024Mqvu(z)|�031,[u'(z)[�031)Au(z)= /(1) en Q=Qx]0,oo[

U) u(0) = 11,, sobre Z:I"x}0,col

u '(0) = 1:�030 en (2

Y con la bipétesis [H,] respecto a M 24�034y 111 se llegan a los resultados siguientes:

u e L"(0,T;1-I;(n)mH�031(12))

u�031E L�035(o,T;H;(n))

u�035e L�034�031(0,T; L�031(Q))
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I

DISCUSIONES

EI método empleado en este trabajo �030puedeser dirigkfo y aplicado en diversas apiicaciones.

Podemos aplicar nueslm estudio, a la existencia y comportamiento asintético de. las

soluciones de la ecuacién amortiguado de la viga

T . . 1 V
i+A�031u�024MAzu ,[{Au}}401,)Au+p(i)=fan H
at H 6!

"(0)=uo§ u'<o)=u. '

Donde M 3,1�030)es una funcién real derivable en las dos variables yno negativa.

También es posible aplicar nuestro estudio al siguiente problema dc Cauchy asociado al

siguiente sistema.

DondcAesunoperador1i11cal cmmespaciodc}401ilbertH , M y ,9 son }401mcionesreales.

81



I

CONCLUSIONES

Las conclusiones importantes de este trabajo son los siguientes:

'1. Demostlmos la existencia gkobal y la unicidad de soluciones de la ecuacién dc onda

2. Demostmmos in existencia localy la unicidad de solncién de la ecuacién de onda tipo

Kirchhoff-Carrier.

u"<t) �024M<Jvu<r)I�030,%u'<2)|�031)Au(r)=/(0 en Q = nx}o,=o{

(1) 11(0): uh sobre Z= F x ]0, u:[

u�030(0)= 11, 811 Q

Donde el problema (1) penenecc al conjunto G gracias al TPFB (Teorema del punto }401jode

Banach) mediante las aproximaciones sucesivas y asi acabar con nuestra demoslracién.

3. Se dan diversos ejemplos de aplicacién con sus respectivas gm}401casmediante el programa

Wol}401amMathematic 10 déndole a nuestro problema una mayor ilustmcién y a la vez el

entendimicnto de nuesuuproblerna-_

4. Este resultado concuerda con distintas situaciones experimentales en lo que respecxa a

nuestra investjgacitm auali}401cay demuatm su valor, explicando Ios resultados obtenidos en

nuestro trabajo.
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RECOMENDACIONES

1) Dentro de la rama del anélisis funcional y cspeci}401camentesobre este proyecto dc

investigacién sc deja un material importante sobre las ecuaciones dc ondas

disipativas, que en un ténnino }401sicoes més realista en la vicfa co}401diana,por el cual

esta aplicacién es muy potente para diversas ramas de la lngeniera y la Fisica sino

también para lograr un modelo matemético computacional que modele los resultados

con respecto al decaimiento de la Energia.

2) Los libros, revistas , papers, tesis refexidas hacia este trabajo no solo son una ayuda

muy importante sino también despierta motivacién e interés para el futuro desarrollo

de la investigacién sobre el tema
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MVEXO 2: Mapa conceptual del trabajo
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