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RESUMEN

EXISTENCIA GLOBAL Y COMPORTAMIENTO

ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION

2
u'�024M(}402Vu|)Au+p(u')=0

:2

JESUS MANUEL PALOMINO AQUINO

Julio-2014

Asesor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega

Titulo Obtenido: Licenciado en Matemética

En el presente trabajo estudiamos la existencia global de las soluciones, la

unicidad de la solucién y el comportamiento asintético de la energ(a asociada al

siguiente sistema.

6�031 Bu
73- M(£lVu[2)Au + p(-67) = 0 en Q = Q x ]0,oo[

(1) 14:0 sobre Fx]0,oo[

u(x,0) = u°(x); u'(x,0) = u,(x) en 9

donde (2 es un conjunto abierto y acotado en IR�035;p una funcién dc clase C�030no

decreciente en IR y M :[0,oo[�024>[0,oo[una }401mciénta! quc M(s)2mo > 0.

El presents trabajo consta en dos partes, en la primera pane demostraremos la

existencia y unicidad de (1) aplicando cl método dc Faedo-Galerking. En la

segunda pane implementando el método de Nakao, estudiamos el comportamiento

asintético de la energia asociado al sistema (1)

Palabras Claves:

- Ecuacién de onda

- Método de Faedo-Galerking

- Existencia de soluciones

- Decaimiento de la energia

- Lema de Nakao
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ABSTRACT

GLOBAL EXISTENCE AND ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF

2
SOLUTIONS or THE EQUATION 1/ �024M(}402Vu1)M+p(1/)=0

n

JESUS MANUEL PALOMINO AQUINO

July-2014

Adviser: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega

Title obtained: Licenciated in Mathematic

In this paper we study the existence and uniqueness of the global solutions and the

asymptotic behavior of the energy associated to the following system.

2

g�024f�024M(j|vu[�031)Au+p(-Bl) = 0 en Q = 9 x ]0,co[
1 Q at

(1) u=0 sobre Fx]0,oo[

u(x,0) = uo(x); u'(x,0) = ".00 en 9

Where 0 is a bounded set in IR�035; p a class function C�030not decrcasising in IR

and M

a function such that M : [0,oo[�024>[0,oo[ with M(s) 2 mo > 0

This work consists of two parts, the first part will demonstrate the existence and

uniqueness of (1) applying the method of Faedo�024Galerking.In the second part of

implementing the method of Nakao, we study the asymptotic behavior of the

energy associated with the system (l)

Key Words:

- Equation of onda

- Method ofFaedo-Galerking

- Existence of solutions

- Decay of the energy

- Method of Nakao
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CAPiTULO 1

LPLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1. Identificacién del Problema

El modelo matemético que describe [as peque}402asvibraciones transversales de una

cuerda es:

62u Eh .L 6u)2 a�031uau
h�024�024 + �024�024dx �024+ or �024= 0

�031°a}401(p° 2L-[0 (ax )ax1 at

Y fue propuesto por Kirchhof}402donde L es la longitud en reposo, E el médulo

de Young 0 médulo de elasticidad longitudinal, /2 es la densidad de la masa de la

cucrda, h es el {area de la seccién transversal, po es la tensibn axial, 0: es el

médulo de resistencia donde a 2 0 .

Para a =0, en este caso aim no se ha demostrado la existencia de �034solucién

global�035para datos en espacios de Sobolev.

Para 0: > 0, esto permits encontmr Soluciones globales en espacios dc Sobolev

para dates 14,, e H3(Q) f\H1(Q), u, e H;(Q) .

Una generalizacién més rcalista del sistema (1) es tomar una funcién p : R -> IR

del tipo: p(s) = h o]s|P_' s ; ho > 0 ; p 2 1 ,en este sentido hay muchas

construccioncs de los aspectos mateméticos del sistema

6�031 6
6�0241§�030�024M(!)|Vu|2)Au + p(:,6�024�031:)= 0 en Q = 9 x ]0,ao[

(1) u = 0 sobre F x ]0,oo[

u(x,0) = %(x); u'(x,0) = u.(X) en 9

podemos mencionar los resultados de BRITO [2], cl considera M(r) 2 a + br con _

a>0 ; b>0 y p(t,v)=8v para 8 >0; PATCHEU [I3] investiga para el case

7



I

M(r) = a + br y p(t, v) = g(v) para g no decreciente, g fnncién de clase C ' ta]

que ]g(v)|sc,|v] ; si }v|sl,Ig(v)[Sc,]v]�030qsi |v|>1, siendo c,,c, constantes

positivas. También es necesario mencionar algunos de los autores que han

trabajado con la ecuacién (1) sin un ténnino disipativo: POHOSAEV [I7];

LIONS [10]; MEDEIROS y MILLA [7]; LIMACO y BEZERRA [8]. El término

p(t,u�031)de la ecuacién ha sido investigado por NAKAO [12], MARTINEZ [11],

entre otros. Nuestro trabajo es una generalizacién de la xealizada por YAMADA

[14] y PATCHEU [13]

1.2 Formulacibn del Problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes intenogantes:

(i)g,Scré posible cncontrar una solucién global de la ecuacién (1) con las

condicioncs dadas para: p,M, 140 y u,

(ii) ¢;Para las mismas condiciones mencionados en la pane (i), seré posible

estudiar el comportamiento asintético de la energia asociado a1 sistema (1)?

1.3. Objetivos de la Investigacién

1.3.1 Objetivos Generales

El objetivo general es demostrar, la existencia y unicidad de la solucién global asi

como el decaimicnto exponencial o polinomia! de la energfa asociado a (1)

dependicndo en este caso de la no linealidad de p

1.3.2 Objetivos Especificos _

El presents trabajo consta en dos partes. En la primera parte demostramos la

existencia de las soluciones fuertes y la unicidad del sistema (1). En 1a scgunda

pane, implementando el método de Nakao, estudiamos el decaimiemo de la

energia asociado al sistema (1).

8



Para obtener estos resultados usamos henamientas del analisis funcional, cl

teorema de Banach-Steinhaus, la teoria espectral y el método dc Faedo�024Galerkin.

En la segunda parte usando cl lema de Nakao, probamos que la energla asociado

al sistema (1) decae exponencial o polinomialmente dependiendo de la no

linealidad de p

1.4. Justi}401cacién

Este proyecto es el primer trabajo en nuestra facultad que implica el desarrollo

minucioso y explicito posible del tema en mencién, incluyendo asi al }401nalde las

dcmostraciones, y tener un mayor panorama del tema. Mostramos con el

programa computacional (Wol}401amMathematicalo) algunos ejemplos de

aplicacién con sus respectivas ilustraciones. Lo que permitira cl avance de esta

linea de investigacién en la Facultad.

1.5. Importancia

El present: proyecto se encuentra en el area de las ecuacioncs diferenciales

parciales y reviste particular importancia, ya que aborda cl problema de estudiar

la cxistencia global del problema (1), adoptando un método indirecto, a través de

sistemas aproximados en espacios de dimension }401nita.Implementando el método

dc Nakao sobre el sistema aproximado deducimos el comportamiento asintético y

la acotacién uniforme de la energfa aproximada, usandose posteriormente este

hecho para una segunda estimativa y as! obtener la solucién global.

9



CAPiTULO 11

ILMARCO TEORICO

2.1. Preliminares

En este capftulo presentamos algunos conceptos y resultados bésicos que serén

utilizados posterionnente en los capitulos siguiemcs sus demostraciones serén

omitidas por que se tratan de resultados ya conocidos. Solo se citaran las

refcrcncias donde serén encontrados con sus respectivas demostmciones.

2.1.1 Notaciones

0 [or] = a, + a, + a,, para:

0: = (a,,a2,.......,a,,) e N" , n e N

6|"'u
D�030Tj, = , ,,, N

" ax,"-...........ax:~ 0' (a�030'1�0310�031)'1�031E

0 Si f :Q;IR" �024-HRes diferenciable, e1 gradient: de f seré denotado por

Vf

y de}401nidocomo un vector dc IR�035dado por:

W: 1,3/_,"__,l
ax. 5*: ax"

0 El Laplaciano de una }401mciénf esté de}401nidocomo:

rt 62/�030

Af=V.Vf = �024

65,-�031

0 Sean u,v eL2(Q), entonces el producto intemo entre u y v esté

de}402nidopor: (u, v) = In u(x)v(x)aEx

Y la nonna de u en L�031(Q)y u en H'(Q) es dado respectivamente por:

1 1

||uH= [L,Iu(x>l «I2

- 10



I 1
n all 2 E �035au 1 1

IIvuI|=[§J.);<x>y 4.] ]

2.1.2. Identidades Usuales

Sean f y g dos funciones escalates de clase C�030(Q),QQR", siendo c una

constants real, F y G dos campos veetoriales de clase C�030(Q)entonces las

siguientes identidades son vélidas:

- V(f+g)=Vf+Vg

° V(0f) = CV1�031

- Vfg =fVg+gVf

I V.(F+G)=V.F+V.G

2.1.3 Espacios L�035(0)

En este trabajo las integrales de funeiones medibles de}401nidassobre la regién

abierta Q son realizadas en el sentido de Lebesgue.

El espacio euclidiano de dimension :1 es el conjunto R" formado por todas las n-

uplas ordenadasx = (x,,xz,........,x,,) donde x, e R, V i=1,2,......,n

Definicién II.l Sea p e R con 15 p<oo y (2; R" medible, denotaremos �030

con I�035(0) al conjunto de todas las funciones medibles u :0 �024>R tal que

|u(x)lp es integrable en el sentido de Lebesgue es decir:

1�035(Q) = {U : S) �024>IR / u es medible y _[n|u(x)[p dx < 00}

con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un milmero real

por una funcién �254"(Q)se toma un R�024espaciovectorial y la aplicacién "P

de}401nidapor

11



J.

uu}402mm= Un!u(t)|P dt:| " ;u e �254"(Q)

es una seminonna en E�031(Q)

Observacién II.1 Se dice que u = v casi siempre (c.s) en (Q) si y solo si

3M ; (2 tal que u(x)=v(x); VxeQ\M y med(M)= 0

Para obtener una norma se de}401neuna relacién de equivalencia en 2'' (Q)

mediante

uav siysolosi u=v (c.s)en Q

Denotamos por L�035(Q)al espacio cociente

P

L"(Q) JQ = {mm 5 2119)}

El cual es un espacio dc Banach con la nonna

J.

|[u�035U,(m= [J'n|f(t)|" dz] P; u e L"(Q)

Cuando p = 2 L2 (9) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v) = jnu(x)v(x)dx ; u,ve Em)

Su norrna inducido seré denotado por

1

�034u||L,(m= Un|f(t)|�030"arr] 2; u e LZ(S))

si p = no y 9 <; R" medible denotaremos con L�035((2) a1 conjunto de todas las

funciones medibles de}401nidasen Q esencialmente acotadas en (2 es decir

L"°(Q) = {u 2 Q �024»IR / u es medible y ac > 0 tal que |u(x)| 5 C c.s en :1}

Definicién IL2 De}401nimoscl supremo esencial como

sup ess|u(x)| = inf{C > 0 ;]u(x)| 5 C c.s en Q}
:60

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un n}401meroreal

por una funcién L�035(Q) se toma un]R espacio vectorial y

12



"u||m = sup Kc-.;s.\*|u(x)| ; u e L�035(Q)

de}401neuna noxma.

Demostracién. Ver MEDEIROS y MILLA [7]

Proposicién II.l (Designaldad de Cauchy-Schwarz) para funciones

L2 (9))

Sean u :Q�024>IR y v : Q -9 Rdos funciones cuadrado integrables entonces:

|(w>lS lluillivll

Demostracién. Ver BREZIS [4]

Proposicién II.2 (Desigualdad de Young)

Sea a20 , b.>_0 y 1<p, q<co con �024l�024+~]�024=1entoncesab sla"+-1-b"

P �030I P 4

Demostracién. Ver L. A. MEDEIROS y E. A. DE MELLO [6]

Proposicién IL3 (Desigualdad de I-I}401lder)

Sean ueL"(Q) y veL"(§2) con lspsoo y -1-+l=l (q=1sip=oo y

P �030I

q :00 xi p=oo). Entonces uveL'(Q) y In ]uv}dx s ||u ||L,.(m ||v|[L,(m .

Demostracién. Ver L.A. MEDEIROS y E. A. DE MELLO [6].

Sean V, W dos espacios de Banach con V c: W como sub espacio vectorial (ambos

con norma probablemente diferentes), Diremos que V esté inmerso

continuamente en W y denotaremos por V �030->W si y solo si EIC > 0 tal que

ll �034W<C|l Hy; WEV

Proposicién II.4 Sean <_: R" abierto y acotadol S p 5 co. Entonces

1 S p S on

13



| I

L"(Q) <-» mo) y }402u",s uu}402q(med(Q))(p J

Demostraciénz Ver ADAMS [1].

Proposicién II.5 Sea 9 g R" abicrto y acotado ls p S on entonces L�035(Q)'�024>

L1u.c(Q)

Teorema IL]: (Teorema de representacién de Riesz para L�035(0))

Sean l< p < oo, ¢ e (L" (52)) y -1- +�0241,�024=1. Entonces existe una (mica

P P

u e L�035(Q) tal que:

<(a,v>=Lu(x)v(x)dx VveL�035(Q)y |[u||L,,(n) = ||q)||(L,,(m}

Demostraciénz Ver ADAMS [1].

Teorema II.2 (Teorema de representacién de Riesz para L�031(Q))

seaT e [L'(n)]'a entonces existe V 6 17(9) ml que Para �030Odo14 E 5(9)

nu) = f,,u<x>v(x>dx y ||u|L =||T|l(,,(,,,)- asi (M9)) 2 L�034°(9)

Demostracién: Ver ADAMS [1]

Seav e L'(0,T) decimos ques E [0, T] en un punto dc Lebesgue para todo

v,si h> 0 tal que

[s - h, s + h] g ]0, T[ entonces:

£133 Zih v(s)ds = v(s)

Proposicién IL6 Si v e L�030(0,T)entonces casi todos los puntos s de [0,T] son

puntos de Lebesgue para v.

Demostracién: Ver L.A MEDEIROS y E.A DE MELLO [6]

14



Definicién II.3 Sea T e D'(Q) y a e N". La derivada de orden a dc T

denotado por

D"T y su distribucién esté de}401nidopor:

<D"T,¢ >=(�0241)*�034<T,D"¢ >, V¢e 0(9)

Asi mismo si T e D�031(Q)entonces D"Te D�031(Q)para todo aeN"con esta

de}401niciénse tiene que u e C"(Q) entonces D�034Tu= TD,�034; V [:1]: k, donde D"u

indica la derivada clésica de 14.

De}401niciénIL4 Decimos que uk -�024)ucasi siempre en Q si u, (t) �024>u(t) para

casi todo u s Q .

Teorema II.3 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue)

Sea (u,,),,�254Nuna succsién dc funciones integrables en un abierto Q QR�035,que

converge casi siempre a la funcién u . Si existe una }401mciénuo tal que [14, | S uo

casi siempre pm todo k e N entonces :4 es integrable y se tiene:

In u = In u�031

Demostracién: Ver BREZIS [4]

2.1.4 Distribuciones

Sea 9 <_Z R" un conjunto abierto y u : (2 �024>IR , una funcién escalar el soporte de

u es la clausura de (2 del conjunto y lo dcnotamos por.

sop(u)={xeQ/u(x)¢0}

Observacién II.2 El soporte de u es el menor conjunto cerrado dc Q fuera del

cualu = 0 en el siguiente sentido

(i) sop(u) es cerrado en 9 y u =0 en Q\sop(u)

15



(ii) Si W es un conjunto ccrrado 9 y u = 0 en Q\W entonccs el

sop(u) g W

Por C;�030�031(9) se denotara el espacio vectorial de todas las funciones con soporte

compacto de (2 que posean derivadas continuas de todos los érdenes en (2

Teorema IL4 Cg�034es denso en L�035(Q),1 S p < co

Demostracién. Ver ADAMS [1].

2.1.5 Nocién de convergencia en C3�034((2)

Definicidn II.5 Sea (¢k),eN una sucesién dc Cf," ((1) y (p e C;° (Q) decimos

que: q}, �024>¢ si:

(i)3K gs), Kcompacto, tal que Sop ¢, Q K, para todo K e N;

I (ii) Para cada at e N ", D"�030¢k(x) �024)D�035�030¢(x)uniformemente en x e O.

De}401niciénIL6 El espacio vectorial C,�030;"(())con la nocién de convergencia

de}401nidaanteriormente es denotado por D(Q) y es llamado funcién de prueba.

Definicién II.7 Una distribucién sobre Q es un funcional lineal defmido en

D(§2) y continua en relacién a la nocién de convcrgcncia de}401nidaen D(Q). El

conjunto de todas las distribucioncs sobne 0 es denotado por D'(Q): �030

D�031(Q)= { 7' : 0(9) -9 IR; / 7' es lineal y continua}

El conjunto D�031(Q)es un espacio vectorial sobre IK

Si T e D�031(Q) y ¢ e D(Q) denotaremos por < T, (17 > al valor T aplicado al

elemento ¢

16



2.1.6 Nocién de convergencia en D(Q)

De}401nitionII.8 Diremos que 1; �024>Ten D'(Q) si <1;,¢>-><T,¢>, para

toda w e D(Q).

2.1.7 El Espacio de las Distribuciones

Se denomina distribucién sobre Q a toda forma lineal T sobre D(Q), continua

en el sentido de la convergencia de}401nidaen D(Q) es decir una distribucién es

una aplicacion

T : D(§2) �024>R

42 I-9 T(¢)

tal que:

(i) T(a ,¢, +a2tp2) = a.r1T(rp,)+a2T(:p,); Va,,zz2 e 1R y \7�031¢2,,:p2e D(Q)

(ii)T es continua, esto es si(g2,()keN 4; D(Q) converge para ¢ en D(Q)

entonces

(T(¢,)),�030ENconverge para (T(;o)) en IR.

Consideremos el espacio vectorial de todas las distribuciones sobre 9 en este

espacio una sucesién (T,,),�030ENconverge para T y denotaremos por T; �024>T si y

solo si la sucesién (T; (¢)),:5N converge para (T(¢2)) en R para todo ¢ en D(Q)

El espacio de las distribuciones sobre 9. Con esta nocién de convergencia seré

denotado por D�031(Q)y D(Q). Sea (2 g R" un conjunto abierto y u e L�030LM(Q)

defmimos la aplicacién .

T; :D(Q) �024>IR

I/7 »+(1;,¢)=jnu<x)¢<x)dx

El valor de la distribucién T en (0 se representa también por (T,q2) dualidad

entre D'(Q) si y solo y solo si y solo es lineal, continua e inyectiva en dicha

recurrencia es com}401nidenti}402caruna distribucion Tu con la funcién u eLl�030m.En

ese sentido se tiene que
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LL�0349 D'(Q). como L�035((2) �030�024>EL�034(0) tenemos que toda funcién dc L�035(Q)

de}401neuna distribucién sobre Q esta y toda funcién de L�031(Q) puede ser vista

como una distribucién.

Observacién IL3 L,'M (Q) es Ilamado el espacio de las funciones localmente

integrales. Para u eLL,c(Q) consideremos el funcional T =7], :D(()) �024>IR

de}401nidopor:

< T,¢ >=< Tu ,¢2>= Iu(x)¢(x)dx.

Observacién IL4 El valor de la distribucién T en ¢ se representa también por

(T, q2) (dualidad entre D'(Q) y D(Q))

Lema II.1 (Du Bois Reymond) Sea 14 eL,'M(Q) tal que Iu(x)¢(x)dx =0

para todoqze D�031(Q)entonces u(x) = 0 c.s en 9

Demostracién: Ver RIVERA [9]

Observacién II.5 las distribuciones T} defmidas por funciones u e L�030m(Q)

son univocamente de}401nidaspor esta razén se identi}401caa 14 con las funciones y a

7; con la distribucién luego L,�030M(Q)'�024>D�031(Q)

2.1.8 Derivada Distribucional

Sea T eD�031(Q)y a = (a,,a,,.......,a,_) un multi-indice se denotara la detivada dc

orden a de T si la distribucién D"T de}401nidapor

(D"T,¢) 2 (�0241)""'(T, mp); Vw e 0(9)

Esto nos indica que cada distribucién T sobre Q tiene derivada de todos los

érdcnes. Asi las funciones dc LL,�030(0) tienen derivadas de todos los érdencs en cl

sentido de las distribuciones.
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Observacién II.6 El operador D" :D(Q) �024->D(Q) es continuo

2.1.9 Distribuciones Vectoriales.

Sea V un espacio de Banach. Se denomina distribucién vectorial sobre [0,T] con

valores en V , a toda aplicacién lineal y continua sobre D(0.T).

Dada una distribucién T su valor en (0 se representa por (T,¢) .

Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre [0,T], denotaremos por

D�031(0.T,V).

Sea u e L�035(0,T, V); l S p Soc de}401nimos '

T

7; :D(0,T) �024»V/(1j,,¢) = [0 u(t):/7(t)dt

Observacién II.7

Se vcri}401caque Tu es una distribucién y estan dcfmidas por funciones

ueL"(0,T,V), ¢eD(0,T). Luego ¢ueL�030(0,T,V).

1; es lineal y continua en D(0, T)

I; esta univocamente detenninado por u

Lema II.2 Sea Vun espacio de Banach siue L'(0,T, V) y LTu(t)¢(t)dt =0

para todo qaen D(0,T) entonccs u(t) = 0 c.s en ]0,T[

Demostraciénz Vet ZEDLER [3]

2.1.10 Derivacién en D�031(0,T,V)

Dada una distribucién vectorial u de}401nimossu derivada en el sentido de las

distribuciones vectoriales denotado por u�0316 :4: como:

du 11¢
�024�024,= �024 ,�024 V D 0,T

<dr �030�035><"dr> �034E( �031
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En general la derivada dc orden n se de}401necomo

<%,¢> = (-1)" <u,%> v¢ e D(0,T)

�030 En particular todo elemcntou e L�035(0, T, V) posec derivada de todos los érdenes en

el sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0,T[

Sea V un espacio de Banach, Rcpresentaremos con C([0,T],V) . El espacio de las

funciones que son oontinuas [0,T] en V_

Sean V y H .dos espacios de Hilbert real con sus rcspectivas estructuras de

Hilbert (V,( .,.)V y (H,( .,.)H ,|| se supone que V 9 H con

imnersién compacta, continua y denso en H ; 07" I" = H). Denotemos a (9) con

el simbolo de inmersién.

Lema II.3 (Teman). SeaX un espacio de Banach con X�031scan 11, g dos

}401mcionespertenecientes a L'(0, T, X) . Entonces son equivalentes

1. u es c.s igual a la primitiva de g es decir 35 e X tal que

u(t) = 5 + g(s)ds, c.s : e [0, T]

2. Para todo gv e D(0,T)�030setiene

j0�031u<s)¢'<s)ds=J0�031g<s>¢(s)ds

3. para todo 77 e X�031

d

;<n.u<r>),,, =<n,g<z>)m

En el sentido distribucional sobre ]0,T[

Dcmostraciénz Ver TEMAM [18]
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4-�024 ~ r �024-

Lema II.4 Sean V,H y V�031espacios de Hilbert cada espacio incluido y denso

V, V�031dualde (V9 H 4+ V�031).Si ueL2(0,T,V) y u�031eL2(0,T,V�031)entonces

u e C([0, T];H) , luego tenemos la siguientc igualdad

d 2 ,

E�034"(')�034H= 2(u (t)�031u(t))V'xV

en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre [0, T]

Demostracién. Ver TEMAM [18]

7.3 4 7/
2.1.11 Espacios de Sobolev

Los principales resultados dc esta seccién podrén scr vistas en las referencias

ADAMS [1],

BREZIS [4], KEZAVAN [5], MEDEIROS [6],[7] y RIVERA

De}401niciénIL9 Sean m eN y 15 p S on denotamos por W""�035(Q)alconjunto

de todas las funciones u dc L�030°(Q)tal que para todo |a|sm, D�034ue L"(§)),

sicndo D"u la derivada distribucional de 14. El conjunto W�035"�035(Q) es llamado cl

espacio de Sobolev dc orden m relativo al espacio L�035(Q) .

W'""�031(Q)= {u e L�035;D"u e L"(Q), [04 s m}

2.1.12 Norma en W""�031(Q)

Para cada u e W""�030�035(Q) y la sea la expresién

L L
F P

||u||...=[HZ||D�034u|lZ..,]=[gJ.I<v~«><x>I'�031dx],
IZSIII SM

u = D�035u , p = 00u n... n Hmn)
de}401neuna nonna sobre W'"'�035(D) .
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Observacién II.8

1. ( W""�035(Q), . HM) es un espacio de Banach.

2. Cuando p = 2, el espacio de Sobolev W'�035�0312(Q)se convierte a un espacio de

Hilbert con producto interno denotado por:

(u,v)= z(D�034u, D�034v)L2(m u,ve W""2(Q)

[a|sm

3. Se denota a W'"'2 (D) también como H "�031(Q) donde:

En H"�030(Q)= {u e L�030(Q)/D"ue 1} (s2);va.}aj s m} en el sentido distribucional

D'(Q)

Asi:

H'(Q) = {u e Em) / Du e L2(Q);en 17(9)}

H�030(Q)= {u e L�031(Q)/D"ue L�030(n),|a}s 2;enD'(Q)}

La forma bilineal

_ " au(x) 6v(x) _ _ _
((u,v)) _ _[nI):T�030�024�024�024�024axi�024�024�024�024axIdx _ jnvuvv _ (vu,Vv)m) _ (Vu,Vv)

de}401neum producto interno en H3 ((2) e induce una nonna y la denotamos por

�035�034":=g(n;=(<u,u>) = (V�034�031V")u(m=<vu,vu>=nvuu;m =|lVul!2

En el espacio H3(9) n H2(Q)def1namos la forma bilineal

( . )A = H§,(Q)nH2(s2)x H;(Q)n 112(9) �024»R

Mediante

(um =I.,~¢Av=<mv>L,(,,, =mAv)

que resulta ser un producto interno y la norma inducida es:

- nun:=<Au,Au>m,=<Au,Au>=IIAuII;m =uAu:r

2.1.13 Espacios W0�031�035"�031(Q)y W"""�031(Q)
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Definicién II.l0 La clausura del espacio vectorial D(Q) con la noxma de

W ""�035((2) se dcsigna por W0�035((2) es decir W,,''�031'�030�031(O) =DT§) Mm�031

T 1. Cuando p = 2 se tiene H5" (9) = 17(6) �034-

Si m=1 se tiene

H,§(Q) = Dr) H�030para Qen las condiciones dada se prueba que:

173(9) = {u e H�030(n)/ u|I_=m = 0}

H;(Q)nH1(Q) = {u e H2(§2)/u||_ = o}

si 9 = R" :> 113(9) = 1T2) �030�034*=H'(Q)

2. Si W0�035((2) = W�031"'�031((2) entonces la mcdida dc JR" \ 9 es nula.

3. También se tiene que W0"""(1R") = W""�035(]R").

Definicién II.l1 Sea lSp<oo y q >1 tal que %+%=l.

Representamos a W�034""�035(Q) al dual topolégico dc W0''�031'�031�031((2) .

El dual topolégico de H5" ((2) se representa como H�030"�031(Q).

2.1.14 Inmersiones de Sobolev

Teorema 11.5 (Teorelna de Sobolev) Sean m 21 y 15 p < co. Entonces:

(1') Si i�024}402> 0 entonces W�035""(Q)'-> L"(Q), -]�024=�024l�024�024}402,

P '7 �030IP "

an S1�030%�024%=0entonces W"�030"�031(Q)«�024»I."(Q), qe[p,oo),

(iiz) Si %-�024g< O entonces W"""(Q) �030->L�035(Q)

Siendo todas Ias inmersiones son contin}401as.
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2.1.15 Espacios L"(0,T,V) '

Sea 0 < T < oo y V un espacio de Banach, una funcién u :[0,T] �024->V es llamada

medible en [0,T] si la funcién real t�024)(f ,u(t))y,XV es medible Lebesgue en

[0,T] para todo f e V�031donde V�031es el dual topolbgico de V y ( . )V,_y denota

la dualidad entre V�031y V en este caso decimos que :4 es una funcién medible en el

sentido de Bochner.

Una funcién u :[0,T] �024>Ves llamada integrable en el sentido de Bochner en

[0,T], si ues medible en [O,T] y la funcién real t�024)�034u(t)"Ves integrable a

Lebesgue en [0,T] en este caso la integral de esta }401mciénes un vector tal que

_[oTu(t)dt e V y esté earacterizado por la siguiente propiedad

<f, u(:)d:>W = (f,u(:))Ndz vf e V

Si 15 p <00 denotaremos por L�035(0,T,V)al espacio vectorial de las (clases de)

funciones vectoriales u :[0,T]�024>V y tales que t�024>|[u(t)}402:es integrable segim

Lebesgue en [0,T] , Este espacio vectorial es un espacio de Banach con la norma

I

Iiutnm, =(L,�031IIu<t>In:at)"

Si p=2 y V es un espacio de Banach, entonces L2(0,T,V) también es un

espacio dc Hilbert con producto intemo

(u, v),_,�034M= j0'(u(r),v(z))d:

Si p=aorepresentaremos por L°°(O,T,V) cl espacio vectorial de las funciones

vectoriales u :[0,T] �024->V que son medibles y tal que el supremo esencial

(]]u(t)||y ;t e [0,T]) es fmito L""(0.T,V) es un espacio de Banach con la norma

llullmy, =s3g0g§sl|u<t>||y
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Proposicién IL7 Sea V un espacio de Banach y 0 < T <oo, entonces

L�035(0,T,V)es separable en el caso que V sea separable y 1 5 p < co

Demostraciénz Ver ZEDLER [3]

Un resultado muy importante es respecto a dos espacios L�031(0, T; H) , que

permiten identi}401car(L�031(0,T;H))�031z L�035'(0,T;H').Para el caso en que p =1 sc

identi}401ca(L' (0, T; H)), z L�030�035(0,T;H�031).Analicemos ahora el caso en que

P =1 y H = L2 (9)

Para esto se de}401ne:

F t L" (0. T; L�031(9)) -> (L' (0. T; (L2 (9))')'

u �024>F(u)

donde:

F(u):L'(0,T;(L�031(Q))�031)�024> IR

5 �024>< F(u),g >= }'o'< §(t),u(t) >(,,(nW,(md:

F es lineal contin}402ay biyectiva dc cste modo habremos identi}401cado:

1-�035(0. T; L2 (9)) ~ (U (0, T'.(L1(9))')',

donde sus elementos dc L°° (0,T;L2(Q)) pueden ser vistos como elementos del

dual deL'(0, T; (L2 (Q))�031). Entonces cuando decimos que:

um �024�024'�024)u en L°°(O.T;L2(Q)) ,

Tenemos:

< "M �0315>_�031<"�0315 ><L�030<o.r;(L�031<n)>7xL�030(o,r;(L�030<n»'>�031V�030:E D (0�031T;(L2(9))')

lo que signi}402catambién:

T 7'

I0 <;(t)�031u'"(t)>(L�031(n>rxL'<n>dt�024).[»<§(t)�031u(�031)>(L�030<n>7xL�030m)dt

W,�035E l2(0T;(L2 (9))')

La siguiente proposicién relaciona la convergencia débil estrella antes

mencionada con la convergencia débil.

25



Proposicién [L8 sea V un espacio de Banach. Si la inmersién X °-> Yes

continua. Entonces si 1.<. psqsoo la inmersi6nL�035(0,T,X)H L"(0,T,Y) es

también continua. Demostraciénz Ver ZEDLER [3]

Proposicién II.9 Sean X e Y cspacios de Banach tal que X �030�024>Y si

ueL�035(0,T;X)y

u�031eL"(0,T;Y) entonces u e C([0,T]; Y)

Demostracién: Ver LIONS [10]

Teorema H.6 (Desigualdad de Poincare)

Sea Q un abierto acotado de R�035. Entonces existe una constante C que depende

Q

tal que:

�034u]|L,(mSC"Vu|[L,(m para todo u e H;(Q)

La constante C es llamada la constante dc Poincare para Q

Observacién II.9

1.- La desigualdad de Poincare también es valida si u eH�030(Q)y el trazo dc u

sobre F =6!) se anulan sobre alguna parte de 1" . (Ver. H. BREZIS [4]).

2.- La desigualdad de Poincare continua valida en W0�035(9)

2.1.16 Consecuencias dc la desigualdad de Poincare

1.-La norma de Sobolev . H] 0 en H3 ((2) es equivalente a la norma del gradieme

en L2 (Q). Donde existe C > 0 ta! que H1 (9) 5 mm para toda

u e H3 ((2) .
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2.- La norma dc Sobolev .||�035,m)es equivalente a la norma del Laplaciano en

3(9)

para funciones en H02 (Q), esto es existe C > 0 ta] que Hzm) S C"AuL2(m

para todo u e H01 ((2). De esto se sigue que si u e H 02 (Q) entonces se tiene que

% e H; (O) donde se da la desigualdad de Poincare.

2.1.17 Convergencia en L�035(0,T,V)

Sea V un espacio de un espacio de Banach y (uk )k�254Nuna sucesién en V .

Decimos que (u,,),,eN converge fuerte en V si }402ue Vtal que nu,�030�024u�034V�024-)0

cuando k �024~>co en tal caso denotaremos por u,�030�024)u

Decimos que (uk )kEN converge débil en V , si existesu e Vtal que

(f, u,�030)1�034,�024->(f,u)N,; Vf e V�031con inmersién compacta y continua

en este caso denotaremos por uh �024>u

Proposicién II.l0 Sea (u,, ),,EN una sucesién en V que converge débil hacia

u en V entonces �031

llully S liminfllukliy

Demostraciénz Ver BREZIS [4]

Sea (u,, ),,EN una sucesién en L�035(0, T, V) y u E L�035(0, T, V) se dice que (uh )kEN

converge débilmente a u e L�035(0, T, V) si : �030

<f�031�034h)L"(D,T,V)xL"((),T,V') "�031(f�031u)L"(0_T,V)xL�035(0,T,V');Vf 6 Lq (OJ: V)�031d°�034de%+% =1 �030

esto signi}401caque
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LT <f�031uk >1/xv�031dt -�031J-or (f�031u)VxV'd�031;Vf e um�031T�031V�031)

Observacién II.10

En el caso V = Hg, (9) entonces V�031= H"' (Q)

(G, v)H_. (�034mm= (G.v); VG e L�031(Q), Vv 6 113(9)

Hg(Q) «-» Km) 2 (L�031(n))'= L�031(:2)L» H"(Q)

Luego

ja'(w(t),u,(:))dz �024>LT(w(t), u(t))dt

donde (uk)keN g L�031(o,T,H;(£2» y w e L�031(o,T,LZ(<2>)

sea V un espacio de Banach, siendo V�031su dual de la norma

f . = 314.0 fJ4u an W K )|

Diremos que una sucesién (uh ),�030ENde Vconvergc débil cstrella a 14 en V�031y

denotamos por u,, �024'-�024>usi y solo si (uuw) -�024>(u,w)para todo w e V

Asi u, �024'�024>u en L"�031(0,T; V) si y solo si

(ui �031w)L°(0,T;V')xL' (0.T;V) _.) (u, w)l7(0,T;V')xI}(0,T;V)

Vwe L'(0,T; V) es decir

1 1 _ I .

[0 (w(z),u,(:))Ndz �024+[D (w(z),u(z))Nd: , Vwe L (0,T,V )

Observacién IL] 1

si V = Em) y u, �024'»uen L�031(0,T;(L�031(Q))') signi}401caque

, , , , ; V L2 0,T; L2 (2
(u�030w)L°(oI;(L�030(m)><L�030<o.m�031(m>�024)(uw)L'°<o.r;(L�031<n))><L�030<oJ';L�031<n»we ( ( »

es decir
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T T

[D (u,,,w)(L2(m),XL1(mdt �024>[0 (u,w)(L1(m),w(mdt; Vw e L�031(0,T;L�031(:2 ))

por tanto u,, éru en L�030°(0,T;L1(Q)) si y solo si _[0T(uk,w )dt �024>LT( u,w)dt

VweL�030(0,T;L2((2))

2.1.18 .Topologias débil y débil estrella

Un espacio métrico es completo si toda succsién dc Cauchy es convergente en

ese espacio. Un espacio vectorial normado completo, con su métrica inducida por

la norma es un espacio de Banach. Un espacio vectorial nonnado V se denomina

un espacio de Hilbert de V, si V es un espacio dc Banach con la norma inducida

del producto interno. ~

Un espacio E es separable si existc un sub-conjunto D g E , ta] que D es denso

numerable en E.

Sea E un espacio de Banach y sea f E E�031, siendo E�031el dual topolégico de E y

designamos por T] :E �024)]R{ una aplicacién dada por T, (x) =< f,x >.

La topologia débil o'(E, E') sobre E es una topologia menos }401naen E que hace

continua a todas las aplicaciones (T, )1,55,. Dada una sucesién (x,, ),,E,, en E, la

notacién de convergencia débil en general esta indicada como:

x�035�024>x débil o-(E,E�031)

0 simplemente x" --> x débil enE

Proposicién II.11 Sea (x,,),,EN una sucesién de E entonces:

(0 x,_ �024->x débil en o'(E,E') siysolosi < f,x,, >�024>< f,x >, Vfe E�031

(it) x" �024-)x }401zerteen E entonces 15,, *9 36 débil en E

La demostracién de esta proposicién puede ser vista en H. BREZIS [4].

29



Proposicién II.l2 Se E un espacio de Banach y sea (f,,),,EN una sucesién dc

E�031entonces se tiene:

(i) f,_�024i�024)fen o'(E�031,E)siysolosi <f,,,x>�024><f,x>,VxeE;

(if) f" �024�024>f fuerte en E�031entonces f" �024�024�024>f para o'(E�031,E").

(iii) f�0354f débil en o'(E�031,E�035)entonces fn 4) f para o'(E�031,E);

(iv) Si fn 4) f para o'(E',E), entonces f,,|| es limitaday

||f|| S Um infll}401lli

Si f,, 4)f para a(E',E), y si x" �024)xfuerte enEentonces

<f,,,x"> �024><f,x>

Donde (4)) denota la convergencia débil esn*ella

La demostracién de esta proposicién puede ser vista en 1-]. BREZIS [4].

Proposicién 11.13 Sea um 4>u en L°°(0,T;L�031(Q)), entonces um �024'�024>u

en L2(0,T;L�030(§2)).

Teorema 11.7 (Aloglu-Bourbarki)

Sea E un espacio normado separable y sea {xk} una sucesién acotada en E�031

entonces existe una subsucesién {xi} de {xm} y x e E�031ta] que:

xk 4>x en E�031

Demostracién: Vcr BREZIS [4]

Teorema II.8 (Ausbin-Lions)

Sean BD,B, y B tres espacios de Banach tales que Bo y B, son espacios

re}402exivosademas Bo �030-rB con inmersién compacta y B0 H B �030->B1 con

inmersiones continuas.

Sea W(0.T)= {ue L�035(0,T,Bo);u'eL"(o,T,3,)}, donde 0<T<oo ; 1 <p,q <00

con la norrna definida por: "u||W = WOIWU) + |[u�031]|L,w4m�030)
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Entonces W es un espacio dc Banach y W H L�035(0, T, B) con inmersién continua

Demostraciénz Ver LIONS [10 ]

Lema IL5 (Lema de Lions). Sea 9 un conjunto abierto de IR" ; g,, y g

funciones de L"(Q) ; I < q < co tal que:

]]g,,||L,(m SC y g,_ �024>ges en Q

Demostraciénz Ver LIONS [10]

Teorema 11.9 (Teorema dc Banach-Steinhaus)

Sean X e Y dos espacios dc Banach y (T,),E, una familia de operadores lineales

y continuos de X en Y. Si se cumple:

para todo x e X existe M, >0 tal que HT,x||s M, , Vie 1, entonces existe

M >0 talqueHT,[|sM,Vie1.

Proposicién 11.14 La norma en todo espacio de Banach es debilmente

semicontinua inferiormente.

Demostracién. El teorema de Banach-Steinhaus permite concluir que siempre que

tengamos una sucesién veri}401candoque converge débilmentc, entonces la

sucesién esta acotada. Ademés

K",f)| = ,!i23,l(w»f)1 5 {*3}, inf ll". llx l|f||x-

tamb' ' = ,nun, fEf{z{|I;1}402l(ux>|

entonces: �034u�034X= sup Ku,f S infuuku
/ex'.m}s1

Lema II.6 (Lema de Gronwall) Sean q) :2 L�034°(0,T)y ,6eL�030(0,T)tal que

}402>0,¢2O yunaconstanteK20. Si:

¢(:) 5 K + }402(s)¢(s)ds, V: e [0,T],
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entonces se tiene que:

guy) s KeI°�035�034"", Vt e (o , T),

Lema II.7 (Nakao) Sea E : IR* �024>IR una funcién acotada y no negativa

satisfaciendo

sup[5(s)]"" 5 co [15(z) �024E(1 + 1)]
lS1Sl4I

Para Vt 2 0 siendo Co > 0 y a 2 0 entonces se tiene:

(i) Si 0: =0 existen C,,5>0 tal que E(t)SC,e�034"v: 21

1

(ii) Si a>0, 3C>0 tal que E(t)sC(1+z)'Z Vt2O

Donde C depende de E(0)

Demostraciénz Ver M. NAKAO A [12]

2.1.19 Resultados de la teoria Espectral

A continuacién seguimos con la demostracibn de la teoria espectral, que es

esencial para la obtencién del problema aproximado. Que consiste en proyectar cl

problema (1) en dimensibn fmita

Sean V y H dos espacios de Hilbert completes, cuyos productos intemos y

normas serén denotados por ( . ), , . "V y ( . ),, ,, respectivamente,

supongamos que:

1) V es denso en H;

2) V �030->H can inmersién compacta;

3) Esta defmida una forma sesquilineal y continua a(u,v) en V x V;

4) Existen an y :2 en IR,c0n a>0, talque:

5) a(u,v) es hermitiana; Rc[a(v,v)+ao(v,v)]ZotHvH: , Vv e V;

6) A as denotado como el operador de}401nidopor la tema (V,H , a(u, v)) .

Teorema II.l0 (Teorema Espectral) Con las hipétesis anteriores

obtenemos
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que:

(1) A es auto-adjunto y existe un sistema ortononnal y comp1eto(w,),e,,,,

los w, forman una coleccién numerable de H constituido por los

vectores propios dc A .

(ii) Si (2.,),EN son los valores propios o autovalores dc A

corrcspondientes

a la sucesién (w,),.E,,, entonces:

0< A1 5 /1, 5 A, s s 2.,�035S y /1,, �024>oo cuando m �024+no

(iii) El dominio de A esta dado por:

D(A)={u eH;:,1,�031|(u,w,)[�031<00}.

(iv) Au = �030E:/"L,(u,w,)w,.

Para obtener la solucién del problema aproximado, el cual sera utilizado en el

capitulo siguiente para resolver el problema en cuestién, necesitaremos dos

resultados a seguir.

Teorema II.1l Prolongamiento de Soluciones para Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias

Sea 9 un subconjunto abierto de 1R"*�031cuyos elementos son denotados por

(t,x), re RXR" y sea f: Q�024)JR"una funcién.

Consideremos el problema de valor inicialz

x'(t) =f(1, x(!)) .
{x(to)=x0

Se dice que f : Q �024)R�035satisfaoe las condiciones de Caratheodory sobre Q si:

(1) f(t, x) es medible en tpara cada x }401jo;

(ii) f(t, x) es continua en x para casitodo I }401jo
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(ii!) Para cada compacto K QQ, cxiste una }401mciénreal mx (t) integrable tal

que

|f(z,x)1,,,. s mm), W, x) e K

Teorema [L12 (Teorema de Caratheodory)

Sea f :Q -9 IR�035satisfaciendo las condiciones de Caratheodory sobre Q.

Entonccs existe una solucién de (i) en x(t) sobre alg}401nintervalo |t �024t,,|s /3 ,

(}402> 0)

Lema H.8 Sea Q={0,T)xB con T >0 y B={xe R";[x|sb},b>0. Sea

f: Q �024-HR"que cumple con las condiciones de Caratheodory sobre Q.

Supongamos que x(t) es una solucién dc (i) tal que |x0 |s b en cualquier

intervalo I , donde x(t) esté defmida, se tendré |x(t)] 5 M, Vt e 1, M

independiente de 1 y M <b entonces x posee un prolongamiento en [0, T].

2.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

2.2.1 Teorema de Existencia y Unicidad

Sea Q g R" , donde (2 es un conjunto abierto acotado y con }401onterabien regular

T y T > 0 . En Q= (Ix (O,T) consideramos el siguientc sistema:

u"-M(J']Vu|�031)Au+p(u')=o en Q=Qx]0,co[
(1

(1) u=0 sobre 2=Fx]0,oo[

14000) = 110(1); I/(15.0) = 141(1) 611 Q

Donde las funciones M,p,uo y u, verifican las siguientes hipétesis
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[H1] uo e Hg(Q)r\ H�031(()),u, e H:,(Q) tal que ||Auo]|+ "V14," < 5; 3 > 0

siendo 5 su}402cientcmentepequeflo

[H2] la funciénz p : IR �024)R de clase C�030no decreciente tal que:

(i) aolslm s|p(s)|sa1|sl�031"; Vse IR; ama, > 0 ; 720 V

.. (1/3 ~ 7 __ . ' ..
(11) 0<Z-(s)Sc|s[ y p(0)�0240,Vse]R, c>0

. 2 .
720 s1nS2 y 0575: SI n23

n �0242

(iii) p y 1:7�031)son oontinuas en R

[H3] La }401mci6nM:[0,oo[ �024->[(),oo[; M de clase C�030tal que:

(i)

M(s)2 mo > 0; M(s)SsM(s) ;]M'(s)|saz[s|" dondea 2> O,p20,y <2p+1

Y ms) = _[:M(r)dr

(ii) E (z) = ||u'(z)|l�031+ 1f4(||vu(:)|f)

Es importantc observar que el término p(u�031(t))representa una disipacién de la

Energfa asociado a (1). El método de Faedo-Galerkin se utilizé para demostrar la

existencia de la solucién global del problema de Cauchy, asociado a la ecuacién

(1). La unicidad de la solucién se demostré utilizéndose la técnica de

contradiccién con auxilio de la desigualdad de Gronwall.

Para alcanzar estos objetivos de}401nidosanteriormente, se dividié este trabajo en

cuatro etapas:

i) Estudiar la existencia de soluciones locales a través del método dc

Faedo-Galerkin

ii) Obtener estimativas a priori y prolongamiento de la solucién (solucién

global)

iii) Mostrar la unicidad de la solucién.
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iv) Determinar el comportamiento asintético y el decaimiento exponencial

o polinomial de la energia asociada a (1)

Definicién II.12

Sean u0,u1, p y Mcumpliendo con las hipétesis dadas en [H, ],[H, ]y [H,]

de}401nimosla solucién fucrte dc] problema (1) y sea la funciénu tal que:

14 6 1«°°(0»7$ ;H$(Q)fW 1772(9))

14' E 1«°°(0sTo;H3(Q))

u" E L"�034(0,To;LZ(Q))

que satisface:

(u", v) +M(j1vu[|�031)(Vu, Vv) + (p(u' ), v) = 0, Vv e H;(§2)

Teorema II.l3 (Existencia Global)

Asumiendo las hipétesis [H, ],[H2 ]y [H3] existe una constants positiva so > O;

donde

O<£S£o <1 ; tal que si: ||Auo||+}|Vul|[ <50

Y

E

11(0) + a, 2 $33 3 %min{1,m0}£: (2.1)

donde H(t) = |[vu;(x)||�030+ M("Vu,,,(t)�0342)|[Au,,_mu�030

entonces cl problema (1) admite una }401nicasolucién tal que:

1) u E L°°(0.73 ;H.§(9)}402H2(Q))

2) 14' 6 L�030�035(0,73;H$(D))

3) u" e L�034�031(0,7}, ; 13(9)) (2-2)

4) %(u',v) +Mq]vu[|�031)(vu.vv)+ p(u',v) = o, Vv e H,§(Q) en el sentido de pm)

5) u(0) = 140 y u'(0) = u,

2.2.2 Formulacién Variacional
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Para estudiar la existencia de la solucién del problema (1), se consideré el

siguiente problema variacional asociado al problema (1), dc}401nidosobre

V = H:,(§2)}402H2(Q).

Se detenpina que; para 14 = u(x,!) tal quc para todo v e V se tiene:

(u",v)+M(�034Vu"2)(Vu,Vv) +(p(u' ),v) = 0, t > 0

u(x,0) = u0(x) x E 0 (2-3)

u'(x,O) = u, (x) x 6 Q

donde para una clase de funciones u, u�031y u�035se cumple que:

14 6 L"�034(0,To;H$(9)F\H2(Q))

u�031e L"°(0,T0;H$(Q))

u" e L�034�031(0,T0;L�030(Q))

entonces u es llamada solucién fuerte del sistema (1).

Demostraciénz

2.2.3 Soluciones Aproximadas (Soluci6n Local)

En el presente capftulo se utilizé el Teorema Espectral para proyectar el problema

en estudio a espacios de dimensién }401nita,obtcniendo un problema mas simple

que tendré solucién garantizada por el teorema de Caratheodory.

El teorema espectral para operadores auto-adjuntos garantiza Ia existencia de un

sistema ortonormal (w1) 15," de LZ(£2) constituidas por las auto-funciones del

operador �024A,que son solucioncs del problema de Dirichlct:

�024A. = 1,. .
WI 1 WI (2.4)

wj.|l" = 0

donde (/1]. ) jg,�035son los correspondientes autovalores de �024A,siendo,

0< 21 5 /'1, S /1, s S /7.] y /11. �024>oocuando j-> oo

también se sigue que:

es un sistema ortonormal y complete dc H5 (Q)

J: jslN

. 37



es un sistema ortonormal y completo dc H; ((2) n H2(Q).

/ jelN

para cada m denotamos por V�035,=[w1, wz ,.......,w,,,] al espacio generado por las m

primeras autofunciones del sistema (wj )1�034, queremos encontrar una funcién

um ta] que:

um :(0,t,,,):> V�035,c V = H,§((2)}402H2($'2)

t �024>um (I) =i gm (t)w,

I=J

donde las funciones gm, son funcioncs realcs de}401nidasen alg}401nintervalo [0, tm)

Y

que satisface las condiciones iniciales del siguiente problema aproximado:

(um, w,.)+ M(llVum(t)lIZ)(Vum(t)x vw,.) + <p(u;<z», w,) = 0, vw, e Vm

u,,,(0) = um, �024�024>u,, e H3(Q)r\ H�031((2)cuando m �024>oo (2.5)

u,�031,,(t)= um �024>u, E H,;(§2) cuando m �024>no

para 1 S j S m .

este sistema tiene solucién sobre [0, Tm] por medio del teorema dc Caratheodory.

En cfecto para cada ténnino tencmos:

' (14,'n'(t)sW,) = (28.31. (OW,-aw,-) = 28.�031;(l)(W,sW,) = 8}; (1) (2-6)
i=I i=I

° M(IIVu...(!)H2 )(-Au.,,(t)- W,) = M £24:/v.g,z.,.(f))(-I3(;g,,,.(I�030)W.)=W,~)

= M[Zj?gifn(t)j[Zg1m(t)(_A�0304�031I>wj)]= M[Zz1,g.;<r))[Zg.m(r)(Aw,,w,)1
I=l i=1 I=l i=1

=M(;4g.;<r)]/1,g,m(r> (2.7)

- (p(u;(r>),w,.> = (M2 g;m(�031)w:)!W,);1 s 1' s m (2.3)
I=l
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dc (2.6), (2.7) y (2.8) se tiene:

g;',, (r) + M(uvu,<z>||�031)2,g,,<z>+ (p(u',<t».w,.) = o (2.9)

como uom y um e V�035, ta] que um �024)uo converge en V, y u,,,, �024>u, converge

fuerte enH,}((2). Como (wj )Je,N es una base de V y de H; (O), entonces se

puede escribir:

u..<x) = Zc,w.- (x), u. (x) = Z d. w, 0:)
i=1 I=l

y por lo tanto es fécil deducir que

"cm (X) = Zciwt (X): u1m(-x) = Zdlwl (X)

i=1 I=l

también concluimos que:

g,,,(t)=c, J�0318}-..(t)=d, (210)

de (2.9) y (2.10) tenemos:

g;:n (0 + M("Vum (t)II2)1,-g,...(I) + (mu; 0», w,.> = o

g,...(t)=c, (2-11)

8},,,(f) = 4,

j =1,2,......,m

ahora en forma matricial se tiene:

gm (t)

Y0) = g7.,(t)

31». (I)

gt", (1) 2,�034,

luego:
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g{,,,(t) g.�031,.(t)

Wm: g,':,I,,,(t) = 2 g1.....(t)

g..(t) �024M(||vu(t)l|)1.g.m(t)�024(p(u,',(t)).w.)

SM�031) �024M(||Vum(t)IV)2,gm�024(p(u;<t>>,w,)

g.',.<r) 0 o

, _ gm) 0 6

Ya) 0 + -M<|IVum<I>l|�031Mg.m(r> + -(p(u;<z)),w.)

o W, �024M("Vu,,,(t)"1)/1,,,gW,,(t)M -(p(u�031,(t)),w,.),,,,,
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0 0

O 0

A: �024M<}lVum<r)u�031)Ag.m(z) B = "�035�034�030""�035"�035"

-M(||V"m(�031)I|2)'*m8m(�031)2,.�034 �024(p(u;,(t)),wm)W

tal que:

, 0 I
Y(t)= -Y+A+B=F(t,Y)

0 0 2rn><2In

Y'(t) =CY+A+B=F(t,Y)

donde:

. . . . 0 I
0 =matnznula mxm , I=matr1z1dent1dadmxm y C: 0 0

Zmxlrn

también se tiene:

g1,..(0)

...... (0)
Y(0>= 8. =Y..

g...(0)

g.'..m(0) 2,,,_,

asl�031tenemos el siguiente sistema de Cauchy:
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Y�031= F(t,Y)

(2.12)

no) = Yo

ahora (2.12) satisface las condiciones del teorema de Caratheodory entonces si

F:D�024�024>]R�035"tal que D; Rx]R�035""

Donde D=[0,T]xB, T }401nito>0, G = {Ye ]R�035�035,|]Y|[sb},b >0, )1, e G

Probemos que:

a) F(t, Y) es medible en t para cada Y }401jo.

Si }402jamosY tenemos que A, B y C no dependen de t.En general F(t, Y) no

depende

dc t entonces F es medible en t E ]0, T[

b) F(t,Y) es continua en Y para cada I }401jo.

1) Si t es }401jado,entonccs el vector A es continua en Y

en efecto: como u,,, (1) = 2 gm (t)w, depende solo de los g,,, (1) para todo

t=l

i=l,2...,m

entonces exists (§;),E,N una sucesién dc (§,,)tal que (§:,),EN ->(§:) cuando

k �024roo

siendo gm = (g,,,,,.......gm); gf, = (g,",,,,........,g,';,,,) y §,�030;= (g,",,,,........,gf,�031,,,,)

se sigue también: g,'f,, �024>g,�030:,,cuando k �024~)00 Vi = l,2....,m

luegoz u;(t) =ig,f,,(t) �024>u2,(t) = }401g;cuando k -9 co

i=l i=l

por 0110 lado se tiene:

||Vu;<t)ll�031= <Vu;<t>,Vu;(r)> = (ZVg;<r)w.,ZVg:,(r>w.-) =
i=l i=1

(2g,�031;(t)Vw.-.ZgL(t)Vw,)
I=l i=1

(2g;(z)JZw.,)jg;(o\/Zw.)= Z(g;)*<r)2,w, ~> 2(g:)�031<rMw.-= ||Vu:(r)|[�031;
i_=l i=1 i=l :=x

k -) oo
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luego "Va; (t)"2 �024> "Va; (t)"2 ;cuando k �024>oo

Y como M es continua entonces:

M(|]vu;(:)]j�031)�024» M([|vu,�030;(z)]|�031);cuando 1: �024»co

asi:

0 0

0 0

M<|}Vu;<z>]|�031>21g.;<r) �035M<]]vu:(r)H�031)2.g:L<o

M(�034Vu"(:)||�031)2.g* (2) M(�034Vu°(t)�0342)l,,,g°(x)
�035' �035'"'�035'2m �035' "'"' Zmxl

cuando k �024->oo

luego A es continua en Y

H) B es continua Y

en efecto u,�031,,(t) = fl g,T,,_ (t)w, depende solo dc gjm (t)

i=l

entonccs existe una sucesién (§,�031,,�030)kE,,,de (g,�031,,)ml que (g,',f ),E,, �024>(g,',�030,�031); k �024+no

siendo E1, = (g.',,.».....g,,);§,Z = (g{,�030L.-.-.»--..g,L�030,,)yéi = (gfi,---4----,8.L°m)

sc sigue también: g,.�031,f,�024>g,',�030,�031,; k �024>no Vi=1,2....,m

Iuego: um = is.-'50) �024>u;"(r) = }401g�031:: k 9 co
[=1 i=1

u,':(t) �024)u:f(t); k�024>oo

y como p es continua entonces:

p(ut.�030(t))�024>p(u,�031,°(r)); Ir �024+co

luego

(p(u;�030(r>),w,)�024>(p<u;"<r)),w,> ; k �024»no ; vz�030=1,2,....m
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asi:

0 0

0 �024> 0 k -); <1)

(P(u,': (1)). W.) (P(".': (1 )). W.)

(/>(u.'n" (t)-W...) ,,,,,, (P(uL'.�031(t)-Wm)M,

luego B es continua en Y

c) Para cada compacto K en D cxiste una }401mciénreal integrable [K (1) tall que:

||F(:,Y)|| s 1, (1) v(:, Y) e K

Entonces EICA / }402Vu,,_(!)||2S CA

y como Mes continua entonces existe una oonstante K1 tal que

(0 M(lKVum(t)|l1) s K,

también como p es contin}401aentonces El K2 > 0 / |p(u'(t))| 5 K,

por otro lado:

(ii) IIYII�031=|g1,<r)]�031+|g2m(t)|2 +""""+[gmm(t)|2 +1g;m <0!�031+|g;m(t)|2 +""'+'g:�031nm(t)|1

(iii) 1=max{/11; lSj.<_m}

como Y e G deducimos que:

. |g,m(t)| S 1:; Vi = l,........,m
(IV) , �030

|g,,_(t)]Sb; v:=1,........,m

luego de (i),(ii),(iii) y (iv)

|[Al|,,,,, s Z]�024M(|Ivum(:>|l�031)4g.m(z)|s K. <iIA,llg,m<r>|> s K.1mb (2.13)
I=l l=1

|\B||,,,, s i|�024(p<u;(r),w,)|s(f|p(u;(t»|lw,l)s |p<u;(t>)1i|w.Is Kim (2.14)
I-�024-I i=1 1:]
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0 I
_ I = 2.15IIL 0111-5�034M < >

luego de (2.13), (2.14) y (2.15) �030

0 I 0 I

IIF<mu=}402[0o]v+A+B{}s|][0 0]||t1n1+ItA||+sIBm1

"F(t,Y)�035Smb-4-K,/Tmb+K2m=mk(t) (2.16)

Siendo IK (t) una funcién real integrable pues K,,K2 y b son }401mciones

integrablesvt zoentonces concluimos que (2.12) satisfacc las condiciones de

Caratheodory. Asf tenemos que exist: Y una solucién de}401nidaen [0,T,,,[,

0 < tm < T y por lo tanto um es solucién del problema aproximado en el intervalo

[0,T,,,[. Para extcnder Vesta solucién a1 intervalo [O,T] se tomé las siguientes

estimativas.

2.2.4 Estimativas a priori

Primera Estimativa.- Multiplicando a (2.5) por g;,,, (t)y sumando de j =1

hastaj = m se tiene:

(u'.'<r),ig;..(r)w,)+M<||Vu.muz>(Vu.<r>,vfg;.<r)w,>+(p<u;<r>),ig;.<z)w,)=0
/=1 r=1 i=1

(u1,f(t). 111,.) + M(�034Vun(t)IIz )(V"m (I), V%'.,)+(p(uL.(t)).1I.',.) = 0

de (H3)-(i) con respccto a A? se deduce:

%%|tu;.(t)||�031+%§A�0304(|lVu.<t)||2)+jnp(u'.(t»u'.<r)dx = 0 (2.17)

Intcgrando (2.17) de 0 a t se tiene:

Ilugmll�031+ Mdlvu. (0112) +2J0�031f,,p(u;.<s))u;<s>dx«zs =||u;<o>||1 +A�0304<||vu.(o)|l�031>

=E,,.(0)
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donde E,,,(t) = nu,',(z)||�031+1t�0304q|vum(z)[|�031)

por hipétcsis sabemos que

M(s) 2 mo entonces M(r) = J:M(r)dr 2 m, = sm,

entonces [|Vu,,,(t)||m(, s }l7[(|[Vu,_(t)|]Z)

|Iu;(r)||�031+�031n0d)Vum(t)�0342)+2L�031I,,p(u;(s))u;(s>dxds s Ila; (0)132 +Md|Vum (0)115 =

= |Iu;(o)||�031+ M(t|Vum(o)||�031)= EM) (218)

por otro lado sabemos que:

(i)14,',.(0)= 14:... �030W:= 1/(0) 5" H363) �034�0311-2(9)

3 �034una�030*""1 3 "um S Cr 0'19)

(ii) u,,,(0) = uom �024>uo en (Hf,(Q)n H2 ((2)) '-> L2(Q) es decir

uom -9 uo en L1 (9) y V140,, �024->Vun en L�031(Q)

||vu,,,,u �024»||Vuo|| en L�031(r2)=> |[vuo,|1s c, (2.20)

Ademés como M es continua en C([0,+oo]) entonces por (2.20):

A71(|[vu,,m|[�031)so, (2.21)

ahora dc (2.18), (2.19), (2.20) y (2.21), deducimos que existe una constantc co

independiente de m e N , ta} que:

|Iz4.(r>lI�031+»ellVum<o||2+2jjjnp<z4,<s))z4,<s>«»aas=12,(o) SE(0) =c.,<«,,z2) (2.22)

entonces:

, 2

|l"»-V)" fco (2.23)

"Vum(t)�035s c, Vt 2 0

c = °�024°
mo

esto implica que:

(u;,) esta acotado en L�035(0, T; 13(0)) (224)

(um) esta acotado en L"°(O, T;H;(Q))
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Observacién lI.12:

la estimativa:

CE(0)
E».(1)5r1 + t )2/7 (225)

es de considerable importancia para la existencia global. Esta estimativa se probo

en el teorema Il.l4. Entonces si damos como valido (2.25) se tiene:

, , CE 0
"urn(t)"2 +m., "Vum(t)"2 s E,m= ||u..m|}�031+M(|'Vum(t)||2 )s

CE(0) (2-26)
uvu,,<:)||�030sE

Segunda Estimativa: Multiplicamos a (2.5) por /1,.g;,,,(t) y sumando de j =1

hasta j = m obtenemos:

(u;(r>,; /1,.g;,(r)w,>+ M(||Vu,(r)1|�031xvu,(r),/I,g;,(t)w,)+

+<p(u;<r)),2"j/1,g;,,<z)w,) = 0
/=l

(u:<t>,�024Aig;.(r)w,) + M(|[Vu,(t)n�030>(�024Au,(r),ig;.(t)A,w,)+
j-I ,=|

+(p(u;<t)), ig;m<r>/1,w,> = 0
j=l

(u,'.�031(t).�024AjZ:,g},..(t)w, ) + M (lIVu,. (t)I|Z )(-Au,. (1). -Ag gj,, (t)w,) +

+<p(u;(r)), -Aig;m<t)w,> = 0
/=1 .

("LI (1),-Au; (1)) + M(IIVH... (0112 )(-Mm (I),-Au}, (t)) + (p(uI., (t)),-Au; (1)) = 0 M

<Vu.'»�031(0,Vu'm<t>)+ M(I|Vum<t>l!�030)<Aum(r>.Au;(t»+ (vp(u;(z», vu;<t» = o
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§%n|Vu,'.(r>||�031+M(||vum<r)|t�031>||Aum(r)|1�0311+I,,%f�024<u;<z»|vu;(t)|�031dx =

= M '(lIV�035m(t)II2)(V'4.. (I), W; (1)) HAM», (Oil: (2-27)

y sea

1, = M�031(]|Vu,,,(t)"z)(Vu,,,(t),Vu;,(t))|]Au,,,(t)"z (2.28)

por otro lado usamos (H, )(ii) en (2.28) obtenemos:

1. S|M'd|Vum(t)|l2)l�034Vum(t)�034�034Vu:n(')�034�034Au:n0)�034:

1. s azIIVum<t>II�031�035IIVumwlmvu;<r>IIIIAu,.<r>II�031

1, s a,uVu,,(:)||�034"�030[|vu;(z)||uAum(r)||�031 (2.29)

de (2.26) en (2.29) se tiene.

m

1, s a,[gEQlj �024�0241,;+T||vu;n(z)[|||Aum(z)|[�030 (2.30)

"'0 (1 +1)?

siguiendo de (2.27) y (2.30) tenemos:

11 �034�031_PI v 2I 2 d�031H (:)+ [Q dv (u,,(t))|vum(z)| dx 5

m

a,[-�254}401�024(9l]�0241y;||vu;(z)|]}[Aum(z)1[�031 (2.31)
0 (1+ t) 7

donde H(t) = ||Vu;(r)|[�031+M(||Vu,,,(t)")||Au,,,(t)||2

|IVu: II + |!Auo|| < so

Y de la hipétesis del teorema 1 tenemos:

H(0) + a,[§%�030;:�024°1)T £§ s %min{l,m,,}s02
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llAuol|+ ||Vu1|l < so

Afirmacién II.l: a}401rmamoslo siguiente

"Vu;,(t)" + ||Aum(t)]| < so Vt 2 0, (2.32)

Ahora supongamos que (2.32) es falsa y llamemosz

M!) = !lVu;(t)ll + l|Au».<t>|l

=> fm (0 < 30

de la hipétesis se tiene

fm(0) < 80

como (2.32) es falsa tencmos

3: 2 o / f,,,(t) 2 5

luego debido a la continuidad de fm (t) su gra}401copuede ser representado por:

Figura N�0352.1

/..(i)

80 A V V 7 77

re 5 '

De (*) existe una vecindad U tal que U = [0,6] / 6 2 0

Ta] que:

f,,,(t) < 50 Vt e U

For otro lado sea el conjunto:

A={t20/f;,_(t)=60}

(i) A ¢ ¢
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En efccto por el tcorema del valor intcrmedio de (*) y (M) tenemos

que »

3:0 e [0,1] ta] que fm(t0) = 5

(ii) A esta acotado inferiormente por 0

(iii) Existe InfA

En efecto sea 2, 2 0 ml que t1 St ,Vt e A tomemos r = d(t,;A)

Si r = 0 mtonces inf d(t1;_t)= 0 i> irf d(I -1,) = 0 ..........(=I=**)
IeA is/1

sea 3 > 0 arbitrario por la de}402niciénde in}401mo(2: s a) se tiene:

320 e A/ts �024t,52:: re sen, entonces 1, =infA

Si 7 ¢ 0 tomamos 11 =t1 +r =:> d(t,,,A)=0

sea 5 > 0 arbitrario por la de}401nicibndc in}401mo(« « a=) se tiene:

Stu e A/ts �024t,s_e=> rt s.e+r+t, entonces t1=infA ya

que 5 + r > 0

entonces Elinf A

denotemos por t�030= inf {I 2 0, fm (t) = 50} = inf A

esto determina lo siguicnte y sabiendo que f,,_ (t) = }402Vu,�031,,(t)||+ "Au," (t)||

entonces:

�034Vu;,(t)�034+uAum(t)�034s so ~, 0 St < t' (2 33)

|[Vu;,(z�030)||+ ||Au,_(z')[| = so ; t =:�030

Integrando (2.31) de 0 a 1' , tenemos:

. " dp , , 2
H(t )+ L -E�031-(um(s))|[Vum(s)}402ds s H(0) +

CE(0) 52'�034- 1 (234)
�0342 L, --E!IVu;<s)ll|lAum(s)l|�031ds

° (l+t) 7

dc (2.33) se tiene:

||Vu,�031,,(t)�034S 50 y �034Au,�035(t)" S an (2.35)

luego del segundo miembro
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. -212
jo %}402||Vu,',,(s)"�034Aum(s)|[2ds55:];�024._�030i�030�024E=agjo0+.) 7 40+»

(1+t) r (1+t) r

s,L, 1 1_2_»:u.=,L,[ 7 1
£0[_z£1[(_2p+1+l)(+t) r so [LT �024�024�024�024�024�024�024_2p_1+y(+t) r 0

7 0

-2 1+

=8o�031é:'r.:'[<:;3;(�030*')'7 rHT23iT»7)]

_ 3 _ __7�031____= 7�031 3

_�254°[0(-2p-1+2] (2p+1)�0247g°

entonces:

" 1 v 2 7 3�024vM A M d _�024: 2.36
I�030(1+z)3�031i"�035"1�030mu" " W" " < <2p+1)�024r�030° ( )

dc (2.35) y (2.36) se obtiene:

M
. " I1 . . CE(0) 1

H(t )+ [0 Ep(um(s))|[Vum(s)][2dr s I-l(0)+a,  £3 (2.37)

a partir de (2.33) y (2.37) deducimos que:

H(t')<%min{1,m,,}£§ (2.38)

. prueba:

||u�031,(r�030)||�031+ m, �034Au,,,(t')�0342s H(t�031)< %min{l,mo}e§

min {1, m,,}(||u',(z')||�031+"Au,,_(t')"2) s [|u;(z')||�031+ m, [|Au,,(:')}|�031

min {1, mo}%(�034u;,(t')"+||Au,,,(t')�034)2g min {1, m,}(||u,; (1�031)]|�030+ "Aum(t')u2)

de (2.38) se tiene:

%min {1, mo}£2 < min {L mo} (t�030)"2+"Aum(t')"2)

se sigue que:
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1 . .
§m1n{l,m0}s2 <-%m1n{l,m,,}e�031 (2.39)

luego (2.39) es una contradiccién en conclusién deducimos que:

||vu;(:' )j|�031+uAu,,_(t' )||1 < 6,,

entonces (2.33) es una contradiccién y se veri}402cala A}401rmacién11.1 y deducimos

que:

H(t) = ||Vu,�031,,(t)"2+ M(][Vum(t)||z)||Aum(t)"Z < %n1in{1,m,,}£§

�034Vu;,(t)"+][Aum(t)]| < 80 ; vs 2 o (2.40)

esto implica que:

(u,�031,,)csta acotado en L''�030((),T; H(�031,(())) (2 41)

(um) esta acotado en L°°(0, T;H�031((2))

Tercera Estimativa: Multiplicando (2.5) por gjm (t) y sumando dc j = 1

hasta j = m obtenemos:

l|u;<r)||�031= M(i|Vum(r)||�031)<Aum(r>;u;<r))�024<p<u;(z>),u;<t>>

S M(l|Vum<t)||' )||Aum<0ll1luL1<')ll+||(P(uL.<'))1|||u2(t')||

||u1;(t>I| sMtuvum<r>n�030)IAum<r>rI+I1</2<u;.<r>>n
de (H2)-(i) se tiene:

Ila: <01! s 1W("Vum(t)"2)"Aum(t)" + 0�0301||":n(t)|l:¥r:l>)(n)
también

||u;�031<t>|ls M(l|Vum<t>!l2)lIAum(t>||+ cnCllVu;<r>l|"""
|[u;;( t )|| s c, + a,C}|Vu;,( : )|["�035"

|[u,',;( t )u S c3 + a,C6§"*" = c�030V! Z 0

]|u;;( 2 )|[ s c, VI 2 0 (2.42)

esto implica:

(ugf) esta acotado en L"°(0, T, L2(Q)) (2.43)

Luego se tiene de (2.24) , (2.41) y (2.43);
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(um) esta acotado en L°°(0, T; H§(Q) n HZ(Q))

(ujn) esta acotado en L°°(0,T;H;(§2) n Lz(Q)) (2.44)

(u,',;) esta acotado en L"�031(0,T, 13(9))

De las estimativas encontradas nos permite pasar al limite en el problema

aproximado (2.5), obtcniendo una solucién u dc (1)

2.2.5 Convergencia de las soluciones aproximadas

de (2.44) tenemos:

(um) esta acotado en L°°(0,T;H�034,(Q)nH2(9)) �030->L°°(0,T;H$(Q))

(u,',,) esta acotado en L�035(0, T; H;(Q) n L2(Q))

(u,�031f,)esta acotado en L�035(0, T, L1(Q))

entonces existe una subsucesién de (um) que se denota de la misma forma y una

funcién u ta! que:

u,',, �024'�024�024>u'en L°°(o,T;H;(§2)) L» L°"(0, T; L1 (12))

um �024�024'�024>uen L°°(O,T;I-15(9)) (245)

u; �024'>u"en L°�034(0,T;L�031(Q))

(uj,',,v) �024>(uj,�031,,v)en D'(0,T) para cada v 6 Hf,(Q)

Se identi}401caa L"�031(0,T;H(§(Q))comoun sub espacio de (L�030(0,T;H3(Q)))�031deeste

factor se sabe que 14;, �024>u�031converge débil * en L�035(0,T;H3(Q)) entonces se

tiene;

(14I,,»W) �024>(HCW), VW E L�030(0.T;H3(9)) (2-46)

T I T V

L, (um<r>,v)a<t>dr�024>Jo<u(r>,v>6(r)dr

f(vum<z>,vw<z>>dr�024>f(vu<t>,vw<t>)drvweL�030<o,r;H:,<n»

}402u;(z>,w(t»dr �024>f(u(r>,w)>dr vw e L�030(0, T;L�035(0))

en particular: w(t) = vt9(t) 6 e D(0, T); v e H(',(Q)

T T

L <u;,<r),v9(r>>d:�024>L,<u'<r),v6<r>>dr
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luego se concluye que:

(u,'n(t),v) �024>(u'(t),v) en D'(0, T), VV 6 H$(Q)

entonces:

d . d . . 1
-(u,.(f),v) 4 �031-(14(f).V) en D (0, T) W 6 110(9)
dr dt

lo que implica:

Jjgf-;u;(r),v)6<r>dr = -j0'(u;<r).v>6'(t)dr �024>-10�031( u'<r),v>e'<r)dr

= j"i(u'(:),v)9(z)d: (2.47)
0 dt

9 e D�031(0,T),Vv 6 115(9)

2.2.6 Convergencia de p y de M

Convergencia de p

(p(u:,, ),v) �024>(p(u'),v) en D'(Q)

Para veri}401cares necesario que p(u'(t)) sea limitada en L2 (Q) utilizando Ia

propiedad dc la funcién p dada en (H1 )(iii) se tiene que:

A}401rmaciénIL2: �034p(uj,,(t))|[L,(g) es limitada independiente de m, 0 sea:

||p<u;<n>um, s c

donde C es una constants positiva

PRUEBA:

De}401nimos:

Ql={xeQ.,/|u;:(x,t)|<1; vmeN}, (2.48)

Q, ={xeQ2/|u,,,(x,t)|2l; VmeN}

luego se tiene

v 2 T I 1 T I 2
"p(um(x9t)�034,_1(Q)= [0 jmlmu (x,.t»| Mr +10 jm|p<u <x,.r»{ dxdr
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T , u H T , +
g [0 [Q :11 |um(x,t)| �031' dxdt + [0 jg: a, |um(x,z)|"�031�035dxdt (2.49)

parajusti}401carla a}401rmaciénes neccsario mostrar que la integral

T I z( 7+1) T ' 2(r+l)

[0 jg] |u,,,(x,t)j dxdt y [0 J�030n1|u,,,(x,t)|dxdt estén acotadas. En (2.44) Se

mostré que (u,',, ),,,E,N es acotada en L�030°(0.T;L2(Q))L» L�031(0, T; L2(Q))y

L�031(o,T;L�031<s2>= L�030(Q)-

T 2(r+l)

por otro lado analizamos las acotaciones de las integrales Io yam |u,�031,,(x,t)! dxdt

r 2(r+1> _
y L _L1lu,�031,,(x,t)|dxdt para esto tendremos que segunr los valores que toma 7 .

2 2n
Case 1: OS;/S�024�024�024para n23 entonces 2s2(y+l).<_�024�024-

n�0242 n�0242

Para Iu,'n(x,t)| < 1, Vx e 9, se pude realizar la siguiente estimativa

seg}401nla desigualdad se tiene:

In) ]u,'"( x,t )|2(M )dx S L) |u;,,( x,t )|2dx S �034u:,,(x,t )"2

ahora integramos de 0 a t se tiene

r , 2(7+1) T ' 2

[0 [ml |um(x,t)| dx s [0 In�030|um(x,z)] dx 5 CT (2.50)

es limitada indepcndientemente de m

2 , 2n
Case 2: OS}/S�024�024para n 23 entonces 2S2(y+1)S�024

n �0242 n - 2

veri}401candopara |u,�031,,(x,t)| 2 1, Vx e (22 se pude realizar la siguiente estimativa

seg}401nla desigualdad se tiene:

g E

L1 |u;,(x,t)�030m"dx s L1|u;,,(x,t)|""dx SCUn�030Vu;,(x,t)|2ax] "

Donde H3(Q) C L�031(Q)luego integramos de 0 a T se tiene:

7 2( 1) T E "'2
1 7+ 1 n v T_[0 [H] |um(x,t)| dxdt s [0 ||vum(x)|[m) 3 CT uvum Ill.�030mmW s C, (2.51)
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donde C, > 0 es una constante proveniente de la acotacién de ufn en

L�035(0,T;H$(Q))

For 10 tanto para 0< T < no se tiene que la integral In |u,�031,,(x,t)|2(�031+�035dxdr esté

acotada

Caso3: 0sy<<x> paran=1b n=2

Para ]u,',,(x,t)|<1,Vx e (2, se pude realizar la siguiente estimativa

I 2(y+l) ' 2 V 2

[Q [um (x, 1)] dx s L {u,,,(x,t)[ dx 5 I[u,,,(x,t)|[,_,(m (2.52)

son resultados de inmersién en los espacios de Sobolev se tiene que H3(Q) 9

L�035(Q) entonces para cada t e [0,T] }402jose tiene que:

esto se cumple para todo y 2 0 , Y luego siguiendo Ios pasos como en cl caso 1 sc

obtiene la acotacién

Case 4: 0 .<_ y < 00 para n =1 6 n =2. y vcri}402éandopara |u,'n(x,t)l 2 1,Vx e O,

00310 (ur'n)meIN E 1«°°(0-T;H3(Q)) Y HK9) '-�031L°°(Q)=

. 20*�034 , 20*�030) , ( I) . 2c 1)

I02 lu».W>| 4* S L,|um(x>| dx 5 l}402lllumlli-QS IQIC llumlln}401l)

con C > 0 una constante producto de la inmersién de Sobolev donde u,',, csté

acotada en L°°(0.T; H3 (9)) con esta estimativa podemos limitar la integral:

1 2(r+1)
[0 L2|uf,,(x,t)�030dxdtsCT (2.53)

es acotada independiente de m e N.

En conclusién la a}401rmaciénII.2 esta justi}401cada.

Por el lema dc Lions se tiene que:

p(u;,,) �024»p(u') débil en L�030(Q) (2.54)

Luego: < T, p(u;,,) >�024»<T, p(u') > para toda T e (L2 (Q))�0312 L�031(Q)

esto implica

jg p(u;, (x,t))w(x,z)dxdt �024+jgp(u'(x,t))w(x,t)dxdt Vw e L�031(Q)
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hacienda w= v0, v e H;(§2) y 6 e D(0,T) entonces w e I} (Q) , por lo tanto

]0'[[,,p<u;,(x,z)>v(x)}9(r)dr-> j,�031[fgp<u'<x,r>v(x)]9<t)dr

para todo v e H}, ((2) y para todo 6 e D(0,T) . De esto se concluye

(P(u.'n)s V) -> (P(u' ). V) (2-55)

para v e H; (Q) en el sentido de D'(O,T)

Convergencia de M: Por las inmersiones (H),((2) n H2(9)) L» H;(Q) 4-.»

L2(§2) y como la sucesién (um) es acotada en el espacio de Banach ta] que:

W(0, T) = {u e L�030([oJ"[;H;,(n)n 111(9)); u�031e L�031([0, T[ ; L2(Q))} (2.56)

lucgo por el teorema dc Ausbin-Lions

W �0304L2(0,T : H3(Q)) (2.57)

Es decir existe una subsucesién (um ),E,N de la sucesién (um ),,,E,N tal que:

um�030�024>u en L2(0,T;H3(Q))

CSIO CS

I:l|Vumk @112�034LT||Vu(t)||2dt

Entonces

"Vumk "2 �024»"Vu][2 en c.t.p de (0, T) (2.53)

ahora como M e C�030([0,+oo[)se tiene

M(77) -M(W) = M�030((1)07-I//)

donde a e [my/]:a = 0-13)�035+/mp 6 [0,1]

IM(77)-M0//)I = IM'(0t)H77 -I//I

tomando r7 = �034Vum0)�034;y y/ = "Vu�0342:1 e [(),T] entonces

IM("Vumk (z)||�031)~Mq|vu(z)||�031),s Cl "Vumk 0)": 4||Vu(z)||�031]

5 cl �035Vu,,_k(z)||- "Vu(t)|| �034vum(:)|[+[[vu(t)||[
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s C ] "V14". 0)" �024"Vu(t)l�035

Luego se tiene:

lM("Vum�030mu�031)�024Mq|Vu(:)u�031)1 s C�031"vum 0)�035�024}402Vu(t)]�035 (2.59)

de aqui integrando de 0 a T sc tiene:

_{o�031IM(j[vumm}402�031)�024M(]|vu(:)|f)1 dt 5 Cfa�031}"Vuw my �024uVu(t)"ldt �024>o (2.60)

de ( 2.60) tenemos

M(�035Vu,,,'(z)"2) �024»M(}402Vumu�031)c.t.p en [0, T] (2.61)

también tenemos que um. �024>uen L�031(0,T; H,',(Q)) si y solo 51'

um�030�024>u �024>0 en L�031(O,T;H;(Q)),y como L2(0,T;H;(Q)) �030-9L'(0,T;Hg(Q));

entonces um�030�024->u�024�024>0 en L�030(0,T; 113(9)) luego

LT�035Vumk(1) �024Vu(t)"2dt = CL1-"amt (1) -u(t)�035:l|m)dt �024+0 (2.52)

Couvergencia de término no lineal

J:[M(}402Vu,,,�030(t)"2)(Vumk (1), Vw) �024M("Vu(t)")(Vu(t),Vw)]¢(t)dt =

J'o7(M("Vu,,,�030(t)"2)(Vum�030(t), Vw) �024M(HVu(t)")(Vu,,,�030(2), Vw)

+M("Vu(t)�034)(Vu(t),Vw) �024M(�034Vu(t)[|)(Vu(t),Vw))¢(t)dt

s _mM("Vu,_�030(t)�0352)(VuM(r), Vw) -M("Vu(t)")(Vumk (2), Vw)�034¢(t)(dt

+ _[:[Md]vu(r)|})(vu% (1), Vw)�02411l("Vu(t)")(Vu(t),Vw)�034¢(t)ldt

_<_ J':(M(�035Vumlmu�030)�024.M("Vu(t)}402)"Vum�030(t)�034Vw}402¢(t)|dt

+ J:lM(][Vu(t)u)�035Vu,,�030(:)�024vu(:)||wH¢(:)[dz

s c_[0"M(]|VuW (:)|[�031)�024M(||vu(r)]])}dz+CJ.oTlVu,,�030(2) �024vu(:)]dz�024+0 (2.63)
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asi de todas las convergencias anteriores y considerando a la subsucesibn um como

solucién del problema aproximado (2.5) y tendiendo m �024>oo obtenemos

(u",v) +M(||Vu||�031)(Vu,Vv) + (p(u'),v) = 0, v e V,"

en el sentido distribucional

por lo tanto la solucién (1) se demuestra lo siguieme

u e L�035(0, T; 113(9) n H�030(Q))

u�031e L�034�031(0,T;Ho�030(Q)) (2.64)

u" e L�034°(0,T; L2(Q))

2.2.6 Verificacién de los datos iniciales

El objetivo de esta seccién es mostrar que para una funcién dada en (2.11)

satisface las condiciones iniciales dado an (2.5) esto es;

u(0) = uo y u'(0) = u, (2.65)

Luego dc (2.64) y de la Proposicibn IL9 para p=ao y V, = V, = H 3 ((1)

y sea

W,(0,T) = {u e L�034°(0,T; 115(9) n 112(0)); u�031e L"�030(0,T: H;(Q))}

entonces:

u e C(0,T;H,§(Q)) (2.66)

dc formaanélogahaciendo v = u �031p=eo; V, = H 3 ((2) y

V2 = L�031(Q ) y sea:

W, (0, T) = {v e L�030(0, T; H;(Q)); v�031e L°°(0,T : L�031(n))}

entonces:

u�031e c(o, T; L�031(9)) (2.67)

de esta forma tiene scntido vcri}401caru(0) y u'(0)

Veri}401caciénde u(0) : dc (2.45) se tiene:

u,�031,,�024'>u�031en L�035(0, T; H",(Q))
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es dccir

(u,',,,w) �024>(u;,w)Vwe L'(0,T;L�031(Q))

tomando w = v0 con ve H,�030,(Q)'�024»L�030(Q)y 9 e L'(0,T) se tiene:

[0�031(u;(z),v)e(z)dz�024> j0�031(u'(:),v)9(t)d:va e 1}(O,T)

en particular el resultado anterior es valido para todo 6 e C(0, T) pues C(0,T) �030-r

L�030(0, T)

También se tiene um �024'�024)uan L°°(0,T;H3(Q))

es decir

(um, w) �024>(um, w) Vw <-: L�030(0,T;L�031(Q))

Entonces haciendo w = v¢ con v e H 5 (9) H L�031(Q)¢e C�030(0,T)luego se tiene

IoT(u,,,(t),v)q2(t)dt �024»_{0T(u(t),v)¢(t)dt Vgoe B(0,T)

En particular cl resultado es para todo ¢: e C(0,T) pues C(0,T) <-vL�030(0,T)

luego haciendo ¢ = 0�031con 9 e C�031(0,T)se tiene

LT(uf,,(l),v)9(t)dt �024>IoT(u�031(t),v)0(t)dt

J:(u,,(t),v)9'(t)dt �024+j:(u(:),v)9'(z)dz

para todo v e H3(Q) *-> L�030(Q)ypara todo a9eC�030(0,T)ta] quet9(0)=1 y

�254(T ) = 0 : sumando ambas ecuaciones se tiene

' . . d
L,�031(um(r),v)0(2)dt+ff(u,,(t).v)9(r>dx = L�031;;[(um(:).v)0(z)]= �024(um(0)9v)(2.68)

por otro lado

. . d[OT (u (t),v)0(t)dt + (u(t),v)0 (t)dt = LTE[(u(t),v)9(t)] = �024(u(0),v) (2.69)

por lo tanto de (2.68) y ( 2.69) se tiene

(um(0),v) �024»(u(0),v) (2.70)

para cada v e I-13(9) en el sentido dc D�031(0.T)mas aun como u,,,(0) = uom �024->u0
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fuerte en Hg (S2) y por lo tanto en L�031(9) se tiene que:

(um (0),v) �024>(u°,v) (2.7l')

para cada v e 113(9) en el sentido de D�031(0.T)ypor la unicidad de limite se

concluye que

u(0) = uo (2 .72)

para evaluar 1/ en t= 0 se utilla el resultado de 14,: �024>u"débila L�034(0, T; L2(Q))

es decir

(u;,w) �024»(u"(0),w) W e L'(0,T;L2(Q).)

entonces con el mismo procedimiento hecho anterionnente tomamosw = vqz con

v e H3(Q) y (p E L'(0,T) se tiene que:

[:(u;,(:),v)¢(:)d: �024>I0T(u"(t),v)¢(t)dt Vgo e L�030(0,T)

en particular para (p e C�030(0,T) L» L�030(0,T) se concluye que:

LT(u:,(t),v)¢(t)dt �024-> j'0T(u'(z),v)¢(z)dz

J:(u,',,(t),v)q)�031(t)dt�024>j0T(u'(r),v)¢'(:)dz

para todo v e H 3 (Q ) y para todo ¢eC'(0,T) tal que ¢p(0)=1 y (o(T)=0

sumando ambas ecuaciones se tiene:

J�031:(u; (t), v)¢(t)dt + jg�031(u; (2), v);o�031(t)dr= %[(uf,,(!), v) ¢(:)] = �024(u;(o),v) (2.73)

por otro lado se tiene que:

J:(u"(t), v);o(t)dt + J�0310T(u'(z),v);1J�031(t)dt= j0'%[(u'(z),v)¢(z)] = �024(u'(0),v)(2.74)

de (2.73) y (2.74) y de la convergeracia dada anteriormente se tiene

(u;,(o),v) �024»(u'(0),v) (2.75)

para cada v e H§((2) , mas aun como u,�031,,(0) = u,',,, �024>u,'}401rerteen H; (9) y por lo

tanto en L2 (Q) se tiene que:

(u,;(o), v) �024»(u,(o),v)
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para cada v e H3 (9) y por la unicidad de limite se concluye que:

u�031(0)= u, (2.76)

ahora dc (2.45), (2.72) y (2.76) concluimos que la funcién u es solucién del

problema (1) y con las condiciones de frontera, estz satisface la solucién de la

ccuacién

2.2.7 Unicidad de la Solucién

Supongamos que existen u y v dos soluciones que satisfacen las condiciones

del Teorema (IL13). Sea w(x,t) = u(x,t) �024v(x,t) la solucién de:

w" �024M(||Vu[[�031)Au+ M(|[Vv||�031)Av+ p(t,u') �024p(t,v') = 0

w(0) = 0 (2.77)

w'(0) = 0

Usando el teorema del valor intermedio, podemos deducir que cxiste 49 entre

u�031y v�031ta] que:

p(u')�024p<v'>=�030f;�035(6>(u'-v�031) (2.78)

por otra parte tencmos

M([|Vu"2 )Au �024M(f]Vv|[�031)Av = M(||Vu][�031)Aw + [M(uvu|[�031)�024M(|]vv||�031)]Av (2.79)

de (2.77), (2.78) y (2.79) deducimos:

w" �024M(|[vu}|�031)Aw+-�030:{i(9)w'= [M(j|Vu||Z) �024M(}|Vv||�035)]Av (2.80)

También

(u/', z) �024M(1]Vu||�031)(Aw, 2) + �024(L�254(0)(w',z) = [M(||Vu||�031)�024M(||Vv|]2)](Av,z)

Ahora de (2.80) haciendoz = w�031sc obtiene

§,IIIw�031Il�031+M<l1VuiI2>IIVwII�0311+2Jff<0>|WI2a5== 2tM<HVuII2>�024M<IIVvII�035>1<Av,w'>

+2M'<uv«4r><vz~w>11vws1�03022|M<uvu1r>�024M<1uvv>nr1umxmw1I+

2|M'a1vuIr>luvunuvwlnmr mm
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también sabemos que M(3) es continua entonces existc 0' entre sl y sz ta] que

M(Sz)-M(Sx)= M'(t7)(Sz -31)

de (2.80) en (2.81) del segundo miembro se tiene:

2IM<l|V"ll�031>- M<l|Vv>||�031>I||Avl|l|W'|l+2IM'(l!V"I|�031)|||V"l|||V"'ll!l�0341|2S

2IM'<«>uIIvuu�031�024I|Vv|!�031l|lAvll|lv/Il+2lM'dlVu||'>l|lVu|l|!W4|�030

=?lM(0)l|GlV'4|+||V\4|)<1|V'4| -\|V�030i|>||lA�030i1||�034�031l|+?{M<1|VlWllV'4||1V�034!l�031

s2IM'IIuvun+IIv»1trIIv»vImM::a«/1|+2:M'mvumIv»4I�030= c.nvwunw1: + muv»4r

S c;"(||VW||2 +l|�034�031l|1)+2c»||�0307w}4021= %!lW'lY +5; + 2c»)||Vw||2 S c4(||W'!|�031+||V"4|1>

para c�030= max{c7�035;c?"+Zcb}

ahora integrando (2.81) de 0 a t se tiene:

I;§nIw'<s>II�031+M<IIVu<s>II�031>IIVw<s>II�0311«tss c.I.,�031<1Iw'II1 +IIV»4I�030>dr

|lW�031<t)Hz+ mo l|VW<'>|l2 S c»(IlW'l|Z +l|V*41|�031)

|Iw'<0ll�031+IIVw<r>II�031s csI.§<11w'Il�035+1IVwIl�031>dr 0.82)

aplicando cl lema de Gronwall tenemos:

¢(z) = {]w'(r)||�031+ ||Vw(:)||�031,K = o y /3(s) =1

¢<:>=|lw'<:>!}�031+l|Vw(r>||�031s <>xe�031°""""�030=0-

esto implica: ]|w'(r)|]�031+||Vw(:)||�031= 0

"w,(�031)"2= 0 3' "VW(t)�0342=�034w(t)�034u,�030,(n)nH�031(n)= 0 :> w(t) = 09 V�0315 [OJ]

u(t) = v(t) Vt e [0,T] (2.83)

lo que prueba la unicidad de la solucién.
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2.3 Comportamiento Asintético

Teorema 1114- Bajo las hipétesis [H,];[H2] y [H3], existen constantes

C>0,C, >0yC2>0 talque:

_£7££9)., ;/>0
E(t)s (1+r)%

C1e_Cz[a 7 :0

Prueba del Teorema II.14- Multiplicando (2.5) por g;,,,(t) y sumando

desde j=1 hasta j=m se tiene:

(u; <r),u;(r» + M<||Vu,,(r)l|�031><Vu, <r),Vu.; <2» + <p(u:, <r»,u;. (0) = o (2.84)

§%}402Iu;<t)[|�031+M(llVum(t)|l2)]+ [Qp<u;(r))u;(r>dx = 0

1 d
�024�024E ' ' dx=02 dt m(t)+_�030-np(um(t))um(t)

por otro lado de ao |s|'�0355 |p(s)| S 0:, |5["' se tiene:

+1 I

pm = a0 �030s p(s) Sal 1317+�034; vs 6 [0,+oo[ (285)

�024a,{sly S p(s) S -04, |s|�031; V s e ]-oo,0[

El sector sombreado representa la gré}401cadonde p esté limitada y como p es

creciente las gré}401casaproximadas pueden ser representadas por las lineas no

punteadas 0 bien de}401nidascomo se muestran en las siguientes }401guras

Figura N�0302.2

Para 7' = 0

I /

__ _,__M_. ., 7 ,,,..}�030z,____.._L.. _._. .

/ 3 -.
/ 3

//I , V = ~,
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Fig.N°2.3
PARA. y > o, 7 = IMPAR

If

Fig.N°2.4
PARA 7 > o, y =PAR

M
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§§E).<r)=�024jnp(u;<:))u;<r)dx (286)

de la hipétesis [H,]�024(i),[H,]�024(ii)y de (2.86) tenemos:

1 d I 7+2§2t�024E,,(:)s �024a,,�034u,,,(t)\d): s 0 (2.37)

D

de (2.87) se tiene que E,,,(t) es decreciente V12 0 integrando (2.86) dc t a 1+1,

y usando (H2)(i) tenemos:

ff; E,,,(s)ds + jnp(u;,,(t))u;,,(t)dxdt = o (2.88)

1 1+1 d 4+1 , �034Z

_ '_ m o m -2], dtE (s)¢s+£ [no [u (:)| a5cdt<0

1 1+1 ' 7*�031

E[E,,,(1+1)�024E,,,(t)]+ an]: �034u,,(s)|lLmdts 0

1+! I 7*? 1

22:0], "um(S)�034L,.;(Q)dSs E,,,(t) �024E,,_(t+ 1) = [F,,,(t)]

1+] 7�035 1 2
' ds _ �024�024F 2.8J,�030"uIn(S)||Lr*1(}402)< 20�034[ m(t)] ( 9)

Por el teorema de valor intermedio para integmles, se deduce que existe:

t, e[t,t+-l1;],t1 e [I+%,t +1] y 1' e [t,,t2] tal que:

�034*1 + 1 , + , +

1) 200 I, �030 (1'!)w = 2ao(t +Z _0 �034um(t |)�034:!*i(n)= 92£�030�030�034m([1 (n)

s[F,,_(t)]2 (2.90)

H�031 , + 1 , + 1
2) ,L%||�034m(S)�034:."2�030(n)ds= ;||"m(�0312)|1:r:(n;s Tl0[Fm (012 (231)

3) If E.,<s)ds = 02 �024r.)Em<t�030)2[9�030%i1E,<2')=§Em(:') (2.92)

donde dcducimos:
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%|:Em(s)�024E,,,(t')]sE,,,(t)�024E,,,(t+l)=[F,,,(t)]2 ; ts 3 gm. (2.93)

de (2.92) y (2.93) :

4)%Em(s) s -:~E,,,(t')+[Fm(t)]2 s Em(s)ds+[Fm(t)]z, ts s s 2 +1. (2.94)

Sea la siguientc estimativa wI = u,,, (t) en (2.5) se obtiene:

<u'.'(t),u. 0)) + Md|Vu.(t)l|�031)<Vu.(z).Vu.(t))+ (p(u'.(z)),u.(t)) = 0 (2.95)

por otro lado se tiene:

%<u;(r),u,.(r)) = (u;(r),u,,(r)) +I[u'.(r)1|�031

reemplazando se tiene:

%<u'.<z).u..<r)) �0241|u'.(r)|l+ M(||Vu.<r)||�031)IlVu.mu�031+ (pow. (r)),u. 0)) = 0

M(l|Vu.(t)l|�031)lIVu.(t)||�030= ||u;.(t)||�031�024%(u�031.(r),u.(t))-(p(u:.(t)).u.<t))(2.96)

Integrando (2.96) de 1, a I, sc tiene:

If M(1lVu.<s)|{�031)||Vu.<s)i|�031ds = If ||u'.(s)i|2ds �024If %(u;,<s),u.(s))ds

�024J,f�031J,,p(u;(s))u.(s)ds

If M<||Vu.<s)i|�031)||Vu.mu�031:1: = If nu; (s)|[2ds �024(u; 0,), u.(t,)) + (u'.(t. ),u. (r. ))

-1: jnp<u'.<s))u.(s)ds

If Mdlvu. <s)||2 ) ||Vu.<s)||�031«is s If ||u;(s)1|Zds + kn�031.(I2), u,. (:2 ))|

+ |<u;(r. ),u. <t.))| + If In p(u'.(s))u.<s)ds

de (H2) para p y usando la desigualdad de Cauchy Schwarz se tiene:

If M(|lVu.<s)|F)uVu.<s)u�031as s If lIu.'.(s)[lZds+||u;(t.)l|llu,(r,)ll+1|u;(n)llllu,(n)||
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+1

+11, If �030[n|u,',,(s)}401,�030u,,,(s)�030dxds

por inmersién se tiene que: L�031*�031(Q)H L�031(Q)y H;(Q) '�024rL�031(Q)entonces existe

c, :

If Mdlvu.<s>II�031>IIv-�030mil�031«is s c,!,f�030IIu;<s>II:,.,m)ds + "".'.(�0311)�034u"(n)Ilvumnli

I

+||u;(:,)|1L,,,m) [[vu,,,(:,)"+,,1 LJ,,;�035(¢)lr+|W(s)|dxds (2.97)

entonces por otro lado dc (2.89) sabemos que:

'2 , 7�035d < 1 F 1

L l|um<s)!!L,.,(,,, LEI u(t)]

de (2.97) del primer factor del segtmdo miembro y aplicando la desigualdad de

Holder se tiene:

'1 , 2 '2 , 7+2 7:1 '2 £3

1, |lum(s)l|L,.,(,,,"�031S(I,,||um(s>||L,.,(,,)) (1., Mr)
2

+2 T �034_

s |[u:,,(s)�034:m(mJy2 (1, �024t,),i2 (2.98)

Y como 12 �024t,S 1 entonces:

2 Z L ] L21, ' 1, I 7* 7+2 7+

I,�030||um(s)lIL,.,m,d' S [L ||um<s>||Mm] s [5;[Fm(z)]�031]

entonces tenemos que:

" ' 2 dts 1 ':�0242[F1 *3 (299)[II ||u,,(s)||mm 3; m( )]r .

del segumdo, tercer factor y de (2.97) se tiene

I I

�030T T L

�034ufn(t,)l|L,,,(mg[3[F,(;)]�031]'2 =[3j�0312 [FM(t)]r+2 (2.100)
�034D an

_'_ J.
+2 +2 L

"u:n(t2),|Ln2(Q)S[E�030[Fm(t)]2:]r=[3]' [Fm(t)]�031+2 (2.101)
an an
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por otro lado de ||u,',, (t)"2 + mo "Vun, (t)[|2 5 E," (t) tenemos:

"Vum(!,)�035s /M2 s f% (2.102)

mo "'0

"Vu,,,(t2)" s fit�030)s F-"*-(�031�024') (2.103)

mo mo

del xiltimo factor y aplicando la desigualdad de Holder

1:�030 ;

I J: mu; (s)1r ]|u,,, (s)ldxds S N: mu; (s)l7 2dxds:'M [J1]: L|u,,(s)|7+2¢bcds:|'�035

, 7+2 7% , �024!�024

s[J:|'|[u,'"(s)[|LM(mds:l U,|1||u,,,(s)]]:;:m)ds]"2 (2.104)

por la inmersién de Sobolev se tiene que Hf,(Q) �030-rL�035(Q) entonces existe una

constante n, ta] que L,,,(m s nr}402m)= n,L,(m entonces:

7+1 1

1 , 7+�030 '2 , ya 75 '2 2 E

J: J-nlum(S)' |"m<s)ldxdsSb,[I,, |!m<s>lIL,,,m;1= [J,_ zvvum<s>I:m,«zr]

7_*�030 1
,1 I 7+1 1 7+2 1 EMU ) 1

fl�030Llum (s)1 |u,,,(s)|dxds s b, [Fm(t)] m (2.105)

de (2.99), (2.100), (2.l01),(2,102),(2.l03) y (2.105) reemplazando en (2.96) Se

tiene:

_2_
,2 +2 4

I,M<|lVu.m(s)ll')llVum(s>ll2dsSc, IFMW
' o

_'_ £1

2 "2 E,,( ) i 1 �031�035E,,.( ) 1'1�031Mia) \/7:'[F�035(')]'�035(E) \/T:[F�034(')]
donde L�0352(Q)9 L1 (Q)con inmersién continua y c, inmersién de Sobolev

dc (2.97) y (2.106) y la hipétesis sobre M(s) 5 sM(s) se tiene:

L" 1{4(}402Vum(s)|[z)ds+ �035||u;,(s)u2ds' s " M("Vu,,, (x)}|�030)||Vu,,,(s)"2 is + " ||u,;(s)||�031ds
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L (11�0304("vu,,(s)||�031) + ||u;,(s)|[�030)ds s M(1|vu,, (s)||�031)uvum (s)||�031«is + |1u;(s)||�030ds

L E�035,(5)115 s (M(|[Vu,,,(s)"2)]|Vu,,,(s)"2 + [|u,;(s)||�031)¢s

L

L M(�034Vu,m(s)�0342)"VuM(s)[l2ds 5 c, [FM(t)]75 +

+2c,c2 [ljm Vi�034)[Fm(z)]}401
an mo

+1., [}401r[pm(z)]% [FM(z)],% (2.107)

trabajando por separado y utilizando la desigualdad de Young

C, {EX}? [F,,,(t)]r% s C} %f;*�024)+ [F,,(z)]7:3 (2.103)

[E,,<t,) _ 254:.)
cl 4% [F,,,(:)] _ C, 4% +[F,,_(t)] (2.109)

por otro se tiene:

[I-�030,,,(t)]2= [F,_,(t)]7�030+�0302[F,'_,(t)]% (2.110)

entonces:

1 E �030I 2 2 2 E7110) -L5 ,,(z) s I E,,_(s)ds+[F,,,(t)] s (C, +C, )T;0�024+C,[F,,,(:)]m

+[F;n(t)];:�0305+[Fm<r)]«% [mo]/*2

+[Fm(I)]7:�0242[Fm(I)]ri-:5 (2,11 1)

game) 5 E,,,(s)ds+[F,,_(t)]1 s C, 1:;mTE:)+c,[1«;(z)]r$2 +[Fm(z)]r%

+[Fm (01% [Fm (01% + [Fm<:)]$ [Fm (01%
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%E,,,(t) -C, %n(�031�024)s �034E,,,(s)ds +[F,,_(t)]2 s C[F,,,(t)]r':7 +[F,,,(t)]/+1
0 .

47 4 4 27

+[I<j,,(t)]7+3 [Fm(z)]m +[Fm(:)]m [F,,,(t)}r7i

%E,,,(t)[l -%j s [1 +co + [Fm(:)]7�030»"z+ [Fm(z)];Z:�031ij[F,,(t)];%

ahora haciendo

1�024%;>o=>3C1"�024"->1=>�0242�024$�031_°-E�024>1 (2.112)

Cl�031lt0I'lC«CSI

%Em(z){%] s (1+C +[Fm(t)]r% + [F,,(z)]y2T'z)[F,,(:)}?1�030z (2.113)
"'0

%E,,,(t) s +c + [Em(o)]% + [E,,(o)]}401J[F,,(z)]733

en particular para C. = m, 2 �0242-'!9�024�024= 2 (2.114)
2mo �024C,

%Em(!) s 2(1+C +[E,,(0)]r2T�0312+[E,,,(0)]}401j[Fm(t)]% (2,115)

E,,,(t) s 4(1+c+[E,,(o)]% +[Em(o)]#)[Fm(z)]7%

Sea C5E,,,(0) = 4(1+c + [Em(o)]% + [Em(o)]717] (2.115)

entonces:

Em(:)sC,E,,,(o)[Fm(z)]}401 (2.117)

también:

(E,(r))%2 S(CSEm (0))�0303�0302[Em(t)�024Em<r+1)]

(Em(z))�030*§s (C,E,,(O))r";"2 [1~:m(z) �024E,,_(t +1)] (2.113)
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Luego tomando supremo �030

14! IL:

sup (Em(s)) 2 S(C5E,,(0)) 2 [E,.(t)-E,,(t+1>] (2.119)
rsrsr+l

aplicando cl (Lema de Nakao) tenemos

E,,,(t) sL? W 2 0

(t +1)�031

3

7

C }402
1Danae; C :

g,Z<CsE»5°>>1
215; (0)

Por otro lado:

cuando uo e H,:(Q) y u, e LZ(Q) existen sucesiones:

(u,,,,,)"_EN ; H,§(§2)r\ H�031(Q)y (u,,,,)mEm ; H;(Q) tal que:

um, �024>u,,en H{,(Q)

um �024>u, en L1(Q)

y sean uom y um los datos iniciales de:

E,,,(t) SE2); ;Vt 20

(t +1)?

también se puede expresar:

1 , 1 A 1 , 1 ~ 1
�024�034u,,,(t)|]2+ �024M(||Vu,,(:)}]�030)s C �024|[u,,,u�031+�024M(]|Vu0,,||2)�024�024,�024(2.120)
2 2 2 2 (I �024

+1)a

;VI 2 0

consideremos m = r; y 0 > 0 una }401mciénsimple en[0,T]

multiplicando a ambos miembros por 0 e integrando sobre [0,T] obtenemos
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1 , 1 ~ 1 , r 6 t dt
�024r|[u,,,(t)|]29dr + _j�031M(||Vu,,(t)|]z)¢9dt s C-�024|]u,,,,"zj J17
2 ° 2 ° 2 ° (z +1):

1 - 9 t dt
+3M(l|Vuo,,,||2) (2.121)

(t +1)?

sabemos que

u,�031�024'»uen L°°(o,T;H;(§2)) y u; �024°»u'en L�034°(0,T;L�031(Q))

entonces

u,�031�024>uen L�031(0,T;H3(Q))y u; -�024)u�031en L2(0,T;L2(Q))

observaciénz

1 1

i) mu, -+ 0�031uen L�031(0, T; 113(9))

1 1

ii) mu; �024>6�035u'en L2(0,T;L�031(Q))

Demostracién

Dado g e L'(0, T; H" ((2)) se tiene

1 1

<g�03192u">: I 2 . = 51-362 <3�031"'1>v<o.r;ir�030(n))xL�030(o,r;H.%<n))
L (o.mr (mm. (0.T:Hr.(0))

1

= 02 3'3; <g�031"V >L'(o.r-.H" (n»xL�030(o.T;H5<n»

1

= 02 <3�031">1!(o.r;H"(n»xL�030(o.r;H,:(n))

Entonces:

1 1

lim<g,6�030u,7> =<g,01u,,>

PM L�030<o.T:H"(n))xL�031(o.r;H3(n» L�030(o.r:H"<n»xL�031(o.r;Hé(m)

Luego:

1 1

Hluv �024>491uen L�030(0,T;I-13(9))

de la observacién y la siguiente desigualdad para limite inferior

(lim inf(x,, ))(1im inf(y" )) s lim inf(x�035yn)
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tenemos;

1 2 1 2

�034�254211�0355 liminf|'19�031u,, en L�031(0, T; H; (0))

I-�031(0.T:FI1':(}402)) L�030<o,m3(n))

1 2 I 2

�034a5u'�034 s lim inrnaiu; en L�031(0, T; L�031(9))

�030 L�031<o,r;H5m)> L�030<o.r,H.',<m)

Entonces: '

j0�031|}u[|�0310(t)dtsli1nir1fLT|[u,,"219(t)dt en L�031(o, T; H; (9)) (2.122)

j0'||u||29(:).11s1iminrj:||u,,||�031a(:)d:en L�031(o,T;L�030(§2))(2.123)

Tomando l1�031miteinferior a ambos lados dc (2.121) tomando en cuenta (2.122),

(2.123) y notando que:

lim inf (u) + Iim inf (v) 5 lim inf (u +v)

Obtenemos:

I , I ~ 1 T 0 t)dt
-i}401nu(:)||1 9111+; M(|[vu(z)||�031)0dzs C-2-||u,|;2 L _(_I

�024 (1 +1):

1 ~ 9 d
+§M(||Vuo||2) (2.124)

(t +1)?

Se observan que las funcioncs en los integrandos pertenecen a L'(0,T) ahora para

t e [0,T] consideremos la funcién simple ¢9,,(s) = ¢9(s)cn [I �024h,t + h] c [0, T] y

cero en el complcmcnto, Iuego 0,, es permisible en (2.124) ahora sustituyendo 0

por 6,, en (2,124) y dividiendo a ambos lados por 2h tenemos:

11+1, 11+»- 11 1- 19(r)dt
5-2;; nu (:)||�031aha: +35:�035M(||vu(z)|1�031)¢9,,dt s ci}401nu, 1|�031(IT)?

+1.�030.J"�030�0351\'1(||vu.,|]�030)%)}402(2.125)
2 2h I-'- 1

(1 +1):

Tomando lfmite cuando h �024>0 obtenemos para t e [0, T]
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%||u'(z)1}�03119, +-;.11�0301(;[vu(r)][�031)9,,s c%||u, 1|�031}402+%Mq[Vuo�030|2)M(2.126)
(t+1)E (t +1)?

Como 0,, >0

;uw<»11= +�0305m11vu<r>1I�030>s c§11u.Ir§cM<11vu..11�031>�024�024�030�024.
(1 + 1)? (1 +1)?

1 2 1 ~ 2 I
s C §||u," +§M(||Vu0" ) (T (2.127)

I +1 3

Por lo tanto se concluye que:

E(:)s(�024C§£�030)1Z�024Vte[0,oo[, 7>0 (2.128)
1+1 7

También se prueba de igual procedimiento que

1:(:) s CE(0)e"�031v: 2 [O,oo[ , 7 = o (2.129)
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2.3.1 Ejemplos de aplicacién en 1R><IR y IRXR�031

Se utilizé el programa (WOLFRAM MATHEMATICA 10), para. datos en

M47,110 J41 y se obtuvo Ios siguientes resultados:

a�035 au( ,02 a2 ( ,0 «M ,0 M ,0a) ¥u(x,t)�024[l+�034':5lT':�024�030as: �024�030;?�031L+6:�030_7a�031.t�030_..=oen Q=]�024-5,5[x]0,t[

u(�0245,t) = u(5,t) = 0

-_I
u(x,0)=0.001e�035;%�031}402=0 en Q=]�0245,5[

Plot[First[u[t,0]/.%],{t,0,S0},PlotRange �024>A1I]

{u -> InterpolatingFunctic-vn[{{0., 50.}, {-5., 5.} }, 0]

Fig.N°2.5
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5

P1ot[First[( ID[u[t,x], x] " 2dx)/ .%],{t,0, 50}, Plotkange �024>All]

-s

{{u -> InterpolatingFunction[{{0., 50.}, {�0245.,5.} }, <>]}}

Fig.N°2.6
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2 7 11

1;) %u(x,t)�024[l+£,%;�031L)'dx] �024é%g2�0315�031-�031l+o25'3"%tf�030L�03131$0 ;en Q=]�0245,5[x]0,t[

sobns u(�0245,t)=u(5,t)=O

1�030au :,o
u(x,0)=o.0o1e»�031;%�024)=o ;en Q=]�0245,5[

1) Plot[First[u[t, o]/.%}, {r, 0,56}, Pl0tRange �024>All]

{ {u -> InterpolatingFu1:1ction[{{0., 56.}, {-5., 5.}}, <>]

Fig.N°2.7

011110 {

om;
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PIot[Firs![(jD[u[t, x], x] " 2dx) / .%], {t, 0, S6}, PIatRange �024>All]

-5

{{u -> InterpolatingFurnction[{ {0., 56.}, {-5., 5.}}, <>]

Fig.N°2.8

1.2 x1o�0305_- .

*.
1. M043;

3 x 1o"7§

a x 10-7::

4. x1o'7{

i

2 no�035;

i 10 20 so 40 m

79



Z

6�034 no u» au(x,y,t>�030au(x,y,r)�031 a�031u(x,y,r>6�031(, ,r>
°)¥"�030�035"""[�030*I-noI~»o[lT*7 �034WT*�035"3}�030y�034*

3

+7k�0303"("�030a�031t�035")a�024"9�030;'l"�024)=oen Q=(]�024l0,l0[><]�02410,10[)><]0,t[

u(�02410,y,t)= u(10,y,t) = u(x,�02410,t)=u(x,10,t) =0

3�030au<x,y,o) 3
u(x,y,0)=0.00Ie ; T=0.0O]e en Q=]�02410,10[x]-l0,10[

Plat3D[First[u[7,x,y]/ .%], {x, �024l0,I0},{y, -10, l0}, PIotRange �024>All]

{{u -> InterpolatingFunction[{{0., 7.}, {-10., IO.}}, <>]}}

Fig.N"2.9
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Plot3D[First[u[45,x,y]/ .%],{x,�024I0,10},{y,�024l0,l0},PIOtRange �024>All]

{{u �024>lnterpolatingFunction[{{0., 45.}, {-10., 10.}}, <>]}}

Fig.N°2.10
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Plot[First[u[t, 0, 0] / .%], {z.. 0, 1 5}, PIotRange �024>All]

{{u -> InterpolatingFuncti(>n[{{0., 15.}, {-10., 10.}, {-10., 10.)},

Fig.N°2.12 V
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CAPiTULO 111

III.VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Variables de la Investigacién

Para nuestro problema se trabajé con dos variables especi}401cas

1- u(x,t) e Q = Qx (0,T) u:1R"*' -9 R Q acotado con frontera negular

y T > 0

# E(t); donde E. es la energia asociada al sistema (I) E :11? -�024>R

3.2. Operacionalizacién de las variables

Variabl De}401niciéDe}401niciénDimensiones Indicadores

es n Operacion

Conceptu al

al

u(x,t) Variable Solucién Soluciones

en global fuertes IIA14. ll+l[Vu.ll < s..; 2.

IR" Del

sistema

Comportamien _ 0

Energia Energia to �030"7>

E( ;) del asociada Asintético de 5(1) 52%

sistema al sistema la (' +1)�031

energia 3�0317 = 0

E0) 5 CE(0)e""
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3.3. Hipétesis general e hipétesis especificas

Hipétesis general

La ecuacién en nuestro proyecto tesis es del modelo tipo Kirchhoff con tgrmino

disipativo

azu 614
W�024M(£|Vu|2)Au+ N5): 0 en Q = Qx]0,oo[

(1) u = 0 sobre Fx]0,co[

u(x,0) = u0(x); u'(x,0) = u,(x) en Q

Tal que 0 es un conjunto acotado en R�035;p una funcién de clase c�030no

decreciente en IR y M una funcibn talque:

M :[0,oo[�024>[0,oo[con M(s)Zmu >0.

Si p =0 en este caso no se ha demostrado aim la existencia de la �034solucién

global�035para datos en espacios de Sobolev

Hipétesis especifica

Con las hipétesisz [H1], [H2], [H3] y los teoremas dados para la ecuacién (1) es

decir rcspecto a p, M, uo yu, se logré demostrar la unicidad , la existencia

global de lassoiuciones y el decaimiento cxponencial o polinomial de la energia

asociada al sistema (I)
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CAPITULO IV

IV.METODOLOGlA

4.1. Tipo de investigacién

Se trabajé sobre el espacio de las distribuciones, espacios dc Sobolev y el

comportamiento asintético en ecuaciones diferenciales parciales. Este proyecto de

tesis es uno de los primeros trabajo en nuestra Facultad que abordo la exposicién

didéctica de un problcma casi lineal con disipacién no lineal, lo que permitiré cl

avance dc esta linea dc investigacién en la Facultad.

4.2 Dise}401ode la investigacién

El presente proyecto dc tesis inicialmente csté dirigido a mostrar la existencia

Global de soluciones regulares del sistema (1). Para esto se aplicé el método de

Faedo- Galerkin que consiste en aproximarse a la solucién del sistema (1)

mediante soluciones de sistemas proyectados en dimensién fmita; resultando

soluciones del tipo um = }401g,�035(t)w,donde las g,,,, , i = l,2,........,m, pueden ser

i=l

detcrminadas (de manera (mica) por la teoria dc ecuaciones diferenciales

ordinarias (El Teorema de Caratheodory por ejemplo). En una primera estimativa

se aplicé directamente el lema de Nakao para luego estudiar el comportamiento

asintético en la energia aproximada de primer orden. Este decaimiento fue

fundamental porque se obtuvo la aootacién unifonne en la encrgla aproximada

de segundo orden, lo que implicb la solucién global. Un resultado

complementario y de valor independiente es el lema de Nakao, herramienta

importante en el estudio de propiedades cualitativas de ecuaciones diferenciales .

ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales.
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Finalmente se_ uso cl sistema aproximado y la estimativa dc dccaimiento de la

cnergia de primer orden, para que mediante un proceso dc limite y usando la

semi-continuidad inferior de la aplicacién nonna se concluyé la estimativa de

dccaimiento para la solucion del sistema (1)

4.3 Poblacién y muestra

En Uérminos estadisticos no existc poblacién en cstudio, solo sc trabajo en

Q g R�035donde Q = 9x (0, T) , Q g IR�035acotado con frontera bien regular tal que

T > 0

4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccién de datos

Para el desarrollo de este trabajo se utilizé material bibliogré}401coen bibliotecas y

por via intemet trabajos relacionados con el tema

4.5 Procedimientos de recoleccién de datos

No hubo procedimiento alguno solo el acceso a diferentes bibliotecas dc

universidades y las péginas web que eran accesibles para adquirir dichos

matcriales

4.6 Procesamiento estadlstico y amilisis de datos

No hubo
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CAPiTULO v

V.RESULTADOS

En este trabajo se estudié el problema de Cauchy asociado al sistema:

Bzu 8u
a7�024M(£[Vu|Z)Au+p(-51-) = 0 en Q = Qx ]0,ao[

(1) u=0 sobre Fx]O,ao[

u(x.0) = %(x); u'(x,0) = 1410:) en 9

Y con las hip6tesis[H,],[H, ]y [H3] respecto a p M uo y u, 54: llegé a los resultados

siguiemes:

Se utilizx}4013 estimativas para el problema aproximado de las cuales en la segunda va de

la mano con el resultado del decaimiento polinomial de la energia es decir utilizamos:

E�035'(t) 5 £9;

(1 + 1)?

del cual llegamos a una solucién fuene:

u e L°°(0,T;H,§(Q)r\H2(Q))

u�030e L°°(0, T; H;(Q))

u" e L�034°(0,T; L�031((2))

Luego para analizar el decaimiento de la energia se llegé al siguiente resultado

+1 &

(Em(t»l 2 S(C§Em(O)) 2 [E,(r>�024E,(r+1>]

1+1 g
Sst:p'[E(s)] 2 s (C,E,,,(0)) 2 [E(t) �024E(t+1)]

Y por }401ltimose aplicé el lema de Nakao, que llego a ser una herramienta muy

important: para poder estudiar el decaimiento de la energia asociada a (1) y as!

obtener Ios siguientes resultados:

Para 7 > 0 se tiene que E,,,(t) sM

(t +1)?
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Para y = 0 se obtuvo que EM (1) S CE," (0)e"�035

Luego por (xltimo aplicando el lema dc Banach Steinhaus referido a la

semicontinuidad inferior de la nonna sc concluyé:

Para y>0 :> E(t)sL02

(t + 1)?

Para 7 = 0 => Em(t) s CE,,(o)e�034"
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CAPITULO VI

VI.DISCUSIONES

El método empleado en este trabajo puede ser dlrlgldo y aplicado en diversas

aplicaciones. Podemos aplicar nuestro estudio, a la existencia y comportamiento

asintético dc las soluciones de la ccuacién amortiguado de la viga

Bzu 614
a�024!,+Nu �024M([n|vu|�031)Au+ p(z,5t-) = 0 en Q = Qx]O, oo[

(1) u = 0 sobre F x ]0, oo[

u(x:0)=�034o(x)§u'(x,o)=u,(x) en (2

V donde M y pson }401mcionesreales.

También es posible aplicar nuestro estudio al siguiente problema de Cauchy

asociado al siguiente sistema

alu 2 �024�030 1 au V
§v+Au�024M(»A�031u�034H)Au+p(aT)=0en H

14(0) = 140; u�031(0)= 14.

donde A es un operador lineal en un espacio dc Hilbert H , M y p son funciones

reales.
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CAPITULO VII

VII.CONCLUSIONES

Las conclusiones importantes de este trabajo son los siguientes:

1) demostramos Ia existencia global y la unicidad dc soluciones de la ecuacién de

onda.

azu Bu
-5t7�024M(£|Vu|z)Au+ p(-51-) = 0 en Q = Qx ]0,oo[

(1) u=0 sobre 1"x]o,oo[

u(x,0) = u°(x); u'(x,0) = u,(x) en Q

2) Se demosu-6 que la energia asociada al sistema decae exponencial o

polinomialmente dependiendo estrictamente de la no linealidad de p es decir:

Decae exponencialmentc si 7 = 0 => E(t) S CE(0)e"s'

Y decae polinomialmente si 7 > 0 :> 15(1) 5 gig-

(t + 1)?

este reultado nos indica que en un tiempo determinado la energia se disipa y

tiende a cero

cuando t tiende al infinito

3) este resultado concuerda con situaciones experimentales en lo que respecta a

nuestra investigacién analitica y demuestra su valor, explicando los resultados

obtenidos en nuestro trabajo
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CAPITULO VIII

VIILRECOMENDACIONES

1) Dentro de la mma del anélisis funcional y especi}401carnentcsobre este

proyecto de investigacién se deja un material importante sobre las

ecuaciones de ondas disipativas, que en un término }402sicoes mas realista

en la vida cotidiana, por el cual esta aplicacién es muy potente para

diversas ramas de la Ingeniera y la Fisica sino también para lograr un

modelo matcmatico computacional que modele Ios resultados con respecto

al decaimiento de la Energia.

2) Los libros, revistas , papers, tesis referidas hacia este trabajo no solo son

una ayuda muy imponante sino también despierta motivacién e interés

para cl futuro desarrollo de la investigacién sobre el tema

3) E1 Lema de Nakao llega a ser una herramienta fundamental para el

decaimiento de la energia, y es muy importante analizar su demostracién

par el caso con respecto al decaimiento polinomial de la Energia.
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Existencia y

Unicidad

�030 �030 Decaimiento

polinomial

Comportamiento Lema de Nakao

asintético

Decaimiento

exponencial

96




