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. RESUMEN

EXISTENCIA GLOBAL DE SOLUCION PARA LA ECUACION
DE KIRCHHOFF NO-LINEAL EN MECANISMOS DE

' ' ESTRUCTURAS INTERNAS DE LOS MATERIALES

ADOLFO DANTE PEREZ MENDOZA

Mayo�0242016

Asesor : Lic. Cesar Augusto Avila Celis

T1'tulo Obtenido: Licenciado en Matemética

En el presente trabajo se demuestra la existencia global de la ecuacién de

Kirchhoff no lineal siguiente

u�035�024M(J|Vu|2)Au�024aAu'=b|u|/Hluen Q=Q><]0,o<>[
Q

(1) u=0 sobre F><]0,<>o[

u(x, 0) = "o(x); I/(X, 0) = 14106) �030 en 9- '

donde 9 es un conjunto abierto y acotado con frontera I�030bien regular en

R�035;n 21 ; a,b> O; ,6 > 2 y M :[0,oo[�024>[0,<>o[una funcion tal que _

Ea , az , L
M(s)2m0>0;denotando'a-(_-9-lt£=u y�030$z:=u . ,

El trabajo de tesis tiene como objetivo general dar una demostracion detallada de

la existencia y unicidad de solucion de (1). El sistema (1) modela las oscilaciones

A no lineales de los materiales viscoelésticos, con viscosidad aAu'del tipo Kelvin-

Voight y con un térrnino no lineal b|u|}401_2u.

Palabras Claves:

- Ecuacion de onda V D

- Método de Faedo-Galerking V ' '

- Existencia y unicidad de solucion

- Aplicacién E �030



ABSTRACT

GLOBAL EXISTENCE OF SOLUTION FOR THE EQUATION
OF KIRCHHOFF NONLINEAR MECHANISMS INTERNAL

STRUCTURAL MATERIALS

ADOLFO DANTE PEREZ IVIENDOZA

May-2016

_ Adviser: Lic. Cesar Augusto Avila Celis g

Obtained Title: Degree in Mathematic

In this paper we demonstrate the global existence of the following nonlinear

equation Kirchhoff

u"�024M(J.|Vu|2)Au-aAu'=b|ullHu en Q=Q><]0,oo['
Q

(1) u=0 sobre Fx]0,<><>[

u<x,o) = "0003 u'(x,o; = u1<x) en :2

Where (2 is a bounded set in IR" ; a,b> 0 and M a function such that

. . Bu , azu ,,
M : [O,oo[ �024�024>[0,o<>[w1thM(s)2 mo > 0;denot1ng a�024a7= u y y = u .

The thesis has the general objective to give a detailed demonstration of the

existence and uniqueness of solution (1). The system (1) modeling the nonlinear

�030oscillationsof viscoelastic materials �030withthe Kelvin-Voight viscosity type and a

nonlinear term b|u|/H u

Key Words:

- Equation of onda _ '

- Method of Faedo-Galerking

- Existence of solutions

- Aplication
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V CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1 Identificacion del Problema '

La ecuacion (1) es una generalizacion introducida por Kirchhoff [17] en 1883 y es

representado por

, , Eh I Bu 2 8214phu +au =(p0+�024j�024cbc)�0242+f
2L -° - 8x 3x

Esta ecuacion es una extension de la ecuacion clasica de la cuerda vibrante

propuesta por D Alembert considerando los efectos de los cambios de la longitud

durante la vibracion. '

Donde 0SxSL y t> O,u(x,t) es el desplazamiento lateral en el eje x en el

tiempo l�030,Eel modulo de Young 0 modulo de elasticidad longitudinal, p es la

densidad de la masa de la cuerda, /2 es el area de la seccion transversal, po es la

tension axial, a es el modulo dc resistencia y f es la fuerza extema.

Fisicamente para dimension n=1el sistema (1), modela las oscilaciones de una l

viga o una cuerda eléstica, donde en la vida real siempre existen fuerzas externas

(por ejemplo f(u) = b|u|}402�0242u ) propias de la naturaleza que perturban su

oscilacion. Donde estas perturbaciones son amortiguadas y dejan de oscilar�030,ello

ocurre siempre y cuando dependa la composicion intema que tiene el material

2 �031 �030

viscoeléstico (por ejemplo a%L:�024)y donde es representado por la siguiente
x

ecuacionf

Bzu 32u'I

u �024m�024�0240t:=f(u)
0 3x2 3x2 A

. , . 32u'
Donde mo >0 , f(u) es la fuerza extema y el termmo 01-5-�0242�024representa la

x

amortiguacion interna dc viscosidad tipo Kelvin Voight. De hecho la mayor parte, V

que es comun en una amortiguacion de una vibracion en la estructura viscoelastica

. 7



es de tipo pasivo donde absorbe la energia por mas peque}401aque sea la vibracion.

Tal mecanismo dc amortiguamiento interno esta siempre presente en los

materiales en estudio.

La di}401cultadaumenta en el caso de que el término no lineal f(u)=b|u|�031Hu

aparece, ya que si este término b|u|/H u aparece en ecuaciones dc onda

semilineales, el _cual tiende a tener singularidades. '

Varios autores han estudiado la existencia y unicidad de la ecuacién (1) usando

varios métodos, Donde a,b>0, y M(s) = S,�030, k 21. V

A 1/'�024M'('HVu.[2)Au�024aA(u')=b|u|p_2uen Q=Qx]0,o<>[
Q .

(1) ' u=0 sobre Fx]0,<><>[ V. �030

. u(x, 0) = %(x); u'(x,0) = u1(x) en 9

K. Nishihara and Y. Yamada [24] Ellos prueban la existencia global y el

decaimiento polinomial de la energia de (1) para datos iniciales uo y ul

su}401cientementepeque}401osy u0¢0sin embargo el método en [2] no puede ser

aplicado directamente ya que el términolul �030Mucon lleva a singularidades.

M. Aassila and A. Benaissa [25] extienden la existencia global de [2] para el

caso donde M(s) > 0 y M(�035Vu0"2):5 0 y el término disipativo no lineal |u,| �030Wu,

K. Ono and K. Nishihara [26] también prueban la existencia global y

decaimiento de la energia sin usar datos iniciales peque}401osutilizando el método

de Faedo-Galerking.

K. Ono [27] obtiene la existencia global de las soluciones del problema (1) con

término disipativo u, en reemplazo del término Au,

P. D. Ancona and S. Spagnolo [28] obtienen para a=0con Bsu}401cientemente A

grande y M(s) Zr >0 se prueba que si u0,u,eC;°(R") datos iniciales

su}401cientementepeque}401osel problema (1) tiene solucion global.

- _ Am
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M. Ghisi and M. Gobbino .[29] obtienen para M(s) 2 0 . La existencia y

unicidad global de (1) para datos iniciales peque}401ostal que uo 6 H01(Q) nH2(Q).

En nuestro caso tomamos M(s) 2 r > 0 bajo las siguientes condiciones

OSBSL , si n25; y 0SB<<><>, si I134
11 �0244

�030probaremosque para datos iniciales suficientemente peque}401osse prueba la

existencia global dc (1) .

1.2 Formulacién del Problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

(i) ;Para el problema (1) como modelo matematico se podré demostrar la

existencia global?

(ii) g,Que' aplicaciones tendra cl problema (1)?

1.3 Objetivos de la Investigacién _

1.3.l_ Objetivos Generales

Este trabajo dc tesis damos una demostracién detallada de la existencia y unicidad

de solucion de (1), asi como también analizar las soluciones del sistema (1) de

algunas aplicaciones con ayuda del programa Wolfram Mathematic 10

1.3.2 Objetivos Especificos

�030 Hallar la solucién para la ecuacién cle Kirchhoff no lineal, via la descomposicién

espectral del operador Laplaciano A. El método de Faedo-Galerkin seré utilizado

para demostrar la existencia de la solucién global del problema de Cauchy,

asociado a la ecuacién (1). A

La unicidad de la solucién seré demostrada utilizandose la técnica de

contradiccién con auxilio de la desigualdad de Gronwall.

�030 9



Para Iuego ilustrar mediante el programa computacional (Wolfram Matemathic

10) las aplicaciones de los resultados de la ecuacién (1) �030

1.4 Justificacién .

Este proyecto es una Investigacion que abarca distintas aplicaciones en el campo

de las ciencias del cual seré de mucha ayuda no solo para nuestra facultad sino

también para otras facultades y areas a}401nesya que suvrealizacién y contenido se

�024_ ha desarrollado de la forma mas minuciosa posible.

El sector que seré bene}401ciadocon los resultados de esta investigacién son los

estudiantes de Fisica, Matematica, Ingenieria y profesionales a}401nes.

En este trabajo investigaremos la ecuacion de la onda no lineal y sus aplicaciones M

a diferentes areas, como la Fisica e Ingenieria Civil, Ingenieria Industrial e

Ingeniera Mecénica, por lo que es de gran importancia nuestro trabajo en lo que

corresponde al desarrollo de las Ecuaciones en Derivadas Parciales de evolucién

de Segundo orden.

1.5 Importancia

El presente proyecto esté enmarcado en el area de las Ecuaciones Diferenciales

Parciales y el analisis funcional el cual motivé una particular importancia, ya que

abordo el problema de estudiar la existencia y unicidad del sistema (1) el cual se

adopto un método indirecto, a través de sistemas aproximados en espacios de

dimension }401nitay para mostrar sus aplicaciones se' utilizé el programa

computacional WOLFRAM MATHEMATIC 10 el cual veri}401cay gré}401canuestro

analisis desarrollado en este proyecto.

A _ ' V 10



CAPiTULO 11

2.1 Preliminares V

En este capitulo presentamos algunos conceptos y resultados bésicos que serén

utilizados posteriormente en los capitulos siguientes sus demostraciones serén . V

omitidas por que se tratan de resultados ya conocidos. Solo se citaran las _

referencias donde serén encontrados con sus respectivas demostraciones.

2.1.1 Notaciones

0 |a| = all +ar2 +.............+an para:

a: (a1,a2,.......,an) e N" , ne N _

D�034~j-�024�024a|a4uQ R�034or-(a 0:) N
u_ 8xf�030*............8xff"�031ue g �031A_ "a2�031"m�031" �031a'E M

0 Si u: QQR" �024>]Res diferenciable, el gradiente de u serzi denotado por

Vu y de}401nidocomo un vector de IR�035dado por:

Bu Bu Bu
Vu= �024,5�024,....,a�024

Bx, x2 x�035

0 El Laplaciano de una funcién u esté de}401nidocomo:

�0353224
Au =V .Vu =

,-=1 ax�031.

0 Sean u y ve L2(S2) , cntonccs cl producto intemo entre u y v esté

de}401nidopor:

(u,v) = In u(x)v(x)dx

Y las normas de u en L2(Q) y u e H$(§2) estén dados respectivamente

por:

2 1
�034u�034L�031(:2)= = u(x)l dx] 2

11



I ~ au 2 é " au 2 %
1 : V I : : dx : �024llullm, II um §I1,{a,,i ml

2.1.2 Algunos resultados de Algebra Linea] 4

Definicién II.l Sean v1,v2,........,v,, los vectores de un espacio vectorial V

de}401nidocon producto interno tal que si <v,.,vj> = 0 siempre que 1' :6 j, entonces

{v1,v2,........,vn} es un conjunto ortogonal de vectores.

Teorema 11.1 Si {v1,v2,........,v,,} es un conjunto ortogonal dc vectores no

nulos en un espacio V de}401nidocon producto interno, entonces' v1,v2,........,v,, son

linealmente independientes.

Definicién II.2 Un conjunto ortonormal de vectores, es un conjunto ortogonal

S de vectores unitarios. Un conjunto {v1,v2,........,v"} es ortonormal si y solo si _

(vi, vi.) = 5,]. - .

Dado cualquier conjunto ortogonal de vectores no nulos {v1,v2,........,vn} es

posible format un conjunto oxtonormal de}401nido

. 1 _
_ u,. = �024vi ; V1 =1,2,3....,n

M
Teorema II.2 Sea {v1,v2,........,v,,} una base ononormal de un espacio vectorial

' n

V de}401nidocon un producto interno si v = Zaib, entonces a,. = (vi, v)
' i=1

Corolario II.l Sea {v,,v2,........,v,,} una base ortonormal para un espacio Vcon

., g.
producto interno si u = Zaivl. y v = Zaiv, entonces:

i=1 i=1

M

(21, v) = Z all)�031.
. i=1

12 .



Corolario II.2 (Identidad de Perseval) Si {v,,v2,........,vn} es una base

ortononnal de un espacio vectorial V con producto intemo y si v = }401aiv,�030
i=1

entonces

(W) =||v||2 =;a?

2.1.3 Espacios L�035(Q) A

En este trabajo las integrales de }401mcionesmedibles de}401nidassobre la regién

abierta 9 son realizadas en el sentido de Lebesgue. '

Elbespacio euclidiano de dimensién n es el conjunté R" formado por todas las n-

uplas ordenadas x = (x1,x2,........,xn) donde x, e R,Vi=1,2,......,n I

Definicién II.3 Sea pe R con 1: p<<>o y S) ;]R�035medible, denotaremos

_ con £1) (9) al conjunto de todas las funciones medibles u IQ �024)R tal quelu(x)]p

es integrable en el sentido de Lebesgue es decir:

_ LP(Q)={u:§2 �024>aw u es medible y jQ|u(x)|"dx <90}

Con las operaciones usuales de suma de }401mcionesy producto de un n}401meroreal

por una funcién 1,P(Q) se toma un R-espacio vectorial y la aplicacién Hp

de}401nidapor

' 1

V �035u||p= Un|u(t)|p dt} F ; u e �254�035(Q)

_ es una seminorma en 17(9) �030 V

Observacién II.l Se dice que u=v casi siempre (c.s) en S2 si y solo si

EIM ; Q tal que u(x) = v(x) Vxe :2 \M y med(M) = 0 V �030

Para obtener una norma se de}401neuna relacién de equivalencia en 1/9(9)

mediante

« uEvsiysolosiu=v(c.s)enQ

Denotamos por L�035(Q) al espacio cociente

13 V



_ L�035(Q)=@ = {[u]:ue LP(Q)}

El cual es un espacio de Banach con lanorma

1
Huup = [LI-{u(x)lp dx] ;; u e L�035(Q)

Cuando p: 2 , L2(£2) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v) =J�030Qu(x)v(x)d.'x; u,ve 13(9)

Su norma inducido sera denotado por '
_ 1 .

M = HQ|u(x)|2 dz] 3; ue mg)

si 19 =°° y (2 Q R" medible denotaremos con 17° (Q) al conjunto de todas las

funciones medibles de}401nidasen 9 esencialmente acotadas en 9 es decir

L°°(Q)= {u:§2 �024>IR/u es medible y 3C>0 ta1que|u(x)|SC;c.senQ}

Definicién II.4 De}401nimosel supremo esencial como

A sup§sslu(x)] = inf{C > 0 ;|u(x)| S C c.s en 9}

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un n}401meroreal

para una funcién L�035 se toma un R espacio vectorial y

||.u|L = su:§ss|u(x)| ; u e L�035(Q) '

de}401neuna norma. I ' �030 V _

Demostracién. Ver L. A. Medeiros & M. Milla Miranda [7] �030

Proposicién II.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz para funciones L2 (£2) ) '

Sean u 2 S2�024>R y v : 9 �024>R dos funciones cuadrado integrables entonces:

|(uav>l S llullllvll
Demostracién. Vex H, Brezis [4]

Proposicién II.2 (Desigualdad de Young)

Sea a20 , b20 y 1<p, q<oo con l+l=1entonces ab S�0241�024a"+lb"
P 9 P q

' �031 - 14



Demostracién. Ver L. A. Medeiros & E. A. De Mello [6]

Proposicién II.3 (Desigualdad de Hiilder)

1 1
Sean ueL"�031(S2)y ve L"(§2) con lspsoo y �024+�024=1(q=1sip=<>oy

P �0301

q=oo si p=1). Entonces uve L1(§2) y L) |uv|dx S ||u||L,(m ||v"L,,m) .

Demostracién. Ver L.A. Medeiros & E.A De Mello [6].

Sean V,W dos espacios de Banach con VC Wcomo subespacio vectorial (ambos .

con nofma probablemente diferentes), Diremos que V esta inmerso continuamente

en Wy denotaremos por V �030->W si y solo si 3C > Otal que �034W< C" "V; Vue V

Proposicién II.4 Sea Q Q R" abie}401oy acotado con IS p S oo , entonces:

 (#151(9) L>L�035(§2)y �035u||ps ||u"q (med(Q)) p q

Demostracién. Ver R. A. Adams [1].

M Proposicién II.5 Sea 9 <_: R" abierto y acotado 13 p < oo entonces:

LP(s2)_u>EW(§2) �030

Teorema lI.3 (Teorema de representacién de Riesz para L�035(9))

. P I 1 - 1 ' , .

Sean 1< p < °°, ¢e (L (9)) y �024+�024-,�024=1 . Entonces exlste una umca
[9 P

u e�024L�031/(Q)tal que: A

~ < ¢,v > = j}402u(x)v(x)dx; Vve 3(9) y || u ||m) = || ¢)|(m)'

Demostracién. Ver R. A. Adams [1].

Teorema II.4 (Teorema de representacién de Riesz para L1(§2))

Sea Te [L�030(Q)]�031entonces existe V6 3(9) tal que Para t0d0 145 3(9)

T<u>=Lu<x)v<x>dx y llu|L=llT||(m)'asi(L�030<9>)sm>
Demostracién. Ver Adams [1]

15



Sea ve L�030(0,T)decimos que SE [0, T] es un punto de Lebesgue para todo -

v, si h>0 tal que [S-/1,s+h]g]0,T[entonces:

lim�0241�024JS+hv(s)d£= v(s)h�024>02;, H.

Definicién H.5 Sea Te D'(S2) y as N" . La derivada de orden at de T

denotado por D�034Ty su di'stribucic'>n esta de}401nidopor:

< D°�031T,¢>= (�0241)�034< T,D"�030¢>,' V ¢e 13(9) I

Asi mismo si T e D'(Q) entonces D"T E D'(S2) para todo are N" con esta

de}401niciénse tiene si ue C"(Q) entonces D�035];= TD,�034; V |0!|S k, donde D�035u

indica la derivada clésica de u.

De}401nici('mII.6Decimos que uk �024->ucasi siempre en Q si uk(x) -9 u(x) para

casitodo xe}402y k-�024>o°. A

Teorema II.5 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue)

Sea (uk)kE,N una suce_si6n de funciones integrables en un abierto Qglk", que

eonverge casi siempre a la funcién u . Si exis_te una funcién uo tal que Iuk \ S uo

casi siempre para todo ke N entonces u es integrable y se tiene: V

% L. u = P32. L) "k
Demostracién. Ver H. Brezis [4]

2.1.4 Distribuciones

Sea QQIR" un conjunto abierto y u : §2�024>]R, una funcién escalar el soporte de u

es la clausura de Q del conjunto y lo denotamos por:

sop (u) = 9c .52

Observacién II.2 El soporte de u es el menorconjunto cerrado de 9 fuera del

cual u = 0 en el siguiente sentido

(i) sop(u) es cerrado en Q y u = 0 en §2\sop(u)
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(ii) Si W es un conjunto cerrado de 9 y u=0 en Q\W entonces el

sop(u) Q W

Por C5�034((2) se denotara el espacio vectorial de todas las funciones con soporte

compacto de 9 que posean derivadas continuas de todos los érdenes en 9

Teorema II.6 Cg�031(Q) es denso en L�035(Q),lsp <<>o

A Demostracién. Ver R.A Adams [1].

2.1.5 Nocién de Convergencia en C;° (£2)

Definicién II.7 Sea (¢k)kEN una sucesién de Cg�035(£2) y (06 C; (Q) decimos

I que ¢k �024>¢si:

(i)El K c_: Q , K compacto, tal que Sop (Q Q K , para todo Ke N;

(ii) Para cada ae N", D"¢k (x) -9 D"¢(x) uniformemente en xe Q. I

. De}401niciénII.8 El espacio vectorial C3�031(9) con la nocién de convergencia

I definida anterionnente es denotado por D.(Q) y es llamado funciénde prueba. A

Definicién IL9 Una distribucién sobre Q es un funcional lineal de}401nidoen

D(§2) y continua en relacién a la nocién de convergencia de}401nidaen D(§2). E1

conjunto de todas las distribuciones sobre S2 es denotado por D'(Q) :

V D'(§2) =' {T : D(S2) �024>R / T es lineal ycontinua}

El conjunto D'(§2) es un espacio vectorial sobre IK.

Si T e D'(Q) y (be D(Q) denotaremos por < T,(o > al valor T aplicado al

' elemento (P.

. 2.1.6 Nocién de convergencia en D'(Q)

Definicién II.l0 Diremos que 1; �024>T en D'(Q) si < Tk ,(p > �024�024�024>< T,¢ >,

para toda goe D(Q).
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2.1.7 El Espacio de las Distribuciones

Se denomina distribucién sobre Q a toda forma lineal T sobre D(Q), continua

en el sentido de la convergencia de}401nidaen D(Q) es decir una distribucion es -

una aplicacién -

T : 13(9) �024>IR

rp H T(<o) '

Tal que: _

(i) T(a,¢, +d2go2)= a,T((o,)+a'ZT(¢2); �030v�031a,,aze R y V¢,,¢22e D(§2)

(ii) T es continua, esto es si (yak )/(EN lg D(Q) converge para (0 en D(§2)

entonces (T (qpk ))kEN converge para (T((0)) en R. '

Consideremos el espacio vectorial de todas las distribuciones sobre 9 en este

espacio una sucesién (Tk )kEN converge para T y denotaremos por Tk �024>Tsi y

solo si la sucesién (Tk (¢7)),,�031ENconverge para (T((p)) en IR para todo (0 en D(Q)

El espacio de las distribuciones sobre 9. Con esta nocion de convergencia seré

denotado por D'(Q) y D(Q). Sea 9 QR" un conjunto abierto y ue L1Loc(Q)

de}401nimosla aplicacién �030

Y; :D(Q) �024>R

<0 H (T,.,¢)= [Qu<x>¢(x)dx

El valor de la distribucion T en ¢ se representa también por <T,¢) dualidad

entre D'(£2) si y solo si es lineal, continua e inyectiva en dicha recurrencia es

com}401nidenti}401caruna distribucién Tu con la funcio'n u e LL�035(Q) . En ese sentido

se tiene que L2�034(Q) 9 D'(Q) ; como L�035(Q) 9 Llm (Q) tenemos que toda funcion

' de L�035(Q) de}401neuna distribucion sobre Q esta y toda funcién de L�035(Q) puede

ser vista como una distribucién.

Observacién H.3 L ice (9) es llamado el espacio de las }401mcioneslocalmente

_ _ integrales. Para ue Li0c(Q�024)consideremos el funcional T =1; :D(Q)�024->R

de}401nidopor:

18



< T,¢ >=< Tu ,¢>= j u(x)¢(x)dx.

Observacién II.4 El valor de la distribucién T en (0 se representa también por

(T,¢) (dualidad entre D'(£2) y D(Q)) V

' Lema II.1(Du Bois Reymond) .Sea u e Lg�034(Q) tal que I u(x)q)(x)dx='0

para todo ¢e D'(Q) entonces u(x) =0 c.s en 9

Demostracién. Ver P.H. Rivera [9].

Observacién II.5 las distribuciones Tu de}401nidaspor �030funcionesue LL» (9)

son univocamente de}401nidaspor esta razén se identi}401cau con las funciones y con

l-a distribucién 7; Iuego 1406(9) c D�031(Q)

2.1.8 Derivada Distribucional ~

Sea Te D�031(Q)y 0!: (a,,a2,.......,a") un multi-indice se denotara derivada de

orden 0: de T si la distribucién D"T de}401nidapor

(D"T,;o)=('�0241)�035(T,D"(p);Vgae 19(9) -

Esto nos indica que cada distribucién T sobre Q tiene derivada de todos los-

érdenes. Asi las funciones de L1oc(£2) tienen derivadas de todos los érdenes en el '

sentido de las distribuciones.

_ Observacién II.6. La aplicacién D�034:D�031(§2)�024>D�031(S2)-es lineal y.conti'nua_en

el sentido de la convergencia definida D'(Q) esto signi}401caque _

llEi_r)n°T,( = T en D�031(Q)entonces 1inlD"Tk = Day" en D�031(Q)

2.1.9 Distribuciones Vectoriales I

Sea Vun espacio de Banach. Se denomina distribucién vectorial sobre [0,T ] con

. valores en V, a toda aplicacién lineal y continua sobre D(0, T).
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Dada una�031distribucién T su valor en (0 se representa por <T,¢) al espacio de las

distribuciones vectoriales sobre [0,T Denotaremos por D'(0,T;V) , y sea

ue L"�031(0,T;V);lSp<°° de}401nimos

T

T,. :D<o,T> a V/<T;'n¢> = Jo u<t>¢(t)dz

Observacién II.7

, Se veri}401caque 1; es una distribucién y estén de}401nidaspor funciones

ue L�035(0,T;V), (pe D(0,T). Luego goue L�030(0,T;V).

0 Tu es lineal y continua en D(0, T)

o 1; esta unfvocamente determinado por u

Lema II.2 Sea Vun espacio de Banach si ue L�031(0,T; V) y LTu(t)¢(t)dt=0 �030

para todo qyen D(0,T) entonces u(t)=0 c.s en ]0,T[

Demostracién. Ver Eberhard Zeidler [3]

2.1.10 Derivacién en D�031(0,T;V) _

Dada una distribucién vectorial u de}401nimossu derivada en el sentido de las

. . . . . , . du
dnstrlbuclones vectorlales denotado por u 0 :1; como

du dgo
�024,=�024,�024 V D 0,T

<dr¢> <"dr> we ( )
En general la derivada de orden n se de}401necomo

d"u- n d"¢ .
-�024,= -1 ,-�024�024 V D 0,T

En particular todo elemento ue L�035(0, T; V) posee derivada de todos los érdenes

en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0,T[

Sea Vun espacio de Banach. Representaremos con C([0,T] ; V) . El espacio de las

funciones que son continuas [0,T] en V_
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Sean V y H dos espacios de Hilbert real con sus respectivas estructuras de V

Hilbert (I/,( .,.)V ,�035 y (H,( .,.)H ,�034H�035)se supone que V �030�024>Hcon inmersién

V compacta y continua�030denso en H07" "H =H). Denotemos» (�030�024>)con simbolo de

inmersién.

Lema II.3 (Temam) SeaX un espacio de Banach con X�031sean u y g dos

funciones pertenecientes a L1 (0, T; X) . Entonces son equivalentes

1. u es c._s igual ala primitiva de g es decir Elf EX ta] que

u(t)=»f+J�030OTg(s)ds,c.s en te [O,T]

2. Para todo ¢e D(0, T) se tiene

 j0�031u<s>¢�031<s)ds= j0Tg<s>¢(s>ds
3. para todo 776 X�031 y

' d
gm �034(�031));m= (77:g(t))X'xX

. En el sentido distribucional sobre ]0, T[

I Demostracién: Ver R. Temam Navier [18].

Lema II.4 Sean V,H y V�031espacios de Hilbert cada espacio incluido y denso

(V <�024>H «e V�031);V�031dual de V. Si ue L2(0,T;V) y u�031eL2(O,T;V�031)entonces

uE C([0,T y tenemos la siguiente igualdad I _

 H guu<r>n:, = 2(u,(t)�031u(t))V�031xV
En el sentido de las distribuciones vectoriales sobre [0, T]

Demostracién. Ver R.Temam Navier [18].

2.1.11. Espacios de Sobolev A

Los principales resultados de esta seccién podrén ser vistas en las referencias

Adams [1],Brezis [4], Kesavan [5], Medeiros [6],[7] y Rivera [9].
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. Definicién II.ll Sean me N y IS p < oo denotamos por W�031�035�031�031�031(9) al

conjunto de todas las funciones u de LP (S2) tal que para todo

|_a| S m, D"u e L�035(52) , siendo D�035ula derivada distribucional de u.

E] conjunto W""�035(§2)es llamado el espacio de Sobolev de orden m relativo a1

espacio LP(§2). K

W"'*�035(£2)={ue L�035;D�035�031ueL�035(§2),|a| s m}

2.1.12 Norma en W�031"�035�031(Q)

Para cada u e W '"�035�031(Q) y sea la expresién .

i L
' P P|1u||M {lg �035D"�031u||L':,(m]{Hg In |(pr=u)<x)ydx) , 13 p < co  

|Iu||m,m=k§nJ|D�035u1|L~<n)» p=°°~
. de}401neuna norma sobre W"'�035�031(9) .

Observacién II.8

1. ( W�031""�031(Q), . "M P) es un espacio dc Banach.

2. Cuando p = 2,.el espacio .de Sobolev W'"�0312(Q) se convierte en un espacio dc

Hilbert con producto intemo denotado por:

(u,v)= a1Z(D�035u, Dav )L2(Q) u,ve W""2(Q)
I sm .

Se denota a W'"�0312(9) también como H�031�035(Q)donde: ' A

H�035'(Q)={ue L2(S2)/D"ue L2(Q); v|a| s m}

Luego:

H'(Q)={ue L2(Q)/Due L2(Q)} = {ue L2(Q)/§�024�034eL�031(Q);i=1,2,...,n} �031
x, '

112(9) ={ue 13(9)/D�035�031ueL�031(Q),�030v�031|a|s 2}
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La forma bilineal A �030

_ " Bu(x) 8v(x) _ _ _
((u,v)) _ Io}401zljaxiTxi dx �024J;1VuVv �024(Vu,Vv)L2(m �024(Vu,Vv)

�030 de}401neun producto interno en Hf, (Q) e induce una norma y la denotamos por

 llullim, = <<u,u» = (V�035=V�034)L2(m= <vu,vu>=IIvu||;m = uvulr.
En el espacio H3 (Q) m H2 (£2) de}401namosla forma bilineal '

(.)A = H(�031,(§2)nH2(Q)xH3(§2)nH2(§2)�024>R

mediante

(u,v)A =jQAuAv=(Au,Av)m =(Au,Av)

que resulta ser un producto interno y la norma inducida es:

V nun: = (A"�031A")L2(a)= mu) = nm4I;m = umir T

. 2.1.13 Espacios W0�031�035�035(§2)y W'""�035(Q)

Definicién II.12 La clausura del espacio vectorial D(Q) con la norma de �024

W�031"�035�031(Q) se designa por W0�034(9) es decir W0�031"�035�031((2) =D(Q) "�030"�031""�031

1. Cuando p = 2 se tiene H3" (Q) = D(Q) H�034 _

Si m =1 se tiene�024

H3 (Q) = D(Q) M�030para (2 abierto y acotado con frontera bien regular se

prueba que: I A

113(9) = {u e H1(S2)/u|l_=aQ = 0}

H;(§2)n H2(Q) = {ue H2(§2)/ulr = 0}

si 9 = R" :> Hg(s2) = 0(9) "'"-= H�030(s2)

2. Si W0�035"�035(Q)= W""�035(£2)entonces la medida de R�035\ 9 es nula.

3. También se tiene que W0�035"�035(R") = W"�035"(R").
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Definicién II.l3 Sea IS p < oo y q >1 tal que

i+i=L
7 P 4

Representamos a W�031"�031'�031�031(9) al dual topolégico de W0"""(Q).

El dual topolégico de H 3" (Q) se representa como H"" (9).

2.1.14 Inmersiones de Sobolev

Teorema II.7 (Teorema de Sobolev) Sean m 21 y 15 p<oo. Entonces: V

, , 1 m ,,,,,, ,1 1 1 m I
(1) S1 �024�024�024�024>0entonces W (§2)�030�024>L(Q);�024=�024�024�024,

_ p n q p n .

I (ii) Si�030i�024}402=0 entonces W�035"�035(Q)<�024>L"(Q);qe [p,oo)
. P '7

(iii) Si l�024}402<0entonces W�035"�035(Q)=>L°°(Q)
P n '

Siendo todas las inmersiones continuas.

2.1.15 Espacios L�035(0,T; V) �031

Sea O<T <00 y Vun espacio de Banach, una funcién u:[0,T] �024>Ves llamada

medible -en [0,T si la funcién real t�024><f,u(t)>V,XV es medible Lebesgue en

[0,T] para todo fe V'donde V�031es el dual topolégico de V y < . )V,XV denota la

dualidad entre V y Ven este caso decimos que u es una funcién medible en'_el

sentido de Bochner.

Una funcién u:[0,T] �024>V es llamada integrable en el sentido de Bochner en

[0,T] , si u es medible en [0,T] y la funcién real t�024>�035u(t)"Ves integrable a

Lebesgue en [0,T] en este caso la integral de esta funcién es un vector tal que

LT u(t)dt e V y esta caracterizado por la siguiente propiedad
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l T T '
<f, [0 u(:)d:>W = [0 (f, u(t))mdt Vfe V

Si 1Sp<oo denotaremos por L�035(0,T; V) al espacio vectorial de las (clases de)

funciones vectoriales ul:[0,T]�024>Vy tales que t�024>|]u(t)||:es integrable seg}401n

Lebesgue en [0,T] , Este espacio vectorial es un espacio de Banach con la norma
1 .

mnunuw=(JjIIu<t>u:dr)�035  
Si p=2 y V es un espacio de Banach, entonces L2(0,T;V) también es un�031

espacio de Hilbert con producto intemo

(u,v)U,(0�031T�031V)= J:(u(t),v(t)) dt

Si p=oo representaremos por L°°(0,T;V) el espacio vectorial de las funciones

I vectoriales u:[0,T] �024>Vque son medibles y tal que el supremo esencial

(||u(t)||V ;te [0,T]) es }401nitoL°°(0.T,V)es un espacio de Banach con la .norrna

llullmm =S3g;og~§s||u(t>||V   
�030 Proposicién IL6 Sea Vun espacio de Banach y 0 < T <00 entonces L�035(O,T; V)

v es separable en el caso que V sea separable y IS p < oo -

Demostracién: Ver_E. Zeidler [3].

Un resultado muy impoxtante es respecto a dos espacios L"�031(O,T;H), que�031

permiten identi}401car(L�035(0,T;H))' = L"'(O,T;H'). Para el caso en que p =1 se

identi}401ca(L' (0,T; H)), = L" (0,T;H'). Analicemos ahora el caso en que

p=1 y H=L2<s2) �034
Para esto se de}401ne:

F 1 17° (0, T; L2 (9)) �024>(L' (0, T;(L2 (9))')'
4 u �024>F(u)

donde
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F(u):L�030(0,T;(L2(§2))')�024> R

5 �024>< F(u),;-' >= .f(t),u(t) >(,2m,X,2(mdt

F es lineal continua y biyectiva de este modo habremos identificado:

L�035(0, T; L2 (9)) = (L1 (0, T; (L2 (9))')'a '

donde sus elementos de L�035(0,T;L2 ((2)) pueden ser vistos como elementos del

dual de L1(0,T;(L2 (Q))') . Entonces cuando decimos que:

- um �024*�024>u en L°"(0,T;L2(§2))

Tenemos

< um ,5 >�024><u, g >(HWLZ(W),XL,(0w2mm , V5 e L�030(0,T;(L2(Q))�031)

lo que signi}401catambién que:

J: < f(t),um (t) > (L, (mm, (H) dt �024>for <f(t),u(t)>(L2(m),xL2(Q) dt

vie L2<o,T;<L2<r2>>�031)  
La siguiente proposicién relaciona la convergencia débil estrella antes

-mencionada con la convergencia débil.

Proposicién II.7 sea V un espacio de Banach. Si la inmersién X �030�024>Yes

continua. Entonces V IS psq Soc la inmersién L�035(0, T,X) �030�024>L" (O, T, Y) es

también continua.

�031 Demostracién: Ver E. Zeidler [3]. M

Teorema II.8 (Desigualdad de Poincaré)

Sea 9 un abierto acotado de R". Entonces existe una constante C que depende

de 9 tal que:

" u ||L,(m S C�035Vu HLZQ) para todo 116 1113(9) �030

La constante C es llamada la constante de Poincaré para. Q

Observacién II.9

1.- La desigualdad de Poincaré también es valida si u E H 1 (S2) y el trazo de u

sobre F :39 se anulan sobre alguna parte de F. (Ver. H. Brezis [4]).
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2.- La desigualdad de Poincaré continua valida en W0"? (9)

2.1.16 Consecuencias de la Desigualdad de Poincaré V

1.-La norma de Sobolev en H (1, ((2) es equivalente a la norma del gradiente

en L2 (Q). Donde existe C > 0 tal que H1 (9) 5 L2�034-2)para toda

u 6 113(9).

2.- La norma de Sobolev .||H,(Q) es equivalente a la norma del Laplaciano en

L2 (:2). r V
Para funciones en H 5 (S2) , esto es existe C > 0 tal que Hzm) 5 L261)

para todo ue Hg ((2) . De esto se sigue que si u 6 H3 (Q) entonces se tiene que V

gle H3 (Q) donde se da la desigualdad de Poincaré.
. 36,

2.1.17 Convergencia en 1}�031(0, T; V) . '

Sea V un espacio de un espacio de Banach y (uk )kEN una sucesién en V .

Decimos que (uk )keN converge fuerte en V si Hue V tal que �034uk�024u||V�024>0 '

cuando k �024>00 en tal caso denotaremos por uk �024>u

Decimos que (uk ),,EN converge débil en V, si existe ue Vtal que

(f, uk)I/XV �024>(f,u>V,xV ; Vf E V�031con inmersién compacta y continua en este caso

denotaremos por uk �024>u

- Proposicién IL8 Sea (uk)k6N una sucesién en V que converge débil hacia u

en Ventonces

llully S liminf lluklly
Demostracién. Ver H. Brezis [4]. �031 _
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Sea (uk)kEN una sucesién en L"(0,T;V) y ue L�035(0,T;V)se dice que (uk)kEN

converge débilmente a ue L�035(O, T; V) si :

<f�031uk>LP(o,T;V)><LP(o,T;V') �031u>LP(o,r;V)xL"(o,T;V')

Vfe L"(0,T;V'), donde l+l=1
M P 9

esto signi}401caque

j0�031(f, uk)Vx,,. dt �024>j0�031(f,u)N,d:;Vfe L"(0,T; V�031)

Observacién II.l0 .

En el caso V: H362) entonces V�031:H"(Q)

7 (G,v)r,(QWm =(G,v); vae L2(Q), Vve H;(s2)

Hg(Q) L» L2 (Q) 2 (L2 (§2))' = L�031(Q)u» H�035(9.)

Luego

T T

. [0 (w(t),u,,(t))dt �024>[0 (w(t),u(t))dt

donde (um g L2<o,T;H;<s2)> y we L2<o,T;L2(s2)) a
sea Vun espacio de Banach, siendo V�031su dual de la norma V A

llfllyl = ~]*[g}402tP|<f»u>|

Diremos que una . sucesién (uk)kEN de V�031converge débil estrella a 11 en V y

denotamos por uk -1-�024>usi y solo si (u,(,w) �024><u,w) para todo we V

as1' u,�030�024�030�024>uen L°°(0,T;V) sivy solo si

(�034/0w)1:'(o,T;V')xL�030(o,r;V)_) <u�031w)L"(o,T;V')xL�030(o,T;V)

Vwe L'(0, T; V) es decir '

~ A j0�031(w(z),uk(:))V,xVdr �024>LT(w(t),u(t))V,Wdt ; Vwe L�030(0,T;V)
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Observacién II.11

Si V=L2(§2) y~ uk:*>u enL2(0,T;(L2(§2) ) ) signi}401caque

(uksw) , �024><u,w) . ;vwe L�031(o,T;L�031<£2))
L�030°(o,r;(L1(o)))xL�030(o,r;1}(n)) L"(o,r;(L�031(n)))xL�030(0,T;L2(Q))

es decir

T T . I . 2

.[o (u�031�030�031w)(L2(o))'xL�031(n)dt�030)«[0 (u�031w)(L�031(m)'xL�031<mdt�031vwe L (O�031T�031L(9 ))

por tanto uk �024�030>uen 1.�035(O, T; L2 (92)) si y solo si (uk, w)dt �024> (u,w)dt

Vwe L'(O,T;L2(Q)) _

2.1.18 Topologias Débil y Débil estrella V

Un espacio métrico es completo si toda sucesién de Cauchy es convergente en

ese espacio. Un espacio vectorial normado completo, con su métrica inducida por

la norma es un espacio de Banach. Un espacio vectorial normado V se denomina.

un espacio de Hilbert de V, si V es un espacio de Banach con la norma inducida

del producto interno.

�031 Un espacio E es separable si existe un sub-conjunto DQE , tal que D es denso

numerable en E. �031

Sea E un espacio de Banach y seaf e E�031, siendo E�031el dual topolégico de E y

designamos por TI :E �024)R una aplicacién dada por TI (x) =< f ,x > .

La topologia débil o'(E, E ') sobre E es una topologia menos }401naen E que hace

continua a todas las aplicaciones (Tf) [E E». Dada una sucesién (36,, ),,E N en E,

la notacién de convergencia débil en general esta indicada como:

x" �024>x débil o'(E, E ') o slmplemente x�035�024>x débil en E

Proposicién II.9 Sea (35,, ),,EN una sucesion de E entonces:

(i) x" -�024>x débil en o�031(E,E�031)si y solo si A

�030 <f,x,, >l�024><f,x>,VfeE�031
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(ii) x" �024>x fuerte en E entonces 36,: �030*935 de'bi1enE

Demostracién: Ver H. Brezis [4].

Proposicién II.l0 Sea E un espacio de Banach y sea (f,,),,eN una sucesién de '

E�031entonces se tiene:

(i) f" �024�030�024>f en o'(E�031,E)si ysolo si <fn,x>�024><f,x>,VxeE;

p (ii) f" �024->f fuerte en E�031entonces f" �024�024�024>_f para o'(E',E").

f,,�024>f débil en o'(E',E") entonces f�035�024�031�024>f para o'(E',E);

(iii) Si f" �024�031�024>f para o'(E',E) , entonces fn�034es limitada y _

llfll S Um infllfnll
(iv) Si f,,�024'>f para o'(E',E) , y si x" �024>x fuerte en E entonces

<f",x">�024)<f,x> H

I Demostracién: Ver H. Brezis [4]. '

Proposicién II.l1 Sea u;n �024�031�024>uen L°°(0,T;L2(Q)) , entonces um �0245�024>u V

en L2(0,T;L2(Q)). _

Teorema lI.9 (Aloglu-Bourbarki)

Sea E un espacio normado separable y sea {xk} una sucesién acotada en E�031

entonces existe una subsucesién {xk} de {xm} y xe E�031tal que:

xk �024'�024->xen E�031

Demostraciénz Ver H. Brezis [4]

' Teorema II.10 (Aubin-Lions)

Sean B0,B, y B tres espacios de Banach tales que B0 y B, son espacios

re}402exivosademés B0 �030�024>B con inmersién compactay B0 9 B 9 Blcon inmersiones

continuas. �030

Sea W(0,T)={ue L"(0,T;B0); u'e L"(0,T;B1)} , �030dondeO<T<oo;1<p,q<oo

con la norma de}401nidapor: Hull�034,= L,(0�031m0)+ Hu�031�034L,(MEI)
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Entonces W es un espacio de Banach y W �030->L�035(0, T; B)

Demostracién. Ver J . L. Lions [10]

Lema II.5 (Lema de Lions) Sea Qun conjunto abierto de R" ; g,, y g �030

funciones de L"(Q) ; 1< q < oo tal que:

. '"g,,||L,,(Q) S C y g" �024>g c.s en 9

Demostracion. V.er Lions [10] �030

Lema II.6 Sea X un espacio de Banach, si u e L�035(O,T;X) y u'e L�035(O, T;X)

entonces ue C([0, T] ;X) excepto en un conjunto de medida nula sobre [0, T]

Demostracion. Ver J . L. Lions [10] A

L Teorema II.11 (Teorema de Banach-Steinhaus)

Sean X e Y dos espacios de Banach y (T,),.E, una familia dc operadores lineales

y continuos de XenY. Si se cumple:

para todo xe X existe Mx > 0_ tal que ||T,.xHS Mx , Vie I , entonces existe

M>0 tal que HSM, Vie 1.

2.1.19 Desigualdad de Gronwall

Lema II.7(Lema -de Gronwall) Sean goe L�035(0,T) y }401eL'(0, T) tal que _

}402>0,¢)20 yunaconstanteKZO. Si:

an s K + I0�031/3<s)¢(s)ds, we [01],
entonces se tiene que:

(o(t) s Ke MW�031, �030v�031te(0,T)

2.1.20 Resultados de la teoria Espectral

A continuacién seguimos con la demostracion de la teoria espectral, que es _

esencial para la obtencion del problema aproximado. Que consiste en proyectar el

prob1ema(1) en dimension }401nita.
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Sean V y H dos eepacios de Hilbert completos, cuyos productos internos y

normas serén denotados por ( . ),, , y ( .),, ,|| H respectivamente,

supongamos que:

1) V es denso en H;

2) V H H con inmersién compacta;

3) Esté de}401nidauna forma sesquilineal y continua a(u,v) en VX V; A

4) Existen 010 y or en IR, con a'>0, tal que:

' a(u,v)es hermitiana; Re[a(v,v)+ ao (v,v)]20:1 | V�031, Vve V;

' 5) A es denotado como el operado.r. de}401nidopor la tema (V,H,a(u,v)).

�030 Teorema �030 II.l2 (Teorema Espectral) Con las hipétesis anteriores

�030obtenemos que: _

(1) A es auto-adjunto y existe un sistema ortonormal y comp1eto(w,.),EN los

w, forman una coleccién numerable de H constituido por los vectores

propios de A.

(ii) Si (/1,.),.EN son los val.ores propios o autovalores de A correspondientes

a la sucesién (w,.),.GN entonces:

V 0 < /1, S /12 S /13 SS /1," S y /1," �024>oo cuando m �024�024>oo

(in) El dominio de A esta dado por: y

D(A) ={ue H;.:;/1f|(u,w,)l2 < co}.

�030 (iv) Au = E)», (u, w,)w�030.. V '
i=1

Fara obtener la solucién del problema aproximado, el cual seré. utilizado en el .

capitulo siguiente para resolver el problema en cuestién, necesitaremos dos

resultados a seguir. '
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2.1.21 Condiciones de Caratheodory (Prolongamiento de Soluciones)

Sea Q un subconjunto abierto de ]R"�034cuyos elementos son dendtados por

(t,x)e QQRXR" y sea f: S2�024>]R"una funcién. -

Consideremos el problema de valor inicia]:

{""�031>=f"�035�034�031�035.............(,;�031
x(to) = xo

Se dice que f : Q �024)R" satisface las condiciones de Caratheodory sobre Q si:

(i) f(t,x) es mediblé en t para cada x }401jo;

(ii) f(t,x) es continua en x para casi todo t }401jo .

(iii) Para cada compacto KQQ, existe una funcién real mK (t) integrable tal

V que

| f(t,x)|1R,, s �030mK(:),V(t,x)e K

Teorema II.13 (Teorema de Caratheodory)

Sea f :Q�024>]R"satisfaciendo las condiciones�030de Caratheodory sobre Q .

Entonces existe una solucién de (1') en x(t) sobre alg}401nintervalo |t�024t0I S,B ,

(}402>0) M M
Lema II.8 Sea S2=[0,T)><B con T>0 y B={xe R�035;]x|Sb},b>0.Sea

f: Q�024�024>R"que cumple -con las condiciones de Caratheodory sobre S2 .

Supongamos que x(t) es una solucién de (1') tal que |x0|Sb en cualquier

intervalo I , donde x(t) esta de}401nida,se tendré |x(t)| S M, Vte I, M

independiente de 1 y M <b entonces x posee un prolongamiento en [0,T]. .
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2.2 Existencia y Unicidad de Soluciones

2.2.1 Teorema de Existencia y Unicidad

Sea u=u(x,t) una funcién tal que u:Q=§2><]0,<>o[�024>IR,donde QQIR" es un

conjunto abierto y acotado con frontera F bien regular y sea T e ]0,<><>[ .Tal que

consideramos e1 siguiente sistema: 2

IV I }402-

u �024M(HVu|2)Au�024aAu=b|u| zu en Q=§2><]0,o<>[
:2

u=0 V sobre Z=Fx]0,<><>[ (1)

mo) = uo(-7�030)?u'<x,o) = u1(x> 2 en :2 2

Doride a y b son n}401merosreales positivos, donde ,3 , M y E (energia asociada

al sistema) veri}401canlas siguientes hipétesis

[H1] }402satisface

si 2<,6SE-_�024�03022paran>2 6 2<,B<<>o paran=1,2 2
n:

[H2] La funcién M :[0,o<>[ �024>[O,oo[ ; M de clase C1 tal que:

M(s)2 mo > 0 ; J:.M(a)das sM($) y 1v�0341(s)=j0�031M(r)dr

A [H3] E(0) satisface �030

£2
2

i}402cf{Lam} <1 y E(0) < d
. mo :8 - 2

, 2 A 2 2b /1donde E(t) = �034u(t)�034+M(||Vu(:)|| )-�024?�034u(t)"}402

E representa la energia asociada a1 sistema (1)

Construccién de los funcionales I y J

Multiplicando a la ecuacién (1) por u�031e integrando sobre 9 y aplicando Green

se tiene
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jg u'u'dx�024J;1Al(]|Vu||2)Auu'dx�024aIQAu'u'dx�024bJQ|u|p'2uu'dx =

In u"u'dx+ In M(||Vu||2 )(�024Au)u'dx+(IL (-A1/)u'dx �024bj-Q |u|/H uz/dx = A

Trabajando por separado para cada téimino tenemos .

,, , 1 d , 1 d 1 d , _ 1 d ,
*L2u udx=L1§E(u )2dx=�0242�024_[Q:z;|u'|2dx=§E_[Q|u |2dx�024§E||u"2

=-= [Q M(||Vu||2)(�024Au)u'dx= M(||Vu||2)jQ(�024Au)u'dx=

M(�035Vu"2)[LzVuVu'dx�024Luglfdfj

= M(||Vu||2)J VuVu'dx = M(||vu|r)li||vu']|2
9 2 dt V

I I I I a �031 I I

>:< aL1(�024Au)udx= al:L1Vu'Vudx�024Lu�0245uv�024dI":l= aj-QVu'Vudx= aL2|Vu lzdx
K:j�024=\6.-,�024�024�024:J

  =a||Vu�031ll�031   
-2 , �024 , �024 d

>x= bJ.Q|u]'B uu dx = bL|u|/i lf:�024|udx = bjnlulp I

_ ii I�031=31 5- =31 /�031

Entonces reemplazando en la ecuacién se tiene .

Lu"u'dx+ [Q M(HVu||2)(�024Au)u'dx+ajQ(�024_Au�031)u'dx�024b[Q|u|"'2uu'dx = _

11:2 211 I231 n-Izdtllull +M<||Vull>2d,||Vu|| Mllull +anvuu
_ 1 d , 1 d , b d ,/2�0243;uun2+3EL,M<IIvuIr>ax+anuzr�024Wnuu,,  
_ 1 d , 1 d ~ , b d p�0245;uuer +5EM<||V~Il2>+a||u ll�031�024-Wnun,,
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_ 1 d , 2 '* 2 2b 17 , 2 _�030§E[ll"ll+M<uvun>7Iuu1I,,]+aIIvuu -0
Definicién II.14 Sean los siguientes funcionales I y J tales que:

A 2b '
J04) = M(|lVu||2>-�024||u||§.3

mo = M<||Vu||�031>-bllull}401
Definicién II.l5 Sea el conjunto W el cual cumple la siguiente condicién A

W = {ue H;,(Q)/1(u) = M(||Vu}|�031)�024b||u1|§> 0; J(u) < d } u{0} _

donde '

. d = inf{sup J(/lu), u e H(�030,(Q)\{O}}
,1>0

Observaciérl II.'l2 Se debe mencionar que el valor d se demuestra que es el I

nivel de paso de monta}401aasociada al problema de Dirichlet �024Au= |u|lH u en Q I

u = 0 en 8(9) y que esta asociado a nuestro sistema ( 1)

Lema IL9 �030Si2 S q Si; Si n > 2 6 2 _<_ q < oo si(n=1,2)entonces existe
n�024

una constante positiva C�030que depende de 9 y q tal que: �030

llullq S llullngm) S C* llvullz}401m); Vue V

El�030método de Faedo-Galerkin sera utilizado para demostrar la existencia de la

solucién global del problema de Cauchy, asociado a la ecuacién (1). La unicidad

de la solucién seré demostrada utilizéndose la técnica de contradiccién con auxilio

de la desigualdad de Gronwall.

Para alcanzar los objetivos de}401nidosanteriormente, dividimos este trabajo en las

siguientes etapas: A

i) Estudiar la existencia de soluciones locales a través del método de

Faedo-Galerkin

ii) Obtener estimativas a priori y prolongamiento de la solucién (solucién

global)
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iii) Mostrar la unicidad de la solucién

iv) Con el programa computacional WOLFRAM MATHEMATIC 10 _

mostrar su aplicacién respecto a la oscilacién de una viga que esta

asociado alas soluciones del problema (1)

2.2.2 Formulacién Variacional .

Multiplicando por una funcién su}401cientementeregular v a la ecuacién (1) e

- integrado sobre Q se tiene

I 2 I ,5-2
.[Qu vdx�024J.QM(]|Vu" )Auvdx�024aJ.QAu vdx�024bIQ|u| uvdx = 0

Luego sea v(x, t) = 6(t)w(x) donde Be D(0,T); we H(�031,(§2);Vte <O,T) luego -

[OT [9 u'0wdxdt�024J:LzM(�035Vu||2)Au9wdxdt�024aLTJ;1Au'6wdxdt

�024bLT'[Q|u|}401'2u0wdxdt = 0 .

Luego utilizando el teorema de Fubbini y la integracién por partes y la formula de

Green se tiene _ _

_ �024J-0T(J.Qu'wdx)t9A'dt+_[0TM(�035Vu4||2)(J.QVuVwdx)t9dt+aJ:(L2VuVwdx)0dt

T p-2 _

-1;[0 (jQ|u| uwdx)6?dt _ 0

en términos de la notacién distribucional tenemos

. �024[0�031(u',w)9'dz+j0�031M(||Vun�035)(Vu,Vw)¢9d:+afor (Vu', Vw)¢9dt�024bJ'0T(|u|�035"u, w)6dt = 0

también '

-<<u',w)}402>+(M<|lVu||2>(Vu,vw>,6) + a<<Vu',Vw>.6> -b<<lul�035�0302u,w>,a) = o
Iuego por la propiedad de la derivada distribucional

d , Z ; }402-2_ Ea; ,w),6 + <M(]|Vu|| )(Vu,Vw),0> +a((Vu ,Vw).0)�024b<(|u]u, w), 0) = 0

Es decir I

%(u', w) + M(�035Vu"_2)(Vu, Vw) + a(Vu', Vw) =b(]ul/H u, w) ; Vwe H3 (9)
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en el sentido distribucional. .

Por Io tanto el anterior -anélisis motiva la siguiente d-e}401nicién,

Definicién II.l6 Dado uo e W(£2)n H2(Q); ul e H'(.§2) decimos que -

u : Q �024>IR es solucién fuerte de (1) si satisface

1. ue L°°(0,T;Hg(:2)n H2(Q))

2. 2/6 L°°(0,T;H3(Q)) .

3. u�035�030e1} (0, T; L2 ((2))

4. %(u�031,v)+M(||Vu|[2)(Vu.Vv)+a(Vu',Vv)=(b|u|/�034u,v);Vve H;(§2)

en D�031(Q).En el sentido distribucional

5. u<o>= "0 y u'(o)=u.  
Teorema II.14 (Existencia Global) �024

Sean uo e W(Q)nH2(Q); u, e H(',(Q) y asumiendo las hipétesis [H1], [H2], I

[H3]. Entonces el problema (1) admite una {mica solucién fuerte tal que:

u e L°°(0,T;H;(s2)nH2(9) �030 �030

u�0316 L°°(0,T;H3(Q)) (2-1)
u�035eL�031(0,T; L2 ((2))

2.2.3 Soluciones Aproximadas (Método de Faedo-Galerkin) '
En la presente demostracién utilizaremos el Teorema Espectral para proyectar el

problema en estudio a espacios de dimensién }401nita,obteniendo asi un problema

mas simple, del cual tendré solucién garantizada, por medio del teorema de

Caratheodory.

Demostraci6n:(Soluci6n Local) �030

Sea (WI)?! , una base de Hilbert de H3 (§2)r\H2(Q) , base que siempre

podemos encontrar, desde que H; (Q) m H2 (£2) es un espacio de Hilbert, separable

(en el sentido que contiene un subconjunto denso y numerable). Entonces el q

4 conjunto (w].)j_>1 satisface lo siguiente:
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(a) Todo subconjunto }401nitodc (wl. )1» es un conjunto linealmente

independiente

(b)_El conjunto de las combinaciones }401nitasdc (W1) .21 es denso en
J

H(�031,(S2)rmH2(£2) »

El teorema espectral para operadores auto-adjuntos garantiza la existencia de un

sistema ortonormal (wJ.)jEN de L2 (Q) constituidas por las auto-funciones del

operador �024A,que son soluciones del problema de Dirichlet: '

�024Aw . = /1.w. HJ 1 J (2.3)

will" = 0

donde (/1]. ) 1.6 W son los correspondientes autovalores de �024A,siendo,

0< /11 S /12 S A., S S 2.1. S y /1,. �024>oo cuando j �024�024>oo

también se sigue que:

es un sistema ortondrmal y completo de H3 (Q)

E js1N �030

es un sistema ortonormal y completo dc H}, (9) n H 2 (Q).

1 jeIN

Para cada m denotamos por V�035,= [w1,w2,.......,wm] .al espacio generado por las m

primeras auto-funciones (wJ.)JEN del sistema (1).Donde por (a) la dim(Vm)=m.

Luego el problema }401nitodimensional es hallar una solucién aproximada

�031 um (t)e Vm CH3(Q)r\H2(§2) dela forma talque

um :(0,t,,_)r�024>V�035,c V = H(',(Q) }402H2(§2)

m (X)
t �024>um(t) = 2g,.m(z)w,

. i=1

' donde las funciones gm, son funciones reales de}401nidasen alg}401nintervalo [0, tm)

tal que um (t) , satisface el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no

lineales del siguiente problema aproximado:
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<u,�031,:<r),»g)�024M<1|Vu,n(t>|l2)(Aum(t),m)-a(Au;,<t),up=(b|u,,,(r>|�031�035um(t),m>vw,e V,"
um(O) =uam �024>u0E H;(Q)nH2(§2) cuando m�024)oo (2.4)

u,'n(0)=u,m �024>ule H(�030,(Q) cuando m �024>oo

para 1 S j S m . '

este sistema tiene solucién sobre [0, Tm] por medio del teorema de Caratheodory.

En efecto: de (2) , (2.3) y de (2.4) trabajando por separado tenemos:

- <u;:<r), w,> = (E g:;. <z)w.. Wj) =i g:; (t>(w..w,> = g;; 0) (2-5)
i=1 .i=l

- M(||Vu,,(t)||�031)<�024Aum(r), w,.) = M(Z /Lg,;(r)] (�024A<Zgm. (t)w, ), w,>
i=1 i=1

�030 = M (Z /}401g.-3,(t)j[Zgm, (t)(-Aw.-,w, )1 = M (2»Lg.3n(t)j[Z g.-,,(t)(/kw,» w,)]
I=l i=1 i=1 i=1

= M [ZA'igi2m (1))/1,-g,«,,. (1) 2 (2-6)
i=1 _

- <�024Au;(2), w,) = if g,;<t)(�024Aw,,w,.)1=[ig.',. <t)</1.w,, w,.)1 = A,�024g;,,ct) (2.7)
i=l i=1

1 S j S m

Por otro Iado denotemos a

4 p(u) =lu| ""2u I

Iuego:

. (p(um )�031wj) = gim (t)wi)=Wj) = 0)): W1)
i=1

dc (2.5), (2.6), (2.7) y (2.8) se tiene: H . �024

gj-1,. (I) + M (HVu.,. (I)H2 )/1,-8,-,,. (I ) + 0118}... (1) - b(P(§,-,,. (1)), W,) = 0 (2-9)

Para dotar dc adecuados datos iniciaies al problema (1) , tenemos en cuenta que el

' conjunto {wj}jZ1, es una base de H3 ((2) (W H2 (9) . I
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Luego que O V", = H; (Q) (N H2 (Q). Entonces dado uo 6 H3 (Q) r\ H2 (Q) , existe
m=l

una sucesién (uom) C O V,�035, tal que
m=l

uom �024>uo en H3 (§2)nH�031(Q)

Luego: um (0) = 2 gm (0) w, = Zcmwj. = uom A
_/�030=1 1:1

Entonces podemos hacer gm (0) = (0t1m,...,am) = go," 6 R".

Anélogamente existe una sucesién (um) C O V", , tal que
m=l

um -�024>u,en H5(§2) -

Iuego u; (0) = Z gfm (0) wj = Zdjmw}. = um
;=1 1:1

y }401nalmentcpodemos hacer �024 _

uom(x)= Zcjwj.(x), u1m(x) =Zdjwj.(x)
j=_1 J=1

�030tambiénconcluimos que:

gjm(t)=c, y g},,.(t)=d, (2-10)

de (2.9) y (2.10) tenemos:

g;; (r) + M(11Vum <t)l|�031)/1,g,,,(2) + a/1,g;,"<t) = b<p<g�030,,.<r>),w,) j
g,»m(0)=C,- (2-11)

gjm (0) = d,

j=1,2,......,m 1

ahora en forma matricial podemos construir lo siguiente:
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g1m(t) gfm (t)

'_ I _ �030
Y(t) �024g],m (t) Iuego Y (t) �024gl,,m (t) (2.12)

g:""' Zmxl gzm 2mxI

Luego de (2.11) y (2,l2) se puede escribir de la siguiente forma

g1,m(t) 2 2 gm

Y,(1) : g;,m(t) : �030 g;m (t) (2.13)
g{,',, (1) -M(||Vu(t)|I2)31g.m(t)- 0118;,�035(I) + b(/3(§1m(t)), W1)

gm) �024M(l|Vum(t)l|2)Amgmm�024a}402mg_;m(t)+b(p(§mm(t))9Wm)
también dc (2.13) separando en suma de matrices se tiene V

g1,m(t) ° 0 �030 0

, _ gim (t) 0 6 <3
Y 0�031' 0 + �024M(|lVum(t)|l2)}4021glm(t)�031'-aAg},.(t) 4�031b(p(§1m(t)): W1)

0 W, �024M(||Vum(t)||�031),1mgm(:)M �024a2.mg;..,(r)W b(P(§,,,,..(t)),w,,,) W,

donde 4 �030

�030 . _ 42



0 0 0

A - 0 B - 0 C �024 0
�030�024M<IIVum<r>lI�031>Ag.m<r> �030-aa1g;,,<z> z»<p<g1,,,<r>>,w,>

. ' �024M("Vum(t)||2)/1mgmm(t)W -0/1mgZ,m(t) W b(p(§,,m(t)), Wm) 2,�034,

tal que podemos reducir de forma matricial de la siguiente manera: V

, 6 I .
Y(t)= _ ~ -Y+A+C=F(t,Y)

0 2�0352mX2m

_ Y'(t)=EY+A+C=F(t,Y) (2.14)

donde:

�024aX,.. 0 A

(�024)= matriz nula mx m, I = matriz identidad mxm, Z, = . .

0 .. �024a/7.,"mm

6 1 ,
y E = _ - donde E es una matnz constante

0 /10 2mx2m

también se tiene:
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g1,,.(0) �030

I/<0) [�030"""(°)]= Yo (2.15)
g1,,,(0)

�031 gfnm(0) W,

V asi de (2,14) y (2,15) tenemos cl siguienteysistema de Cauchy:

| Y�031:F(t, Y) _ I
(2.16)

no) = K,
ahora mostraremos que (2.16) satisface las condiciones del teorema II.15

(Teorema de Caratheodory)

A En efecto: Si F es una funcién tal que

F:D�024>R2'"ysea DgIRx]R2".'�034 �030 -

donde

_D=[0,T]xB,�024T}401nito>0, G={Ye R2"',||Y||Sr}, r >0, Yoe G

Probemos que:

(i) F(t,Y) es medible en t para cada Y fijo.

Si }401jamosY tenemos que A, C y Eno dependcn de t. En general F(t,Y) no

depende de tentonces F es medible en te ]O,T[

(ii) F(t,Y) es continua en Y para cada t }401jo.

�031 Ya que E es una matriz constante solo nos bastaria analizar las matrices A y C

A Iuego:

1) Si t es }401jado,entonces el vectorA es continua en Y
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V En efecto: Como -um (t) =: g,,,,(t)wj depende solo de los g,m(t) para todo _
l�030=l

i=1.2....,m entonces existe (§,�031_�030,),,e,Nuna sucesién dc (gm) tal que

(21),; e (22) cuando k �024>oo
siendo gm = (g,m,.......gmm); Q�031;= (g,",,,,........,g,',�030,,,,)y §,�030,�031,= (g]",,,,........,g,�030,�031,,_)

se sigue también: g,�031f,,�024>gfj�035cuando k �024>oo Vi=1,2....,m

Iuego: u; (t) = 2m: g,'f,, (t)w, �024>u: (t) = Em: gffnw, cuando k �024>oo
i=1 i=1

por otro lado se tiene:

~ |lVu:(t>||2 = <Vu;<r),Vu,�031;(o>= (ZVg,:<r>w...ZVg,:<r)w,> = (Zg;<z>Vw,,Zg:,<z>Vw,)
i=1 i=1 i=1 i=1 -

c (2 g;<z>~/Zw.c,2g;(t)JZw,�024>= §j<g,:)2<r>2,w, a Z<g:>2<z)«1.w, = llVu,�030:<z>||2;
i=I i=1 i=1 i=1

_ k �024>oc

luego�034Vu,';(t)�0352�024> "Vu,�030:,(t)�0352gcuando k �024�024>oo

Y como M es continua entonces: _ '

1: 2 o 2 , .M("Vum(t)" ) �024> M(�035Vu;,,(t)||) ;cuandok�024><><>as1:

0 O

0 0 _
2 - 2 k 90

M<||Vu,�031;o>]|>Ag.i.<t> * M<||Vu,�030;(r)H)2.g:;<r> "

2 2

M(|lVu;<t)|| >2mg,:m<t> W M<l|Vu::<t>H )»1,,g::m<r) M
-1uegoA es continua en Y �031

II) C es continua Y

En efecto: Como en lo anterior um (t)=i g,,;,(t)w, depende solo de 1osg,.m(t)
i=l .

entonces existe una sucesion (gf; )kEN de (gm) tal que (gf, )keN �024>(g,:); k �024>oo
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Siendo §,,, = (g,,",----mg,,.,..); éf, = (g{�030,na-------»g,'f,,,.)y E; = (g10m9'"""'$g:rm)

se sigue también: gfjn �024�024>gffn ; k �024>ooVi=1,2....,m Iuego:

u:.<t)=Zg.i.<r)w,�024>u;:(z>=Zg,�030;w, ; kw» n
i=1 i=1

u;(t) �024>u:(t); k�024>o<=

y como p es continua y creciente entonces:

P(uf.(f)) �024>/3(u3,(f)) ; k +9 °° _

entonces se tiene

<p<u;(r)>,w,) �024>(p(u,�030;<r>>,w,); k a so ; vz'=1,2,....m n
por lo tanto

o 0- V '

0 0
k -9 0 ; k �024>oo

b(P(um(t)), W1) ' b(P(u.,. (1)), W.) V

b(P(u,'L (1)), Wm) 2,,,,, b(P(u§.(t)),W.,) 2,,�034

Luego Ces continua en Y .

(iii) Para cada compacto K en D existe una funcién real integrable IK (t) tal

que: V

�035F(t,Y)||s IK(t) V(t,Y)e K �030 '

Entonces EICA / "Vun, (t)�03425 CA V

En efecto: Como Mes continua entonces existe una constante K1 tal que

(0 M(||Vu,.<r>||�031>s K, I
También como p es continua entonces 3 K2 > 0 / |p(u(t))| 5 K2.
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Por otro Iado se tiene también:

2 I I I(it) ||Y||�031=lg1m(t)l +lg2m(t)|2 +""�034"+|gmm(t)l2+lglm(t)'2 +|g2m(t)l2 +�034�030*'+|gmm(t)l2
(iii) /11,�034=max{/1].; lsjsm}

Y como Y e G deducimos que:

|g,.m(:)|sr; Vi=1,........,m
(iv) , _

|g,.m(t)|Sr; Vz=1,........,m

Iuego dc (i),(ii),(iii) y (iv)

(,IlA|I2,,,, s Z|�024M(||Vum(r)||�031>2,g,m<r>\s K1(Z|/1.-||g,»,,,(�030t)|)s K./lmmr (2.17)
i=1 i=1

licllm, s 2 |<bp<u,.(t>, w,)| s (2 |bp<u,"<t))||w,|) s |bp<u,,.<r>)| Z lw,| s bK2m (2.18))
V i=1 i=1 i=1

_ donde

6 1 - ~ .
- s||,1a||||1||= a/lmxm (2.19)

. 1�0352mX2m .

de (2.17), (2.18) y (2.19)

l6�0301 6 1 A
Ft, =_ -Y+A+Cs_ 2 +A+Cn mu [1 0 A  0 )0 M n n u u

Por lo tanto se tiene que: .

[[F(t, Y)�034s am2mr + K,/Immr + Kzamb = mk (x) (2.20) -

Siendo IK (t) una funcién real integrable pues K1,K2 y r son funciones

_ integrables �030Vt20entoncesconcluimos que (2.16) satisface las condiciones de

Caratheodory. Asi tenemos que existe Y u_na solucién de}401nidaen [0,Tm[ ,

0<tm <T y por lo tanto um es solucién del problema aproximado en el

intervalo [O,Tm[. Para extender esta solucién al intervalo [0,T] tomaremos las

estimativas a priori que se mostrara a continuacién.

Lema II.l0 si ue H3(Q)y se cumple las hipétesis [H1], [H2] y [H3]Ventonces

d > 0

Prueba: tenemos que
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J<u> = mIIvu|r>�024�0242i�030-nun�0352 monvuw ~�02429IIunn:= no�031 }402 }402

solo bastaria demostrar que sup .7(/lu) > 0 ; Vu 6 H3, (Q) \ {0}
/1>0

por otro Iado tenemos:

.7(/1u).= my uvulr -3521�031W 2

51-1-.7(/lu) .�024.di£1(mo/12||Vu||2 �024%/1"�031�035u�035;)= 2m0/1"Vu�0342�0242b/1�035"}402u�035;

�030d.72. -0 2 11V 2-25,?�034"-0s» E < u> ~ => mo in an nuu,, -
Despejando 2. se tiene �030

2

2b./1�035"�034u�035;= 2m0/1�035Vu�0352:> /1"�035=EM
bllullp

_1_
2 p-2:>H=[moIIv;;11   

R b||u||,, A
. V también .

12-301 �0242 "V 2-2 1 b/1"�035gr�031d/12 u) �030mo �034H (}402_) "V }402

Iuego como ,6 > 2 se cumple que:

2m0 �035Vu�0352�0242(}402�0241)b/1�035�0302"u�034£S 2mo �035Vu||2

*wr}401H�0242w�0241)bQ)�034 Hull�035b nun: �035   
s Zmo ||Vu||�031�0242(}402�0241)m0||Vu||2< 0 ,

entonces .

dz ~
�024J(/11¢)�031 < O
d/12 /1:1�030

Iuego
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_2_ _/L

~ ||Vu||�031 2 22» mollvulr /2M20. =m }402�024�024uvuu �024�024�024�024M�030M bnun,'; /3 bnuu: /�031
L JL

}402/7-2 2 5'2j(ML_ m.,1Iv»;n _3I; mo|lVI:|l]
�035�034b||"||,g 5 b||"l|,;

Hi L 311 L
j(,1u)lH =m0 (}402jn�0242/2/b (}401]/3-2 .

/2-2 I7 :3 ;1�0242 1�031 ~�034ullp l|"||,;

~ u - _ u - _ /I-2nv II/3*�031? /I 1 zuv 16% /3 1*
% J<'1">|H, =�024§z�030("�031o)"�0302(3)�030}401("'o)"'2[;)

l|"||f§'2 }402llull}401�035

ml -;II5�034�0312�031�035_2uvuII5*2 %  
1:2, �024 i b 1 b

llullf�035 /3||u||§�0312

3% �024�031z 1 �024i2
j(/�031Lu)|=(1_Z) "M 5 2(@)& Z(1�0313)[HVVH )0~2(nL}401ja

/1=/L p Nu"/I b ,/3 C,||Vu|| b

i i
~ V -3 ||V"|| "�035M _ -3 ~% m_�035�031�035�034"a=~*1 }402)[<l|IVu||][ b �030�030}402�030Q�031�031�035Z >°

tomando el supremo A

sup.7(/iu) > 0 ; Vue H(�030,(§2)\{0}
/1>0

Iuego d = inf J().u), u e H; (£2) \{0}}

/I 73 �024 _
' donded = (1�024�024§�024j(C,)-A:_f2

por lo tanto d > 0 y queda demostrado el lema II.] 0.
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2.2.4 Estimativas a priori: Acotacién de la Sucesién (um)

Primera Estimativa.-

Mu1tip1.icando a (2.4) por ggm (t) y sumando de j =1 hasta j = m se tiene:

(u;(0,: g;-,2 (ow, >A+ M(l|Vum <r>|F )(-Au,. (of g; (r>w,)

�024a(Au;<z>,ig;m<z>w> = b<lu,,l �034uwig:,,<z>w,) (2.21)

(141 (t), u; (t)) + M(||Vu.., (t)||2 )(-M,,, (I), u; (t)) - a(Au; (W4; (0)

= b(Iu,,,(t>| ""u,,,<r),u;(r)>

(u,',f(t),u,',(t))+M(l[Vu,,,(t)||2)(Vu,,(t),Vuf,,(t))-a(Au,C.(t),uf,(t))

= b(lum(t)] "�035um<t>,u;<r>>

_ (ufJ(t),u;(t))+ M(l|Vu,,, (t)|l2 )(Vun. (t),VuI,, (t)) + a(Vuf,,(t)-,Vu,�031,,(t)) �030

= b<Iu,,.<r>I }402_2um(t)9ur,n(t)) �031 2
. E1 }401ltimotérmino se puede expresar de la siguiente manera

*b<|u,,.(r)| �030�035u".<t>,u;<r>)= b] lu,.<r)| �035'2u,n(r>u;<r>dx= bj |um(t)l �035*�030A�031-u;<t>dx
. 9 :2 lum ml

= b£]um(z)| /"�030%|um(z)|dx

-£1 1�031�024/3 dt ;';|um(t)l dx

_£1 /3_}402M%m�034
dc (H3)-(i) con respécto a M se deduce:

gg»»u,;«>»r +%%1V4<l|Vu». <t>l|�031>+auvumlr �024§§,«IIum<r>II�035= o  

% %§';[||u;,(;)||�031+ 1lA4(]|Vum(t)ll2)-27f)|�031um(,)|y�031]= �024a�034Vu:n(t)�0352 (2.22)
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Como a > 0 y -SEEM (t) .<_ 0 entonces se deduce que. Em (t) es una funcién

decreciente respecto de tluego integrando (2.22) de 0 a t se tiene: _

nu;.<r>1r + M(!lVum(t>ll2>-%|lum(t>||�035+ ax: nvumnz dz = ||u;<0>||2 +

A�0304(]|Vum(o)]|2)�024%||um(o)||�035= Em(u(0)) (2.23)

Lema II.l1 Scan 240 e W(Q)n H2 (Q) , u, e H; (S2) y asumiendo las hipétesis .

[H1] ,[H2] ,[H3] entonces um (x,06 W tal que

J(um) < d, 1(u,,,) = 1f4(||Vum||2)�024b||um||§> 0 ; Vte [o,«x»)

Primero probaremos que J (um) < d

Pr}402eba(notar que E(0) depende de las condiciones iniciales uo ,u1)

Por hipétesis E(0) < d y como d es un in}401moentonces existe un 80 > 0;

su}401cientementepeque}401otal que E(0) +80 < d. Por otro Iado por de}401niciénde

convergencia si Em(0)�024�024>c= E(0) entonces V80 >0; Eino e N tal que Vm 2 no

entonces

[Em (o)| �024|E(O)| s |E,,, (0) �024E(0)| s 80 => E,,,(o) s E(0) + £0 < d

como J(um) S E(um) son decrecientes Vte [0,oo) entonces se sigue 2 A

mm) = M(||vum|r)�024%||um||;js Em(t) s Em(O)< 4

Ahora probaremos que I(um) > 0. Para un T }401joarbitrario, de las condiciones

iniciales de (2.4) y I(uo) > 0 entonces I(um (0)) > 0 para m su}401cientemente

grande. Luego consideremos um una funcién continua respecto a t entonces

I(um (t)) > 0 I

Donde existe rm (rm < T) tal que rm e [0',T]

Prueba: notemos que
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J(um) = Mcllvum �02439IIumnI:= M<i|Vum||2>-3M(||Vuml|2>+3M<||VumI|2>
:3 5 .5

2b 5 _ ,8�0242A 2 -
_?�035um�035/3-7�030/\4(�035Vum�0352)+EI(um) é
entonces �031

J<u,,,) = %I(u,,,> +%A�0304<||Vu,,|I�031)2 §�024,§3A�0304<||Vu,,||2);we [0,t,,,]

Iuego por hipétesis y como Em (1) es decreciente Vte [0,tm] se tiene �030

mo ||Vum||2 s M(||Vum||2) 3 $104,") s $15," (t) s �024'B�024�0316_�0242Em(0)

Por otro Iado

. g, E
b]|um||§ s bCf�031||Vum(t)||�035= $0,�035(mo ||Vum(t)||2 ) 2

b 3 2s �024C_/�031(�024Em(0)]2
mix /3' 2 .

b ,6 kg �0302 A .sEc:*[}401Em<o>)M(|lVum(t)�030l2)
0

< 1L�0304(||Vu,,,(:)||�031); we [01,"]

. De estos resultados se tiene

1l:I(�035Vum�0352)�024b||um||§= I(um) > 0 en[0.tm] -

Procediendo como en lo anterior con I(um) > 0 yVt* e (tm,t) ;Vt < co

mm) = 31(um)+�035_'_3n�0344(||vum||2)2 E:gM(|[Vum||2); vr e (M) ;v: < co
,5 .5 .5

/7 1: 2 A »r 2 6 _b ,3 Eb"u,,,||}402s ;;/Tc? [33 E,,,(t )) M(||Vu,,,(z )|] )Vt e (t,,,,:) ,v: < co
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Como %E,,, (t) S Oentonces podemos integrar de tm a tsiendo tm S t�031S i Iuego se

tiene J7 %Em(t�030)S 0 :> Em(tm) S Em(t) y Em(tm) S Em(t) S E(0)

de aqui como }402> 2; mo, b, C, > 0 deducimbs lo siguiente

b ,6 A-2 b }402 £3
:C�035�024�024E /3 _ �024�024C�035�024E /3
mj% '(}401�0242'"(�031�034)J< mj% �030(H-2�031�031'm]

E .

L /�03146-13 0 �030I1
0 .

b"llm�034/I:3 1\3I(||Vu,,, (t�030)"2) W�030e (tm,t) ;Vt < cc

de estos resultados Se tiene _

M(||Vum||2)�024b||u,n�034;= 1(u,,) > 0en[0,t) V: < oo

Concluimos con la demostracién del Lema II.11. Luego de este lema se obtiene:

§||u;<r)||2 +%A�0304<||Vum<r>||�031>-%||u,,,<r>||�035= -;-||u;<t)||2 +%<I,,<t» -

+§2L}40231\�0304(||Vum(r)||2)2 %|[u;, (:)||2 + 32%? M(||Vum (t)||2) (2.24) E

por otro lado�030de las condiciones iniciales de (22.4) sabemos que: �030

(i) u; (0) = um �024>ul = u'(0) en H3 (£2) 9 L2 (Q) con inmersién compacta

:> Hum" �024>�034u,:> "u,m|| S c, (ii) um (0) = uom �024�024>uo en (H3 (0) F1 H2 ((2)) �030�024>L2 ((2) es

decir: v

uom �024�024>uo en 13(9) y Vuom �024>Vuo en L2(Q)

||Vu0m|| �024>�034Vu0�034en L�031(Q):> ||Vu0,,,|| S c2

Ademés como M es continua en C([0,+<><>]) entonces por (2.24):

M(||Vu0m||2) s c3 (2.25)

entonces:
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; 2

�034""'(t)"fc° (2.26)
"Vum(t)�035S cl Vt 2 0 '

C = 3).
mo '

Por lo tanto de (2.24), (2.25) y (2.26). en (2.23) se tiene

gnu; mar +%M<IIvum<t>ur> + aI;IIvu;<r>nrdr s §uu;.<o>n�031+-}402%A�0354<|lVu».(0>|I2>
b 5 ~

_§"um (0)�035pS K1

l",/ (t)||2 +E _)[7[(||Vu (:)||2) + aJ�030'||Vu' (t)||2dt s K' 2 m . m 0 m 1

entonces

l||u' (:)||�031+5»: �035Vu(t)||�031+ aj'||V �031(t)||2dt < K V (2 27)2 In 0 m 0 um " I '

Donde K1 no depende de m Iuego esto implica

(ufn) esta acotado en L�035(0, T; L2 (9)) n L2 (0, T; H; (9)) (2 28) _

(um) esta acotado en L�035(0, T; H3(Q))

Segunda EStimatiVa:Multip1icamos a (2.4) por �024/1}.gM (t) y sumando de

j = 1 hasta j = m obtenemos

(uZ(f),-:1: 3»,-g,-m (f)W,- ) + M(�035Vu,..(T)�0352)(�030A�034..,(I), -2,": /18,-,,. (l�030)2W,-)
j=1 j=1

�024a<Au;(miAg,�034<r>w,)= b<|u,, <r>| }402_2um(mi 2g,,,, <r>w,> (2.29)
i=l i=I

(u,�031.:(t),A:g,~,,. (t)W,- ) + M(IIVu,,. (t)H2 )('Au,,. (1), A2": 8,-,.. (1)W,~)
j=1 j=1

- 0(A";. (HA: 8,». (t)W,)= b(|ll,,,(t)lHu,.,(1),A2m: 8;». (t)W,-) - '

(u;,�031(t),Aum(:))+ M(�035Vu,,_(z)||�031)(�024Aum(t), Au,,_(t))�024a(Au,'n(t),Au,,,(t))

= b((Jum| }402_2um>,Au,.<r»
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%<u;<t>,Au,,<z>) �024(um,Au:,,<z>>�024M(||Vu,,,(r>||2>||Au,,,<r>||2

-a11||Aum<r>l|2 =b<|u,,.<r)|�035*um(t>),Aum<r>)2 dt

%(u;, (t), Au,�035(1)) +|iVum (z)||2 �024M(||Vum(t)"2)||Aum(t)||2

% �024a%�024j�024t||Aum(t)||2= b(|um (t)| /Hum (t)), Au," (1)) (2.30)

ordenando (2.30) se tiene

M(||Vum(t)||2)||Aum.(t)||2 + a%%||Aum(t)||2 =$0.; (t), Aum 0» +"Vum muz  

�024bqum(r)|/�0352u,,,(t)),Aum(t))(-2.31)

Iuego Integrando (2.31) de 0 a 1�030se tiene _

J1M(�034Vum(t)||2)�035Aum(t)||2dt + a%(||Aum(t)||2 �024||Aum(0)||2)= }402�035Vum(t)||2dt +

[<u;,<r>,Aum<r>>�024(u;.(o>,Au,,(0)>]�024bIc:(|um(t)|}402_2'um(t))9Aum(t))dt(2.32)

L:M(||Vu,,,(t)||2)||Aum(t)[|2 dt+a%(]|Au,,,(t)||z �024|[Aum(O)||2)= j(:||vum(r)||2 dt+ �030 4

[(u; (z), Aum(t)) �024(u; (0),Aum(0)) ]�024b[In |um(t)| �034um(t)Aum(t)dxdt

J1:M(||Vum(t)||2)||Aum(t)"2 dt + (1% (\|Aum(t)||�031�024||Au.m(0)||2)3 j0'||Vu,,,(z)||2 dt +

A » ||u;,(:)[|||Au,,,(:)||+||u;,(o)||||Au,,,(o)||+b [Q|u,,,(z)| �035"[-Aum(t)|dxdt

J:M(||Vum (t)�0352)||Aum(t)||2dt + a%||Au,n(z)||�031.s L:||Vum(t)||2 dt + a%||Aum(0)�0352

' ||u;(:)||||Aum(:)||+ |[u;,(o)]|||Aum(o)||+b}402[alum (t)| "'1|Aum (t)|dxa�031t

jg M([|Vum (t)||2)||Aum(t)||2 an + a%||Aum(t)||2 s L: ||Vum(t)||2 dt + a%||Aum(0)||2

+ ||u,;(:)||||Aum(t)�035+nu; (0)||||Au,,,(0)||+bj}402|um(t)| /"�030|Aum(t)|dxdt(2.33)

Usando la desigualdad de Young convenientemente en (2.33)

||ur�031n(t)�035-||Aum(t)i|S§IIu;<r>II2 +%"Aum(t)�0342
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Iuego se tiene

a§||Au».<t>||2SI§||Vum<t>|I�031dt+�031a§|!uol|+%|Iu;(t>l|2+§||Aum<t>||22
+||u1||||Auc||+ b IQ[um(t)| "�031"|Aum(t)|dxdt(2.34)

Luego por Hiilder

a§IaAu,,<t>ur s J;uvum<z>Ir dt+a§||uo||+§llu;.(t>||2 + %�035Aum(t)�0352
1 l

+||u1||||Au0||+bJ'0[jQ|u,,,(t)| 2(�031H�031dx]2[_[Q|Aum(t)]2dx]2 dt (2.35)

a%llAun.(r>||�031S0J§|IVum(t>||2 dt+a§||uo||+%l|u;<t>||2 +;�030}IIAum<z>Ir  
+[1u,||||Au0||+b J'Q|um(t)| W�031-�030>dxd:+jQ|Aum(z)|2dxd:

a§IIAum<z>Ir s cJ;IIVum<r>Irdr+a§IIuoII+§IIu;<z>1I*+§IIAu,,.<z>|r
+||u1||||Auo||+ b_[O'||um(t)||2(�035_1)dt+L'||Aum(t)||2 dt 2 %

a%||Aum(t)||2 s C] [Q �034Vun,muz dt+a%||u0||+%"u,',, (1)112 +%"Aum(t)||2

+"u1�035�035Au0||+bC, j0'[|Vum(:)||2�030�035�034�031dt + ||Au,,,(t)"2 dt

I 1 ,§uAum(t)||2 s C2 +c,L �035Vum(t)||2dt + ;||um(t)||2 +%"Aum(t)�0352

+50, ||Vum(z)||"�035�034�031dt + ||Aum (:)||2 dt (2.36)

De las acotaciones obtenidas en la estimativa 1 se tiene:

) %||Aum(t)||2 s C, +cf +°�024;+bC,c,�034""+ ||Au,,,(t)||2 dt

||Au,,,(:)||�031s K, + K2||Aum(t)||2 dt (2.37)

For el Lema de Gronwall

_ ||Au,,,(z)||�031s K3 (2.38) V �030

(um) esta acotado en L�035(0,T;H2(Q)) (2.39)
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' Tercera Estimativa: Multiplicamos a (2.4) por gjm (t) y sumando de j =1

hasta j = m obtenemos:

(u;:<z),i g;,,<r)w,)+M<||Vu,.(z>||*>(Vu.,<t),Vi g;,,,<r)w,>�024a<Au;,(z>,ig,:.<r)w>
j=l j=1 i=1

 �024�024�024b<|u,,.| g;,,<r>w,> (2.40)
i=1

(u;'(t),u,2'(t))+M(IlVu,,.(t)||2)(Vu,.(t),VuZ(t))+ a(Vufn (t),VuZ(1))

'_ II II II d I= bdum| �0352u,.,u,,.(r>> ||u,,,«<r)||2 +M(!lVum(t)l|2)(Vum(t):Vum(t))+%�024d;HVum(t)�0352

=b([um|�035'2um,uf;(z))(2.41)

Por otfo Iado el siguiente término se puede escribir como sigue:

II d IM([[Vu,,, (:)||�031)(Vu,,,(t),Vum (z)) = E[M(]|Vum (t)||�031)(Vum (t),Vum (t))]

2 �0242M'<l|Vu.,<r>||�035>|<Vu,,,<r>,Vu:,,<z>>I�035�024M<||Vum<r>||�031>HVu;,<t>||2 (2.42)

IIu:;<r)||�031+ %[M<|lVum(r>||2>(Vu,.(r>,Vu;.<r)>] +5;-§||Vu;<§>||�031=

2M'<||Vu,. (t)�0342)l(Vum(r>,Vu;, (0)12 + M<||Vu,. <z)||2)llVu:.(z)||2  

. . +b(|um| /"2um,u;;(t)) (2.43)

Dc (2.43) y la hipétesis (H2) se tiene

2M'(�034Vum(t)||2)|(Vum(t),Vu;.(z))[�031s C1|iVu,',,(t)�0342 (2.44)

M(||Vum (t)||2)||Vu,�031,,(z)||2 s C2 �034Va;(:)||�031 (2.45)

También H�030(Q)�030�024>L2(}402"1)(Q)ypor la desigualdad de Héilder, Sobolev-Poincare,

Cauchy y del segundo miembro de (2.43)

<b|u,.<z)| �031�035u,.(t>,u;:<t>>s b||u,.<r)||§�031[,,�031_,)||u,,(r>||2(,._.. |lu,:(t>||

S Co llVu,,.(t>||lluZ.<t>|I

s t9(£1)�035Vum(t)||2+32 ||u;(:)|]�035 (2.46)

De (2:43), (2.44), (2,45) y (2.46) implica I
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||u;j(z)||�031+ �024§;[M(||Vum(t)"2)(Vum (t), vd; (:))] +%%�035Vu,',,(t)�0342s 2 (C, + C2 )||Vufn(t)||2

+ 9(.e,)||Vu,,, (t)||�031+ 52 �034u;,(t)"2 . (2.47)

Integrando (2.47) sobre 0 a t y usando (2.43) se tiene

j0']|u;;(z)||�031dt + M(||Vum(z)||�031)(Vum(t),Vu;,(z))+%||Vu,'n (z)||2 �030

s 2(q + C2 ) [0'||Vu�031m(t)|[2dt + 6(£1)J'(:||Vum (:)||2 dt + 52 y|u;(z)]|�031dt

V ' +M(||Vum(0)|}2)(Vum(0),Vu;,(0))+§||Vu;(0)||�031 (2.48)

j0'||u;;(z)||2 dt + M(||Vum (t)||2)(Vum (t), Va; (1)) +g�035Vu,',,(t)"2

s 2(C, + C2) L:||Vu,�031,,(t)||2dt+C, + e,j0'||u;(z)||�031dt+

M<1|Vu.. (o>||2>(Vu,. <o>,vu:. <0» + §|IVu;. <o>||�031  

J'0'||u;;(z)||2 dt+%�034Vu;,(t)||2s �024M(||Vum(t)�0342)(Vum(z),Vu,; (1)) A

+2(q + C2) ||Vu;,(t)||2dz+ M(||Vum(0)||2)(Vum(0),Vu;,(0))+ %||Vu;(0)]|2

' +0,-+-.s�024,|[u;,(:)||�035dt (2.49)

De (2.49) utlizando Cauchy Schwartz adecuadamente y la Hipotesis (H2) se tiene

yM(||Vum (t)H2)(Vum (z),Vu; (1)), s 0(£2)||Vum (t)�0342+ e2||Vu;(:)1|2 (2.50)

De (2.48),(2.49) y (2.50) para 81 , 82 su}401cientementepeque}401osse tiene que

. j0'||u;;(:)||�031d:+-;1||Vu;,(z)]|�031s C, +2(C, + C2 ) ||Vu;(s)]]2ds -

+C,+M(||Vum(0)||2)(Vum(0),Vu;,(0))+§]|Vu;,(0)|]2 (2.51)

De (2.4) y (2.51)

�030 A M(||Vu,.<0)||2><Vu.<o>,Vu:.(o»sC. 2 (2.52)
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§||Vu,'"(0)||2 s C; ||Vu;(s)||�031dss cm _ (2.53)

De (2.52) y (2.53) se tiene .

||u;(t)||2 dt+§||Vu,'n_(t)|j2 3 K2 (2.54)

Luego tenemos ' h

(u,',,) esta acotado en L�035(0, T; 115(9)) (2 55)

(u;,) esta acotado en L2 (0, T; L2 ((2)) .

Luego se tiene de (2.39) y (2.55) se tiene

' (um) esta acotado en.L°° (0, T; H; (Q) m H2(9))

(ufn) esta acotado en L�035(0,T;H3 ((2)) A A (2.56)

_ (uz) esta acotado en L�031(0,T;L2(Q)) 2

De las estimativas encontradas nos permite pasar al limite en el problema

_ aproximado (2.4), obteniendo una solucion um de (1)

2.2.5 Convergencia de las soluciones aproximadas

Luego de (2.56) y usando el teorema II.9 (Aloglu-Bourbarki) tenemos:

- (um) esta acotado en L" (0,T;H(',(S2) n H 2 (Q)) c: L�035(0, T; H; (9))

(ufn) esta acotado en L�035(0, T; H; (Q) (N 122(9)) (2.57)

(u,',',) esta acotado en L�035(0, T; L2 ((2))

entonces existe una subsucesion (um) que se denota de la misma forma y una

funcién u tal que:

u,�031,,�024*�024>u�031en L�035(0, T; Hg (9)) c L�035(0, T; L2 (9))

um�024�030�024�030�024�024>uen L°°(0,T;H3(Q)) (2.58)

u;4)u" en L2 (0, T; L2 ((2))

Veri}401candopara cada término tenemos: '

* (u;,v) �024>(u",v) en D'(0,T) para cada ve H3(Q)

Se identi}401caa L" (0,T;H(�030,(Q))comoun sub espacio de (L' (0,T;Hg (§2)))�031de este

factor se sabe que u; �024>u'converge débil * en L�035(0,T;H(�030,(Q))entonces sc tiene;
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(u:",W) �024)(u',w), Vwe L](0,T;H(1, (2.59)

j0�031(u;,(x,t),w)dt�024>j0�031(u;(x,z),w)d:Vwe L'(o,-T;H;(Q))

en particular: w(t) = v0(t) 6 e D(0, T); ve H(',(§2) '

Jf<u,;<r>,va<t>>dr->Jf<u'<r>,ve<r>>dr �024
j0T(u;(r>,v)«9<t>dt�024>jf<u'<r>,v)«9<r>dr �030
Iuego se concluye que: .

(u,'n(t),v) �024>(u'(t),v) en D�031(0,T), Vv e H;(g2) -
Por Io tanto:

<u;<t>,v) =§(u;,<r),v) �024>ditcz/<r>,v) = <u�035<r>,v>en D'(o,T> vve 113(9) (2.60)
* (Vum,v) �024->(Vu,v)en D'(0,T) para cada ve H3(Q)

factor se sabe que um �024)u converge débil * en L�035(0,T;H; ((2)) entonces se tiene:

Vum �024")Vuen Ll (0,T; L2 E (0, T; L2 (Q)))'

lo que implica:

(Vum (t), w)dt �024> (Vu(t),w)a't » (2.61)

Vwe E(0, T; L2 ((2)) en particular tomando w = Nv conu}401eL'(0,T), Vv e H3(Q)

(Vum(t),Vv)0(t)dt �024> (Vu(t),Vv)6(t)dt
V96 D(0, T) y Vve H;(§2) en el sentido de D�031(0,T)

Por lo tanto

(Vum,Vv) �024>(Vu,Vv)

Vve H3 (9) en el sentido de D'(O,T)

(Vum,Vv) �024)(Vu, Vv) en D'(0, T) para cada v e H 3, (£2) (2.62)

* (Vu:n,v)�024�024>(Vu',v)en D'(0,T) para cada ve H(',(Q) A

factor se sabe que um -9 u converge débil * en L�035(0,T;H:, (9)) entonces se tiene:

Vu; +>Vu�031en L�030(0, T; L�031(9)) 2 (L1 (0, T; L�031(s2)))'
lo que implica: .

(Vu; (1), w)dt �024> (V1/(z), w)dt (2.63)

Vwe L'(0, T;L2 (9)) en particular tomando w= WV con 496 L�030(O,T),Vve H(�030,(Q)

(Vu,',,(t),Vv)�254(t)dt�024> (Vu�031(t),Vv)6?(t)dt.
. vee D(0,T) y Vve H;(s2) en el sentido de D'(0, T)
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_ Por lo tanto

(Vu,'n,Vv) �024>(Vu',Vv) .

Vve H3 (Q) en el sentido de D�031(0,T)

(Vu;,,Vv) �024>(V1/,Vv) en D'(0,T) para cada v e H 3, (Q) (2.64)

2.2.6 Convergencia de /0 y de M V

Convergencia de p(um) =|um| �030Hum

(P(u,..),v) -> 00(14): V) en D'(Q)
Para veri}401cares necesario que p(um (t)) sea limitada en L2 (Q) y como la funcién

,0 es una funcién monétona creciente se tiene que: _

Afirmacién 1: p(um (t))||L,(Q) es limitada independiente de m, 0 sea:

ll/0(u,,(l))I|L2(Q) S C

donde C es una constante positiva
PRUEBA:
De}401nimos,

Q1={xe Q]/|.um(x,t)|<1; VmeN}, (2.65)

:2, ={ x6 522 /|um(x,t)|21; Vme N}

Iuego se tiene
_ T 2 T 2

||p(um(x,t)�035:,(Q)= [0 [Q] |p(u,, (x, 1))| dxdt+ [0 Lzz|p(um(x,J))[ dxdt

3 J�031:[0] b|um(x,t)|"�035�034�031dxdt+ jQzb|umv(x,r)|2""�035dxdt (2.66) -
para justi}401carla a}401rmaciénes necesario mostrar que la integral

7 2(/J-1) T 2(}402-1) �031 �031
I0 I91 lum (x,t)| dxdt yL L21 [um (x,t)] dxdt estan acotadas. En (2.56) se

mostré

que (u,,,),,E,N es acotada en L°°(o.T;H;(Q)) <-» L2 (0, T; L�031(9)) y

L2 (0,T;L2 (9) = L�031(Q).
. . . T

por otro Iado analrzamos las acotaclones de las mtegrales I0 In [um (x,t)| dxdt

T 2</I-1) ' _
y L L) |um (x,t)[ dxdt para esto tendremos que segunr los valores que toma y.

Caso 1:para n>2 y 2<,BS2�031i22-entonces 2<2(}402�0241)S�024n§
n �024 n -

Para [um (x, t)| < 1,Vxe 91 se puede realizar la siguiente estimativa
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seg}401nla desigualdad se tiene:
2(/H) 2 2

Llllum (x,t)| dx S L)�030[um (x,t)I dx S "um (x, I)�034

ahora integramos de 0 a t se tiene

J�031I lu �030(xr)|"�035�034�031dx<jTj |u (x t)fa:x < CT (2 67)
0 Q, "' �031 _ o (2, �031"�031 �024 '

es limitada independientemente de m

Caso 2: para n>2 y 2<,6S�0242�024n�024_?2entonces 2< 2(}402�0241)S�024n�0242
n�024 n-

veri}401candopara [u;, (x, t)| 2 1, Vxe Q2 se puede realizar la siguiente estimativa

seg1�031mla desigualdad se tiene:

92 M 9 -�0300| 9 �030Q m 3
[ lu (x :)|"�0313"�031dx< I ]u (x t)|"_:3dx < CH Wu (x :)|2 dx]%

Donde H3 (0) �030-->L2(§2) Iuego integramos de 0 a T se tiene:

"'2 n�0242
T 2(y+1) T �024n �024-

jo [Q] lum (x, z)| dxdt s {O ||Vum(x)|[L22(m s cT||Vum||Lz~(0_�034,ms C, (2.68)

donde CT > 0 es una constante proveniente de la acotac-ién de um en

L°°(0,T;H3(Q)) -

' Por lo tanto para 0<T<o<> se tiene que la integral J.�034|um(x,t)|2(7+l)dxdt esta

acotada '
Caso3: 2<;/<oo paran=1c�030>n=2 '

Para |um(x,t)|<1,Vxe (21 se puede realizar la siguiente estimativa

2(/I-1) 2 2[Q] |u,, (x,t)| dx s [Q] [um (x, :)| dx s "um (x,t)"L2 (Q) (2.69)

son resultados de inmersién en los espacios de Sobolev se tiene que -

H2, (Q) L» E°(Q) entonces para cada te [0, T] }401jose tiene que:

esto se cumple para todo 72 0 , Iuego siguiendo los pasos como en el caso 1 se

_obtiene la acotacién

Caso 4: 2<}402<oo para n =1 E) n =2 y veri}401candopara [um (x, t)| 2 1,Vxe S22

001110 (um)mElNe L°°(0,T;H3(_9)) Y H3(Q)�034�03117°(9):

Z(}402-1) 2(}402-1) 3- ) }401_)

L,2|u».<x»t)| dx S I,,lumW>l dx S |9l|lumllZ5m', S IQIC llumllffgé,

con C > 0 una constante producto de la inmersién de Sobolev donde um esta

acotada en 1.�034(0, T; H, (9)) con esta. estimativa podemos limitar la integral:
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for [Q2 |u,,, (x,z)|2(Mdxd: 5 CT (2.70)

es acotada independiente de me N.

En conclusién la A}401rmacién1 esta justi}401cadaIuego por el lema de Lions se tiene

que: A

p(um)-�024>p(u )débil en L2(Q) �030 (2.71)

Luego: < T, p(u,,,) >�024><T,p(u) > para toda T e (L2(Q))�0317:�034L2(Q)

es-to implica que:

V jgp(um(x, t))w(x, t)dxdt �024>[Q p(u(x,t))w(x,t)dxdt Vwe L2(Q)

�035 haciendo w = v6, ve H3 (Q) y 06 D(O,T) entonces we L2 (Q) , por lo tanto:

If}402,p(um<x,r>>v<x>]6<r>dt�024>I0T[L,p(u<x,r>v<x>]6<t)dt
para todo ve H 2, (£2) y para todo 06 D(O,T). De esto se concluye que:

(/7(um),V) -7 (.0(u )0�031) �030 (2-72)

parave H5(9) en el sentido de D'(0,T) _

Convergencia de M: I

Por las inmersiones continuas (H;(Q)r) H2(9)) L) H3(Q) �030�024>L2(§2) y como la

sucesién (um) es acotada en el espacio de Banach tal que:

W(0, T) ={ue L2([0,T[;H;(:2)nH2(9)): u'e L2([0,T[;L2(Q))} (2.73)

Iuego por el teorema de Aubin-Lions

W c L2(o,T;H;(§2))

Es decir existe una subsucesién (um )ke,N de la sucesién (um )mE,N tal que:

um�030-9 u en L2(0,T;H3(Q)) lo que implica

�034um(t) �024u(t)�030C2(0,T;H$(Q))= "Vu,,,* (:)�024Vu(t)[|2dz�024�034*�0247°°�024+o(2.74)

Por otro lado se tiene b

Jar�031�034gram,(of �024||Vu(t)||2'71: s �034Vun�035(t)�024Vu(t)":mQ)dt 47;» 0 . (2.75) .
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Luego de (2.74), (2.75) y el Lema 11.6

|]vu,,,k(:)||2 �024->|[Vu(t)||2 casi siempre en [0, T] '

ahora como Me C�030([0,+oo[)se tiene A �030

Mm)-M(v/)=M�031(a)(n-V/) (2.76)

dondeae [nu//]=a = (1�024}402)n+}402r//;}402e[0,1]

|M(n)�024M(v/)l= |M�031(a>lIn�024ur1 (2.77)

tomandon =�034Vumk(t)u2y 1/! = ||Vu(t)||2 zte [0,7] entonces

lM(�034VumkQ)�034:) �024M(]|Vu(t)||2 )�030= |M�031(a)|�031"Vumk (:)||2 �024||Vu(t)]l2| (2.78)

obteniendo �024

lM(�034Vumk(t)"2)�024M("Vu(t)||2)�030SC�030�034Vumk(t)�0342�024_!|Vu(t)||2| (2.79) �030

de aqui integrando de 0 a T y de (2.75) se tiene A

�030 j0T{M(||Vumk(:)||2)�024M(|]Vu(t)[|2)ldts "Vumk (t)"�024�034Vu(t)�035|d: �024>0 (2.80) _

. de (2.80) tenemos que:

M(�034Vum�030(:)||2) .9 M(|[Vu (:)||2) casi siempre en [0, T] (2.81)

también tenemos que um _> u on L2(0,T;H3(§2))) si y solo si

(um) �024u)�024>0 en L2<0,T;H3(£2)),y como L2<o,T;H:,(s2)>c L�030(o,T;H;(<2));

entonces: (um �024u)�024>0 en L�030(o,T;H:,(s2))Iuego .

I0T||Vumk (:)�024vu(r)||2at = C (:)�024u(z)||:,(mdt -9 0 (2.82)

Convergencia del término no lineal
- [M(�034Vumk(t)�0342)(Vumk(t),Vw)�024M(]|Vu(t)ll)(Vu(t),Vw)](o(t)dt=

I '_[0T(M(�034Vumk(t)"2)(Vumk(t),Vw)�024M([|Vu(t)[[)(Vumk(t),Vw)

+M(||Vu<r)||)(Vu(r),Vw> �024M(|lVu(z>|I><Vu(r>,Vw»¢<z>dr
s _[0TlM(uVu,,_k (t)�0342)(Vumk(t),Vw)�024M(�034Vu(t)||)(Vumk(t),Vw)�030|¢(t)] dt
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T

+ L lM("Vu(t)")(Vumk (t),Vw)�024M(]|Vu(t)||)(Vu(t�031),Vw)||(o(t)|dt

3 j0T[M(||Vumk (:)]|�031)�024M(]|Vu(t)||)hVumk (z)[ |Vwi |(0(t)| dt
T

+ L �030M(]|Vu(t)||)�034Vumk(t)�024Vu(t)�034wH¢)(t)|dt
T 2 T

s C[0 lM(�035Vumk(:)|| )�024M(�034Vu(t)")§dt+ C[0 |Vumk (t)�024Vu(t)ldt�024>0 (2.83)

as1' de todas las convergencias anteriores y considerando a la subsucesién um como

' solucién del problema aproximado (2.4) y tendiendo m �024>oo obtenemos

(u",v) + M(uVu�0342)(Vu,Vv) + (Vu', Vv) = (p(u),v), ve H�0301,(Q) (2.84)

en el sentido distribucional

Iuego la solucién (1) seré:

» ue L°°(0,T;H;(Q)mH2(£2))

' u�031e L°°(0,T;H,�030,(S2)) ' (2.85) _

u�035e1:°(o, T; L2 (9))

2.2.7 Verificacién de los datos iniciales
El objetivo de esta seccién es mostrar que para una funcio'n dada esta satisface las

y condiciones iniciales dado en (2.4) esto es;

u(0) = uo y u'(0) = ul (2.86)

Luego dc (2.85) y de la Proposicién II.9 para p = oo y V, = V 2 = H E, (Q ) '

y sea _

W.<o,T)={ue L�034'(o,T;H:,(s2)nH2(s2>);u'e L°°<o.T:H3<s2)>} .
entonces:

ue C(0,T;H3(§2)) (2.87)

deformaanélogahaciendo v = u�031p=oo; V,=H 1,(£2) y V 2=L2 (£2 ) y

sea:

W.(o,T) ={ve L°°<o,T;H3(r2>>; v'e L°�034<o,T;L2(:2))}
entonces: . _

u'e C(0, T; L2 (9)) V (2.88)

de esta forma tiene sentido veri}401caru(0) y u'(O)

Verificacién de u(0) dc (2.58) se tiene:
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ufn �024'�024>u'en L°°(0, T; H; ((2))

es decir

(u;,,w) �024>(u',w)Vwe L'(0,T;L2(Q))

tomando w= V0 con ve H3 (9) 9 L2(Q) y 95 L�030-(0,T)se tiene:
T , T , 1

[0 (um(t),v)�254(t)dt�024>[0 (u (t),v)c9(t)dt vae L (0, T) »

en particular el resultado anterior es vélido para todo 9 E C(0,T) pues

C(0,T?"�031L'(0,T)

También se tiene um :'>u en E�030(O, T; H3(Q))

Es decir

(um,w) �024�024>(um,w) Vwe L�030(O,T;L2(§2)) '

Entonces haciendo w = v(p con v e H I, (9) �030�024>L2(Q) (pe C1(0,T) Iuego se tiene

que:

__LT(um(t),v)¢(t)dt �024>[0T(u(:),v)¢(:)dz Vgoe L�030(0,T)

En particular el resultado. es para todo

(0 e C(0,T) pues C(0,T)�030->L'(0,T)

Iuego haciendo (0 = 6" con Be C�030(0, T) se concluye que

I T Ij0�031(um(t),v)0(:)dt�024> [0 (u(t),v)6(t)dt

J:(um(t),v)6'(t)dt �024> j0T(u(t),v)6r(;)dr
para todo v e Hé(Q) �030�024>L2(Q) y para todo 06 C1(O,T) tal que t9(0)=1 y

l9(T )= 0 : sumando ambas ecuaciones se tiene:

jo�031(u;,(:),v)a(t)dr+j0T(um(:),v)a'(:)dt = j0T%[(um(t),v)0(t)] = -�024(um(0),v)(2.89)

por otro Iado:

, ' , dj0T(u (t),v)t9(t)dt + j0T(u(t),v)9 (t)dt = J:E|:(u(t),v)6(t):] = �024(u(O),v) (2.90)

por lo tanto de (2.89) y ( 2.90) St: tiene �030

(um(o),v) �024>(u(0),v) V (2.91)
para cada ve H3 (9) en el sentido dc D'(0.T) mas aun como um (0) = uom -9 uo _

t fuerte en H; (9) y por lo tanto en L2(Q) se tiene que:
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(um (0),v) �024>(uO,v) (2.92)

para cada ve H3 (9) en el sentido dc D'(0.T) y por la unicidad de limite se

concluye que: A

u(0) -= uo (2 .93)

para evaluar u�031en t= 0 se utiliza el resultado de u; �024>u'débi1* E�035(0, T; L2 (9))

es decir

_ (u,',',,w) �024>(u"(0),w) V/we L1(0,T;L2(§2))

entonces con el mismo procedimiento hecho anteriormentc tomamosw= vgo con

ve H3(§2) y (pe B(0,T) se tiene que:

T , T ,,[0 (um(t),v)(p(t)dt �024> jo (u (t),v)¢(t)dt Vqpe B(o, T)
�031en particular para ¢e C1(O, T) C L'(0, T) se concluye que:

T I! T I[0 (um(t),v)(0(t)dt �024> [0 (u (t),v)go(t)dt ,
T I I T I I2 [0 (um(t),v)¢ (t)dt �024> [0 (u (t),v)¢) (t)a�031t

para todo v e H 3 (9) y para todo (06 C1(0,T) tal que (0(0)=1 y (o(T)=0

sumando ambas ecuaciones se tiene:

T�031J T I I T d I I �030L, (um<z),v)¢<t>dt+ L, (urn(t)9v)¢ (odt = L, E[(um(t)!v)¢(t)] =�024(u,,<o),v)<2.94)
por otro lado se tiene que:

T Iv T I I T d I I[0 (u <t),v)</»<r>dt+ [0 (u <t>,v)¢ (odr = [0 E[(u <r),v)<o(r>] = �024(u<o),v) (2.95)
de (2.94) y (2.95) y de la convergencia dada se tiene:

- (u; (0),vA) �024>(u'(0),v) (2.96)

para cada ve H3 (Q) , mas aun como u,'n(0)=u['m �024>u1'fuerteen H3(Q) y por lo

tanto en L2(Q) se tiene que: »

�031 (u,;(0),v) -9 (u,(0),v) (2.97)

para cada ve H(�031,(Q), (2.96) y (2,97) por la unicidad de limite se concluye que:

. 2/(0) = ul (2.98)

ahora de (2.84), (2.93) y (2.98) concluimos que la funcién u es solucién del

problema (1) y con las condiciones de frontera del problema (1) esta satisface la

solucién de la ecuacién
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2.2.8 Unicidad de la Solucién
Supongamos que existen u y V dos soluciones que satisfacen las condiciones del I

Teorema (II.14). Sea w(x, t) = u(x,t) �024v(x,t)Ia solucién dc:

w�035�024M(||Vu||2)Au+M(|[Vv||2)Av-Aw�031= b(|u| /"Zu �024|v|/"2v)
w(0) = 0 . (2.99)

w�031(0)= 0 V

' Donde b(Jul }402'2u�024|v|�0313�0302v)

por otra parte tenemos:

M([|Vu||�031)Au �024M(|iVv||2 )Av = M(y|Vu||�031)Aw + [M(||Vu�0342)�024M(||Vv||�031)]Av (2.100)
de (2.81), (2.82) y (2.83) deducimos:

w"�024M(||Vu||�031)Aw�024Aw'= [M(�034Vu||2)�024M(HVv||2)]Av+b([u| /"zu �024-|v|/�031-2v)(2.101)
También

(w�035,2) �024M(i|Vu||�031)(Aw, z) �024a(Aw', z) = [M(||Vu||�031) �024M([[Vv||2 )](Av, z)

+ (bqu| /"Zu �024|v|/�031-2v),z) (2.102)
Haciendo 2: w�031-

(w�035,w�031)-Md|Vuj|2 )(Aw, w�031)- a(Aw�031,w�031)= [M(]|Vu||�031) �024M(||Vv||2)](Av, w�031)

+(b(|u| /"zu �024|vj/Hv), z),w') (2.103)

(w", w') + M(�035Vu�0352)(Vw, V W�031)+ a(Vw', V w�031)= [M(]|Vu"_2) �024M(HVVHZ )](Av, W�031)

+(b(1u| /Hu-lvl �031/Hv).w')

§,tIIw'lI2 +M<IIVuIF>IIVwII21+ aIIV w'II2 =1M<IIVuII2>�024M<IIVvII2>1<Av,w2
. d_p 11 2 1  

+1�031dv (0) 2 dt "W"

61' , 2 2 2 2 2 2 ,
glllw II + M<|lVul| >l|W4l 1+ a||V WWI = 2W<l|Vu|l >-M(||Vv|l >1(Av»W>

+(b(|ul }402'2u-�030-|v|'6_2v).w')+2M'(�035Vu"2)(Vu,Vu')�034Vw"2

S (b(lu| �034u-lvl �035'2v)-W3+2IM(||Vu||2)-M<||Vv>H2|||Avl|||w'||

0 +2IM'<||Vu||2)l|lVu||||Vu'|l||�0344|2(2-104)
también sabemos que M(s) es continua entonces existe 0' entre s, y s2 tal que:

M(S2)~M(S1.) = M'(0)(S2 �030S0 (2105)
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de (2.105) en (2.104) del segundo miembro y resolviendo para cada caso:

=»=2|M<11vuur>�024M<11vv>1r>|11Av1111w'11+2lM�031<llVu|l2>ll|VuI||IVu�031|I|lwllZs  
21M'<a>1mvu1r �024|IVvll2[IlAvlll|w�031ll+ 21M'(1vu1r>111vu1111vw1r
=2M'<o11<11vz41 +11v~11>11v11�02411v11111A1111w11+4M'<11vz1r>|11vz4111v»112
S 21M1ll|Vu|| +llVvI|ll|W1l!|Av|l|lw1| + 2lM1l|Vu!|||W4l�031= c.,llVwH|lw1I + 2ca||VwH�031  

. si;<1Iw11�031+I1w'Ir>+2anvw112=%11w'1I�031+<ge+2c1>.I1vw1r  
s a,(||w'||2 +[[Vw||2) (2.106)

para c4 = max{%;-C21 + 2c,,} se tiene:

=»= (b(]u| /"Zu �024|v| /�031-�031v).w')s b�030((|u|/"Zu �024M /"2v).w')| s b|((|u| /�035+M /"2)w.w�031)|

S bI(<||ull é�031&?�024a+llvl|§�031[,§..,>|lw||2(,,-1,||w�031lll 1
s C�035||Vu|[||Vu�031||s 6(1]2)�035Vu||2+172 ||Vu'||�031(2.107)

Considerando (2.106) y (2.107) para 2;, y 7;) su}401cientementepeque}401osse tiene

% ;�030,�031;11w'u�031+M<1uvu1r>IIvwI1�0311+a11vw1rscallvwlr<2.ws>
;,d;[llw�031||2+ M (llVull2>||V~4l2l+ a||V w�031l|2S Ca<l|w'||2 + M(llVuI|2>%llW1|2> <2-109)
Luego sea: . .

210 = W + M<IIVull2>IIVwII�034
De (2.109) se concluye V

1 532(1) s c, 2(1) => 2(0) = 0 (2.110)

ahora integrando (2.110) de 0 a r setiene:

_ [gt Z(t)]ds s c4 Z(t)dt

IIw'<r>IF +maIIVw<t>II2 s ca<llw'H2 +IIW1I2>
IIw'<t>II�031+IIVw<r>IF s as I;dIw1l2 ++lAw1I2>dt (2.111)

A aplicando el lema de Gronwall tenemos: (00) s K+ }402(s)¢2(s)dsdonde: V

¢(z) = ||w'0>I|�031+ ||Vw<r>||�031,K = 0 y /30> =1
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entonces:

, ' 15 s s¢(t>=||w<t)||�031+uvw«>ar so><e�031° =0
esto implica:

Hw�031<r>II2+IIVw<r>II2 = 0  
IIw'<r>IF = 0 ylIVw<t>II�035= �035w(t)"H,�031,(Q)= 0

:>w(t)=0;�030v�031te[0,T] _

u(t) : v(t) Vte [0,T] (2.112)

y lo que prueba la unicidad de la solucién.

Luego concluimos para }401jary sintetizar la idea general de la demostracién de la H

solucién global de nuestro sistema, fue lo siguiente:

1) Para ./(uo) S E(O) < d; uo e H(�030,(§2)se tiene lo siguiente

J(u0) < d , I(u0) > 0 <=> (�035Vu0||,J(u0))e A

J(u0)-< d , I(u0) < 0 <=,» (]|Vuo",J(u0)) e B

Donde A y B se de}401nenen la figura 2.1 tal que

A={(A,J)e[�030o,oo)x1R;g(,1)sJ<d,/1<,1,} �030

. B={(}.,J)e[0,<>o)xlR:g(/l)SJ<d, /1>21}

 2 Cfb ,,Donde g(/1) = mo/1 +�024}402�024}.; 2 > 0

Figura N° 2.1 '

d *�030rr522:;ssssszss:;azsss2ss23::;:2::

7L

Ellsector A y B representa el plano (/1,E(0)) donde /1=�034>V"u0

Sc concluye que A es el conjunto solucién para nuestro sistema y el conjunto B

Es e1 conjunto donde las soluciones explotan o Blow Up
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2.2.9 Ejemplos de aplicacién (WOLFRAM MATHEMATIC 10)

MODELO DE LAS OSCILACIONES DE UNA BARRA

En esta aplicacién presenté los resultados de las oscilaciones de un material

viscoelastico, es decir la componente del material es completamente viscosa. '

Figura'N° 2.2

�031 Viscoeléstica , �030H
U iIIIEIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
.IIl IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

. -IIIIIIII-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII-II
.-»IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII V
�034.IIIIIIIIIIIIIIIIIII-Illlllll-IIIIIIIIIII_

El modelo que describe las oscilaciones de una viga viscoelastica no lineal

es el siguiente sistema A

, Bzu 8214' _
Po�035�024k1�035_2�034k2%2=k3l�035l/3 2�035.en Q=l"LsLl Xl Ostl. 3x 8x
u(-4L, t) = u(L, t) = 0 ; V1�0302 0

u(x, O) = uo (x); u'(x, 0) = u, (x) en S2 = ]�024L,L[

Donde pl, es la densidad de la viga, kl es el coe}401ciente-de elasticidad, y k2 es el -

coe}401cientede Viscosidad siendo las. constantes k3 > 0 y }402> 2 . Luego si p0 > 0y

dividimos (V1) entre po tenemos �030

Bzu 3214' �030
u'�024m�024�024-�024a�024-=bu �030Muen = �024L,LX 0,tOaxz axz ll Ql [ll
u(�024L,t) = u(L, t) = 0 ; Vt 2 0 -

. u(x, 0) = uo (x); z/(x, 0): u, (x) en (2 = ]�024L,L[
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I I. I . . .
Donde mo :1 ; a =11 yb :3 ; Iuego para I >0 ypara datos rmcrales

P0 P0 /70

1.40 (x) ; u](.x)espec.1'}401cos(segtm las hipétesis) en (V2) tenemos los siguientes

resultados "

Para po :1 , Q = ]�0245,5[entonces m0 = k, ; a = k2 y b = k3. Luego para datos

especi}401cossobrem0,a,b y ,3 tenemos los siguientes resultados para (V2) .

Sean mo =0,5; a�024-.1;/2:7;,B=3 y para t=65

ll .

L10 (X) = 0.016": ; 1,11 (X) = 0

Fig. N° 2.3

0010 _

OQB

0.C(B

0(D4

0012 . >

10 T. _ 40 �030

Sean mo =0.5; a=O.5 ; b=7 ; ,B=3 y para t=165

;'
u0(x) = O.01e�024"Z; ul (x) = 0

Fig. N° 2.4

0.0.0

0008

0.005

I ' 000:

0.02

100 150 _

-002
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Sean mo :05; (1:03 ; b=7 ; }402=4y para t=]65

;�030
1.10 (x) = 0.010": ; u, (x) = 0

Figura N° 2.5

we �030

aces �031

our: T

V mm

omz b

100 150
-0002

Sean mo =0.5;a=0.01;b=7;,3=4 y para t=1465 V

L] T

uo (X) = 0.01e"2 ; 24, (X) = 0

FiguraN° 2.6

0010

mm

�030 lH.1�030IHi.gllI'll|HIHIIIIIIIHHMIlIHH.H
' lifigyli .|uHlIl|!5{»l I luff!!!H"fsIl||l!I!x{'[l[!1M{

�024am5I

Sean mo =0.5;a=0.01;b=7;}402=4y para f=565
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-1

1l0(A�030)= O.1e": ; M, (X) = 0

Figura N° 2.7

�030 CHO

A I Gib

[14 JUL L M n
D�031 IN I' �030OIV[{1. {[.[!rY777 Y�030.

._Qq3 . >

Sean mo =O.5;a=0.01;b=7;,B=4 y para t=65

;'
u0(x)=ev"'; u,(x)=0

. Figura N° 2.8

�031 10 20 3) 53 so

-50 x1085

-10 X1086 ' -

-15 x1088

-20 x1085

. -25 x1086 ~

Sean mo :05; a=4 ; b=7; }402=4y para t=30

;'
u0(x)=e�034':;uI(x)=O
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Figura N° 2.9

5 10 15 90 2; 33

�0242><1o33

�024z.x1o33

�024ex1033

�024s><1o33
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ACAPlTUL0 111

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Variables de la Investigacién _

. Para nuestro problema tenemos las siguientes variables

u:Q�024>Rdonde xe Q g R�035y te (0,T)glR/ (x,t)e Q=§2x(O,T) A

u es la funcio�031nincégnita, x es la variable espacial t es la variable

temporal .

3.2. Operacionalizacién de las variables

Variabl Definicién Definicién Dimensiones Indicadores
es Conceptua Operacio

I nal

' - xefz /

I Variable x:%R:x2�035x")(2 Q Rn
x espacial )9

�030V?=l,2,...n

_ t"a�031iab�030°lre (0,T)/ (0, T) g R �030
; empora 0 < T < 00

Q Q; R" x R Solucién global

V Variable (H) uo y u, datos Z}401rgsgzggsl}401lflales

espaclm iniciales en Sobolev
u temporal espacios de

Sobolev

. 76



3.3.. Hipétesis general e hipétesis especificas

Hipétesis general

La ecuacién en nuestro proyecto de tesis es una ecuacién de onda dc Kirchhoff no

lineal. V

I Ir 2 I 19-2
u �024M(_HVu|)Au�024aA(u)=b|u|Vu en Q=Q.><]O,oo[

:2

(1) u = 0 sobre FX] O,oo[

u(x,0) = uo(x); u'(x,0) = "1 (36) en 9

Tal que 0 es un conjunto acotado en IR" y M es una funcién tal que:

* M:[0,oo[�024>[O,oo[con M(s)2m0 >0.

* aA(u') representa e1 término disipativo interno de un material tipo Kelvin-H

Voight _ '

* |u|p'2 u representa la }401lerzaextema

Hipétesis especifica

Con las hipétesis: [H1], [H2], [H3] y el teorema dado para la ecuacién (1) es

. I decir respecto a E(O),M, uo ,u1 y /3 encontraremos la existenciade soluciones y

La unicidad de la solucién asociada al sistema (1)
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CAPITULO IV

METODOLOGIA

4.1. Tipo de investigacién

Trabajaremos sobre el anélisis funcional, el espacio de las Distribuciones los

. espacios de Sobolev y para. el respectivo analisis numérico utilizamos el programa

computacional Wolfram Mathematic 10. Este proyecto de tesis es en parte un

aporte importante para trabajos de investigacién en nuestra Facultad en el cual

sintetizamos con una exposicion didéctica e ilustrativa para un problema de

Kirchhoff no lineal del cual permitira el avance de esta linea de investigacién en

nuestra facultad.

4.2 Disefio de la investigacién �030

El presente proyecto dc tesis inicialmente esta dirigido a mostrar la existencia

global de soluciones regulares del problema (1).Para esto aplicamos el método

de Faedo- Galerkin que consiste en aproximarse a la solucion del problema (1)

mediante soluciones de sistemas proyectados en dimension }401nita;resultando

soluciones del tipo um £2 gm, (t)w,. , donde las» gm , i = 1,2,........,m, pueden ser
�031 i=1

determinadas (de manera (mica) por la teoria de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias (El Teorema de Caratheodory por ejemplo). Finalmente usamos tres

estimativas en las cuales en la primera estimativa se de}401neun conjunto Wque

nos pennite utilizar la teoria del potencial el cual es fundamental para optimizar la

solucién del sistema (1) y por iiltimo demostramos la.unicidad utilizando el Lema

de Gronwall y asi concluir con laademostracién de nuestro anélisis.
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4.3 Poblacién y muestra

En térrninos estadisticos no existe poblacion en estudio, solo trabajamos en

Q Q R�035donde Q = §2x(0, T) , Q Q R" acotado con frontera bien regular tal que

T > 0

4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccién de datos »

' Para el desarrollo de este trabajo se utilizé material bibliogra}401coen bibliotecas y

por via intemet trabajos publicaciones dc investigacién relacionados con el tema

asi como el asesoramiento de diversos especialistas en el tema

4.5 Procedimientos de recoleccién de datos

No hubo procedimiento alguno so-lo el acceso a diferentes bibliotecas de

unfversidadcs las péginas web que eran accesibles para adquirir dichos

materiales �030

4.6 Procesamiento estadistico y anélisis de datos A

No se realizé procesamiento .ni anélisis de datos solo se utilizé el programa

computacional WOLFRAM MATHEMATIC 10 para simular algunas

aplicaciones _
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CAPITULO V

RESULTADOS

En este trabajo se ha estudiado la solucién global del siguiente sistema:

u'�024M(�034Vu|2)Au�024aA(u')_=blur�035u en Q=£2x]0,o<>[
:2

(1) u=0 sobre Fx]O,oo[ �030

u(x, 0) = uo (x); u'(x, 0) = u] (x) en Q A

Y con las hipétesis[H1], [H2 ] y [H3] respecto a M , uo y u, se llegan a los

resultados siguientes:

- De}401nilos funcionales J(u), I(u), E (t) y lo relacione con un conjunto W

del cual se prueba el lema II.10 y el lema II.l1. Asi plantee cl Teorema dc

existencia y unicidad V

- Luego utilice 3 estimativas para abordar el problema aproximado y asl�031 -

acotar las soluciones para Iuego con el pasaje al limite, acotar las

�030 soluciones probando asf la existencia de soluciones de (1). La unicidad se

obtuvo gracias a la desigualdad de Gronwall A

- Parte importante de la demostracién se basa en la energia E del sistema

asociado a (1) de}401niendoasi un conjunto W conjuntamente con los

funcionales I y J que fueron fundamentales para optimizar la solucién del

sistema, llegando asi obtener la solucién global.

- Por }401ltimose da un- ejemplo de aplicacién para una ecuacién de la viga

viscoelastica donde con un prograrrxa (Wolfram Mathematic 10) se analiza

el comportamiento de las oscilaciones de la estructura para datos iniciales

muy peque}401osy la viscosidad del material se demuestra que las

oscilaciones tienden a estabilizarse cuando t se hace mas grande y para

datos iniciales que no se ajustan a las hipétesis dadas encontramos

rupturas o blow up.
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CAPITULO VI

DISCUSIONES

El método empleado en este trabajo puede ser dirigido a diversas aplicaciones.

Podemos aplicar nuestro estudio, a la existencia y comportamiento asintético de

ias soluciones para una ecuacién de Kircchhof-Carrier del tipo

u�035�024M(j|Vu|�031,j|u|�031)u�024aA(u�031)=b|u|�035�0302u en Q = Q><]0,oo[
Q Q

(2) u=0 sobre F><]0,oo[

u(x,o> = u.,<x>; u'<x,o) = ul(x) en 9

Trabajando con los mismos argumentos dados en el sistema (1) con la diferencia

que M es una funcién real de dos variables el cual nos indica que la tensién es

variable en el sistema (2)
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I CAPITULO VIII

RECOMENDACIONES V

1) Dentro de la rama del anélisis funcional y especi}401camentesobre este

proyecto de investigacién se deja como aporte un material importante

sobre las ecuaciones de onda no lineales, que en un término }401sicose

asemeja més a la realidad de la �030Vidacotidiana, por el cual sus

I aplicaciones son importantes en diversas ramas de la Ingenierias y la A

Fisica los cuales se puedan ahondar mas hacia una futura investigacién.

2) Los Iibros, revistas , papers, publicaciones y tesis referidas hacia este

trabajo son de gran ayuda y es importante remarcar la motivacién e

interés para el futuro desarrollo de la investigacién sobre el tema
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ANEXO 1: Matnz de consistencla
PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS IVIETODOLO POBLACION

GIA
En la ecuaciénz Hipinesis General Tipo de lnvestigacién En términos

3:�034 obj9tiV° General La ecuacién en nuestro La siguiente lnvestigacién estadisticos no

¥'�030M£|V'h"'''�030(%r�030)=11�030r.'"1 �030#940E-S18 mlbajo 11311105 11113 proyecto tesis es de es del existe poblacién

(D ":0 , �030he010" Adem0S�030l'3¢i6|ld}402anad}402d¢ '3 Kirchhoffno lineal Tipo cicnti}401cotec'm'co- en estudio, solo
-<xt»=«.cr2 u(xm=-«x> an n , _ , .

cxrstencm y rrmcrdad de la prag}401co trabajamos

Qacotado an IR" Solucigm dc (1) §4g " 519910�030?Método an Q C IR.�034donde

y con las hipétesis respecto a sit l'>fQ-1 E] método realizado Q Q (0 T)
' -zom «*9 = x ,

'6�031E(0)�031M�031"0y "1 '0b«i°}401V°Especi}401co Es del tipo inductive Q R"

tal que: E1 �030mba-i°°°"5ta en d°s dcductivo los célculos E J
. ' T I Q. , , d

[H|] Satlsface panes�030En la pnmer}401parte 3 Iquc es un reallzados estan mom 0 aim
Zn 2 demosmmos la Exiswncia y conjlmto acotad-o en demuados lo mejor }401onterabran

si 2< }402s�024_2�024para n52 Unicidad dc 12,5 somcgoncs IR"Muna }401mcnéntal posibh regular tal que
_ n-

6 2<}401<e=para n=l,2 regulares. En la segunda GU33 Dise}401o T> 0

[Hdla funcion parte mostramos con. tn: }\4 : [0,=-°[�024)[O,w[ pm la existencia

programa computaclona _ -M :[0�031D°[__) [0,°°[ ; ' °°�034M(s) 2 mo > 0 global apllcamos el .
M d I C�030 �030Wol}401amMathemauc l0 método de

856 ' -C C algmlas aplicaciones del Hipétesis Esped}401m Faed°_ Galerkl-n Pam asl-

tal que sistema (1) C I h- It - H H usar tres estimativas de lason as lpo esls 1, 1

M(5) 2 mo > 0 L H3 y los leoremas dados °�034"'°5°�034�034"3Pdmem

J;M(a)daS sM(s) �030 - pm 13 ccuaci�030-m(1) es estimativa aplicamos pan .

M( ) -�030_IM()d deck respectoa �031 Iuego con el auxrho del

y s = r r0 }401�031E(0)�031M�031uoy "I lema dc Gronwall - -

H3] E(O) Satis}401cc mcommmmos la dcmostmmos la umcndad dc

V 1 H I ha] del la solucién
2 so ucron o ,

b }402 1: _ 8 lo que implica cl }401nalde la
_cj�031__E(o) <1 sustema (1) H _
pf }402�0242 demostmcron y asx obtener

y E(0)<d solucién global

M dondc Ea) = �034u'(I)]]1+ T
~ 2b

M(IIVuo>u�031)7.IIu<r>IIf§
�030 siendo E la energia del sistema:

Planteamiento del problema

Lo que se pretendio analizary

responder son las siguientes .

imcrrogantes;

1)1,con estos datos scré pos}402ale

enconuar la existencia dc

soluciones del sistema (1)?

2)1,con1os mismos datos seré

posible encomrar la unicidad de

la solucién del sistema?
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

A Existencia y A

Unicidad

De}401niciénde los De}401niciéndel

Funcionales I(t), J(t) conjunto W '
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