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RESUMEN

Para la ejecucz'o'n de este trabajo se ha dado la de}401niciény ejemplos de grupos

profinitos.

Se introduce de manera breve y concisa la Teoria de Representaciones de Grupos

Finitos, algunos tipos de representaciones (representaciones; irreducibles,

completamente reducibles, regular, inducida, etc.),�030suma directa yproducto tensorial de

representaciones.

Ademds se ha definido caracteresy relaciones de ortogonalidad de una representacidn

Finalmente se ha estudiado los productos }401bray la construccién de Rips, hechos que

han permitido obtener el resultado propuesta, que establece la completitudpro}401nita.
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INTRODUCCION

Elpropésito de la Teoria de Representaciones es determinar la estructura de todas las

representaciones de los diferentes grupos y clasi}401carsus representaciones irreducibles.

Basado en la teoria de representaciones el objetivo de este trabajo ha sido investigar

bajo que circunstancias el isomor}401smo,inducido de completaciones pro}401nitos,implica

que el homomor}401smode origen es un isomor}401smo.

El problema se ha resuelto exhibiéndose un par de grupos P y G can P incluida en G,

(P L... G); de manera que G es un producto directo de dos grupos (de cierto tipo) y

donde P es un subgrupo finitamente presentado de indice in}401nitono isomor}401coa G;

pero si las completaciones pro}401nitasP y G son isomotfas. Se describe la presentacién

de grupos usando la construccién de Rips. Esta construccién consiste en asociar a cada

grupo de tipo F3 un par de grupos Py G los cuales satisfacen la conclusién del resultado

central.
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IV. MARCO TEORICO 0 PARTE TEO'RIC/1

4.1 GRUPOS PROFINITOS.

Sea F = {S0, }�034Auna familia de conjuntos (grupos, anillbs, médulos, etc.)

Asumamos que A es un conjunto parcialmente ordenado por (a _<j3) y satisface la

propiedad de Moore -�024Smith (para todo a; }402;existe 7 tal que a _< 7 y 1? _< )9 ahora

asumamos el siguiente hecho:

(1) Para todo 04 /3; si a S]? entonces existe ¢f :Sa �024�024�024>S}402y las aplicaciones

(grupos de homomor}401smos,homomor}401smosde anillos, etc.) son consistentes en el

sentido que: Dados a; /3, 7 con a .<j3S}c entonces el diagrama. Inducido conmuta.

Sr
}�031

¢}402/

Sa �024�024�024�024�024�024-9Sp
¢}402

Ademds, convenimos que ¢;�031= Id, para todo a

Cualquier sistema, como la anterior, serd llamado unafamilia de aplicaciones directas

de conjuntos (grupos, anillos) y serd denotada {Sa,¢f }

Si en Iugar de la ecuacién (I), escribimos.

(2) Para toda an )3; at S]? entonces existe ¢;,�035:S,, �024�024>S�034y demandamos la evidencia

consistencia, obtenemos una familia de aplicaciones proyectivas (0 inversas) de

conjuntos (etc.) Esta vez con la notacién, {Sc ,¢;�031}

Ejemplos

1. Sean S�034= Z,/\ = N y el orden sobre N esté dado por la cardinalidad (i.e) por el

orden usual) ¢,:'�034:Z�024�030-�031�024�024>Ztal que ¢;�031�034(x)= px es �034multiplicacio'npor p�035,donde

p es un mimero primofijo.
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2. Dado como en 1, solamente en este caso ¢,j'+, es la multiplicacio'n por �034p�035

. . ., . Z . ,,
3. /\ = N, Sdzvzszon (orden parczal). S" = y s1 n Sm (osea n/m), entonces ¢,, es

n

multiplicacién por m/n

,, ., Z Z
4. Sean S,, y A como en (3). Esta ¢m es laproyecczon natural

m n

5. Sean G un grupo, A = {H :H s G,0(G) s co}. Conjunto parcialmente ordenado por

la inclusién Sa es considerado como subgrupo de G, �034n�035como elemento de A, la

aplicacién ¢f :Sa �024�024->Sp es la inclusién natural.

- . G .
6. Sea G un grupo, A = {NAG /[G : N] < co} sz as/\, Sa es �024,un grupo }401nzto,

a

parcialmente ordenado del modo siguiente:

0: S /3 si y solamente si/J�031c_'_; a coma : subgrupos

Sea ¢;,�030: S}402--�024--�024�024>S�030,laproyeccién natural (observe que (6) generaliza (4)).

Si T es un conjunto, y si S,,, �024�024�024�024>T son aplicaciones dados, para cada are/\, Io cual son

consistente con la ¢f en el sentido que el diagrama conmuta, para todo a 5/3.

T

W41  }402

Sa ......__.._..___. 5;:
¢}401

Entonces podemos averiguar como es la }401delidadde {T, 1,//a} teniendo toda la

informacio�031ncontenida en {Sa,¢f} mas exactamente. Nosotros podemos preguntar:

Existira un objeto �034universal�035{T,!//a }�034Ade los cuales las otras pueden ser

recapturados, Qyara sistemas proyectivos de 1//,,, tomando T de S0,, para todo a y el

5
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diagrama es cambiado (mutantis �024mutantis) como es usual en tales circunstancias, que

nosotros estamos preguntando por la representabilidad de un cierto funtor 0, en la

terminologia antigua. La solucién delproblema de una aplicacién universal.

Elfuntor deseado se representarépor F donde:

F(7) = {familias [z//a ]aeA /1//a :Sa -�024�024>T y el diagrama (3) conmuta Va 5 B}. La

representacién de objetos serci un conjunto �034S�035y unafamilia �034universal�035[¢a LEA, donde

(15,, :Sa �024�024�024-�024)Sy las ((5,, son consistentes en términos de las propiedades de la aplicacién

Universal.

4.1.1 Propiedad Universal de la Aplicacidn Directa (DUMP)

a) {S, ¢a }a�254Aes un conjunto y unafamilia consistente indizada por A; ¢a :S, -�024�024-)Sy

b) Dado algiin otro par {T,¢//a}aeA, teniendo (a), existe una zinica aplicacién

¢ : S -�024�024-)T

Tal que el diagrama conmutapara cada as/\ I

S �030�024"""�034"�031T V

X  r

Sa

Nota.- Cambiando las }402echasy de manera anéloga se puede formular el: DUMP para

familias inversos.

Nuevamente, como es usual, si Ios objetos existen, entonces ellos serdn zinicos.

De}401nicidn4.1.2.- Cualquier objeto satisfaciendo la (DUMP) es Ilamado el limite directo

de lafamilia {Sc , ¢f }. Por abuso de notacién escribiremos:

S = dir Lim Sa
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De}401nicidn4.1.3.- Similarmente, cualquier objeto satisfaciendo la DUMP es el limite

proyectivo de lafamilia {Sa ,¢f }. Ylo escribiremos : S = proy Lim S�034

Teorema 4.1.4.- En las categorias de conjuntos, grupos, anillos y grupos topolégicos los

limites directos e inversos siempre existen.

Demostracio'n.- Bastard bosquejar la prueba 3610 para el caso de conjuntos. Las otras

categorias son enteramente similares y haciendo modi}401cacionesobvias a nuestra

demostracién se tiene los resultados.

Sea {Sa,¢f} una familia de aplicaciones directas de conjuntos. Y nosotros podemos

asumir que los S0, son disjuntas es decir Sa r�030\Sa.=¢ para todo a ¢ a�031formemos la

unién de los S�034S = US�034.En �034S�035introducimos Ia relacién �034~�035dada como: Para x, y E S

[es decirx 6 Say 6 Sp] x ~y siy solo si existe (2 con 65;; ff _<;/tal que: ¢;(x) = ¢;(y).

Claramente se ve que �034~�035en una relacién de equivalencia. Asi podemos formar el

conjunto cociente S =

Sea ¢a :S, -�024)Suna aplicacién de composicién Sa -99->S �024�024"�024->-S:es fdcil veri}401car

que {§,¢a} tiene la DUMP.

Ahora sea {Sa,¢§} una familia de conjuntos de aplicaciones inversas. Del producto

cartesiano X = I_[Sa.Sea S CXdefinido como:

S={(Xa)/V;/,}402:si}402S;/:>¢f(X,)=XB}

Sea ¢a la th �024ésima proyeccién restringida a S., facilmente vemos que {S,¢a }aEA tiene

la DUMP.

Ejemplos.

1. dir Lim {S,,,¢,:'�035}= {L:r,s e Z}
P
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2. pray Lim {S,_,¢;'+,} = {0}

. . Q
3. d L S , '" = �024-tr zm { n ¢�035} Z

4. Pray Lim {Sn,¢;�035} = Z 5 HZ P donde Zp es el anillo de los enteros p-adicos.
P

5. Si G es un grupo abeliano, dirlim Sa es el subgrupo torsién de G.

6. Proya lim So, es la competaciénfuerte de G.

Nota.- A continuacién damos algunas de}401nicionescon sus respectivas notaciones que

aclara si es necesario lo establecido en laparte preliminar de (4.1).

De}401nicién4.1.5 Un conjunto dirigido es un conjunto parcialmente ordenado I tal que

para cada 1'], i2 5:�030Iexiste algzinj 5 Ide modo que i1 _<jy 1�030;S].

De}401nicién4.1.6 Un sistema inverso {Gz',¢,.J. / i, j 61,i 2 j} de grupos indexado por un

conjunto dirigido I consiste de:

a. Un grupo G,- para cada i 5 I

1). Un homomor}401smo¢,J. :G,. �024�024�024�024�024>Gj,i 2 j en Ital que

0 ¢,' =Identidad , ieI .

. ¢ij¢jk =¢ik9 izjzk en]

Dqfinicién 4.1.7.- El limite inverso de un sistema inverso {G,.,¢,.J.}�034_ es:
ye:

G. =Qn_Ci'={(g.~),.., /g.- E G. para todo iy g,¢.,« =g,-,i2J'}

�024 = {(g.),..,/g.eG. v.y¢,,<g.>=g,.i2j}

Nétese:

G�034,= Lz'mGi g
is]
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De}401nimosIaproyeccién ¢J. :Gm :-; GI. /¢J. ((g ),_E1) .�024_gj

Lema 4.I.8.- Gm es un subgrupo de HG,
iel

Demostracidn.

Sea x, y E Gprobaremos que xy'I e G

Como x e G entonces x = (g,.),.E,;g,. e G, Y ¢,,»(8,-) = g,,i 2 j

y e G entonces y = (h,.),.E,;h,. e G, y ¢,.J.(h,.) == hJ.,i 2 j

Ahora y�034= (hi�024])iel;hi-Ieon y ¢.,(h:�030)= (¢.xh,>>�034=(hI�030)

Osea y" = (h,"),.e,;h,."' e G, y ¢,j(h,.") = hj"

Ahora g,.hf�030e G, pues G,- grupo donde ademds ¢.; (8.-i�031.-4)= (15.; (8.) ¢,-j(h,71)= gjhjl

Por lo tanto x y'1 6 G�034,

Teorema 4.1.9.- Sea {G,.,¢,.J.} un sistema inverso de grupo G = _m Gy �031 .

p,. :G �024�024>G,proyeccién en la i-ésima componente entonces (G, p,) es la zinica solucién

del sistema delproblema universal.

Dadas un grupo H y homomor}401smoB.- : H �024-�024->G,tal que ¢9,.¢,.}. = 491.,i 2 j existe un

zinico homomor}401smo9: H -�024�024�024�024>Gtal que 0, = 9Pi para todo i

H
H :

«2 $ 6 91�030 H
G

G,�030

9:1"

Demostracién: Es obtenido de manera similar a lo realizado en (4.1.4).

Observacién 4.1.10.- Todo espacio topolégico discreto es de Hausdor}402y compacto.
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Consideremos cada uno de los grupos }401nitosG,- como un grupo topolégico discreto

71'G, tiene la topologia producto y como cada G,~ es de Haudor}402y compacto por el

teorema de Tychno}402H G, es de Hausdor}402y compacto.
iel

Proposicidn 4.1.11.�024G = @ G, es de Hausdor}402y compacto.

Dem0stracidn.- Observar que G = _'_l1I;1 G, S HG, si y solo si (Hausdor}402ACompacto)
/6

Par 10 tanto G es de Hausdor/7" y compacto.

De}401nicidn4.1.2.- Un Grupo Pro}401nitoes:

(a) El limite inverso de grupos}401nitoso equivalentemente. �030

(b) Un grupo topolégico compacto de Hausdor}401�031tal que cualquier conjunto abierto

conteniendo �034e�035(elemento, identidad del grupo), necesariamente contiene un

' subgrupo abierto. A

Lema 4.1.13.- Si G es un grupo topolégico compacto, entonces cualquier subconjunta

abierto tiene indicefinito.

Demostracién bastard usar la definicién (4. 1.2)

Teorema 4.1.14.- Son equivalentes los enunciados siguientes.

(i) G es un grupo pro}401nito.

(iz) G es un grupo de Hausdorff compacto en lo cual la familia de subgrupos

normalesforma un sistema}401mdamentalde vecindades en �034e�035

(iii) G es un grupo compacto, totalmente disconexo de Hausdorff

Demostracit5n.- (i) -9 (ii) como G es pro}401nito;existen grupos}401nitosaGay aplicaciones

¢§ 2 GI, �024�024�024�024--->Go, tal que G = proya lim Ga. De aqui existen aplicaciones

¢,, :G-�024�024>Gapara todo a: Sea U,, = ker ¢a, entonces las Ua son subgrupos abiertos

normales de G. Claramente (i) sucede probando que }402ue,-_�024{e} pero si 4�030E U,,, para

cada oz, entonces usando la forma explicita de G. Se ve que 4" como una th-upla,

proyectando a �034e�035en todas partes. Se sigue inmediatamente que 5 = e, por lo tanto el �030

resultado.

' I0
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(ii) -9 (fix) Sea N la componente conexa de la identidad �034e�035en G. Si {Ua} denota la

familia de todo abierto, subgrupos normales de G, sea Na = U�034ON para todo a los

grupos Na son abiertos, subgrupos normales de N; como N es conexo, nosotros tenemos

N0, = Npara todo apero entonces

N =}402Na=}402Nr\Ua.-.NnU,, =Nn{e}

(Ia ziltima ecuacién por hipétesis (ii). Asi N = {e} ypor lo tanto se tiene el resultado (iit)

(iii) �024�024)(i):De la hipétesis se sigue que dado cualquier vecindad Vde "e �035en G, existe un

subgrupo abierto H de G tal que H c_: V. Asi siendo G compacto y H abierto entonces el

indice [G:H] es }401nitoy por consiguiente [Gs N(H)] < 00, de aqui se sigue que los

conjugados gHg" son una cantidad}401nita,de esta manera vemos que la interseccién de

todos los subgrupos normales de G se reducen a {e}. Ahora denotaremos Iafamilia {V4}

de todos los subgrupos normales de G. (Asi tenemos mostrado {W1 = {e}), los grupos

G . . . . .
Y/-=G,, forman de modo natural una famzha de aplzcaczones proyectzvas de grupos

Z.

/initosypor lo tanto se tiene el resultado.

Sea G cualquier grupo, y consideremos el subgrupo normal Nde indice}401nitode G.

~ El grupo cociente G/N constituye un sistema inverso de una manera canénica.

Veamos esto: Consideremos el conjunto N de los mimeros naturales el cual es

parcialmente ordenado y este a su vez es un conjunto dirigido.

Ahora para j e N consideremos N,.AG de manera que el grupo cociente queda

establecido parai EN como:

-137 = {Nix : x e G}; ademas tenemospara cada i eN las proyecciones: I
1

G
132G-�024->-�024/}}(x)=N,.x

N, .

. . , . . * . G .
Defintcuin 4.1.15.- El lzmzte mverso G=__l1g -1? es un grupo pro}401mtoIlamado. La - .

completacién Pro}401nitade G.

11
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Lema 4.1.16.- Si {G,.,¢,j. / i, j e I,i _>_ j} es un sistema inverso de espacios de Hausdor}401f

entonces el espacio limite Ga, es un subespacio cerrado de H G,
iel

Demostracidn.- Supongamos geHlG,. A gz Ga entonces para alguna relaciénj _< i en 1,
i6

g,-¢,«,~ ;t g,-. Como G,» es de Hausdor}402existen conjuntos abierros disjuntos U,-, V}

conteniendo g,y g,- ¢,-,- respectivamente.

Si U�031.=¢,.JT�030(I/3')reemplazando G1�031,Gj por Ui, Uj en la coleccién {Gi} el producto de la

coleccién resultante es una vecindad producto en HIG, ma's azin es una vecindad
. IE

conteniendo g, pero no esta en Gm esto prueba que Ga, es cerrado, pues su complemento

es abierto.

Observacién 4.1.17.- A continuacién damos tres de}401nicionescomplementarias a dichos

temas:

1. Un subconjunto M�031es co}401nalen Msi, para cada as Mexiste /3 E M'tal que 0: < /3

2. HSG es un subgrupo grande si H es de indice}401nitoen G.

3. HSG es Denso en G si la clausura de Hes G esto es: H = G

Ejemplos de Grupo Profinitos

1. Todo grupo }401nitocon la topologia discreta es un grupo pro}401nitomés azin no tiene

tales subgrupos.

. , . . Z ~
2. Escrzbamos los enteros p-adzcos ZP =11m�024,;Zsea U 5 ZP un subgrupo grande y

�030TP

denso.

Podemos suponer que U existe y espropio entonces el indice de U es p. pues observemos

~ Z
U ;___, ZP --�024->-�024-

p Z

Entonces para todo /16 29, p/is U luego p. 2p 5 U. }401nalmentepor la de}401nicién

equivalente de grupopro}401nitose tiene que 2,, espro}401nito.



4.2 REPRESENTACIUNDE GRUPOS FINITOS.

Sea G un grupo finito, E un K-espacio vectorial donde K = IR o (C. Escribiremos como

GL(E) el grupo de K-isomor}401smosIineales de E. Nosotros trabajaremos solamente para

K = (C.

De}401nicién4.2.1.- Una representacién de un grupo G es un espacio vectorial complejo E

juntamente con un morfismo de grupos p: G �024�024�024->GL(E). Asipara cada g, g�031E G.

p(gg9 = p(g)-p(g9. Mg") = (pm)-1 ,p(e)=1E

El espacio vectorial E es Ilamado el Soporte de la Representacién, y la dimensién de E

es Ilamado la Dimensién de la Representacién.

Notacién.- Una representacién como la antes dada se denota como (E, p) 6 simplemente

por �034/3�035

En particular si E = C", diremos que la representacién es una representacién matricial

n-dimensional.

La representacién fundamental de un subgrupo H de GL(E) (G 5 GL(E)) es la

representacién de G sobre E definidopor la inyeccién canénica de G sobre GL(E).

Cualquier representacién tal que p(g; = 15 para cada g E G es llamada una

representacién trivial.

Ejemplos (i) La representacién (p,(C) definido por p(x)= Id , con p : G �024�024-MC",es

una representacién de G, llamada representacién trivial de G.

(ii) S1�030K es una extensién}401nitadel cuerpo p �024-édico Qp, entonces Ta = f;.Tr donde Tr es

la traza de la extensién K de Z, y }401,(x)= e2"W�030�034)para ax = Z a,pi en Qp y
.2-�035

A(Za,pij= }401cypies una representacién ( continua) de dimensién uno del grupo
.-2,. i=�024n

localmente }401nito(K +). la representacién 2;, es llamada usualmente, un cardcter

cuasicontinuo de K.
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De}401nici0'n4.2.2.- Un grupo topolégico es un grupo G que es un espacio topolégico de

Hausdor}401ftal que la multiplicacién M: G x G -�024�024>G dada por M (g, g) = gg�031y la

' inversa q: G--�024�024)G dadapor q(g) = g'] son aplicaciones continuas.

Ejempla.- El grupo lineal GL(n, K) con su topologia usual (un abierto como un

subconjunto de K"2) es un grupo topolégico localmente compacto; M

Los grupos 0(n), U(n), S0(n) y SU(n), son compactos.

De}401nicién4.2.3.- Un grupo de Lie real de dimensién real N es un grupo que es una

variedad de dimensién �034N�035.Tal que la multiplicacién y la inversio'n son aplicaciones

dzferenciables.

Un grupo de Lie complejo de dimensién Compleja �034N�035es un grupo que es una variable

analitica compleja de dimensién N. Tal que la multiplicacién y la inversién son

aplicaciones analiticas.

Observacidn 4.2.4.-' Cada grupo de Lie complejo de dimensién �034N�035es un grupo real ale

Lie de dimensio'n real 2N. El grupo GL (n, (C) y algunos de sus subgrupos son también

grupos de Lie Complejos. Esto es el caso para SL (n, <C)= {A eGL(n, C); det(A)==I},

0(n, C) = {A eGL(n, <C):A.A'=I} y S0(n, C) = {A E 0(n, <C):det(A) = I}, pero no para

U(n) = {A6 GL(n, C): A. A* =1} y SU(n) = {A eU(n) : det(A)=1} los cuales son

solamente grupos reales de Lie.

De}401nicio'n4.2.5.- Sea G un grupo y M un conjunto. Una accién del grupo G sobre M (6

simplemente una accio'n) es una aplicacién a : G x M �024�024>M,dada por a(g, m) = g.m

tal que para cada m e M, e.m = m y para cada g, g�0316 G; g. (gfm) = (gg).m. En este

caso decimos que G actu'a sobre M

En otras palabras, a de}401neun mor}401smode grupos de G sobre el grupo de biyecciones

de Msobre si mismo. _ "H _ L V

Si G es un grupo topolégico y es un espacio topolégico, asumiremos que la accién a A

de G sobre M es continua. Si G es un grupo de Lie y M es una variedad diferenciable,

asumiremos que 0: es diferenciable.

/M "



De}401nicién4.2.6.- Sean My G como antes, la o�031rbitade m e M bajo la accio'n de G es el

conjunto {g.m.' ge G}, las orbitas de}401nenuna particién de M.

Ej'emplos. 1. La accién trivial de G sobre el conjunto Mconsiste en enviar cada elemento

del grupo G a la aplicacién identidad de Msobre si mismo. En este caso las orbitas son

lospuntos de M

2. Bajo la accién de G = 0(2) sobre la esfera unitaria M = S�031C R3 por rotaciones

entorno al eje la érbita de m E-�030S2es un punto si �034m�035es elpolo norte 0 el polo

sury es diferente a un circulo alrededor del eje 52

3. La accio'n de G sobre G por traslacién a izquierda (representativamente a derecha)

es la accién.

2' :GxG�024�024�024)Gtal que z'(g,m) = gm

6 :GxG�024�024>Gtal que 5(g, m) = mg" respectivamente

0bservacio'n 4.2. 7.- La clase a izquierda gH de g e G relativo a un subgrupo Hde G

es la orbita de g bajo la accio'n de H c: G actuandopor traslacién a derecha.

La accién de G sobre G por conjugacién, denotada por (g, h) -9 Cg(h) y de}401nidapor

Cg(h) = ghg'I, es una accion de G sobre st�031mismo por automor}401smo.

(") La o'rbita de h e G, dado como C,, = {ghg" : g e G} es llamada la clase

conjugada de H.

Ejemplos: (2) La clase conjugada de e es {e}

(ii) Si G es abeliano, la clase conjugada de ge G es {g}

(iii) En el grupo simétrico Sn, el mimero de clases _conjugados es el nzimero de

particiones de �034n

(iv) En GL(n.K), las clases conjugadas de una matriz A es el conjunto de matrices

equivalentes a A, {PAP'1 : P 5 GL(n,K)} �024

I5
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61) En S0(3), dos rotaciones son conjugadas por una rotacién si y solamente si sus

dngulos son iguales u opuesto. Las clases conjugadas estén en una correspondencia

biyectiva con el intervalo [0, 7:]

En efecto.- Por un cambio directo de bases ortonormales, cualquier rotacién puede

1 0 0

ser escrito como g(6?)= 0 (>059 �024sen0,con 0 e [0,27t].De la igualdad g(-0) =

0 sent? cos¢9

-1 0 0

g*. g(19). gf, donde g. = O 0 1 , fdcilmente se ve que g(69 es conjugada para ,

. 0 1 0

g(0) siysolosi 0�031= 9 o 0':-6�031

De}401nicién4.2.8.- Sea ( , ) un producto escalar (interna) sobre E. Diremos que la

representacién pes Unitaria si p(g) es unitaria para cada g, esto es:

Para todo gs G, para todo x, y e�031E (p(g)x, p(g)y) -= (x, y)

Una representacién (E, p) es llamada Unitarizable si existe un producto escalar

(interna) sobre E tal que p es unitaria.

Lema 4.2.9.- Sea G un grupo finito. Para cada funcién q) sobre G tomando valores '

en un espacio vectorial, para todo g e G, se tiene:

Z <o(gh) =2 ¢<hg) = Z <a(k)
heG heG keG

Demostracién.- Previamente elijamos g, con lo cual cada elemento de G puede ser

escrito tinicamente en laforma gh (0 hg), donde h E G, y de aqui el resultado.

Teorema 4.2.10.- Cada representacién de un grupo }401nitoes unitarizable.

Demostracio'n.- Sea (E, p), una representacién de un grupo }401nitoG 0 y sea ( , ) un

_ 1
producto escalar sobre E. Conszderemos (x,y)* p(g)x,p(g)y>,lo cual se

geG

verificafacilmente que es un producto escalar. En efecto supongamos que <x|x>* = 0
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esto es p(g)x|p(g)x) = 0 entonces para cada g E G, �030(p(g)x|p(g)x)=0 y en
geG

particular, (x,x) = 0 asi x = 0.

Proposicién 4.2.11.- Elproducto escalar ( , )* es invariante bajo p.

En efecto.

1
(p(g)x, p(g)y)* =EZ (p(h)p(g)x,p(h)p(g)y)

geG

1
=l-G�024lZ(p(hg)x,p(hg)y)= (x,y)*

heG

Asi p es una representacién unitafia de G sobre <E,( , )*)

4.3 REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES

De}401nicién4.3.1.- Sea (E, p) una representacién de G. Un subespacie vectorial C

E es Ilamado invariante (0 estable) bajo p, si para cada g E G, p(g) (F) C�030F. Asi

podemos hablar de la representacién p restringida a F. Lo cual es una

representacién restringida a un subespacio invariante es también Ilamado una

Subrepresentacitftt.

Dq}401nicién4.3.2.- Una representacién (E,p) de G es llamada Irreducible si E #

{0} y si solamente los }401nicossubespacios invariantes bajo p, son {0} y E.

Ejemplo.- (De representacién de un grupo no abeliano). Sea z'eS3 dada por la

transposicién I23 I-> 132 y es S3 la permutacién ciclica dada por 123 --�024->231que

M
genera S3. Pongamos J = e 3 , asij�031+ j + I = 0. Podemos representar S3 sobre C2

. 0 1 1' 0 ,definzendo p(e) = I, p(T) .�024_ 1 0 ; p(e) = 0 .2 ; entonces esta representacion p
J

de S3 es irreducible. Puesto que los autoespacios de p(T) y p(e) tienen interseccién

trivial.
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Proposicién 4.3.3.- Cada representacién irreducible de un grupo }401nitoes }401nito

dimensional.

�030 Demostracion Sea (E, p) una representacién irreducible de un grupo }401nitoG y sea

xeG. Puesto que el subconjunto {p(g)x:g6G} es finito, este genera un subespacio

}401nitodimensional de E. si x ¢ 0, este subespacio vectorial de E no es igual a {0}.

Porque este subespacio es invariante bajo p, este coincide con E, lo cual es asi}401nito

dimensional.

De}401nicién4.3.4.- Sean (E1, p;) y (E2, Q dos representaciones de G, entonces (E; $

E2: .01 9/02). donde 601$/>2) (g) (xbxz) = (Pz(g)(x1), />2(g)(x2)), para 8 6 G, x:EE:» 1'

= 1, 2. Es una representacién de G llamada la Suma Directa de las representaciones

(E1, P1) J�031(E2. /92)-

Observacidn 4.3.5.- Claramente una suma directa de representaciones de

dimensiones estrictamente positivos no pueden ser irreducibles, si la sumandos son

pares irreducibles. Para representacién de matrices p; y pg las matrices de la

representacién de la suma directa de p; y /)2 son matrices diagonal en bloques.

{I01 (8) 0 J -

0 P2 (8)

En general si in eZ*. Usamos recursion para de}401nirla suma directa de m-

representaciones p1 $ $ p,,. . Si (E, p) es una representacién de G. Denotamos por

mp la representacién p $ 6 p (suma directa de m~términos) sobre el espacio

vectorial E$... $E (m�024te'rminos).

De_}401nicio'n4.3.6.- }402lepresentaciéncompletamente reducible). Una representacién es '

llamada Completamente Reducible si esta es una suma directa de representaciones

irreducibles.

Lema 4.3.7.- Sea p una representacién unitaria de G sobre(E,( , Si F C E es

invariante bajo p, entonces F�034= {y e E : (x, y) = 0,Vx e F } es también invariante bajo p.
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Demostracién.- Sea y E F1; como F es invariante bajo p, para cada g e G y xe F,

(x,p(g)y) = (p(g�034)x,y) = 0 asip(g)y 6 F�030 '

Teorema 4.3.8.�024(Teoremade Maschke�031s)

Cada Representacién }401nitodimensional de un grupo}401nitoes completamente reducible.

Demostracio'n.- Sea (E, p) una representacién de G, por el teorema (4.2.I0), podemos

suponer que esta -representacién sea unitaria. Si p no es irreducible, sea F un subespacio

de E, invariante bajo p tal que F:-�030{0}y F ¢E. Entonces E = F$F�030,donde por hipétesis

F es invariante bajo pasi como también F�030010!�030lema 4.3.7). Ademds dim F < dim E y

dim F1 < dim E. Por induccién sobre la dimensién de E se obtiene el resultado.

De}401nicién4.3.9.�024Sean (E1, p1) y (E2, pg) dos representaciones de G. Diremos que una

aplicacién lineal T: E; �024�024-)E2entrelaza a p; y p) si p2(g) o T = T 0 p; (g), para

todo g E G. En cuyo caso Tes llamada un Operador entrelazando de p] y pg.

Observacién 4.3.10.- La de}401niciénpuede ser expresada en la conmutatividad del

siguiente diagramapara cada g 6 G.

T
E1 ....._____9 E2

101(i [ p2(g)

E1 �024�024-�024T--�024>E2

Nota.- Escribamos a continuacién algunas expresiones que serdn utilizadas en ciertas

propiedades y de}401niciones.

1') T es equivariante bajo p; y p;

ii) T es un mor}401smosde G �024espacios vectoriales.

iii) T es un G �024mor}401mo.

iv) T EHOMG (E1, E2).

T 19 _-
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0bservacio�031n4.3.11.- Si E1 = Eg = Ey si p1 =./Z7 = p un operador entrelazando p1 y pg

esjustamente un operador que conmuta con p.

De}401niciéu4.3.12.- Las representaciones p1 y pg son llamadas equivalentes si existe un

operador bbzectivo entrelazando a p1 y pg. Si T es un tal operador entrelazado Biyectivo,

entonces pg(g) =T 0 p1 (g) 0 T1, para todo ge G.

0bservacio'n 4.3.13.- Dos representaciones (E1, p1) y (Eg, pg) son equivalentes si y solo

si existen bases Bi, i = 1,2 de Ei respectivamente tal que cada g e G, la matriz de p1 (g)

en la base B1 es igual a la matriz de pg (g) en la base Bg. En particular, si las

representaciones (E1, p1) y (Eg, pg) son equivalentes entonces E1 es isomor}401coa Eg.

Lema 4.3.14.- Si Tentrelaza a p1 y pg, entonces el Nzicleo de T, es invariante bajo p1 y

la imagen de T, es invariante bajo pg.

Demostracio'n.- Sean Sea y 6 Im (T), entonces y = T(x), para algiin x E E1. Por

consiguiente: p2 (g)y = p2 (g)T(x) = T(p1(g)x), y de aqui Im(T) es un subespacio

invariante de Eg bajo pg, ahora sea x E ker(T), entonces T(x) =0 y asi T

(p1) (g)x=pg(g)T(x) =0 de donde el Ker(T) es un subespacio de E1 invariante bajo p1.

Lema 4.3.15.- Si T conmuta con p, cada autoespacio de T es invariante bajo p.

Demostraci6n.- Si T(x) = 2x, /16C, entonces T(p(g)x) = }.p(g)x. Asi Ios autoespacios de

T correspondiente al autovalor /1 es invariante bajo p.

Lema 4.3.16.- Sea T un operador entrelazando dos representaciones irreducibles (E1, p1)

y 2, pg) de

1') Si p1 y pg no son equivalentes, entonces T = 0

ii) Si E1 =Eg =Ey p1 = pg = p, entonces Tes un mtiltiplo escalar de la identidad de E.

Demostracién.�0240 Si p1 y pg no son equivalentes, T no es biyectivo entonces Ker(7) -7�030-�030{0}

0 Im (T);-�030E2. Por el lema (4.3.!4) se tiene ker (T) es invariante bajo p1. Como p1 es

irreducible, si Ker (T) .-2 {0}, entonces Ker (T) =E1, asi T = 0. Nuevamente por el lema
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(4. 3.14), la Im(T) es invariante bajo pg. Como pg también es irreducible si Im (T) ¢E2,

entonces Im(T) = {0} de aqui T =0.

ii) Siendo E;= E2 =Ey p1 = p; = p, entoncespara cada ge G, p(g) o T = To p(g), y T

conmuta con la representacién p. Sea /16C un autovalor de T lo cual existe puesto que

T es un endomor}401smode E, y sea E; el autoespacio asociado a /1 Por el lema (4.315) E;

es invariante bajo p. Por hipétesis E,1 at {0} y como p es irreducible se tiene que E; = E.

Lo cual quiere decir que T = 2. IE. '

Nota.- El lema (4.3. 13) es conocido como el lema de Schur �031s.

Observacién 4.3.17.- Establecemos el reciproco de la parte (ii). Si cada operador T

conmuta con la presentacio'n py T = 2. 11; entonces p es irreducible. En e}401ectosi p no es

irreducible, la proyeccién sobre un subespacio invariante no trivial seria un operador no

escalar conmutando con p.

4.4 CARACTERES YRELACIONESDE ORTOGONALIDAD

Sean G un grupoy F(G) = {f:G�024�024-�024>C/f-es funcién}=C[G] el cual es un C-

espacio vectorial, de}401nimossobre este espacio elproducto escalar como sigue:

1 .._.
(}401g)= �024�024Zf(x)g(x) (I)

KG�035xeG

El espacio vectorial F(G) provisto de este producto escalar es un espacio de Hilbert, el

cual lo denotamos por L�031(G).(Esta construccién serd extendida a grupos compactos)

convencionalmente optaremos que un producto interior (escalar) es antilineal en el

primer argumento y lineal en el segundo.

De/inicio�031n4.4.1.- Si p es una representacién de G sobre C" entonces para cada pareja

ordenada (i, j), I _< i _< n, I Sj Sn; la}401mciénp,.J. e L�031(G)definido para cada x E G serd

la matriz de coe}401cientesp(x) en la i-ésima }401lay la j-ésima columna, (pm) 6 (C, es
:1

llamada una matriz de coe}401cientesde p.
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Para una representacién p sobre un espacio vectorial E, nosotros de}401nimosla matriz de

coe}401cientesp,-,- relativo a una base (e,-) satisfaciendo

/�031<x)ej= Z/�031x/<x)e-'
1'

Si p es una representacién unitaria sobre an espacio de Hilbert infinito dimensional,

entonces

-1 __ -1 __ �034"�030�024'_ -p(x )- (p(x)) -�024<p<g»' �024pm

De aquz�031,en una base ortonormal.

_1 _ �030T�031

pi] (x ) "�030pg (x)

Y en particular, los coe}401cientesde la diagonal de p(x) y p(x'1) son conjugados

complejos.

Escribamos como Tr la Traza de un endomor}401smo.

De}401nicién4.4.2.- Sea (E, p) una representacién de G. El cardcter de p es la funcién

Tp : G�024-�024-><Cdefinido por Tp (x) = Tr (p(x)), para todo xe G

Para una representacién de matrices de dimensién �034n�035.

II

2'p(x) = Z(p(,,),,................................(11)
i=1

Sobre cada clase conjugada de G la}401mcién1;, es constante.

De}401nicién4.4.3.- Una funcién clase sobre G es una }401mciénconstante sobre cada clase

conjugada.

De este modo la representacién de caracteres sonfunciones clase sobre el grupo.
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Proposicién 4.4.4.- Propiedades elementales de caracteres �031

i) 1,, (e) = dim p

ii) 1,, (x�0311)=rp (x), para todo x e G

iii) El caracter de una suma directa de representaciones es la suma de los caracteres,

I-PIQP2 = Tl�031:+ TP2 I

Demostracidn. 1. La igualdad m (e) = dim pes obtenida directamente de (11).

2. Paraprobar : 1'p(x" ) = 1,, (x),Vx e G .P0demos asumir que p es unitaria en un cierto

producto escalary luego bastard elegir una base ortonormal. .

3. La tercera propiedad es obvia.

De}401nicio'n4.4. 5.�024Producto Tensorial de Representaciones

Si (E,,p,) y(E2_p2) son representaciones del grupo G, definimos elproducto tensorial de

(E, ®E2,p1® p2), donde (p, (8 p2)(x) = p1(x)® p2(x), para cada xe G.

Praposicién 4.4.6: El cardcter de un producto tensorial de representaciones es el

producto de los caracteres,

191992 = T011192 �030

Demostracién: Ia igualdad se sigue del hecho que la traza de un producto tensorial de -

matrices es elproducto de los trazas.

Observacién 4.4. 7: para representaciones p; y m de G por las propiedades de

caracteres se tiene:

1 -1<rA,�030rp2)=�024ZtA(x)z'pz(x)
[GI xeG

Proposicidn 4.4.8.- Sean (E1, pl) y (E2, pg) dos representaciones de G y sea (/2:

E1 �024�024�024�024>E2una aplicacién lineal. Entonces la aplicacién lineal Ta): E1 -�024�024>E2definido

por :
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1
T¢=�024-zp2(x).¢.p,(x)'l (111)

IGI xee

Intrelaza p; y pg.

Demostracidn.- Calculemos

1 _ 1 _
p,<x)T¢ = �024�0242p2<xy>.¢>-p.(y�030)=�024Zp2(k>.¢.p,(k �030x)

M V60 lG| k�254G

Ahora recordemos:

2f(xy) =Zgo(xy) =Z¢(k),VxeG y donde f .' G -�024�024->V,es una aplicacién can V
yeG yeG xeG

espacio vectorial. Entonces de esta ecuacién se tiene que : p2 (x)T¢ = Tg) pm) de esta

manera se tiene que el operador Tqa es asi un operador que entrelaza p; y pg.

Proposicién 4.4.9.- Sean (E1, p1) y (E2, pg) dos representaciones de G, sea (0: E1 -�024)E2

una aplicacién lineal, y de}401nimosT¢ como en (III) asi se tiene:

(1') Si p; y p; son equivalentes, entonces T¢ = 0

.. . _ __ _ _ Tr¢
(11) SIE1 �024E2-Eyp1 �024pg�024�024p,entonces T¢=�024,�024�024�024�024IE

dnm E

Demostracio�031n.-La a}401rmacién(i) se obtiene directa y claramente del lema de Schur �031s.

La a}401rmacién(ii) se obtiene solamente al calcular /1 dado que T(p=11E asi nosotros

obtenemos _

TrT =�0241-�0242Tr(o=Tr¢yde aqui 1:33.
"�031|c;| KG �031 dimE

Proposicién 4.4.10.- Sean (E1, p1) y (E2, pg) dos representaciones irreducibles de G.

Elijamos bases en E; y E2,

(1) Si p; y pg son equivalentes, entonces p2(x))ke (p,(x�035'))}401= 0, para todo i, j,k,l
xeG

.. . _ _ _ _ 1 _ 1
(11) St E; �024E2 �024Eyp; �024/)2 �024p, entonces |-5|�024fgG(p(x))ke(p(x'))}402=a�024h-�030TE.-555,].
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Demostracién .- Sean (e,) base de E1, 1 Sj Sdim E1 y (fe) base de E2, 1 _< ISdim E2.

Para ¢ : E, �024�024�024�024�024->E2 , T1,, es de}401nidapor (III). Asi tenemos para 1 Si _<dim E1 = r y I Sk

1 I�030S

_< dim E2 = S, luego (7:,,)x.- :15�030222032(x)),q,¢p,,,(p,(x" )),m. elijamos nuestra
xeG m=l p=l

aplicacién lineal qp de la aplicacién ¢(,j) :E1�024�024�024�024>E2de}401nidapor ¢(,j)(ck) =6).kf,.

1 -1Entonces (¢(,D)pm = 6,p6J.m. Ypor tanto -I-G-l-Z(p2(x))k,(p,(x ))J.,. =(7z'¢(,j))]a_.
xeG

Aplicando la proposicién (4. 4. 9). Si p1 y p2 no son equivalentes, entonces T(p(g)=0 y de

esta manera se obtiene (i). Ahora siendo E1 = E2 = E y p1 = p2 = p entonces

1 _, Tr¢(e1') . 51.-51,. ..
�024 .. = T =�024-�024-�024�024-§kz= �024�024l l b l t .lG|g:G(P(x))kz(P1(x ))11 ( ¢/lj))k1 dimE dimE 00"�034Prue a �034Pare

_ Colorario 4.4.11.- Sean (E1, p1) y (E2, p2) dos representaciones irreducibles unitarias de

G. Elijamos bases ortonormalesen E1 y E2.

(i) Si p1 y p2 son inequivalentes, no son equivalentes, entonces para cada i, j, k, lse tiene

((191 K92 )u ) = 0

(ii) SiE1 =E2 =Ey p1 = p2 = p,para cada 131; 1.; 1, (pi.|pH)=�02471�024-�0245,k5,
�031 dlm E �031

Dem0straci0'n.- Si p1 es unitaria para un producto escalar sobre E, y si la base elegida

es E1 es ortornomal, entonces p2(x))H (pl(x"))}402 p2 (x))H (p1(x"))y_ :-
xeG xeG

((p1)'_J_(p2)H) ahora de laproposicién inmediata anterior se sigue (i) y (ii).

Teorema 4.4.12.- (Relaciones de ortogonalidad). Sea G un grupo}401nito.

(i) Si p1 y /3 son representaciones irreducibles inequivalentes de G, entonces

<11�031!�031TF2 > = 0

(ii) Si p es una representacién irreducible de G entonces (1P, 1/3) =1

. Demostracién.- Por la ecuacién
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1 _ . ., .
<z'p!,1pZ)=|-G�024|g1-A(x 1)?�035(x) y de la proposzczon (4.4.I0), sz p; y pg son

16

representaciones irreducibles inequivalentes, entonces <1�034,1p2>=0. Si p1=p2=p

entonces p(x).. p(x") = de este modo (7 r )=1.
|G|,eG " 1�031dimE "�031�035

De}401nimoslos caracteres irreducibles de G por el conjunto de representaciones

irreducibles equivalentes de G. Escribiremos z',,,- o 1.- para denotar el cardcter de una

representacién irreducible p,�024.De esto y de los resultados anteriores podemosformular el

siguiente.

Teorema 4.4.13.- Los caracteres irreducibles de G forman un conjunto ortonormal en

L�031(G).

Corolario 4.4.14.�024Las representaciones irreducibles inequivalentes de un grupo }401nitoG

son}401nitosen mfmero. V

Teorema 4.4.15.- Sea p cualquier representante de G y sea 1,, su carécter, entonces

N

p=@m,.p,., donde m,- = <rpI,rp)
i=1

Demostraci(5n.- Sabemos que p es suma directa de representaciones irreducibles.

Podemos agrupar los términos correspondientes a la misma clase de equivalencia de

N

representaciones irreducibles p,~, y obtenemos p=@m,p, para algunos enteros no
i=l

N
negativos m,~ de aqui vemos que 1'P = Zmgp y de aquipor ortogonalidad

i=1

<23,�031,5) = m,- <rpI,z',,,> = m,

De}401nicio'n4.4.I5.- Si p admite la descomposicién p = m1p1 69 $ mNpN,

entonces los enteros no negativos m,- es la multiplicidad de p,~ en p, y m,-p,- es la

componente isotépica de tipo p,- de p.



Corolario 4.4.16.- Los resultados siguientes son inmediatas de la de}401nicién.

(1) La descomposicién sobre componentes isotépicas es dnica bajo un orden.

(2) Dos representaciones con el mismo cardcter son equivalentes.

N

Observacién 4.4.17.- <Tp, rp) =Zmf
i=1

Aplicacién (Criterio de irreductibilidad) Una representacién p es irreducible si y

solamente si <Z'p,Tp ) = 1

4.5 LA REPRESENTACIONREGULAR

De}401nicién4.5.I.- En general, si un grupo G actzia sobre un conjunto M, entonces G

actua linealmente sobre el conjunto F(M)= {f:M�024�024�024�024-><C/f �024es}402mcién}para (g,f)

e GxF(M)+�024�024>g.f E F(M); donde para todo x E M, (g, }402at)= f(g"x). Podemos ver

inmediatamente que esta da una representacién de G sobre F010.

Tomando M = G, el grupo actua sobre si mismo por multiplicacién a izquierda

obteniéndose una representacién R de G sobre F(G) llamada Representacién Regular

Izquierda (6 simplemente representacién regular) de G. Asipor de}401nicién.

(R(g)}401(;,)=f(g'Ih), para todo g, h E G.

En la misma forma se define Representacién Regular Derecha Rt Asociada a la

accién derecha de G sobre si mismo, por (R �031(g)}401(h)= f(hg). La representacién regular

derecha e izquierda son equivalentes. Por un grupo }401nitoel espacio vectorial

F(G)={f'G �024�024--)C/f . aplicacién} es }401nitodimensional, y esto es dim F(G) = |G| la

representacién regular es de esta manera de dimensién 0 (G). R

Nosotros usemos la base (sg )geG de F(G) de}401nidapor ag: G~�024�024�024>Ctal que:

1, x = g . , .
Em) = la representaczon regular de G satisface

Qx¢g �030

E]



R(g)(£,) = sgx, para todo g,x e G

En efecto, para cada k E G, (R(g) am) = ac(g�0301k), y 8c(g'1k) = I si k = gh, mientras que

8c(g'1k)=0 en otro caso.

Proposicién 4. 5.2.- En el espacio de Hilbert L�031(G)= F(G) can producto escalar ( , ) la

representacién regular es unitaria.

Demostraci6n.- Para}401fge L�031(G)ypara cada g E G tenemos:

1 1 _._....._
(R<g),, ,R(g>,, ) = M2(R(g),, )(x>(R<g),, xx)

xeG

1 �024�024_"'_
= -2/.<g �030xwg�030x>

IGI xec
1 �024�024-_

= �024Zf1(y)/�0312(g�030x)=(/1112)
IGI yea

El operador R(g) es asi unitaria para cada gs G.

De/inicio�031):4.5.3.- (Cardcter de la Representacidn Regular)

1 �031�031TR (e) = Tr(R(e)) = dim(F(G)) = o (G)

2'�031Si g ¢e, entonces TR(g) = Tr (R(g))= 0; porque en este caso, para cada h E G, R(g}

6h 2'�0308h

Observacién 4.5.4.- La representacién regular R es irreducible puesto que 2 6g genera
yeG

un subespacio vectorial W de F(G) de dimension 1 (uno) esto es invariante bajo R, en

efecto, para cada ge G, R(g) eh]: 233,, = Zak ademds Rh es equivalente a la
yeG yEG keG

representacién trivial, puesto quepara cada x EW, R(g)(,,) = x.

Ejemplo.- La representacién regular del grupo simétrico S3 sobre (C [S3] es de dimension

6. Esta descomposicién sobre la suma directa de representacién triviales un -

dimensional, la representacién signo un �024dimensional, y dos copias de la representacién

irreducible 2 �024-dimensional de la representacién del grupo no abeliano S3 es dada como
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sigue: Sea 1�0306' S3 Ia transposicién I23 l�024�024>132 y c 6 S3 la permutacién ciclica I23 I->

M
231 que genera S3. Pongamos j =e 3 , asi que j�031+ j + I =0. Podemos representar S3

sobre e�031de}401niendo.

(>10) 01 () f0e = , = , c =

P P 1 0 P 0 3'2

Proposicién 4.5.5.- La descomposicién de la representacién regular de G sobre

componentes isotépicas es R = �2541§n,.p,.,donde p,-, 1' = I, 2, n son las representaciones

irreducibles de G, y n,« = dim p,-.

Demostraci6n.- Sabemos que

G ,si g = e
X12 (3) = I .

0, S! g at e

Yde aqui <XpI |XR> = Xp'(e) = dimp,

N

Teorema 4.5.6.- Nosotros tenemos 201,)�031= |G|, donde n,-=dimp,-
i=1

N N

Demostracio�031n.-Se tiene que [G] =XR (e) = Zn,Xn (e) =2(n,)�031
i=1 i=l

N .

Observacién 4.5. 7.- La igualdad 2(4)�031= [G] muchas veces es usado para determinar la
i=1 '

dimensién de una representacién irreducible cuando se conoce alrededor de (N-1)

representaciones. .

De}402nicién4.5.8.- (Base del Espacio Vectorial de Funciones de Clase)

El espacio vectorial de }401mcionesde clase sobre G tomando valores en (C tiene por

dimensién el mimero de clases conjugadas de G. Mostraremos que esto es también el

nzimero de clases de equivalencia de representaciones irreducible.

' I
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Sea (E, p) una representacién de G, y seaf : G �024�024�024�024-><Cuna}401mcién.Consideramos el

endomor}401smopf: E �024-�024>Edefinidopor:

p, = Xf(g)p(g)
geG

Asi, por de}401nicién,para cada x e E, se tiene

P, (x) =2f(g)/?(g)(x)
geG '

Lema 4.5. 9.- El endomor}401smopI tiene las propiedades siguientes:

(1) Sifes unafuncién clase, grconmuta con ,0.

(ii) Sifes unafuncién clase y si p es irreducible, entonces:

p = �024�024�024�024-�024�024�024|G.<f|x"> I
�031dim p E

Demostracio'n.- 1) Para cadafunciénjf tenemos /yo p(g) : 2 f(h)p(h)p(g) ~_-
heG

Z f(h)p(hg) = Z f(kg�034)p(k)= Z /(ghg�034)p(gh>Si! es asumido como
heG heG heG

una}401mciénclase, obtenemos pf o p(g) : p(g)Z f(h)p(h) = p(g) o pf
heG

ii) Por el lema de Shur �031s,existe Re C tal que pf = /�030LIE. De otro lado,

Trpf = 2f(g)Trp(g) = Z f(g)X ' p(g) = |G|p>, de donde se tiene el resultado.
geG ' geG

Teorema 4.5.10.- Los caracteres irreduciblesforman una base ortonormal del espacio

vectorial de lasfurzciones de clase.

Demostracio'n.- Sabemos que los caracteres, p1, p,, de representaciones irreducibles

no equivalentes de G forman un conjunto ortonormal en L"(G). Mostraremos que este

conjunto spans de subespacio vectorial de}401mcionesde clase. Seafunafuncién clase tal

que para 1 _<j _<n, P) = 0. Nosotros consideramos (pi)? = Z 7(g)p,.(g)., Por el
geG

lema previo (pl. = 0, deducimos por descomposicién, que para cualquier



representacién ,0 tenemos p7 =0. En particular R7 =0, donde R es la representacién

regular. Asi 0 = R}; (33) = Z7(h)R(h)(ag ) = Z7(h)s,,g,g e G
heG heG

Enparticular 0 = R7 (83) = Z_7(h)£,, = 7 asif= 0
I156

Corolario 4.5.11.- El mimero de clase de equivalencia de representaciones irreducibles

de un grupo }401nitoes igual al mimero de clases conjugadas de tal grupo. En otras

palabras la tabla que damos en_ la observacién siguiente es cuadrada.

Observacién 4.5.12.- Las columnas corresponden a las clases conjugadas de un grupo y

las }401lasa las representaciones inequivalentes irreducibles de dicho grupo; en la

interseccién de la }401lay columna escribimos el valor del cardcter de la representacién

evaluada sobre un elemento cualquiera de la clase conjugada; sea N el mimero de clases

conjugadas de un grupo G (i.e. N es el nu'mero de columnas). Sea g,- E G en la clase

conjugada Cg,-, 15 i _< N, 10 cual consiste de |Cg,.| - elementos. Sea m y pg dos

representaciones irreducibles de G entonces.

-1 N -i�024--

<1-Pk �031TP�031)= 1-Pk 1-Pr = 6": 4

Proposicién 4.5.I3.- Si la 1'-ésima columna es dada por el peso [Cg,.| �031,las }401lasde la

tabla de caracteres (ver apéndice Tabla 1) son ortogonales de la norma ,

Demostracio'n.- Es obtenida directamente de (4.5.12).

Prop0sicio'n 4.5.14.- La columna de la tabla de caracteres de un grupo finito G son

I G
ortogonales y de norma llC'�024||-,de donde |Cg'_| denota el mimero de elementos de las

�030 8

clases conjugadas de g. Explicitamente.

N

i) EXP�031(g)Xpl(g') = 0, sigyg�031noson conjugadas.
(�030=1
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1 N 1
ii) �024�024ZXp(y)X,(g5=-�024IGI �031 �035 lcgl

N

Particularmente, cuando g = e, recobramos la ecuacién 2(dim p, )2 = |G|
i=1

Demostraci6u.- Por teorema (4. 5.10). Si f es una funcién clase, entonces

N .

f = Z<Xp, |f> Xp, . Para g 6 G, consideremos lafuncién clasefg que toma el valor
i=1

1 en gy 0 en cada otra clase conjugada de G. Nosotros tenemos

1 �024�024|Cg|�024�024 . Ice! " �024�024(Xe I12) =|;lZXp,(h)z;<h) =}401Xp.(g>.r as: /g =}402ZXp,<g)Xp..En
xeG i=1

- ~ I N T-�024parttcular, S! g E Cg, entonces 0 = fg(g') = TG-l-XXp, (g)Xp,. (g ').
i=1

Lo cual prueba la parte(i), y de aqui la ortogonalidad de las columnas de la tabla de

caracteres.

De otro lado.

neg: ~ -�0241 = fg (g) = -H2XP; (g)Xp,»(g).
i=1

Lo cualprueba la parte (ii).

4.6 OPERADORES PROYECCIUN

Inducidos los operadores proyeccién sobre las componentes isotépicas de la

descomposicién de un espacio vectorial de alguna representacién.

N

Sea (E, p) la representacién de G y sea p= @ m,.p,. la descomposicién de p sobre los
i=1

componentes isotépicas. El soporte de la componente isotépica m,.p,., es m,E,. =

I P



E, 6 E, (m, veces). Denotemos este subespacio vectorial de Epor V,-. Escribiremos

Vi = m,E,. = EU, donde cada E,�0311. ; 1 _<j Sm, es igual a E,-.
J2

N

Asi tenemos E =

Teorema 4.6.1.- Para cada i E [1, N], pongamos

dim .1: =�024�024&Zx,(g>p(g>
IGI

Entonces:

N
(1) P,~ es laproyeccién de E sobre V,- bajo la descomposicién E = §V}

(2) P.-P,» = cs,/si, para :21 en, NJ,

(3) Si p es unitaria, entonces P,�024es hermitiano, esto es = P,

Demostracién 1. Elz'jamos ig en [1, N], y mostremos que I?o|V =1�030,, mientras que si i ¢io
to to

N .

entonces PM :0. Sea x=§X,, donde @ eV,, y sea x,=J2::x,J., donde x,_j eE,.,J.,

N ""�030 dim p. N "' __. dim p.
cuando x=ZZx,.,1.. Entonces P,o(x) = �024�024�024-�024'°-Z::'Zx,.0(g)p(g)x,J= �024---�0243-

i=1 j=1 IGI i=1 j=1 geG IGI

N m __ ~

2: Ext» (3)/9-'(g) "M
i=1 j=1 gEG

Recordemos el resultado siguiente. �034Sea(E, p) una representacién de G, y sea f una

}401mciénsobre G. Considerando el endomor}401smogr de E definido por

pf(x) = Z f(g)p(gXx)_ Entonces el endomor}401smopftiene las siguientes propiedades:
geG

(1) Sifes una}401mciénclase, grconmuta con p

(ii) Sifes una}401mciénclase y si p es irreducible, entonces:
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|G|§7sXp}= I
P�031dim p 5

Como X,0 es una }401mciénclase y p,- es irreducible entonces podemos aplicar el resultado

anteriorparte (ii) y asi se obtiene.

-�024 !G| IGI
<x,'osxi>IE, = alliollf,

N m. In,�035

La cualfinalmente conduce a p,.o(,,)=ZZ5,.o,X,.J :2X,0J. =X,.o
i=1 j=1 j=1

(2) Las ecuaciones P,-P, = 0 si i ;tjy de laparte (1) se sigue que Pf = 13

(3) Siendo p unitaria, se tiene que:

G �024 �024�024- _ _
.412�031= 2Xi(g)p(g)' = ZX..<g>p<g �030>= ZX.<g ')p(g) = ZXi(g)pi(g)
dlm geG geG geG geG

Esta ultima expreszon es igual a d, R, lo cualprueba laparte (3).
Hnpi

Observacién 4.6.2

N In,

La descomposicién E =69]!/,. es zinica, de otro lado Ia descomposicién V, = GBIE, J. no es
l= j= �031

siempre zinica. Por ejemplo, si p = IE ,entonces ppuede ser escrito en un nzimero in}401nito

de maneras como una suma directa de representaciones unidimensionales.

A continuacidn trataremos las denominada Representaciones Inducidas

Induccién es una operacién que asocia a una representacién de un subgrupo H de un

grupo G una representacién del grupo G en si mismo.

De}401nicidn4.6.3.- Sea G un grupo y H un subgrupo.

Sea (F, rt) una representacién de H. De}401nimosel espacio vectorial E como

E = {er : G�024�024�024�024�024>F/ Vh e H,¢(gh) = 7t(h")¢7(g)} y una representacién p = 7:�034;de G en

Epor (p(g., )<o)(g) = <o(g;�030g),paratodo ¢ 6 E-

r ,



Para cada go 6 G ypara cada g e G. Podemos observar que p(go)¢ permanece en E

puesto que (p(g.,)¢)(gh) = ¢(g;�030g/1)= 7r(h")¢(g;�030g)=7r(h"�030)[(p(g.,)¢)(g)]. De

otro lado vemos que lafuncién g 5-) p(g) es un mor}401smode grupos de G sobre GL (E)

Definicio'n 4.6.4.- La representacién p = 7: T�034de G en E es Ilamado la representacién de

G inducidapor la representacién zdel subgrupo Hde G.

Ejemplo.- Sea G un grupo y consideremos el subgrupo trivial de H = {e} de Gy si 7res la

representacién de H en ((2 , entonces el espacio vectorial E es igual a C [G] y la

representacién de G inducidapor 7zes la representacién regular de G.

Intetpretacién Geométrica de un espacio vectorial 4.6.5

El espacio vectorial E se puede interpretar como el espacio de secciones de un �034Haz

Vectorial �035.Consideremos el producto Cartesiano G x F e introducimos Ia relacién de

equivalencia �034~�035siguiente: (g, x) ~ (gh, 7r(h�0301)x),para todo heH.

GXF _ G . r _
Sea G }{,,F = -�024�024-�024�024y sea q . G X,,F�024>A] la proyeccton dada por q([g, x]) �024gH.

Claramente �034q�034esta bien de}401nida,puesto que si (gf xQ ~ (g, x), entonces g�031=gh, para

algzin h e H.

La imagen inversa bajo Iaproyeccién q de algu'n punto en % es isomor}401coal espacio

vectorial F. Llamamos a G X,,F un Haz vectorial sobre % con}401braF.

Una seccién de la proyeccién q:G X,,F por de}401niciénes una aplicacio'n

3//:�024G�024-�024�024�024)GXF talque qt//=1H Ir a %

. Praposicién 4. 6.6.- El soporte E de la representacién inducida 7: 7�035es el espacio

vectorial de secciones de la proyeccién q ; G XxF -�024;%I
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Demostraci0'n.- Para ¢ e E y g E G nosotros asociamos la clase de equivalencia de (g,

(p(g)). El resultado depende de las clases de equivalencia deg médulo H. En efecto, si g�031

= gh, con h 6�030H, obtenemos la clase de equivalencia de (gh, gv(gh)), lo cual es igual a la

clase de equivalencia de (g, 7202) ¢(gh)) = (g, qJ(g)), puesto que q) E E. Asi uno de}401neuna

seccién q : G X,,F�024�024�024>(%1

De otro lado para cualquier seccién dada que q, podemos asociar un elemento de E

considerando el segundo componente de clase de equivalencia asociada a un elemento

de %. Puesto que esta construccién es la inversa previa, tenemos asi un isomorj}401smo

del espacio E de la representacién inducida sobre el espacio vectorial de secciones del

Haz Vectorial GX,,F .

Nota.- Muchas de las propiedades estudiadas en el caso de un grupo}401nito,se extiende a

grupos topalégicos compactos, para 10 cual estableceremos urz listado de de}401nicionesy

resultados (ver apéndice Tabla 11). Y también las demostraciones son ancilogas al caso

de grupo}401nito.



V. MATERMLES YMETODOS

IKATERLALES

El trabajo de investigacién realizado, no es experimental, ni tiene métodos estadisticos,

es decir no esta sujeto a unaprcicticay experimento de laboratorio. Sin embargo, para su

ejecucion ha sido }401mdamentalla revision de material bibliogra}401code la especialidad,

del mismo modo también se ha recopilada informacion de Internet.

Ademds para la digitacién e impresion del trabajo se ha usado material de tipo técnico �030

en el dise}401ode los informes trimestrales e informe }401nal.Toda la informacio'n ha sido

procesado en un computador en un programador Microsoft Word en concordancia con

los directivos vigentes, mediante el cual se ha editado la totalidad del formulismo

matemdtico y elaborado los esquemas y dibujos relacionados a los diversos temas

desarrollados.

METODOS

Luego de realizar la recopilacién necesaria para la investigacién. Los métodos usados

en la discusion de los temas son clasi}401cadosen:

1. Inductivo.

2. Deductivo

3. Inductivo �024Deductivo

El Método Deductivo.- Es conciso y légico que ha permitido desarrollar la teoria de

representaciones de grupos }401nitos,el producto }401bray la construccién de Rips, para

luego obtener la completitud Pro}401nitade grupos.

El Método Inductivo �024Deductivo.- Ha hecho posible mostrar el desarrollo del-

formalismo descrito en los conceptos; asi como también, el andlisis de las soluciones

para los métodos (ejemplos) presentados.

En conclusion estos métodos han permitido que este trabajo tenga mayor claridad y

precision.
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VI. RESULTADOS H

Basados en la Teoria de Representaciones y completacién pro}401nitade un grupo G

establecemos el resultado propuesta" en este trabajo. Siendo G1 y G2 dos grupos

residualmente}401nitos,}401nitamentepresentados, con F : G1 �024�024�024�024�024>G; un homomor}401smo

tal que la aplicacién inducida de completacién pro}401nitaI3 :57, -�024+G, es un

isomor}401smo,entonces se sigue que F es un isomorjfismo.

Parapresentar tal resultado Io hacemos explorando la construccién delproducto}401bra.

6.1.- PRODUCT0 FIBRA

Asociado a cualquier sucesién exacta corta de grupos

0�024�024�024�024->N�024~-->1-I-�024�024�030�024�024�024>Q�024�024->0

Se tiene elproducto}401braP CHx H,

P-�034={(hJ'2)/}402(h.)=7r(hz)}

Sea N1 = Nx {0} y N; = {0} x N. Claramente vemos que P /7 (Hx {0}} = N; y P /7 ({0} x

H) = N2, mas azin P contiene la diagonal A = {(h, h) : h E H} 5 H.

En efecto P = N1 . A = N2 . A EN )0 H, donde la accién en el semiproducta es

simplemente la conjugacién.

Lema 6.2.- Si H es }401nitamentegenerado y Q es }401nitamentepresentado; entonces el

producto}401braP es}401nitamentegenerado.

Demostracién.- Como Q es }401nitamentepresentado, entonces N C H es finitamente

generado como un subgrupo normal. Para obtener P generado por un conjunto }401nito,

elegimos N1 generando un conjunto normal y entonces a}401adimosun conjunto generado A

tal que A es isomorfo a H.
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Ahora consideremos X e Y espacios topolégicos entonces [X Y] denota el conjunto de

clases de homotopia de las aplicaciones f : X �024-�024�024�024>Y . Si A CXy B C Y entonces [X,

A; Y, B] denota el conjunto de clases de homatapia de las aplicaciones f ; X .._.) y ,

Ilevando A sobre B denotado por (X A) �024�024-�024>(X, B) tal que, ademas A va sobre B

durante toda la homotopia. Para establecer un grupo, seleccionamos un punto base yo 6�030

Yy consideramos el conjunto.

[X x 1, {x0} xIUX x Fr(I); Y,{y0}]

Donde I = [0,1]. Pongamos A = {x0} x I L/Xx Fr(I), note que las aplicaciones

Xx I �024�024->Y las cuales llevan A sobre {Yo} estén en correspondencia uno a uno con las

aplicaciones del espacio cociente -�031-{A31-�024-�024->Ylos cuales toman el punto {A} sobre

{Yo}. Asz�031definimos el espacio.

SX = 5:31 con punto base {A} este es Ilamado la �034Suspensiénreducida �035de X

Denotemos el conjunto de las clases de homotopia de aplicaciones puntilladas de un

espacio puntillado X a un espacio puntillado Y, can homotopias preservando los puntos

base, por [X; Y]a; de esta manera [SX; Y7: esta en correspondencia canonica uno a uno

con [Xx I, A; Y, {yo}].

Proposicién 6.3.- La suspensién reducida S S"" r~v.S"

Demostracién.- Observe que SS"'I �024{*} z(S"'1 �024{*}} x < 0,] > z IR"�034xR2: R", puesto

que SS�035!es compacto de Hausdor}401fse sigue que es homeomor}401coal zinico punto de

compacti}401caciénR " , pero estojustamente es S".

Asi, como un caso especial de la discusién anterior, el conjunto [S", Y]. es un grupo para

n > 0. Esto es el n�024ész'mogrupo de homotopia y es denotado por [1n(y, yo) es decir

IL<Y,yo) = [SHY]. -
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De}401nicién6.4.- Un espacio conexo Y es Ilamado un espacio de �034Eilemberg�024Mac lane

de tipo (7:n)�035si I_I"(Y)z-7: y f1,.(y)=o. Para i ¢ n. Un tal espacio es también

simplemente Ilamado un �034Espaciode tipo (7; rt) �0350 un �034K(7z,n)

De}401nicién6.5.- Un grupo discreto Fse dice que es de tipo F,,, si existe un espacio de

Eilemberg ~ Maclane K(E 1) con muchas celdas solamente}401nitosen el n �024esqueleto.

Teorema 6.6.- Sea 0 .._.) N .._; H ._L.; Q .._; 1 una sucesién exacta de grupos.

Supéngase que N es}401nitamentegenerado, H es}401nitamentepresentado, y Q es de tipo F3,

entonces elproducto}401bra.

Pr-={(h,,h2)/7r(h,)=7r(h2)}g:_H xH

Es}401nitamentepresentado.

Demostracio'n.- Es obtenida directamente del lema y Teorema inmediatas anterior.

6. 7. LA CONSTRUCCIO'NDERIPS

En uno de sus trabajos, Rips describe un algoritmo que da una presentacién de un grupo

}401nito,construiremos una sucesién exacta corta de gruposo �024�024>N �024�024�024>H --�024>

Q�024�024-�024-�024�024>0donde Q es el grupo con la presentacién dada, H es una peque}401acancelacién

y N es un grupo 2-generador. Aqui tenemos un buen nu'mero de re}401namientosde la

construccién original de Ripsis ingeniado; asi como un seguro que el grupo H tiene

propiedades adicionales, la construccién de Rips asi como el seguro que el grupo de

peque}401acancelacién obtenida es residualmente }401nito.De este modo formulamos y

obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.8.- Existe un algoritmo que asocia a cada presentacién P de grupo}401nitouna

sucesién exacta corta de grupos.

O�024�024�024>N�024�024�024�024>H�024-�024�024�024>Q�024~�024>0

{:4}



Donde Q es el grupo presentado por P el grupo N es generado por tres elementos, y el

grupo H es libre torsién, residualmente}401nito.

6.9. PRESENTACIONES DE GRUPOS

Nosotros describiremos las presentaciones de un grupo, usando como nuestro punto de

partida Ia construccién de Rips (una versién residualmente }401nita).Recordemos que

asociado a cualquier presentacién de grupo}401nitouno tiene la combinatoria compacta 2

�024compleja que tiene un vértice, un eje dirigido e(v) correspondiente a cada generador

�034v�035de la presentacién, y una 2 ~�024celda correspondiendo a cada relacio'n la frontera de

la 2 �024celda correspondiendo a la relacién r = v1 v2 vk es aa}401untadoal I - esqueleto

por el lazo e (v1) e (V2) e (vk).

De_}401nicio'n6.10.- La presentacién establecida lineas arriba se dice esferical (aspherical)

si esta presentacién compleja tiene un cubrimiento contractible universal. Y se dice que

una presentacién es balanceada (balanced) si esta tiene el mismo mimero de relaciones

como generadores.

Con estas de}401nicionesse obtiene directamente laproposicién siguiente.

Proposicién 6.11.- Existen grupos in}401nitosQ, dados par presentaciones finitas

balanceadas y esfericales, tal que Q no tiene cocientes}401nitosno triviales.

Teorema 6.12 (Teorema clasi}401cacidnde Hop19

Sea K un CW complejo y asumamos que dim K = n o que n = 1, entonces existe una

correspondencia uno a uno

[K;s"] (-9 H,_(K,Z)

Dadopor (-> C¢; donde ¢ : K�024�024�024�024->S" es un CW Yasi C¢ es un ciclo.

Demostracidn.- Ver [3] Pag. 427

Lema 6.13.- Si Q tiene una presentacién balanceada}401nitay H; (Q, Z ) = 0, entonces H;

(Q, Z ) = 0. .
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Demostracién.- Sea F el grupo libre sobre los generadores dados de Q y R para la

clausura normal de las relaciones dados; tenemos de esta manera la sucesién exacta

corta.

0~+R�024aF�024aQ�024aO

De donde obtenemos una sucesio'n exacta de grupos abelianos.

R n [F, F] R F R
0�024�024->�024�024:�024�024-�024-�024->�024�024-�024-)�024�024-�024�024�024>�024�024-�024�024�024-�024�024)0

[R, F] [R,F] [F,F] R[F,F]

Entonces Ia formula de Hopffs identi}401cael primer grupo en esta sucesion como H;

F
(Q, Z ). Por dato H; (Q, Z ) = 0, y W es un grupo abeliano libre, de rango �034n

, . . . . R nAsz Ia secuencza medza anterior escmde, pongamos R�024[1-Q?]E H2 (Q, Z) 6 Z . El grupo

. R . .
abeltano E2-F] es generado por las zmdgenes de las relaciones de Q, de los cuales solo

existen �034n�035.Asi H2 (Q, Z ) = 0.

Finalmente basado en los resultados anteriores (proposicion �024~lema) establecemos la

siguiente observacion.

Observacién 6.I4.- Existen muchos grupos del tipo descrito en la proposicion anterior,

donde Ias presentaciones son esfericales; notandose que ellos son incrustados de grupos _

ciclicos in}401nitosformandose repetidamente productos libres }401tsionadosy extensiones

HNN a lo largo de subgrupos libres, las presentaciones naturales de tales grupos son

es}401aricales.Todo esto y de manera explicita lo presentamos como un lema.

Lema 6.15.- Supongase que para cada i = 1, 2, la presentacién G, = (A, es esferical,

y supéngase que las palabras u.~_1, u,-,,, generan un subgrupo libre de rango �034n�035en

G,-.

Entonces: �030

(A, A2 |R,, R2,u,,u;_:,.....,u,_,,u;,i,>
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Es una presentacién esferical de la}401zsiéncorrespondiente alproducto libre G1 * F,, G2.

Analogamente, si v1, 1, ....,v;,,, genera un subgrupo libre de rango �034n�035en G1, entonces

(A1,;-lR1,r'uU rv1'J�030,,,,,,1"uMtv;f_> es una presentacién esferical de extension HNN

correspondiente a G1: Fn.

6.16 LOS GRUPOS DE HIGMAN

Graham Higman construye un grupo llamado �034Grupode Higman�035.El cual no posee

subgrupos propias de indice}401nitoes decir el grupo de Higman es �034simple

Consideremos

.14 = <a,,a2,a3,a4 |a;�030a,a2a,�0302,a;'a,a,a;2,a;'a,a,,a;2,a,�034a,,a,a;2> -

Construiremos estos grupos como sigue:

Para efectos nétese que la presentacién B = (x, y|y"xyx") es esferical. Ahora tomemos

dos pares de copias de B y fusionemos cada par identificando cada Ietra �034x�035en una

copia con la letra �034y�035en la otra copia. Resultando en cada }4014sio'n,G1 y G2, Ia

unidentificacién de copias de �034x�035e �034y�035que generan un grupo libre.

El Grupo J4 es obtenido de G; y G2 por fusionamientos de estos subgrupos libres.

Nuevamente por resultado anterior se garantiza o asegura que la presentacién es

esferical. El grupo es claramente infinito puesto que hemos construido esto como un

}401tsionamientono trivial de producto libres.

Nota.- Argumentos totalmente similares aplicaremospara el grupo J,,

J" = <a,."a,_,a,a,'_2,,(i = 2,.....,n);a,"a,,a,a;2)

Para cada entero n 2 4. Higman en su articulo [G:Higman, A }401nitelyGenerated in}401nite

Simple Group J. London Math. Sac 26 (1951)], hace una demostracién elemental que

estos grupos no tienen cocientes finitos no triviales, particularmente H; (J,,, Z ) =

0 y de aquiH2(J,., Z) =0

Ejemplo.- Sea X una presentacién esferical compleja para A y sea Z también una

presentacién esferical compleja para B, con las inyecciones i : F �024--)A



y j :F�024->Bdadas,donde F es un grupo libre finitamente generado. Uno puede

obtener i yjpor aplicaciones celulares I :W-�024>XyJ:W--�024)Zdonde Wes un grafo

compacto con un vértice v.

Una presentacién esferical compleja para A *p B es entonces obtenida como:

X L; (W x [0,1])u Z médulo Ia relacién de equivalencia generada por: (w, 0) ~ I(w),

(w,1) ~J(w)y (v, t) ~(v,1)para todo w e Wyte[0,1]

6.17 GRUPOS FUSIONADOS DENON �024HOPFIAN

Fijemosp .22 y consideremos

G = <a,a2 'a,"a2�035a, = a§�035">

Estos grupos admiten epimor}401smosno inyectivos ¢(a,)=a, , ¢(a2)=a§�031. El elemento

no trivial C = [a2,a1"�030a2a,:|se encuentra en el nu'clea de ¢. De este modo un resultado

denominado �034lemade Britton �031sasegura que a y c genera un subgrupo libre de rango 2 �035.

0bservacio'n 6.18.- Sif : G �024�024�024�024�024>R es un homomor}401smode un grupo finito, entonces

f(c) =1. En efecto si f(c) ¢ 1 entonces tendriamos muchas e in}401nitasaplicaciones

distintas G -�024-9R es decirfo ¢7', contradiciendo el hecho que de la }401nitudde muchos

homomor}401smosde cualquier grupo}401nitamentegenerado a cualquier grupo}401nito.

Nosotros fusionamos dos copias G1 y G2. de G poniendo C' =a," y =c". Una vez mas

un lema anterior dice que la presentacién natural de los resultados fusionados es

esferical. Bajo cualquier homomor}401smode esta }401tsiénG1 *F2 G2 a un grupo }401nito,

C '(=a," ) yC"(=a;) tiene aplicaciones Triviales, lo cual obliga al grupo entero a tener

imagen trivial. De esta manera para cada p 2 2 obtenemos la siguientes presentacién

esferical de un grupo de cocientes}401nitosno triviales.

Bp = <a1�031a2sbvb2Ia]-la2fala;p�024�0309b1_lb;blbgp_l9a;l[b29bl_lb2b1]9b1�024l[a2sa1�024la2a1]>
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6.19 EL CRITERIO DE PLATANOV-�024TARGEN

Para efectos de la �034completacion�035,incluiremos una demostracién de este criterio que se

puede encontrar detalladamente en cualquier texto relacionado a grupos pro}401nitos.Sin

embargo nosotros seguiremos dicho criterio bajo los mismos argumentos basado en un

lema y teorema que a continuacion exponemos.

Lema 6.20.- Sea H un grupo }401nitamentegenerado y sea L CN subgrupos normales de

H. Asumamos que -1; es }401nito,Q = 1;. tiene cocientes no }401nitosy H2 (Q,Z) = 0.

Entonces existe un subgrupo S1 CHde indice}401nitotal que S1 nN = L.

, ., N . .,
Demostracién.- Sea M el nucleo de la acczon H�024-->Aut-1: par conjugacton. Puesto

que M tiene indice}401nitoen H, este aplica sobre Q. Asi tenemos una extension central.

N M M
1-�024~�024>�024�024n �024-�024-�024�024->�024�024�024�024>Q�024�024>1

L L L

Porque Q es completo, este tiene una extension central. Puesto que H2 (Q,Z) =0, esta

extension es trivial. Asi cada extension central de Q escinde. En particular -4-:�024retracta

so re -- - .
L L

_ N M
De}401nimosS1 para ser el nucleo resultando el homomor}401smoM--�024>�024L-FW I

Teorema 6.21 (Criterio de Platanov �024Tavgen)

Sea 1-�024->N-�024�024�024>H�024�024�024�0249Q�024�024�024)1una sucesio'n exacta de grupos y sea P C H x H el

producto }401braasociado. Si H es}401nitamentegenerado, Q no tiene cocientes finitos, y H;

(Q,Z) = 0, entonces la inclusion 1' : P g.___..p H x H induce un isomor}401smo

l : j5�024�024~�024>H5cI-AI



Dem0straci(5n.�024Primeramente recordemos que asociado a cualquier sucesién exacta

corta de grupos.

1�024�024�024->N�024�024�024~+H�024�035�024>Q�024�024�024�024->1

Se tiene elproducto}401braP CHx H, donde P=: = .

Ahora sea T = H x H, la suryectividad de 1�031"es equivalente a la relacién que no existe

subgrupos propias G C T de indice }401nitoconteniendo a P. Si existe un tal subgrupo,

G I

entonces tendremos Nx N CP C�030G, y W sera un subgrupo propio de indice }401nito

en -- --
H x(H J
N N .

Lo cual arroja contradiccién de lo supuesto que existe un tal subgrupo.

En lo referente a la inyectividad, para mostrar que es inyectiva, esto es su}401ciente

mostrar que dado cualquier subgrupo normal de indice }401nitoR c:P, existe un subgrupo

de indice finito S C-T tal que S n P gR. Note que L : = R}402(Nx el cual es

normal en P y de indice }401nitoen N1 = (N x {1}}, es también normal en H1 = H x {I}, �031

porque la accién de (11, 1) E H; por conjugacién sobre L1 es el mismo como la accion de

(h, h) GP. De modo similar se aplicapara N2 = ({1}, N) y L; = Rn N2. .

Tenemos ahora subgrupos de indice }401nitoS; CHx {1} y S2 C{1} x H tal que S,-

n N,- =L,- para i = 1, 2. Asi S : = SIS; intersecta a NIN2 en LIL; _g R/7N1N2.

T
_ Consideremos xe(P - R). Puesto que P y R n S tiene la misma imagen en Q x Q = W

1 2

(osea la diagonal) existe ye R /7 S tal que x y 60/1N; �024R). Puesto que MN; /7 S _c_'

N;N2n R, concluyéndose que x 2-�030S. De aquiP n S _gR.

Teorema 6.22.- Existe un grupo H residualmente }401nito,2 ~ dimensional hiperbo'lico y _ �030

subgrupos}401nitamentepresentados P '~__.�024>G: H x H de indice infinito, tal que P no

es abstractamente isomor}401coa G, pero la inclusionj : P ;_...G induce un isomor}401smo

JAHP Que permitirdn lograrparte del objetivo propuesta. _

  



Demostraci6n.- Empezamos con una presentacién esferical}401nitapara uno de los grupos

gestantes J,, 0 BP estudiadas y construidos anteriormente; sea Q el tal grupo. Aplicando

Ia construccién de Rips �024Wiese obtenemos una sucesién exacta corta.

0--�024�024>N--�024->H~*>Q~�024�024>0

Donde H es un grupo hipérbolico residualmente}401nito(2 ~ dimensional) y N un subgrupo

}401nitamentegenerado. Por resultados anteriores el producto }401braP CHx H asociado a

esta sucesién es }401nitamentepresentada puesto que Q es infinito, P es un subgrupo de

indice in}401nito.La sucesién 0�024>N�024�024�024)H:-)Q�024�024�024)0satisface el criterio de

Platanov �024Tavgen, y de aqui la inclusion j : P \�024+Hx H induce un isomor}402smo

j :P�024�024>Hx H.

Para ver que P no es abstractamente isomor}401coa T = H x H, nosotros recurrimos al

hecho que los elementos centralizadores no triviales en grupos hiperbélicos libre torsion

son ciclicos. Realmente esta observacién permite caracterizar H x {I} y {1} x H cuando

solamente los subgrupos no �024abelianos de T que son los centralizadores de subgrupos

no ciclicos de T \ {1}. Los subgrupos {I} x Ny N x {1} de P son caracterizados de la

misma manera. Asi si P serd abstractamente isornor}401coa II entonces H serd isomor}401co

a N. A

Ahora daremos una presentacién explicita para un par de grupos P g...�031H x H

satiyaciendo la conclusion del teorema 6.22.

La presentacién de P tiene diez generadores y setenta y siete relaciones y la suma de las

longitudes de las relaciones es aproximadamente ocho mil. Como grupo germinador

nosotros tomamos J4 donde:

J4 = <a,,a2,a3,a4 Ia2"a,a2a,'2,a3"'a2a3a2'2 ,a;'a,a.,a;2,af'a4a,af">

En general, damos una presentacién de un grupo que tiene r �024generadores y

m-relaciones, el grupo hiperbolico producidopor la construccién de Rips �024wise tendrd

(r + 3) -�024generadores y (m + 6r) �024relaciones.

47

r



Ejemplo (Una presentacién de H)

Existen siete generadores; a1,a2,a3,a4,x;,x2,x3 sujeto alas relaciones

(R,) :afxl.a'." = v,}.e(x) para i e {1,2,3,4},j e {l,2,3} ,8 = :t1

J�031

(R2 ) : a2�034a,a2a,'2= u,(x),a3"a2a3a;2 = u2(x),

a;'a3a,,a3�0302= u3(x),a,"a4ala;2 = u, (x)

donde vac (x) = vljs x3v;].Ex;' paraj = 1,2 y vim (x) = v,z£x3v,'.z£, y u,.(x) = u,.x3u;x3", existentes

Con las 56palabras u,,u;,v,.J.5,v,'].6 existentes (en cualquier orden)

{x,x§"x,x§"�035'x,x§"*2x,x§"�0353x,x§�035�035In =1,2,.....,56}

Las relaciones garantiza que el subgrupo N .' = (x,,x2,x3> es normal en H, y las

u ' H I I c u I

relactones (R2) garantzza que 7 es zsomor}401coa J4 vza la aplzcaczon Cl, I-90,.

Con respecto a lafibraproducto P CHx Hasociado a la sucesién exacta carta.

1�024�024)N�024�024�024-)H�024�024�024�024->J4�024--�024>1

Necesitamos Ia siguiente notacién.

Para cadaj e {1, 2, 3} introducimos generadores para representar (x,~, 1) y para

representar (1, xj). Dado una palabra wbc) en la letra )_c = {x1, x2, x3} nosotros escribimos

w (g_cL) para la palabra obtenida haciendo las sustituciones formales xj �024�024-�024>; e

igualmente para w ()_gR). Introducimos generadores Ai, para representar (a,-,a,~) 6 H.

�030 La siguiente presentacién es un caso especial. Nuestra notacién (R1) y (R2) es muy

conveniente el conjunto adicional de relaciones (S3) y Z, son vacios.
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Ejemplo (una presentacién de P)

Existen diez generadores

A1,A;,A3,A4, 2c,�030,:9�030,x§�030,)4�030,xf,)é�030sujeto alas relaciones

4:§A,Am«4:�034= u.(z�030)u.(x")(Para i = 1, 2, 3),
}�031

A;�030A4A.Af= u4(£�030)u4(x")

ademds:

[xf,x,f]=1paratodoj,k e {1,2,3}

J�031
- �024 R -A,.�030xf4s = VUQQEL) y AfxfA7 s , V,,j5(,a_c )para1 e{l,2,3,4},

je{1,2,3},£=i1

Donde las palabras u,. y vy, son como lineas arriba.

Nota.- El estudio de las representaciones irreducibles bdsicas yfundamentalmente con la

teoria de operador entrelazado nospermite establecer la siguiente aplicacién.

Aplicacién (1) Meccinica cuéntica.�024Losoperadores simétricos de un sistema

representado por un Hamiltoniano fl (un operador actuando sobre un espacio de

Hilbert), son precisamente los operadores que conmutan con H . Para cada nivel de

energia, esto es, para cada autovalor del Hamiltaniano existe un autoespacio

correspondiente, entonces por el lema (4.3.15) [�034Siel operador entrelazado T conmuta

con la representacién p, entonces cada autoespacio de T es invariante bajo p�035],cada

autoespacio es el soporte de una representacién del grupo de simetrias del sistema. Por

el principio de Wigner �031spara cada nivel de energia, la representacién correspondiente

es una representacién irreducible del grupo simétrico completo del sistema. La

dimensién de la representacién correspondiente para el nivel de energia dado es llamada

el grado de degeneracién del nivel de energia.

Ahora describiremos una construccién que asocia a cada grupo de tipo F3 (ver de}401nicién

6.5) un par de grupos p L...» G satisfaciendo la conclusién del Teorema (6.22) [Teorema



y/o resultado principal de este trabajo] y empecemos denotando por .9} la clase de

grupos de tipo F3.

Lema 6.23.- Cada G E Z;puede ser inmerso en un grupo G e 3} que no tiene subgrupos

propios de indice}401nito.

Demostraci6n.- Asumamos que G es generado por elementos {g1,...,g,,} tal que o (g;)

= 00, para todo i = 1,....,n , para asi ser reemplazado G por G x Z y {g1,...,g,,} por

{g1k, ggk}, donde Z = (k).Sea Q un grupo esferical, con cocientes }401nitosno triviales

como se realizo�031en los lemas (6.13) y (6.15). Nosotrosfijamos q 6 Q �024-{e}y modi}401camos

G repetidamente formando o fusionando productos libres con copias de Q de modo

siguiente.

Sea G1 = G.ZQ, donde g; 5 G es identi}401cadacon q E Q. Entonces, para i = 2, 3, ...,n

tomemos Gi = Gi-1.2 Q, donde g,~e�030G C G1�031-Ies idenn}401cadocon q E Q. SeaG= Gn.

Puesto que Q no tiene cocientes no triviales finitos, cualquier homomor}401smode G a un I

grupo}401nitoanula cada copia de Qypor ende a cada de los generadores g,-.

Aplicacién (2).- El grupo G obtenido en el lema 6.23 es perfecta y asi este tiene una '

extension universal central, pues al considerar la sucesion.

o�024�024�024+H,(�031é,Z)�024�024�024->c";�024->5�024�024+o �030

Donde G es superper}401zcto,es decir H1 (G,Z) = H; (G,Z)= 0. Puesto que G y H; (

G,Z) esta en .�030/'3,de modo que engendra G. Ademds como G no tiene cocientes}401nitos

no triviales entonces ningunos engendran G : Puesto que G es perfecta, tal cociente no

serci abeliano, asi se factorice la imagen de H2 (G,Z) aprovechdndose de este modo el

cocientefinito no trivial de G.

Proposicién 6.24.- La suma H G HG G H 2n �024�024copias de H (es decir:

H6... $H=H2") contiene al menos n �024subgrupos no isomor}401cos,}401nitamenteV

presentados P tal que P g_,H2" induce un isomor}401smoI5 �024-->H 2".



Demostracio'n.- Tenemos una sucesién exacta corta 0-�024�024>N-�024�024�024�024->H�024-�035�024�024�024)C~i�024�024+0.

Para cada entero k = 1, 2,....,n consideremos el epimor}401smoIrk :H�035�024�024�024->6"que

aplica Ios primeros k ~ factores par 72' y aplica los (n-k) factores restantes trivialmente.

Asi ker (nk) = N�030x H''''�030el cual es }401nitamentegenerado. G�030E .9} es superperfecto y no

tiene cocientes }401nitos.De este modo concluimos que el producto }401braasociado a 72k es

un grupofinitamente presentado cuya inclusion Pk 4-» H2" induce un isomor}401smosobre

completaciones pro}401nitases decir 13,, �024�024�024>H2" es un isomor}401smo.

Observacidn 6.25.- Si K ¢t entonces Pk no es isomor}401coa P,. Para lo cual bastard usar

la estructura centralizadores en Pk.

Proposicidn 6.26.- Si H es un grupo libre de al menos rango tres, entonces existen

muchos subgrupos no isomor}401cosfinitamente generadas P de indice in}401nitotal que

¢,,:P¢�024�024�024>HxH induce unisomoljismo ¢,, :13 �024�024�024->H x H

Demostraci6n.- Se ha construido en (6.16) y (6.17) menos grupos no isomor}401cosBk

presentados }401nitamente,tal que cada uno de los cuales pueden ser generadas por tres

elementos; estos grupos tienen cocientes no }401nitosy H; (Bk, Z)=0. Por el lema 6.2 se

tiene que el producto }401braPk C�030H x H asociado a cada sucesién exacta corta

0�024�024�024�024>N�024�024�024)H-�024�024�024�024>B,,-�024�024l-)0es finitamente generado, y el criterio de: Platanov �024

Tavgen aplica a la inclusion Pk Hx H. Entonces vemos que el subgrupo Nx N ::

Pk es zinicamente determinado por la estructura de centralizadofes en Pk y como

P �034""�031
�024�0241�030�024�024-E Bk , se sigue que P, no es isomor}401coa Pk si t ¢k.
NxN

Teorema 6.27.- Un homomor}401smo¢;:G, �024�024>G2entre grupos residualmente }401nitos

induce un isomor}401cos(13 : G, -�024�024-�024>G2 si y solamente si el funtor restriccién

or; :Re pA (G,)-�024)RepA (G,) es una categoria de equivalencias para cada anillo

conmutativo A no cero, donde Rep,4 (G) denota la categoria de representaciones del

grupo G. A

Demostracién Pag. 384 �031
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Aplicacién (3).- Sea Vect (10 la categoria de todos los K �024espacios }401nitamente

generadas y considerese el}401mtor.

T : Re pK (G)�024�024�024->Vect(V)

Considérese C I K (G) el grupo de las transformaciones naturales delfuntor �034T�035que son

compatibles con elproducto tensorial ®K. Asi un elemento r e C | K (G) es una coleccién

(TM) de isomar}401smosK �024Iineales �030(M:T(M)�024�024�024�024�024+T(M), uno para cada Me obj

(RepK(G)). Satisfaciendo las dos siguientes condiciones:

(C1) Para todo M, N 6 obj (RepK(G)) y todas las aplicaciones K-Iineales

¢:M �024�024�024-�024�024)NG�024equz�030variantes,el diagrama.

T((0)
T(M �024�024�024+TW)

1/ TM IN

Traw �024�024�024�024(i�035�031�024�024>Tm)
Es conmutativo.

(C2) Para todo M, N 6 Obj (RepK (G)) tenemos 2'M®KN = TM ®K z'N entonces

obviamente existe un homomor}401smode grupos ff :G -�024�024�024�024>CIK(G) definido por

ff (g)M := (g [M) para todo gs G y Me Obj (RepK(G)). Si G es residualmente

}401nitoy K ¢0, entonces ff es un monomorjismo.

La correspondencia G-�024-�024->ClK(G) extiende a unfuntor covariante CIK sobre la

categoria de grupos: asi CIK asigna un homomor}401smode grupos h :G, --�024�024>G2,

el homomor}401smo13K :Cl,, (G,)�024�024�024�024�024>CIA (G2)que lleva 1' = (TM) e ClK(G,) a

ix (1) e CIK (G2) de acuerdo a , regla de correspondencia se tiene:

13K (r)N := th;(N),N e 0bj(RepK (G, )) No�031teseque }401x(f,f' (G, )) = ff: (G2)
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VII. DISCUSIO'N

En este trabajo el resultado, estudiado y obtenido es sélo y solamente basado en la

estructura de grupo (grupos profinito). GROTHENDIECK en uno de sus articulos

(representations Linéaires et compacti}401cationpro}401niedes groupes discrets, Manuscrita

Math 2 (1970), presenta una conexién entre la Teoria de Representaciones de un grupo

}401nitamentegenerado y su completacién pro}401nitateniendo como conjunto base

(subyacente) a un anillo: �034SiA ¢ 0 es un anillo conmutativo y F : G1�024�024)G2es un

homomor}401smode grupos }401nitamentegeneradas entonces 13:6, �024�024�024�024�024>é2es un

isamor}401smosi y solamente si el }401mtorFA' :Re pA (G,)�024�024>RepA (G2)es una

equivalencia de categorias, donde Rep,4(G) es la categoria de A �024médulos finitamente

presentados con una G �024accién.
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CONCLUSIONES

1. Muchas de los resultados obtenidos en la Teoria de Representaciones de Grupos

Finitos se cumplen también para grupos compactos.

2.�031La Nocién de una representacién de grupo es }401mdamentalen la }401sicay

matemdtica. La idea es para estudiar los diferentes métodos 0 caminos que los

grupos pueden actuar sobre el espacio vectorial de las transformaciones Iineales.

3. La completitud pro}401nitade un grupo G se establece bdsicamente sobre la

construccién del Producto Fibra.

4. La completacién pro}401nitadel grupo }401mdamental171 (X�030'",x) admire una

descripcz'o'n puramente algebraica [donde X�035representa la variedad compleja

asociada alplanoproyectivo conexo Xsobre C].

5. Reconstruir un grupo residualmente finito G, de la estructura del producto

tensorial de su categoria de representaciones Repg (G).
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a 1X. APENDICE

Tabla 1: Tabla Matricial de Cardcteres, cuyas columnas son las clases conjugadas

y las }401laslas representaciones irreducibles e inequivalentes. La

interseccién de la }401lay columna son los valores de cardcter de la

representacién, evaluada sobre un elemento de la clase conjugada.

Representaciones Clases Can 'u adas: ,

ine uivalentes ,4

�024
:

:

_

:
Nota.- Esta tabla es cuadrada.
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Tabla 2: Resultadosy de}401nicionessobre grupos topolégicos compactos.

1. Sea G un grupo topologico. Una 1?) La representacién trivial de G sobre

representacién de G es de}401nidapor un espacio E es definido por p(g) =15,

un espacio de Hilbert Ey un mor}401smo para cada g 5- G_

de grupos p: G �024�024�024>GL(E)tal que ii) Una condicio'n su}401cientepara la I

para cada x E E; g eG I-�024>p(g)xe E continuidad de la aplicacién gr->

es una aplicacién continua. p(g)x, para cada x E E es que.�030

�031 ' g'hggl|p(g)-1E|I=0

2. a) Sean (E1, p1) y (E2, pg) dos i) Si (E, p) es una representacién unitaria

representaciones unitarias de G. Un y si Fc-E es cerrado invariante bajo p,

operador entrelazado por P1 y pz es entonces F�030es también invariante bajo

d�254}401"id0P07�030cualquier aplicacién p, y las proyecciones ortogonales P; de

lineal, continua T: E; �024-�024>E2tal que Fy PM de F1 conmutan can p,

pg (g) T = Tp1(g) para cada gs G. ii) Cada representacién unitaria }401nito

b) Una representacién (E, p) de G es dimensional de un grupo topolégico es

llamada irreducible si E at (0) y si no C0mPle�0310'"e"�031e79414051719-

es un subespacio vectorial no trivial iii) 590 G W 8714170 �0310P0l<5giC0:J�031590" (E13

invariante bajo 9 pi), i =I,2 dos representaciones

c) Una representacién es llamada unitarias irreducibles de G. Sea T una

completamente reducible (0 aplicacién lineal continua de E1 en E;

semisimple) si esta es la suma directa que enlrelaza P1 y /32 e}402fonce0 T "= 0 0

[(�254�034BEi,G*3pi)]de representaciones T es un isomor}401smo,y T es entonces

unico bajo una multiplicacién
irreducibles. constante.

iv) Sean G un grupo topologico y (E, p)

una representacion unitaria de G.

entonces p es irreducible si y solo si

_ cada endomor}401smode E que conmuta

con p es un mdltiplo esedor de 11;.
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v) Las representaciones unitarias

irreducibles de un grupo abeliano son

uni �024dimensionales

vi) Cada representacién de un grupo

compacto es unitarizable.

vii) Cada representacién in}401nito

dimensional de un grupo compacto es

completamente reducible.

viii) Cada representacién irreducible de

un grupo compacto es finito

dimensional.

3. Relaciones de ortogonalidad Sean p, y p2 dos representaciones

El producto escalar sobre el espacio irreducibles de G- gntances _-

vectorial de funciones complejas

valuados sobre un grupo G esta dada < > {Q S; P] .. P2
2' ,1 = _

por "' "2 1, SI.01**/72

(f.,f2)= If1(g)f2(g)dg
G

Donde dg es la medida de Haar.
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Tabla 3.- Presentacién de Valores de Verdad (V0 F) para representaciones de

gruposfinitosy grupos compactos.

ENUNCL4D0 Representacidn de Representacién de

G-}401nito G-compacto

Si pes una representacién unitaria de

G sobre (E, < ,>.
Verdad Verdad

Si FCE es invariante bajo pentonces

F1 lo es.

Si T entrelaza p1 y pg entonces el Ker(Y)

es invariante bajo p1 y la Im(T) es Verdad Verdad

invariante bajo pg

Si T conmuta con /3, cada autoespacio
Verdad

de T es invariante bajo p

Una representacién p es irreducible si y
_ Verdad

solo S1 <rp,z'p> =1

Cada representacién es unitrizable.

Cada representacién }401nitodimensional
Verdad Verdad

es completamente reducible.

Cada representacién irreducible es
Verdad Verdad

finito dimensional

Existe un numero finito de clases de

equivalencia de representaciones

irreducibles igual a las clases
Verdad Falso

conjugadas del grupo igual a su vez a la

dimensién del espacio vectorial de

funciones de clase.

Los caracteres irreducibles forman una
Verdad, como base de

base ortonormal del espacio vectorial Verdad
_ un espacio de Hilbert.

defunciones de clase.
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ENUNCMDO Representacién de G- Representacién de G-

�024
La matriz de coe}401cientesen

base ortonormal de

representaciones irreducibles Verdad Verdad�031como un

forman una base ortogonal del conjunto ortogonal

espacio L2 (G)

Cada representaeién tiene una Verdad. Sobre una suma

descomposicién sobre una suma directa de Hilbert.

directa Verdad �035
p = (9 min,-

N .-=1
P=§m,.;o,.,m,.=<r,.,z'p> �030 mi =<Ti�031¢_p)

Descomposicién de la A

§(dimp,.)�031= |G|

Cada representacién irreducible

es contenido en la

representacién regular de un Verdad Verdad

nu'mero de tiempos igual a su

dimensién.

Laproyeccién sobre una dim P. n___ .

componente isotépica es dada P; =�030Tar�031;7.- (8)/7(8)

por P,-

Nota: *** signi}401caque no sepuede concluir ni lafalsedad ni la verdad.



DK. ANEXOS

9.1 ANEXOS

De}402nicitin9.1.1 (Grupo)

Sea G un conjunto no vacio, -:G x G�024�024�024-�024�024)Guna operacién binaria. Diremos que la

pareja (G, .) es un grupo si cumple las condiciones siguientes:

g1) a. (b. c) = (a.b). c, para todo a, b,c en G.

g2) Para todo a E G, existe e E G tal que ae = e.a =a (este elemento �034e�035se llama

identidad de Gy se denota por ea)

g3) A Para todo a as G existe b 5 G tal que a.b = b.a = e (este elemento �034b�035se llama

inverso y se denotapor a�0301)

Ademas si cumple a. b = b. a, para todo a, b E G se dice que G es un grupo abeliano.

Ejemplo 9.1.2

a) Lasparejas (Z,+), (Z,,,+), para n e Z", y ({e�030'�035�031�030�031�030�030:k e [O,n�024l],-})

son grupos abelianos.

b) G = {A e k�031�035"':A es una matriz invertible}; entonces G con la mulliplicacién

usual de matrices es un grupo denotadopor GL(n, K), K = R 0' C

De}401nicién9.1.3 Sea (G, -), un grupo H_c;G un subconjunto no vacio es un subgrupo de

G si (H, -) es un grupo. �031 . I

Ejemplo 9.1.4.- (nZ,+) n e Z�034,H= {A e GL(n,K):det(A) = 1} son grupos de Z y GL

(n, K) respectivamente, también son subgrupos de GL(n,K) los conjuntos 0(n, K) =

{A eGL(n,K) : A�031A= I} y S0 (n,K) = {A E 0(n, K): det(A) = 1} llamados grupo ortogonal

y grupo especial ortogonal sobre K respectivamente.

De}401nicién9.1.5. i) Un grupo topolégico es un grupo G tal que este es un espacio

topolégico de Hausdor}402y donde ademds Ias operaciones de G x G en G tal que (g, h)

r-> g.h y de G en G tal que g 5-) g�031!son continuas.

ii) Un espacio topolégico es localmente compacto, si cada punto tiene una vecindad

compacta.
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iii) Un grupo topolégico que es compacto (respectivamente localmente compacto) es

Ilamado grupo compacto (respectivamente, grupo localmente compacto).

De}402nicidn9.1.6.- Sea G un grupo, y sea M an conjunto. Una accién de grupo (0

simplemente una accién) de G sobre M es una aplicacién 1' : G xM-�024�024-�024->Mdenotada

por 2'(g,m) = g.m, tal quepara cada meM, e .m = m, ypara cada gy h en G, se tiene:

g. (h. m) = (gh).m. En este caso decimos que G actzia sobre M.

De}401nicién9.1.7.- Sea G un grupo, N subgrupo de G. Diremos que N es un subgrupo

normal de G si g n g'I 6 N, para todo g E G ypara todo n e N.

Escribamos Ng = {ng : n 5 N}, este conjunto se llama clase lateral derecha de N en G.

Similarmente se de}401neclase lateral izquierda de N en G. El producto de dos clases

laterales a derecha (respectivamente a izquierda) es una clase lateral derecha

(respectivamente a izquierda). El conjunto {Ng : g 6 G} con el producto de clasesforma

un grupo llamado Grupo cociente el cual se denota por G/N.

Ejemplo 9.1.8.- Sea n 5%�031,ZAZ es un grupo cociente.

De}401nicién9.1.9.- (orden de un grupoy de un elemento)

Sea G un grupo el orden de G se de}401necomo el nzimero de elementos de G; denotado 1

por o(G). Si 0(G) < aodiremos que G es un grupo}401nito,caso contrario diremos que G es

in}401nitoy Se escribe 0 (G) =oo

Sea g E G, diremos que el orden de �034g�035denotado por o(g) es n sz�030n es el menor entero

positivo tal que g" = e.

De}401nicidn9.1.10.- (Homomorfsmo de grupos)

Sean G,H dos gruposf: G �024�024�024-)Huna aplicacién es un homomor}401smode grupos si

f (ab) =f(a) f(b), para todo a,b EG. Si el homomor}401smo�034f�035es biyectivo se dice que es un

isomor}401smoy asi Gy H son isomorfos (GEH).

Sif: G �024�024�024�024-)Hes un homomor}401smode grupos se de}401neel micleo def(Kerj) y la imagen

def(1m(}402)como:
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Kerw = {x 5G: f(x)=eH} y Im(f) = {f(x)e= H: x EH} ambos son subgrupos de G y H

respectivamente; mas azin Ker(}402es normal.

, G
Teorema 9.1.11.- Seaf : G �024�024->Hurz homomor}401smosurjyectzvo entonces -F-03 5 H.

er

Demos(rach5n.- Escribamos Ker(}402= R; para obtener el isomor}401smobasta de}401nir

G
�030PI-15-�024>HComo ¢(Rg)=f(g)-

Efiemplo 9.1.12

1) 9-1-J-(-4-�031£I-95 IR, bastard de}401nirf: GL(n, R) -�024-�024->R , com0f(A) = det(A).
SL(n,]R)

ii) (]R,+) 5 (1R* �024{0} ,o). En este caso de}401nasef: R-�024�024�024�024�024>]Rcomof(x) = e�031�030

Grupos libres 9.1.13.- En un grupo G generado por un conjunto S, cada elemento de G

es un producto de elementos de S y de elementos inversos de S. Pero los elementos de S

no son escritos de manera zinica en esta forma, puesto que e= xx�031!= x'1x para cada x E

S: algunos relaciones entre los elementos de S siempre permanecen en G.

El Grupo libre sobre un conjunto S es generado por S can unos cuantos como posibles

relaciones entre los elementos de S. Productos de elementos de S e inversos elementos de

S pueden ser reducidos suprimiendo todos los subproductos x�030Ixy xx". El grupo libre

sobre S consiste entonces de productos reducidosformales.

Reduccién 9.1.14.- Sea X un conjunto arbitrario, sea X�031otro conjunto tal que X /7X�031=

¢, con una biyeccién de X sobre X�031dado por x r�024->xi Convenientemente denotemos la

inversa de esta biyeccién de X�031enXcomo y I-9 yf de modo que (x 9 �031=xpara todo x EX,

y (y9�031=yparatodoye Y=XL'/Xf

Palabras en el alfabeto Y son}401nitos,posiblemente sucesiones vacias de elementos de X

y representan productos de elementos de X y elementos inversos de X El MONOIDE

LIBRE sobre Y es el conjunto W de todas tales palabras, multiplicadas por

concatenacién.



' Dejinicidn 9.1.15.- Una palabra a = (a1, a2,....,a,,) 6 W es réducida cuando a,~+1 ¢ a_'.

para todo is [1, n>.

Ejemplo 9.1.16.- Sea X = {x,y,z,....} entonces (x, y,z) y 6c,x,x) son palabras reducidas,

mientras que (x,y,y 12) no lo es.

De}401nicidn9.1.1 7.- En W escribimos a-�024�030-�024->bcuando a=(a1, a2,....,a,J, a,-+1 = a;y b:

(a1, ....,a,-.1, a,-+2, ....,a,Jpara algzin I Si_<n.

También escribimos a--�024'5�024)bcuando k_>. 0 y a-�024i-)a'�024-�024�030�024�024>a"�024�024-->....�024�024-'�024�024>a(k�031=b

para algzin a',a",....,a(") e W (cuando a=b si k=0).

Y escribiremos ademds: a�024�024�024>bcuando a�024�024"-�024>bpara algzin k.>.0.

Si a es reducida, entonces a-�024�024-"->bimplica k=0, como no existe a-�024'�024->0y a-�024-)b

entonces a = b.

Lema 9.1.18.- Para cada palabra a 6 W existe una reduccién a~�024�024�024>ba una palabra

reducida b.

Demostracio'n.- Usando induccién sobre la longitud de �034a

De}401nicién9.1.19.- La reduccién de la palabra �034a�035denotada por red(a) es la zinica

palabra reducida �034b�035tal que a �024:)b.

Proposicitin 9.1.20.- Bajo la operacién a .b = red (ab), el conjunto dentado por F, y

formado por todas las palabras reducidas en Xes un grupo.

Demostracio'n.- La palabra vacia 1=( ) es reducida y resulta ser la identidad de F,

Mientras que la palabra reducida inversa de a =(a1, a2,....,a,,) esté dada por a'1 =

(a;,a;,,,,.....,a;_,).Pues a'1 es reducida, puesto que a,�031at (a;_, )' para todo z'>1 y

aa ' �024�024�024>1,a"'a�024�024�024->1. Las otras condiciones son rutinariaspor lo tanto Fx es un grupo.

Dq}401nicién9.1.21.- El grupo libre sobre un conjunto X es el grupo F, de la proposicién

(9.1.20) el cual consiste de todas las palabras reducidas en X
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CA TEGORI'AS YFUNTORES

De}401nicidn9.1.22 (Categort�031a).-Una categoria 8: consiste de una coleccién de objetos

Obj ( 8), juntamente con mor}401smosentre ellos. Especzficamente, si X e Yson objetos de

8�030:existe un conjunto de mol}401smosde X a Y, denotado por Mor ;;(X, Y), los mor}401smos

pueden ser compuestos, como}401mcioneso como homomor}401smos,puesf 6�030Mar g~(Y, Z) y

gs Mor ;5{X Y) existe un mot}401smoscomposiciénfo g 5 Mar g-(X Z).

Esta regla de composicién es requerida para satisfacer dos propiedades.

i) SeanfEMorg(Y, Z), geMorg~(X Dy heMorg~(W,/Y) entoncesfo (go h) = (fog)

0 h como elementos de Mar g~(VV, Z)

ii) Cada objeto tiene un mor}401smosidentidad. Escribimos 1,, 6 Mar g(X, X) y veri}401cag.1,,

= 1,, og = gpara todogeMor;.;.~(X, )7.

Definicio'n 9.1.23.- Un isomor}401smoen una categoria @es un mor}401smof : X �024�024->Yen

310 cual admire inverso. Aqui un inverso parafes un mor}401smog Y -�024�024�024-)Xtal que g

0f= Ixyfog = 1»

Dq}401nicién9.1.24 (funtor).- Sean 8�030y .@�035doscategorias. Un }401mtorT : �030B�031-�024�024�024�024>Q�034

asigna a cada objeto x E Obj ( 8) un objeto T(X) 6 obj (Q)y asigna a cada morj}401smof

eMorg~(T(X),T(}9) tal que T(IX) = Img, para todox 6 obj (3), y T0). T(g) = T(fo g),

para cadapar de modismosfy g en 8�031para la cualfo g es de}401nida.

Nota.- 1. Los }401mtoresson usados para detectar cuando los objetos de una categoria

dada no son isomor}401cos.

2. Elfuntor dado en la de}401nicién(9.1.24) se llama covariante y se verifica T(7) o T(g) =

T (g o}402se llamafuntar contravariante.
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SUCESIONES EXACTAS 9.1.25.- A

Sean {Gk }kez unafamilia de grupos y {f,, }kez unafamilia de homomor}402smosde grupos

se dice que la sucesién:

�024-1-L-+G1,�024�0244�030�024�024>G,�024�024�0245�024�024>G2�024�024/2->03

Es exacta si Ker (f,+1) = Im 613 para todo keZ

Nota.- La sucesién descrita lineas arribapuede ser}401nitao in}401nita.G

Cualquier sucesio'n exacta de laforma.

O -�024�024-�024�024>G �024-�024f�024->H �024"�024>K �024�024�024->0

Se denomina sucesién exacta corta de grupos, donde G, Hy K son grupos mientras quef

y g son homomor}401smos.

Ejemplo 9.1.26.- Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G, entonces la sucesi0�031n.

{e} �024-+N-�024"�024-)G-�024�024�035�0249�0241C$-�024�024�024){e}

Donde i es el homomor}401smoinclusién, 72' al homomor}401smoproyeccién y {e} es el

subgrupo trivial, es una sucesién exacta eorta.

PRODUCTOS DE GRUPOS 9.1.26.-

Sean G y H dos grupos. El producto directo (0 simplemente el producto) de G y H es el

producto cartesiano G x Hcon la operacién (g, h) x (gt I1) = (ggj hh 9, para todo g, g�031E

Gypara todo h,h �031E H. Es decir lapareja (G x H, x) es elproducto directo de Gy H.

De manera andloga se de}401neel producto directo de los grupos G1, ...,G,, es decir

G1,, ....,G,, = {(g1,g2, ....,g,,): g,-e Gi, V i=1, ....,n} donde (g1, ....,g,,) x

(g;,....,g,',) = (g1g;,,.....,g,,g;,) donde gl,g,'. e G,., para todo i =1, 2, En esta

de}401niciénsi los GK, k = 1, son subgrupos de un grupo G tal que la aplicacién

¢:G,xG2x......xG,, �024�024->Gdefinida por ¢(g1,....,g,,)= g1g2 ...g,, es un isomor}401smode 1

grupos, se dice entonces que G es elproducto interna de G1, ...., G,,. .



Defnici0'n 9.1.27 (G- conjuntos)

Sea G un grupo, Xun conjunto.

El conjunto Xjuntamente con la accién de G sobre Xes llamada un G �024�024conjunto.

Si X Yson dos G - conjuntos se llama G �024aplicacién, o G aplicacién equivariante toda

aplicaciénf: X �024�024-�024�024>Y tal quef(g. x) = g(x), para todo g E Gypara todo x 6X

Un G ~ isomor}401smoes una G aplicacién la cual es una btyeccio�031n.

Observacién 9.1.28.- Fdcilmente se observa que podemos identi}401cardos G �024conjuntos

los cuales son isomor}401cos.

Lema 9.1.29.- Seaf.' X �024�024�024)Y un G �024isomor}401smo,entonces la aplicacién inversaf" :

Y �024�024-�024>Xtambién es un G �024isomor}401smo.

Demastracion» Discurre directamente de la de}401niciénde G �024isomorj}401smo.

De}401nicién9.1.30.- Sea Xun G ~ conjunto y sea x 6X Entonces el subgrupo de isotropia

de x, denotado por Gx, es el conjunto de elementos de G, lo cual}401ja�034xesto es G, =

{gs G: g.x =x}

La orbita de �034x�035es el conjunto denotado y de}401nidocomo G.x = {g.x. : ge G} CX

Nosotros decimos que G actua transitivamente sobre Xsi X = G.xpara algzin x E X.

Lema 9.1.31.- Sea X un G �024conjunto y sea x 6 X, entonces el subgrupo de isotropia Gx

es un subgrupo de G. .

La orbita, G. x, de x es el subgrupo G-conjunto mas peque}401ode Xel cual contiene x.

Demostracio�031n.-Claramente, G, es un submonoide de G. Ahora si gs G,probemos que g�030

I 5 G, en efecto g"x =g�0301(gx)=(g"g)x = x; asi g'1 E Gx, el resto es rutinario.

De}401nicidn9.1.32.- Sea n E Z. Una variedad n �024dimensional es un espacio de

Hausdor}401,"tal que cada punto tiene an entorno abierto homeomorfo a la bola abierta n

�024�024dimensional U", donde U" = {x E R�035:[x| <1}, abreviadamente Ilamaremos n -

variedad.



Ejemplo 9.1.33.- a) El espacio euclideo R" es una variedad n �024�024dimensional.

b) La esfera unitaria S" = {xe R�034:|x|=1} es una n-variedad.

c) Si M�034es una variedad n-dimensional, cualquier abierto de M�031es también una variedad

n �024dimensional.

De}401nicién9.1.34.- Llamaremos PLANO PROYECT1V0 al espacio cociente de la esfera

S2 obtenido por identificacién de cadapar de puntos diametralmente opuestos. Cualquier

espacio homeomorfo a este cociente también llamamosplanoproyectivo.

Observacidn 9.1.35.- Si interpretamos (Xo,X;,X2) como coordenadas euclideas ordinarias

de un punto de R2, vemos que (X0,X1,X;) y (X(',,X,X;) representan el mismo punto del

planoproyectivo si y solo si estén sobre una misma recta que pasapor el origen. '

Asi pues podemos interpretar un punto del plano proyectivo como una recta de R2 que

pasepor el origen.

PRODUCT0 TENSORML 9.1.36 (Construccién) -

Sea M an A ~ mo'dulo a derecha y sea N un A - mo�031duloa izquierda. Ahora construyamos

elproducto tensorial de My N como sigue: Sea F(M, N) el grupo abeliano libre (es decir

un Z-mo'dulo libre) sobre el conjunto M x N. Asi podemos usar la notacién de suma

directa de Z para escribir F(M,N) es decir:

F(M , N) =
(mm) :5 MxN

Asi escribimos e(,,.,,,) para los elementos de la base canénica correspondiente al (m_,n)-

ésimo sumando. Nosotros entonces tenemos lafuncién i : M x N --�024-�024�024�024>F(M,N) tal que V

i(m.n) = e(,,,,,,). Ahora sea H=gen {e(m + m ', n) �024e(m,n) -�024e(m', n) : m, m ' e M, n E N}

U {e(,,.,,.+,.g �024e(,,,,,,) �024e(,,.,,,) .' m e M, n, n �031sN}

U {e(,,,,,,,,) �024e(,,W) : m 5 M, n, 5 Ma 6A}

7



De}401nicio'n9.1.37.- Con Ias convenciones anteriores, nosotros ponemos el Producto

Tensorial MQ4 N igual a y pongamos j: M x N �024�024�024-�024)M8,; N igual a la

composicién Mx N �024�024'�024�024>F(M,]\D�024-5->MQ4 N es decir. Elproducto tensorial de My N

se denota y de}401necomo:_ �031

M8,4N=  ,ydoMej = no i.

La aplicacién j : Mx N �024�024�024�024->M®,4 N se ve fdcilmente que es débilmente A �024bilineal.

También escribimos M&4 N =j (m,n) E M@A N

Praposicién 9.1.38.- Supéngase dado un A �024médulo M a derecha, y un A �024médulo N a

izquierda y una aplicacién débil A �024bilinealf : M x N -�024�024>G, donde G es un grupo

abeliano. Entonces existe un zinico homomor}401smode grupos 7 : M ®A N -�024�024-9Gtal que

el siguiente diagrama conmuta:

Mx N ____._L___, G
*4

II

I

. [I -

J\ [I f
I

I
II

®A N

Demostracién.- la funciénf: Mx N-�024->G es de}401nidasobre los generadores del grupo

abeliano libre F (M,N). Por la propiedad universal de grupos abelianos libres, existe un

zinico homomor}401smode grupos f�031: F(M,N)-�024�024�024)Gtal que 17 : (e(m,n)) = f(m, n) para

todo (m,n) e Mx N comofes A �024bilineal débil, f�031es fdcil ver que se anula sobre los

generadores de H CF (M, N). Asi el teorema del isomor}401smode Noether, lo cual da la

propiedad universal del grupo factor, muestra que existe un zinico homomor}401smode

grupos.

_f-:M®,, N�024�024>Gcon 70:: =f. Aquz', 7r:F(M,N)�024�024--)M®AN es la aplicacién

canénica la composicién de la zinica f�031can respecto afy de la zinica 7 con respecto a

f�031da el resultado.
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