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RESUMEN

SOLUCICN DE UN PROBLEMA DE OPERADORES
MONOTONOS MAXIMALES USANDO EL

ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL

OMAR FELIX ILLESCA CANGALAYA

~ Febrero-2016

Asesor: Mg Edinson.Ra1'1l Montoro Alegre

Titulo Obtenido: Licenciado en Matemética

V En este trabajo haremos una extension del problema de Optimizacién Convexa sin

restriccién, usando Operadorc-es Monétonos .\/Iaximales. Resolveremos problemas que

tienen la siguiente forma:

(P) Enmntmr an

tal que _0 E T(a:)

donde T es un Operador Monotone Maximal �030

Para resolver el problema. (P) utilizamos el algoritmo de Punto Proximal.

Dado una sucesién {Ah}, de parémetros positivos el algoritmo de. punto proximal

genera una. sucesién C IR", de la sigiliente manera

1. Inicialmente.�024escogemos un :60 E lR"�030

2. Iteracién.�024Para is = 0, 1, 2, Escogemos el parémetro de regularizacién x\;,. E

(O, /�024\]y encontrar :ck+1 tal que

1 �024�024l

. 33k+1 E <7 + (9%)

La sucesién generada por el Algoritmo de punto Proximal converge a la. solucién del

problema ( P), es decir klim {Bk = 32*, donde 0 6 T(:c*).
.-�024)oo

Palabras claves: F1�0301nc-ionConvcxa, Opcradorcs Mouétonos maximalos y Método

del Punto Proximal.
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ABSTRACT g
METHOD OF THE POINT PROXIMAL EXACT WITH
DISTANCE OF BREGMAN FOR THE SOLUTION OF

_ THE PROBLEM VARIATIONAL INEQUALITY IR.�035

OMAR FELIX ILLESCA CANGALAYA �031

February-2016

Advisor: Mg Edinson Raul Montoro Alegre

Obtained Degree: Mathematician �030

In this paper we will make an extension of convex optimization problem without

constraint, using Maximal monotone operators. Solve problems having the follow-

ing form: -

Find 1'
P

. ( ){ such that 0 6T(a:)

where T is a Maximal Monotone Operator

To solve the problem used the proximal point algorithm.

Given a sequence {Ah}, positive parameter proximal point algorithm generates a

sequence C IR�035,as follows

1. Initially.- Choose a 1120 6 IR"

2. Itera.tion.- Fork = 0, 1, 2, We choose the regularization parameter N, E (0, X]

and }401nd:1:k+1 such that

-�031?7Ic+15 <74�030�0241�03071)'g1(�0357kl
2A,;

The sequence generated by the proximal point algorithm converges to the solution

of the problem (P), ie klim zk = :3�030,where 0 E T(z*). �030 I
-700

Keywords: convex function, maximal monotone operators and Proximal Point

Method. 4
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I. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1. 1 Identi}401caciéndel problema

I En la actua.lida.d resolver el problema. de Operadores Monétonos Maximales sirve

para obtener el m1�031nimode una funcién convexa no rJe(:e.s-miarrrerrte diferenciable sin

restriccién ; las cuales son aplicados en el érea de Ciencias e Ingenierias. Estudiados

por Minty [31] y Rockafellar [36].

E1 trabajo de investigaciérr es una extension del problema de Optimizacién Convexa

sin restriccién, usando Operadores Monétonos .\/laxinlales. E1 subdiferencial de una

funcién f en a: �0348f (;r)�035es 1111 operador monotono maximal, Si f 93 diferenciable

entonces Bf = Vf (x), los siguientes problemas son. equivalentes

M ' E t .(P1) . zn f(:z;) n (P2) ncon rm" 1�030

sujeto a an 6 IR tal que 0 E é)f(:n) = T(a:)

es decir la solucion de (P1) es la solucion de (P2) y la solucién de (P2) es la solucion

(l0 1).

P1: Problema de optimizacion convexa irrestricto

P2: Problema de Operadores Monétonos Maximales

Para resolver cl problema (P2) utilizarcrnos cl algoritmo do Punto Proximal.

Dado una sucesién {Ak}, de parémetros positivos el algoritmo de punto proximal

genera una. sucesion C IR", de la siguiente manera:

1. Inicialmente escogemos un mu E IR" _

2. Iteracic�031>n.Para is = 0, 1, 2, escogemos el pa.ré.metro de regularizacién /\k E

(O, /_\] y l'm.lla.mos el siguiente punto :::k+1 tal que

4



1 -1

A ~7?k+1 E (7 + 2-/Q71) (-Tic)

La sucesién generada por el Algoritmo de punto Proximal converge a la solucién del

problema. (P2), cs decir klim rck = 513*, donde 0 E T

1.2 Formulacién del problema

Sea T un Operador Monétono Maximal. El problema de Operadores 1\/Ionétonos

Maximales es definido como:

Encontmr m
(P) .

ml que 0 E 'T(.'1:)

Obtener la solucién del problema (P) utilizando el Algoritmo de Punto Proxi-

mal.

1.3 Objetivos de la investigacién

1.3.1 Objetivo general

Obtener la solucién de un problema de Operadores Monétonos Maximales utilizando

el Algoritmo de Punto Proximal.

. 1.3.2 Objetivos especi}401cos �030

1. Generalizax el Problema de Optimizacién Convexa sin restriccién mediante un

problema de Operadores .\/Ionétonos Maximales.

2. Solucionar problemas de Optinlizaciéll Convexa sin rest1'icci('m mediante

Operadores Monétonos Maximales.

. 1.4 Justi}401cacién

Nucstra justi}401caciénpara realizar cstc estudio cs que en la actualidad, a pcsar quc

existen algunos avances realizados recientemente como el método de Newton y el

5



método de la subgradiente , no existe un método e}401cientepara resolver Problema

de Optimi7.aoi()11 Convexa sin restriccién con la funoién no nexcesariamentr-3. diferen»

ciable. _

1.5 Importancla

Encontrazr la solucién de un Problema de Operadores Monétonos Maximales, ayuda

a resolver problemas do optimizacién convcxa. sin rcst1-iccién. Al cnco11t1�030a.run punto

que resuelve el Problema de Operadores Monétonos Maximales, dicho punto es el

valor que hace minimo a la. funcién convexa sin restriccién. De ahi que el estudio

del algoritmo de Punto Proximal que resuelva tal problema se toma importante y

necesario. '
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II. MARCO TEORICO %

2.1 Topologia en IR" V

En este seccién enullciarelnos algunos conceptos relacionados a la topologia del es- .

. pacio Euclidiano, los cuziles seréln utilizados en las seccioncs siguientes. Por tratarse

de resultados bésicos de anélisis en IR" las demostraciones serén omitidos y podrén

ser encontradas en [10] 0 [11]. _

Mostramos una lista de notaciones mas importantes que serén utilizados a lo largo

�030 de este trabajo.

1. IR es el conjunto de n1'1n1eros reales.

2. IR" es el conjunto de los vectores reales de la forma as = (:51, 2:2, . . . , mu).

3. Hzll es la norma cuclidiana do 2: 6 IR".

4. (:12, y) es el producto interno euclidiano entre .1: 6 IR/\ y 6 IR.

5. f�031es la derivada de la funcién f �030 V

6. Vf (:23) es la gmdicntc do la funcién f calcn1a.da on as 6 IR". A

7. c'3f(a:) es el subdiferencial de una. funcién convexa calculada en :1; 6 IR�035.

8. f) es el dominio de la funcién f. -

9. P (IR"�031)cs cl conjunto dc subconjuntos dc IR."

V 10. _U es el conjunto de Minimizadores de f

11. 0° es el interior del conjunto C.

12. (-7 es la ccrradura del conjunto C�031.

13. ' 0�031es el conjunto de puntos de acurnulacién de 0.

4 7



14. L;(o:) es el conjunto de nivel de f.

15. ep7l(f) es el epfgrafo de la funcién f.

De}401nicién2. 1 . 1 De}401mlmos:

1. La bola abierta B(a,r) = {:13 6 IR" : |m -�024al <r}.

2. La bola cerrada B[a,r] = {ac E 1R"':|x �024a| 3 r}.

3. La csfrzra S'[a,r] = {z 6 IR." : I2: �024a| = r}. A

Donde (1. es el centra y r>0 es el radio.

De}401nicién2.1.2 Un subconjunto X C IR.�035es corwexo, 52' para todo rc,y E X se

tiene que , '

_ (1�024t)z+t,7/6X, V tE [0,1]

Teorema 2.1.1 Todo. bola B C IR�035es convezo

Dem.ostracic�031>n.Ver [11], pégina 12. I

De}401nicién2.1.3 Un conjunto X C IR" es acotado cuando existe an mimero real

c>0 tal que |:1:| <c para todo :1: E X. Esto equlvale a decir que X esta contenido en

la. bola cermrlo, do centra rm. rel origen. 3; radio (2. �030

Teorema 2.1.2 Un conjunto X C IR.�035es acotado, 52' y solo sl, esta contenido en

alguna bola (cuyo centra no esta�031.necesanamente en el origen)

Demostracién. Vcr [11], pzigina. 13. I

Sea X C IR�035.Un punto a E X es punto interior de X cuando es Centro de alguna

bola abierta en X , es decir, c11a.11d0 existe 5 > 0 tal que �024 implica. .1: 6 X . El

interior de X es el conjunto in/, X , formado por los puntos interiores a X .

De}401nicién2.1.4- Un conjunto X C IR�035es abierto cuando todos sus puntos son.

'l'n.tr:'rvLores, esto es, cuando para cada E X exists 6 > 0 tal que B(.�031£2�030,6) C X

De}401nicién2.1.5�031Sea X C IR". Un punto a. 6 IR�035es llamado punto de acumu-X

lac'lo'n del co7z.j1mto X cuando toda bola dc centra a C01l.t�031l61I,(;'algrlrl punto dc X ,

diferente del punto a. Nosotros tenemos, Vc>0, 3 2: E X / 0< Ia: �024al <6

Observacién 2.1.1 32? a 6 IR" no es punto dc acurlaulacidrl lo llamamos punto

avlslado

8



Definicién 2.1.6 Decimos que un punto :1: es punto de adherencia de un conjunto

X C IR", .97} (m,alqm'.a'r wcmdad de .7} contvkama algvin. r~2lr»:1nran.t0 (Ira X . U71. p1:.n.to

adherente dc X es 0 bien un punto de acumulacidn dc X 0 bien an elemento dc X

(0 los dos

De}401nicién2.1.7 Un conjunto X C IR" es cc�031/"/ado52' contz'c7Le todos sus puntos dc 4

adherencia. �030

De}401nicién2.1.8 D1L7vs'rrw.s que el conjunto X C IR" es compacto 573 X as cerrado y

acotado.

2.2 Sucesién en IR."

De}401nicién2.2.1 Una su(:r:s1l(5n an IR." es una f1m,(:1Zo�031nJ: : IN �024>1R.�035.Esc7*/Ib7Zn7.os

{:3}. . . ,;rk, . . . }o {a:k}kE;N, o simplemente para mdicar a la sucesidn (13 ac

De}401nicién2.2.2 Una .<m.bs'u.r:e.97}(5n es la rest1'?'.cc1I67r. de la s11.ces7Ir571. C IR" 0. 1m.

subconjunto z'n}401m't0IN�031= {k1<k2<. . . <lc,;<. . C IN. La subsucesidn es indicada

por la notacién {£lIk})c�2541N~o {cm},-GIN, 0 simplemente {mki}

Definicién 2.2.3 Una succsidn {wk} C IR"es acotado cuando exzlste an c>0 tal que

lflikl S C V A7 E IN

De}401nicién2.2.4 Di7�03067fLU8que (1. es el l'['ImIte de la sucesidre cle puntos C IR"

cuando; para todo c>0 dado, es posible obtener an kg 6 IN tal que |a:k �024�024al siempre

que k>k0. '

En cl lcnguajc simbo'l2'co:

klim:c,.=a4:Vc>0:3knEIN/Ic>kn=>|a:L,�024a|<e �030
�024-)oo

Proposicién 2.2.1 Dado C IR". Si lim wk = a <¢ lim ||wk �024all 2 0
k-�024>oo k-):>c

Dernostracién.

Si lim ark. = a, entonces lim 51:,�034�024a. = 0, por lo tanto lim ||.17,.. �024ail = O
lc-�024>oo k-mo lc~+oo

Si lim ||:1:k �024�024a|| = U, entonces lim ask ~�024a = 0, por lo tanto lim 113;: = a I
k�024)oo k�024>oo k->:>c

Teorema 2.2.1 (Um�030cz�030daddel Lz'm7Jte).Dad0 C IR�035,sz' lim 27;, = a 3/ lim ark =
k�024+oo k-)oo

b, cntonccs a. = b

Demostracién. Ver [10], pégina 86. I

9



Teorema 2.2.2 Toda succsz'o�031n C IR" comjergente esta acotada �030

Demostracién. Ver [10], pégina. 87. I

El rcciproco as false: Si a aé I), la sucmién {a, b, a., b, . . .} as divcrgcntc y limi-'

tada

Teorema 2.2.3 S1". klim rnk = 0., en.ton.ces�030toda. .mbsuces7Ir577. de commjqe h.ac7la.
�030*)3C

(1

Demostracién. Ver [10], pégina 86. I

Corolario 2.2.1 Dadas las .<mccs7I0n.r2s con.vcr_qcntr:.9 dc p1/,n.t0s xk, yk 6 IR." 3/ oak 6

IR, .97; Jim zck = 0., Iim yk = b y hm one = a .Entonces: .
k�024)oo k--)oo k-)oo

1. li1n(rm.+,1/;.)=(1.+b,- '
k--)oo :

2. lim Ofkéltk = a.a ;
Ic�024>oo -

3' linl <xk1/glut) = (0') 2.
k�024>oo

4. lim = .
/c-900

Demostracién. Vcr [11], pégina. 15. I »

Teorema 2.2.4 Toda sucesz'o�031nlimitada en IR" posee una subsucesién convergente

Demostracién. V61�030[11], pégina 16. I

Teorema 2.2.5 Sean zvk e yk sucesionesren IR". S11 klim ark = 6�031donde 0 =
�030�024?OO

(0, . ..,0) y {yk} es una sucesidn acotada, entonces klim (:ck,y;,) = 0 ( aunque no '
- r*)OO

V ecmlsto. lim yk)
Ic->00

Demostracién. Ver [10], pégina. 91. I

Teorema 2.2.6 Toda sucesz'o�031n.{zk} m.on.o�031tona.y acotada es convergente

Demostracién. Ver [10], pzigina 88. I

Teorema 2.2.7 Si una sucesién mcm.o�031tona an IR" posee una subsucesiéiz con.-

vergente, entonces es convergente.

10



Demostracién. Ver [10], pégina 88. I

De}401nicién2.2.5 Una sucesz'o�031n an IR" .96 dice que es de Cauchy cuando pam I

todo c>0 existe kg 6 IN tal que k, r>lco entonces lxk �024:I:,| <6 '

Teorema 2.2.8 Una sucesién an IR" (:5 dc Cauchy, si y solo 52', es convcryente

Demostracién. Ver [11], pégina 17. I

Teorema 2.2.9 Dado X C IR.�0353; (1. 6 IR�034,las s1I_qmIentes a,}4011'n1.a,c1l0n.esson eqmlva.�024

lentes

1. a. as punto dc ac1mmlaci0�031nde X .

2. Existe una sucesidn dc puntos ask 6 X, con klim ark = a y wk 75 a para todo
�030->00

k 6 IN

5�031.Toda bola dc centre a contiene una in}401nidadde puntos de X

Demostracién. Ver [11], pégina 20. I

Corolario 2.2.2 52' X�03175 (3 entonces X es m}401mto

Demostracién. Ver [11], pégina 20. I

Teorema 2.2.10 S"i. X C IR�035es m}401mtoy acotmlo entonces X�031aé (A _

Demostracién. Ver [11], pégina 20. I

Teorema 2.2.11 Tada. .971/ce.97I(.i17. acotada (1.dn7.7'.te a.I, nzenos 1m. p1m.1;0 de (1.cumu.lr1,(:1lr5n

Demostracién.

Por ser acotada

Existe una subsucesién {a:,,,,�254}C {can} convergente

ljm arm = n.
k:�024)oo

V c >0: 3 xnko E IN : n;,.,>nkO => laxnk �024a] <c

V e >0;3 9;,�035E {mu}/0< !:c;,,k �024a| <e

Por 10 tanto '

0, es punto de acumulacién de {son} '

�030 11
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Teorema 2.2.12 Sea X C IR�035an conjunto cerrado, entonces X �031C X

Demostracién. Sea a E X �031ento}401cesexiste {xk} C X tal que kIim 32k = a como
-500

X es cerrado se tiene que a E X . I V

De}401nicién2.2.6 Sea f 2 X �024�024>IR una aplicaczlén de}401nidaen el conjunto X C IR�035

es contmua en a E X, 32' y solo si, .

Ve>0 :3p>0:H2:�024aH<p=>|f(x)�024f(a)|<e .

Observacién 2.2.1 Si a. es un punto aislado entonces f (:5 continua en

a e X C IR"

De}401nicién2.2.7 Una funcién f 2 X C IR" ~�024>IR es continua en X, 37; y solo si, f

es continua en a, para todo a 6 X .

Teorema 2.2.13 Una apl7I(:a.(:7lr5n. f 2 X C IR" �024�024>IR cs c0n.t7lm1.a an X , .972 y solo .971,

- para toda sacesvlén de puntos wk 6 X can lim ark = a, entonces lim f (rk) = f (a).
k,�024->oo k�024>oo

2.3 Anélisis Convexo en IR"

' En este scccién cstlldiarnos Conceptos relacionados a los conjuntos convcxos y a las

funciones convexas en IR�035,en Ia cual serén utilizados en las siguientes secciones.

La. de}401nicionesy los teoremas enunciados en el capitulo anterior, justamente con

los resultados presentados aqui, son e1 instrumento necesario para el desarrollo del

algo1'.i(;mo de punto proximal. Resultados de anélisis convexo en IR�035son encontrados

en [1]. [5]. I7]. I15]: [38]-

De}401nicién2.3.1 Un comunto C C IR�035es co'rwe:I;0, Si para todo par de puntos (E e

y en C�031se tiene

ozas+(1�024a)y�254C,Va 6 [0,1]

De}401nicién2.3.2 Sea C C IR�035an conjunto cmwexo. Una funcidn f 2 C �024->IR es

llamada convesca en C�031cuando para cualquier :1; E C�031;y E C e 01 E [0, 1], entonces

/�030(aft+ (1 - (1).?!) S 0tf(:v) + (1 * 0t)f(:u) -

Definicién 2.3.3 Sea C�031C IR" an conjunto convexo. Una funcién f : C �024>IR es

llamada estrictamente convezca en 6' cuando para cualq-uiev" .7: E C;y 6 C e (1 6

(0,1), e�031/Ltcm.ces

f(a-75 + (1 - at)!/)<0zf(w) + (1 - cv)f('y); V at 75 31
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Proposicién 2.3.1 Sea f : IR" �024>IR una funcz'o�031nconverm y g : IR" �024)IR otra

f1/.nc7'.6n. con.m.m, en.I,nn.r:es f 4- g es u.'n.a,f11,n.c7I6n. mn.ma.'r,I1.

Demostracién. Scan '

.1:,yEdom(f+g) y cu�254[0,1] I

Entonces �030

:r:,y E dom(f) e :c,y E dom(g)

Como f y g son funciones convexas ' �030 _

f(0wv + (1 - a)y) .<. 0If(r) + (1 - 0<)f(3/) I

I 9(om= +(1- Oz):/) S a9(w) + (1 - a)9(y) I �030

I Sumando estas dos desigualdades I '

�031 (./ +g)(cv:v + (1 �024a)y) 5 W + g)(w) + (1 - a)(/�030+y)(y)

I

Proposicién 2.3.2 Sea f :.C�031C IR�035�024)IR una funcz'o�031ncomiexa y g : CC IR" -> IR

una funcién estricmmcnte coneza, entonces f + 9 es una funcz'o�031nestrictamente

comzczm. V

Demostracién. Seam I

.17, 3/ E dom(f + g) y 0/. 6 (0,1) �031

I Entonces �030

.73, y E dom(f) e .1:,y E dom.(g)

Como f es convexo y g es estricta,mente_convexa �030

f(cv-'L�030+ (1 - C019) 5 af(:I:) + (1 - <1)f('y) .

.a(M + (1 - 0-)31)<a.a(-77) + (1 - a).o(.7/)
Sumando estas dos desigualdades �031

(f +g)(cvx + (1 �024oz)y)<oz(f +.q)(a:)+(1�024a)(.f+g)(y)

I

De}401nicién2.3.4 El epigrafo de una. funcidn f 2 C C IR�035�024->IR es el conjunto

E1 = {(1,0) 6 C�031X IR/f($) S C}

13 _



Proposicién 2.3.3 Sea C�031C IR un conjunto convezo. Una funcidn f 2 C�031�024�024>IR es

con.verr,a. rm. C, 571 y solo .972, rel eprfqmfo dc f es un con,1'1m,to rzonmaqro an IR" x IR

Demostracién. . �024

Supongamos primero que f es convexa.

Sean, cualquier

(amen) 6% E1 /\ (1/,c2) E E1

f($) S01 /\ f(?l) $02

For la convexidad de f, V a 6 [0,1]

f(0M»�030+(1�02400y)Sotf($)+(1*0t)f(y) «

f(a:c+(1�024oz)y)§ozc1+(1�024cv)c2 �030

Esto signi}401caque

cv(;1:, c1)+ (1 �024oz)(y, C2) 6 Ef-

(ozac + (1 �024cw)?/,a..c1 + (1 �024r.v.)c2) E E;

Es decir

E; es convexo

Supongamos ahora que E; es convexo.

Sean, cualquier

:1: E C /\ y E C�031

' ($../'(w)) E E; /\ (31, f(y)) �254E:
Por la convexidad de Ef ; V a 6 [0,1]

0z($,f($)) + (1 -0t)('y,f(y)) E Er

((156 + (1 ~ 0:)�030;/;o2f(~'v)+ (1 - a)f(y)) E E1

Por Ia dc}401nic.iéndc Ep1'g1'a.fo '

f(0tf6+(1-01)?/S0zf(93)+(1�0240t)f(3/) .

Es decir

V f es convexa
I . .

De}401nicién2.3.5 El conjunto de nivel de la funcién f : C�031C IR." �024�024>IR asociado (L

01 6 IR, (:5 cl con,ju.nto dado por:

131(6):) = {iv 6 C/f(1B) S Oz}

14



Proposicién 2.3.4 Sea, C C IR"�034unconjunto convexo y f : C C IR" �024+IR una

f1/.n.c7I6n c0n.1)e.'m. rm 6'. En,t(m.cras rel conje:.n,tn dc nivel L[(01) as con.'ne.7:o, para. todo

a 6 IR 1 '

Demostracién. .

Supongamos que la funcién f es convexa -

Tomemos (Mo 6 IR. arbitrario . �030

1. Si A �031

Lf ((M0) = Q _

Entonces '

A V _ Lf (oz) es convexo

2. Si _ �031

7'! (CV0) 7'5 9�031

Sean, cualquier V .

$ 6 Lf(0!o) /\ y E Lf(Ot0)

Por de}401niciénde conjunto de nivel L, .

f(~�031b')S 0'0 /\ My) 5 010

- Por la convexidad de C�031

V cm: + (1 - a)y E C

Por la convexidad de f en C

f(0t-73 + (1 - 0024/) S 0zf(-T) + (1 * 0<).f(�030y)

f(a.7: + (1 �0240/.)y) 3 near�035+ (1 �0240/.)oz0 »

. A f(0wv+(1-a)y)Sao �030

Por de}401niciénde conjunto de nivel A

a4a:+ (1 �024a/.)y E Lf(aeg) V

Es décir �030 I

Lf(oz) cs convcxa V oz 6 IR.

I
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De}401nicién2.3.6 Sea an conjunto C C IR�035y f : C�031�024>IR una funcion. Un problema

ale optvlnzizacirfn (as an problema de la forma.

min f(ar:) 5.a :5 E C (2.1)

Cuando C} = IR", clz"remos gut: cl problema cle optlwrvlzacldvl as z�030-'r"rest'r�030icto,y cuando

C�03176 IR" dircmos que el problema de optimizacién es con re5trz'ccz'o�031n

De}401nicidn2.3.7 Di7'cmo5 que E E D as I

1. Un mmimizador global de el problema (2.1) 511

�030 .f(-T"-)S.f(-1) A/m e n (2.2)

2. Un minimizaalor local de el problema (2.1) s2" existe c>0 tal que

f(i�031)§f(a:) ,Va;EC}402B[:i7,e] (2.3)

Si para todo cc 75 516 la desigualdad (2.2) y (2.3) es estricta, ii es llamado

minlmizaclor estricta (global 0 local, re.spectz'vamente)

Observacién 2.3.1 Todo problema de maxlmlzacion puede ser tmnsformado en

una de mlnimizaczon, es por ello que oonsideramos solo problemas de mimjmizacidn

Definicién 2.3.8 Dada una funcicin f : C C IR�035-�024>IR; f es semicontinua inferior

en iv�0316 C, si para toda sucesién {wk} de C converge en :7: se tiene que:

1' ' f . > �030 :'1113,1130 f(a:l.) - f(Ir)

Donde

lim inf f (wk) := s11p inf f
k�024~>I oo "GIN k_>_n -

S71 f as sem.7Icon.t7Im.La. 1In._ferio1' para todo :6 E C, emonces decilmns que f as .¢c>,m.1Ic0n.-

tinua inferior en 0. '

Teorema 2.3.1 Dada una f2m.r:7lr5n f 2 C�031C IR,�035~�024>IR. 372 f es sem.7§r:ont7Im1.a inferior

an an conjunto no vacio y compacto (I entonces existe an punto ale mimmo global

Demostracién. Ver [12], pégina 34 . I A

Corolario 2.3.1 ( Teorcma dc Weierstras) sea C C IR" an conjunto compacto no

vacio y f 2 C »�024>IR una fun.cz'o�031ncontinua en 0 entonces existe un punto de m2�031m'm,o

global dc f en 0
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Demostracién. Ver [15], pégina 7, Teorema 1.2.1. I

Corolario 2.3.2 Dada una funcz'o�031nj�0302 G C IR�035�024>IR. .971 Lf((.v) as no vacio y

compacto para algzln a 6 IR y f es semz'continua inferior en L; (at), entonces existe

an punto de minimo global (16 f en C.

Demostracién. Ver [12], pégina 35. I

Corolario 2.3.3 Dada una funcién f : C-' C IR" �024>IR. S2�0300 es cerrado y L,(oz)

as no 'ua(:'1,'0 y limitarlo para algan a 6 IR y f as se'rn:£co'nt'zI'n.ua inf'e'rz'0'r en L,-(oz),

�030 entonces existe an punto de mimmo global de f en C�031

Demostracién. Ver [12], pégina 36. I

De}401nicién2.3.9 Decimos que una sucesién {ask} en C�031es crz't2Ica (en relacz'o�031nal

conjunto C�031) Si.�030

lim = +00 0 lim 33;: = .7: E (_7\C'
lc�024�024)+oo _ lc-�024)�024}-co

La funcidn f : C�031C IR�035�024)IR 65 llamada coerciva en. C 51' para toda sucesién crvftica

{wk} se tiene I
lim sup f(:c;c) = +00

Ic�024>+oo

Donde

1imsupf(.p;,.) := inf supf(a:k)
k�024-)+<x.- new 127..

Ejemplo 2.3.1 Sea 2 6 IR", lafu1lci61I. IL : IR" �024�024>IR dc}401mdap07�030

1
h(J»�030)= 5 llw - ZH2 -

es coerciva en. IR�035 '

Solucién

Sea C IR.�035una sucesztin critalca '

Entonces v

lim �034me�035= +00 V lim = 5?: E = V)
k-+oo k�024>:>c

lim Hcckll = +00 '
lc�024~)co

Por otro lado '

llfvkll -' Hzll S Hick �024Zll

lim llivkll �024llzll S lim Hick - ZH .
Is:-�024)oo In-we '
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H +00 3 lim ||a:;_., �024�024z||
Ic-«>00

lim ||:ck �024zll = +00
k�024>0o

1' 1 I u �024+  AIc-1->n01o 5 [M Z _ 00
Por lo tanto h es coercelva en IR�035.

Ejemplo 2.3.2 Sea, f mm. fu,n(:7I0�031n.l1Im.1§ta.da. 1In,fenI0rm.en.te y 2 6 IR�035.La f11.nc1I0�031n

F : IR�034�024+IR de}401nida.por

1 2
FLT) = f(x) + §||x ~ 2H

as coerciva '

Solucién .

Sea {wk} C IR�035una sucesién critica.

Entonces

lim = +00 V lim = :E E IR�035/IR"= 9)
k-�024)0o k�024�024):><: .

lim ||a:k|| = +00
k�024>oo

Por otro lado al ser f limitada inferiormente, existe un numero }4016 IR tal que

/3+ :2'H3?�034Z�034S PC�035)= f(-77) + �0302�030H-77�024ZH

1 2 1 2
5 + §||�030~73Ic" Zll S F(~�031Ek)= f($Ic) + §Hi'3A- �024Zll

A Del ejemplo 2.3.1 tenemos

lim -1-Hack �024z||2 = +00
- };�024)oo2

Entonces A

lim F(a:k) = +00
k�024->00

Por 10 tanto F�030es coerciva en IR"

Corolario 2.3.4 Dada una funcidn f : �030CC IR" �024>IR. Si f es coerciva y semi-

contmua inferior an un conjunto no vacio C, entonces erczlste un punto de m2�031m'm0

global dc f en 0

Dernostracién. Ver [12], pégina 37. I

Proposicién 2.3.5 Sea f : IR�035�024->IR, las siguientes condiciones son equivalentes.�030

41) f es semicontvlnua inferior en. IR"

18



b) {as E IR�035/f(x)_<_ 0:} cs cerrado para cada oz 6 IR '

c) f es cermda .

Demostracién. Ver [35], Teorema 7.1 . ' I

De}402nicién2.3.10 Una f1m.cz'o�031nf : C C IR�035�024�024>IR es propia 52�030:

(L) d0'rn,(j') # Q5

b) Vm E domf : f(.7�030.)>�024oo

Teorema 2.3.2 Sea C C IR" un conjunto convexo e f una funczon COTW6.�031E(1.en 0.

Entonces todo minimzzador local del problema (2.1) as minimizador global.

Demostracién. Supongamos que E C�031sea un minimizaclor local y no global.

Entonces

3 37 E C / f(?3)<f(i)

Como C es convexo y 5:, 37 E C

:c=an37+(1�024o4):T:E D ; Va: 6 [0,1]

Por la convcxidad dc f

f(Cv27+ (1 - 0057) S otf(17) + (1 ~ 0t)f(fT=); V a E [0;1l

f(0t?7 +(1�024005) S f(5'?) + 0t(f(.17) - f(0?"))

.f(0¢37 + (1 �0240)-7'7) S f(-77) + 0I(.f(?7) ~ .f(-�031?))<.f(-7"�031)

f(a37 + (1 - 0t)iT?)<f(i)

Tomando a>0 su}401cientementepeque}401o,podemos garantizar que x es arbitraria�024

mente peque}401o,podemos garantizar que .7} es a;rbitrariame11te proximo al punto I73,

asi tenemos

f(9I)<f (50)

Esto contmdice el hecho de que. i as II1lI1l1Ili7.a(l0I local, por lo t.a;t1�031r.0,cualquier

solucién local deve ser global. I

Teorema 2.3.3 Sea 6' C IR�035an conjunto converco e f una funcidn convema en C�031.

Entonces cl covymtto dc 'rrLi7u?'Irz,izad0'ws as convczw.

Demostracién.

Sea 5' C 0�031cl conjunto dc minimizadorcs globalcs

Sea 1�030)el valor optimo, es decir

f -= 17 ;�030v�031:1: E S
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sean, cualquier 4

:2: 6 S /\ y 6 S

Como (J es convexa

ow: + (1 �024a)y E C

Por f convexo .

f(0t=6 + (1 *- 00:4; S cvf(w) + (1 tr)./�031(y)

f(om:+ (1 ~ a:)y _<_ a17+ (1 ~a)}401

f(0t$+ (1-0z)y) S 5

Como 1')�031es el minimo valor "

f(o4a:+(1�024a)y)=17 �031

Por 10 tanto

ow + (1 �024ua)y E S

Es decir

E1 conjunto de minimizadores es convexo

. I �031

Teorema 2.3.4 Sea C�031C IR�035un conjunto convexo e f una func2lo�031nestrictamente

convem en C. Entonces no puede haber mds de un mi-mmizador global.

V Demostracién.

Sea S C C el conjunto de minimizadores globales

Sea 17 e1 valor éptimo, es decir

Supongamos que existan:

cc 6 S /\ y E S / z 74 y

Por la convcxidad dc S; scp,1'1n cl Teorema 2.3.3 �030

. on�030.+ (1 ~ a)y E S

Por la convexidad estricta de f -

f(0w3 + (1 �024C¥)y)<0tf($) + (1 * 06)f(1/) ;V at 6 (0,1) A

17 < on") + (1 �024a)1') 4

55 < 17

Absurdo, por lo tanto
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Existe un 1'1nic0 minimizador »

I

Teorema 2.3.5 ( Contmuidad de funczbnes converms )

Sea C C IR" un (:o'rtJ'u'n.tu c0nve:I;0 6 abierto y f : C �024�024>IR mm fu71,c'éo"n. c0'rwe:1;a en C.

Entonces, f as localmente Lipschitz�024continua en C�031.En particular, f es continua

en C.

Demostracién. Vcr [15], pzigina 136 . I

Teorema 2.3.6 (Caracterizacién dc funciones convexas diferencmbles) -

Sea. C C IR." 1m. c0n,j1m.t0 (:rm.11e.'m abierto y f : C �024>IR. 1m(1.func7I(5n. d7',,feTenc7'.0,bles

en C.

Entonces las siguientes propiedades son eqmvalentes.

LL) Lu funci0"n f as C0'II.�031l)�254(L�030(I.an O

5) .f(.7/) 2 .f(-'") + (Vf(-?7),u �024-T») ; V 3/ E 0

0) <Vf(y) - Vf($)=y-03) 2 0; Vimy E C

Demostracién.

i. Asumimos que a) es valido tenemos que demostrar b).

Scan 2:, y E C y 01 6 [0,1]. Por ser f una funcién convcxa. tenemos.

}402ay+ (1 �0240033) S af(y) * (1 ~ 0f)f($),

.f(F¥(:I/ - »T) + -T) S 0/.(.f(.7/J ~ .f(«�031r))+ f(-T),
f (0411 �024II? + 03) .-�024�024-5-�024�031�024-�024s my) �024-me).

Tomando Iimite oz �024�024>O, tenemos -

<Vf(1�030),'9 ~ :1�030).<. /'(y) ~ J�031(:v),
f(I) + <Vf(:v),y - I) S f(y)~

ii. Asumimos que (1) es valido tenemos que demostrar c).

Sean 3;, y E C�031 '

f(y) 2 f(x) + <Vf(i6),y �02403)
f(a=) 2 .f(y) + <Vf(y),rv - 21)
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Sumando las dos ultimas desigualdades, tenemos.

f(?/) + .f(-7�030)2 .f(-T) + f (.1/) + <V.f(-T) - VI�030(21), 3/ - -77)

0 s (V/�030(:y)�024V7./Kw), y �024:z:>

iii. Asumimos que c) es valido tenemos que demostrar a). A

�030Scan:13, y E C�031,dc}401namos A

9(t) = f(t(2v �024y) + 21), t E [(1.1)-

Sean 0 3 t1 3 t2 3 1, entonces

) 9�031(t2)= <Vf(t2(:c�024y) +y),:c�024y>

9�031(t1)=(Vf(t1(r6�024y) + 3;), rs ~ 11)

Si L2 = 1,1, entonces, g�031(1,2) = g�031(L1). Supongamos que L2 75 L1, entonces

t2 - t1 > 0. Denotemos so -�024y *2 2 �030

_</(152) �0249'(t1) = <Vf(t2(Z) + 3/) �024Vf(t1(z) + y), 5) ,
_ 1

S/(52) �0309�031(41)2 (VI (422 + U) �030Vf(L1Z 4" 3/), (L2 �02451)?) F3:

1
5/($2) * 9'(t1) = (Vf(t2Z + .7!) * Vf(i1Z + y), (1522 + y) �030(£12 + 31))

Por hipétesis tenemos

9'02) * 9�031(t1)Z 0

.</(£2) 2 E/(ix) _

Como la derivada de g es creciente entonces g es convexa.

_f((1-t)y + M) = W)

 am = .q(<1 ~ no + n) s (1-t).r1(0) + mu) �030  
f((1 �024t)y + 759:) S (1 * t)f(y) + tfv(fII)

I

Corolario 2.3.5 Sea C} C IR" un ccmjunto c0n'ue:1;a abierto y f : C} -5 IR una

funcidn dz'ferenc11able.s en (7.

Entonces las siguientes propzledades son equivalentes.

V a,) La funczlén f es estrictamente }401onzzexaen C

5) f(y)>f(r)+<Vf(17),y - iv) ; \7�031a:;yE C tal que 2: aé y
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0) <Vf(y) - Vf(33);:t/ ~ -'6) >0; V-my 6 6�030tal que 93 # y

Demostracién. V61�030[15], pégina 150, Ejercicio 3.4.19 . I

Ejemplo 2.3.3 Sea 2 E IR", la funcién I1. : IR�035�024)IR cle}401nidapor

1 .
/103) = 5 III �024ZH2

es C.St�031I�031iCttL7ILt3'ILt(:con'vc;r.u

Demostracién.

Sean: _

11.1 E /\ 11.2 6 IR.�035/ U1 U2

Entonces

\7h(u1) = in �024z /\ Vh(u2) = U2 �0242

Lucgo

ul �02411.2 75 0 .

o< Hul - TLZHZ

_ < (U1 �024U2, U4 " U2) �030

< (11,; �024�024z �024(U2 �024z), 11,1 -�02411.2)

< (V(u1) - V(u2),m -�024U2)

Por el Corolario 2.3.5

h es estrictamente convexa é

I .

Teorema 2.3.7 Sea f : IR" �024>IR. una funcién converca y diferenciable en 33*. S1;

Vf (a:*) 2 0, entonces 33* es un mz�031m'moglobal dc f en IR"�030A

Demostracién. Por el Teorema 2.3.6

f(y) Zf(1?*)+(Vf(:v*),y�024x*); V316 IR" '

Por hipétesis

Vf(:1:�035�030)= 0

Entonces

f(y)_>.f(3b'*);V.1/61R"

Por 10 tanto
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55* es n11'nim0 global de f en IR"

_ I

Teorema 2.3.8 Sea f : IR�035-+ IR una funcz'0'n diferenciable y Fr�031.es minimizador,

local dc f. Entonces = 0 .

Demostracién. Ver [15], pégina 15. I

2.4 Subdiferencial

En esta seccién damos la de}401niciénde la subdiferencial de una funcién f , Iuego

Iuostmmos tcolcluas con respecto a la subdifc1�030cncia.1dc f , }401nahncntcIuostramos

ejemplos para obtener la subdiferencial de una funcién.

De}401nicién2.4.1 Sca f 2 IR." �024+IR. una funcz'0�031n.El vcct0'r's E IR�035cs cl subg7adicntc

de f en el punto :1: 6 IR,�03557'.

f(3/) .>_ f(1U)+<8:y-'96); Vy�254]R"

Denotemos por 8f C IR�035el conjunto de todos los subgradientes de f en 36 6 IR",

esto

. <�0303f(w)={s6IR�035;.f(y)2f(w)+(s,y-w>,VyE1P»"}

Teorema 2.4.1 Sea f : IR." �024�024)IR. una funcidn convcza. Para todo :5 6 IR�035,czistc

s 6 IR" ml que }402y)2 M) + (M; �024no) N :u 6 IR"

Demostracién. Ver [16], pégina 86. I

. Teorema 2.4.2 Sea f : IR�035�024>IR una f'u,7wlo�031ncmwcwa. Entonces cl conjmatu 8f

es no vacio, comzezo y compacto, para todo :1: 65 IR�035

Demostracién.

i) Mostrar que 0j'(;c:) es no Vacio

Por el teorema 2.4.1

V96 6 1R�035,3s=8($)/f(y)2 f($)+(5,y-96) ,\7�0312/6IR"

Por lo tanto

. 0j'('.v);£¢zs\/:56 IR"
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ii) Mostrar que Bf es Convexa

Sean

.5 E 0/'(J;) /\ 'w E

f(-77) + (M; �024-T) S f(?/) ; V11 6 IR" .

f(a:) + (w.y- at) S f(y); V11 6 IR�035

Sea 6 [0,1], entonces

-f(:v) + ((1 - 08+ my - 0v) = f(x) + (1 - 1) (8,y - 56) +t(w,y - -73>

=f(17)-1/'(1v)+1f(£)+(1~t)(s,y �02416) + 1 (Iv, 3/ - iv)

1 A = (1 ~ t)(.f(-77) + (8, 1/ - -T-)) + *(.f(-T) + (M31 - -�031K))

f(-�031v)+((1 - t)='=�030+tw,y-90) S (1 *t)f(y) +tf(?J)

S f (11) ; V y 5 IR�035

Luego

(1 �024t)s+ tn) 6 (9f(:::) ; Vt 6 [0,1]

Por lo tanto

�030 8f(;c) es convexo V (E 6 IR�034

- iii) Mostrar que 6f (:5) cs Ccrrado

Sea

.5 e am)

Por dc}401niciéndo conjunto ccrrado

3{.s;c} C 6f(x) / klim sh =2 3
�030�024}OG

sk E 3_f(.7:)

.f(z/) S .f(-T�031)+ (Sm/~ -71) ; V76 6 1N 8 V3; 6 IR"
Tomando Iimite

f(.7/) 2 f(-T) + (5Im?/ - rs) = .f(-T) + (8.11 - fr) ; V .71 6 IR"

Luego

8 �030E3f(~T)

Por 10 tanto

8f(:n) es cerrado; V as 6 IR�035
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iv) Mostrar que Bf es Acotado

Sea.

5 E 0_/'(:c), .5 #0

Considcrc I

r>0 / y = a: + r�024s�024
IISH

Entonces �030

y E B[5v, 7�035]

Como f cs convcxa por cl Teorema, 2.3.5, f cs Localmcntc Lipschitz-continua.

Luego para.

' .11�254B[-%'}402"],3M>0/ f(1I)�024f($)SM|l'y�024$||

f(y) �024f($) S M7" (2-4)

. Por otro lado como s 6 8f (as), entonces

f(y) 2 H37) + <8.y*-73)

.>. M) + <s,r~�0355->
H~"=�030||

Z f($) + 7�030||8||

.f (.71) - f(-77) _>. 1�030HSH (2-5)

De las ecuaciones (2.4) y (2.5)

llsll .<. M .

Por lo tanto V

8f(:z:) es acotado V x 6 IR"

v) Mostrax que Bf es Compacto �031

Dc iii) y iv)

Bf es compacto V 2: 6 IR"

I

Teorema 2.4.3 S12 la..fz1.n.c726n. comzem f : (7 C IR�035�024�024>IR. es d7I_feren.c1Ia.ble en el

punto :5 E C�031,entonces 8f(ac) = {Vf(x)}
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Demostracién. ~

1) Mostrar , Vf(:£) E

�030 Como f es convexa y diferenciable en x. Por el Teorema 2.3.6

' f(y)2f(rc)+(Vf(w)=y-2:); Vy EC

Por de}401niciénde subgradiente

�031 Vf(rc) e am) %

ii) Mostrar, si 15* E 0]" entonces ;u* := Vj'(w) h

Sea A

M 23* 6 8f �030

Por dc}401niciéndc subgmdicntc

�031 .f(.v/)2.f(-7?)+(-'Ir*,.?/~-7?) ; V3; 60

f(y) 2 f(I) + (xi:/) - <a:*,rr»�031>;Vy 65 0

f(3/) * (fry) 2 f(-73) " (375%) ; Vy E C�031

De}401namos �024

�030 _ .r1(y) = f (.71) - (-77*, 3/)

9(y) 29%) ; Vy 60
Entonces, 3: minimiza a la funcién g

Vg(a:)=Vf(:1:)�024�024:)3*=0 '

Vf (:23) = 93* -

I

Teorema 2.4.4 Sea f : IR�035�024->IR una funcién co1wea;a. El punto .1�030:6 IR" es

mimmizador dc f, 52' y solo 52', 0 E 6f(§:_)

Demostracién.

Supongamos primero que 5% es el minimizador de f .

/(y) 2 M) av y e IR"
2 f(i') + (0,y - 9?) ;Vy 6 1R"

For de}401niciénde subgradiente .

0 e 8f(a�030:) .

27



Supongamos ahora que 0 E 8f (93)

f(y) 2 f(-?"?) + (0,y- 50) N31 6 13"

2f(rE) �030 ;vye1R"'

Entonces

A is es el minimizador de f V

�031 I

Ejemplo 2.4.1 Sea f (ac) = 12:] una. funcién convexa. Encontmr el subdiferencial dc

f

Solucién
_ -3: ; :c<0

f (96) = 0 ; at = 0
:1: ; a:>0

i) Si m<0, entonces f = �024;r,

Como f es diferenciable en x<0, por el Teorema 2.4.3

5f(x) = {Vf(fv)}

3f(-T) = {-1}

ii) Si x = 0, entonces =0 .

f)f($) = {s 6 IR; s(y - at) S f(:u) - f(rv); Vy 6 IR}
_ ={-SEIR;s(y-z)S!yl-lIr|,Vy�2541R}

= {S 6 1R; 8.71 S I3/I. V11 6 IR}

y<U , y �024�024�0240 /\ y>0

a) Para y<0

sy S <11

.9 2 -1

b) Para 3; = U A

s 0 S 0 -

.5 6 IR
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c) Para 3/>0

8.11 S .71

.5 3 1

Por lo tanto de a) , b) y c)

~1 3 .9 3 1

iii) Si m>0, entonces f (:5) = .77

Como f es diferenciable en (c>0, por el Teorema 2.4.3

0J'(:l¢) = {V/'(:6)}

6f (II?) = {1}

De , y obtenemos

{�024'1}; :t:<0

0f(:v) = [-1,1] ; iv = 0
{1} ; .T>0

f(x) _ W3)

1 V

{I7

-1
_ {II

Figura 2.1: Subdiferencial de la funcién valor absolute

Ejemplo 2.4.2 Sea

-3: ; 3: 3 0 V

A }401x)_ { (I72 ; ;7:>0

una funcidn convexa. Encontmr cl subdiferencial de j�031

Solucién I
-2: ; rc<0

= 0 ; rt 2 0 V

:v2 ; :n>0
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i) Si a:<0, entonces f(x) = -2: �031 .

Como _/' es diferenciable en :L:<0,'por e1 Teorema 2.4.3

' 3f($) = {Vf(-'47)}

3f(-73) = {-1}

ii) Si = 0, entonces f = 0 .

3f($) = {S 6 IR; s(y �024I) S f(y) �024f(9«�030)=V11 6 13-}

={sE1R;sySf(y),VyE1R} .

. y<0 , y = 0 /\ y>0

�030 a) Para y<0 I

. sy S -y . �030

s2�0241 A

A b) Pam = O b

3 0 S 0
' 9

5 6 IR

(1) Pafa, y>0 �031

sy S 1/2

s 3 y

Toma.ndoy=;1; ; Vn.�254IN

s 3 -1- '
n

Tomando Iimite 1

' V lim .9 3 lim �024 ,
( n�024)oo n�024->00TI.

' s 5 0

Par 10 tanto de 0,) , b) y (1) «

' -=1 S .5 £ 0

iii) Si :z7>0, entonces f (23) = $2 _ �031

Como f as difcrcnciablc on .1:>0, por cl Teorema 2.4.3 '

0/�031(w)= {V/ (-11)}
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3f(9«") = {250}

De 2') , y obtenemos

{-1} ; :1:<0

3f(3«") = [4,0] ; = 0
{Zr} ; :L�030>0

A M) f(I)

* (13

x '1

Figura 2.2: Subdiferencial de una funcién cuadrética y lineal
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Ejemplo 2.4.3 Sea

1 �024~2: ; 35 _<_ 0

_ { em ; .17>0 .

una funcidn convexa. Encontmr el subdiferencial dc f

Solucidn 1 _
' ' 1 ~ :3 ; 1:<0

1 f(-T») = 1 ; 2: = 0
6�030; ;v>0

i) Si a:<0, entonces f(2:) = 1 �024III

Como f as difq1�030cI1ciablcen sc<0, por cl Teorema 2.4.3

3f(-'6) == {Vf(-T)}

3f($) = {-1}

ii) Si :1: = 0, entonces f (.23) = 1

r'9.f(-T) = {S 6 IR; -'~"(.7/ ~ 97) S .f (.71) ~ .1�031(T): V 3/ 6 IR}

={8�2541P~;sySf(y)-1,V2/EIR}

.7/<0 , 3/ = 0 /\ .1/<0

a) Para y<0

33/ S 1-y�0241

s 2 -1

b) Para y = 0 '

5 0 _<_ 0

_ s 6' IR

C) Para y>0

sy 3 6�035�024�0241

s g �024�024�024�024�0246y_ 1
y

Tomando Iimite y �024�024>U

H - 1
lim .9 3 lim �024�254�024�024�024�024�024 �030
y�024>0 y�024�024)0 y

�024 3 g 1
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Por 10 tanto de a) , b) y C)

-1 3 .9 g 1

iii) Si :1:>0, entonces j'(:1;) 2 6�034 '

Como f es diferenciable en (c>0, por el Teorema. 2.4.3

3f(-T) = {V.f(-�031}402)}

0/'(s'L') = {6�030"}. �031

De 7') , 2171) y 11117?) obtenemos

{-1} ; ;r;<U

�030 6f(1".): [~1,1] ; :c=0

{e�034�035}; x>0 7

M W) T �031

1

' 1
(II

4 -1
. �031 3;

Figura 2.3: Subdiferencial de una funcién exponencial y lineal
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2.5 Introduccién a la teoria de Operadores Monétonos

Maximales

De}401nicién2.5.1 Un operador unwaluada T 2 IR�035�024+IR�035es una funcidn, que para

cada valor dr: :1: 6 IR." la c0'rrcsp0n.dc 1m, solo valor y 6 IR.�035

T : IR" �024�024>IR"

as +�024+T(a:) = y

DT = {:5 6 IR"/ 3 y 6 IR" :j'(:1:) = y} -

RT: {y 6 IR"/3,15 E 1R"If(-'5) = y}

De}401nicién2.5.2 Un operador multivaluada T : IR�035�024�024>P(IR."') es una funcién, que

para cada valor :3 6 IR" lc corrcspondc an conjunto T($) C IR."

'1" 2 IR" �024->P(IR�035)

at +-> T(a:) C IR"

D7» = {m E IR�034/T(m):,£ {2}}

RT 2 U:::e.IR"T(-7*�030)

Observacién 2.5.1 En realidad la iinica que cali}401camfancomo posibles funciones

sc'rz�031anlas p7'i1r1.(:7'as, pucs las segundas, pm�0305157�030'In,ult1l'ual'aada, no cu1r1,pli'm.'a1L con una

de los requz'sz'to.s para clasz}401carsecomo funcién.

De}401nicién2.5.3 Un opcrador univaluada T : IR." �024>IR" cs llamado mondtono 32':

<T(rr) - T(y),m �024y) 2 0, Vrmy 6 IR�035

De}401nicién2.5.4 Un operador univaluada T : IR" �024�024�024)IR" es llamado estrictamente

monétono cuando es monétono y cuando se tiene.�030

(T($)-T(y),a:�024y)=0 => -76:31

Ejemplo 2.5.1 Probar que:

cc +1 ; :c<0

Hm) _ { 1 ; :1: 2 0

es an operador monétono »

Solucién
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i) Si a:<0 /\ y<0

(-77 �034.1/)2 2 0

(w - 11,06 - y) 2 0

(x+1~y�0241,:r:�024y)20

<f(a:) - f(y),x- y) 2 0

ii) Six<0 /\ 3,120

-9731 2 0

22 �024�024my 2 0

' (:v,a: �024y) 2 0

(a:+1�024�0241,.'1:�024�024y)20�030

(f(w) - J�030(y),w- Lu) 2 0

iii) Si :1: Z O /\ y<0

�031 -my 2 0 .

z/2 - my 2 0

(-y, at - y) 2 0
(1�024~1�024y,:u�024'y)20

(f(r) ~ f(y).I- y) 2 0

iv) Six20/\y20 _

(0,z - y) 2 0

- <1 �030173:- y) 2 0

(/'(w) * .l'('y),:v - :9) 2 0

Por lo tanto f es monétono pero no es estrictamente monétono, ya que:

�024f('2),3 �0242) = 0 con 3 75 2

Ejemplo 2.5.2 Probar que:

f : IR �024+IR

-76 H f(:F) = [lf}401l]

es un opemdor monétono.
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' Solucién

- Sean

:1; /\ y 6�031IR.

Entonces '

:1: 2 g V 2: < 3;.

Si

:1: 2 y

uxn 2 nyu %
(I - 9, Hail} ~' Hyll) 2 0

Si

:1: < y

[[111] < Hyl}

(-7? - 2/, [III] �024H3/|]) 2 0

Por 10 tanto f es nlonétono pero no es estrictamente monétono, ya que:

V (f(2.1)�024f(2),2.1�0242)=0con 2.1;£2

Ejemplo 2.5.3 Probwr que: f (:13) = c'�030'es un upcmdor cst1'icta1ncntc m01w�031tono

Solucién

Scan -

Cl) /\ y 6 IR '

_ Si

so 2 1/

('1'. �024yuan; �030�0246y) 2 0

Si '

:c < y

c�035< C�035

(.7: �024-_1/,em �024e") 2 0

Ahora, si

(f($) ~ f(y).z �024:0) = 0 '

(ex �024e�035,m�024y) = 0

T6�035~ 6�035)(<v-1/) = 0

e�035�024e~"=0A 2:�024y=0�030
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em = ey /\ at = y �030

Luego

m = y

Por 10 tanto f e estrictamente monétono.

Ejemplo 2.5.4 Probar que: f (:5) = $3 es un opemdm" estrictamente mono�031t0n0

Solucién

Sean I _

z /\ y E IR

2-92 2 0

$2 + my + y�0352 0

(I ~ y)2(:v2 + my + 312) 2 0

(Ir - .7/)(-I - :1/)(-"W2 + 17/ + ?/2) 2 0

($3-y3,x~y) 2 0

<f($) - f(y)=w - 1/) Z 0

Ahora, si '

(f(-7:) - f(y),w - y) = 0

<x3_y3:m�030�024y>:0

(=1: - y)(w2 + rcz,/+ y2)(x - y) = 0

($2 +7/y + :u�031)(1:- :u)2 = 0
2 3 . .

<(;1;+ + Zy�030)�024'y)2 = 0

y 2 3
.1r�024_7/:0V +13/2:0

cc = y�030V 33 = y = 0

Luego

= .11 '

Por lo tanto f es estrictamente monétono -

Teorema 2.5.1 Sea f : IR" �024>IR una funcidn converca y diferenciable. Entonces,

Vf : IR" �024>IR�035es un opemdor monétono
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Demostracién.

Sean I

I :1: /\ y 6 IR�035

Por el Teorema. 2.3.6

.f(y) 2 f(I) + <Vf($), y - 10)

f($) 2 f(?/) + (Vf(y),2I �02431)
Sumando estas dos desigllaldades tenemos 10 sig11iente

V (Vf(a=)~Vf(y),rr-y>20; Vx,y61R�035' _

I

Teorema 2.5.2 Sea f : IR" �024>IR una funcidn e.strz'cz�030.amenteconvesca y diferencia-

blc. Entonces, Vf : IR�035�024�024>IR" es un upemdor mu'n,0�031tunocstricto

Demostracién. '

Sean

:1; /\ y 6 IR" -

Ta] que .

-T # .1;

Por el Corolario 2.3.5

f(y)>f($) + <Vf($). y �02456)

f(y)>f(aI) + (Vf(1'), y - 1:)
Sumando estas dos desigualdades tenemos 10 siguiente

(Vf(-T) ~ Vf(y); 2: - y)>0

' I

De}401nicién2.5.5 Un opemdor Punto-conjunto T : IR" �024->P(IR"') es llamado monétono '

cuando para todo .7: E IR", 1/ 6 IR�035,11, E T(.7:) e 1: E 7�031(y),es vahdo:

(u~v,:1:�024y)ZO

De}401nicién2.5.6 Un opemdor Punto-conjunto T : IR�035--) POR�035)es llamado es-

trictamente mondtono cuando es mondtono 'g cumple la c0n.dza0�031n,pamcualquier

11, 6 6 7) E 7�031(,7/):

('u.�024v,:L'�024y)=U=> ;L'='y

Teorema 2.5.3 Sea f : IR" �024+IR una funcz'0�031ncomzexa. Entonces, 6f : IR" �024->

P(IR") es un opcrrudov�030mono'tono
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Demostracién.

Sean

:1.�030 , y 6 IR"

Dados

u E 0f(:I;) 6 '0 E 0f(y)

Por de}401niciénde subgradiente, u. E 8f(a:)

_ f(m)2f(x)+(u,m-2:) , Vm�254IR�035 V

E11 pa.rtim1Iar para y '

N9) 2 [(15) + (U, 31 ~ 16) (2-5)

Por de}401niciénde subgradiente, v E 6f (y)

�031 Hm) 2 f(?/) + (�034Mn- U) , V m 6 IR"

En part.icula.r para :2: .

f(1?) 2 N21) 4-�034('0; 99 - 2/) (3-7)

Sumando las ecuaciones (2.6) + (2.7)

�030 f(y)+f(I)2f(rv)+f(y)+(u,y-at)+(v,:c�024y)

�031 02<u-v,z/-w) '

(u -�024v, a: �024�024y) _>_ 0

i

Ejemplo 2.5.5 Sea la, _f1m.r:1l6n f = Probar que:

�024-1; a7<0

6f(a:)= [�0241,1]; 16:0

1 ; :v>O

es un. opcmdor mnnétono

Solucién

Sean

as 6 IR" /\ y 6 IR�035

1. Si: .7:<O /\ 3/<0

~ y) 2 0

(*1 �024(-1))(-77 - .7/) = 0
Por la de}401nicién2.5.5,

(<9f(-T) - 3f(y), 23 - 11): 0

' (3f(x)-<9f('y),rc�024y)2 0
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2.s1; :v<0 /\ y=0 ' .

. Sea, n E 0j'(y) _

�02413 12. 3 1

�024-13 �024'n,3 1

-2 3 -1 �02477, 3 0

�024-2502 (�0241�024n)x_>_ 0

(�024�0241�024n)(:I;�024())2 0

(9f(w)-0f(y),x�024y)2 0

3. Si: .�031l7<0�030/\,7/>0

' �024y<0

12-3/<0

�0242(:1:�024y)>0

(�0301�0241)(l�030�024�030y)>0

(6f(-76) - <3f(y); 3: - y) >0

A (5f($)'3f(Z/L03-fJ)20

4. Si: :13:-0 /\ y<0

Sea, m E r)f (cc)
«-1 3 m 3 1

0 3 m+ 1 S 2 .

0 3 (m+ 1)(�024�024y)3 ~21;

(m- (�0241))(0�034ZJ)2 0

<<9f(f8) �0243f(y):~�0316- y) 2 0

5. Si: 55:0 /\ y:(J

Sea, 771. 6 (?f(x) /\ n E 3(y)

(m�024n)0=0

(m�024n)(:1:~y)=0

(3f($) -3f(y)»$~y) = 0

<3f(:v) �024<3f(y),w-y)2 0
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6.Si::c=0 /\ y>0 �031

Sea, m E

~1 3 m 3 1

-2 3 m �0241 3 0

2y 2 (m ~ 1)(-y) Z 0

(m-1)(0�024z/>20 _

' (3f($)�0303f(1I),-'I7�030y)20

7. Si: :1:>0 /\ y<0

�024y>0

J: �024y>0

2(:z �024y)>0

» (-1- (*1))(-I�030~ 1/)>0

�030 (<9f(m') �0243f('y); iv �024y) >0

(<9f(~"v) - <9f(?/).:v ~ 1/) 2 0

8. Si: a;>0 /\ y=0 .

Sea, 71 E 5f(y)

-1 3 n 3 1

�02413 �024n3 1

' 0 3 1 ~ 7:, 3 2

�024 03(1�024n)z3�0302a:

' 03(l�024'n.)(.1:�0240)

<<9f($) - 6f(y),w - 1/) 2 0

9. Si: .r>0�030/\ ,7/>0 H

- �024y) = 0 V

(1-1)(x~y)=0

V (?9.f(-'5) - 3(.1/))(-7* -31)

(3f(x) �0243f,(y),:v �024y) 2 0

Por 10 tanto (if es un operador 1I1o11c�031)tono.I
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De}401nicién2.5.7 Un punto E 6 IR�035es llamado cero de T 2 IR�035�024~>P(IR"�031)cuando

0 e �031F(.?:)

Ejemplo 2.5.6 -

: IR -9 IR

3 r�024�024>�030f(:v) 2 :1;

0 E IR es llamado cero ale f, por que f(0) = 0

Ejemplo 2.5.7 .

f : IR -> IR

(I: »�024�024>f(a:) = at �0243

3 E IR 65 llcLm.ad0 cero ale f, por que = 0 .

Ejemplo 2.5.8 El subdiferenclal de la funcién valor absolute de acuerdo al ejemplo

2.3.1 cs cl siguiente

f : IR �024�024>IR

-1 ; :13 < 0

a"Hf(w)= ~[~1,1] ; 3:=0
1 ; .7�030.> 0 .

0 6 IR es lla.ma,rlo CFZ�031I�0300de f, por que 0 E f(0) = [-1, 1]

Ejemplo 2.5.9

f ; IR? �024+IR?

(112,:/)*-+ f(:v,y) = (.7:+ 1,231-4)
(�0241,2)6 1R2 es llamado cero de f, por que f(�024~1,2)= (0,0)

De}401nicién2.5.8 Dado T 2 IR" �024>P(IR"�031)un opemdor T�0352 IR" -> I-"(IR�035)es

de}401mdopor la siguiente relacién

y E T�030*(ac)«=> :1; e T(y) 5

De}401nicién2.5.9 La suma T + Q de dos operadores T,Q C IR" x IR�035se de}401ne

como

T+Q= {(:v.y+w)/(nay) ET; (rc,w) E Q}

De}401nicién2.5.10 Sean /\ 6 IR 3/ un opemdor T C IR" >< IR", el producto /\T 56

de}401necomo

)\T= {(13)\y)/(any) E T;>~ 6 IR}

De}401nicién2.5.11 Scan a. 6 IR�035y un opcrador T C IR�035x IR", la suma T + a so

de}401necomo

T+t= {(r,y+t)/(say) E T; t6 1R�035}
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Teorema 2.5.4 Sea T g Q operadores mon.0�031t0nos.Entonces .

1. T'1 es un opemdor mondtono .

2. AT es 11.7). opemdnr m.on0�031t(m.o, V A _>_ 0 �030

5�031.T es un opemdor mono�031ton0

4. T + Q es un opemdor momftono

5. T + t (25 ml, oprzmdm" m.0n6t0n.o , V t 6 IR,�035 '

Demostracién.

1. S6811 , $1,332 E DT�0241= RT

_ Scan:

311 E T4331 /\ yg E T_1(a;2)

Entonces

3:1 6 T(y1) /\ 1152 E T(yg)

Por ser T operador monétono .

(Z11 �0343/2,51"-1 �034132) = (531 �0347321311 * 7J2) Z 0

2. Sean: '

(IE1,Ay1)E)\T /\ (J32,)\y2)�254)\T

Para un A _>_ 0 }401joy arbitrario

Entonces

(9511111) '9 ($2192) �254T

Por ser T operador monétono

' (931--�0311?2,.7J1�034y2)Z0

Multiplicamos por A 2 0 I

A . (a:1�024ar2,y1A-3'/2A)Z0

3. Sean:

(061,211) 6 T" /\ (902,742) 6 T
Entonces, existen

(M) e :r A (mm) e T T
Tal que

k1i_{go(w'f,yf) = (£1.91) /\ k}i_{{_1°(:v:'.§-..yé°) = ($2,112)
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Por ser T mqnétono

(.11? ~ 315%? �024xi?) 2 0

Tomando Iimite

k1_i+I{_1o(y{" -yé}401xi�034�024$5.?) .>_ k1i_g1o0

(.7/1 ~ .7/2,271 - $2) 2 0

4. Sean:

- (x1,y1+w1); (~"72;3l2+w2) �254T'|�030Q

Entonces

(331»y1)'!J (~T2,y2) 5 T ; (f}401uwi)1/ ($217112) 6 Q

P01�030ser T operador monétono

(331 ~ 912,311 �034112)? 0

Por ser Q operador monétono >

(.771 �024:n2,m1 �024702) Z 0

Sumando estas dos desigualdades �030

(-T1 �024932, (D1 + W1) * (1/2 + 102)) 2 0

5. Sean:

($1.-.3/1 +1); ($2ay2+ t) E T+i

Para un t 6 IR" }401joy arbitrario _

Entonces

(:l:17y1)y (w27y2) E T

Por ser T operador monétono

(1151 "�030152/H1 �035iU2)2 0

($1 �030$243/1+3) * (92 +0) 2 0

I

De}401nicién2.5.12 Un opemdo1'T : IR" �024>POR") 65 llamado mu'rL6to'n.u 1ncw;1lmal

cuando

1. T as 'rrwn0�031t01w

2. Pam todo T' : IR�035�024>P(IRf") opemdor m0no�031ton0 C T�031para todo

12 6 IR", entonces T(x) = T'(a:)
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Teorema 2.5.5 Si f : IR�035�024>IR es una funcidn convexa . Entonces

8f : IR" �024>P(IR") res 1m opemdor m.m1.o�031ton0m.a,a:7Im.a.l.

Ver Iusem [17].

Proposicién 2.5.1 Sea f : IR�035~�024>IR una funcién convexa y acotada inferionnente.

Tomemos 2: 6 IR" 3/ de}401namos

F�030: IR" �024+IR

1
$*�024>F(1v)=f($)+§l!96-ll}?

Entonces F posee un tlnico m.z�031mm0global.

Demostracién. De}401namos

1 2 n.= 2|] ; V3: 6 IR

Entonces

F(:z:) = f(:c) + h(:c); Va: 6 IR"

Como f es convexa. y lo, es estrictamente convexa tenemos que 1*�031es estrictamente

convexa.

Por otro lado del ejemplo 2.3.2 F�030es coerciva en IR�035,también se tiene que F es Iim-

itada inferiormente ya que f es Iimitada inferiormente por hipétesis 3�031N; es Iimitada

inferiormente por cero. Entonces por el Corolario 2.3.4 existe un minimo global de

F on IR�035y por ser F cstrictamcntc convcxa cl minimo dc F cs }401nico.

I

2.6 Método del Punto Proximal Clésico en IR�035

Dada una funcién f : IR" �024>IR convexa y Iimitada inferiormente

min f I

(P) 3.0.

.�031L�0306 IR" I

Observacién

La funcién f con Ias condiciones dadas no nos garantiza quc pueda. tenor m1'nimo, si

nos dariamos una condicién mas Ia cual Ia funcién f sea Continuamente diferenciable

también no nos garantizaria nada a cerca de un minimo.
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Ejemplo 2.6.1 -

min f (:5) x c�034
(P1) S.CL

cc 6 IR�035 V

La funcién : 6�034es convezm, l'imz'tada inferiormente y cantinuamente diferen-

ciable pero no tiene minimo

2.6.1 Algoritmo del Punto Proximal Clésico -APPC

V Esto a1go1'1'tn1o genera una succsién {zk} C IR", dola. siguiente manera

1. Inicialmente.- Escogemos 1111 1:0 E IR" I

2. Iteraci(')n.- Para k = 0, 1,2, Escogemos el parémetro de regularizacién

)\k E ( 0, X ] y encontramos ask , 1 tal que

A $51.-+1 = f17�0309m73TLze1R"{f(1') + A}: H37 �030ffkllz}

Con las condiciones del problema (P) demostraremos que fk(:v) = f (a:)+}\k [lac ~ a:;.,[|2

esté bien de}401nida,es decir que exista el minimo de fk V k E 1\'

Comenzaremos demostrando los siguientes dos Lemas

Lema 2.6.1 Sea f : IR" �024>IR una funcz'6n C0�031IW6J;U.y lz'mz'tadu, i'rLfe'r'io7"rrwnte en.-

tonces fk(:1:) = f(x) + )\g, Ha: �024zkllz es coerc2"va, con 0<)\k para todo k E IN

Demostracién.

Sea. {mm} una sucesién critica en IR", entonces de la de}401nicién2.3.9 tenemos dos

posibilidadesz

I ' lim Hxmll = +00 0 lim ;1c,n = ff: 6 W/IR".
m-+00 771-�030500

Como

R"�030/IR"=}401�0317�024IR"=¢

Entonces '

lim = +00
m�024>oo

Por otro lado

Hivm �024ml? S Hivm " «'6/all V Him * mil S Hivm -- $1eH2

Si

�030 H-Tm. - Iv/«H2 S Hivm �024ikll
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Harm, �024~in-,1! S 1

llxmll - H-Tkll S 1

Tomando Iimite

Ag}; H-"7'rIt-H S nhgnco + 1

+00 3 Ilxkll + 1

Lo cual es imposible -

Por 10 tanto

llfvm �02403:.-H S llxm - Ivzallz

ll-"}402mll- ll-Wall S ll-Tm ~ -mil S Hm". �024ma-1|?

uxmu �024nun s nxm �024ml"
Tomando Iimite

% "gag; llwmll ~ rim: 3 um. �024mtg
oc -�024mm s nlgrgc llwm. �024mm

00 g 1131 �034mm�024:ckH2

lim na:,,,. �024mu�034= +oc
m�024�024->:>c _

Como )\k>0, V k E N M

. 1i_1;n Ak ||:):,,, �024xkllz .�024.+00 (2.8)

Luego A .

Por ser f limitada inferiormente

E1Me]R�035/M£f(:c); �030v':cE1R" �030

Para algun k E IN, so ticnc

A�031!+ Ak Hxm _ $kH2 S + A1: H-Tm �034a7k�0342

Tomando Iimite V

n£i_r+.x(1,°(]\~I + /\k H33,�035�024W12) g"1Li_131w(f(x)+ Ah u.q:,n ~ ma?)

De (2.8) T

M + 00 g 1131 (f(at) + A,�034||:I:,,,_ - :m.,||2)

00 S (f($) + N: HJ"«m -�024MH2) '

n1j_1};° (ms) + M: uxm �024mm = +oo
lim fk (cum) = +00

m,�024)oo

Por 10 tanto
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_f;_, es coerciva V k E IN

I

Lema 2.6.2 Sea _f : IR�035�024�024>IR una funcirin convema. y limitada ivafenormente en�024

tomes f;c(;1;) = + /\k �034ll?�024Lb'kH2 63 (;ont'mua pcuu todo 14: 6 IV

Demostracién. Como f es convexa y IR�035es convexo y abierto entonces por el

Teorema 2.3.5

f es continua en IR�035.

Sea 1111 k E IN, exltonces se tiene ~

/\;,., Ha: �024xkllz es continua

entonces la suma

fk($) = f($) 4* An: N95 �035-Tkllz

es continua I /

Lema 2.6.3 Probar quc g(:r) = Ah - :z:k||2 cs cst1*ictam.cntc convcm

Demostracién. Sea a: 7% y

Hm - yllz >0
Como )\k>0 ' . _

M-. H-'5 - W2 >0

2);; (3: �024y, a: �024y) >0

(2>\k:c �0242A;,.y, :3 �0243/) >0

(2)\k(ac �024:1:k,)�0242)\k(y �024ark), :17 �024y) >0

(V.9(-1?) * V.a(v), 2: �02411.1) >0

Por e1 Corolario 2.3.5 V

g(:c) es estrictamente convexo

_ I

Teorema 2.6.1 Sea {sch} una sucesién genemda por el APPC, mostmr que

csiti bien dc_}401mIr1a.. �031
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Demostracién.

Mostremos que éxiste el minimo de la, siguiente funcién

2 . �030
fk(-T) = f(-T») + /\Ic �034-77�034-'01:�034

Del Lema 2.6.1 y del Lema 2.6.2

fk es Continua y Coerciva en IR"

Del Corolario 2.3.4

Existe un punto minimo global de fk en IR"

Ahora. mostraremos que existe un fmico minimo.

Como

f es convexa

y del Lema. 2.6.3 '

Ak ||:c �024513;.-H2 es estrictamente convexa

Entonces por la Pxfoposicién 2.3.2

f(-77) 4�030/\I~= H-�030I7* -M-H2

es estrictamente convexa.

Luego por el Teorema 2.3.4

f(43) + N: H33 �030$k||2

tiene un }401nicominimo. I

2.6.2 Anzilisis de Convergencia del APPC

Para dcm.ostra1' la convc1'gcncia do la succsién {zrk} gcncrada por cl APPC supon�024

V dremos que la funcién no solo es convexa si no también es continuamente diferen�024

ciable y que el conjunto de minimizadores de f, U C IR�034,es no vacio.

Ya no diremos limitada inferiormente porque si el conjunto U es no vacio entonces

tiene minimo, y si tiene minimo entonces es limitado inferiormente.
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Lema 2.6.4 Sea f : IR" �024�024>IR una funcz'0�031nconvexa y continuamente diferenciable.

.S'11.ponga.m.os que el c0n,7'u.n.tn U dc m,11n7lm.7Iza.do7"es (16: f as no va,c7,�031o.Ent0n.(:e.9 la,

sucesién genemda por APPC satisface la siguiente desigualdad.

||:1;k+1�024uH3 H;z:k�024u||; Vk 2 0 ;Vu E U

Demostracién. V

Sea .77 E U , entonces

ll-T1: " 5H2 = llfk * ~�030Bk+1+ ~TIc+1 �034-�03177||2= �034-771:�034-77k+1H2+||-7?Ic+1 �030-7?H2+2 (-771: �034-"51.-+1, -7�030-k+1�030�034-77)

H$Ic �0315H2 �024||~�031l7k�024$k+1H2 �024N-73I«+1 �02457112 = 2 (551: �024SW.-+1. Ik+1 �0245) (2-9)

Por otro lado la funcién

fk($) = f(-T) + /\Ic HIE �024$IcH2

es convexa y continuamente diferenciable pues por hipétesis f es convexa y contin-

uarnente diferenciable

Vf;..(a:) = Vf(x) + 2/\;,.,(:v �024wk).

Como :c;..,+1 es el minimo de f;.,, entonces por el Teorema 2.3.8

VfI~'.(5rk+1) = vf(xk+�030l)+ 2Ak($L'.+1 * $17) 2 0

Vf(30L-,+1) = 2)\1c.($L~. - CUL-+1)
1

17k �024551:: 1 = 2�024/\"Vf(-701.-11) (2-10)
k

Rempla,z2n* (2.10) en (2.9)

_ 2 2 _ 2 1 _
H901: �02450�034�024�034ilk�024$1.-+1�034"H1"-k+1 �02433H = 2<§)�030~k-Vf($I.-+1):117k+1*�03093>

_ 2 2 - 2 1 . _
||J«'k �0301'�0352�034H501: ~ :b'1c+1|| * ||~�0310k+1" ii" = 3: (VJ(iIJIc+1)nb�030k+1�030#6) (2-11)

Por hipétesis f es convexa y continuamente diferenciable entonces del Teorema .

2.3.6

<Vf(-r),m~ 21) 2 f(rv) - f(y); V any 6 IR" '

En pa.rticula.t para m 2 .7:k+1 y 3/ = :7�030 -

(Vf(-Tk+1),~73k+1 ~ 2 f(-"7k+1) �024ff(-'7«)- �030

Como /\k>0 1 1

V * <Vf(xA~.+1), 931.-+1 �0249'6) Z �024[f(l'L~.+1) ~ f(5)] (2-12)
31: M-
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Rxemplazando (2.12) en (2.11)

_ _ 1 ' _ -am �024mu? �024rm �024551:! 11:2 �024Im .1 ~ mu? 2 ;;[fm.1> ~f(z>1 (2.13)
Como es minimizador de f

f(1EL=+1)2f(53)§ V 13 Z0

f(9«�030k+1)-f(5)20;V k 20

Como )\k>0 1

E; [f(a:k+1) * f(I73)] 2 0; V k 2 0 (2.14)

Remplazando (2.14) en (2.13) '

H�034i EH2 �034H501; - $k+1�0342�034Hf0k+1 �03057112 2 0

ll-'ms+1~ all�031s Ilm-. ~ E112 �024|lmk+1~ mug (2.15)
Teunbién sc cumple

U-T?k+1 �0345H2 S H931» �0305H2 �024H~�031b�030k+1�024Jikllz

ll-'I»'k+1 ~ 5H2 S H33/c ~ EH2

||:v:c+1 ~ -'?H2 S ||'~L�030:.-�024iT7H2 ; V k�030>0

H901;+1 - ill S |!$:.- �024Ell ; V /�254>0 V

Por lo tanto .

||rnk+1 �024u.|| _<_ - U�034;V k>0, V11, E U

_ I

Lema 2.6.5 Sea f : IR�035-> IR una funcz'0'n convexa y cont-inuamente diferenciable.

Supongamos que cl conjunto U do minimizadorcs dc f cs no vacio. Entonces la

suces1I0�031n. genemda por APPC satisface la siguiente igualdad.

k1L£1°(£5k| 1 �024M) = 0

Demostracién. _

Del Lema 2.6.4

H37kIl�034�034'H.<.�03593k�030�035U'H§\/1:20, vuev V
En particular para E U

�030 ||=vz:+1* 5�034S H951: ~ fill ; V k 2 0

Par 10 cual la sucesién �024 es decre.ciente y no negativa, entonces
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-�024 es convergente

Iuego

�030 {Hark �024 es c011verge11te.

Por otro lado, se cumple _

um (um �024sin�035~ um �024a:-H�035)= 0 (2.16)
Ic-�024>oo V

De la ecuacién (2.15)

H17Ic+1 �031?3Ic||2 S �034$1:* EH2 * H$k+1 953112; V k 2 0

% u 3 HM -�024W s �034151:- ill�031�024|l:vzc+1- £112
Tomando Iimite '

V lim 0 3 lim 119%�034�024mu? 3 lim (um, �0245:112 �024||mk+1 - 2112)
k�024�024)o<: k�024>oo k�024+oo

De la ecuacién (2.16)

lim �034.�031L'k+1�024~:1:,cH2-: 0
k�0245oo

lim H:ck+1 �024 = 0
k�024�024)oo

V �034H1(fFk+1 �02493):) = 0
k�030-�024>oo

I

Lema 2.6.6 Sea f : IR" �024>IR una funcién comwza y corztinuamente diferenciable.

Supongamos que el conjunto U de mmimizadores de f cs no vacio. Entonces la

su.ce.97l6n. _qen.era.rla, pm" APPC posee puntos de a.r:w1.m.71.lr1,r:7lr5n y todos pertenecen.

0, U. _

Demostracién. v

Del Lema 2.6.4

H.'nk+1 �024u,|| § �024�024u}402; V In _>_ 0, V 71, E U

En pa1'ti(;u1a1' para 71.0 E U

' llivk-+1 - uoll S H961: �030Moll

�0351'3k+1-�03071:0�034S H370 �034U0�0343 V15 2 0

A l|5m~.+1|| �024Hun|| S Him-,+I ~ U0�034S H530 �030*UOH 3 V /9 Z 0

H-"7Ic+1�034S �034-770�035�030�034W4�030Hun�034; V k 2 0

Entonces _
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{$1.7} esté acotado _

Por lo tanto 3 {azkj} C {ark} una subsucesién convergente xkj �024+a entonces �034a�035es

un punto de acumulacién. Por lo tanto

{wk} tiene puntos de acumulacién.

Sea :r,* un punto de ac11mular,i6n de

Entonces existe {xkj} C {ask} tal que

jlirgo wk]. = ; xkj ¢ v k_,- 2 0 (2.17)

Del Lema 2.6.5, se tiene _

1im(a3k+1 �024$1,) = 0
la�024>oo �030

j1LI£1°(xL,_,.+1 �02422,97.) = 0 (2.18)

Entonces de (2.17) y (2.18)

xkJ.+1 �024�024�02423* (2.19)

Como {Akj} esta acotada y de (2.18)

Xkj (3%,-+1 �02433k,-) = 0

£3; 2).,�035(x;,.J.+1 A�024xkj) = 0 (2.20)

Como wk�034es el 1'm�031nimodc f,6, entonces por el Teorema 2.3.8

Vfx-.($L-,+1) �030�024�030Vf(£Ek,+1) + 2)\L~,(1'A=+1 " 33k) = 0

b V Vf($k+1) : 2/\k($k *' 33/c+1)

Como {kj} C {It}, entonces

Vf($k-,»+1) = 2/\I»~,v($k,~ ' $1»-,~+1)

Tomando Iimite

�024 _Iim Vf(xk}.+1) = lim 2A;c].(a:kJ. �024-:ckJ.+1)
_1�024)oo _7�024�024)oo

De la ecuacién (2.20), se tiene

.111�034V/.($lsj+1) = 0
- )->00

Como f es continuamente diferenciable.

Vf(l7.1}+1�031£1o15k,-+1)= 0
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Dela ecuacién (2.19) V
Vf(rr,*) = 0 (2.21)

Por hipétesis f es convexa y diferenciable, de la ecuacién (2.21) y del Teorema 2.3.7

Se tiene

33* E U .

I

« Teorema 2.6.2 Sea f : IR" �024>IR una fun.cz'o�031ncomveaxa y continuamente diferencia-

ble. Supongamos que el conjunto U dc minimizadores de f es no vacio. Entonces .

la sucesz'0�031n generada por el APPC�031converge a un punto 33* E U

Dernostracién.

Por el Lema 2.6.6 .

Sea :c* un punto de acum}4011a.ci611de tal que a;* E U, entonces

3 {xkj} C {H} / j1'g{.1°-�035Bk,-= 90* (2-22)

' Por el Lema, 2.6.4

H1.-k+1�024 3 Hrzk �024 , Vk 2 0, Vu E U.

En particular para 9:�030E U

||$:c+1�024<I3*|| S llfctc - }401ll:V k 2 0

L0 cual Hack �024a:*|| es decreciente y acotada, V k E I\'

Entonces '

{ Husk �024:r:*||} es una s11ccsir')n convcrgcntc

De la ecuacién (2.22)

_liII1 $kJ. * 15* = 0
3-900

ggg um ~ awn = 0
Entonces I

lim ~ = 0
k-mo

.TL'/9. - 512* = 0
Is:�024}oo

3:�034;=
I
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Ejemplo 2.6.2 Sea f (as) = x2 mm funcz'o�031nconqrexa, limitada inferiorvnente y con-

t7In.uam.e'n.te a�031.7I_fe7�034e71.c1Ta,ble -

min f(:v) = 11:2

_ s.a V

m 6 IR." '

1. Dado 2:0 = 1

2. a) Pam is = 0 , $0 = 1 y escogemos A0 = 1, donde Ak =

mm f(x) = 1112+ 1 ix �0241l2
(1)0) :3 1 8.0

.7: 6 IR,�035

Como fg es diferenciable obtenemos los posibles candidates del problema

P0. '

Vfo(;c) = 21; + 2(:I; - 1) = '

4.7: �0242 = 0

3; _ 1
_ 2 I

Cnmo existe el m.z�031m�030.m.oglobal de fu. Pndemos decir

$61 = % es s0luc7lo�031ndc P0

1)) Pam k = 1 , 1171 = y escogemos A1 = donde Ak =

min f(:1:) = .'r2+ Ix �024éiz

(P1) = 8-0
.7: 6 IR"

1 .

Vf1(93):2$+37�031§=0V �030

�031 Por lo tanto

' 1:2 = é es solucién de (P1)

c) Pam k = 2 , :52 = y escogemos A2 2 donde /\k =

V m'1I'IL= $2 + �024�024é-I2

(P2) = 5.0.

2 ' :0 6 IR"

' 2 1
:0

Por lo tanto
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51:3 = 21-4 es solucién dc (P2)

cl) Pam k = 3 , .103 = ;�0244 y escogemos /\3 = %, donde Ah = 3:7

min f(:c) = :32 + i |$�024§174�024["
(P3) = s.a

�031 in 6 IR."

. 1 1
Vf3($) = 233+ § (96 �024- = 0

Por lo tanto

, _ 1 P I1:3 �0241% es soluczon. de (P3)

La s'uccsic5n gcmvada cs 1

{wk} = {E}

1 1

Tomamio limite 1 1

£1200 5 1331?; 2? 5 1313.2 75
. ' _ 1

£35.: 1'! = 0

2.7 Método del Punto Proximal para Operadores

Monétonos Maximales _

2.7.1 Algoritmo de Punto Proximal Para Operadores Monétonos

Maximales - APPOMM _

E1 algoritmo de Punto Proxima.1 c1ésico�024APPCgenera para el problema (P) una

sllcesion {wk} C IR�035,por 1aiteracic')n

330

mm = a,rgmin{f(;r) + Ak Ha: �024xk||2 :3; 6 IR")

Donde /\k 6 IR" y 0<)\k 3 5�030para algun 5\>0
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Como f es convexa y sch�034es minimizador de f;.,(ac) = f + A1,, Ha; �024:v;.,||2, entonces

por el Teorema 2.4.4 , tenemos _

0 E 3f(33k+1) + 2)\k(fFk+1 * 171:)

2)\k(37k - Jim 1) E 3f(1I3ku)
1

$kE (.�031I)k+1) �030

Como f es convexa, entonces por el Teorema 2.5.5, 6f es un operador monétono

maximal, podemos extender el Algoritmo Clzisico de Punto Proximal para e11c0n�031r.ra.r

ceros de Operadores Monétonos Maximales T : IR�035~+ P (IR�035)

Algoritmo de Punto Proximal Para Operadores Monétonos Maximales

- APPOMM �031

Este algoritmo genera una. sucesién {wk} C IR", de la siguiente manera

1. Inicialmente.- Escogemos unmg 6 IR.�035

2. Iteracién.�024Para 1: = 0,1,2,... Escogcmos cl parzimctro do rcgularizacién

)\k E ( 0, X ] y encontrar .'Ek+1 tal que

1 -1
I CCk+1 6 I +

De}401nicién2.7.1 7" : IR." �024�024>P(1R�035)1m. opemdor punto-con,ju,n.to, dilremos que T as

vim/(activa .92�031,para 2: 75 y, tenemos que T(ac) F1 T(y) = 12)".

De}401nicién2.7.2 '7'�031: IR." �024�024)P(1R."') 11.77. opemdm" p11,nto�024c0n,7�031u.n.to,dvlremns que T es

sobreycctivo 52', para todo y 6 IR�035,ermlste x: 6 IR", tal que y E T

Teorema 2.7.1 ( Teorema de Minty ). S2�031T : IR" ~> P(IR�035)es monétono

'Il�031I.u,.�030I;i�030IIL(l,ly A>0, entonces cl 0;ne'ruLl0'I' I + AT 65 '1I7�030r.yect'i'ucLy sobreyectvl-uu

Demostracién. Ver [31] I

Tedrema 2.7.2 Sea una sucesién genemda por el APPOMM , mostmr que

{wk} estd bien de}401mlda.A

Demostracién.

Paso 1.- Mostremos que exista :c;,.+1 6 IR" tal que

. V 1 -1 .
u; E I + -~�024�024T>W ( M < k) T
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Por hipétesis

E1 .720 E IR.�035 '

Vcamos que {zk} esta bien dcfinida para k 2 1

Sea un punto xk para cualquier k E [1, +00)

Por el Teorema 2.7.1 (I + sobreyectiva.
1 .

E1 Q3k+1 E IR�035/ $1., E 1+ -�024T($p,+1)
2)\k

For 10 tanto se garantiza la existencia de {mk+1} tal que

' 1
Elite 6 <1 + 5/\�024kT>(33k+1)

Por el Teorema 2.7.1 (I + §i�024T)es inyectiva, entonces

1 -1
- E I + -�024�024�024T .~�0355k+1 ( 2% ) (3%) V

Paso 2.- Mostremos que existe un 1�0311nico:1,-,c+1 tal que

1 " -
. SL']c+1 E +

In

Supongamos que

' 3.7/k+1 / .7/In-+1 75 -77/c+1

Con
1 -1

1;

De (2.23) y (2.24) '

1 1 ' .
b 113}; E (I + (:IIk+1) /\ 117k E (I + (yk+1) I

' A 1 1 ,
37/; E I + (l�031-k+1)(7 1+ E7 </-ylx�030--iil)

_Con1o (I + +\kT) es inyectiva. y xk+1 75 yk+1, entonces

1 1
5% E 1+§A�024kT(93zm)}4021+ (yku) :55

- wk. E Q5

Absurdo, por lo tanto

:1:;v.+1 es linico

' I
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2.7.2. Anélisis de Convergencia del APPOMM

Lema 2.7.1 Sea T : IR�035�024�024>P(IR"�030)un opemdor monrftono ma:I:z'ma.l. Supongamos

quc cl conjunto U 2 {:12 6 IR"; 0 E T(:v)} as no vacio. Entonces la succsidn {wk}

gcnemda por APPOMM satisface la sz'guz'ente desigualdad.

|[:rk+1 �024u|| 5 ]|.rk �024�02411.�034; V I4: 2 0 ;V 11. E U

Demostracién.

Sea 2% E U, entonces

llfik �0345H2 = |l1�030k* ~�031L�030Ic+1+ iI>�030Ic+1* EH2 7" llivk �024$Ic+1||2+H$Ic+1- i'H2+2 ($1: �024415k+1»-75k+1 * 55)

Hark ~ ill?�030ll}402ik- $z«+1i|2 - ll93k+z �02493"l|2 = 2 (11-. - II7I«+1,$k.+1 ~ 55) (2-25)
Por otro lado, como

1 -1
�030 935,�035E (flik)

2)�030k(3% ~ -Tk+1) E T(1»�030Ie+1) (2-25)

Como E U, entonces

0 E T(§�030) (2.27)

Como T es monétono, de (2.26) y (2.27)

</\Ic($Ic ~ -77k+1 �030�0240), -Tk+1 ' 5) .>. 0 '

Como )\;..,>0 ; V k 2 0 '

2>\k (-771; ~ -75k+1: -771c+1 * 2 0

2 <1Uk -�0301l3k+1, $Bk+1 �0245) Z 0

Remplazando (2.28) en (2.25)

llwk - frllz - llxk �024$1: : LII2 * llxm - 97'||2 2 0

% ||mk+1- an�035s um �024EH2 ~Im+1�024in�035 (2.29)
También se cumple

ll«Tk+1 - -�031I7||2S HM - -TII2 �024ll-n+1 - mllz

||$k+1 - 5'H2 S Hm-. ~ EH2

||33k+1 �024E112 3 Hm �024a�030:tI"�031; v k->0
||~�031Uzr.+1- ill 5 llwrc - ill ; Vk>0

Por 10 tanto

HT4»-+1 �024U�034S �034151:�024�034H;V k>0, V U E U

I

59



Lema 2.7.2 Sea. T : IR�035-�024>P(IR"') un opemdor mondtono maximal. Supongamos

que el c077,1�0301/,ntoU 2 6 IR"; 0 E as no 71.20170. Emtomzes la. su(:es7I0'n

genemda por AI-�030POMM satzlsface la siguiente igualdad.

lim (;1:k+1 - wk) = 0
k�024+oo

Demostracién.

D01 Lema 2.7.1

H37k+1 ~ UH S Hack ~ Hill; V /�254>0,V u 6 U

En partimllar para :7: E U

�030 |[$k+1�024�0242?H§[|2:k~�024a�031:]|;:EEUyVk20

Por 10 cual la sllccsién { �024 as dccrccicntc y no negativa, 0n�031r.o11cos

{|]z;., ~ :E||} es convergente -

Entonces

{ �024 cs convcrgcntc

Luego .

33: (Im ~ in�030~ H$:c+1- in�030)= 0 (2.30)
De la ecuacién (2.29)

_ 2 _ 2 _ 2 -
ll:bk+1 �024M11 S llxk �024$1! - H-'17k+1 ~ fvll ; :6 E U 2; V k 2 0

0 S H-73k+1 " $1.-I|2 S HM �0245H2 �034l|<UIa+1 �0343H2 V

Tomando liinite

 333° 0 s klggo �03541"k+1~�024:L';¢�0352S 33; (Im �024an? - ll:v:c+1- at-1:2)
De la ccuacién (2.30)

lim �03427k+1- 56]»-H2 = 0
k�024~>oo

11111 H-Tk+1 * -TI»-ll = 0 7
k:�024�024->00

lim (a:k+1 �024mk) -2 0
19-900

�030 I

Proposicién 2.7.1 Si lim yk : 37 , lim zk = E, T es un opemdor monétono
k:�024>oo Ic-roe

7na:I;z"rr2;cLl y {yk} E T(zk) c'n.t0'ILccs g E T(§)
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Demostracién. De}401namosT�031como

TI(z) : _ 8?�031Z 74�030-i

T(z)U{y} sz z=z

Mostremos que T�031es un operador monétono, es decir

(y �024y�031,z�0242�031)2 0; V 2, z�031,Vy E T'(z), Vy�031G T�031(z�031) (2.31)

Por la de}401niciénde T�031y como T es un operador monétono, solo bastaria veri}401car

(2.31) para 3/ = Q, 2�031= 2

Por hipétesis yk E T(zk), entonces

(y�024yk,z�0242'k)20;V:'4,Vy�254T(z) '

Tomando limite

lim (3; �024,1/M2 �02421;) 2 lim 0; V 2, V y E T(z)
�031 k~�024>oo Ic-)oo

(y A :0: 2 �0312 0

Entonces T�031es un operador monétono.

Como I .

T(;E) C T'(1:) ; V1�0306 IR"

y por hipétesis T es un operador monétono maximal, entonces

T(:z:)=T�031(a:);Va: EIR"

En particular para 3; :2 Z

T(3) = T'(i) = T(3) U {.73} �030

Por lo tanto «

37 6 T0?)

4 I

Lema 2.7.3 Sea. T 2 IR�035�024�024>P(IR"') 1m. opemdor m.0'n.6t0na m.a:mIm.a.l. Su,p0ngr1,m.0s

que el conjunto U = 6 IR�035;0 6 T(J;)} as no vacio. Entonces la sucesidn {ask}

genemda por APPOMM posee puntos dc acumulacidn y todos pertenecen. a U

Demostracién.

Del Lema 2.7.1 b

' "$k+1"u||S||37k�035�034'�034§V/�25420,VuEU
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En particular para no 6 U

ll-'vk+1 �024uull S ||~�031�254Ic- uull

_ ||33Ic+1 �024U0�035S We *' Noll

H-7?Ic+1||'||71�0300||S ll-77Ic+1 *�030�034UH.<. H-To * �034-0�035; V /V 5 IN

H$kI1�035SH5�03130�024uoll + |luoH ; We 6 1N

Entonces

{wk} esté. acotado _

Por 10 tanto _

{xk} tiene puntos de acumulacién

Sea ;v* un punto de acumu1acic')n de

Entonces existe {rvkj} C {:.::k} tal que

lim ark�031.= 117*; sch]. 7é if�030,V kj 2 O (2.32)
_]�034}OO

Del Lema 2.7.2, se tiene

lim (.T}k+1 �024}401k)= 0
k�024�024)oo

L313; (sum, �024mkj) = 0 (2.33)

Entonces de (2.32) y (2.33)

_lin1 :1;;,.J.+1 = 36* ' (2.34)
_�030["'}OO

Como {Akj} C {Ak} esté acofada, de la ecuacién (2.33) y por el Teorema 2.2.5

/\;cj (.�031l,�030kJ.+1�024Llikj) = 0

Por otro lado tenemos _ 11 _

.77k+1 E

k

A); ($1: - 517/�034-+1)5 T(37k+1)

Entonces

A5,]. (flikj �024.�031l7kJ.+1)E T(.�031l7kJ.+1)

Por la Proposicién 2.7.1 .

Para V

yk = }\L:_.,(II3k.,- �024$1.~._.,-+1); 37 = 0» 31.: = 93I.=,,+1; 3 = 33* Y M,» ($I7k.,.,- �024'-T31c,.+1) E T($L-._.,+1)
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Entonces

0 E T(:I;*)

Por 10 tanto V

33* E U

I

Teorema 2.7.3 Sea T : IR.�035�024>I�031(]R�035)un opcmdor monétono ma:mLm.al. Supong�024

amos que el conjunto U = {:13 6 IR"; 0 E T(ac)} as no vacio. Entonces la sucesidn

{wk} genemda por APPOMM converge a un punto 23* E U

Demostracién. _ U

Por cl Lorna 2.7.3

Sea 32* um punto de acumulacién de {rm} tal que x* E U , entonces

3 {zvkj} C / hm xkj = :17�030 (2.36)
f;�024)oo

Por el Lema, 2.7.1

Ila».-+1�024u||S Hf!3k�031U||, W3 2 0, VUE U-

En particular para 111* E U

ll-70:.-+1» fl! S ||$k �03410*�034= We 2 0

con 10 cual ~ ;1:*H cs dccrccicntc y acotada, V k E IN

Entonces

{||xk ~ :1:*|[} es una sucesién convergente

De la ccllacién (2.36)

lim :I:;.,,. «=~ 22* = O �024 .
J-�024)oo

1111;; llwkj - w"�030||= 0
Entonces

lim Hark ~ = 0
k:�024)oo .

lim wk -�02422* = 0
I.-,�024)oo

3:: =
I I
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Ejemplo II..1 Sea f (33) = :32 una funcién convecza I

min = :52

. (P1) S'u._jcto a

or: 6 IR

<91�035(36) = Vf(-76) = {.290}
Solucionar el problema (P1) es lo mismo que solucionar el sz'guz'en.te problema

I (P) Encontmr 1:* *

tal que 0 E 3f(x)

Solucién

1. Dado 3:0 2 1

2. a) Para I6 = 0; $0 = 1 y escogemos A0 = 1 -

" 6 1+ 10]�031�024l(').I.1v 2A0 1,0

_ 1 �024-1
:51 E I + 522; (1)

1

1 E {.171 + .771}

1
5 5 {$1}

1
1'71 = -5

b) Para k = 1; 171 = % y escogemos A1 = %

1 �0241

-1 1
$2 6 +

1 .

V E E (I+ 2:z;)(a:2)

1
E E {IE2 + 21112}

1
-6 E {(132}

T _l. -2 �0246
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c) Para k = 2; SE2 = % y escogemos A2 = §

e I + 1 af "1 ( ) '$3 . 2A2 1132

-1 1
_ (I23 6 + '6

1 .
E E (I + 5:5)

1
' 6 E �030[1133+ 3933} -

1
'2'; 5 {$3}

a_ __ 1
'3 �03424

La sucesién generada es:

{ac }- 1�031�034" kl
Tomando Iimite

A 2:: = 0
Por lo tanto

Encontmmos ;c* = (J
(P) ,, _Tal que 06 8f(x -0)

Ejemjolo II..2 Sea f = |:z:| una funcién convexa

min .1�030(~71) = |-T»|
(P2) Sujcto a.

an 6 IR

�0241 ; :£<0

3f(-17) = [-1,1] ; w = 0
1 ; :L�030>0

Solucionar el problema (P2) es lo mismo que solucionar el siguiente problema

Encontmr 16* '
(P) .,tal que 0 E 3f(a:)
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Solucién

1. Dado 930 = 1

2. a) Para k = 0; :30 = 1 y escogemos A0 = 1

1 -1

(E1 6 I + ($0)

1, "

1 .

.�031E1<U

1 6 {£171 �034�030

3 E {x1} Absurdo

ii) Si :61 = 0

16 (0 + [-%=%])
1 6 [�024�024§, Absurdo '

iii) Si a:1>0
1 6 {J31 + 5} '
% E {:51} Cumple

Entonces 1

$1 = 5

b) Para k = 1; :51 = y escogemos A1 =

1 ~1
(I32 6 1+

_1 1sea e (I+<'9f) <5) % %
1
5 E (I+af)(9«"2)

.�031II2<0

7:�0306 {I152 �030�024

3 6 {$2} Absurdo
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ii) Si {172 .�024.0 '
gs (0+ [�0241,1])
i E [-1, 1] Cumple

Si ;L'2>U

�030EE {(131 +

~% 6 {mg} Absurdo

Entonces A

(172 = 0

C) Para k = 2; .72 2 0 y escogemos A2 =

1 , *1
ZIJ3 E I +

% 3. . "
:53 E I + 50] (0)

. V 3

i) Si £L'3<0

O 6 {$3 "

g 6 Absurdo

11) Si 2:3 -.= 0
0 6 (0 + [$31) >
0 E [�03073, Cumple .

iii) Si 3:3->0
0 6 {$3 + 3}
�024gE {:53} Absurdo

Entonces

>373 ='- 0

�030 La sucesién generada es: . 1

{1}} 3 '

Tomando Iimite

2:1: = 0

' 67 V



Por lo tanto M

(P) F}n.con.tra.m.os 32* = 0

1 Tul que 0 e am-=-�030= 0)
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III. VARIABLES E HIPOTESIS

3.1 Variables de la investigacién .

Nuestra variable independiente es el Operador Monétono Maximal. Para cada Op-

erador Monétono Maximal tenemos una solucién del problema (P), la solucién de

(P) es la. variable dependiente. �031

3.2 Operacionalizacién de variables

' Variable De}401nicién De}401nicién Indicadores
conceptual operacional

T Operador Es una Utilizamos el método de punto

Monétono generalizacién de proximal para encontrar un 1' tal

_\/laximal la funcién convexa que 0 E

3.3 Hip(�031)tesis'general e hipétesis especi}401cas

Hipétesis general

Para cada Operador Monétono .\/Iaximal T existe un punto x 6 IR" tal que

0 E

Hipétesis especf}401ca

1. El Operador Monétono Maximal T es un caso general de la. subdiferencial

de una funcién convex-a.

2. La solucién de un problema de optimizacién convexa es un caso particular

de la solucién de un problema de Operadores Monétonos Maximales.
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IV. METODOLOGIA

4.1 Tipo de investigacién _

La investigacién es de tipo cienti}401co- teérica. y la met0dolog1'a utilizada es de tipo

inductivo-deductive.

4.2 Disefio de la investigacién

E1 procedimiento para la. demostracién de los resultados es el siguiente:

1. Se comiema con el problema de nptimi7.aci(m mnvexa {m7'.n f .17 6 IR,"} 4

2. Se muestra que si f es una funcién convexa entonces el conjunto subgradjente

Bf es no vacio, convexo y compacto para. todo .7, 6 IR."

3. Veri}401camosque si f : IR�035�024->IR es una funcién convexa. E1 punto :1�034:E ]R"�030es

minimizador de f si y solo si, 0 6 3f

4. Mostramos que si f : IR" �024>IR es una funcién convexa. Entonces 6f : IR" �024+

P(IR.") es un operador monétono maximal.

5. Teniendo los resultados anteriores hacemos la. generalizacién del problema de

optimizacién convexa para. el problema de operadores monétonos maximales

6. Finalmente obtenemos la solucién del problema de operadores monétonos max-

imales, en la. cual mostramos la convergencia del algoritmo para la solucién

dcl problema.
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4.3 Poblacién y muestra �030

Nuestra poblacién es el conjunfo de todos los operadores Inom}401tonosmaximales y

nuestra muestra. son las funciones convexas.

4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccién de datos

Para la rcalizacién dc la tesis so ha rcvisado bibliografia especializada y articlxlos on

internet.

4.5 Procedirnientos de recoleccién de datos

Debido a. la abstraccién de la tesis, no se necesité més procedimientos de. recoleccién

de datos que la revisién dc bibliograf1�031a.en libros y a1"t1'cu1os.

4.6 Procesamiento estadistico y anélisis de datos

La tesis no tiene procesamiento estadistico y anélisis de datos.
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V. RESULTADOS

En el trabajo de Tesis se utilizo el algoritmo de punto proximal para obtener 95* 6 IR"

tal que 0 6 T(:c*), donde T es un operador monétono maximal. Los resultados mas

importantes son:

1. Demostramos que la subgradiente de una f1u1ci(�031)nconvexa es un Operador

Monotone Maximal.

2. Demostramos que la sucesién generada por el algoritmo de punto proximal

clésico converge para la solucién del problema de optimizacion couvexa.

3. Demostramos que la sucesién generada por el algoritmo de punto proximal para.

Operadores Monétonos Maximales T converge u ;c* 6 IR" tal que 0 6 T
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacién de hipétesis con los resultados

1. La importancia y necesidad de encontrar 23* 6 IR" tal que 0 E T(:c*) se justi}401ca

por las m}401ltiplesaplicaciolnes en los campus dc ciencias e ingenierias, tal es

el caso que al encontrar :c* 6 IR" tal que 0 E T(:r;*), se esté resolviendo un

problema de Optimizacién Convexa.

2. En las bibliografias no existe una inform-acién detallada para encontrar 35* 6

IR�035tal que 0 E T(:c*). E11 la tesis hemos resuelto detalladamente la solucién

de. este problema utili7.a.11d0 el Algoritmo de punto proximal para, Operadores

Monétonos Maximales.

3. Para obtener la s0111ci611 del problema hemos consideradn que n'11es1'.r0 operador

T es Monétono Maximal, y q_ue existe al menos un ;u* 6 IR�035tal que 0 E T(;c*).

La. Tesis se puede considerar como un primer paso importante, para resolver

problemas de optimizacién més generales y que tienen aplicacién en diversas

6.2 Contrastacién de resultados con otros estu-

dios similares

Si 12. funcién f es diferenciable entonces para obtener la solucién del problema (P1)

existen diversos métodos de solucién entre los cuales tenemos: e1 Método de Newton,

Método de Cuasinewton y el Método de Lagrange, las cuales fueron estudiados por

Izmailov on [15] y [16]. Existe otro método que soluciona cl problema (P1) cuando la

funcién f es diferengiable llamado el Método de Punto Proximal Clésico, el cual fue

estudiado por Ma.rtine�031cen el A}401o1987 [30], dicho método genera. una sucesién

de puntos, tal que la sucesién converge a un punto que minimiza la funcién
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Cuando la funcién deja de ser diferenciable el problema ya. no se puede resolver por

dichos métodos. La neoesiclad do resolver 91 problema (P1), cuando la funcién es

convexa ,1imitada inferiormente y no diferenciable, aparece en el siglo XIX la teoria

de Operadores Monétonos Maximales. Utilizando el método de punto proximal para '

operadores monétonos maximales obtenemos la, solucién del problema. (P1) cuando

f no cs ncccsa.ria.mcntc difcmnciablc. En este trabajo dc tesis fue cstudiado dicho

método.
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VII. CONCLUSIONES

1. Para encontrax x�0306 IR" tal que 0 E T(:1:*), se utiliza el algoritmo de punto

proximal para operadores Monétonos Maxilrlales. V

2. A1 obtener la solucién de encontra.r 56* 6 IR�035tal que 0 E T(.1:*) estamos

obteniendo la solucién dc un problema dc optimizacién convcxa. .

3. Para obtener la convergencia del algoritrno de punto proximal hemos tenido

que asumir quc nuestro opcrador T cs Monétono Maximal y que cl conjunto

U = {an 6 IR"; 0 E T(a3)} es no vacio

4. Con dcmostracién do que la s11bdifo.rnncia1 do una. funcién convcxa sea un

Operador Monétono Maximal, nos permite generalizar el Problema de Opti-

mizacién Convexa a un Problema de encontrar 23* 6 IR" tal que 0 E T(:n*).
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Para cntcndcr la tesis sc recomienda cstudiar los siguientes libros mas importantes:

a. Elon Lages Lima [11], en este libro tomamos resultados de anélisis en IR�035.En

par�031r.icu1a.1�030resultados dc succsioncs y topolog}401aon IR"

b. Izmajlov, A. y Solodov, .\/LV [15], em este libro tomamos los resultados de

c0n_j11nto convcxo , fu11c.i011cs convcxa y s11bg�030radicntcdo una funcién

c. Entender lo que signi}401cael subdiferencial de una. funcién convexa. Este con-

cepto y ejemplos Se encuentra en el Cap1'tulo 2, seccién 2.3 .

d. Estudiar el concepto de operador monétono maximal. Notar que el subd-

iferencial de lma fun0i611 cnnvexa es un operador monétono maximal. Este

concepto, teorema. y ejemplos lo encontramos en el Capitulo 2, seccién 2.4 .

e. IUSEM A. N. [17], en este libro obtenemos las de}401nicionesbésicas del algoritmo

dc punto proximal y su conve1-genciau

f. Se recomienda que si se quiere estudiar el m1�031nimode un funcién f se trabaje

solo con funciones convexas cuyo dominio esta en el espacio Euclidiano ya. que

la tesis esta realizada solo para estos tipos de funciones, para trabajos futuros

puede considerarse que la funciones no es convexa o tomar otro dominio.

g Este trabajo tuvo como referencia y Variaciones de otros trabajos realizados en

desigualdades variaciollales como la. tesis titulada �034Soluciénde u11 problema

dc dosigualdad variaciolml on IR" usando cl método del punto proximal exacto

V con distancia de Bregman�035y también la tesis �034Convergenciadel método de

punto proximal con distancia homogénea de orden IR optimizacién convexa�035y

no cabe duda que también seré base para ampliaciones de posibles trabajos de

investigac.i6n que 11123.5 adelante _podré.n realizar en esta Iinea. de las fu1'1cione:s

convexas, en funciones no convexas 0 tomar otro dominio.
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X. ANEXOS

0 . .

ANEXO 1: Matrlz de conslstencla

Problema general Objetivo general Hipdtesis general Tipo de investigacién Poblaclén

Sea T un Oparador Obbener la solucidn de un Para. cada. Operadm cientf}401cc:�024teérica. El trabajo toma como

Monotone Maximal. El problema de Operadores Monétono Maximal T poblacién el conjunto
problema de Operadores Mcvnétonos Maximales existe un punto z 6 IR" Método de todos los operadores

Monétonos Maxinmlaa cs utilizando el Algotitmo de tal que 0 E T(::), Inductivo-deductivo. mon6t.onos maximales y la
definido como: Punto Proximal. muestra. son las funciones

Hipétesis especf}402cn Dise}401ode In lnves- convexa.

{ Enwmrmv w Objetivos especl}402cos _ tlgucién
(P) El Operador lvlonétono Muestra:

tal que OE , _ .
Generalizar el Prob- Mammal T es un caso g,on- El procednmxenco para

lama de Optimizacién era] de las subdifarenciel la demostracién de 105 La muestra es el conjunto

Obtenar la solucién del Convexa sin restxiccién da urmfuncién canvexa. resultados as elsiguientet de funciones j" convexaa
problema (P) utilizando mediante un nrnhlema db. , limitadas infarinrmente
e1 Algoritmo de Punto Operadnrns Mon-étnnna La. snlur.in'In da un prnb- y nu narzasarianwentn

Proximal para cpérudores Maximal:-.5. lcvnn dr: optimiznrzidn I. Sn. nnminnzn arm diFnrr'.nc:inb|n
mondtonos muximslas. rnnvnxa es un rnsru pm1'.ir.- nl prnmnma. dn rup-

Suluciomu [.ll'L.\b]cHl:l.d ulur 41:.�030la sulur.i(-n dc un l.imi2acién cunvuxa. '

Problema especifica dc Optiruizauiaim Cunvexa. pruhlelua. dc: Upzradures {min f(::); I 6 ]R"}

sin resLriL.ci}401!Jmediante Mom}401tunusMuxixxmles.
Dada um-1 funcién Operadores Monétonos '2. Se muestra que si

f 2 IR." �024-) IR. cunvexa Maximales. f es una funcién con-
, limitadas inferiormente y vexs. entonces el nonjunto
nn n«=.nasaria.1-n=.v1t.a-. difnr- subgradieuha Bf(:r) as no

nnciahln, nl pvnhlnma dn vacio, convexc y aompacto
nptim}401zani-}401nirrrsmrirmn es para. rose 2: e IR"

dutinidu como

v 3. Vari}401camosque 5}

{ A/[in f(I) f 1�030R" -5 [R as una
(P) . n funcxén ccmvexa. El punto

su_1::t.o a 1 6 IR A
2�030:6 IR" es minimxzador de
f si y solo si, 0 6 8f(5:)

Ohtnnnr In nnluc-.i/an del

prnhlnmn (P) uf}402izandnal 4_ Mosrramos que 51'

Algnvitmn dc |"unt.n I�034rnx�024 f ; IR," ..; IR. es una

imn�030. funcién convexa. Entonces
Bf : IR." �024-> P(R�034�030)es
un opansdox monétono

' maximal.

5. Tnniandn Ins rm=uI-

tndns nnterinr}401shH.(2FY71(\<
In gnncroxliznci}401n dnl

probluma dc uptixnizacién
cuuv4_-xx para. a.-1 pruhlcma

du upurudulss muuL':Luuus

maximules.

6. Finalmente obtenemos

. . a solucidn del prnblema.

de operadores monétonos
�030 maximales, en la cual

mostrnmos la con\'ergeuz;ia

del algoritnm para la V
solucién del problema.
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Pmmema d�030? Método del punto
operadores monotonos .

, proximal
maxlmales (P)

Convergencia del
\ método de punto proximal

para el problema (P)

Figura 8.1: Mapa conceptual del trabajjo b
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