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RESUMEN
En el presente trabajo de investigacion se resuelven un grupo de problemas de
problemas de programacion cuasi-convexa. Para ello se derivan condiciones necesarias

y suficientes que permitan caracterizar a dichas funciones cuadréticas cuasi-convexas,
del tipo @ (X) = 1/2 Xx'C x + p'X , las cuales se podréan resolver usando el algoritmo

de Frank y Wolfe.

Asimismo, se logra caracterizar la solucion optima x “del problema de programacion

cuasi-convexa

min{ ¢ (x):xeX }

Si y solo si satisface (X — X')(C X + p) > 0, ¥V xe X

Ademas, se describe el algoritmo de Frank y Wolfe, que es un método que resuelve
problemas de programacion pseudoconvexos, y con los resultados obtenidos se
mostrara bajo hipdtesis adecuadas, que este método puede utilizarse también para

resolver problemas de programacion cuadraticos cuasi-convexos.



ABSTRACT

In the present research work, a group of problems of quasi-convex programming
problems are solved. For this, necessary and sufficient conditions are derived to
characterize said quasi-convex quadratic functions, type ¢ (X) = ]/2 x'Cx + ptx

which can be solved using the Frank and Wolfe algorithm.

Likewise, it is possible to characterize the optimal solution of the quasi-convex

programming problem

min{ ¢ (x):xeX }

Yes and only if it satisfies (X — X')(C X + p) > 0, Vxe X

In addition, the Frank and Wolfe algorithm is described, which is a method that solves
pseudo-convex programming problems, and with the results obtained it will be shown
under suitable hypotheses, that this method can also be used to solve quadratic quasi-

convex programming problems.



INTRODUCCION

Los problemas de optimizacién en Economia, a menudo no pueden ser modelados
como problemas de programacion lineal, pero se pueden formular de tal manera que

las restricciones sean lineales y la funcion objetivo sea no lineales.

Uno de los casos méas simples es cuando la funcion objetivo es cuadratica, o bien puede

ser aproximado por una funcion cuadratica.

Estos problemas de programacion cuadratica han sido atacados por un tiempo
relativamente largo y tienen una amplia literatura (por ejemplo: E.M.L. BEALE (1955),
C. VAAN DE PANNE (1964) AND. A WHINSTON y P. WOLFE (1959).

Estos intentos, que se tradujo en muchos algoritmos eficientes, son todos parecidos en
donde se supone la convexidad de la funcion objetivo. Sin embargo, cualquier método
de programacion pseudoconvexo, por ejemplo, de Frank y Wolfe, es aplicable, incluso

si la funcion objetivo no es convexa, pero es cuasi-convexa en el ortante no negativo.

En el desarrollo del trabajo de investigacion, se propondra las condiciones necesarias
y suficientes para obtener funciones cuadraticas cuasi-convexas en el ortante no
negativo y se describe el algoritmo de Frank and Wolfe, que es un método que resuelve
problemas de programacion pseudoconvexas, y con los resultados obtenidos se
mostrara bajo hipotesis adecuadas, que este método puede utilizarse también para

resolver problemas de programacion cuadraticos cuasi-convexos.

El trabajo de investigacion esta dividido en seis capitulos.

En el marco tedrico, se presenta algunas notaciones, se recuerdan algunas
definiciones y resultados del analisis real y convexo.

En el desarrollo del trabajo de investigacion, se muestran condiciones necesarias y
suficientes para obtener funciones cuadraticas cuasi-convexas en el ortante no negativo
y se describe el algoritmo de Frank and Wolfe, que es un método que resuelve

problemas de programacion pseudoconvexos. Luego, los resultados obtenidos se
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mostrard, bajo hipdtesis adecuadas, que este método puede utilizarse también para
resolver problemas de programacion cuadraticos cuasi-convexos.

A continuacion presentaremos la estructura de la investigacion compuesta en seis
capitulos:

En el primer capitulo presenta el planteamiento del problema, que incluye la
descripcion del problema, la formulacion del problema, los objetivos que orientan la
investigacion vy las limitantes.

En el segundo capitulo se considera el marco tedrico, incluye los antecedentes, la teoria
que fundamenta la investigacion, en el cual se describe algunos aspectos de la teoria de
sucesion de numeros reales, espacio euclidiano, nociones basicas de optimalidad,
problemas de optimizacion y condiciones de optimalidad y definiciones de términos
béasicos.

En el tercer capitulo se presenta la hipétesis y la operacionalizacion de variables.

En el cuarto capitulo se explica la metodologia de la investigacion que incluye tipoy
disefio de la investigacion, poblacién y muestra y técnicas e instrumentos para la
recoleccion de la informacién de campo.

En el quinto capitulo se presenta los resultados de la investigacion.

Finalmente, se presenta la discusion de resultados que son sugerencias que puedan

servir para futuras investigaciones relacionadas con temas afines al presente estudio



I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcion de la realidad problematica

Los problemas de Programacion Cuadratica han sido atacados por un tiempo
relativamente largo y tienen una amplia literatura (ver: E.M.L. BEALE (1955), C.
VAAN DE PANNE (1964)).

Los problemas de optimizacidn para funciones cuadraticas cuasi-convexa que no son

convexas del tipo

¢ (x):%xtc X+ p'x

Dénde: C es una matriz simétrica de Nxn, X, pel) "
El problema de programacion cuadratica se define como.

min{¢ (x):xe X}, (1.1)

Donde X representa un conjunto convexo de [

Una de las causas por lo que el problema (1.1) no puede ser resuelto de inmediato, es
porgue no cumplen condiciones necesaria, que ayuden mediante un criterio adecuado
a caracterizar la funcion objetivo y su solucién otra de las causas es no encontrar las
condiciones suficientes que se relacione con las condiciones necesarias para encontrar
el punto éptimo del problema mencionado. Esto implica que si no tengo tales
condiciones, no se lograra disefiar o aplicar algin método que ayude a resolver dicho

problema (1.1)

De no encontrar el punto éptimo que minimice la funcion objetivo, el problema (1.1)

no sera resuelto.

Por tal motivo es necesario encontrar las condiciones y el método que ayuden a

optimizar el problema (1.1).



1.2 Formulacion del problema

1.2.1 Problema general

Se quiere resolver la siguiente interrogante:

¢ Es posible establecer un método que optimice y resuelva la funcion cuadréatica cuasi-

convexa?

1.2.2 Problema especifico

a. ¢Existe condiciones necesarias para optimizar una funcion cuadratica cuasi-
convexa?
b. ¢Existe condiciones suficientes para optimizar una funcién cuadrética cuasi-

convexa?

1.3 Objetivos de la investigacion
1.3.1 Objetivo general
Determinar el método para optimizar la funcion cuadratica cuasi convexa que lo

resuelva.

1.3.2 Objetivo especifico
a. Determinar las condiciones necesarias para optimizar una funcion cuadratica
cuasi-convexa.
b. Determinar las condiciones suficientes para optimizar una funcién cuadratica

cuasi-convexa.

1.4 Limitantes

1.4.1 Tedrico
Para la elaboracion y ejecucion de la presente investigacion se utilizé libros, revistas

especializadas, articulos cientificos, sugerencia de docentes especialistas, fuentes
documentales y teorias correspondientes al analisis convexo, entre estas teorias esta:
optimizacion continua de Papa Quiroz (2009), analisis convexo de Crouzeix (2013), y

introduccion a la optimizacién e investigacion de operaciones de Canales Garcia



(2009), etc. Asimismo, se tomara en cuenta a las funciones cuadraticas cuasi-convexas

y pseudoconvexas relacionado con el interés del tema.

Estas teorias seran aplicadas para la elaboracion del marco teorico y tedrico-conceptual
de referencia, para la demostracion y probacién de la hipotesis.

1.4.2 Temporal

El estudio es de tipo longitudinal. Se inicié en julio del 2018 y se concluy6 en enero
del 2019

1.4.3 Espacial

El trabajo se realizo en la biblioteca especializada de Facultad de Ciencias Naturales y
Matematicas de la Universidad Nacional de Callao. Las unidades de analisis le
corresponden a un grupo de funciones cuasi-convexas que son las funciones

cuadraticas.



Il. MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

2.1.1 Internacional

Acebedo, 1. (2005), en su tesis” Algoritmo de Espacio Rango para
Programacion Cuadratica” manifiesta que el objetivo de esta investigacion es
generar un algoritmo que converja a la solucién éptima, el tipo de investigacion
es cientifica teodrica, cuya metodologia es deductiva, se concluye entonces que
el algoritmo de espacio rango para programacion cuadratica AERPC es un
algoritmo eficaz, con mejores tiempos de restricciones que algoritmo de espacio
nulo para programacion cuadratica NSAQP, calculando la solucién 6ptima para
problemas bien condicionados, mal condicionados, con degeneracion y sin
degeneracion, con la funcion objetivo convexa, restricciones de desigualdad

del tipo mayor o igual y con la matriz Hessiana definida positiva.

2.1.2 Nacional

Illesca, O. (2016), en su tesis “Solucion de un Problema de Operadores
Mondtonos Maximales usando el Algoritmo de Punto Proximal” manifiesta que
el objetivo de esta investigacion es obtener la solucion de un problema de
Operadores Mono6tonos Maximales utilizando el Algoritmo de Punto Proximal.
La investigacion es de tipo cientifico-teorica, utiliza la metodologia inductivo-

deductivo y se concluye, que para encontrar x“ 1" tal que 0 eT(X*), se utiliza
el algoritmo de punto proximal para operadores Monétonos Maximales,
ademaés, al obtener la solucion x"estamos obteniendo la solucion de un
problema de optimizacion convexa.

Astete, R. (2011), en su tesis “Metodologia para Mejorar el Proceso de
Asignacion de Trafico a una Red de Transporte” manifiesta, que el algoritmo
de Frank-Wolfe, es una combinacién del método del gradiente con un método

de optimizacidn lineal, por lo que es adecuado para la asignacion de viajes en



redes de transporte debido, a que estos ultimos son un problema de
optimizacion no lineal.

Para trabajar una matriz de asignacion de viajes, el algoritmo resuelve un origen
contra varios destinos lo que quiere decir, que se debe de aplicar el algoritmo
para cada origen nuevamente.

El método Simplex revisado, permite resolver el 6ptimo del dominio local del
problema ya que el comportamiento local no lineal y el comportamiento local
lineal son similares.

El algoritmo de Frank-Wolfe, es mas facilmente automatizable que otros
algoritmos como el de multiplicadores de Lagrange.

Es especialmente ventajoso en los problemas de asignacion de trafico, porque
no necesita enumerar todas las rutas factibles entre los origenes y los destinos,
que podria ser un trabajo muy pesado cuando el tamafio de la red aumenta.
Este método de Frank y Wolfe, es utilizada para problemas no lineales de
programacion y abarca en el campo de trasporte especialmente en el de
asignacion de traficos. Este método va optimizar la funcion objetivo, en cada
iteracion que se hace se aproximara a la solucion. Es necesario contar con
herramientas analiticas y tecnoldgicas que permitan disponer una metodologia
de alternativas de solucion a la complejidad del incremento del trafico urbano

y que afecta a la calidad de vida del ciudadano.
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2.2. MARCO
En esta seccion se presenta resultados basicos del analisis real, nociones de convexidad

y condiciones necesarias de la convergencia de una sucesion.

2.2.1. Tebrico

e Simbolos y Notaciones

Segun (Papa Quiroz, 2009), “A lo largo de esta seccion adoptaremos las siguientes

terminologias:
] : conjunto de los nimeros naturales.

' : conjunto de los numeros reales.
0" ={X=(%,%,... X,) 1 X €], Vi=1..,n}: espacio euclidiano n-dimensional
(x, Z>Z producto interno (euclidiano) entre xe"y zel1" .

|X||: norma euclidiana de x 1™ .
int(s) : interior del conjunto S .

S : cerradura del conjunto S.

Vh(x): gradiente de una funcion en el punto X .
f’: derivada de la funcion f .

A': traspuesta de la matriz A.
A>0: matriz definida positiva.

A>0: matriz semidefinida positiva.” (p.4)

e Sucesion de NUmeros Reales

Definicion 2.2.1.1 Segun (Lages Lima, 1997), “Una sucesion de nimeros reales es una

funcion x:[0 —[J.

Escribiremos {Xl,---, X, }o {Xn }n <r 0simplemente {Xn} para indicar a la sucesién

para indicar la sucesion cuyo n-esimo termino es X, ” (p.26)
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Definicion 2.2.1.2 Segun (Lages Lima, 1997) “Dada una sucesion X ={ X, }n <n de
nameros reales, una sub-sucesiéon o una sucesion parcial de X es la restriccion de la

funcién X a un subconjunto infinito 0" = {n,<n, <..<n <..} de [J . Se escribe

{% } _.-o{X, }. paraindicar lasubsucesion X' = X| ~(p.27)

Diremos que una sucesion {Xn } es limitada; cuando existe 0 <M (] tal que

X,| < M, paratodo nell .
Definicion 2.2.1.3 El limite de una sucesion segun (Lages Lima ,1991), “Diremos que

un nimero real A es limite de una sucesion { X, } de nimeros reales cuando para cada

nimero real £>0, existe Nyl tal que |Xn—a| < &, siempre que N 21, .

Denotamos a = limx, , simbolicamente

n—oo

limx, =a=Ve>0,3n, el in=n, =[x, —a|<&” (p.85).

n—oo

Teorema 2.2.1.1 Toda sucesién convergente estd acotada.
Demostracién. Ver [6], p.87. [ ]
Teorema 2.2.1.2 Toda sucesion monotona y acotada es convergente.

Demostracion. Ver [6], p. 88. [ ]

Corolario 2.2.1.1 Si una sucesién monotona {Xn} posee una sub-sucesién

convergente, entonces { X, } es convergente.

Demostracion. Ver [6], p.88. ]
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Espacio Euclidiano

Definicion 2.2.1.4 Seglin (Benazic Tomé, 2000), “Sea nell. El espacio N—
dimensional [1" es definido como el producto cartesiano de [J x[1 x...x[] N—veces,

esto es
0" ={x = (X, %, X,): X €l i =12,..,n}

Introduciendo las operaciones de sumay producto por un escalar, se verificaque [1" es

un espacio vectorial sobre [1 .” (p.3)

Definicion 2.2.1.5 Segun (Benazic Tomé, 2000), “Sea [1" el espacio N — dimensional,

definimos el producto interno

(.):0"0" > [ tal que

(xy) = Yxy

Se puede verificar facilmente que el producto interno (,) satisface las siguientes

condiciones:

1) VXel",(xx) 2 0y (x,xy=0, siysélosi, x=0; donde & es el vector nulo.
2) Vx,well",VAel :{{ AX,W) = A X,W).

3) VX,wWell":{(Xxw) = (W,X)

4) VXWzel " (x+W,z) = (X2) + (W2)” (p.5)

Definicion 2.2.1.6 Segin (Benazic Tomé, 2000), “Sea [1" el espacio N-—

dimensional, definimos la norma

|.|:0"x0" —> O tal que

13



[x1 = v x%

Esta norma es llamada norma euclidiana. De las propiedades del producto interno se

obtiene los siguientes resultados.

1. vxel"|x| =0

2. || =0 siysolosi,x=6 donde @ esel vector nuloen 01",
3. vxel"Vael:|ax| = |4 |¥].

n wxyern ] < I+ Il

Si en el espacio vectorial [" introducimos la norma | .| definida por

[ x| = xx) = ,f " x, entonces 11" se le llama espacio euclidiano.” (P.9)

Definicion 2.2.1.7 Segun (Papa Quiroz ,1997), “Ac[" es un conjunto abierto, si y

solo si, para todo X € A existe una bola abierta B(x,¢) tal que B(x,&) = A” (p.7)

e Nociones Basicas de convexidad
Definicidn 2.2.1.8 Segun (Crouzeix, 2003), “Un conjunto no vacio C —J" es convexo
sii VxeC,VyeC y Vte[01]: tx + (1-t)yeC” (p.1)
Definicidon 2.2.1.9 segin (Nelson Merentes y Sergio Rivas, 2013),“ F:D <" —[]
esconvexasiysolosi f(tx+@1—-t)y)<tf(X)+@-t)f(y), x,yeD;t €02 " (p.24)
Definicion 2.2.2.0 Segun (Crouzeix, 2003),”Se dird una funcién convexa es propia si

f(X) >—o0 Wx Y Siexiste xe" tal que f(x) <+o0.” (p.21)

Teorema 2.2.1.3 Sea un S —[1" conjunto convexo abiertoy f:S < [J "> 0 una

funcién diferenciable entonces f es convexo si Yy solo si

f(y) 2 f(x) + (Af(X),y-x), Vx,yeScl".
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Demostracion. Ver [8], p.78. [

Definicion 2.2.2.1 (Convexidad y Matriz Hessiana) Segun (Canales Garcia, 2018),

“Sea f:0" >0 dos veces diferenciable y definamos la matriz Hessiana de f como

la matriz de la segundas derivadas parciales, f, ;(x)=

2
M, asi, denotando por

i

H (x) ala matriz Hessiana, tenemos

fll (X) f12 (X) . fln (X)

H(x) = fZl_(X) for(X) . f2n(X)

fnl.(x) fnz.(x) fnn.(x)

v n . ryn —
Sea X €ll", entonces examinando la naturaleza de la forma cuadratica de H(x) en X

, es posible determinar la caracterizacion local de la funcion f .

1.
2.

Si H(x) es definida positiva, entonces f es localmente convexaen X .
Si H(X) es definida negativa, entonces f es localmente concavaen X .
Si H(x) es semidefinida positiva para todo X, entonces f es una funcién

convexa.

Si H(x)es semidefinida negativa para todo X, entonces f es una funcion

concava.” (P.91)

Definicidon 2.2.2.2 Segun (Canales Garcia, 2018), “Una forma cuadrética es definida

por q(x) = XtAX, donde x 0™y A esuna matriz cuadrada simétrica real. La matriz

A de a forma cuadrética se dice que es

a.

b.

C.

Definida positiva si y solo si X AX >0, ¥x =0,
Definida negativa si y solo si X' AX<0, Vx#0.n

Semidefinida positiva si y solo si X AX>0, VX

15



d. Semidefinida negativa si ysolo si X AX<0, VX,

e. Indefinida si x'Ax>0 paraalgin Xy x'Ax <0 paraalgin X.” (p.90-91)

Definicion 2.2.2.3 Segtn (Papa Quiroz, 2009), “Una funcion diferenciable f :[J "

es pseudoconvexa si, para todo par de puntos distintos X,y tenemos

(VE(X),y =x) ) =0 = f(y) > ()7 (p.155)
Definicion 2.2.2.4 Segun (Papa Quiroz, 2009), “Sea C un conjunto convexo y
f:C— 0 una funcion real. f es cuasi-convexa en C si para todo
X,y €C, t [0,1], se cumple que

fEx + AL -1y) < max{f(x), f(y)}” (p.155)

e El problema de Optimizacién
Segun (Papa Quiroz, 2009), “La Optimizacién es una de las areas de la Matematica
Aplicada que estudia el problema de minimizar o maximizar una funcién sujeta

generalmente a restricciones sobre su dominio.

min(max) f(x)

(p) sa: (1.1)
xe X

donde f:X —[1 esunafuncion arbitrariay X es un subconjunto de 0".” (P.9)
Definicion 2.2.2.5 (Minimo Local y Global)

Segin (Papa Quiroz, 2009), “Sea f: X cll "0 una funcién definida sobre X .
Unpunto X e X es llamado punto minimo local de f sobre X siexiste &> O0tal

que
f(X) < f(X), VxeXNB (X,é&).

El punto X € X es llamado punto minimo global de f sobre X si
f(X) < f(x), VxeX.” (p.31)
Definicidn 2.2.2.6 (Maximo Local y Global)
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Segln (Papa Quiroz, 2009), “Sea f: X clJ " — [I una funcion definida sobre X . Un
punto X € X es Ilamado punto maximo local de f sobre X si existe &> 0tal que
f(X) = f(X), VxeX n B (X&)
El punto X € X es llamado punto méaximo global de f sobre X si
f(X) = f(x), VxeX.”(p.32)
Observacion: Segun (Papa Quiroz, 2009), “Todo problema de maximizacion puede

ser expresado como un problema de minimizacion. En efecto, el problema

max g(x)
sa:
Xxe X

es equivalente a

min  -g(x)
sa:

Xe X

”(p.60)
e Condiciones de Optimalidad

Teorema2.2.1.4Si f: X cl" = [ essemicontinua inferior en un conjunto no vacio

y compacto X entonces, existe un punto minimo global.

Demostracion. Ver [3], p. 17. |

Teorema 2.2.1.5 (Teorema de Minimizacién Convexa). Sean X <[] "un conjunto

. n - - e .
convexoy f:Xcl" = [I unafuncién convexaen X . Entonces todo minimizador
local del problema (P) es global. Ademas, el conjunto de minimizadores es convexo.
Si f es estrictamente convexa, no puede tener mas de un minimizador.

Demostracion. Ver [4], p. 69. [

Teorema 2.2.1.6 Consideremos el problema de optimizacion no lineal
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donde h:0" - 0™y cC:0" - 0"
Si f,h, ¢ son funciones convexas y ademas h es afin, entonces las condiciones de

KKT son suficientes para obtener los 6ptimos globales.

Demostracion. Ver [9], p. 153. ]
2.2.2. Conceptual

Debido, a que esta tesis es de ciencias basicas no es necesario considerar el marco
conceptual, en efecto, los teoremas utilizados no se pueden refutar, por ser consideradas

como verdaderas.

2.2.3. Tedrico-Conceptual
Algunos resultados importantes

Proposicién 2.2.3.1 (Segin Jorge Amaya A, 2003) “sean S, y S, dos conjuntos

convexos. Entonces S, NS, es un conjunto convexo.
Demostracién: Sean X,y €S,NS,,1€[0,1]

X, Yy€S, = AX+(1-4)y€eS,, yaque S es convexo

X, Y€S, = AX+(1-1)y€S,,yaque S,, es convexo

luego AX+ A-2)ye S, NS, es decir, S;NS, es convexo” (p.6)

Proposicion 2.2.3.2 Si fl(X) y f2 (X) son dos funciones convexas definidas sobre un

conjunto convexo no vacio T < "entonces f(X)=(f,+ f,)(X) es convexa sobre I,
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Demostracion: Por definicion de f = fl + f2 se tiene

f()=(f,+£,)(x)=f,(x)+ f,(X)
Sean x,yel' y a€[01]
f(ax+(1-a)y) = f(ax+1-a)y)+ f,(ax+([1-a)y)
como f, y f, son funciones convexas sobre I" se cumplen de forma simultanea las

siguientes desigualdades

f(ax+1-a)y)<af (X)+1-a)f.(y)
f,(ax+(1-a)y) <af,(x)+1-a)f,(y)

sumando estas dos desigualdades
fi(ax+(1-a)y)+ f,(ax+(1-a)y) <a(fy(x) + T, (X)) + L-a)(,(y) + T,(Y))
Es decir
flax+1-a)y)<af(x)+1-a)f(y)
Por lo tanto, f(x) es convexa. |
Proposicion 2.2.3.3 Si f (x) es convexa sobre I'clJ ", siendo " un conjunto
convexo no vacio, entonces v >0, la funcion (4 f)(x) definida por
BHX)=L1(X)
es convexa sobre 1" .
Demostracion: como f (x) es convexa sobre 1" se cumple

FAX+A-D)Y)<AT(X)+@Q—-A) T (y)
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Si multiplicamos ambos lados de la desigualdad por g >0, el sentido de esta no

cambia y tendremos
BUEAX+A-D)Y) < SAT)+A-) T (y) =451 () +A-21) ST (X)

Lo que demuestra la convexidad de gf .

Teorema 2.2.3.1 (Segun Jorge Amaya A, 2003) “Sea f : S —[1,con S convexo no

vacio, y sea X solucion local del problema de min f (x). Entonces,
XeS

i) Si f esconvexa, X es minimo global.

i) Si f esestrictamente convexa, X es el inico minimo global.
Demostracion.

) seae>0,F(X)2 f(X) VxeV (X).

Supongamos que X no es optimo global, es decir, 3y € S tal que f (x) < f (X).

luego, f(AYy+(1-A)X) < AT (V) +AL-ADT(X) < F(X)+(1L—A) f(X) = f(X)
Pero para A suficientemente pequefio, /Ty+(1—ﬂf)i eV_(X), lo cual es una
contradiccion pues X es minimo local.

i) f estrictamente convexa—> f convexa. Luego, por (i), X es minimo

global.
Supongamos que no es Unico, esto es, que existe y e S (y = X), tal que
f(y) = £(X).
1 1 1 1 1 1
fEy+=X)<=f Zf(X)=f(X)=>Iz==y+=x=Xx tal que
(2y+2x)<2 (y)+2 (xX) (X)=>3z 2y+2x;arsx q

f (z) < f (X), lo que contradice el hecho de X es minimo global” (p.44-45)
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2.3 Definicion de términos béasicos

1.

5.

Optimizacion.

Segln (Soto Apolinar, 2011), “Un problema es de optimizacién cuando se

requiere maximizar o minimizar una cantidad.”(p.114)
Iteracion.

Segun (Soto Apolinar, 2011), “Método de resolucién de una ecuacion a través
de aproximaciones sucesivas a la solucién buscada. Estos métodos se utilizan
generalmente a través de la programacion de computadoras porque requiere de
muchos céalculos sucesivos, tarea que la computadora puede realizar

facilmente.” (p.85)
Solucion factible o punto factible.

Segun (Acevedo Bautista, 2005), “Considerando el problema de minimizar

f (x) sujetoa xeQ es una solucion factible para este problema.” (p.75)

Vector gradiente.

Segun (Acevedo Bautista, 2005), “El vector gradientes el vector que nos indica
hacia donde aumenta la funcion, mientras que la direccion contraria indica

hacia donde disminuye, el vector gradiente es un vector cuya i-ésima

componente es la derivada parcial de f (x) con respecto a X; y se denota por:

Vioo - |00 AG A A
ox ok, TTax T ex, |

donde cada punto de este vector es ortogonal a las curvas de nivel.” (p.74)

Matriz Hessiana.

Seguin (Acevedo Bautista, 2005), “La matriz Hessiana Q,, ,(X), es una matriz

gue esta determinada por:
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o°f
OX.OX

P77

Q(x) =

Evaluando en los i-ésimo y j-ésimo elementos. La matriz Hessiana es definida

positiva, si y solo si la funcion f (x) a la que esta asociada es estrictamente

convexa.” (p.75)
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I11. HIPOTESIS Y VARIABLES

De acuerdo a la naturaleza del problema

3.1. Hipotesis
3.1.1. General

El método de Frank y Wolfe es un método que optimiza la funcion cuadratica

cuasi-convexa.

3.1.2. Especifico

a. Siexisten las condiciones necesarias para optimizar una funcion cuadratica

cuasi convexa en base a resultados principales de teoremas, proposiciones

y corolarios.

b. Si existen las condiciones suficientes para optimizar una funcion

cuadrética cuasi convexa en base a resultados principales de teoremas,

proposiciones y corolarios.

3.2. Operacionalizacion de variables

Tabla 3.1: Clasificacion de la dimensién de la variable

Variable Dimension Indicadores
Matriz Hessiana
Programacion Condiciones Caracterizacion de las funciones
Cuadratica  con | necesarias cuasi-convexas
una Funcion Conjuntos convexos
Objetivo  Cuasi- Funciones pseudoconvexas
convexa Condiciones El método de Frank y Wolfe
suficientes

20



IV. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

De acuerdo a la naturaleza del problema.

4.1 Tipo y disefio de la investigacion

Seguin Avila Acosta (1992) de acuerdo al propésito y naturaleza perseguida, la presente
investigacion es de ciencia formal, pura o fundamental porque esta destinada a portar
un cuerpo organizado de conocimientos cientificos en la linea de anélisis numéricos y
matematica computacional y no produce necesariamente resultados de utilidad practica

inmediata.

La investigacion de la tesis es de tipo no experimental debido a que no se manipulan
las variables independientes ademas su disefio es transversal-descriptivo pues su
proposito es indagar las incidencias y valores en que se manifiesta una variable. El
método de las ciencias formales, es el método deductivo, a partir de axiomas — verdades
simples y evidentes, y deducir de ello todas las deméas verdades, usando las leyes y
reglas del razonamiento correcto que la logica proporciona. (Klimovsky, 2001). Segun
Eli de Gortari, Ldgica General (1972) utilizaremos demostraciones de tipo directo e

indirecto.
Se da inicio de la siguiente manera.
Meétodo:

a. En la primera parte el problema de optimizacion es:
opt{ ¢ (x):xeX }
que significa encontrar un punto de minimo o maximo global de ¢ sobre X.
b. Se probo que la funcion objetivo ¢ (x) no es convexa, pero, Si es cuasi-convexa

c. Teniendo en cuenta los resultados anteriores, mediante un criterio adecuado

caracterizaremos la funcién cuasi-convexa a una funcion pseudoconvexa

d. Luego se utilizo el corolario 5.2.2, donde X €X,X"#0 es una solucion

6ptima del problema o equivalentemente @ (X) 2¢ (X’), X€ X
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e. Finalmente para encontrar el punto 6ptimo se usé el método de Frank y Wolfe
para encontrar la solucion del problema estudiado.

4.2 Poblacién y muestra
Por ser nuestro trabajo netamente tedrico- basico, no existe poblacion que estudiar, sin
embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso en espacio euclidiano en el ortante no

negativo.

4.3 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion documental

Para la realizacion de la tesis se utilizd la técnica de lectura analitica, que consiste en
leer texto, en forma detallada, para ello se revis6 bibliografia especializada de
funciones cuasi-convexas, pseudoconvexas, ademas recopilacion de informacion
obtenida via internet, pagina del Instituto de Matematica y Ciencias Afines (IMCA),
Consejo Nacional de Ciencia, tecnologia e Innovacion Tecnoldgica (CONCYTEC),
repositorio de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM), Universidad
Nacional del Callao (UNAC) de la Facultad de Matematica, libros, proyectos y tesis

relacionados al tema de interés.

4.4. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacién de campo
La presente investigacion no requiere analisis y procesamiento de datos estadisticos,

la variable es cualitativa.

4.5 Analisis y procesamiento de datos

Por la caracteristica del trabajo no se realiza ningin analisis estadistico.
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V. RESULTADOS
Programacion Cuadratica con una funcion objetivo Cuasi-convexa

5.1 Resultados de convexidad, cuasi-convexidad y pseudoconvexidad
Proposicion 5.1.1 sea X <[1" un conjunto convexo y abierto y y : X —[] una
funcion diferencial en X . Entonces {7 es convexa si y solo si paratodo x,y e X .
v (y) =y (X) 2y =XV (x
Demostracion.
Sea ¥ convexaysean x,ye X y a€(01]
y(@ay+ (1-a)x) < ay(y) + (1-a) v (X
y(ay+ (1-a)x) say(y) +y (X -ay(X
vy +@A-a)x) -y (x) < ay(y) - v ()
dividiendo entre &

viay +@-a)0 - y(9) _

< v (Y)-v (X
o
luego tomando el limite &« — 0
Ligg’” (ay + (1—00:) )~y (¥ _ v () - v ()
Obtenemos
(Vi (), y=x) <w(y) -y (X
Asi

VT ()y =x) < w (Y) - v (X
(Y ="V () < w(y) - v (¥

Reciprocamente, sean y,ze X Y z = x+a (y—x) e X

V-2’V (@ <y () -v(© (5.1)

ysean x,z e X

x-2'Vy (@ <y (¥ -v(@© (5.2)
remplazando z = x + a (y — x) en(5.1) y (5.2)
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(y - (x+aly =)' Vy (2) <y (y) - v (2)

(y-x-ay+a)'Vy (2) <y (y) - v (2)

(y@-a) -x@-a)'Vy @) <y () - v (@)
@-)(y =)' Vy @ <w () -v(®
L-a) (y =X)'Vy (1) <y (y) - v (2)

multiplicando por &

a(l-a)(y-X)'Vy () Say(y) - ay (D) (5.3)

xX-2'Vy (@) <) - v

(X = (x+aly =0)'Vy @) <v®-v©
(—ay+aX)'Vy (@) <y (¥ - v (2
() (y =)' Vy (2) < v (X) - v (2)

multiplicando por (1—«)

- () (y =)' Vy (2) < L-a) (v (0 — v (2)
- () (y -)'Vy (@) < l-a)y (¥ -y () +ay(2) (5.4)
Luego sumando las ecuaciones (5.3) y (5.4)

O<ay(y)+1-a)y () -vy()
v (2) < ayp(y) + 1-a) v (X
y (X +a(y-x) <ay(y)+1-a) vy
y (ay+1-a)x) < ay(y) + 1-a) v (X

Por lo tanto, i es convexa n

Teorema 5.1.1 Sea f:0" — [I una funcion diferenciable en 0" . Entonces f es

cuasi-convexa si solo si
f(x) <f(y) = (x —y)' Vi(y) <0, Vxyel".
Demostracion. Sean X,y €(1"y « e(O,l] tal que f (x) < f(y), como f escuasi-

convexa, entonces
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flax + @-a)y) < max{f(x), f(y)} =f(y)
flax+QL-a)y) —f(y) <0,
dividendo por &

flax+ @-ay) -ty _,
(24

tomando limite

lim J@x+ @-a)y) - ) _

a—>0" o

(VE(y), (x —y))< 0

VE(Y). (x -y) <0
(x —y)'Vi(x) <0

Reciprocamente, la prueba se hara por contradiccion.

Supongamos que f Nno es cuasi-convexa, entonces 3 Xl, X el" y 4 e[o,l] tal que
FAX+@A-2)x*) > max {f(x), f(x°) }.

sea X = AX + (1L -A)x) y i) <f(x)

f(¢) > f(x) (5.5)
f(x°) > f(x) (5,6)
Por hipdtesis, se cumple
(x* - x3)T vi(x®) <0 (5,7)
(x —x*) vf(x*) <0 (5,8)

Remplazando x* en las ecuaciones (5,7) y (5,8)
(x* - xl)T VE(X®) <0 A (X - xl)T VE(x¢) = 0
Entonces
(x> — xH)' vf (x3) =0 (5,9)

Definamos
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U= {x: f(x) < f(x*), x =ux*+@0 - u)x’, ue[01] }
entonces
x® U
Sea x° eU el més cercano a X3, por el teorema del valor medio 3X (x°, x3) tal que

(¢ = XO)TVE(X) = F(X°) — f(x°)
F(x%) = (X - x°)TVF(X) + f(x°) (5.10)

x* = u’x* + @1 - u)x®

Para U’ €[0,1], x* = Ax'+(1-4) x*, remplazando en la ecuaci6n (5.10)
f(x*) = f(x°) + u°A (x = x*)"VE(X) (5.11)
Como x U, entonces
f(X) > f(x%)
luego como X es una combinacion convexa de x' y x?
X e (x°,X%), X =tx’+ (1-t) X’, parate(0,1) setiene

X =LA -tu)x+@1-(A-tu A)x°
X =Bx'+ (L - B)x

Asi, X es una combinacion de x* y X*, ademas f(x’) < f(%), f(x') < f(X),
luego de (5.9)
(x* = x)'VE(X) = 0
remplazando en la ecuacion (5.11)
FOC) = F(X°) +u® A (X = x)'VE(X)
f(x°) < f(x%) (5.12)

lo cual contradice la desigualdad en (5.5). Por lo tanto, f es cuasi-convexa [
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Teorema5.1.2sea f:T'cl" >0 unafuncion, sea X eI" ,ysea f diferenciable
en I'. Si f esconvexaen I',entonces f es pseudoconvexaen I,
Demostracion. Sea x,y eI’ y f esconvexaen I por la proposicion 5.1.1 se tiene
que
f(y) = (0 > (y -x)'V(x)
Por hipdtesis
VE(X)'(y = x) >0

fy) - f(x) >0
f(y) = f(x)

Por lo tanto, f es pseudoconvexaen I .

[ |
Observacion 5.1.1 el reciproco del teorema anterior no siempre se cumple, a

continuacion se mostrara un ejemplo.

Ejemplo 5.1.1 consideremos la funcién f(X) = X + X°, x < 0, luego como
f"(x) = 6x <0
Entonces f no es convexa

Notemos que f es pSEUdOCOﬂVGX& en J, como
f'(x) =1+ 3x*>0

Si
fF'(xX)(y —x) =0

entonces (1+3X°)(y—X) = 0, luego
y+ V> x+ X,
asi

fy) = ()
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Por lo tanto, f es Pseudoconvexa.

Teorema5.1.3 Sea I un conjunto convexo en [ " ysea f unafuncion real definida
en algln subconjunto abierto de I", f: AT —0, si f es pseudoconvexa en T,

entonces f es estrictamente cuasi-convexa.
Demostracion. Sean X, X" tal que f(X') > f(x), por hipétesis

(x*=x)'Vi(x) <0
luego
(x' = x*)'VE(x) > 0
asi, por el Teorema 5.1.1, f es estrictamente cuasi-convexa es decir
f(Ax + @-2)y) <max{ f(x), f(y) } m
A continuacién un ejemplo donde se muestra que el reciproco del teorema no se cumple
Ejemplo5.1.2 f(X) = X° es cuasi-convexa pero no pseudoconvexa

i) Mostremos que f es cuasi-convexaenl] .
Sea x,y el talque f(x) > f(y) por demostrar que (X-Y)f (x) > 0.
En efecto, como X > Y° y X* > 0, entonces
(x-y) (3x) 2 0

Por lo tanto, f(x) es cuasi-convexa

i) Mostremos que f no es pseudoconvexa.

Supongamos que f es pseudoconvexa en [J , luego (Y —X) 3> 0 para todo
x,y e[l lo cual no cumple para x=1, y =0.
Por lo tanto f (x) no es pseudoconvexa.

Aplicando los resultados anteriores en la funcion cuadratica
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é(X) = %XTCX +P'x = %Zn:zn:cijxixj + Zl:pixi

i=1 i=1l
donde C es una matriz de orden NXxN.

i) Convexidad para funciones cuadraticas

Teorema 5.1.4 Una funcion de laforma ¢ (x) = %XTC x + PTx esconvexasiysolo

si (X=x)'C(x'=x*) >0
Demostracion. Por hipétesis y de la Proposicion 5.1.1.

¢ () = ¢ (X) > (X = x)'Vg (X),
reemplazando V¢ (X') = (C x"+p),

¢ (<) = ¢ (X) > (X ~x)" Vg (x),

luego

$(x%) ¢ (xX) > (X'~x) (Cx+p),
Reduciendo términos y agrupando, se tiene

(x* — XZ)T%C x' — %XZTC (x* = x?)

v
o

%(xl - x?)'C x?

1\
o

(x* = x)T %C —
luego
(x =x)C(x -x) =20

asi, se obtiene el resultado

ii) Pseudoconvexidad para funciones cuadraticas

De la definicion aplicadaa ¢ (x) = %XTC X + P'x,si ¢ (XZ) < @ (Xl), se tiene

que
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(X = x)'Vg(x) <0
luego, reemplazando V¢ (X') = (C X"+ 1), se tiene
(x* =x)(Cx +p) <0

iii) Cuasi-convexidad para funciones cuadréticas

De la definicion de cuasi-convexidad, se tiene
¢ (X') = ¢ (X°) implica (X' =X*)'V¢ (x) > 0
reemplazando V¢ (X') = (C X' + p), setiene

¢ (x') 2 ¢ (x°) implica (X' - X*)' Vg (x') 2 0

Observacion 5.1.2 Notamos de (i) que la convexidad de una funcion cuadratica
depende solo de la matriz C . Pero la pseudoconvexidad y Cuasi-convexidad depende

también del vector de coeficientes " p"esto es, su parte lineal ver (ii) y (iii)

Probaremos los siguientes resultados.
a) Si una funcién cuadrética es convexa en [J " es también convexaen 0"
Demostracion.

Sea ¢ (x) = %XTC x + PTx, si ¢ esconvexaen [ entonces

Vi (x) =C >0, Vxel".

Debemos mostrar que ¢ es convexaen [1"
Si x>0, , del andlisis previo, se obtiene el resultado.

Six <0, entonces
XCx = (-X)'C(-x) > 0.

Por lo tanto, ¢ esconvexaen 1" |

b) Si una funcidn cuadratica es cuasi-convexa en [] "entonces es convexaen []"
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Demostracion.

Sea ¢ (x) = %XTC X + p'x, ped" lafuncion cuadraticay cuasi-convexaen ("

Supongamos ¢ que no es convexa. Entonces, existe xe[1" tal que
V2 (X) %0, luego

%Wc %< 0 (5.13)

Definamos f:0"—= 0 talque f(X) = ¢ (X) =p' X con pP'X >0

(5.14)
Demostracion. Probemos que f es cuasi-convexa.

En efecto, sean X,y €[1", tal que f(x)> f(y), luego

$(X)+p'X =gp(y) +p'X
¢ (x) = 4 (y)

Como ¢ es cuasi-convexa
(x =YV (x) 20
Pero por definicion de f, Vg (x) = Vf (x), asi
(x=y)' VE(x) > 0
De esta manera, f es cuasi-convexa.
Haciendo x* = 0, de (5.13) se tiene que

1YTC X"<0
2

Luego
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%7 CX+p'X-p'X-p'xX < %(xl)TC X'+ p'x'—p'x
¢(X) -p'X - p'X < ¢(x)-p'X

p'x < f(X)

f(X) < f(X') +p'x;vp'x >0

(X) < f(xl)

Ademas, como f es cuasi-convexa, entonces

—X)'VE(x) 2
-%)'Vg(x')
( ) (Cx+p) >

()" p

p X

v
o o o o o

IA

Lo que contradice (5.14), por lo tanto ¢ es convexaen (1"
[ ]

Nuestra motivacion es trabajar con funciones cuadraticas que son cuasi-convexas en

1% pero no son convexas.

5.2 Caracterizaciéon de Funciones Cuadraticas Cuasi- convexas

Teorema5.2.1 ¢ (x) = %XTC X + p'x, pell" escuasi-convexaen L siysolo

si paratodo vell"

. . Cv|<
viCv < 0 implicaque -0
p'v|>



. Cv
Donde = significa que el vector {
>

; } es no positivo o0 no negativo, es decir, sus
pVv

(n +1) componentes no deben tener signos opuestos.

Demostracion. Sean X', x> €l y ¢ (x') > ¢ (x%) por demostrar que

(x*=x*)"(C x'+p) = 0 De lahipétesis

%xlTC X+ p'x > lecwes pTx?

lxlTC Xt — 1XZTC X+p'x'—p'x* >0
2 2
%xlTCxl- %XZTC Xt Ly’ xl—%szC X +p X' —p'™x*>0

1xlTC X - lXZTC x1+lx1TC x* — lszC x>+x p=x*'p =0
2 2 2 2

(x' - XZ)T%C X'+ (X" + XZ)T%C X + (xX'=x)Tp >0
(xt - x2)T%C X'+ x) "+ (xX=x)"p=0
(x' — xz)TEC (x' + x) + p} > 0 (5.15)

Primero asumiremos que X', X> >0
Si
%(xl -x)'C(x*-x)=>0 (5.16)

Sumando (5.15) y (5.16) obtenemos
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(x*=x*)T %C X'+ (X =x%)T %C X2+ (X' =x%)T p+%(x1—x2)TC xl—%(xl—xz)TC x>0

(X*+x)"(C x'=x*)>0

Si
1 1 2\T 1 2
E(X -X)C(x —x) <0

Por hipotesis se tiene

Por lo tanto

:
Luego multiplicamos por el vector positivo [Xl 1} >0

C(xt—x2
(X" 1] (x=x) >0
pT(Xl_XZ)
X' C (X =x)+p (X =x?) >

0
(X'=x)Cx+(x-x*)'p =0
(x'*=x)"(Cx*+p) >0

Entonces ¢ (x) es cuasi-convexaen int(I ")
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. . n
Pero se requiere que ¢ Sea Cuasl-convexa en i 4

Sean x,yel]7 <" = int(1"), entonces
El{xk}cint(D 'l)lxk — X
Ay fcint(D0) 7y >y
Por la cuasi-convexidad de ¢ en int(0")
¢ (Ax + @-A)y*) < max{ 4 (xX).¢ (y) |
limg (A + @-2)y*) < lim max{ ¢ (x).4 (¥ }
¢ (Alimx* +@-2)limy* < lim max{ ¢(Lirgoxk),¢(|kin;yk)}

¢ (AX +(1-A)Y") < max{g (x),4(y)}.

IA

Por lo tanto, ¢ es cuasi convexa en [ ". Reciprocamente, sea una funcion cuasi-

convexa, entonces

ViCv<0Well"

luego
Cv
) 3
p'v| >

IV el"VCv® <0 noimplica{

O equivalente

CV'| <
T 0| < 0
v

Entonces

AxX,x* el /¢ (x*) < ¢ (x") por demostrar que (x* —x) vg(x) > 0
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CV
Pero { 1 o | contiene los componentes de diferente signo.
p'v

Asi, 3 un vector positivo con (n + 1) componentes que se puede escoger de la forma

XO oT C V0 _
(1 ] > 0 tal que [X qLTVO} =0

xX*'Cv® +p'v° =0
VCx® +vip =0
VOT(CXO + p) =0
Como x°>0 escogemos a>0  suficientemente
1
X =xX"+ = +aVv' 20
2
2 0

X* = X —%+av°20

Restando (5.18) y (5.19)

XX — x> = av®
Sumando (5.18) y (5.19)
Xl 2
+X° .0
2
de
vOiCv® <0

multiplicando por «®

(5.17)

pequefio tal que
(5.18)

(5.19)

(5.20)
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remplazando en (5.17)

v (Cx* +p) =0
multiplicando por &

(a vo)T(C x> +p) <0
(x - %) (% C (¥ - x) + pj <0 (5.21)
sumando (5.20) y (5.21)
(¢ =) (e (e ex) wp)« (¢ x) Sk -x) <o
(x —xz)T(%cﬁ + %CXZ +p+ %Cxl - %szj <0

(¢ ) (cx + ) <0

(¢ ¥ (cx +p) > 0
Por lo tanto, el resultado. n

Teorema 5.2.2 La funcion cuadratica no convexa ¢ (x) = %XTC X + p'x s cuasi-

convexaen [} siysolo si se cumple las 4 condiciones siguientes

a) C tiene exactamente un autovalor negativo
byC <0
C)p<oO

d) Existe algin g€l " talque cq = p y qu <0

Antes de dar la demostracion, debemos considerar lo siguiente

Observacion 5.2.1

(@ Si C es no singular entonces existe C™* entonces (d) se reduce a (d’):

q=C'parpCip<oO

(b) Si C essingular entonces 2 C* luego se cumple uno u otro
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i) No existe solucién qel] "/Cq = p

il) Existen varias soluciones

3ghgq*el"/Cqt =p
Cq’=p
T
p'qt = (C qz) qt
T
p'qt = (qz) Cq
T
p'at = (o°) p
p’q" = (p) ¢
Entonces
p'q' =p'g° <0

(C) Haciendo p = 0 enelteorema5.2.1

$ (X) = %XTC x + p"x es una funcion cuasi-convexaen [ siysolo vved"

VICVv < 0 = [CV]

VA
o

Veamos: Si ¢ (x) es cuasi-convexa en [} entonces también lo es Q(x) ademaés
notemos que ¢ (x) NO es convexa entonces Q(x) NO es convexa pues: (C < 0).

Esta observacion nos permite emplear en la prueba del Teorema 5.2.2.

Demostracion. (Del Teorema 5.2.2)

Supongamos que la funciéon ¢ no es convexa pero es cuasi-convexa en U 'l entonces
por la Observacion 5.2.1 (c) y en el Teorema 5.2.1 se tiene que

Q(x) = x'Cx

No es convexa pero si cuasi-convexa en [J |

a) Probaremos la existencia de autovalores negativos
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Jvel"/V'Cv < 0

Entonces
Cv<DO
Av < 0
viAv < 0
vivi < 0
como
viv>0
decimos
A1<0

entonces C tiene por lo menos un autovalor negativo

b) ¢ noesconvexa

luego
JvelT/viCv < 0
entonces
>
y
X'x >0, Vxel" (5.23)

multiplicamos (5.22) y (5.23)

X'XViCv < 0
xX'VIiCvx <0
viX'Cxv <0
VIiVX'Cx < 0

entonces
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d)

XCx <0, Vxel"

es decir
C<o0

Veremos que para algun vector positivo s >0 tenemos:

s’Cs <0 (5.24)
de
Cs
p's| >
s'Cs < 0 implicaque Cv < 0, (5.25)
entonces
p's < 0
(5.26)
multiplicamos por (s")
p'ss’ < 0s'
p'ss’ <0

p'ss’ < O (pues (s > 0) = ss' > 0)

p' < Oentonces p < 0

Para la prueba consideramos que el sistema
Cu=0A p'u=1tienesolucién ue". (5.27)

SeaV=5-2(p s)us>0
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HVvICv=o(s—-2(p's)u)’C (s —2(p's)u)
vICV = (s"=2(p's)u’)C (s=2 (p's) u)
vICv =5s'Cs - 2s'C(p's)u -2 (p'sju'Cs+4 (st)zuTC u
vICv =5s'Cs-2(p's)s'Cu — 2 (p's)s'Cu+4 (st)zuTC u

de (5.24), s'Cs < 0,
por lo tanto, viC v < O.

ii)Cv=C(s—-2(p"s)u)
Cv=Cs—-2(p's)Cu

de (525, Cs < 0

por lotanto, Cv < O
iii)p’ v = pT(s ~2 (st))
p'v=p's-2(ps)p'y,
De (5.26), p' v = —(p's) > 0
Por lo tanto, P’V > 0.

Asi tenemos

viCv <0
Cv<oO
p'v > 0
Luego el sistema (5.27) no tiene solucion es decir, el sistema C g = p posee solucion
qel".
Hemos probado que C q = p faltaré probar pT q<0.

Supongamos que P' G > O ydefinamos W = (p' @)s - 2(p's)g con s>0
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wCw = ((qu)s)TC (pa)s 2(

wWCw = (p'g)s'C (p'q)s-2(p'q)

wCw = (qu)sTC (qu)s—Z(qu)

WCw = (qu)2 s'-4(p'g)(p's)s’C q+4(st)quCq
WCw = (qu)2sTCs 4 Tq)(st)(st)2+4(st)2qu
wCw = (qu) $'Cs— 4(qu)(st)z+4(st)qup
wCw= (p'q)7s'Cs;

de (5.24), s'"C s < 0.

por lo tanto, w'C w < 0.

[i)Cw = C((qu)s - Z(p‘s)q)
Cw = (p'g)Cs - 2(p's)Cq
Cw = (p'g)Cs - 2(p's)Cq
Cw=(p'g)Cs-2(p's)p < (p'g)Cs <0

de P'q <0 y(5.25)setieneque Cw < 0
(iiiyp™w = p"((p'a)s - 2 (p's)a)

(P @) (p"s)-2(ps) (p'q)
-(p" ) (p's) > 0

p'w

p'w
de P'q <0 y(5.26)setieneque p'W > 0.

asi tenemos

wCw<0
Cw<o
p'w > 0

el cual es una contradiccion con el Teorema 5.2.1.

p'a)s) € (B's)a-2{(p's)a] ¢ (pas+4((o's)a) ¢ (#'s)o
s'C (p"s)q-2(p's)a’C (p"q)s+4(p's)a’C (p's)q
(p's)C q-2(p's)(p"q)q’C s+4(st)2 q'Cq
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Por lo tanto, 3q€"/Cq =p con p'q < 0.
Reciprocamente, probaremos que si a) y b) se cumple entonces la forma cuadréatica no
convexa Q (X) = X 'C Xes cuasi-convexa en [l ", supongamos que Q no es cuasi-
convexa.
Denotemos por /4 I=1n los autovalores C Y vy i=1n SuUS respectivos
autovectores, el cual podemos asumir que sean autonormalizados, es decir,
”yi” =1A <yi’yj > =0 Viz]

Como C < 0 entonces existe al menos un autovalor negativo consideremos 4, < 0

y como Q no es cuasi-convexaen [ " entonces

Jvell"/VICv <0 (5.28)
asi, Cv tiene componentes de signo apuestos, entonces

Ixel"/x >0
x"(Cv) =0 (5.29)
Xx'Cx <0 (5.30)

Como {y, |._, . sonortonormalizado (es una base 1")
Como {y,/i = 1n} esunabase [ ", podemos expresar V, X como combinacion

lineal de {y; } (pues V,xell ")
vV = iaiyi
X = Zn:giyi

i) De (5.28)
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viICv = Zn:ai ijT C (Z:‘ai yij <0

i=1

viCv = iZ;:ai yfj (Zn:ai Cyij

i=1

viCv = iZ:‘ai y,TJ (zn:ai A C yij

i=1

T

(Y] +a, Yy +ay s+, V1 ) (o A Yy + e, 2 Yy 4oty Ay Yy)

of A +ai A +.al A

viCv

viCv

VICV = > af 4, <0

i=1

Por lo tanto,

ii) De (5.29)
cov = (Sax) o
acv =[S yJ[ aiCyij “ 0
FCv = jgiy:] (

XTCV = (ay +& Vs + & Wn) (@ A Y+, 4 Y+ @y 4 Y,)

.
XCVv=galt+tes a, L+..+¢&, a, 4,

XTCV:ioci & A =0

i=1

Por lo tanto

iii) De (5.30)
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n T n
XCx = |Y ¢ yij C ( £, yi] <0
i i=1
XCx = | Y ¢ yfj
X'Cx = |Y¢ yfj

XTC X = (81 y;r +82 y; +"'8n y:) (‘91 2’1 y1+82 j'2 y2+"'gn ﬂ’n yn)

T 2 2 2
XCx =¢& L+e L+..+e 4
n
XCx=>e 4 <0
i=1

Por lo tanto

Asi tenemos

(a) En (5.31),si @, = 0,
entonces
o o+l A+l A, <0
luego

32, < 0 paraalgn i=2,n

asi, C posee otro autovalor negativo, contradiciendo la parte (a).

(5.31)

(5.32)
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(b) En (5.33),si &; = 0,
entonces
g+l +.e A <0
luego
34, < 0 paraalgin j=2n
entonces C posee otro autovalor negativo, contradiciendo la parte (a).
© Siaz0ng #0
multiplicamos

(5.3) por g& > 0
(5.32) por (-2 ¢, &)
(5.33)pora’ > 0

obtenemos

ng a? A, <0
i=1

Z—Zel o, 0 6 4 =0

i=1
20512 g A1 <0
i=1

Sumando

dYelal A+ 21 <0
i=1

n n
2
-2g 0 0 8 A + Zal &,
i=1 i=1

n 2
dD(eai—a &) 4 <0

i=2

entonces existe 4; < 0 paraalgin i = 2,n, luego C posee otro autovalor

negativo, contradiciendo la parte (a).

x"C x es cuasi-convexaen L |

Ahora veamos la demostracion del Teorema 5.2.2.
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Supongamos que no es cuasi-convexa [ |

Por el Teorema 5.2.1 Avell"/V'C v < 0, entonces

Cv=>0
p'v <0

Definamos w = (p's)v — (s'cv)q paraalgin s>0
Veamos
DwiCw = (( p's)v—(s'Cv q) ((st)v—(sTC v)q)
( p's)v' —(s"C v)q’ ((st)v—(sTC v)q)
(P’ )2vT —(p"s)(s'C v)v'Cq—(s'C v)(p"s)q"Cv+(s'C v)quC q
w'Cw = (p's)viCv- ( s)(s'C v)v'Cq—(s'C v)(p's)v'Cq+(s'C v)2 q'Cq
(p's) V' )(s"Cv)v'Cq+(s'C v) q"Cq
( ) ViCv-— Z(st)(s Cv)Vip+(s' Cv) qp
)(s"Cv)(p'v)+(s"C v)2 p'q<0

Por lo tanto, w'C w < 0.
ii)s'"Cw = sTC((p s)v—(s"C v)q )

s'Cw = (p's)(s"Cv)-(s"Cv)-(s"C v)(s'C q)

s'Cw = (p's)(s'Cv)-(s"Cv)(s"p)

s'Cw = (p's)(s'Cv)-(s'Cv)(p's) =0

Por lo tanto, s"C w= 0.
Entonces Cw tiene componentes con signos opuestos (5.34)
COMO ¢ es cuasi-convexas

Vvel" VICV < 0 implicaque C v >°

En particular para W

wCw < 0
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entonces

cw3o0
>

lo cual es una contradiccion, pues Cwtiene componentes opuestos.

Por lo tanto, ¢ es cuasi-convexa. ]
Denotemos €; como el i-esimo vector unitario g = (0, O,...l,...O)

Del Teorema 5.2.2, inmediatamente tenemos lo siguiente.

Corolario 5.2.1 Para ¢ del Teorema5.2.2,si C & =0 implica p'e, =0

Demostracion. Por el Teorema 5.2.2, (d) (C q=pApqgc=< 0) y consideremos

.
Ce =pape <0

Pero C & = 0 entonces p = 6 luego pTei <0 [

Este resultado dice que, si Ctiene una fila cero, la i-ésima componente

correspondiente de P, P, = Oy X = 0 no aparece en la funcién total.

Estas variables seran Illamadas irrelevantes, los demas seran llamados relevantes por lo
tanto, la distincién tiene un mayor significado cuando las variables relevantes e

irrelevantes estan unidos en las restricciones.

Teorema 5.2.3 Si la funcion no convexa ¢ (x) = %XTC X+ p'x €s cuasi-convexa en
17 con todas las variables relevantes entonces ¢ es pseudoconvexa en el ortante

- . n
semipositivo ] — {0}

Demostracion. Como todas las variables son relevantes entonces C no tiene fila nula
(por el Corolario 5.2.1)

Por la Observacion 5.2.1 (c) (¢ es no convexa y cuasi-convexa entonces Q no es

convexa y cuasi-convexa).
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Donde Q(x) = %XTC x como es cuasi-convexa en [J " entonces para todo Ve[l ]

C
VICv<0 = [ TV} =0 (5.35)
pv| >
Sean x',x* el — {0} tal que
(xl—xz)T (Cx*+p) 20 (5.36)

por demostrar que

Si Z(x*=x) C(x*+x) = 0 (537)
Sumando (5.36) y (5.37) tenemos
(xz—xl)T(C X'+ p) + %(xz—xl)TC (x2+x1) >0

XZTCX1+X2Tp _x'eyw - XlTp 4 %XZTC K2 — %erc o EXN

Cx* + %xlTC x' >0
1szCx2 +x2p - ExlTC X —x'p>0

2 2

1szCx2 +xp > 1xlTC X+ X' p>0

¢ (x*) 2 ¢ (x) (5.38)

Si %(xz—xl)TC(xz—xl) <0

Entonces por (5.35)
[c (x-x)] E 0 Vvel"
Si
C(¥-x) <o (5.39)
entonces
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(xz—xl)T C <0

Ademés x>0 (pues consideramos X', X" €[] — {0}), entonces

(x2 —xl)T Cx* <0 (5.40)

Luego, por el Teorema 5.2.1
p (xz—xl)T <0 implica que (xz—xl)T p<0 (5.41)
Sumando (5.40) y (5.41)
(x2 —xl)T C x1+(x2 —xl)T p<o0
(x? —x1)T (Cx+ p)T <0
Contradiciendo (5.36), entonces
C(x*-x) 20 (5.42)

Nuevamente por el teorema 5.2.1

pT(x*—xt)’ >0 (5.43)
multiplicando por %(xl + x2)T a (5.42)
%(x1+x2)TC(x2—x1) > 0 (5.44)
sumando (5.43) y (5.44)

1(x1 + xZ)TC (x2 - xl) + pT(x2 —xl) >0

2
1xlTC _— ExlTC Xt + 1szC — EXZTC X +p'x* —p'x'>0
2 2 2
1 ot 2 T2 1 g7 1 Tyl
EX Cx  +pXx >§XCX +px >0
¢ (X) > ¢ (x)
¢ (X) 2 ¢ (x) (5.45)
De (5.38) y (5.45) se prueba que ¢ pseudoconvexa ]
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El siguiente corolario del Teorema 5.2.3 es muy importante para la aplicacion del

método de gradiente para resolver problemas de programacion.

Corolario5.2.2Sea X ", convexoy ¢ satisfaciendo las condiciones del Teorema
5.2.3.Si X e X, X" #0, satisface la siguiente desigualdad V x € X

(x—x")T (Cx+p) =0 (5.46)
Entonces x* es una solucién 6ptima del problema min{ #(x)/ xe X }o equivalente

#(x) = ¢(x*) vV xeX

Demostracion. Por el Teorema 5.2.2

C <
p <
como X e X cJ" c[1", entonces
xX'Cx <0
%x*‘c X" <0 (5.47)
pTX <0 (5.48)

¢ (0) = ¢ (X) (5.49)

Por otro lado, por hipotesis

Por Teorema (5.2.3)
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p(X) > g (x7); Vxx ell- {0} (5.50)
De (5.49) y (5.50)
g (X) > ¢ (x7), Vxel
ast,
d(X) 24 (x); VxeX
|
Observacion 5.2.2 La relacion en (5.46) nos dice que la derivada direccional de ¢ es

no negativa en x* para cualquier direccién admisible y esto nos servira como un

criterio de optimalidad para las clases de funciones que estudiamos en el trabajo.

5.3 Solucion de Programas Cuadraticas con Funciones Objetivos Cuasi-convexas

Considerar el problema de programacion cuadratica (PC)
ming(x) = %XTC X + p'x
s.a
Ax + By = b

0
0

vV v

X
y
Donde X es un n-vector de las variables que son relevantes con respecto a la funcion

objetivo, Y es un k -vector de las variables irrelevantes.

AyBson MXN y mxk matrices, respectivamente, yhes un M - vector
X

Introduciendo la notacion z = { }yL: {z/[AB]z = b, z > 0} podemos escribir
y

el problema (PC) en la forma:
min{ ¢(x)/zeL |
L Sera llamada el conjunto admisible o viable. Los vectores z,X,Yy estan distinguidos

por el mismo indice inferior (es decir X;, Y, son subvectores de Z; )
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Como hemos mencionado, varios métodos son conocidos para resolver (PC) siempre
que ¢ es convexa. Estos métodos son mas eficientes de los que vamos a considerar,
pues nos limitamos al caso no convexo, a pesar de que estos métodos funcionan
también para el caso convexo.

Consideramos las siguientes hipotesis
A. & es cuasi-convexaen [J " no convexa.

B. L esno vacio y acotado.
Con estas condiciones, el Teorema 5.2.3 y Corolario 5.2.2 nos permitird utilizar
cualquier método de programacion Pseudoconvexa para resolver el problema de

programacion cuadratica cuasi-convexa, 0 cualquier método que nos asegura la

convergencia para un punto estacionario de Kuhn-Tucker (x*,y*,z*) con x>0

permitira obtener (5.46) y asi obtenemos la optimalidad en el problema cuasi-convexo.
Observacion 2.3.1 Tenemos dos observaciones

(a) Si se cumplen las hipdtesis A 'y B por el Teorema 5.2.3, ¢ es Pseudoconvexay
asi podemos utilizar cualquier método de programacion Pseudoconvexa.

(b) Si se cumplen las condiciones del Corolario 5.2.2 y si usamos cualquier método
donde obtengamos un punto estacionario mostraremos que se cumple (5.46). Y por
el Corolario 5.2.2 se tendrd una solucién 6ptima.

Para fijar ideas, escojamos el método de Frank y Wolfe. Como una representacion
de los métodos mencionados anteriormente.

Es bien conocido que

Este método converge a una solucion o6ptima si la funcion objetivo es

pseudoconvexa.

El algoritmo de Frank-Wolf es descrito como sigue:

i) Empezar con cualquier solucién viable 2° = z' cuando aplicamos a nuestro

G0 1
problema X* = x > 0
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i) Generar una sucesién de soluciones bésicas viables Z°,2°,2"... y una sucesién
. . 1.2 . ., , . .
de soluciones viables Z°,Z",... tal que 2" es una solucion basica optima del
problema de programacion lineal
PL(r):

min{xT (Cx +p)lze L}

2" =2, 2" + -4z
Donde A, es una solucién optima del problema de minimizacién
unidimensional:
min{ y(1) = g (AR + @-A)x") / 0<A<1]
Este ultimo problema puede ser resuelto explicitamente.

. . 1,2 . —_ . . T
* Si la solucion Z°,Z7,... es finita entonces el Ultimo término es la solucion 6ptima.

. . 1,2 . e - T
* Si la sucesion Z°,Z7,... es infinita entonces {z”} converge a una solucion optima.

Ejemplo 5.3.1

minimizarg(x,, X,, X, ) = _71[(&)2 + 4x%, + 14xx, | - 5x

sujeto a:
2X, + X, + X, <16
X, + 2%, <12
X, X, % = 0

Veamos que ¢ cumple las condiciones
La funcion objetivo ¢ es no convexa, pues el menor principal de la Hessiana de ¢

es negativo
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o’p o’p o)
Xt OXOX, OXO0X,

Vi (x) = o’ 0 3¢
0% OX  OX,0X,

82¢ 82¢ 82¢

OX0X,  OXOX,  OX

Esta matriz es llamada la Hessiana

-1 -2 -7
Vi (X, %.%) =|-2 0 0]=C
-7 0 O
Donde
V,=-1<0
V,=-4<0
V,= 0<0

Entonces ¢ es no convexa.

Ahora veamos ¢(X) es cuasi-convexa para esto usaremos el Teorema 5.2.2 en [ '1

como
-1 -2 -7
C=1-2 0 0
-7 0 0

a) Notemos que C tiene exactamente un autovalor negativo

-4 -2 -7
lc-al|=|| =2 -2 0|]|=0
7 0 -2
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C-at|=(-

1-2)2% + 2(24) - 7(<74) = 0

|C—Al| =2 + 2% —834 =0

|C-al |

/1(/12+z—53)=o
A=0ArAA2+1-53=0

1= ~b++/b* - 4ac
2a
Usando la formula general
-1+4/213
by = ==
Efectivamente ; — —1—7 V213 65 un autovalor negativo.
) C<0 < x'Cx<0,vxel”
1 -2 -7\(x
(% X X)|-2 0 0 |x
7 0 0)lx
=X, = 2X X, = TXy X, —2X X, = 7% X, <0

c) p:(—5,0,O)T, pues

§ (%) = 5 (x%0%)

Observamos que p<0
d) Existe g = (0,-11)"

Notemos que

-1 2 -7\ (X% X,
2 0 0|[x|+ (5 0 0)x]|
-7 0 0)\x X

la cual cumple la condicion del Teorema 5.2.2, (c).

ell®talquecqg=py p'q <0

1 =2 -7\ (q, 5
2 0 0]|q|=|0]
7 0 0)\q
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g,
y (-5 0, 0)|qg,|<0 (5.51)

0,
_Q1_2q2_7q3 = =95 (5-52)
-2, =0 =109 =0
-7, =0=90, =0

=q =0
En (5.52)
20, + 70; = 5

Consideremos 0, = =1, 0; =1 satisface la igualdad en (5.52), veamos si satisface
(5.51),

0

(5, 0, 0)|-1]=0<0
1

De esta manera se cumple a); b); c); d) y por el Teorema 5.2.2, & es cuasi-convexa
para X =(%,%,,%;)>0.

Observacion 5.3.2 Debido a que C no tiene filas nulas entonces todas las variables
son relevantes para ¢ (excepto quizés para las variables de holgura que pueden ser

introducidas)

Ademas el conjunto viable o regién factible
A= { (X% %) e03/2% + X, + X <16, X, + 2% < 12, %,%,% > 0 }.

El algoritmo de Frank y Wolfe procede de la siguiente manera:

Consideremos el problema
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ming (X, X,, X;) = %1 {xf + 4xX, + 14xX, } — 5%,
s.a
2% + X, + X <16
X, + 2%, < 12
X, %, X, = 0

El cual se puede escribir como
min{xT(C X"+ p)/ZGL }
5
Donde Z=(%, Xy, Xg, Xy, %) €%,

L = {z/2x1 X X+ X =16 X + 2% + X =12 X, X, X, Xy X 2> 0}

1
Consideremos el punto viable: [ij =z'=2°= (2,12,0,0,0)
X

-1 -2 -7 2 -5
min< (X, %, %) [[-2 0 0 ||12]| + | 0 ||/zeL
-7 0 O 0 0
=31
min<(x,%,,%) | =4 |/zelL
14

min—-31x, — 4x, — 14x,

S.a

Zzel

1 5 .
Paracalcular Z'~ = A, 2" + (1—A,) 2" debemos resolver el problema anterior,
para ello usaremos el siguiente resultado.

Hallemos 2%, resolviendo el problema

58



Usando el método de KKT.

(X 1) X0 Xgo X gy X, Uy, Uy, g, b, tg) = — 31X,

(1

min -31x, — 4x, — 14x,

s.a

2% + X, + % + X, =16
X, + 2% + X =12
Xy X0 Xg, Xy, X5 > 0

min -31x, — X, — 14x,
s.a

= 16

X, + 2%, + X =12

0

0

2% + X, + X + X,

I
NN IA

|
x

S
IN

0
0
0

|
>

o
IA

- 4x,-14x,+

t(2X, + X, + X3 +X, — 16) + t,(X,+2X,;+x, —12)

—t X, —t, X, -t X,

—tyx,

—t, X,

-31+2t, -t, =0
-4+t +t, -t, =0
14+t +2t, -t =0
t +t, =0
t, -t, =0
2X, + X, +

x

X, + 2X; +

t3X1 =
t,x, =

. —12=0

tx, =

o O o ©

t.Xx, =
t,x, =0

X X Xg, Xy Xe, b, 1, 8 8t > 0

X, +X,-16 =0



Resolviendo
Si X, #0=>1t =0,t=0=1t = -31(=«) (puest, > 0)
Entonces

X, = Oimplicaque t, # 0

Si X =0, entoncest, =0y t,=0

t, =-4+t 220 (5.53)
t =-14+t 20 (5.54)
t,=-31+2t 20 (5.55)
De (5.53), (5.54), (5.55)
31
{ > > (5.56)
remplazando (5.56) en (5.53)
t4=—4+t123—1—4=§>0
t, >0=>1t #0=x, =0

remplazando (5.56) en (5.54)

t5=—14+t123—1—14=§>0
2 2

tt >0=>1t =0

entonces
X, =0, x=8yx=12
entonces
7' = (8,0,0,0,12)

Notamos que el punto que minimiza la funcién en el problema (1) es
>A(l 51 ool ol ol ol ool
=27 = (80,0,012) = (X,%;,%;,%X,, %)

Ahora debemos encontrar 4, resolviendo el problema cuadrético unidimensional
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min{ y(x) = ¢ (4 % + (1-4)x)/0< 4 <1}
min{ v (x) = ¢ (4 (8,0,0) + (1-4,) (212,0))/0< 2 <1}
w(x) = ¢ (64+2, 12-124, 0)/ 0< A <1

evaluando en ¢,

min{ w(l) = —%[(wﬁzf + 4(64,+2) (12-124) ] —5(6zl+2)/oszlsl}

w(A) = -[2B4+D) + 2(64,+2)(12-124,) | - 5(64 +2)
w(A) = 1842 — 124, — 2 — 1442, + 14477 — 48 + 484, — 304, - 10
w(A) = 12642 — 1384, — 60
min{y () = 12647 - 1384, — 60/ 0< 4 <1 (5.57)

Es claro que, resolviendo la ecuacion y’ (1) = 0, obtenemos la solucion optima del

problema (5.57).

En efecto, derivando

126.24, - 138 = 0
entonces,
A = 23 o optimo para (5.57).
42
Hallando z2:

2 =47+ @1-A)7

2 = 2800012 + 2(212,0,0,0)
42 42

2 = [gﬂ,o,o,ﬁj
7 7 7
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37
1 -2 -7 328 -5
min{ (X, %, %) [|-2 0 0 =t 0 ||/zeL
-7 0 O 0 0
148
7
min< (X, %,, X, ) —g lzel
259
7
min —gxl - g4x2 - gxsz —%(148xl + 74X, + 259x,)
sa
zel

Paracalcular 2™ = A, 2" + (1—A,) 2", para r =2 debemos resolver el

problema anterior, para ello usaremos el siguiente resultado.

Hallemos 27, resolviendo el problema
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min —%(148x1 + 74x, + 259x,)

s.a
(1) <2x + X, + X, + X, = 16
X, + 2% + X, = 12

Xy Xy, Xgy Xgy X5 = 0

min —%(148x1 + 74x, + 259x;)

s.a

2% + X, + X +X, =16
X, + 2%, + X, = 12

0

0

[ | | |
XX X X
IAN N N IA

0
0
0

|
>

A
IA

Usando el método de KKT.

(X 1 X 50 Xgy X gy Xy Uy, T, g, T, 1) = —%(148x1 + 74X, + 259x;)

t, (2%, + X, + X5 +X, — 16) + t,(X,+ 2X,+ X, —12)

—t,x,-t,x, —toX; —tyX, —1,X,
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—%+2tl—t3:0

—77—4 +t +t, -t, =0

=37+t +2t, -t =0
t +t =0
t, -t =0
2X, + X, + X% +X%X, —-16 =0
X, + 2% + X —12 =10

tx, =0
t,x, =0
t.x, = 0
tx, =0
t.x, =0

X X Xg, Xy, Xe, b0, 8 8t > 0
Resolviendo

Six, #0=>t =0t=0=t = —? (=<) (puest, > 0)

Entonces
X, = 0
Si X, #0, entoncest, =0y t,=0
t, = —7—74 +t 20 (5.58)
tt=-37+1t 20 (5.59)
= -1 o >0 (5.60)
De (5.58), (5.59), (5.60)
t = 37 (5.61)

remplazando (5.61) en (5.58)
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t,>0=>t #20=x,=0
remplazando (5.61) en (5.60)

2t >74

t3=—%+2t1274—@=@>0
7 7 7

t,t >0=1t =20

entonces x, =0

como X =0, X,=0 Yy X, =0 entonces X, =16

entonces X, =—20 (=)
por lo tanto X, =0
ahora

t. #0 entonces X, =0— X, =2

como X; =0 entonces t, =0y t, 22

como X =0 entonces t, =0y ¢ = %

entonces t, = —1675 (=<) por lotanto t; =0

t, #0 entonces X, =0y X; =6

entonces £ =0 luego X =9 por lo tanto t, =0,t, :7_74,'[6 :g,tz —t,
155

t, =—o
14

entonces

7% = (5,0,6,0,0)

Notamos que el punto que minimiza la funcién en el problema (1) es
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R? R 02 o2 02 o2 o
(sz = 22 = (5,0,6,0,0) = (X12,X221 §l j’ 2)

Ahora debemos encontrar 4, resolviendo el problema cuadrético unidimensional

min{ y(x) = ¢ (4, % + 1-4)x)/0< 4, <1}

min{ w(x) = ¢ (4 (506) + (L-14,) (g,?o»/osxz 31}

w(x) = ¢(377—272?, ?—?’8712 64,)/ 0<4,<1

evaluando en ¢,

en :—%[(@)2 - G B2 g (612)}
min (5.62)
—5(37’7”2)/0322 <1

Es claro que, resolviendo la ecuacion * (1,) = o, obtenemos la solucion optima

del problema (5.62).
En efecto, derivando

4, = 1 es 6ptimo para (5.62).
Hallando z*:

2’ = 2,2+ (1-4)7°

2 = 1(5.0,6,0,10) + oé,?,o,o,?)

2 = (5,0,6,0,0)

y en forma analoga , se vuelve a realizar otra iteracion y se obtiene z* =z* el cual es

el 6ptimo del problema cuadrético.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacion de hipdtesis con los resultados

Uno de los resultados mas importantes en el presente trabajo de investigacion
es el deducir condiciones necesarias y suficientes para caracterizar a las
funciones cuadraticas cuasi-convexas en el ortante no negativo.

Otro resultado obtenido en el presente trabajo es que cierto grupo de problemas
de programacién pseudoconvexos pueden ser resuelto mediante problemas de
programacion cuadraticos cuasi-convexos con restricciones lineales.

Se ha presentado el algoritmo de Frank y Wolfe para resolver problemas de

programacion cuasi-convexa.

6.2 Contrastacion de resultados con otros resultados similares

Para Acebedo en su tesis “Algoritmo de Espacio Rango para Programacion
Cuadratica” es un algoritmo eficaz, con mejores tiempos de respuesta que el
Algoritmo de Espacio Nulo para Programacién Cuadratica (NSAQP),
calculando la solucion Optima para problemas bien condicionados, mal
condicionados, con degeneracién y sin degeneracién, con la funcién objetivo
convexa, restricciones de desigualdad del tipo mayor o igual y con matriz
Hessiana definida positiva. Comparando con la tesis Programacion Cuadratica
con una Funcion Objetivo Cuasi- convexa, también, se llega a la funcion
objetivo, usando el método de Frank y Wolfe, donde la funcion cuadratica es

funcién no convexa y sus restricciones o region factible son funciones lineales.

Para Illescas Cangalaya en su tesis “Solucion de un Problema de Operadores
Monotonos Maximales usando el Algoritmo de Punto Proximal” utiliza el

algoritmo de punto proximal para operadores Monotomos Maximales al

obtener la solucion de encontrar un x* e tal que 0€T(X') obtiene Ia

solucion de un problema de optimizacidn convexa. En comparacion con la tesis
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Programacion Cuadratica con una Funcion Objetivo Cuasi-convexa se utiliza
condiciones necesarias y suficientes que caracterizan a la funcién cuadratica
cuasi-convexa y luego se utiliza el algoritmo de Frank y Wolfe, que describe,
que si la sucesion o puntos 6ptimos es finito, el ultimo termino es la solucion
Optima y si la sucesion es infinita, entonces converge a la solucion 6ptima del

problema.

Astete Chuquichaico, en su tesis “Metodologia para Mejorar el Proceso de
Asignacion de Tréafico a una Red de Transporte” manifiesta que el algoritmo de
Frank-Wolfe es una combinacion del método del gradiente con un método de
optimizacion lineal, por lo que es adecuado para la asignacion de viajes en redes
de transporte ya que estos ultimos son un problema de optimizacion no lineal.

Para trabajar una matriz de asignacion de viajes, el algoritmo resuelve un origen
contra varios destinos lo que quiere decir que se debe de aplicar el algoritmo
para cada origen nuevamente.

El algoritmo de Frank-Wolfe es mas facilmente automatizable que otros
algoritmos como el de multiplicadores de Lagrange.

Este método de Frank y Wolfe es utilizada para problemas no lineales de
programacion y abarca en el campo de trasporte especialmente en el de
asignacion de traficos. Este método va optimizar la funcién objetivo, en cada
iteracion que se hace se aproximara a la solucion. Es necesario contar con
herramientas analiticas y tecnoldgicas que permitan disponer una metodologia
de alternativas de solucion a la complejidad del incremento del trafico urbano
y que afecta a la calidad de vida del ciudadano. En comparacién, con la tesis
Programacion Cuadratica con una Funcion Objetivo Cuasi-convexa, se
caracteriza a las funciones cuasi-convexas a peudoconvexas para utilizar el

método de Frank y Wolfe.
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6.3 Responsabilidad ética

La presente investigacion de tesis titulada “PROGRAMACION CUADRATICA CON
UNA FUNCION OBJETIVO CUASI-CONVEXA” se desarrollé con las teorias de
funciones convexas y diferenciables, que se menciona en las citas bibliograficas que

hacen referencia al tema en mencion.

La responsabilidad al ejecutar la tesis se contd con asesores de la linea de investigacion
de la Escuela Profesional de Matematica. Asi como coasesores (Dr. Erik Papa Quiroz)

que dominan la linea de optimizacion.
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CONCLUSIONES

El enfoque del trabajo contribuye al progreso en la solucion eficiente de
problemas de minimizacién con funciones objetivos cuadraticos cuasi-
convexos en el ortante no negativo.

Se pudo constatar que los problemas de programacion cuadraticos cuasi-
convexos tiene una gran importancia en la solucion de problemas de
programacion pseudoconvexos, debido a que encontrd condiciones necesarias
y suficientes para caracterizar a las funciones cuasi-convexas.

Se utilizé el método de Frank y Wolfe para optimizar problemas cuasi-convexas
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RECOMENDACIONES

En futuras investigaciones se espera mejorar esta caracterizacion de las
funciones cuadraticas cuasi-convexas, de manera que no tenga dependencia de
la matriz C .

En futuros trabajos se espera estudiar otros métodos de programacion
pseudoconvexa y analizar si los resultados obtenidos en el presente trabajo son
también aplicables a ellos.

En trabajos futuros se desea presentar algoritmos de programacion numérica en
Matlab usando el método de Frank y Wolfe para programacion cuadraticas

cuasi-convexas.
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e Anexo

Matriz de consistencia

Programacion Cuadratica con una Funcion Objetivo Cuasi-convexa

Problema
general.

¢Es posible
establecer  un
método que
optimice y
resuelva la
funcion
cuadratica

cuasi-convexa?

Especifico 1.
(Existe
condiciones
necesarias para
optimizar  una
funcion
cuadratica
cuasi-convexa?

Especifico 2.
¢Existe
condiciones
suficientes para
optimizar  una
funcion
cuadratica
cuasi-
convexa?

Objetivo
general.
Determinar el
método para
optimizar la

funcion
cuadratica cuasi
convexa que lo
resuelva.

Especifico 1
Determinar las
condiciones
necesarias para
optimizar  una
funcion
cuadratica
cuasi-convexa.

Especifico 2
Determinar las
condiciones
suficientes para
optimizar  una
funcion
cuadratica
cuasi-convexa.

Hipotesis general.

Si existe el método
para optimizar la
funcion  cuadrética
cuasi-convexa con el
método de Frank y
Wolfe.

Especifica 1

Si existen las
condiciones
necesarias para
optimizar una
funcién  cuadratica
cuasi convexa
utilizando resultados
principales de
teoremas,
proposiciones y
corolarios.
Especifico 2

Si existen las
condiciones
suficientes para
optimizar una
funcién  cuadratica
cuasi convexa
utilizando resultados
principales de
teoremas,
proposiciones y
corolarios.

Metodologia.

Tipo y disefio de la investigacion

El método fue de tipo deductivo y analitico. La
investigacion de la tesis es no experimental debido a
que no se manipulan las variables. En la primera parte
presentaremos un problema de optimizacién, el cual
busca una solucién Optima para maximizar o
minimizar una funcién, luego analizaremos las
restricciones (condicione necesarias y suficientes). En
la segunda parte, desarrollamos un método de
optimizacién con el fin de obtener una solucién
Optima al problema de minimizacién.

Poblacion y muestra
Por ser nuestro trabajo netamente tedrico-bésico, no
existe poblacién que estudiar, sin embargo, nuestro
estudio se encuentra inmerso en espacio euclidiano en
el ortante no negativo.

Técnica e instrumento de recoleccién de datos
Para le realizacion de la tesis se realiz6 la técnica de
lectura analitica, que consiste en leer texto, en forma
detallada, para ello se revisd bibliografia
especializada de  funciones  cuasi-convexas,
pseudoconvexas, ademas recopilacién de informacion
obtenida via internet, pagina del Instituto de
Matematica y Ciencias Afines (IMCA), Consejo
Nacional de Ciencia, tecnologia e Innovacion
Tecnolégica (CONCYTEC), repositorio de la
Universidad Nacional Mayor de San Marcos
(UNMSM), Universidad Nacional del Callao (UNAC)
de la Facultad de Matematica, libros, proyectos y tesis
relacionados al tema de interés.

Analisis y procesamiento de datos

Por la caracteristica del trabajo no se realiza ningun
andlisis estadistico.
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