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RESUMEN
EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES PARA UNA ECUACION DE
NAVIER STOKES-3D ESTACIONARIA, COMPRESIBLE E ISOTERMICA
José Kenyn Rodriguez Briceno

Diciembre - 2018

Asesor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey
Co-asesor: Mg. Paulo Nicanor Seminario Huertas

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

En el presente trabajo se estudiara el problema estacionario relacionado a las ecua-
ciones de Navier-Stokes en un ambiente tridimensional, bajo condiciones compresible
e isotérmico.Apartir de su estudio fisico y ciertas condiciones ambientales e ideales
para ciertos fluidos llegamos a un modelaje matematico mostrando la existencia de
soluciones débiles para el sistema de ecuaciones. Con este fin, se aplicara el método
de aproximaciones sucesivas y se probara estimativas respecto a los datos inicia-
les.Llegando asi a las soluciones débiles del problema con ayuda de la teoria de los es-
pacios de Sobolev y los teoremas mas importantes del analisis funcional.concluyendo
no solo con la existencia de soluciones debiles sino también con la unicidad de estas
soluciones para cada fuerza externa y densidad fijas.Consecuentemente hacer un es-
tudio de un caso mas general como seria el caso barotropico con el mismo método
,pero con algunos cambios en la variable densidad.

Palabras Claves: Navier-Stokes ; compresible ; viscosidad ; Divergente ; Estacio-

nario e isotérmico.



ABSTRACT
EXISTENCE OF WEAK SOLUTIONS FOR THE STATIONARY
COMPRESSIBLE AND ISOTHERMAL NAVIER-STOKES-3D EQUATION
José Kenyn Rodriguez Briceno

December - 2018

Advisor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey
Co-advisor: Mg. Paulo Nicanor Seminario Huertas

Degree obtained: Licentiate in Mathematics

In the present work, the stationary problem related to the Navier-Stokes equations
in a three-dimensional environment under compressible and isothermal conditions
is studied. of weak solutions for the system of equations. To this end, the method of
successive approximations is applied and the initial relationships are compared with
the initial data. This is the case of the most important solutions to the problem
with the help of the theory of public spaces and the most important theories of fun-
ctional analysis. This includes not only the existence of weak solutions but also the
uniqueness of these solutions for each one. external force and fixed density.Consist
in a more general case as a barotropic case with the same method, but with some
changes in the density variable.

Keywords: Compressible; Navier-Stokes; Divergent; Stationary and isothermal.



Introduccion
Uno de los problemas mas interesantes y de mayor dificultad en el estudio teérico-
matematico de las ecuaciones en derivadas parciales que surgen en la Mecanica de
Fluidos es sobre las ecuaciones que rigen el movimiento de un fluido compresible
(por ejemplo los gases) estén bien definidas en el sentido de Hadamard. La principal
dificultad se presenta en el flujo de un fluido compresible, el cual es un fenémeno
genuinamente no lineal regido por ecuaciones en derivadas parciales de tipo mixto
(hiperbdlico-parabdlico). En la bibliografia sobre el estudio de ecuaciones de Navier-
Stokes, existe varios resultados para el caso de un fluido incompresible, es decir,
un fluido donde el volumen ocupado por una cantidad de particulas no varia con
el tiempo. Esta condicion se traduce en la siguiente propiedad para el campo de

velocidades

V-u=0,

dicha restriccién supone una ventaja importante: la presién (cominmente denotada
por la letra p) desaparece en la formulacién variacional del problema, con lo que deja
de ser una incégnita. Asi, una vez resuelto el sistema (y, por tanto, conocido u), la
presién es recuperada como consecuencia del Lema de De Rham (véase [1, 2, 3, 4, 14]
entre otros).

Sin embargo, no ocurrird lo mismo para el caso compresible. No s6lo no desaparece
p en la formulacién variacional, si no, que en la ecuacion de momentos y la ley de
conservaciéon de la masa estaran acopladas.

Debido a la complejidad de este tipo de EDP’s, se optara por estudiar el caso de un
fluido estacionario considerando un gas isotérmico en un ambiente tridimensional,
usando diferentes herramientas matematicas del andlisis funcional y las ecuaciones
en derivadas parciales, con el fin de probar la existencia de soluciones para dicho
problema. Esto permitird conseguir resultados provechosos y novedosos en esta linea
de estudio.

Asi, se ha dividido el presente trabajo en seis capitulos, siendo el primero de ellos



referente al planteamiento del problema, mostrando la formulacién de este, los ob-
jetivos esperados y los limitantes propios de una investigacién.

En el segundo capitulo, se presenta la teoria respecto a las ecuaciones de Navier-
Stokes, tanto en el ambito fisico como matemético, mostrando ciertos preliminares
matematicos respecto a los espacios de Sobolev y al andlisis funcional.

El tercer capitulo estda destinado a mostrar cuales son las variables de estudio, asi
como la hipdtesis planteada, mientras que la metodologia del presente trabajo se
especifica en el cuarto capitulo.

Los resultados de la investigacion seran mostrados en el quinto capitulo, a partir de
la aplicacién de la teoria desarrollada en el marco tedrico por medio del método de
aproximaciones sucesivas, probando la hipdtesis general.

Finalmente, se destinara el sexto capitulo para la discusion de los resultados, asi

como las conclusiones del problema.



CAPITULO I
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

En el presente trabajo estudiaremos el comportamiento de un fluido compresible,
como puede ser un gas, o una masa de aire, isotérmico (al ser gas se considera
ecuaciones relacionadas a la termodinamica lo que permiten considerar esta carac-
teristica fisica en nuestro problema), viscoso -puesto que se consideran las fuerzas
de cizallamiento- en un ambiente tridimensional, procurando probar la existencia de
soluciones para el caso estacionario, es decir, las fuerzas fisicas involucradas inde-
penden del tiempo. Este hecho permite aproximar la dindmica del comportamiento
de dichos sistemas para el caso parabdlico e hiperbdlico. Una aplicacién visible del
presente estudio, es el comportamiento de una masa de aire en un ambiente cerra-
do, asi se podra conseguir aproximaciones del campo de velocidades de dicha masa,
como de su densidad, a partir de las fuerzas externas participantes.Las ecuaciones
que rigen el movimiento estacionario de un fluido compresible, isotermo y viscoso

en un dominio acotado fijado 2 = R? se pueden escribir como sigue:

—V - (Vv + V') + X(V -0)Id) + Vp+ pv-Vu = pf en Q,
V. (pv) =0 en Q.

(1.1)

donde p es la densidad, v la velocidad, f son las fuerzas exteriores, p es la presion,

cuya expresion viene dada por la ecuacion de estado para un fluido isotermo:

p= Kp,

con K > 0 constante y p, A siendo los llamados coeficientes de Lamé (que supon-
dremos constantes).

Asi, las anteriores consideraciones termodindmicas conducen a las restricciones:



p>0, 3\+2u=0.

Si definimos

3A+2u
(-2t

podemos escribir las ecuaciones en los coeficientes py ¢ (4 > 0, ¢ = 0) como:

—pAv = (C+E)V(V-v)+ KVp+ (pv-V)v=pf en Q,

V- (pv) =0 en Q. 2

Ademas, suponemos las condiciones adicionales:

vloa = 0, JQ p(2)dz = p- 19, (1.3)
donde p > 0 es una constante fijada, que representara la positividad de la masa total
y la condicién de adherencia sobre la frontera respectivamente (estamos suponiendo
por ejemplo una frontera sélida, sin entrada ni salida de fluido). El objetivo del
estudio de este ultimo sistema es deducir la existencia de soluciones siguiendo los

diferentes métodos usados por M. Padula [1].

1.2. Formulacion del Problema

1.2.1. Problema General

Se quiere resolver la siguiente interrogante:
¢ Eristiran soluciones débiles para una ecuacion de Navier-Stokes-3D estacionaria,

compresible e isotérmica para el problema (1.1)?

1.2.2. Problema Especifico

a) {Existirdn soluciones débiles para el problema aproximado de Stokes asociado

al problema (1.1)?,



b) jconverge el problema aproximado de Stokes asociado al problema (1.1)?.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Determinar la existencia de soluciones débiles para una ecuacion de Navier-Stokes-

3D estacionaria, compresible e isotérmica, dada por (1.1).

1.3.2. Objetivos Especificos

(a.) Determinar la existencia de soluciones débiles para el problema aproximado

de Stokes asociado al problema (1.1).

(b.) Establecer la convergencia del problema aproximado de Stokes asociado al

problema (1.1).

1.4. Limitantes de la investigacion

1.4.1. Tedrico

Las ecuaciones de Navier-Stokes forman un sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales del tipo conveccién-difusion mixta que representan problemas complejos, lo
que hace que se tornen relevantes desde el punto de vista matemaético. Ellas tienen
la caracteristica de necesitar muchas hipotesis sobre sus datos para la obtencion de
resultados como existencia, unicidad, regularidad y soluciones explicitas. Un ejemplo
clasico de este hecho es que la existencia de solucién global suave para las ecuaciones

en el caso tridimensional, para fluidos incompresibles, es un problema en abierto.
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1.4.2. Temporal

En la actualidad, las ecuaciones diferenciales, es de gran interés debido a sus multi-
ples aplicaciones en las distintas dreas de estudio como la economia, ciencias bésicas,
ingenierias, etc., el estudio de los fluidos es de gran importancia, ya sea para nuestra
vida cotidiana o para nuestro desarrollo como sociedad. El estudio de la dinamica
de los fluidos puede ayudar a comprender por ejemplo cémo impulsar un barco en el
mar, como vuela un avién, como represar el agua de nuestros rios. Para el desarrollo
de esta tesis uno de los limitantes que se encontré es la escasa bibliografia especiali-
zada en la escuela de matemaética de la Universidad Nacional del Callao y biblioteca
nacional, otro obstaculo que se pudo evidenciar es que en las paginas de internet
las publicaciones de articulos, revistas, presentan un costo para ser descargadas.
Ademas, revisando en la unidad de posgrado no se encontré literatura relaciona-
da al tema de ecuaciones de Navier-Stokes. Por este motivo resulta importante la

investigacion en ecuaciones mixtas.

1.4.3. Espacial

La importancia fisica de su estudio es debido a que tales ecuaciones modelan el com-
portamiento de fluidos. Cuando se habla de movimiento de gases, masas de aire, co-
rrientes maritimas, flujo sanguineo, entre otras. Consecuentemente, sus aplicaciones
van desde previsiones meteorolégicas hasta simulaciones de pruebas aerodinamicas.

Por lo tanto, estas ecuaciones son de interés de estudiosos de varias areas.
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CAPITULO II

MARCO TEORICO
2.1. Antecedentes

Las ecuaciones de Navier-Stokes fueron derivadas inicialmente por M. Navier [37] en
1827 y por S. D. Poisson [38] en 1831, basdndose en un argumento envolviendo con-
sideraciones de fuerzas intermoleculares. Mds tarde, las mismas ecuaciones fueron
derivadas sin el uso de estas hipdtesis por B. de Saint Venant [39] en 1843 y por G.
G. Stokes [40] en 1945. Sus derivaciones fueron estudiadas a partir de las hipétesis
de que las tensiones normales y de cizallamiento son funciones lineales de la taza
de deformacion, en conformidad con la més antigua ley de viscosidad de Newton.
La trascendencia del estudio de estas ecuaciones se refleja al ser consideradas como
uno de los problemas del millén (por Mathematics Institute of Cambridge, Massa-
chusetts) al estudiar la buena colocacién del sistema en un regién tridimensional,
incompresible. Respecto al estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresi-
bles, la bibliografia es abundante, (por ejemplo [31, 32, 33, 34, 35]) tomando como

principal referencia el libro de P. L. Lions [14] entre otros.

2.1.1. Internacionales

1) Padula Mariarosario(1985) en su articulo llamado Existence and Uniqueness for
Viscous Steady Compressible Motions Probamos la existencia de soluciones débi-
les globales para flujos compresibles viscosos inestables bidimensionales de un gas
isotérmico ideal, sea cual sea el tamano de los datos. Esto se logra mediante un aco-
plamiento adecuado del método de Hopf .con técnicas estandar en espacios Orlicz.
2) Albeto Valli (1987),en un articulo llamado On the Existence of Stationary So-
lutions to Compressible Navier-Stokes Equations. probamos la existencia de una
solucion estacionaria para las ecuaciones de Stier Naves para fluidos compresibles,

bajo el supuesto de que el campo de fuerza externo es pequeno en un sentido adecua-
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do, la prueba se basa en el resultado de la existencia para un problema linealizado,
seguido de un argumento de punto fijo.

3) R. Bruce Kellogg, Biyue Liu, (1996)A Finite Element Method for Compressible
Stokes Equations. Se considera un sistema de Navier-Stokes viscoso, compresible
y de estado estacionario linealizado. Se formula un método de elementos finitos.
La solvencia y estabilidad tnicas de la soluciéon de elementos finitos se desprenden
de un teorema para una formulacion abstracta. Esta comprobado que cuando los
subespacios de velocidad y presion satisfacen la condicion inf- sup asociada con el
sistema de Stokes (incompresible), el método de elementos finitos se puede resolver
de manera tnica. Se obtiene una estimacién de error para la aproximacién numérica
4) L. Boudin, C. Grandmont, A. Moussa(2017) Global existence of solutions to the
incompressible Navier-Stokes-Vlasov equations in a time-dependent domain. En este
articulo, probamos la existencia de soluciones débiles globales para el incompresible
sistema Navier-Stokes-Vlasov en un dominio tridimensional dependiente del tiempo
con condiciones de limite de absorcion para la parte cinética. Este modelo surge
del Estudio del aerosol respiratorio en las vias aéreas humanas. La prueba se basa
en una estrategia de regularizacién y aproximacién disenada para nuestro marco

dependiente del tiempo.

2.1.2. Nacionales

No se encontraron trabajos nacionales similares al trabajo de tesis.

2.2. Marco

2.2.1. Teodrico

2.2.1.1. Ecuacion de continuidad

Consideramos un volumen de control V', fijo en el espacio, simplemente conexo, a

través del cual un fluido con masa especifica p fluye, siendo v el campo de velocidades

13



del flujo. Sean S la superficie externa que delimita el volumen y n el vector unitario
(de longitud igual a 1), perpendicular a la superficie en cada punto de la misma
y orientado hacia afuera, conforme es mostrado en la figura 2.1. El principio de

conservacion de la masa establece que:

Taza de acumulacion de
masa dentro del volumen,
esto es, la cantidad de Flujo liquido de masa
masa acumulada dentro para fuera del volumen

del volumen por unidad

de tiempo

Figura II.1: Volumen de control al cual se aplica el principio de conservacién de

masa.

Expresemos de forma matematica la igualdad anterior. La taza de acumulaciéon de
masa dentro del volumen V' puede ser expresada como una integral sobre todo el

volumen, de la variacion de la cantidad de masa en cada punto del mismo:

0

Por otro lado, la cantidad infinitesimal de masa dm puede ser expresada como dm =
pdV . Substituyendo es ultima expresién en la integral de arriba y observando que

los volimenes dV no varian con el tiempo, tenemos:

[ Zan=[ 2o - f@dv L VR
%4



Para dar forma matematica al flujo neto de masa fuera del volumen V', consideramos
inicialmente una pequena parte de la superficie S conforme es mostrado en la figura
2.2.

Sea AV un elemento de volumen del fluido que cruza la superficie en un intervalo de
tiempo At. Sean n el vector unitario perpendicular a la superficie y v la velocidad
del elemento de fluido considerado. Esa velocidad puede ser descompuesta en dos
componentes, una de ellas paralela a n, que denominamos v,,, y otra perpendicular
a n que denominamos vp.

La contribuciéon del elemento de fluido para el flujo de masa que cruza la superficie es
dada por 'OAA_‘t/' El elemento de volumen AV puede ser escrito como el producto de
su longitud Ax por su area transversal AA, que consideramos paralela a la superficie

S. Asi, AV = AxAA y podemos reescribir el flujo de masa que cruza la superficie

CO1mo:

AV Ax
— = p—AA.
Par TP A
x
El término A7 es precisamente la componente de la velocidad del elemento de fluido
paralelo a n. Apenas esa componente contribuye para el flujo de masa que cruza la

superficie. Esa componente puede ser escrita como v, = v - n. De esa forma, la

contribucion del elemento dV para el flujo de masa toma la forma:

AV
N

Si la componente v,, tuviera el mismo sentido de la normal n, esto es, si el elemento

= pv - nAA.

de volumen dV estuviera cruzando la superficie para afuera de la misma, el producto
v - n serd positivo, y si la componente v, tuviera sentido opuesto a n el producto
escalar sera negativo. Al integrar la expresion de arriba a lo largo de toda la superficie
S hacemos automaticamente el balance del flujo de masa que sale, menos lo que entra

en el volumen V. Asi, El flujo neto fuera del volumen es:

§ pv - ndA. (2.3)
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Figura I1.2: Volumen de fluido cruzando un elemento de superficie de control S.

Substituyendo las ecuaciones (2.2) y (2.3) en el balance de masa (Ecuacién 2.1)

obtenemos la forma integral de la ecuacién de conservacién de masa [53, 52, 49, 48,

54, 51, 55, 50]:

J‘%v_—§wwm4 (2.4)

Esta ecuacion relaciona la taza de acumulacién de masa en un volumen finito con
el balance de los flujos de masa que cruzan la superficie. Se trata de una ecuacién
integral. Procuramos ahora una expresion local, esto es, una ecuacion diferencial que
traduzca el principio de conservacion de masa. Recordando que, de acuerdo con el

teorema de Gauss:

J div quzqu-ndA
1%
S

J div pvdV = %pv -ndA,
1%
s

utilizamos este teorema para reescribir la ecuacién 2.4:

f 6”dv-—--f div pvdV
Vv
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op .
L (5 + div pv) dv = 0.

Como esta ecuacion debe ser valida para cualquier volumen de control, debemos

tener, para un volumen infinitesimal:

2 P4 div pv =0 (2.5)

que es la ecuacién de continuidad [53, 52, 49, 48, 54, 51, 55]. En coordenadas carte-
sianas:
5p 7 K 5

En coordenadas cilindricas:

5,0 10 10

O 2 (proe) + o) + () =0, 27)

En coordenadas esféricas:

L ¢ — (pvgsen 0) + L 0

ot

P Z(pv)=0.  (28)

o orter) +
or Ul sen 6 00 rsen 0 0y

Figura I1.3: Sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas.
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Podemos reescribir la ecuacién de continuidad (coordenadas cartesianas) como sigue:

op 0 0 0
o + %(pvx)(pvx) + a—y(va) + g(ﬂvz) =

op op op op vy  Ovy,  Ovy\
ot Tlegy T, Y e\ g, T ) 7Y

%—kv-gradp—l—pdivvzo.

Esta ecuacién puede también ser escrita como:

0
<a+v-grad)p+pdivv=0

D
Fi + pdiv v = 0 (2.9)

En la notacion de los tensores cartesianos, la ecuacion de la continuidad toma la

forma:

op 0 _

En resumen, la ecuacién de la continuidad puede ser escrita en cualquiera de las

formas de abajo:

Cuadro II.1: Formas de la ecuacion de continuidad.

Forma vectorial Forma tensorial cartesiana
%—{—divpv:O %Jr%(pvj):O
%—i—v-gradp—i—pdivv:() %—i—@j% p%};:()
%f+pdivv=o %Z+p(%=0
%%—i—divvzo %%—l—%}j:
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La no linealidad inherente a los fendmenos que ocurren en fluidos ya se manifiestan
en la ecuacion de continuidad, donde el término div pv no es lineal pues contiene el
producto de las dos incognitas: la masa especifica es la propia velocidad. En algunos

casos, sin embargo, la ecuacién de continuidad se torna lineal:

ot
ot

En este caso, la ecuacion de continuidad se reduce a:

=0y grad p = 0, que es el caso de fluidos incompresibles.

diveo=0 o %20.
(%Uj

0
2. Flujo estratificado, esto es, en capas de fluidos inmiscibles. En este caso, 9P _ 0

ot

y grad plv. La ecuacién de continuidad toma la forma:

Dy _

=0
Dt

3. Actstica: se trata del caso en que la masa especifica del fluido esta sujeta a
variaciones pequenas en torno de un valor medio, py. Escribimos p = pg + p/,
donde py no depende del tiempo ni de la posicion en el espacio. La ecuacion de
continuidad toma la forma:

0 .
a(po + p') + v - grad (po + p') + (po + p')div v = 0.

Esta ecuacion se simplifica si consideramos que py no depende del tiempo ni de la
/

posicion, que (po + p') = po y que v < _p‘ La ecuacion de contiunidad se reduce

ot
a:
& /
a—z + podiv v = 0,

que es una ecuacion lineal.
2.2.1.2. Acumulacién y transporte de un escalar

Las integrales dadas por las ecuaciones (2.2) y (2.3) representan, respectivamente,

la taza de acumulacién en un volumen de control, de la cantidad escalar masa, y
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el flujo de la misma magnitud a través de las fronteras. La cantidad del escalar
contenida en cada elemento de volumen de control es obtenida por el producto de
la densidad local en el caso, de la masa especifica del fluido transportado, por el
volumen del elemento. La densidad del escalar tiene, en ese caso, la dimensién de
masa por unidad de volumen del medio.

En cuanto al flujo del escalar a través de las fronteras del volumen de control,
es obtenido integrandose, a lo largo de la superficie que delimita el volumen, el
producto de la densidad local del escalar por el caudal volumétrico que cruza la
superficie. Las integrales dadas por las ecuaciones (2.2) y (2.3) pueden entonces ser
generalizadas para caracterizar no solo la taza de acumulacién, y el flujo de la masa
a través de la superficie que delimita un volumen, ademads también, de una magnitud
escalar genérica 6, cuya dimension fisica es de un escalar (masa, componente de la
cantidad de movimiento en una direccion, energia interna, energia cinética, entropfia,
etc.). Representamos por ¢ la densidad de 6. Si 6 se refiere a la componente de la
cantidad de movimiento en una direccién genérica, asociada a la masa contenida en
el volumen, y la masa cruzando la frontera del mismo, la densidad ¢ sera dada por
¢ = pv;v;/2. Si la acumulacién de 0 fuera igual a la taza neta de transferencia de 6

para dentro del volumen, el principio de conservacion de la magnitud se traduce, en

J @dv = — §cvjnjdA.
v ot

Utilizando el teorema de Gauss se obtiene la ecuacién de conservacion de 8 en forma

la forma integral, por:

diferencial:
oc  Ocv,
R _I_ PR
615 ﬁxj

El principio de conservacién anterior se utiliza a continuaciéon para la obtencién de

— 0. (2.11)

la ecuacién de la cantidad de movimiento de un medio continuo compresible.

2.2.1.3. Ecuacion de la cantidad de movimiento

Sea un volumen fijo en el campo de velocidades de un medio continuo. La taza de

variacién de la cantidad de movimiento de ese volumen debe incluir, ademas de la
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resultante de las fuerzas aplicadas, el balance del flujo de la cantidad de movimiento
através de las fronteras del volumen [53, 52, 49, 48, 54, 51, 55]. Esquematicamente

(ver figura 2.4):

n ., d¥

T

d.

i

Figura I1.4: Volumen de control al cual se le aplican las leyes de la cantidad de

movimiento.

taza de acumulacién de

cantidad de movimiento

dentro del volumen de control, Flujo neto de cantidad
esto es, variacion de la = de movimiento para |+
cantidad de movimiento fuera del volumen.

dentro del volumen por unidad

de tiempo.
Resultante de las fuerzas Resultante de las fuerzas
+ (2.12)
aplicadas a la superficie de control de volumen.

Expresemos cada una de las partes de arriba en forma matematica. La taza de acu-
mulacién en el volumen de control, de la componente de la cantidad de movimiento

en la direccion genérica del vector unitario e;, es dada por

0
L 5 (pvi)dV

Vimos, en la seccion 2.2.1.1, que el flujo de la masa através de un elemento de area

dA de la superficie de control es dado por pv;n;dA. Si lo multiplicaramos por la

21



componente en la direccion genérica ¢ de la cantidad de movimiento por unidad de
masa, esto es, por la componente del vector velocidad en esa direccién, tenemos una
expresiéon para el flujo de aquella componente de la cantidad de movimiento que
cruza el elemento de édrea: pv;v;n;dA. Integrando ese término a lo largo de toda la
superficie de control, tenemos el flujo neto de esa componente de la cantidad de
movimiento para afuera de la superficie de control:

§ pvvin;dA.

s

En lo que se refiere a las fuerzas que actuan en la superficie del elemento, hacemos

las siguientes hipotesis:

1. Admitimos que puedan ser expresadas como una combinacion lineal de las com-
ponentes del vector n normal al elemento de la superficie considerada. Sean nq, n
y ng las componentes del vector n. Siendo la fuerza dF', que actia en el elemento
de area, proporcional a una combinacién lineal de las componentes de n, dF' no

tienen de forma general, la direccion del vector normal;

2. El factor de proporcionalidad de arriba mencionado es el area del elemento de
superficie al cual se aplica la fuerza, esto es, admitimos que la magnitud de la

fuerza es proporcional al drea del elemento.

En base a las hipdtesis anteriores, representamos la fuerza actuando sobre el elemento
de area por:

dF = ondA.

Como dF' y n no tienen, de forma general, la misma direccién, es necesario que o
sea una matriz de orden 3 x 3, de modo, que aplicando al vector n, resulte un vector
con otra direccién.

Siendo el area de un objeto vectorial, los elementos de area de la superficie de control
pueden ser proyectados en las direcciones de los ejes de coordenadas. Asi, la fuerza

que actia en la direccion x de un elemento de area se expresa como:
dF, = (04any + Ogyny + 0421, )dA, (2.13)
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donde n,dA, n,dA, n,dA son las proyecciones de la drea elemental en la direccién

de cada uno de los ejes. En la direcciéon genérica, del eje z;:
dE = O'ijnjdA, (214)
donde o puede ser representado, en un dato referencial, por:

Oze Ozy Oxz
(2.15)

Oyz Oyy Oyz

Ozz Ozy Ozz

Las ecuaciones (2.13) y (2.14) estan basadas en la hipdtesis de que la fuerza actuando
sobre el elemento de area se expresa como una combinacién lineal de las proyecciones
del vector unitario n. Y, siendo ese vector multiplicado por una matriz, el vector
fuerza resultante no tiene necesariamente la direccién normal a la superficie, lo
que ocurre efectivamente cuando la particula del medio estd sujeta a tensiones de
cizallamiento.

La resultante de las fuerzas que actiian sobre la superficie de control es obtenida por

la integracién de la ecuacién (2.13) a lo largo de aquella:

S

Por fin, la resultante de las fuerzas de volumen es dada por:

f pgidV.
v

Reagrupando los cuatro términos, obtenemos la forma integral de la ecuacién de

conservacion de la cantidad de movimiento:

0
Jv a(ﬂ%’)dv = — §pvivjnjdz4 + j@aijnjdA + JV pg;dV. (2.17)
S S

En notacién vectorial:

J %(pv)dv = — §pv(v ‘n)dA + 3@071(114 + J pgdV. (2.18)
v % 3 1%
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El siguiente paso consiste en transformar las integrales de superficie en integrales
de volumen por intermedio del Teorema de Gauss, de forma que podamos obtener
la ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento en la forma diferencial.
Observamos que el término pv;v; representa el elemento general de un tensor de
segundo orden. La diveregemte de ese tensor es obtenido de la misma forma que el
del tensor de tensiones. Reescribiendo la ecuacién (2.17) con todos los términos en
la forma de integrales de volumen, tenemos para la taza de variacion de la cantidad
de movimiento en la direccion x; dentro del volumen de control.
jv %(pvi)dv =— fv a%j(pvivj)d‘/ + fv %d‘/ + fv pgidV.

Esta ecuacién debe ser vélida para volumenes de control de cualquier dimension,
inclusive para volumenes infinitesimales. Considerando un volumen infinitesimal y

dividiendo la ecuacion resultante por dV, encontramos:

0 0 50'1']'
E(pvi) = —%(Pvi?}j) + 5—% + 0Yi-

Reagrupando los términos:

0 0 00y
a(l)vi) + %(Pvz’%‘) = %] + PYi- (2.19)

J

J

En la forma vectorial:

0
g(pv) + div(pvv) = dive + pg.

El miembro izquierdo de la ecuacién (2.19) se simplifica conforme se muestra a

continuacion:

0 0 ov; op ov; opv;
—(pv;) + = (pvivj) = p—= + Vi + pUj=— + v; =
GE P+ g pvit) = pp iy puig v

0 0 op | dpu;\
p(at”faxj)”””’(at - axj> -
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La expresion que se encuentra dentro del iltimo par de paréntesis de la expresion
anterior es igual a cero en virtud de la ecuacién de continuidad (2.10). La ecuacién

(2.19) toma portanto la forma:

Dl)i 150'1']‘
_ 2.20
Dt p Oz, ¢ ( )

En la forma vectorial:

Do 1d. n
— = —div )
pi vty

2.2.1.4. Propiedades del tensor de tensiones

a) Simetria del tensor de tensiones

Los Fluidos en los cuales los torques internos resultan del momento de fuerzas apli-
cadas externamente al fluido apenas se denominan fluidos apolares. Las particulas
de un fluido polar son capaces de transmitir y de resistir los torques. Se encuadran
en esa clase de algunos fluidos poliatémicos y algunos fluidos newtonianos.

Para el caso de fluidos apolares o hacemos la hipotesis de que las particulas del medio
no resisten al torque, lo que resulta en simetria del tensor de tensiones, o admitimos
la simetria del tensor y concluimos que las particulas del fluido no resisten al torque.
Admitimos aqui la primera hipétesis y mostramos que o es simétrico. El tratamiento
presentado en esta seccién sigue, en lineas generales, lo propuesto por Aris [47].

En virtud de la hipétesis de ser los torques aplicados al fluido resultante apenas de
las fuerzas externas, tenemos que la taza de acumulacion de cantidad de movimiento

angular en un volumen V', delimitado por una superficie S es dada por:
D
f —(pr x v)dV = §1‘ X andA—i—f pxr % gdV.
v Dt v

En notacion tensorial cartesiana:

D
J E(Q’jkp.%j’l)k)dv = §eijkxjakpnpdfl + J peijkxjgkdv. (221)
Vv N %4
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Desarrollamos el integrando del lado izquierdo de la ecuacién (2.21):

D Dz Dpvk
Dt (E'ijpitjvk) = Cijk ., Dt ka + €Cijklj—, Dt =
D ka
€ijkV; PV + €ijkT;p— D = kTP (2.22)
El desarrollo anterior tiene en cuenta que v x v = 0 y que, por la ecuacion de
continuidad:
Dpv — Dv
Dt~ "Dt

E término contenido en la integral de superficie puede ser transformado en una

integral de volumen, resultando:

0
§ €ijhTjOkphpd A = J &_(eij 4kp)AV.
V .,L'

p
S

Desarrolando el integrando del miembro derecho de la ecuacién anterior:

o ) oz; 001 -
axp 1) J 7Y () axj P ] J ax 1JRYIP~ Rp
O0kp 0o, oo
P _ kp
eljkxj a Eijkgkj + Eijkxj&T = Gijkl’jaT — Eikjakj- (223)
p p

Reemplazando los resultados dados por las ecuaciones 2.22 y 2.23 en la ecuacion
2.21, rordenando los términos y aplicando esta ecuacién a un elemento de fluido,

obtenemos:

D’Uk &‘akp .
€ijkT; Dt oz POk | = —CijkOkj-
p

La expresion entre paréntesis es igual a cero lo que implica que €0, sea el elemento
general de un vector nulo. Los elementos de este vector son g93—032 = 0, 031—013 = 0
y 019 — 021 = 0, lo que muestra que el tensor o es simétrico.

b) Descomposicién del tensor de tensiones: Presién y tensor desviatorio
Descomponemos el tensor de tensiones o en la suma de otros dos, el primero re-
presentado por una matriz cuyos elementos de la diagonal principal son idénticos,
de valor tr /3 y cuyos elementos fuera de la diagonal principal son iguales a cero.

Representamos los elementos del segundo tensor de la descomposicién por 7;;:
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1
Oij = go'kk:(sij + Tij (2.24)

En notaciéon vectorial:

o=—trol +7,
3

donde 1 es el tensor identidad. El tensor (tr 0/3)1 tiene las siguientes propiedades:

1. tr 0/3 es el valor medio de las tensiones normales actuando en las caras per-

pendiculares en las tres direcciones del referencial utilizado;

2. Como el tensor 1, aplicado al vector n (y a cualquier otro vector), resulta en

el mismo vector sobre el cual actua, la fuerza:

dF = %andA

tiene la misma direccién que n, esto es, es perpendicular al elemento de area;

3. Siendo la traza una invariante de o, y el tensor identidad representado por la
misma matriz en cualquier referencial, la fuerza generada por tr 01/3 tiene el
mismo valor algebraico en cualquier direccién y es siempre perpendicular a la

superficie del elemento.
Definimos entonces el escalar presién como:
p = —gtr o,
y el tensor presion de segundo orden como el de componentes:

1
Pij = —gtr O'(;ij = p(;”

Siendo el tensor de componentes d;; representado por la misma matriz identidad
en cualquier sistema de coordenadas, la fuerza generada por la presién tiene la
misma magnitud en cualquier direccién, y perpendicular a la superficie y de sentido

contrario al del vector normal n. Cabe notar que la presién asi definida coincide
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con la presion termodinamica en el caso de fluidos en reposo, sin efectos elasticos y
gravitacionales y para gases monoatémicos.

Se deduce de la definicién de presiéon que:
0ij = —pdi; + Tij,

y que el tensor 7 es simétrico. Sus invariantes son dados por:

I, =0 (2.25)
1 1
I, = 5T = [(01 = 02)* + (02 — 03)" + (03 — 01)°] (2.26)
1
]]]7— = gTijTjkar (227)

El tensor 7 recibe el nombre de desviatorio por abrir la posibilidad de la existencia
de tensiones normales a la superficie de valores diferentes en diferentes direcciones
y por permitir que la fuerza que actia en la superficie del elemento tenga direccion
diferente de la normal, esto es, que contenga componentes de cizallamiento de las
tensiones viscosas.

Introduciendo las definiciones de presién y de tensor desviatorio en la ecuacion

(2.19), obtenemos:

Dv; 10 1 075
v~ 51 + — 2 + g;. 2.28
En notacion vectorial:
D 1 1
FZ = = div(p1) + ~div 7 +g. (2.29)
T 0
Desarrollamos el término siguiente a—(p(Sij):
L
0 0 0 0
—(pdij) = z— i) + =—(pdiz) + —(pdi3).
ax] (p J) 61‘1 (p 1) 51,2 (p 2) 61’3 (p 3)

Como 0;; = 0si¢ # j, apenas el término en que j toma el valor particular atribuido

a 1 es diferente de cero, lo que hace con que la suma anterior se reeduzca a:

0 op
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ademds Op/dx; es una de las componentes de grad p, lo que nos permite escribir,
en notacion vectorial:

—div (p1) = —grad p.
Llevando el resultado obtenido con la ecuacién (2.30) a la ecuacién (2.28) obtenemos:

Dvi _1 8p I 187’,‘]‘

= —— + g;. 2.31
Dt por; p oz, g (231)
En notacién vectorial:
D 1 1
F: = —;grad p+ ;div T+g. (2.32)

2.2.1.5. Ecuacion de Euler

En el caso del fluido con coeficiente de viscosidad nulo, la ecuacién (2.32) se reduce

a:
v

1
o +v-grad v = —;grad p+g (2.33)

ov; ov; 1 0p

+ v — = —=
&t Uj&xj p ox;

+g; (2.34)

Cuadro I1.2: Formas de la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento.

Forma vectorial Forma tensorial cartesiana
ov N 1 ov; N ov;
at g 6t J (?acj

1 5]? 4 157‘1‘]'

~oam " pan, T
1 1 Du; 1o 1075
=——grad p+ —divr +g S AL
p p Dt poxr;, poz,

1 1
——grad p+ —divr + g

p
Dv
Dt

+ Gi

que es la ecuacién de Euler (1775).
La ecuacién de Euler puede ser escrita sin la presion, utilizandose la siguiente iden-
tidad vectorial:

2
v-grad v = grad % — Vv xrotv (2.35)
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2

donde % =v- % Combinando las ecuaciones (2.32) y (2.35) obtenemos:

2

ov v
E—i—grad E—erotVZ—gradp—l—g.

Tomamos ahora el rotacional de la ecuacién anterior. Los términos que contienen el
operador gradiente se anulan, pues rot grad f = 0. El término g también se anula
al calcular el rotacional, pues las derivadas de una constante son iguales a cero.
Tenemos entonces:

%(rot v) =rot (v x rot v). (2.36)

2.2.1.6. Ecuacion de Bernoulli

Se sabe del célculo vectorial, que

V XV
— v X rot v.

v -grad v = grad

Sustituyendo el término v-grad v de la ecuacién de Euler por la expresién anterior,
obtenemos:

ov V-V 1
— +grad — — v xrot v=——grad p+ g.
ot 2 p

ov
Consideramos el caso de un flujo incompresible y estacionario i 0 y escribimos
2
vV-v 0
—— = —. Obtenemos:
2 2

2
grad (B—i—v—) —g =V xrot v.
p 2
El término g puede ser incorporado al que contiene el gradiente multiplicando o por
z, pues grad gz = —g, donde g = |g|. Obtenemos:

p v
grad | -+ 5 +gz) =vxrotv (2.37)
p

que es la ecuacién de Bernoulli (véase [52]). Esta ecuacién muestra la importancia

de los flujos irrotacionales: Si el campo de velocidades tuviera esta caracteristica
2

p v p v be .
grad |-+ > + gz ] = 0, esto es, ; + 5 + gz = C" en todo el caampo. Si
p
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grad(plp+ v¥2 + g7)

Figura I1.5: Ecuacion de Bernoulli.

rot v # 0 entonces vrot v es perpendicular al vector velocidad. Consecuentemen-
p v : .

te, grad | — + 5 + gz | es perpendicular a la superficie cuyo plano tangente es
P

definido, en cada punto del espacio, por los vectores v y rot . A lo largo de esa

superficie, se tiene la forma mas conocida de la ecuacién de Bernoulli:

2
% + % + gz = O™, (2.38)

que es valida en todo el campo si el flujo fuera irrotacional. En esa forma, la constante

de la ecuacién es medida en unidades de [v?/2]. Otras formas posibles son:

1

p+ §pv2 +pgz =C" [N/m?] (Aerodindmica) (2.39)
PV L H [m] (Hiddulica) (2.40)
pg 29 '

La ecuacién de Bernoulli es usada en tubos de corriente, en los flujos unidimensio-

nales permanentes.

2.2.1.7. Fluidos de Stokes y fluidos newtonianos

Para incluir el tensor desviatorio y las nuevas variables que este objeto matemati-
co introduce en las ecuaciones de evolucién ya obtenidas, necesitamos de hipdtesis
adicionales, ademas de los principios de conservacién. Se hace tales hipotesis es-
pecificandose el medio, sus propiedades fisicas, y las relaciona a los elementos del

tensor desviatorio. Ademas de la dependencia de propiedades fisicas del medio, el
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tensor desviatorio depende también del estado de deformacion y velocidades, deno-
minandose ecuaciones constitutivas.

En el presente caso, excluimos la dependencia del estado de deformacién del medio,
lo que implica no considerar efectos de elasticidad, y hacemos la hipdtesis de que
las componentes de 7 dependen de la distribucion de velocidades apenas en las
proximidades del elemento de fluido, esto es, de (9_;; La hipotesis es valida para
agua, aire, sangre, arriba de cierto de cizallamiento entre camadas adyacentes, mas
no se aplica a muchos casos donde el medio se constituye del fluido con cadena
molecular larga.

Definimos, entonces en las secciones que siguen, lo que entendemos por fluido de
Stokes y obtenemos la ecuacién constitutiva aplicable al caso particular del fluido
newtoniano, que se constituye de un fluido de Stokes lineal.

I)Fluidos de Stokes

Fluidos de Stokes son, por definicién, los que atienden a los siguientes requisitos

(Aris [47]):

1. El tensor de tensiones, de componentes o;;, es funciéon continua del gradiente
de velocidades y del estado termodinamico local, mas independiente de otras
grandezas cinematicas. Esta hipotesis implica que la relacion entre tensiones y
deformacion es local. En esta etapa, admitimos que o;; depende no solo de la
taza de deformacién, sino también de la parte antisimétrica del gradiente de

velocidades;

. , ., U; .

2. El fluido es homogéneo, esto es la relacién entre o;; y . es la misma en todos

x .

j

los puntos del medio;

3. El fluido es isotrépico, esto es, no existen direcciones preferenciales que alte-
ren la relacion tension-gradiente de velocidades. La hipotesis es valida para
fluidos como agua. aire, varios aceites, mas no para ciertos fluidos con cadena

molecular larga, para los cuales un mismo valor de la tza de deformacién da

origen a tensiones diferentes, segundo la orientacion de la deformacién.
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4. En la ausencia de deformaciones (e;; = 0), las tensiones son apenas hidrostati-

cas (0;; = —pdij).

Mostramos en la seccion siguiente que las direcciones principales de los tensores o;;
ov; -

y — coinciden.
al’j

IT) Fluidos newtonianos

El desenvolvimiento presentado en esta seccion sigue el raciocinio propuesto por

Drakos, Moss y Angelidis (véase [48, 47]).

. . . . U; .
Fluidos newtonianosson fluidos de Stokes en que la relacién entre 7;; y A es lineal,
x .

J
esto es:

6vk
Tij = ikl s
l
donde T;ji; debe satisfacer las hipdtesis de homogeneidad y de isotropia del medio.

Hacemos el producto interno del tensor T' con cuatro vectores A, B, C y D, de

modo para obtener el escalar .S, como sigue:

Este escalar depende linealmente de la magnitud de cada uno de los vectores. Sin
embargo, siendo T isotropico, el valor de S no depende de la direccion absoluta
de los vectores, sino solo de la orientacion de cada uno con relacion a los demas.
S depende, por tanto de la magnitud y del dngulo entre los vectores o, de forma

equivalente, del producto escalar entre los mismos. Por tanto:
S = TimAiB;CyD,
= a(A-B)(C-D)+3(A-C)(B-D)+~(A-D)(C-B) (2.41)
Otros productos como (A x B) - (C x D) no aumnetan mas informacién a la ya

contenida en la ecuacién anterior. Reescribiendo esta ecuacién en notacidén tensorial

cartesiana:

ﬂjklAiBjOle = OéAiBiCij + BAZCZBJDJ + ’YAzD’LCjB]
= (@di;0m + Boirdji + v6:dji) A B;CD.
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Como esta ecuacion debe ser satisfecha independientemente de los cuatro vectores,
se tiene que:

Tiji = 00k + B0 + Y0uljk, (2.42)

que es la forma mas general de las componentes de un tensor isotrépico de cuarto
orden. Como cada delta de Kronecker es invariante sobre la accién de una transfor-

macién. Adicionalmente, en virtud de la simetria del tensor de tensiones, tenemos:

8vk 6vk
Tij = Tijkla_xl = Tji = T]zkla_xl

Imponiendo esa condicién a la ecuacién (2.42) obtenemos:
B0ir0j1 + ¥0i05, = BOjrdi + V0510ik,

lo que implica:
(B —7)0ikbj = (B —7)dud,
y B = 7. Los elementos del tensor de cuarto orden 7" son por tanto:

Tijri = ;0 + B (061 + 0udji).

Teniendo en cuenta la presién escribimos el tensor de tensiones en la forma:

v ov
oij = —pdi + Tijklﬁ_xlj = —pdij + [adi0m + B(dirdj + 5il§jk)]é‘_xlj
ovy, ov;  0v;
= —pd;j 0ij=— : 7).
P+ Oy +6(6xj * 8@-)
Usando los simbolos usuales i en vez de 5y A en vez de v, obtenemos:
ov;  0v; ovy,
045 = —p5,~j + % <ax] + asz> + )\5”6_.%’;,3 = —péij + 2ueij + )\%ekk. (243)

El tensor de tensiones depende solamente de la presion y de la parte simétricfa del
gradiente de velocidades y no de la antisimétrica, que representa la vorticidade.

Liquidos cuya estructura molecular es relativamente simples obedecen en general
a esta relacion. Las tensiones de cizallamiento actuan en liquidos con estructura

molecular mas compleja, en particular los de cadena molecular muy larga, en ciertas
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emulsiones y en misturas, asi como en liquidos con comportamiento elastico, no son
descritas por la relacién anterior. En algunos casos, como el de la sangre, el fluido
se comporta como no newtoniano abajo de cierto valor de la taza de deformacion, y
como newtonianopor encima de ese valor. Tales fluidos son encontrados con cierta
frecuencia en problemas de ingenieria quimica y de la solidificaciéon de materiales
fundidos. Tratamos aqui solamente de fluidos newtonianos.

Observamos, por fin, que las direcciones principales de los tensores de tensién y de
la taza de deformacion son las mismas, en el caso de fluidos newtonianos. Como a
lo largo de las direcciones principales del tensor de tensiones no hay tensiones de
cizallamiento, y para haber deformacién de cizallamiento en fluidos newtonianos es
necesario que haya tension, estas ultimas no existen a lo largo de las direcciones
principales del tensor de tensiones. Las direcciones principales de ambos tensores

coinciden.

2.2.1.8. Ecuacion de Navier-Stokes

La ecuacién de Navier-Stokes es obtenida sustituyendose el tensor de tensiones 7
de la ecuacién de movimiento, (2.29), por la ecuacién constitutiva de los fluidos
newtonianos. Solo consideramos el caso de fluido incompresible, en el que se puede

escribir el divergente del tensor de tensiones 7 como:

Lomy _ 0 p(ov  Ou _pf Fo O
por;  0x;0 \0r; dxr;) p \dr;0r; Or;0
= Hv%i iaxizﬂv2 .,
ox; 0x;  p

., . v; . L )
pues, por la ecuacién de la continuidad —% = 0. El coeficiente = es denominado
Zj P
J
como coeficiente de viscocidad cinemética del fluido, v (o viscocidad cinemadtica, de

forma abreviada). El cuadro 2.3 presenta el valor de la viscocidad cinematica de

algunos fluidos a 20°C.
: . : : . " : 0v;
Sustituyendo la definicién de la viscocidad cinemética y teniendo en cuenta que a—]
L
en la ecuacién (2.31) obtenemos la ecuacién de Navier-Stokes para fluidos incom-
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Cuadro II.3: Viscosidad cinemaética y dinamica de algunos fluidos a 20°C.

Fluido Viscosidad dindmica Viscosidad cinematica
w - kg/sm v-m?/s

Agua 1,0 x 103 1,0 x 1076
Aire 1,8 x 1075 1,5 x 1075
Alcohol 1,1 x1073 1,34 x 1076
Aceite de oliva 8,4 x 102 1,0 x 1074
Glicerina 1,42 x 1071 3,68 x 10~*
Mercurio 1,70 x 1072 1,25 x 1076

presibles:

ov; ov; 1 0p 9
Py, 0 D+ g 2.44
8t+vj6xj paxiJererg (2.44)

La ecuacion de Navier-Stokes, aplicable a fluidos incompresibles, puede ser escrita

de una de las siguientes formas, en coordenadas cartesianas:

Cuadro I1.4: Formas de la ecuacion de Navier-Stokes aplicable a fluidos incompresi-

bles.

Forma vectorial Forma tensorial cartesiana
ov N q ov; N ov;
— +v-grad v = T A
at & ﬁt J &cj
1 10 521)7;
——grad p+ovViv+g A, + g;
0 p ox; 0x;0x,

Dv
Dt

Dv; 10 v
vi__lop O

Dt B ;51’1 6xjﬁxj

1
= —;gradp—l—vVQV—i—g + i

2.2.1.9. Los nimeros de Reynolds y de Froude

Frecuentemente, se trabajan con las variables de la mecanica de los fluidos en la for-
ma adimensional. Surgen entonces algunos grupos adimensionales, como los niimeros

de Reynolds y de Froude, conforme es mostrado mas abajo.
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Consideramos la salida de un fluido sobre un cuerpo de longitud d, y seam py y Uy la

presion y la velocidad de flujo lejos del mismo. La ecuacion de Navier-Stokes toma

la forma:
ov 1 9
— +v-grad v=——-grad p+vV°v+g.
ot 0
Seam:
v = Uyv* x; =x}d
t = t*d/U, p=p*pU¢,

donde las variables adimensionales se identifican por el asterisco. Sustituyendo las

expresiones de artiba en la ecuacién de Navier-Stokes encontramos:

U(? ov* ® ) Ug * UO 2. %
7 (é‘t* +v'-grad v ) ——7gradp +¥uv vi+g.

Multiplicando esta ecuaciéon por ik obtenemos:
0

ov* 1 d
5:* +v*.grad v* = —grad p* + viyt 4 228

Upd/v U2g

El grupo adimensional Re = Uyd/v se denomina nimero de Reynolds del problema.
Depende de las propiedades fisicas del fluido y de las caracteristicas geométricas del
cuerpo sobre el cual el fluido fluye. El niimero de Reynolds existe cuando el problema
tiene una velocidad (o velocidad angular) impuesta como pardmetro.

El grupo adimensional Fr = (U2/gd)"? se llama nimero de Froude. Usando la
definicién de los niimeros de Reynolds y de Froude y representando las variables
adimensionales sin los asteriscos reescribimos la ecuacién de Navier-Stokes en la

forma adimensionals:

0 1
5—‘; +v-grad v=—grad p + §V2V + Frig (2.45)

La adimensionalizaciéon de esta ecuacién y la introduccion del concepto de niimero
de Reynolds permiten identificar la importancia relativa de algunos términos. El
término (1/Re)V?v representa los efectos viscosos del flujo. Se ve que tales efectos

son menos importantes cuando el nimero de Reynolds del flujo es elevado, como
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es el caso de los flujos compresibles. Tomando como ejemplo un flujo en torno de
un cuerpo en el aire, con velocidad de 100m/s, y siendo la dimensién caracteristica
del aire igual a 5m, y la viscosidad del aire v = 107>m?/s, tenemos un nimero de
Reynolds # = 5 x 107 y un nimero de Froude tal que Fr? = 204. Este resultado
muestra que, en muchos casos, los efectos gravitacionales y los viscosos pueden ser

despreciados en flujos de alta velocidad.

2.2.1.10. Ecuacion de vorticidad

La ecuacién de Navier-Stokes puede ser escrita sin la presién, siguiéndose el mismo

procedimiento que usamos en la deduccion de la ecuacién (2.36). Obtenemos:

%(rot v) = rot (v x rot v) + vV’rot v. (2.46)

El rotacional de la velocidad recibe el nombre de vorticidad. La ecuacién anterior
puede ser escrita bajo la forma:
Dw

D =Y grad v + vV3w, (2.47)

donde w = rot v. Demostramos esta tltima, que es conocida como ecuacion de
vorticidad [56]. Aplicando el operador rotacional la ecuacién de Navier-Stokes con el
tpermino v-grad v escrito, en notacién tensorial, en la forma grad v?/2+rot v x v
obtenemos:

o (ovy D vy, B 0 1 dp vy,
euk&xj < P ory 2 * Ekpquvq) = Gk <_,08xk * U&xpﬁxp Tk ),

donde w, es la componente general de rot v. El rotacional de un gradiente y el de una
constante son iguales a cero. En consecuencia, los términos conteniendo el gradiente
de v%/2, de la presién, y el término conteniendo la aceleracién de la gravedad se
anulan. Adicionalmente, intercambiamos el orden de derivacion de algunos términos

y obtenemos:

2 (22 4 e (002 10,20 ) =0 (2
En €ijk axj €kij€kpq q axj paxj = Uaaj‘pﬁaj‘p €ijk axj
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El primer término del lado izquierdo y el del lado derecho de la ecuacién anterior
son, respectivamente, lo elementos generales de dw/dt y de vV2w. Haciendo esta
sustitucion y la de €xj€ppq = dipdjq Obtenemos:

Ow; ow ov
— + (0ip0jg — igjp) (Uq_p + wp_q) = vV w;.
ot ﬁxj a.Tj
Desarrollando el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién anterior obtene-

mos:

Owy ovg\
(0ip0jq — digOip) <Uq%j +wp%j> =
ow; ow ov, ov; ow; ov;

Vy—=—— — U; W — Wi = Uy—— — Wi —.
q 7 [ J q J
ox; ox; 0z, ox; 0, ox;

Reagrupando los términos se llega a:

0 0 du; )
(E + Uqa—xq) Wy = (A)j%j + Uv Wi,

lo que completa la demostraciéon de la ecuacion 2.47.

Observamos que, en el caso de flujos bidimensionales, la vorticidad es perpendicular
al vector velocidad. Las lineas del tensor grad v contiene el gradiente de cada com-
ponente de la velocidad e son perpendiculares a la vorticidad. Consecuentemente,

w - grad v = 0. La ecuacién (2.47) se reduce a:

D
Fj = vV3w.

Cabe también mencionar la relacién existente entre vorticidad y efectos viscosos.

Utilizamos la identidad vectorial:
rot (rot v) = grad (div v) — V?v.
Teniendo en cuenta que div v = 0 para fluidos incompresibles, se tiene que:
rot (rot v) = —V?v = ——div 7.
Esta ecuacién puede ser reeescrita en la forma:

1
rot w = ——div 7. (2.48)
i
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El resultado anterior muestra que, habiendo desbalanceamiento de las fuerzas vis-
cosas, el rotacional en aquel punto sera diferente de cero. Flujos incompresibles e
isentropicos en los cuales la vorticidad es diferente de cero estan, o estuvieron en
el pasado, bajo la accion de efectos viscosos. Como regla general, efectos viscosos
producen vorticidad.

Los resultados de esta seccién se aplican al caso de fluidos incompresibles. Efectos
de compresibilidad o variaciones de entropia son otros factores de produccién de

vorticidad, como sera visto en la seccién 2.2.1.11.

2.2.1.11. Ecuacion de circulacion

En esta seccién identificamos los mecanismos que dan origen a la vorticidad, esto
es, al movimiento de rotacién de masas de un fluido. Consideremos una superficie A
del espacio, delimitada por una curva C' conforme la figura 2.6 , y sea dl un elmento
de arco de esta curva. El flujo I" del vector vorrticidad a través de la superficie A es

definido como:

sz rot V-ndAzigv-dl.
A
C

AW
g 4 7 /

/

/
/

Figura I1.6: Circulacion en torno de una masa de fluido.

Este flujo es igual a la circulacién del vector velocidad a lo largo de la curva que
delimita la region considerada, de acuerdo con el teorema de Stokes. La existencia
de una circulacién indica que la velocidad media a lo largo de la curva es diferente

de cero, y el teorema de Stokes asegura que en ese caso el valor medio del rotacional
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en la regién interna a la curva también es diferente de cero. Identifiquemos a los

factores que influyen en la evolucién de la circulacion a lo largo de una curva que

Dr
se desplaza de forma solidaria a una masa de fluido, esto es, determinaremos i

Podemos escribir:

cdl = ¢ —vidr; = § ——du; id——
%Dt ﬂthU . §Dt S
C C C

o entonces

DT Dv; Du; 1,
E = Dt d:z:l-—i—jgvidvi— Dtd +§§dv s
C C C

donde v? = v - v. La ultima integral representa la suma de las variaciones de una
funcién a lo largo de una curva cerrada. Como el punto final de la integraciéon
coincide con el inicial, el valor de la funcién en los dos puntos es el mismo, y la

integral anterior es igual a cero. Tenemos entonces:

DI [ Du
Dt | Dt
C

Teniendo en cuenta que, por la ecuacién de la cantidad de movimiento:

DUi 1 ('7’p X lﬁnj

Dt p ox; pox;

tenemos:
E:_ilapd i;l@n]d
Dt p ox; p ox;
o también
DT dp 1 07
- _¢pE dx;. 2.4
Dt jgpﬂﬁp&rzx (2:49)
loi
Se sabe de la termodindmica que:
d
Tds = dh — =,
p’

de donde se obtiene que:
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Sustituyendo el resultado anterior en la primera integral del miembro derecho de la

~$ %= p1as—fan

C C c

ecuacién (2.49) obtenemos:

La segunda integral del miembro derecho de la igualdda anterior representa la suma
de variaciones de una funcién a lo largo de una curva cerrada. La integral es igual a
cero, conforme a lo discutido anteriormente. Por tanto:

d

— j@ @ _ j@T ds.
P
c c

Por tanto, la ecuacién (2.49) puede ser escrita en la forma:

Dr 1073,
— =¢Td ——dx;.
Dt jg S+§p6x]~ v

Como la temperatura es un niimero siempre positivo, la primera integral del miembro
derecho de la ecuacién anterior se anula en los procesos isoentropicos, y en algunos
casos donde haya variaciones para mas y para menos en la entropia del fluido a lo
largo de la curva sobre la cual la circulaciéon es calculada. En general, la circulaciéon
es diferente de cero cuando la entropia varia a lo largo de la curva, que debido a
procesos reversibles, como el de la calefacciéon, que debido a irreversibilidades que
ocurren, por ejemplo, en la mistura de masas de aire de temperaturas diferentes,
o de masas de agua del mar con salinidades diferentes, La segunda integral de la
ecuacion (2.49) caracteriza variaciones de circulacion en virtud de la accién de efectos
VisScosos.

La ecuacién (2.49) presenta un resultado completamente general, que da origen a
dos teoremas sobre la formacién de vértices. El primero es el Teorema de Bjerknes,

que afirma que, en la ausencia de efectos viscosos:

Dr dp

Dt )
C

(2.50)
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De forma general, este resultado muestra que las irreversibilidades termodinpamicas
generan circulacion.
El segundo resultado es conocido como Teorema de Kelvin, que afirma que, en la

ausencia de variaciones de entropia y de efectos viscosos:

DU _ 0 2.51
o =0 (2.51)
Este ultimo resultado resalta la importancia de los flujos irrotacionales, pues muestra
que, cuando los efectos viscosos y de variacién de entropia son despreciables, y el
campo es irrotacional, en un punto dado, el flujo sera siempre irrotacional. Por otro
lado, si una determinada masa de fluido presenta circulacion diferente de cero en un
instante dado, esta circulaciéon se conserva a la medida que la masa se desplaza.
Un mecanismo de generacién de vorticidad en los sistemas naturales proveen, por
tanto, de las irreversibilidades viscosas o de misturas de masas de fluido con carac-
teristicas distintas. Si, en un instante inicial, la vorticidad contiene un modo de la

forma:

v, = exp(ikz) + - - -

El término no lineal de la ecuacion de Navier dara origen, progresivamente, a modos

con vectores de onda mayores, pues:

Oy Oy, B N .
Er e exp(ikz)ik exp(ikz) + - - -

= —ikexp(2ikz) + -+,

esto es, lo vértices se rompen progresivamente, hasta que llegue a niimeros de Rey-
nolds suficientemente bajos para que los efectos disipativos se manifiesten y el vortice

se deshace por efectos de la viscosidad.

2.2.1.12. La ecuacién de la energia total (e + v?/2)

La ecuacion de la energia total es obtenida a través de procedimientos semejantes a
lo adoptado cuando deducimos las ecuaciones de la continuidad y de la cantidad de

movimiento: se considera un volumen de control fijo en el espacio y se iguala a la taza
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de variacién de la energia dentro del mismo con el balance de los diversos factores
que contribuyen para que la energia total contenida dentro del volumen varie. Se
obtiene la forma integral de la ecuacién de la energia. Con ayuda del Teorema de
Gauss se pasa a la forma diferencial.

Consideremos un volumen fijo en el espacio. La taza de variacién de la energia total
por unidad de masa (e+v%/2) dentro de este volumen debe incluir el balance del flujo
de energia a través de las paredes del volumen, El trabajo de las fuerzas de superficie
y del volumen, el balance del flujo de calor a través de la superficie de control y el
calor eventualmente generado dentro del volumen por reacciones quimicas, efecto
Joule, o de otra forma [49, 50].

Esquematicamente:

Taza de acumulacién de (e + v?/2) dentro del volumen
de control, esto es, la variacién de (e + v?/2) dentro de

volumen por unidad de tiempo

Trabajo de las fuerzas

Flujo liquido de (e + v?/2) aplicadas a la superficie
_l’_

para afuera del volumen de control por unidad
de tiempo
Trabajo de las fuerzas de Flujo liquido de calor
! volumen por unidad de tiempo - Para afuera del volumen

+ (Taza de generacién de calor dentro del volumen)

Esta ecuacion excluye algunas formas de transferencia de energia entre el medio y
el volumen de control, como, por ejemplo, el trabajo previsto al volumen de control
a través de un eje, que es el caso de motores, generadores de turbinas. Expresemos
cada una de las partes anteriores en forma matematica. La taza de acumulacién de

(e + v?/2) dentro del volumen de control es dada por:

2
f% (e—l—%)dV.
v
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Para calcular el flujo neto de (e +v?/2) para afuera del volumen, recordamos que el
flujo de masa a través de un elemento de area dA de la superficie de control es dado
por pv;n;dA. Si lo multiplicamos por la energia total por unidad de masa, esto es,
por (e +v?/2), tendremos una expresién para el flujo de la energfa total que cruza el
elemento de drea: p(e + v?/2)v;n;dA. Integrando este término a lo largo de toda la

superficie de control tendremos el flujo neto de la energia para afuera de la superficie

02
ﬁp (e + 5) vin,;dA.
s

El trabajo por unidad de tiempo de las fuerzas de superficie es dado por el producto

de control:

escalar de la fuerza por la velocidad local. El elemento de la fuerza de superficie es,
asu vez, dado por o;;n;dA, conforme fue visto en el capitulo anterior. El trabajo
elemental por unidad de tiempo de las fuerzas de superficie es entonces dado por
v;onidA.

El trabajo elemental por unidad de tiempo de las fuerzas de volumen es dado por
el producto escalar de las fuerzas de volumen, que en el caso presente es la fuerza
gravitacional, con el vector velocidad: pv;g;dV .

Integrando el término referente al trabajo de las fuerzas de superficie a lo largo
de toda la superficie de control y de las fuerzas de volumen en todo el volumen,

obtenemos:

%U,‘O’Z‘jnjdA + f pvzgde
3 v
El flujo de calor para afuera del volumen de control a través de un elemento de area

dA de la superficie es dado por g;n;dA.
El calor generado en un elemento de volumen por unidad de tiempo es dado por
Q4AV.

Integrando el primer término a lo largo de toda la superficie de control y el segundo
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en todo el volumen obtenemos:

|4

5
Cabe notar que la primera integral de arriba, con el signo negativo adelante, calcula
la taza neta de transferencia de calor para adentro del volumen de control. Reagru-
pando todos los términos obtenemos la ecuacién de la energia total en la forma

integral:

0 v? v?
JVVE (€+ ?> dV = —ﬁp (€+ ?) UjﬂjdA‘i‘

S
\4 |4
S S

Los términos que multiplican el factor ndA en las integrales de superficie son magni-
tudes vectoriales. Por tanto, se aplica el teorema de Gauss y estas integrales pueden
ser transformadas en integrales de volumen. La forma integral de la ecuacion de la

energia total puede entonces ser reescrita como:

0 v? 0 v?
Jvap (64—3) dV= —JV%]' (€+ E) UjdV'l‘

Q%5 g1y .. f vV — f %5 gy 4 f QdV.
1% v 0T 1%

v 0x;
La ecuacién anterior se debe aplicar para volimenes de cualquier tamano, particu-
larmente, para voliimenes infinitesimales dV'. Considerando este ultimo caso, supri-
miendo el signo d integracion, y dividiendo la ecuacién resultante por dV' y pasando
el primer término del lado derecho de la ecuacion anterior para el lado izquierdo,

obtenemos:

0 U2 0 U2 51%0'@' 5(]]
E (64‘?)4‘% (64‘3)1}]'— aCL’j —l—pvigi—%j—i-Q (253)

J

Los dos términos del miembro izquierdo de la ecuacion anterior se simplifican de la
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siguiente forma:

P \" T2 ) TP\ T2 ) TP\
L (e S (e B (g o) P (0
P os, 2 2 )\t " o, ) "Dt 2 )"

0 0
pues 9L APy (ov;) = 0 (ecuacién de continuidad).
ot ox;
Vi0ij j .y
Reescribimos el término de w y —aﬁ de la ecuacién 2.53, recordando que
Zj Lj
045 = —pdw + Tij (ecuacién 224)
8viai- 0 61%- 51 anTZ" 6vi ﬁvm-
—JZ—Ui(—p(Sij-i-Tij):— P ]‘I‘ = — p+ J

83:]- allﬁj ﬁxj 833]- 6331 a.fljj )

El flujo de calor y sustituyendo por su expresion, dada por la ley de Fourier:

oT
= —k—ro0u:. 2.54
ox; ( )
En notacién vectorial:
q = —kgrad T. (2.55)

Esta ecuacién es dada en coordenadas cilindricas y esféricas, respectivamente, por:

0¢ 104 . 04
el —k: 2
d ( PR TR P
aQT aQT 1 a%b
= —k
<6r Ty r o0 +rsen9 6q§
Obtenemos para el divergente de flujo de calor:
0 0 oT 0?
Zi :__< ke ):k—fw%
ﬁx] 0x; 0x; 0
Reagrupando los términos y dividiendo por p, obtenemos la ecuacién de la energia
total:
D 2 1 1 k
—<e+v—):——divvp+—divv-7‘+V-g+—V2T+9. (2.56)
Dt 2 p p p p
En la forma vectorial:
D 2 1 1 k
—(e+v—) :——divvp+—divv-r+vg+—V2T+Q (2.57)
Dt 2 p p p p
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U2

2.2.1.13. Ecuacién de entalpia de estancamiento (ho = h + 5)

La ecuacién de entalpia de estancacion es obtenida a partir de la ecuacion de la
energia total, que surge de la transformacion de esta ultima, de la forma integral
para la forma diferencial, usando el teorema de Gauss. Sustituyendo las ecuaciones

2.24 y 2.54 en la ecuacion 2.53 obtenemos:

0 U2 5Ujp 6Ui7—ij 52T
—_ = —_ ;= e e k .
ﬁxj (6 + 2 ) UJ 51’]' + a.Tj + pUig + (91:]-656]» + Q

Aqggrupando los dos primeros términos del miembro derecho de la ecuacién anterior

y pasandolo para el miembro izquierdo, resulta:

2 e—l—U—Q —l—i e+]—9+v—2 v; =
ot 2 ﬁscj P 2 I

ﬁvmj 82T
+ pv;q; + k + /.
8xj puig ﬁmjﬁxj Q
0
Sumando el término a—]Z a los dos miembros de la iltima ecuacion:
6p+6 +’U2 +6 +p+v2
— 4+ —ple+ — —0ple+ =+ —) v,
ot ot o) Ta,P\" T T2
&p ﬁvmj 62T
= — + —— + pv;9; + k + /.
ot t e, TP TR o e

0
El término (9_]; del miembro izquierdo de la ecuacién anterior puede ser incorporado

d(e+v?/2)
ot

é €+B+f —i—i 6+]—)+v—2 (o
ot p 2 oz p 2]

&p anTij
= = igi + k
2 " o, PNt s

, resultando en:

2

+Q.

2
v .y
Como hg = e + b + - por definicién, tenemos:

0 0 op 0 5
P 0+(9xjp 0vj = o —i—axjvrj—i—pvg +kEVTT +Q
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Desarrollando los términos del miembro izquierdo de esta tltima ecuacién, obtene-

mos:

9 9 ohe  Ohy op  opv;

9 pho+ = phovy = p222 4 o0, 0 4y (2 -
a0 T o, PN T Py TP 0(615 T o,

Oho  Cho _ Dho
ot T, T P Dt

op  Opv;
Pues a—f + apvj = 0 (ecuacién de continuidad). Por tanto, la ecuacién de la entalpia
L
de estancamiento toma la forma:
Dho 1 5]9 1 anTZ‘j k 2 Q
Ll igi + ~V2T + =<, 2.58
Dt p8t+p ox; —i—vg—i—p +p ( )
En la forma vectorial:
Dhy 1dp 1 . k_, Q
Z0 22 Cdivy - g+ VT + =, 2.59
Dt p6t+pwv T+V g-l—p +p (2.59)

En el caso de un flujo permanente sin efectos viscosos, sin fuentes internas de calor e
despreciando efectos gravitacionales, la ecuacion de entalpia de estancacién se torna:

=2 = =V°T,
Dt p

lo que muestra que la adiciéon de calor a través de la superficie de la particula de
fluido hace aumentar la entalpia de estancamiento de la misma.

Se puede incorporar el término v;g; de la ecuacién 2.89 al miembro izquierdo de esta
ecuacion, lo que resulta adicionar a la entalpia de ectancacién un término referente
a la energia potencial. De hecho, considerando un referencial como el eje z en la

direccion vertical y orientado hacia arriba, se tiene que:

Dt~ T\ T oy, ) 0 TP

Se puede escribir también que:

L O A L L
ot " am; )T Tar TGy, T 9y, T 90, T

pues:
0z 0Oz

g - g |x,y,z=Ct5 = 0.
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Por tanto:

Dho . D hot U2 i
Dt T Dy 9 197

y la ecuacién 2.89 puede ser reescrita como:

D v? 10p 1ovm; k Q
—(h+ — == 4+ =24 VT + = 2.60
Dt(+2+gz) p5t+pé‘fﬂj+p T (2.60

2.2.2. Conceptual

Este trabajo no se considera conceptual ya que es un trabajo en ciencias bésicas.

2.2.3. Teorico-conceptual

En este capitulo presentamos las herramientas matematicas preliminares basicas
para estudiar las ecuaciones de Navier-Stokes incluidos los resultados del analisis
funcional lineal y no lineal, asi como la teoria de los espacios funcionales. Presen-
tamos en particular algunos de los mas utilizados teoremas como los de inmer-
sion y desigualdades diferenciales, para esto usaremos diferentes referencias como

[45, 57, 59, 60, 61, 62, 63] entre otros.

2.2.3.1. Teoremas del andlisis funcional

Teoremas del analisis funcional lineal, el nicleo de esta subseccién es el lema de Lax-
Milgran que indicamos para espacios separables de Hilbert asi como su demostracion
utilizando el método de Galerkin. Este método serd muy 1til en nuestras considera-
ciones posteriores, en las pruebas de la existencia de soluciones de problemas lineales

y no lineales.

Teorema 1. En un espacio reflexivo de Banach, cada bola cerrada es débilmente
compacta. Se puede encontrar una prueba por ejemplo en [59], para espacios sepa-

rables en [60].
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En particular sea {x,} una sucesién en un espacio B reflexivo de Banach tal que
|z, 5 < M por algin M > 0, entonces existe una subsucesién {z,} de la sucesién
{z,} y un elemento x en B con |z|p < M tal que {z,} converge débilmente a x en
B; es decir para toda L funcional y continua en B,

lim L(z,) = L(x).

H—0

Teorema 2 (Lema Lax-Milgran para espacios separables). Sea H un espacio de
Hilbert separable con una norma | - ||, L € H un funcional lineal en H, a(u,v) una
forma bilineal y continua en H x H, coerciva, es decir tal que para algunos o > 0 y
para todo uwe H

a(u,u) = alul?

entonces existe un unico elemento uw € H, tal que
a(u,v) = L(v); Yve H (2.61)

Prueba. usamos el método de galerkin, al cual nos referiremos en el siguiente

capitulo consiste en probar la existencia de elementos u,, € H,, tal que
a(tum,v) = L(v);Yv e Hy, (2.62)

donde H,, son subespacios dimensionales finitos de H tales que Hy < Hy < Hs C
-~ C Hyp <oy ur_ Hy, es un subconjunto denso de H y luego al pasar al limite
con n obtenemos (1).

Sea wy, Wy, ws, -+ - son bases de H y H,, = gen{w,wy, - ,wy,} m=1,2,3,---

1. Mostraremos que para cada entero positivo m existe un w,, € H,, tal que (2.62)

se cumple. Sea
m
U, = Z EpWy
k=1

entonces (2.62) es equivalente al sistema de ecuaciones lineales
Z fka(wka wL) = L('LUL), L = 17 2’ ceem
k=1
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este sistema tiene una solucién tunica (£1,&s, -+, &) por cada lado derecho si
y solo si la matriz {a(wy,wr )}k L<m €s no singular. Mostraremos que el sistema

homogéneo

ngawk,wL )=0, L =12,

tiene una tunica solucion por & y agregamos las ecuaciones para obtener

> Z elwawr, we) = a (Z fkwk,z&wk,z f@f@) = a(Up, ) = 0
=1 k=1

De la coerciva de la forma a(+, -) obtenemos u,, = 0 como los vectores wy, we, -+ - , Wy,
son linealmente independientes, concluimos que & = & = --- = &, = 0 de ahi
la matriz {a(wy, wr)}ke<m €s no singular y para cada nimero entero positivo m

existe una solucion aproximada u,, € H,,.

. convergencia de la sucesién tenemos
alum|* < a(um, um) = L) < L]l

1
de donde |y, || < —||L||g
a

para cada entero positivo m del Teorema 1 se deduce que existe una subsucesién
{ur} de la sucesion de soluciones aproximadas {u,,} y un elemento u € H tal que

u,, — u débilmente en H. Para p > j tenemos

a(uy,,v) = L(v);Yve H; < H,

Asi que
o0
F}grolo a(uy,v) = a(u,v) = L(v) para v € LJlHj
]:
e 0]
como U H; es un subconjunto denso de H, concluimos de la continuidad de a(-, -)
j=1

v L(-) que (2.61) se mantiene para todo v e H.

. Unicidad de u. Supongamos que tenemos dos elementos diferentes u; y us tal que

a(uy,v) = L(v) y a(ug,v) = L(v), para toda v € H por lo tanto a(u; — ug,v) y

92



tomando v = u; — uy obtenemos
2
0 = a(uy —ug,u; — ug) = afuy — us
de aqui u; = us, llegamos a una contradiccion que demuestra la unicidad.

Observacion 1. Si L es un funcional lineal y continuo en el espacio de Banach B,
escribiremos L € B’; el espacio dual de B y utilizamos la notaciéon L(v) = {L,v)

para v € B.
Como corolario obtenemos los siguientes

Teorema 3 (Teorema de Riesz-Fréchet para espacios separables). Sea H un espacio
de Hilbert separable con producto escalar (-,-) y norma |-| y sea L € H' un funcional

lineal y continuo en H entonces existe un unico elemento u € H tal que
(u,v) = L(v) para cada ve H y |u| = | L]

Observacion 2. En los dos teoremas anteriores la separabilidad del espacio H no

es esencial, para las pruebas ver [57].

Teoremas de punto fijo

los teoremas del punto fijo son la herramienta béasica que utilizaremos, comenzamos
con el principio de contraccién de Banach el tinico teorema de esta subseccién que
garantiza la singularidad del punto fijo la existencia de un punto fijo inico es una
condicién fuerte, sin embargo y en la mayoria de los casos haremos uso de los teo-
remas de Schauder o Leray-schauder. Ambos siguen del Teorema del punto fijo de

Brower.

Teorema 4 (Principio de contraccion de Banach). Sea T' un operador definido en
el espacio X de Banach con valores en X. Suponga que T es una contraccion, es
decir, que un numero o, 0 < a < 1 existe tal que para todos los pares de elementos
u,v € X tenemos

|Tu = Tv|x < afu—v,
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entonces existe un unico elemento u € X tal que Tu = u.

Prueba. Sea ug un elemento arbitario del espacio X. Entonces la sucesién ug, u :
1,us,--- donde para n > 1, u, se define recursivamente por u, = Tu, 1, converge

en X hasta el punto fijo del operador T [ |

Teorema 5 (Brouwer). Sea K un conjunto no vacio convexo y compacto en R™,
siT : K — K es un mapeo continuo, luego tiene al menos un punto fijo, es decir

existe ug € K tal que T(ug) = ug.
Prueba. Para la prueba ver [60, 61]. |

Teorema 6 (Schauder). Sea K un conjunto cerrado no vacio, acotado y convexo
en un espacio X de Banach. T es completamente continuo (es dcir compacto y

continuo) operador definido en K tal que
T(K)c K
entonces existe al menos un elemento ug € K tal que T(ug) = ug.

Observacion 3. Si X = R", entonces el Teorema de Schauder se reduce al Teorema

de Brouwer.

Prueba. La cerradura del conjunto T'(K) es compacto. para cada n € IN existe una

sucesion 1, g, - -+, @) en T(K) tal que

1
min |z — z;|, < e = — para cada z € T(K)
n

1<i<n

[ |
Sea X, el casco lineal del conjunto {1, xa, - -, Zr@m)}, es decir, el conjunto de todos
los puntos de la forma Ajxy + -+ + Appy Xy ), donde Ay, -+« Ap¢,y son nimeros
reales arbitrarios escribiremos x, = Gen{zy,--- ,zp()}. El conjunto &, es convexo,

avotado, cerrado, no vacio y se encuentra en un subespacio dimensional finito de X,

definimos el mapa T}, : K — K,, por

T,(X) = FLT(X)
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donde

FS( )_ T
Sy mi(x)
() e—|x—xix ; cuando ||z —xl|x <¢€
mi(x) =
0 ; cuando |z —xzi|x = €

Tenemos F.(K) < K,,. El mapa T,, es continuo, ya que las funciones m, son continuas
€ I
para un arbitrario x € K tenemos

Tx)Tx — Y mi(Tx)x;

2 mi(Tx)
2mi(Tz)|Te —zi|x _ 1
R > mi(Tx) n

T, — Toalx = HZmi(

X

(2.63)

Por lo tanto, hemos aproximado de manera uniforme el operador compacto 7" me-
diante un operador de dimensién finita 7}, como T,, : K,, — K,, satisface la hipdtesis
del Teorema del punto fijo de Brouwer, existe z, tal que 1,7, = Z,, como T es
compacto, la sucesién {x,} tiene una subsucesién convergente z,, — Z, de la conti-
nuidad de T' se sigue que T3, — T%, de (2.63) concluimos que Ty, — T, @, — 0,

por lo tanto T2 = Z, y T tiene un punto fijo en K.

Teorema 7 (Leray-Schauder). Sea T' un mapeo completamente continuo de un es-

pacio X de Banach en si mismo y supongamos que existe una constante M tal que
Jalx < M (2.64)
para toda x € X y o € [0;1] satisfaciendo x = oTx. Entonces T tiene un punto fijo.

Prueba. (cf. [57]) podemos asumir sin pérdida de generalidad que M = 1, definimos

el mapa T™ por

Tx ;osi|Tz|x <1
THx = Tr

1T x

Entonces, T* es un mapeo continuo de la bola unitaria cerrada B(1) = {x € X :

;s Tz|x > 1

|z]. < 1} en si misma, como el conjunto TB(1) es precompacto, lo mismo es cierto

para T*B(1), del teorema del punto fijo de Schauder se decue que 7" tiene un punto
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fijo . Mostraremos que x es un punto fijo de T' de hecho, si |Tz|, > 1, entonces

1
x=T*x =0Tz con g = TTalx v |lz|x = [|[T*z|x = 1, que contradice (2.64). H
T\ x

Teorema 8 (Kakutani-Fan-Glicksberg). Sea S < X un conjunto, no vacio, compac-
to y convexo, donde X es un espacio vectorial topoldogico de Hausdorsff localmente
convezo y permiteque el multifuncional o : S — 2° tiene valores converos no vacios
y grdfico cerrado, entonces el conjunto del punto fijo de ¢ (i.e. {x € S : x € p(z)}

es no vacio y compacto).

2.2.3.2. Espacios de Sobolev y distribuciones

Asumimos que €2 es un subconjunto abierto no vacio de R"™, n es un entero positivo.

Definicién 1. Por L”(Q), 1 < p < o0, denotamos un espacio lineal de funciones de
valores reales f definidas en 2 tales que |f|” es integrable en € con respecto a la

medida de Lebesgue. El funcional

1/P
f = fllzr@) = (L |f|Pd1:)

es una norma en L (Q) (siempre que identifiquemos funciones que son iguales entre

si en casi todas partes en Q).

El espacio LT (£2) es un espacio de Banach, para P = 2 es un espacio de Hilbert con

un producto escalar (f, g) = J fogdx
Q

Tenemos:

Teorema 9. Sea {f,} una sucesion de Cauchy en L (), es decir

ml};riloo Hfm - anLP(Q) =0

entonces existe f € LY (Q) y una subsucesion {f,} de la sucesién tal que lim || f, —
v—>0

fler@ =0

(completitud de LP(Q)), y f.(x) — f(x) para casi todas las z € © ademds existe
h e LP(Q), con h(z) = 0, a.e. en § tal que |f,(z)| < h(x) para cada z € Q.
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Definicién 2. por L*(2) denotamos el conjunto de funciones reales medibles f en

Q) para el cual
essSup{|f(x)]| :x € Q} =f{k > 0;u({x e Q: |f(z)| > k}) =0} <
el espacio lineal L*(€2) con norma

| fz= ) = essSupf|f(x)| : v € Q}
es un espacio de Banach.

Decimos que una funcién real f en () es localmente integrable en €2, y se escribe
fe L (Q), si para cada compacto K < Q, f es integrable en K.

Similarmente, definimos espacios LT, (), para 1 < p < oo, para f definido en
definimos el soporte de f como el cierre del conjunto {x € Q : f(x) # 0} y denotamos
esto por suppf.

Sea o = (a - -+, av,) ser un multi-indice cuyas coordenadas son enteras no negativas.
Escribimos |a] =y + -+ ay, ¥

olal

D* =
aalxl e aanxn

decimos que f € C*(Q) (resp. f € C*(Q)) si existen derivadas parciales D®f para
toda a con |a| < k que son continuas en €2 (respectivamente Q).

Ademéas C*(Q) = (N, C*(Q)

por C°(€2) denotamos el conjunto de f € C*(Q) para el cual suppf < Q. Si Q es
acotado, suppf es un subconjunto compacto de €.

Lema 1. cf. [45, 62] El conjunto CP(Q) es denso en LY () para 1 < p < 0.

Lema 2. (Du Bois-Reymond, cf. [45, 63]) Sea f € Lt (Q) vy f feodz = 0 para
Q
cada v € CF(Y). Entonces f =0 casi en todas partes en €.

Definicién 3 (Derivada generalizada). Sea o« = (v, - , @) un multiindice cuyas
coordenadas son enteros no negativos llamamos a una funcién f* € L'(Q) la «

derivada generalizada en Q de f € L} () si para cada p € C(Q2)
| #Dmgdn = (1)t | pogas
Q Q
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Definicién 4 (Espacio de Sobolev W™P(Q)). Sea m un entero positivo 1 < p < o0
por W™P(Q)) denotamos un subespacio lineal de los elementos f en LP(2) para el
cual las derivadas parciales generales D*f existen para toda |a| < m y pertenecen
a LP(Q) con la norma

1/P

[flwmoey = | 23 1D fTr (2.65)

|o|<m

Lema 3. (cf. [45, 62]) El espacio W™P(Q)) es un espacio de Banach, para 1 < P <

o, W™F(Q) es reflexivo.

Lema 4. Para 1 < P < o0 cada sucesién acotada en W™ (Q) contiene una subsu-

cesion débilmente convergente.

Definicién 5. Por W7"" () denotamos la clausura del conjunto CL(€) en la norma

Wme(Q).

Los espacios W™P(Q) también se denotan por Wa'(£2).
Los espacios W™2(Q) y W™*(Q), denotados también por Hj*(Q), respectivamente,

son espacios de Hilbert con producto escallar

(f.9) = D, J D*fD"gdx
laj<m L
Definicién 6. Sea m un entero positivo, 1 < p < o0y % + % = 1, por W~"4(Q)

denotamos el,espacio de funcionales lineales continuos en el espacio W;"" ().

Los espacios W~"™2(Q) también se denotan por H () ahora definiremos las dis-
tribuciones y las derivadas distribucionales, introduzcamos en el conjunto Ci°(£2).

La siguiente nocion de convergencia.

Definicién 7. Decimos que una sucesion {¢,} < CF(€2) converge a cero si existe

un compacto K < 2 tal que

(i) Suppy, c K para cada ¢,.
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(ii) lim D%p, = 0 para cada multi-indice a, uniformemente en 2, denotamos por
n—ao0

2(Q) el conjunto Ci°(2) junto con la convergencia introducida anteriormente.

Definicién 8. Llamamos al mapa T : Z(€2) — R una distribucién en  si es lineal,

es decir
T(ap + Bo) = aT(p) + BT (¥)

para toda o, e Ry oy e P ysi lim T(p,) = 0.
n—aoo

Para cada sucesion {p,} < Z2(2) que converge a cero en Z(£2) denotamos por Z’'(12)
el conjunto de todas las distribuciones en €2 y escribimos (7', ¢y en cambio T'(y) para

feL}, . (Q),el mapa en 2 definido por

(Tf,0) = L fodu

es una distribucién, por Lema 2 podemos identificar esto con f, y escribimos

{frp)= L fedz

distribuciones que pueden representarse por funciones integrables localmente las
llamamos regular.

Un ejemplo de una distribucién que no es regular es el mapa
(o) = 2(Q) 2 ¢ = b, (0) = p(x0) € R
para algin x( € €2, llamado el Delta de Dirac.

Definicién 9 (Derivada distribucional). Sea T € 2'(Q). Entonces el mapa

ST : 2(Q) > R, i€ {l,---,n}, definido por < ,gp> < > para ca-
T

da ¢ € 2(), es una distribucién, similarmente, para un multi- 1ndlce arbitrario o

definimos DT € 2°(Q) por

(DT, ¢) = (=1) (T, D*p)

para cada ¢ € 2().

Para T € 27(Q). Llamamos DT la a-ava derivada distribucional de 7.
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Definiciéon 10. Decimos que un subconjunto abierto y acotado 2 < R™ pertenece
a la clase C»®, 0 < a < 1, k un entero no negativo, si para cada punto zo € 02
existe una bola B centrada en xy y uno a uno un mapeo @ de B sobre D < R" tal

que.
() Y(BAQ) R = {z = (21, ,2,) € R" 2, > 0}
(i) (B Q) c oR"

(iii) ¢ € CF%(B), ¢t e C**(D)

Si el limite de Q es la suficientemente uniforme, digamos Q2 € C%!, entonces los espa-
cios de Sobolev WP () dfinidos como en la definicién 3.4 anterior puede describirse
alternativamente como el cierre del conjunto C™(£2) en la norma (3.5), cf[142] de es-
ta nueva definiciéon de W™P(Q) (siempre que el limite de Q es lo suficientemente
suave). Aun otra definicién, equivalente a la definicién de 3.4 de los espacios de So-
bolev. Se puede dar en términos de las distribuciones, definimos el espacio W™?((2)

como el subespacio lineal de aquellos f € LP(Q2) para el cual todas las derivadas

distribucionales D f, |a < m|, pertenecen a LP(f2), con norma (3.5).

2.2.3.3. Algunos teoremas de inmersiones y desigualdades

Comenzamos con tres resultados generales.

Teorema 10. cf. [57, 11] Sea Q@ un subconjunto abierto y acotado de R™ con limite

de Lipschitz, es decir Q0 € C%'. Entonces

(i) Si kp < n, entonces el espacio W*P(Q) esta continuamente inmerso en el

&

espacio LP"(Q), p* = np/(n — kp), e inmerso de forma compacta en LI(Q)

para q < p*.

(it) Si0<n<k—72 <n+1, entonces el espacio WHkP(Q) esta inmerso continua-

mente en C™*(Q), a = k — , e inmerso compactamente en C™%(Q), para

p—n
b < a.
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Lema 5 (Una version del Teorema de Rellich, cf. [63]). Sea 2 un subconjunto abierto

y acotado de R™. Entonces la inmersion de H}(Q) en L*(Q) es compacta.

Teorema 11. cf. [58, 64] Sea 2 un dominio acotado en R™ con el limite Lipschitz,

y sea u una funcion en W™ (Q) n LY(Q), 1 < r,q < oo. Para algin multi-indice j,
1J|

0 < |j| < m, y para algin nimero 0 del intervalo ~— < 0 < 1, estableces
m
m

LU (1) !

P m roon q
sim— |j| — " no es un entero negativo, entonces

r
| D7ull oy < Clulymr oy lul 2oy (2.66)

n
Sim —|j| — — es un entero no negativo, entonces la desigualdad 2.71 se cumple para
r

0= m La constante C' solo depende de €, r, ¢, m, ], 0.
m

Ahora indicaremos algunos casos especiales de los teoremas 10 y 11 ditles en los
siguientes capitulos.

Sea 2 = R3 como en el Teorema 3.10, entonces.
1. H'(Q) esta continuamente inmerso en L%((2).
o) < el
(c.f. Lema 3.9 a continuacién)
2. H'(Q) esta continuamente inmerso en L*(Q).

3. H%(Q) esta continuamente inmerso en C%2 (), y C%2 (Q) esta compactamente

inmerso en C'(2), en particular tenemos
sup ess|u(z)| < Clu|m2()
ze)
Sea  un dominio acotado en R?® como limite Lipschitz. Entonces
3 1
lull) < Cllul oy lullz2
[cf. Desigualdad (3.10)]
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Lema 6. Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de R™, n un entero positivo,

d = mbdiam(Q)) = sup{|x — y| : =,y € Q}. Entonces, para cada v € H}(Q) y

ie{l,---,n
2.67
o < 75 | 36 267)
Demostracién. Sea u e C (1), y fijando i = 1. Tenemos
1 ou
iy dn) = _ta "y ndt
u(z Tp) B (%( To Tn)
Por la desigualdad de Schwartz.
71| o 2
(s, wa)| < f St )| diey o)
ou
< . d — ]
[ ]2 ) ot -t
donde zF = inf{t : u(t,zo, -+ ,x,) =0, (t, 29, - ,,) € Q} integrando con respecto
a X1 obtenemos ,
o d2 ou
dr < — x)| dx
[ twras < S [N )]
ahora integrando con respecto a xs, - - - , x,, obtenemos la desigualdad 2.67 para: = 1

v u € CP(Q). Sea u € HJ(Q). Existe una sucesion {u,} < C(Q). Sea u € H} (),
existe una sucesién {u,} < CF () convergente a u en H}(Q2). Probamos 2.67 para

u, pasando al limite en
ou,

d
< _ || —
lunlio < 75 | o,

para i€ {1,--- ,n} |

L)

Corolario 1. sea 2 ¢ R" un conjunto abierto y acotado entonces las siguientes dos
normas son equivalentes en H}(Q)
1/2

lul = | lula@ + 2 ID%ulZa) | ¥

laf=1

1/2

lull = | 25 1D%ulZz0)

laf=1
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Lema 7 (Desigualdad ladyzhenkaya en dos dimensiones). Sea < R? un conjunto

abierto y acotado. Entonces para toda u € H} ()
1/2 1/2
ey < 2 ul oy | Dul g (2.68)

Prueba. cf. [65] Demostraremos la desigualdad (2.68) para funciones uniformes con
soporte compacto en €2, y el caso general se deriva inmediatamente de la densidad
de estas funciones en H}(Q). Sea u € C°(€2) por conveniencia consideramos u como

definida en todo el espacio R? e igual a cero fuera de 2.

Tenemos
Tk
u?(z1, 20) = QJ Ul dr, para k =1,2
—0
De esto
[e6] +00
méxu?(z1, 15) < 2 méxu’dz, méxu’dry (2.69)
Tk _o 2 o T
y por la desigualdad de Schwarz
—+o0 +o0
J wldr < méx u?dz; J max u’dzxs
R2 —o  ¥2 —0

< 4f |uuz2|dxj |utty, |dx
R2 R2

< QJ |u|2dxf |D,|*dx,
R2 R2

Que demuestra el lema para funciones suaves con soporte compacto en €2. |

Lema 8 (Desigualdad Ladyzhenskaya en tres dimensiones). Sea Q < R? un conjunto

abierto y acotado. Entonces para toda u € Hy ().
1/4 3/4
Juloy < V2ul g 1Dul e (2.70)

Prueba. [cf. [65]] Como en el Lema anterior, basta con probar la desigualdad (2.70)

para funciones uniformes con soporte compacto. Sea u € Cg°(£2). Tenemos por (2.68)
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y (2.69)

N

+o0
f utdz 2] (J u2dx1dx2J (u2, + uig)dmld@) dxs
R3 — o0 R2 R2

Zméxf quxldng |Dul?dx
R2 R?

3

4f |utsy, |de |Du|*dx
R3 R3

1/2 3/2
4 (J |u|2d:c) (J |Du|2dx)
R3 R3

Da la desigualdad. [ |

N

N

N

Lema 9 (cf. [65]). Sea Q < R3 un conjunto abierto y acotado. Entonces para toda
ue H(Q)
| Loy < 485 Dul| 20 (2.71)

Prueba. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u € C°(Q2) y u = 0,

tenemos.

o}
I = f uldr = J (J u3u3dx2dx3) dzq
R3 —0 R2
e} o6}
< f ( méxu3dx2) dxq
—0 —oo T2
0
9J (J |u2ux2|dx2dx3j |u2ux3|dx2dx3) dxy
— R2 R2
1/2 1/2
< 9J f utdrodrs (f u2x2d:p2dx3> (J ui3dx2dx3> dxq
R | JR? R? R?
Ahora usamos la desigualdad de Schwarz y procedemos de la siguiente manera.
1/2 1/2
I < 9méxj utdrydas (J 'U/2$2dl') (J u%;»,dx)
Z1 R2 R3 R3
1/2 1/2
< 36J \uPur |dx (J |u2x2|dx> (J |u2x3|dx)
R3 R3 R3

3 1/2
< 36\/?1_[ (J |u2:ci|dac)
i=1 \JR3

N
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En el final

3 3 1/2
< 36| [ uxi|r2@) = 36 {]_[ ||uxi||iz(m}
=1 =1
5 3 1/2
< 36437° (Z U$i|i2(9)>

i=1

ay + as + as

13 <
3

Como (ajasas) para a; = 0, lo que da la desigualdad deseada. W

Teorema 12 (Desigualdad de Hardy, cf. [66, 62]). Sea a,be R, a <b, ue LP(a,b)
con p > 1. Entonces

Lb (m : . Lf |U(S)|d8)pdx < (p%lp Lb |u(x)|pdx> : (2.72)
Lb (ﬁ Lb |u(s)|d8>pdm < (%)pf ()| de (2.73)

Prueba. Sea u,(z) = 0, para = € (a,a + =) y u,(z) = u(x) para z € (a +

%, b). Probaremos la primera desigualdad. Integrando por partes y la desigualdad de

Holder tenemos

J( JM Ids) dr = 7 }1 - (Jblun(sﬂds)p
pp1fb (J |tn (s |ds> 1|un(l')|da]
pp1fb (J |u(s |ds> 1|un(a:)|dx

S (e e

Jb <x : ar |un(3)|d8)pdas < < ) J lu(z)|Pde (2.74)

Para n € N, aplicando el lema de Fatou obtendremos (2.72) de manera similar

Asi,

obtenemos la segunda desigualdad. [
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2.2.3.4. Espacios de Sobolev de funciones periédicas

Consideramos espacios de Sobolev H(Q) de funciones L periédicas en el dominio
m dimensional @ = [0, L]™. Sea C(Q) el espacio de restricciones a ) de funciones
infinitamente diferenciables que son L periddicas en cada direccién, esto es, u(x +
Lej) = u(x), j = 1,---,m (Por ejemplo denotamos los vectores de base candnica,

e; = (0,---,1,---,0), donde 1 esta en la j-ésima coordenada).

Definicion 11. Para un entero no negativo arbitrario S, definimos el espacio de

Sobolev H3(Q) como la completacién de CF(Q) en la norma.

1/2
2
lulasy =1 D, D80

0<|a|<S

denotamos, o = (ay, -« - , @y, ) para enteros no negativos aq, - -+ , O, || = aq, -+,
olel

al = aqlag! - -ap!. Por X = (1, ,2), X* = 2725?20, D* = gy en esta
notacion, la serie de Taylor en R™ puede escribirse igual que

1 « «

f) = Y LD ) - x0)
la|=0

Caracterizacién de los espacios de Sobolev H?2(Q) mediante

las series de Fourier

Cada funcién u € CF(Q) tiene una representacion
u(r) = Z cpe’™ kL
kezm
donde ¢, son niumeros complejos. Consideremos funciones reales, para las cuales
c_j = . Se sabe que para las funciones de la forma C'¥ (Q) la serie anterior converge
uniformemente. Tenemos

A ol
2 e
Dau(x) _ (%) Z CkKoz€2mkf

kezm™
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De la identidad de Parseval
« 2 m 27T 2ol 21.2«¢
|1D%u|72 ) = L T Z |k |“k
kezm™

Introducimos una nueva norma en H3(Q) por

1/2
Jul s gy = { P |k|28>|ck|2}

kez™

Lema 10. Las normas | - |us y | - |us(q) son equivalentes, esto es

Cl”“”Hﬁ(Q) < Jul sy < O2HH}§(Q)||
para toda u € H(Q) y alguna constante positiva Cy y Cs.

Prueba. Para todo entero S existen constantes positivas C, Cy tales que para toda
keR™ )
ZO<|CX\<S k=

C1 <
PS4 kS

<Oy (2.75)

g = X W0ulg -2 % (F) <2|ck|2k2>

0<|a|<S 0<|a|<S kezm™

N

C Y| X PTG < ey Y (L+ KPP

keZ™ \ 0<|al<S kezZm

CC2||UH12H;?(Q)

Tomando ¢y = c¢Cs tenemos la segunda desigualdad del Lema. Utilizando una vez
mas 2.75 obtenemos la primera desigualdad del lema. [

Tenemos a si

Lema 11. El espacio H3(Q) coincide con

{u e L*(Q) : u(x) = 2 e T = ey, Z || ex|* < OO}

kezZm™ kezZm™m
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Lema 12. En el espacio

HE(Q) = {ueHﬁ@): | u(w)dw=0}

Q

(De esto u € H3(Q) para el cual co = 0 en su representacion en serie) La expresion

1/2
||U||H5(Q) = (Z |k|2S|Ck|2>
kezZm™

es una norma equivalente a la norma | - || s (Q).
Prueba. La prueba viene de la desigualdad de Poincaré
L
lulag@) < 5 1Pul2@ (2.76)

que vale para todo u en Hj((Q)) de hecho, tenemos

o m 2T 2
Dl = 310 = B (F) X kel

la=1| la=1]| keZm\{0}
o 2 m o\ 2
= ()L Y el ={F) lulee
L L
keZm\ {0}
con lo cual termina la prueba. [ |

En el espacio || [|5(g) introducimos el producto escalar

(UaU)Hg(Q) = Z |k|2sckd_k,

kezm
por u(z) = Y. e L, V(z) = Y dpe
kezZm kezm
también tenemos
1 o
cr = (k) = T u(z)e ™k dg
Lm Jg

. . ~ . . s . e X
Los coeficientes de Fourier % de u son amplitudes complejas de arménicos e*™Fz

. , 2k ) L
asociados a los niumeros de onda I s igual m tenga en cuenta

L L L L
< = <

Vikmae |kl A/l 4+ k2 m
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Teorema 13 (Teorema de inmersién de Sobolev). Sea u € H2(Q), S > " Entonces

ue CHQ) y
sup|u(z)| = |lullL=@) < C(S)ulgs(o)

eq@

. m
Prueba. Sea u(zr) = Z cre®™* L Entonces, para S > 5 tenemos
kezZm™

1
||u||L‘x(Q) < Z |Ck| < Z W(l+|kf|2S)l/Q|Ck|

kezZm kezZm
. 1/2 1/2
25\ . |2
< { Z W} { Z (1 + [k[*)]cx } = C(s)|ull a0
kezm kezm
Ademas, la convergencia absoluta de la serie de coeficientes Z |cx| implica la con-
kezm
vergencia uniforme de la serie de Fourier de u y, en consecuencia, la continuidad de
u. |

Teorema 14 (Rellich-Kondrachov). El espacio Hp(Q) estd inmerso de forma com-
pacta en el espacio L*(Q) lo que significa que por cada sucesién de funciones acotadas

en H)(Q) existe una subsucesion de funciones que es convergente en L*(Q).

2mik &

Prueba. Sea {u,}, u,(z) = Z ey K¢ %, n e N es una sucesién acotada en

keZm
HE(Q) esto es,

2 2
D, A EP)leasl® < M
kezm
para toda n y alguna constante positiva M. Tenemos que demostrar que existe una
subsucesion u; que converge a alguna u* = Z cre?™ " e Hp(Q) fuertemente en

kezZm™
L*(Q). Se sabe que de cada sucesién limitada en un espacio de Hilbert se puede

elegir una subsucesion débilmente convergente.

Supongamos que u; converge débilemente a u* en H},(Q)) entonces u* satisface.

D, A RPICEP < M

kezm™
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Observacidén 4. Sea u; convergente débilmente a u* en Hp((Q)). Notemos que esto
es equivalente a la convergencia de todos los coeficientes de Fourier, a saber ¢;;, — ¢

como j — oo, para todo k € Z™.

Vamos a demostrar que la subsucesién u; converge a u* en L?(Q). Observe que

D, L kP)lejn —cif* < 4M

kezZm™
donde:
*||2 *|2 %2 %2 2
luj —u HL2(Q) = Z lcjp — il < Z |cje — cil” + 2 Z |cj — cil7|K]
keZm k| <k k| >k
. 4M
k|<k
. AM €
para cada € > 0 podemos tomar k lo suficientemente grande para que Tz < 3

Entonces, en vista de la observacion 4 podemos tomar j suficientemente grande para
€
que el primer término en el lado derecho sea més pequeno que 3 Esto demuestra la

convergencia u; — u* en L*(Q).

Ecuacion de Laplace en espacios de Sobolev de funciones pe-
riddicas
Sea f € L?(Q) supongamos que buscamos u € H2(Q) satisfaciendo la ecuacién

—Au=f (2.77)

si u € H2(Q) es una solucién de (2.77) entonces para una constante arbitraria
c,u + ¢ también es una solucién en el mismo espacio. Para garantizar la unicidad

restringimos nuestra atencién a soluciones que satisfacen la propiedad adicional.
Ju@ﬂsz (2.78)
Q

que es equivalente a u € H3(Q). Pero también tenemos

f Au(z)dx =0 (2.79)
Q
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Observacién 5. Notar que si u € H3(Q) satisface (2.78) entonces se cumple (2.79).

Luego se tiene que
| sz =0,
Q

donde f esta en L*(Q) = H%(Q). Ademas, para cualquier f € L*(Q) existe una
constante ¢ tal que f + c € L*(Q), en consecuencia, para que la solucién sea unica,

asumiremos que f € L*(Q).

Sea
2Trik£
f@)=> fie L; fo=0
kezZ™
y
u(z) = Z ke L uy =0 (2.80)
kezZm™
Calculamos

2
—Au(z) = (2%) Z |k|2uk€2wik% _ 2 fk€27rik% = f

kezZm™ kezZm

y comparando los coeficientes obtenemos

L* fi

Podemos probar ahora lo siguiente.

Lema 13. Si f € L*(Q) yu € H(Q) es una ecuacion generalizada de la ecuacion

de Laplace, esto es u satisface la identidad integral

JQ Vu : Vudr = JQ fodx (2.82)

para toda v en C(Q), entonces u € H&(Q) y
lulmz@) < Clflr2@ (2.83)

Prueba. Observemos que la identidad integral anterior podemos tomar las fun-
ciones Lds funciones de prueba del espacio Hp(Q). Entonces la existencia de una

solucién generalizada tinica en Hp(Q) sigue facilmente del Teorema Riesz-Frechet
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esta solucién se da por (2.80) donde los coeficientes se dan en (2.81), ademas, la

solucién pertenece a H3(Q), como

g = 3 Wl = 3 (Y
H3(Q) — kI = Ar? k2]

kezm kezm
L* 5 L*
kezm
Esto finaliza la prueba. [ |
Observando la ecuacién —Au = f como en la ecuacién abstracta del operador

Au = f en el espacio L*(Q) con el operador A : L*(Q) o D(A) — L?*(Q) vemos que

D(A) = {ue Hp(Q) : Aue LX(Q)} = HA(Q)

de hecho, de (2.83) resulta que D(A) = H3(Q), por otro lado, para cada u en H3(Q),
Au e L*(Q), de donde H:(Q) = D(A).

Lema 14. El operador A es invertible en L*(Q) y A~ : L*(Q) — L*(Q) es com-

pacto, esto es, asigna conjuntos acotados en LQ(Q) a conjuntos precompactos en

L*(@Q).

Prueba. De las consideraciones, sabemos que el operador A™! asigna L*(Q) a

H%(Q) y que la correspondencia es uno a uno. Del Teorema 14 se deduce que Hg(@

esta inmerso de forma compacta en L*(Q), donde A~! es compacto.

Lema 15. En el caso considerado de condiciones de frontera periddicas, las funcio-

nes propias del operador laplaciano en L*(Q) pertenecen a CE(Q).

Prueba. Sea AW = AW € L*(Q), del Lema 13 se decue que W € H%(Q) por
lo tanto AW = AW € H%(Q). Asi concluimos que W € HA(Q). Por induccién
obtenemos W € H3(Q) para cada entero S, ahora, es suficiente usar el Teorema de

inmersién de Sobolev para concluir que W pertenece a C'¥(Q). [ |

Observacién 6. Notar que si f € C®(Q), u € H(Q), y Au = [ entonces u es

infinitamente suave, es decir, u € CF(Q).
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Teorema 15. cf. [67]. Sea H un espacio de Hilbert y sea A un operador lineal
simétrico en H, cuyo rango sea todo H, y suponga que su inversa esta definida y
compacta. Entonces A tiene un conjunto infinito de autovalores reales \,, con funcio-
nes propias correspondientes w,, : Aw, = A\,w,. St los autovalores estan ordenados
de modo que |l 1| = |\n| uno tiene T}EIOIO |An| = 0. Ademas, el w, puede ser ele-
gido para que forman una base ortonormal para H, y en términos de esta base, el

operador A puede ser representado por

en su dominio
o0 o8]
D(A) = {u Tu = Z cjwj, Z |¢j]?AF < oo}
j=1 j=1

D(A) es un espacio de Hilbert con un producto interno (u,v)pcay = (Au, Av)y y la

norma correspondiente

[ullpeay = |Aula

Para el operador Au = —Awu en L?(Q), de donde tenemos
u(z) = Z cre™ T = Z ck(cos(Zwk:%) + isen(?wk%))

keZm\{0}
=Y Y (Re(@)uf? — ()

LT ke(Zm\{0})/2

donde
w(c)(m) = q/i COS(27T]€£) wi(z) = q/isen(QﬂkE)
F Lm L” Lm L
: 42 |k* . :
y Aw) (1) = 5w, oy |z = 1
2
Por ejemplo, para m = 2, el valor propio mas pequeno es 4%|kz|2 con |k| =

A K2+ k2 = 1, se repite cuatro veces, \; = Ay = A3 = A4 en la sucesién 0 <

A< A< A< <A,

: . : _ (0 _ (8 _
Las funciones propias correspondientes se dan como w, = Wy gy, Wa = Weylgy, W3 =

() (s)
Wio,1)» Wa = Weo)
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2.2.3.5. Aspectos matematicos para fluidos compresibles

El marco de resoluciéon de las ecuaciones seran los espacios de Lebesgue, LP) y

Sobolev, W™P (m entero, 1 < p < 400) usuales con las normas estandar |- |,, |-

m?p

respectivamente.

Definimos los espacios de Sobolev con media nula, como:

Wyt (Q) = {w cp e W™P(Q) tal que f Ydr = 0}
0
dotado de la misma norma que WP,

Lema 16 (Desigualdad de Poincaré para funciones con media nula). Sea 092 € C%!

y 1 e WiP(Q). Entonces:
P\ /P
> (2.84)

p

oY
8a:i

3
Y]y < Ch <Z
n=1

donde C es una constante positiva que solo depende de € y p.

Consideramos el problema de Stokes no homogéneo en 2:

—Ap+Veo=F V-p=g,
¢+ Vo p=y (2.85)
U|aQ =0

Lema 17 (Cattabriga-Solonnikov). Sea Q) de clase C™, F € (W™ 29)3 y g €

Wm=lr (m > 1, 1 < q < ) tal que verifica la condicidn de compatibilidad:

Lg(x)dx =0.

Entonces existe una y solo una solucién (p,7) € (W™)3 x Wm=L4 de (2.5/) (7 es
unica salvo constantes aditivas). Ademds se tiene la siguiente estimacion de depen-

dencia continua de la solucion (p, ) respecto de los datos (F, g):

|90|m7q + |V7T|m72,q < 02 (|F|m72,q + |g|m71,q)

donde Cy es una constante que solo depende de m, q y ).
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Lema 18. Sea L el operador diferencial lineal de primer orden

Lp = ayp + V- (by),

donde a > 0 es una constante y b € (W43 x (H})3. Consideramos que L actia

sobre funciones escalares 1 definidas en €1, y consideramos

D(L) = {q/) e Wt Ly e Whty J Y(z)dr = 0}
Q

St

a — 70401|V(V . b)|4 — 4C4|b|274 >0 (286)

para Cy la constante tal que || < Cylt|1a (i.e., la constante de la inyeccion
continua de Sobolev de W'* en C°(Q) ), entonces, para cada G € W* con J Gdz =
Q

0, existe una unica solucion ¥ € D(L) de
LY=G (2.87)

Demostracion.

Gracias a la linealidad del operador diferencial, la existencia y unicidad en el espacio
H'(2) con medida nula se seguird de forma standar si conseguimos estimaciones a
priori en dicho espacio.

Aplicamos un razonamiento de tipo Galerkin, eligiendo como base especial en H'((2)
una base {z1, 29, , Zm, - - - } de autovectores del problema:

—Az+2z=Xz enf

% =0 sobre 012,
on

cuya formulacién variacional es:
ze H(Q) tal que ((z,w)) = Az, w), Ywe H,

donde ((+,-)) es el producto escalar en H'(Q2) y (-, ) es el producto escalar en L?(2).

Para demostrar la existencia de dicha base, consideramos el operador
T:fel*(Q)—ze H(Q)
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donde z(f) es la solucién del problema variacional:
(z,w)) g = (f,w) 2, Ywe H.
Como H'(Q) — L*(Q) (inyeccién compacta), entonces

T : L? — L? es un operador compacto.

Ademéds (T'f,g) = (T'f,Tg)) = (f,Tqg), Vf,g € L? luego T es autoadjunto.

Como L?(Q) es Hilbert separable, en virtud del Teorema de Hilbert-Schmidt, po-

demos asegurar la existencia de una base ortonormal en L2, {21, 2y, "

7Zm7"'}

formada por autovectores de T'. Es facil ver que dicha base también es una base

ortogonal de H!.

Dada G € W'#, consideramos el problema:
hallar ¢ € H'(Q) tal que ayp + V - (b)) =
es decir,

b H' tal que aw,so)—f WbV = (G, ), Ve H'
Q

Planteamos el problema discretizado:

¢m€<217"' Zm> a¢m7 fwmb VQO (G ) 90€<Zl7"'7zm>'

Poniendo

Qz}m:Za]Z]ySO:ZM izlv"'vma
=1

obtenemos que (2.89) es equivalente al sistema lineal:

Z {aja(zjazi) - Qj (J Zjb' VZZ)} = (G’ Zi); i=1,---,m.
j=1 Q

La matriz del sistema es:

A= (a(zj, z) — J 2;b - Vz,-) e R™*™
Q

ij=1
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Veamos que A es definida positiva. En efecto, dado o € R™, si consideramos ,,,

como en (2.90),
1
(40,0) = alunl + 5 | (V- D)0

Como

| (7002 <19 blalnlf < G baaluinlp < CLC V(Y D)l
Q

tenemos
1
(Aa, o) = <a — 50401|V(V : b)|4) [Vl

Gracias a la hipétesis (2.86), en particular, a — C4C1|V(V - b)|4 > 0. Por tanto, el
problema discreto (2.89) tiene una tnica solucion: ¢,,. Ademas si tomamos en (2.89)

como funcion test ¢ = 1,

2 lf AV - <% 24+ g
CL|r(/)m|2 + 92 Q(v b)qujm - (Gv¢m) ~ 2|¢m|2 + 2CL|G|2

Si repetimos el procedimiento anterior tenemos la siguiente estimacion de ,,:

Gl |
(CL — C4Cl|V(V . b)|4)

[l < = (2.91)

En consecuencia, podemos extraer una subsucesion (¢, ), tal que v, — 1 en L?
débil. Ademds, pasando al limite en (2.89), tenemos que ¥ es solucién de (2.88).

Ademas, f dzx = 0; para ello, basta tomar ) = 1 en (2.88) y tener en cuenta que
Q

| -0
)

De este modo obtenemos solucién de (2.87) en H'. La unicidad es facil, ya que el
operador diferencial es lineal.

Para terminar la demostracién del lema 18, veamos que realmente ¢ € W4 (como
H' — L4 basta ver que V¢ € (L*)?). Tomando gradiente en la ecuacién Ly = G,

elevando a la 4 e integrando en €2, tenemos:

77



IVGI: = a![Tuli + V(7 - ()l +2 | @ ITUPI9(T - (b))
+ 4L a?|V - V(V - (b)) *dx + 4L a*|VY|PV - V(V - (b))dx
+4 ] @V0- TGV (0

Empleando las desigualdades de Schwartz, Holder y young deducimos que que:

| V0PIV G = | 9697 o)) 2:92

| VUGN (-G P > V(T @) =5 V0T (2.9

| 1verve v(v - @opis -
L VY[V - [b- V(VE) + 9V (V- b) + (VO) (V) + (V- b)(VY)]do >
~ 1| 1907 0 = PP DIV = VBVl + | (V- DIV >
- Gw Bl + [Vl + C1C1 V(T b)|4) Vol (2.9)
De (2.92), (2.93) v (2.94) obtenemos finalmente:
IVG|; = d® {a — 4(204(]1|V(V D)4 + Culblaa + CLCHV(V - b)|4)} Vyly =
a’{a —TC1CYV(V - b)|4 — AC4|blaa} [V

luego, gracias a (2.86), tenemos que Vi € (L1)3.

2.2.3.6. Fluidos compresibles: Caso estacionario

Nos adentramos ahora en la llamada Mecdnica de los Medios Continuos. Supon-
gamos un medio fisico, dentro de un dominio §2, caracterizado por las siguientes

propiedades:
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Definicién 12. Una densidad de masa, p con p € C'(w x [0,T)) y positiva, tal
que la masa en un abierto acotado W, W < €2, en un instante ¢ vendra determinada

por:

m(W,t) = JW p(z, t)dz,

Definicién 13. Un campo de velocidades, u, con u € C'(w x [0,T); RY) y tal

que la cantidad de movimiento en W' y ¢ sera:

MW, 1) = fw(pm(a:,t)dx.

Definiciéon 14. Una densidad de energia interna por unidad de masa, w, con
we CYQ x [0,T)) y positiva, de manera que la energfa total en T en el instante ¢

sera:
1
Etotal(W:t) = L (§P|U|2 + pw) (w,t)d,

donde |u| denota la norma euclidea del vector u, es decir, |u| = /u - u.

En una primera aproximacion, estudiamos la ecuacion de la densidad de masa p =
p(x,t). Aplicando el principio de conservacién de masa, observamos que la variacién
de la masa de un volumen W en un instante ¢, f ?dm, debe ser igual al flujo de
masa a través de la frontera dWW, en ese mismo instante.

Como las particulas de fluido se mueven a través de las lineas de corriente (que son
las curvas caracterfsticas soluciones del sistema diferencial ordinario: X = w(X,t)),
dicho flujo de masa a través de la forma se expresa como — f pu-ndS, que aplicando

ow
la férmula de Stokes al miembro de la derecha, se transforma en:

f {%+V( )}zo, (2.95)

pu). Con ello

para cada W < Qy t e (0,7), donde por V - (pu); denotamos Z

’L

llegamos a la ecuacién conocida como la Ley de Conservacion de la Masa:

op

Ve (pu) = 0en Qx (0,7), (2.96)
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Otra forma de obtener (2.96) es a partir del transporte de masa sobre un intervalo

(t,t + h), usando la conservacién de la masa, pues:
p(X(t+ h),t + h)J(h) = p(z, 1),

donde:
X(t) =,
X(s) = u(X(s), ).
y J(h) es el jacobiano de la transformacién: z — X (t + h, z).
Se conoce que J(h) =1+ hV - u(z,t) + o(h), con lo que obtenemos:

p(z,t) +h {% +u-Vp+ (V- u)p} (x,t) + o(h) = p(x,t),

y llegamos a (2.96).
Nos fijamos ahora en el campo de velocidades u = wuy(z,t),---un(x,t), concreta-
mente sobre la evolucion de u, o del llamado momento pu. Justamente, aplicando el

principio de conservacién del momento, encontramos:

[ 20— putuemas+ [ ppin—| oonds. o

Los dos ultimos términos representan respectivamente la accién de las fuerzas exter-
nas sobre el fluido (gravedad, coriolis, fuerzas electromagnéticas, ---) y las fuerzas
de tension ejercidas sobre la frontera 0W en el contacto de W con otras particulas.
Mientras que f es normalmente un dato, o es ahora un tensor que se introduce como
una nueva incégnita en las ecuaciones que estamos considerando, llamado tensor de
esfuerzos. Clasicamente, un fluido estd sometido a dos tipos de esfuerzos: efectos de

compresién (normales a 0W) y efectos viscosos (tangenciales a W), de manera que:
o=—pld+ T, (2.98)

donde p es la presién (magnitud escalar) y 7 el tensor de esfuerzos viscosos. Id es el
tensor identidad, Id = (0;;);;.

Conjugando (2.97) y (2.98), y usando la férmula de Stokes llegamos a:
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0
E(pu)+V-(pu®u)—V-7’+Vp=pf, (2.99)

donde ® denota el producto tensorial de vectores, lo que escrito explicitamente por

componentes seria:

0 .
E(Pui) + pj(pusu; — 735) + poij = pfi 1<i <N, (2.100)
. - : 0
(adoptando la convencién de suma de indices repetidos y notando d; = —).
! an
Ademsds, usando a (2.96), (2.99) se reescribe de la forma:
ou
ngrp(u-V)u—V-TJer:pf, (2.101)

Respecto a 7, si aplicamos el principio de conservacion del momento angular llegamos

a que T es un tensor simétrico. Ademads, clasicamente se supone que:
7 =71(Vu,p,T),

donde T es la temperatura. En este trabajo, hablaremos ampliamente de los llamados

fluidos newtonianos, es decir, supondremos que 7 es lineal en Vu de la forma:
T =MV -u)ld+2ud, (2.102)

con d = %(Vu + V') es el tensor de deformaciones, y A\ y p los coeficientes de

viscosidad de Lamé (en principio, p y A dependen de p y T'). Por ejemplo, para los

llamados gases monoatémicos, se supone la relacion de stokes A = —QW”, con N la

. y . , . 2 ~

dimensién del espacio. Para la mayorfa de los fluidos, A + % es muy pequefio, con

lo que a veces se podrian aproximar por un modelo donde dicha relacién sea nula.

Sin embargo, en la practica se consideran sélo las hipdtesis:

2
A

pz0, A+ =0, (2.103)

se distingue entonces entre fluidos viscosos 1 > 0, A+ > 0y no viscosos (A = u = 0,

luego 7 = 0).

81



Por 1ltimo, se deduce las ecuaciones que son consecuencia de la Ley de conservacion
de la Energia o Primera Ley de la Termodinamica. Para ello es necesario que las
fluctuaciones termodindmicas sean suficientemente débiles en torno a una condicion
de equilibrio, en cada punto y en cada instante. Dicho estado termodindmico viene
determinado por la presion, p, la energia interna por unidad de masa, e, la tempe-
ratura, 7', y la densidad, p, que a su vez estan relacionados por las ecuaciones de
estado.
Juf?

La energia total viene dada por la suma de la energia cinética Py la energia

interna pe, luego la ley de conservacion de la energia se escribe:

d Jul? Jul®
- 2helde = — = - nds+
‘ p( 9 6) L p( 5 elu-nas

f pf - udr + J u-(on)dS + Q, (2.104)
W

ow

donde las dos tltimas integrales corresponden al trabajo realizado respectivamente
por las fuerzas externas y de tensién, mientras que @) es la variacion de calor a lo

largo de la frontera, es decir,

QZ_J C]"I’LdS,
ow

donde ¢ aparece como una nueva incégnita vectorial que describe el flujo de calor a
través de la frontera.

Usando de nuevo la férmula de Stokes, llegamos a una nueva reescritura de (2.104):
J [ul® [ul”
E{p(T—i—e +V.-<p T—i—e
=-V-(pu)+V-(r-u)—V-q+pf -u (2.105)

Para terminar con al descripcion de las ecuaciones anteriores queda estudiar el com-

portamiento de p, e y q. Se desarrollara solo en el caso en que p y T son indepen-

dientes, p = p(p,T), e = (p,T) y

q=—k(p,T,|VT|)VT, (2.106)
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donde k es una funcién escalar, que en la mayoria de los casos dependera sélo de p
y T o incluso sera una constante (llamada coeficiente de conductividad térmica).
En ese intento de descripciéon, usamos la variable de estado Entropia, denotada por s

que satisface la ecuacién de Gibbs (supuesta la hipétesis de equilibrio termodindmi-

co)
ds 1 {de d (1
)2 2.107
di T{dt“’dt(p)}’ (2.107)
d . . d 0 .
donde prie la derivada convectiva (E =5 + V). Multiplicando por p y usando
(2.96), se obtiene:
ds 1 ( de
P . ‘ 2.1
oo =3 (o5 0w ) (2.108)

Por otra parte, la entropia en un volumen dado W es J psdz, lo que nos conduce,
W
aplicando la Segunda Ley de la Termodinamica, a:

J %(ps) > f psu - nds — J % -nds, (2.109)
w

ow ow

y razonando de manera ya habitual en nuestra descripcion:

%(ps) + V- (psu) = -V - (%) (2.110)

Multiplicando ahora (2.101) por u, obtenemos:

0 (|ul® Juf?
e —i—p(u-V)T—V-(Tu)—i-u-Vp:pf-u—T:Du=pf-u—r:d,

donde: denota el producto escalar de matrices, que se transforma (usando (2.96))

en:

0 [ |uf Juf?
Py + V- pyu —V-(tu)+u-Vp=pf -u—1:d, (2.111)

y sustituyendo esta expresién a (2.105):

%(pe)—i—v-(peu)—i—p(v-u) =—-V.qg+71:4d, (2.112)

que se transforma por (2.96) en:

de

pd—t+p(V-u)=—V-q+T:d,
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que, a su vez, usando (2.108) y de nuevo (2.96), nos lleva a :

0 1 1
E(ps) + V- (psu) = —T(V-q)—i-?r.d. (2.113)
Comparando con (2.110), se deuce que:
1
T:d—fq-VTZO, (2.114)

que deberd verificarse para todo (p, u, T) (pues no hemos usado hip6tesis restrictivas
en el proceso inductivo). En el caso particular en que u = 0, de (2.114) tenemos que
—q-VT =0, lo que implica de (2.106) que la funcién alli descrita, k, es positiva, lo
cual es consistente experimentalmente.

Por el contrario, si elegimos 1" constante, (2.114) se escribe 7 : d = 0, y de (2.102)

llegamos a la relacion:
7od=2uld? + XNV -u)® =0,

para los fluidos newtonianos, que es equivalente a la relacién que consideramos que
verifican los coeficientes de Lamé.
Por otra parte, de la ecuacién de la entropia, considerando la hipdtesis termodinami-

ca de que p y T como variables independientes, se puede deducir que:

ds 1 de 0s 1{56 p} (2.115)

- 2

of ToT' op T \op »p
Para terminar, exponemos dos ejemplos: el caso de un gas ideal y el de un fluido

newtoniano.

Un gas ideal es un fluido que obedece:
= La Ley de Mariotte, con f una funcion escalar.
» El efecto de Joule, e = e(T) para e una funcién escalar.

Se deduce entonces que f es lineal en T, lo que nos permite expresar p y e de la
forma:

p=RpT, e=e(T), (2.116)
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donde R > 0 y e es creciente en 7. Ka constante R recibe el nombre de constante
h
= R+ ¢€'(T) donde

c
h=e+ P es la entalpfa, se tiene que ¢, > ¢,. Luego, denotando v = -2, entonces
P Cy

del gas ideal. Escribiendo ¢, = €/(T) y (¢, = 0), ¢, = 0, ¢, =

v > 1.

Con este modelo se suelen describir los fluidos comunes y los gases en condiciones
normales (es decir, que no poseen altas densidades o no soportan altas temperatu-
ras).

Suponiendo ademés que ¢, y ¢, son constantes:

R

e=¢T, ¢,>0, y=1+—>1. (2.117)

Deducimos entonces de (2.115) que 2 = & = v—lfl y g—; = —%, de donde:

Tl
= RI 2.118
5 = Rlog ( den) (2.118)
. : T N +2

Es posible deducir de la teoria cinética de los gases que v = N (para gases

monoatdémicos). La regién mds interesante para su estudio, desde el punto de vista
, . 5
fisico, es para v € (1, 3].

El modelo para fluidos newtonianos es el siguiente:

?+V-(pu)=0,

5%2;“) +V- (IOUU@) - @{u(éjuz + (Zu])} ( ( )) + 61'27 — pfi; 1<i< ]\[7
6(5;6) + V- (peu) + p(V -u) =V - (kVT) = g(a 115+ 05us)* + A(V - u)?,

(2.119)
donde A, p, py e son funciones de p y T, k verifica (2.106), y A y p satisfacen
(2.103).

El caso més usual es A\, p y k constantes, p = RpT (R > 0), e = ¢,T (¢, > 0) y

R
v =14 —. Finalmente, s definida por (2.115) satisface:
Co

d(ps)

1

El presente trabajo se centrard en (2.119) con las condiciones p > 0y A + %,u > 0,

esto es las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles.
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Establecemos una clasificacion de los principales modelos compresibles:

(I) Cuando A = = k = 0, nos encontramos ante las ecuaciones de Euler com-

presibles, que vienen representadas por:

@Jrv-(pU):O,
ol

3 E(W) + V- (pu®u)+ Vp(p-T) = pf,

IR (C

y en el caso de gases ideales, p, e y v verifican (2.116) y (2.117). Ademas, en el

caso en que p, u'y 1" sean suficientemente regulares la ecuacion para la entropia
(2.120) se transforma en:

0 ds
E(ps) + V(psu) =00 pop T Vs =0.

De hecho, aparecen discontinuidades (“shocks”) sobre las que la ecuacién de
la entropia no se verifica. Solo tenemos garantizado que:

G p3)+ V- (pus) > 0. (2121)

Para evitar la formacién de esas discontinuidades, consideramos s constante en
el instante inicial, de manera que s seguira siendo constante en todo tiempo:

s = s9. Para el gas ideal, usando (2.118) se verifica que:

p = Re*/®pY = Cyp” (Cy > 0), (2.122)

con lo que la ecuacién de la energia queda desacoplada y obtenemos, para las
incégnitas (p, u), el llamado sistema dindmico para gases barotrépicos:

op
5+V-(pu)—0,

E(pu) + V- (pu®u) + Cop” = 0.

En general, por flujo barotréopico entendemos aquel en el que las fluctuaciones

de la temperatura tienen un efecto pequeno sobre la densidad, por lo que la
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(I11)

ecuacion de la energia se puede desacoplar en la ecuacion de continuidad y la

ecuacion de momentos.

Este sistema tiene validez fisica restringida. En general, para un gas no ideal

se tiene que una ley para la presién con s = sy conduce a:

p=p(p) =pp.T),
donde T" ha sido previamente determinada para s = sy y p es creciente en p.

Caso A\, u > 0, k = 0 y se desprecian los efectos de calor debidos a la disipacién
viscosa de la temperatura, es decir, la ecuacion de la temperatura es:

0

E(pe) + V- (peu) + pV -u — kVT = 0.
Si suponemos que se verifican la ley de Mariotte y el efecto de Joule (en el
caso de un gas ideal, e = ¢, T, p = RpT), asi como k = 0, la ecuacién de la

entropia se convierte de nuevo en:

0s

n + pu-Vs=0. (2.123)

Si consideramos de nuevo sg constante, podemos deducir que s = sy y llegamos

a las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles barotrépicas:

% + V- (pu) =0,
2 (o) + V- (pu@u) — pVu— A+ w)V(V - u) + Vp(p) = pf.

ot
donde p(p) = p(p, T) es creciente en p (y s(p,T) = sg). De nuevo, en el caso
de un gas ideal, p(p) = Cop?, Cy = Re0/*v.

Las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles en el caso isotermo.

Estas provienen de la descripcion matemaética del comportamiento asintotico

de los fluidos de (/) cuando:
p= p(p)Tv €= CvT y €y — +0.
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Obtenemos entonces que 1" verifica:

T T
pEeru.VT:oOpO;—t+pu-VT—kVT=O,

si — — k. Una solucién particular es entonces 7' = T > 0 (es decir, tempera-
Cy

tura constante). De este modo la descripcién de (I11) es la siguiente:

dp
2(pu) + V- (pu®@u) — pVu — A+ w)V(V -u) + TyVp(p) = 0,
y p(p) = R, en el caso de un gas ideal (p = p(p) creciente en p en el caso

general).

Respecto a la eleccion de las condiciones sobre d€) para p,u y T en el caso de
Q) un abierto de RY conexo acotado y suficientemente regular, las mds faciles

de tratar son:

» u-n=00u=0sobre 09 (segin sean las ecuaciones de Euler o Navier-

Stokes),

= sin restricciones sobre p (gracias a las condiciones homogéneas anteriores
para u), y

. 6_T = 0 sobre 0.
on

2.3. Definicion de términos basicos

» Ecuaciones de Navier Stokes. Las ecuaciones de Navier-Stokes reciben su nom-
bre de Claude-Louis Navier y George Gabriel Stokes. Se trata de un conjunto
de ecuaciones en derivadas parciales no lineales que describen el movimiento

de un fluido.

= 3D. es el espacio euclidiano cuando dimension su es 3 (n=3), Un espacio
euclideo de dimension finita es un espacio vectorial normado sobre los niimeros
reales de dimension finita, en que la norma es la asociada al producto escalar

ordinario.
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Gradiente. Se toma como campo escalar el que se asigna a cada punto del espa-
cio una presién P (campo escalar de 3 variables), entonces el vector gradiente
en un punto genérico del espacio indicara la direccién en la cual la presion

cambiarda mas rapidamente.

Divergencia La divergencia de un campo vectorial mide la diferencia entre
el flujo saliente y el flujo entrante de un campo vectorial sobre la superficie
que rodea a un volumen de control, por tanto, si el campo tiene ”fuentes”la

divergencia sera positiva, y si tiene "sumideros”, la divergencia sera negativa.

Fluido Un fluido es un conjunto de particulas que se mantienen unidas entre si
por fuerzas cohesivas débiles y las paredes de un recipiente; el término engloba
a los liquidos y los gases. En el cambio de forma de un fluido la posicién
que toman sus moléculas varia, ante una fuerza aplicada sobre ellos, pues

justamente fluyen.

Presion es una magnitud fisica que mide la proyeccion de la fuerza en direccién
perpendicular por unidad de superficie, y sirve para caracterizar como se aplica

una determinada fuerza resultante sobre una linea.

Compresible La compresibilidad es una propiedad de la materia a la cual hace
que todos los cuerpos disminuyan el volumen al someterlos a una presién o

compresion determinada manteniendo constantes otros pardmetros.

Incompresible Un fluido incompresible es cualquier fluido cuya densidad siem-
pre permanece constante con el tiempo, y tiene la capacidad de oponerse a
la compresién del mismo bajo cualquier condicién. Esto quiere decir que ni la

masa ni el volumen del fluido puede cambiar.

Viscosidad La viscosidad es una propiedad fisica caracteristica de todos los
fluidos, el cual emerge de las colisiones entre las particulas del fluido que se

mueven a diferentes velocidades, provocando una resistencia a su movimiento.
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= Estacionario Se dice que un sistema o proceso estéd en estado estacionario si las
variables que definen su comportamiento (las llamadas variables de estado),

respecto del tiempo, permanecen invariantes.

= [sotérmico Se denomina proceso isotérmico o proceso isotermo al cambio re-
versible en un sistema termodinamico, siendo dicho cambio a temperatura

constante en todo el sistema.
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CAPITULO III

HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1. Hipdtesis

3.1.1. Hipdtesis General

Si existen soluciones débiles para una ecuacion de Navier-Stokes-3D estacionaria,

compresible e isotérmica dada por (1.1)

3.1.2. Hipétesis especificas

a) El sistema (1.1) posee soluciones débiles en el espacio (W>4(Q2))3 x W1(Q)

que modelan el campo de velocidades y densidad de un gas.

b) Las soluciones débiles del sistema (1.1) satisfacen estimativas relacionadas a las
fuerzas externas, con las cuales es posible controlar el crecimiento del campo

de velocidades y la densidad de un gas.

3.2. Operacionalizaciéon de las Variables

Debido a las caracteristicas fisicas envueltas en el sistema (1.1), el cual es uno de los
focos principales de estudio, consideraremos como variables al campo de velocidades
vy a la densidad p de un gas, ambas independientes del tiempo debido al estudio

estacionario de la dindmica del gas isotérmico.

Variables Definicién conceptual — Dimensiones Indicadores
Campo de Velocidad de ve (W24(Q))3 Independe del
velocidades v transporte de un gas tiempo

Densidad p  Densidad de un gas peWH(Q)  Requiere de ecuaciones

termodindmicas
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CAPITULO IV

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

4.1.

Tipo y diseno de la investigacién

4.1.1. Tipo de investigacién

La presente investigacion se podra clasificar de acuerdo a los siguientes criterios:

(@)

(i)

(iid)

Segin su objeto de estudio: Para A. Zorrilla [41], la investigacién bdsica-
denominada también pura o fundamental- busca el progreso cientifico, acre-
centar los conocimientos tedricos, sin interesarse directamente en sus posibles
aplicaciones o consecuencias practicas; es mas formal y persigue las generali-
zaciones con vistas al desarrollo de una teoria basada en principios y leyes. Asi

este trabajo se puede clasificar por su objeto de estudio como basico.

Segin su naturaleza: De acuerdo A. Zorrilla [41], la investigacién documental
es aquella que se realiza a través de la consulta de documentos (libros, re-
vistas, periédicos, memorias, anuarios, registros, cddices, constituciones, etc.).
Luego, debido a la detallada recopilacion de datos a partir de libros, publi-
caciones cientificas, etc. la presente investigacion, segin su naturaleza, es del

tipo documental.

Segin su objetivo general: Babbie [42], Selltiz et. al. [43], A. Zorrilla [41], con-
cuerdan en que la investigacion descriptiva, es la descripcion, registro, analisis
e interpretacién, mediante andlisis. En ésta investigacion se ven y se analizan
las caracteristicas y propiedades para que con un poco de criterio se las pueda
clasificar, agrupar o sintetizar, para luego poder profundizar mas en el tema.

Por lo tanto, esta investigacion es del tipo descriptiva.
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4.1.2. Diseno de la investigacion

El presente trabajo de investigacion presentard la siguiente estructura:

i) Se empezard definiendo los términos béasicos en la formulacién del modelaje fisi-
co de las ecuaciones de Navier-Stokes, lo que permitira entender la construccién

de dicho modelo, tanto en el caso incompresible como compresible.

ii) Se empleard formulas fisicas y técnicas del anélisis matemético para la cons-
truccién y modelaje en el caso compresible isotérmico, teniendo en cuanta las

ecuaciones de estado o termodinamicas.

iii) Se explicard a detalle la metodologia matemadtica que envuelve a los espacios de
Sobolev con el fin de poder probar la buena colocacién (i.e. existencia, unicidad
y dependencia continua con los datos iniciales) para el problema de Navier-

Stokes compresible isotérmico.

iv) Finalmente, se aplicara diversas estrategias del anélisis funcional, de tal manera
que se pueda probar la existencia de soluciones en el espacio de fase (W?24(Q))3 x

WLA(Q).

4.2. Poblacién y muestra

4.2.1. Poblacion

Por ser un trabajo netamente abstracto no existe poblacién que estudiar, si embargo
nuestro estudio se encuentra enmarcado en la linea de las ecuaciones diferenciales

parciales.

4.2.2. Muestra

Por ser un trabajo netamente abstracto no existe muestra que estudiar, si embar-

go nuestro estudio se encuentra enmarcado en las ecuaciones diferenciales parcia-
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les,especificamente ecuaciones de Navier-Stokes.

4.3. Técnicas e instrumentos para la recoleccién
de la informacion documental datos

Las Técnicas e Instrumentos de recoleccion de datos utilizados en esta investigacion

fueron:

a) Revisién Bibliografica Esta técnica permite extraer informacién relacionada con
el tema a investigar por medio de diversas fuentes como libros encontrados en
la biblioteca virtual del Consejo Nacional de Ciencia ,Tecnologia e Innovacion
(CONCYTEC), también poder consultar diferentes articulos de acceso libre de
la informacién (ALICIA ) y de sus diferentes bibliotecas asociadas como trabajos

de grado y publicaciones de Internet en el directorio de investigadores del concytec

(DINA).

b) Consultas Académicas Se realizaran consultas a los asesores de tesis, con el fin
de obtener orientacién, establecer los parametros de estudio y definir los pasos a

seguir para el desarrollo del proyecto.

4.4. Técnicas e instrumentos para la recoleccion
de la informacion de campo

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité procedimientos de reco-

leccién de datos.
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4.5. Analisis y procesamiento de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité de analisis y procesa-

mientos de datos.
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CAPITULO V
RESULTADOS

5.1. Resultados descriptivos

5.1.1. Soluciones estacionarias de las ecuaciones de Navier-

Stokes

En este capitulo presentamos algunas nociones basicas de la teoria de las ecuaciones
de Navier-Stokes; los espacios funcionales H, V' y V', el operador A de Stokes con su
dominio D(A) en H, y la forma bilineal B aplicamos el método de Galerkin y teorema
del punto fijo para probar la existencia de soluciones del problema estacionario no
lineal y consideramos problemas de singularidad y regularidad de las soluciones.

Para esto seguiremos la teoria resuelta en [44, 56] entre otros.

5.1.2. Problema estacionario basico

Sea Q = [0, L]? y definimos el espacio

.2
H = {u = (uy,u,us) € L,(Q)* : divu = 0},

o1

V = {u = (uy,ug,u3) € Hp(Q)3 : divu = 0},

con las normas

Jula = lul = L [u(@)Pde, [ul* = (u,u),

lully = Juf = j@ Vu(a)2de, Jul = (Vu, Va),

respectivamente. V' y H son espacios de Hilbert y V < H. Si identificamos H con
su dual H' en vista del Teorema de representacién de Riesz-Fréchet, tenemos que

V < H < V' con inmersién continua y con cada espacio denso en el siguiente.
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5.1.3. El operador de Stokes

Definimos el operador de Stokes A : V — V'
(Au,v) = .[ Vu - Vudz; para todo v e V. (5.1)
Q

Usando esta definicién podemos escribir la formulacién débil del problema de Stokes

dado f eV, entoncesueV ype iz(Q) tales que
—vAu+ Vp = f, divu = 0, (5.2)
en el sentido débil, es decir,
V(Va, Vo) — (p, dive) = (f.), v B (Q), (5.3)
en una forma abstracta equivalente
v{Au,vy = {f,v) paratodoveV. (5.4)

Vamos a demostrar que para f € H, el operador de Stokes coincide, con el menos
laplaciano, Au = —Au, para este fin. usamos la representacion espectral explicita

de funciones en L?*(Q)3. Supongamos al principio que f € L*(Q)3. Entonces.

fl@) =D fu®™ i, YAl <00, fop=Fis fo=0, (5.5)

keZ3 keZz3

.2
donde: fi, = (fL, f2, f2). Seaue V y pe L (Q) satisfaciendo 6.3. Asumiendo que

u(z) = > we®™E, p(x) = | pre”™Fi (5.6)
kez3 kez3
con uyg =0, k-up =0, po =0, u_g = Uk, p— = P;, Obtenemos
47| k|? 2mik
v u

2 Tt

Pk = fi-

Multiplicando esta ecuacion por k£ y usando la relacion k - up = 0 obtenemos

Lk
2 |k|?

Dk para k # 0,
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y luego calculamos
1 L? f -k
k # 0.
=y () 2
Ahora, si f € H, entonces f; - k = 0 y la ecuacion para uy se reduce a

1 L2

;Wfk para kE # 0.

U =

Por lo tanto, la solucién débil del problema —Au = f para f € H. De esto vemos
inmediatamente que u € Hﬁ (Q)? ademds, de las férmulas explicitas anteriores para

los coeficientes de Fourier u; y pr tenemos el siguiente Teorema.

o2 o2

o1
Teorema 16. Si f € L ,(Q)?, entonces ue H,(Q)*, pe H,(Q), y

L? L?
JulZe  +1pl3 <= 117
Ho(Q)? i@ — 4m* \w?

.2

0 0( V
Prueba.
Tenemos
- k|
Jul% 2 = k[ uk = > |k |4 fo — ks
O(Q)d keZZlS kZZ]?, VQ 16 4|k|4 |k|2
< 2 |/<?|4 ———— il +2 Ik‘l4 ————|fil?
kZZ3 216 4|/{:|4 kZZ:3 216 4|/€|4
- 47T4V2 )3’
y
||p.1—Z|kf||pl2=Z||2
Hy  pezs kez3
< 2
~ Z |fk| 47T2 )37
keZ3
terminamos la prueba. [

Observacién 7. Observe que esa configuracién f,u,p de la forma (6.5) (6.6) res-
pectivamente, directamente en las ecuaciones (6.2) obtendriamos las mismas repre-

sentaciones espectrales de la solucion u, p. Por tanto, en particular
.2
D(A) ={ueV: Aue H} =V n H (Q)".
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5.1.4. El problema no lineal

Consideremos el problema estacionario

—vAu+ (u-Viu+Vp = f enQ,
divu = 0 en Q,

con una de las condiciones de contorno:
1. Q =[0,L]* en R? y asumimos condiciones de contorno periédicas o

2. @Q es un dominio acotado en R?, con un limite uniforme y suponiendo que la

condicion de frontera dirichlet homogenea es u = 0 en 0Q).

En el segundo caso definimos

H = {u= (u1,us,u3) € L*(Q)*: divu =0, u, = u-nlsg = 0},

V= {u= (u,us,u3) € Hy(Q)*: divu = 0},

con las normas

Julla = ful = L lu(@)Pde, [ul* = (u,u),

Jullv = lull = L Vu(z)dz, [ul® = (Vu, Vu).

El operador Stokes A se define de la misma manera que en el caso periédico (6.1) y

tenemos

D(A)={ueV: Aue H} =V n H*(Q)>.

Para ambos casos denotemos b(u, v, w) = ((u - Vv),w) para u,v,w € V' y definimos
un operador no lineal B : V. — V'  (Bu,v) = b(u,u,v) para todo v € V. También

escribiremos ((u, v)) en lugar de (Vu, Vu).

Observacién 8. Note que:
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(i) Vu,v,weV es

b(u,v,w) = —b(u, w,v),
y asi b(u,v,v) = 0.
(i7) Para todo u,v,w eV,
|b(u, v, w)| < C@)ul|v]]w].
Sean H y V los espacios funcionales correspondientes. Entonces la formulacién débil
del problema estacionario no lineal anterior es el siguiente.

Problema 1. Para fe H (f € V') entonces u € V tal que
v((u,v)) + blu,u,v) = {f,v) para todoveV

o equivalentemente

vAu+ Bu= fen Ho V'

Teorema 17. Sea Q = [0, L]* (para el problema perddico) o sea Q un dominio

acotado en R? con frontera suave (para el problema de Dirichlet) entonces
(i) Para todo f €V’ yv >0 existe al menos una solucion del problema 1.

(ii) Siv* = c1(Q)|f|lv:, entonces la solucion del problema 1 es inica.

Prueba.
De (i) para demostrar la existencia de soluciones, utilizamos el método de Galerkin.

Para cada m € N sea

() = Y &mw;(@); Em € R
j=1

es la solucién aproximada, donde w;, 7 € IN son las funciones propias del operador

de Stokes correspondientes al problema considerado. Esto significa que

V((Um, ) + bty U, v) = {f,v); para todo v e V,, (5.7)
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donde V,,, = Gen{wy,wy, - -+ ,w,} tal solucién existe en vista del Teorema del Punto
Fijo de Brouwer. [ |

Prueba de la existencia de u,,. Consideramos la bola
1
B={ueVu: |u|<|flv}
y el mapa ¢ : 4 — w donde, 4 y u es la soluciéon tnica del problema lineal
v((u,v)) + b(d,u,v) = (f,v), para todo v e V,.

Tomando v = u en esta identidad obtenemos que u € B.

Mostraremos que ¢ es continuo en V,,, para este fin, se
v((w, v)) + b(w,u,v) = (f,v); Vv e Vi,

restando la ecuacién para W de que es para u, dejando v = u — w, y usando la
estimacion para la solucion V', obtenemos

(@)

14

Ju =l < [l la — ]

Lo cual demuestra la continuidad de ¢. Como V,,, es un espacio de dimensién finita
y ¢ es una mapa continuo de un conjunto convexo y compacto B a B, concluimos la

existencia de u,, solucién de (6.7) en vista del Teorema del Punto Fijo de Brouwer

| fllv

de (6.7) concluimos |ul,, < :
v

Por tanto, para una subsucesién

U,, — u débilmente en V,

U, — u fuertemente en H,

como V' esta inmerso compactamente en H, al pasar con m al limite en la ecuaciéon

6.7 obtenemos la ecuacién

v((u,v)) + blu,u,v) ={f,v)
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para todo v siendo una combinacién lineal finita de los elementos de la base wy, k €
IN. Dado que tales elementos son densos en V', la parte de la existencia del Teorema
ha sido probada.

Prueba de (ii). Para probar la unicidad de las soluciones para grandes coeficientes
de viscosidad con respecto a las fuerzas de masa, v* > C1(Q)| f]v+, supongamos que

hay dos soluciones distintas u; y us, esto es

v((u,v)) + blug,ur,v) = {f,v) y v((uz,v)) + b(ug, us,v) = {f,v).

Para todo v € V. Tomando v = u; — us y restando la segunda ecuacién de primera

obtenemos.
viuy — u2||2 = —b(uy — up,uy —uz) < c1(Q)|ur — UszHUZH
c1(@Q
< Uy —

1
como |lufs < —| f|ly, de donde:
v

<U _ c1(Q)

2
171w ) o = P <
v
que da una contradiccién. Por lo tanto u; = us.
Al final mostraremos como se puede proceder de manera diferente para demostrar

la existencia de las soluciones aproxiamadas de Galerkin u,, satisfaciendo (6.7).

Teorema 18. Sea X un espacio de Hilbert en dimension finita, con un producto

escalar [+, -] y la norma asociada [-], y sea P : X — X sea un mapa continuo tal que

[P(£).6] > 0 para [¢] = K >0

para algin K, entonces existe £ € K con [£] < K para el cual P(§) = 0.

Prueba.
Sea B = B(0, k) es una bola cerrada en X, centrada en cero y radio k. Supongamos

que P es diferente de cero en esta bola. Entonces el mapa

I P O P (5.8)

[P(E)]
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es continua en X, del Teorema del Punto Fijo de Brouwer se deprende que S tiene

un punto fijo en B, es decir

_ kP(%)
=P o0
para algin &y € B. Tenemos [£y] = k. Multiplicando 6.9 por &, obtenemos
[P(€0)a gO]
2 _ _k—
ol = )

que contradice [P(£),&] > 0 para [¢] = k. Por lo tanto P(§) = 0 para algin £ € B.
Ahora, sea x = v,, con la norma inducida por V. Vamos a definir P = P,, : V,,, —» V,,,

por la relacion

[P (), v] = ((Pn(w),v)) = v((u, 0)) + b(u, u,, v) = {f,0) (5.10)

Para todos u,v € V,,. El mapa esta bien definido en vista del Teorema de repre-
sentacion de Riesz-Fréchet. De hecho para cada u en V,,, el mapa v — v((u,v)) +
b(u,u,v) — (f,v) define un funcional lineal y continuo en V,,. Por lo tanto, existe
una tnica P, (u) en V,, satisfaciendo la relacién anterior.

El mapa P, es continua en V,, y

[Po(u),u] = vlul® + b(u,u,u) = (f,uy = vlul® = (f,u)
= vlul* = flv]ul = llul{wfu] = | £}
de ahi, para k > ”fﬂ"’ v |lu| = k tenemos [P, (u),u] > 0. En vista de nuestro
Teorema auxiliar, existe U, en Vj, tal que se cumple P, (u,,) = 0, es decir, se
satisface (6.7). [ ]

5.1.5. Otros métodos topolégicos para lidiar con la no linea-

lidad

En esta subseccién usaremos el schauder y, alternativamente los teoremas de Puntos
Fijos de Leray-Schauder para probar directamente la existencia de una solucién del

problema no lineal, eludiendo asi las soluciones aproxiamdas del Galerkin cuando la
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viscosidad es lo suficientemente grande con respecto a las fuerzad externas, utiliza-
remos el principio de contracciéon de Banach para probar la existencia de la solucion

unica del problema no lineal.

Problema 2. Sea f € V’, Q = R? lo anterior, probar que existe u € V tal que
v((u,v)) + blu,u,v) ={f,v)y; paratodoveV

mediante el uso:

(a) El teorema del punto fijo de Schauder.

(b) El teorema del punto fijo de Leray-Schauder.

(¢) Suponiendo que la viscosidad es lo suficientemente grande con respecto a las
fuerzas externas, use el principio de contraccién de Banach para probar la solu-

cién tnica u.
Solucién al problema (2) (a), definamos un mapa 7" en V' por
v((Tu,v)) + b(u, Tu,v) = (f,vy; YveV

usando el Lema de Lax-Milgran concluimos que el mapa 1" esta bien definido. To-

mando v = Tu obtenemos.
V|Tul? = (f, Tuy < | fllv| Tul

1

de donde |Tu|| < —|f|ly» =T define K = {v eV : |v| <T} entonces T(K) c K.
v

Consideremos el mapa T : K — K mostraremos que 7' es continuo y compacto en

la topologia de V', sean uj, us estan en K, tenemos

v((Tu,v)) + b(uy, Tuy,v) ={f,vy, VveV

v((Tug, v)) + b(ug; Tuz,v) = {f,vy; YveV
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restando la segunda ecuacion de la primera obtenemos
v((Tuy — Tug,v)) + b(uy — ug, Tug, v) + b(uy, Tuy — Tug,v) =0
para todo v en V. Establesca v = T'u; — Tus y obtenemos, ya que

b(ul, TU1 - TUQ, TU1 - TUQ) = 0,

C C
| Ty = Tus| < V||TU2H|U1 — uz|paQp < 717“”“1 — Uz

la continuidad sigue inmediatamente para comprobar la compacidad, observe que
cualquier secuencia (u;) © K contiene una subsecuencia que converge fuertemente
en la topologia L*. Por lo tanto, la compacidad se deduce facilmente de la primera
de las desigualdades anteriores.

(b) Definamos el mapa u — T'w en V por
v((Tu,v)) + b(u,u,v) = (f,v); para todo v eV (5.11)

utilizando el Teorema de Representacion de Riesz-Frechet concluimos que el mapa
T esta bien definido.
Supongamos que ATu = u, donde A € [0, 1]. Probaremos que todos las u estdn en

1
alguna bola. Si A = 0, tenemos v = 0, ahora, para A > 0, Tu = —u. Tomando

1

v =wu en (6.11) obtenemos v||ul|* < A|f[v+|u], de donde |u| < =|f[v» = M ahora,
v

probaremos continuidad y compacidad de T en V. Sean u,,, v,, en V. Luego, restando

las ecuaciones para Tw,, v Tug, y estableciendo v = Tu,,, — T'uy, obtenemos

V| T, — Tug|® = b(tm, Tl — T, U — ge) + bt — g, Tl — Tty 1)
< |um|L4(Q)s||Tum — TukH |um — uk|L4(Q)3 +
|um — uk|L4(Q)3 HTum — TukH |uk|L4(Q)3

de donde

[Tt — Tur| - < = (luml 3@y + [wrla(@y2) [um — wel sy

N

S (|tm Loy + lurlray) |tm — wil
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para probar la continuidad de T en V observa que si u,, — u; en V luego la
estimacién anterior, |Tu,, — Tug| — 0. Para probar la compacidad de T en V, sea
{um} una subsucesién acotada en V', luego, contiene una subsucesién convergente
{u,} en L*(Q)? por lo tanto, de la estimacién anterior se deduce, que la sucesién
{Tu,} es convergente.

Usando el teorema del punto fijo de Leray- Schauder, concluimos que existe v en V'
tal que T'u = u. Esta u es, por supuesto una solucién a nuestro problema estacionario
de Navier-Stokes.

(c) Vamos a dfinir el mapa Ty — V por
v((Tu,v)) + b(u, Tu,v) = {f,uy para todoveV (5.12)

el mapa esta bien definido. Demostraremos que se esta contrauendo en una bola
B(0,r) en V siempre que la viscosidad sea lo suficientemente grande con respecto a
las fuerzas externas.

Sea

v((Tu,v)) + b(u, Tu,v) = {f,uy; para todoveV
obtenemos
v((Tu — Tuy,v)) + b(u, Tu — Tuy,v) + b(u — uy, Tug,v) =0
para todo v € V, de donde con v = T'u — Tuy

C
[Tu = Tui]| < —[Twallu = w

1
de (6.12) se deduce que para cada u € V, Tu < —|f|v/, supongamos ademés
v
C
V2
se esta contrayendo en B, por el principio de contraccién de Banach, existe un tnico

|flv: < 1, entonces el mapa T tiene las siguientes propiedades T': B — B

u € B(0,r) tal que Tu = u esta u es la solucién tnica del problema estacionario de

Navier-Stokes.
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5.2. Resultados Inferenciales

No es el caso de nuestro estudio.

5.3. Otro tipo de resultado de acuerdo a la natu-
raleza del problema y la hipotesis

No es el caso de nuestro estudio.
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion de la hipétesis

6.1.1. Existencia de Soluciones débiles y estimativa respecto

a la fuerzas externas

Dado f € (L*)3, definimos las siguientes constantes:

As = % + CoC4|f |4 { —C1 + 90, ( ) | fla < + ClC2C4|f|4>}

N\ 2
A5 = Colfl, {%(olcu L) (C *;‘/ 3) 3 (g) o ((14 L) S |f|4> }

e

¢+ u/3)

As = Cg{( T 3) + | fl4 <K1 + = (0204—) |f|4>}

donde K; = [Q'* (|Q| es la medida de Lebesgue del dominio ) y C5 y Cs son
constantes que definiremos mas adelante.

A seguir enunciamos el resultado principal de la presente investigacion.

Teorema 19. Sea 052 de clase C? y f € (L*)3, tales que se verifican las desigualdades
Ay <1,i=1,2,--- .5 entonces existe al menos una solucion (v, p) € (W>4)3 x Wi
del problema (1.2)-(1.3).

Ademds, dicha solucion verifica las siguientes estimaciones:

3C
[v]a < 2p|f|4 (6.1)
Vpls < 202 |f|4 (6.2)
) ﬁ
minp > o (6.3)
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Observacion 9. Las condiciones A; < 1,7 = 1,---,5, establecen restricciones

sobre:
1. uy ¢, tales que (/p sea suficientemente grande.
2. K, tal que K sea suficientemente grande.
3. f, tal que |f|4 sea suficientemente pequena.

Demostracién del Teorema:

Haciendo el siguiente cambio de variables dependientes:

m=Kp—(C+p/3)V-v
U= p
o=p=—10p

el sistema de edp (1.2) se escribe:

o+ p

—Vu+Vr = — e u-Vu+ (0 +p)f
ILL _
V-u = K(o +rho) —=
K o+ 7T0) 7}
Ka—i—ct—ﬂ/gv-(au) = 1m—pK

PH

Finalmente, las condiciones adicionales se escriben:

V)50, J mdx = Kp|Q|y J odx = 0.
Q Q

De este modo, el problema se puede dividir en dos subproblemas:

Problema A: Hallar (u,n) e (W?4)3 x W14 tal que:

—Au+Vr=F
V-u==¢0
u|6ﬂ = 07 Sgﬂdm :ﬁK|Q|

dondeFE—(0+p)u-Vu+(a+ﬁ)fy0= L{K(U—i—ﬁ)—w}.

w (€ +n/3)
(Observar que §, fdz = 0).
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Problema B: Dado (u,7) mediante el Problema A, hallar o € W14 tal que:

KU—i—V-(Uw):Gennyadac:O,
Q

¢+ p/3

donde G=7—pK y w = . Observar que JQde =0y we (W?*n H}).

A continuacién se usara el método de las aproximaciones sucesivas para la bisqueda
de solucién de ambos problemas. Asi, una etapa n del método iterativo se define

como: Dados los datos (u, 1, m, 1) € (W?*)3 x W1 tales que J T, 1dr = Kp|Q|
Q

y 0,1 € WH tal que J On1dx = 0.
Q
Problema A,: Hallar (u,,m,) € (W?*)3 x W4 solucién del problema de Stokes no

homogéneo:

s -1t p —
_Aun + Vﬂ-n = L'n—1, Fn—l = _%un—l : vU’n,—l + (On—l + p)f
j _
Vo, =0, 0, — K0y +7) — 0 6,1 =0
] T L= Ko ) ””(JQ 1 )
oy = 0, | e = K0
\ Q
(6.4)
Problema B, : Hallar o, € W'* tal que:
Ko, +V - (c,w,_1) =Gr_1enQy J ondr = 0, (6.5)
Q
donde anl = TMp—-1 — ﬁK Yy Wp-1 = C _lli/gunfl-
pri

Para la inicializacion del método iterativo tomaremos:
0'0:90:0, UOZOYWQZEK

Intentamos pues probar que una soluciéon de nuestro problema se obtiene como
limite de soluciones de problemas aproximados A, y B,. La existencia y unicidad
de soluciéon de dichos problemas se tendra por los lemas 17 y 18.

En la demostracién seguiremos los siguientes pasos:

a) Acotacién de 6,, 1 y F,, 1 en funcién de (u, 1,7, 1) ¥ 0pn_1.
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b)

c)

Existencia de solucion de los problemas A, y B,.

Verificacion de una acotacion apropiada para (u,, m,) v 0,.

d) Convergencia de (u,,m,) vy 0, hacia una solucién del problema inicial (1,1) —

a)

(1,2).

Acotacién de 6,1, F,,_; en funcién de (u,_1,7,-1) y 0p_1:

Suponemos que (u,_1,7,_1) y 0,_1 satisfacen las estimaciones:
|un*1|2,4 + |7Tn71|1,4 < §Cgﬁ|f|4

QCQP

|fla

Vo,_i1]s <

Entonces de la definicion de 6,, 1 y F,, 1 deducimos:

7

10h—1]1.4 < C1|VO,_1]s < C1C2ﬁ|f|4m

C
Fuls < (5+ C1Cu|Vornils) (E'“' s |f|4)

lo cual conduce a:

s < (1+2010204|f|4> <1+ 04(02p) |f|4> Pl

Existencia de A, y B,:

(6.6)

(6.8)

(6.9)

De (6.7), (6.9) y (6.4)23 se tiene respectivamente que 6,_; € Wht F, | € (L*)?

yJ 0n—1dx =0, Vn = 2
Q

Si 00 es de clase C?, entonces el lema 17 nos dice que existe una tinica solucién
b

del Problema A, (u,,m,) € (W?*)3 x Wht:

El lema 18 y las condiciones A; < 1. aseguran la existencia de soluciéon o, del

Problema B,,, tomando:
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3
a=K, b= (C—tlu/ )un—la = oy, yG:ﬂ-n—l_ﬁK
PH

pues se verificard la condicién (2.86). En efecto,

a—TC1C4|V(V - b)|s — 4Cy|blog =
+ /3 + /3
k— 7C104 (g M/ ) |V(V : Un71)|4 - 404 (< _,M/ ) |Un,1|4 =
pi pH

+ /3
K — O (C M/ ) {7(]1|V(V . un_1)|4 + 4|Un_1|2,4} =

pH
K-, (< ;5/3> (TCH IV (Y - 1) s + 6Cop| fla} =
<+u/3> _ 7 (<+u/3>_
K—C 7C,Cop| fli————— — 6C,C -
4( S 1 2P|f|4 2+ 1)) — 6020y o p|fla
K — —010204|f|4_602 (C+u/3)|f|
K — CyCyfl4 {4901 +6 (gt—“/?’)} - K(1— é) > 0.
24 pI 2

Luego o, es la tnica solucién, o, € D(L) (= {p € W' : Lip e WH {4 = 0}),

tal que:
¢+ n/3

LanzKan—i-( —
PH

> V- (optn 1) =71 — Kp

c¢) Verificacién de la acotacién de (6.6) para (u,,m,) y ou:

Vamos a demostrar (6.6) por induccién, es decir, supuesto cierto (6.6) queremos

obtener (6.6) cambiando n — 1 por n.

De la desigualdad:

VG120’ [a — TCLC4|V(V - )]s — ACu[bl2a] VU5

que aparece al final de la demostraciéon del lema 18, tomando a, G, b y ¥ como

antes, obtenemos:
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+ /3 + /3
K3 [K-?C@(C m’;‘/ )|V(V-un1)|4—404(< m‘j/ )|un1|2,4] Vol = (V|

(6.10)

Sustituyendo en la estimacion del lema 17 las desigualdades (6.6), (6.7) y (6.8),

y teniendo en cuenta la hipdtesis Ay < 1:

|un|2,4 + |7Tn|1,4 < C2(|Fn71|4 + |O-n71|1,4) <

7C1Cy 2 9 12 2 ~
[2(( + ,LL/?)) + (1 + K010204|f|4> (1 + 104 (02;) |f|4> p02|f|4 <
A 3
(72 + 1) Coplfla < 5Coplfla

y usando las desigualdades (6.6) y (6.10), teniendo en cuenta la hipdtesis A; < 1:

|Vo,ls < 202%|f|4

En consecuencia, las soluciones (u,,,), 0, estdn acotadas en (W?24)3 x W4 x

Wt como en (6.6).

d) Convergencia de (u,,m,) y o,:
Denotamos:
/
Uy = Un41 — Un
!/
i1 = Tng1 — T

/
Ont+1 = On+1 — On

Restando las ecuaciones que verifican (41, 7Tn11) ¥ 0ny1 de las que verifican
(U, ™) ¥ 0n, gracias a los lemas 17 y 18, (2.91) (definido para las a, b, ¥ y G

del apartado b)) ya que se verifica la condicién A; < 1, deducimos que:

|t 11,2 + 7 1]2 < Cof|Fr — Frci| 212 + |00 — Oni 2} (6.11)

(+u/3

/ 4 ! 2 /
ol < G (SLE) @0+ TG e+ w612
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donde Cj es la constante de inyeccién de H! en L*.

Por otra parte, de la definicion de F}, obtenemos que:

1 1
By —=Fo ==+ 0n1)(u, - Vu, +uyy - Vg, ) + 0y, (—2un -Vu, — f>
" "

lo que junto con la definicién de 6, y GG, nos conduce a:

1
|Fy — Froq]-12 < 2 (2PC4|Un|24 + [unlia|lon—1l1.4 + Calon_1|1.4]tnl1, 4)|Un|12

Ll + |f|4K1) o',

|9n - 9n—1|2 < {K|O-’:’L|2 + |7T7,’L|2}

L
¢+ p/3
[ |Gn = Gnoale = |2

Uniendo finalmente las relaciones anteriores y (6.6) obtenemos:

Un1]1,2 + [V |12 + ol <

—\ 2
Colfla {K (C +M'u/3> (C1Cs + Cs) + 30, (5) <C4 + (14 Cy) @6 |f|4) } |y, |12

2
+{ 2 +C2C+ /3}|7T%|2+{|f|4 <K1+ <0204 ) |f|4> +%}C2|02|2

y con las condiciones de los A;, para ¢ = 3,4, 5, queda:

[up |12 + VT 22 + o |e < Asfug | + Au VT | —10 + Asloy |

Para obtener esta numeracién, hemos usado el siguiente resultado:
Lema 19 (Necas). (cf. [29]): Eziste una constante Cg > 0 tal que:
lalo < Cs|Val-12 Vg e L5(9).

Entonces, como hemos supuesto que A; < 1, para i = 3,4, 5, podemos deducir la
convergencia fuerte en las respectivas normas de H}, L? L? de toda la sucesién

(Up, T, 0,) & un limite que llamaremos (u, 7, o).
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Tomando entonces limite cuando n — o en las condiciones del Problema A, (6.5)

y las definiciones de F,,_1, 0,1 vy G, _1, encontramos que (u, ) y 6 satisfacen:

—Au+V7T=—p+20
.
! V.u=—"-—_K(o+71ho) —7
g
K0+Ct—u/v-(ou)=7r—ﬁf(,conJodxzo
\ PH Q

Como dicho problema es equivalente a (1.2), vemos que (v,p) (para v =u/puy p =

uw-Vu+(c+p)f

p~+0) es una solucién del problema (1.2)-(1.3). Ademas, las estimaciones (6.1) y (6.2)
se obtienen facilmente de (6.6). Solo nos queda entonces demostrar la estimacién
puntual inferior (6.3). Dicha estimacién se deduce de que As < 1, de la siguiente

forma:

p=p+0=2p—|0|lw=p— Cylo|14 > Poincaré pues J odr =0
0

2C,C,C 2C,C5C
> p- Vel - 2 = p (1= 292 )

N

6.2. Contrastacion de los resultados con estudios
similares

= Un trabajo trascendente que sirvié de base para el trabajo en ecuaciones de
Navier-Stokes incompresible es el trabajo de Fujita [30] donde propone una
primera estrategia para abordar los problemas de Navier-Stokes asociados a
los dominios méviles.La cual es seguida en nuestro trabajo para llegar al mo-

delamiento matematico.

» Por otro lado ,En el trabajo pionero de F.A. Williams [15],plantea la idea
de acoplar las ecuaciones de Navier-Stokes con las ecuaciones de transporte

,aplicando los resultados a la combustion de fluidos ,tanto en gases como en
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liquidos.caso que llevamos en nuestro trabajo un estudios de fluidos compresi-

bles .

= Dada la trascendencia del estudio de este tipo de ecuaciones compresibles ,es
importante estudiar el caso estacionario ,puesto que en los tanto parabdli-
cos como hiperbdlicos ,la dindamica tiende al estudio de los puntos estacio-
narios.Debido a esto ,el estudio del caso isétermico para un gas viscoso ,es-
tacionario ,tridimensional representa un resultado significativo,basados en los

propuestos por M.Padula[1].

6.3. Responsabilidad Etica

El presente trabajo tambien da la importacia al estudio de la responsabilidad pro-
fesional.El profesional al ser parte de una institucion y obtener el titulo profesional
le corresponde un responsabilidad con su sociedad.En nuestra sociedad como en
muchas ocasiones se han visto a profesionales corruptos ,soberbios ,charlatanes que
nos muestran poco interés en el desarrollo humano, por ello la importancia de la
responsabilidad ética y el rol del profesional de tomarse con seriedad.

En conclusién como profesionales nos comprometemos con la sociedad ,teniendo una
alta responsabilidad en nuestro camino y en nuestras desiciones que llevaremos a ca-
bo proyectos en el futuro.para lograr una buena formacién profesional jasi aportar

un beneficio social.
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CONCLUSIONES

Conclusién 1:

Respecto al estudio de la ecuacién (1.1), y del Teorema 19, podemos concluir que
no solo existen soluciones débiles del problema, si no, que estas son tunicas para
cada fuerza externa f € (L*)® y densidad p € W' fija. Esto es debido a que si
suponemos que existen dos soluciones debiles (v;, p) € (W?1)3 x Wit para i = 1,2
con la misma fuerza externa f € (L*)3 y la misma densidad p, entonces, al comparar

las velocidades, obtenemos el sistema

=V - (u(Vw + Vw') + X(V - w)Id) + Vp + pw - Vw = 0 en Q,
V- (pw) =0 en Q,

(6.13)

con w = vy — vy, donde, por el Teorema 19 sobre el sistema (6.13) con fuerza externa
nula, se tiene que

(w24 <0,

es decir, v; = vy en (W>1)3.
Conclusién 2:

El caso barotrépico general, i.e., donde p = p(p) se atacaria por el mismo método,

realizando previamente la siguiente modificacion:

Vp(p) =0 (p)Vp =0 (B)Vp+ (' (p)Vp

1
donde p'(p) = constante, al ser el valor de la funcién p en el punto p = @ J pdx.
Q
Sustituimos Vp(p) en la ecuacién (1.2) por p'(p)Vp, pasando p'(p) — p'(p)Vp al

segundo miembro, es decir:

—pdu— (¢ + pf3)V( -0) + FPVp = [9'7) = (0)]Vp— pl(v - Vv — f]

y la F' del problema A queda de la forma:

o+p
_ "

F= w-Vu+ (o +p)f +[p'(p) —p(o+p)]Vo
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Si p € C?, podriamos escribir:
P(@)—p(p+0o)=—p"(€)0
donde ¢ es un valor intermedio entre p y p + o (variable), con lo que:

o+p

P==0

v-Vv—(o+p)f—p'(§oVo

Se introduciran entonces las modificaciones correspondientes en la escritura de lod
A;, para que a partir de las nuevas acotaciones de F, 1, podamos garantizar las mis-
mas desigualdades necesarias para la convergencia del método de las aproximaciones
sucesivas.

Conclusién 3:

Se obtiene unicidad de solucién (que no existencia) para la linealizacién de las ecua-
ciones de Navier-stokes barotropicas cerca de un flujo en un ambiente ideal dado.La
novedad se presenta que la formulacién de la soluciéon en velocidad-presiéon y no en

velocidad-densidad,como se hace normalmente.
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RECOMENDACIONES

Como se pudo mostrar en el presente trabajo, el area de estudio de la dinamica
de fluidos es un tema donde se encuentra ain muchos problemas en abierto. Es-
peramos y recomendamos que este trabajo sirva de motivacion para futuras tesis,

publicaciones, etc.

Una de las fortalezas de esta tesis es el completo marco tedrico presentado y la
abundante bibliografia, que lamentablemente como se coment6 en las limitaciones
del trabajo, no es facil de encontrar en la biblioteca especializada de la UNAC, o la

biblioteca central.
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