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Il PROLOGO

E! Texto ha sido escrito como texto para un curso de Calculo en Varias
Variables que se dicta nivel universitario, cuyo contenido se adecua a los
planes de las carreras de Matematica e Ingenieria.

La principales caracteristicas son la forma clara y sencilla pero rigurcsa de
exponer la teoria una adecuada cantidad de ejemplos practicos , los cuales
permitan una mejor comprension de los capitulos expuestos.

El objetivo principal de este texto es brindar al estudiante de ingenieria
electrica el mejor entendimiento y comprension profunda de los temas del
calculo en varias variables.

El estudiante y el profesor que estan comprendidos con el que hacer de ia
formacion matematica del estudiante de Ingenieria , encontraran en este Texto
una gran ayuda para la evaluacién y preparacion de clases, por parte del
profesor, y un aprendizaje continuo, por parte del alumno.

El “Texto: Integral de superficies y sus aplicaciones” consta de 4 capitulos ; en
el capitulo 1 se estudia las Funciones reales de varias Variables. El capitulo 2.
Integrales multiples poniendo énfasis en los cambios de variables.

En el capitulo 3 se hace un estudio de los campos vectoriales haciendo énfasis
en las integrales de Linea en la cual se encuentra el notable Teorema de
Green, y finaimente el Capitulo 4 en el que se hace un estudio la Integral de
Superficie, mediante el calculo de area de superficie e integral de Superficie.
En este capitulo estan los importantisimos Teorema de Stokes y Teorema de
Divergencia de Gauss. Justamente aqui es donde especialmente se hara la
aplicaciones al flujo Eléctrico.

En cada capitulo se presentan ejemplos completamente desarrollados en los
cuales e! estudiante debera efectuar a modo de ejercicio los calculos de los

pasos intermedios. También se propone unan cantidad adecuada de ejercicios.

El autor



lll. INTRODUCCION
3.1 CONTENIDO DEL TEXTO
Prefaciales
Capitulo |.-
Funciones reales de varias variables
Capitulo Il
Integrales Muitiples: Integral Doble e Integral Triple.
Capitulo |1
Integral de Linea
Capitulo IV
Integral de Superficie
Consideraciones finales
Apéndice
Anexos
3.2 IMPORTANCIA DE LA OBRA

El “Texto: Integrél de superficie y sus aplicaciones” tiene una gran importancia
en la ingenierfa y en especial en la ingenieria Eléctrica pues articula conceptos
de ?ntegral doble y triple con los conceptos de integral de linea y de superficie
mediante los Teoremas fundamentales: Teorema de Gréen en el Plano,
Teorema de Stokes y Teorema de la Dive_rgencia de Gauss. Que nos permitira
interpretar el flujo eléctrico a través de una curva, o el flujo eléctrico a través de
una superficie cerrada S, orientada por un campo de vectores normales
unitario. | ‘

Precisamente en electromagnetismo el flujo eléctrico, o flujo electrostatico,
es una magnitud escalar que expresa una medida del campo eléctrico que
atraviesa una determinada superficie S, o expresado de otra forma, es la
medida del nimero de lineas de campo eléctrico que penetran una superficie.
Su calculo para superficies cerradas se realiza aplicando la ley de Gauss,



3.3 JUSTIFICACION DE LA OBRA

La presentacién del “Texto : La integral de superficie y sus aplicaciones “ esta
justificado en cuanto a que en la bibliografia correspondiente al curso de
Célculo en Varias Variables(Calculo Vectorial) hay ausencia de un texto
especificamente para el fratamiento de las integrales de superficie y su
aplicacién al tratamiento de Flujos(la magnitud matematica relacionada con el
nimero de lineas de fuerza que atraviesa una superficie recibe el nombre de
flujo),en especial Flujos eléctricos ,pasando también por el tratamientos del
concepto de Trabajo a lo largo de una curva, circulacion antihoraria, flujo a
través de una curva y Flujo a través de una superficie .

IV. CUERPO DEL TEXTO O CONTENIDO

En los items siguientes se colocan el desarrollc de los cuatro capitulos
programados en el contenido del texto.

Se subdividio en capitulos a fin de mantener una secuencia ordenada de los
capitulos.



CAPITULO |
FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES

1.1 INTRODUCCION

t as funciones reales de varias variables( dos o tres variables) son
funciones de gran utilidad en el érea.de la ingenieria eléctrica. Puede
representar una carga eléctrica, temperatura o ser una funcién potencial para
un campo vectorial conservativo. También pueden ser los integrandos tanto de
una integral doble como de una integral Triple.Por ultimo pueden representar a
operadores diferenciales como el rotacional o la divergencia de campos
vectoriales, que {uego permitan llegar a tratar los grandes Teoremas
fundamentales que se tratara en el presente Texto, a saber: Teorema de Green
en el Plano, Teorema de Stokes y el Teorema de la Divergencia de Gauss.
1.2 FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES(FRVV)
Definicién.-Una funcién real de n varias variables f (FRVV) es una regla que
asigna a cada n-upla p de un conjuntc D < R" un unico valor real z, denotado
por f(p). El conjunto D es el dominio de f y su imagen es el conjunto de los
valores que toma f, es decir Ran(f)={f(p)/ p e D} (Mitacc,1999,p.66)

z=f(p)

A =f(p) = f(X1,X3,...Xn)

! Xn)

Fig.N°l.1 Representacién grafica de dominio y rango una FRVV
1.2.1 Dominio y Rango de una FRVV

Dom(f)={peIR"/3zeIRnz=f(p)}c IR"
Ran(f)={zeIR/3peIR" rz=f(p)} c IR
1.2.2 Grafica de una FRVV
G(f)z{(p;f(p))eIR”” /pe Dom(f)} c IR™

Ejemplo: Sea z = f(x, y)= /36 —x2— y?



Determine Dom(f ), Ran(f ), G{f)
Sol: Dom(f)={(x,y)e IR?/36-x*~y*2 0}
x2+y2 < 36— Dom(f)={(x,y)e IR?/ x>+ y* < 36} Disco cerrado de radio 6

_6\/6

-6
Fig.N°l.2 Representacion grafica del dominio de la funcién del probiema.

Ahora Ran(f)= {z elR/z=f(x,y)= \/m}
Detallando: 2% = 36-x*-y*
x*+y? = 36-2220
22536 >  -6<7<6
También considerar que z=0 , por eflo Ran(f) = [0,6].
Finalmente veamos G(f) — G(f) = {{x;y;f(x,y))/x*+y*<36}
G(f)={x.y:-/36 - x2— 32 | x*+ y* <36
Al sumar los cuadrados:
x2+y?*+36-x*+3y*=36 |
x*+y2+22 =36  (semiesfera (pues z20)

A

(0,0,6)

I

{6,0,0)
Fig.N°l.3 Representacion grifica de la funcién z= f{x, y) =36-x*—)*

1.2.3 OPERACIONES CON FUNCION_ES REALES DE VARIAS VARIABLES
Sean f y g funciones reales de varias variables con dominios Dom(f) y Dom(g),

v

(0,6,0)

definimos.
1. (fx)(p) = f(L)0(p) :peDom(DNDom(g)
2. (AH(p) = Af(p) ; A constant real ,peDom(f)



3. (f.9)(p) = f(p)g(p); peDom(f)nDom(g)

s (Q(,DFg%'peDom(f)ﬂDom(g)—{P/g(pF0}

1.2.4 COMPOSICION DE UNA FUNCION REAL CON UNA FUNCION REAL
DE VARIAS VARIABLES

Definicion.-Sean las funciones f. DcR"-R; ¢ IcR—R, definimos la
composicion gof como aquella funcién que tiene la regla de correspondencia:

(pof)(p)=o(f(p)) y tiene como dominic Dom(ge f }={pe Dom( f ) ff(p)eDom{e)}.

(Mitacc,1999,p.72).

Ejemplo:
Sean las funciones

o(x) = arccos(x) ; flx,y,z)=/x*+y*+22-9
Hallar la funcion @o f y su dominio.

Solucion:
Dom{gp- f)= {(x;y;Z) € Domf | f(x;y;z) € Domep}

Sabemos Domf = {(x; y,)eR P +y 4+t 2 9} ; Domgp =[-1;1]
Flayz)=yx2+y*+ 22 -9 €[-1]]
Osea 0<.fx2+y*+22-9 Sl;pues\/— 20

- 0<x+y?+z22-9<1
9 +y*+22<10

Finalmente Dom(go )= {(x;y;z) eR/9<x*+y*+2° < 10}

11



X4yt +zi=9

v

! 2
: X +y'+28 =10=410
Fig.N°l.4 Representacidn del dominio de la composiciéon

y la regla de correspondencia es o
(pof Wz, y.2) =0 (f (x,3,2)) = ¢(,,/x2+y2+ 22—9) = arccos(,/x2+y2+ 22—9)
1.2.5 CONJUNTOS DE NIVEL
Definicion.-Sea la FRVV f: DcIR" —IR; sea asimismo ceRan(f). Definimos el 7
conjunto de nivel de valor ¢ como el conjunto determinado mediante
{p=(x1,X2,...,Xn}eD: f(p)=c} (Thomas y Finney,1999,p.912)
Observacion:
a) Si f:DcR*->R;ceRan{f}
{(x; y) eD/ f(x;y)= c} Curva de nivel de valor ¢
b)Si f:DcR >R ;ceRan{f)
{(x; y)eD/ f(x;y)= c} Superficie de nivel de valor ¢
Ejemplo: z= f(x;)) = x> +)*
Dom(f)=R* ;  Ran(f)=[0;+x)
Tomemos los siguientes valores k=0,1,4,9
{(x; VeR /2 +y’ = 0} = {(0;0)} curva de nivel de valor cero
{(x;y) eR/x*+y* = 1} = {(O;O)} curva de nivel de valor]
{(x;y) eR*/x* +)° =4} = {(O;O)} curva de nivel de valor 4

{(x;y) eR*/x*+y* = 9} = {(0;0) curva de nivel de valor 9



x2+y2=1
_____________ = - Y

X’+y =4
X x*+3y’ =9

Fig.N°L.5 Representacidn grafica de curvas de nivel

Ejemplo: Sea w= f(x;y;2) =x" + 3> +2°

Dom(fy=R’> ,Ran(f)=[0;+wx)

Tomemas los siguientes valores de k:0,1,4,9

{(x; yz)eR [P+ +zi = 0} Superﬁcie de nivel de valor 0
{(x; y;z) eR/x*+y*+2° = 1} Superficie de nivel de valér 1
{(x;p;2)e R* 1 x? + y* + 2% = 4} Superficie de nivel de valor 4

{(x;y;z)e R>/x*+ypt+2? = 9} Superficie de nivelde valor 9

Peytrt=4

xHyHz'=9

Fig.N°l.6 Representacién grafica de superficies de nivel

13



1.2.6 BOLA ABIERTA, BOLA CERRADA, CONJUNTO ABIERTO
CONJUNTO ABIERTO.

Definicién: Sean P=(x1,xz,...,Xn); Q = {y1,¥2,...,yn) puntos en R"

La distancia entre los puntos P y Q se define

d(P.Q)=| P-Qll=/(r - % F+ (- %, F+ + [, = x,F
BOLA ABIERTA DE CENTRO Po Y RADIO r
B(Po,r) = {P<IRd(P.Po)<r}
= {P&IRY||P-Polj<r}
BOLA CERRADA DE CENTRO Py Y RADIO r
B (Po,r)= {PeIR"d(P,Po)<r}
= {PeIRY||P-Po|j<r}
BOLA REDUCIDA
B'(Po,y)={P IRY0<d(P,Po)<r}
=B(Po,r) - {Po}= {PeIRYO<||P ~ Pol|<r}

CONJUNTO ABIERTO |

Diremo_s gque un conjunto DcIR" es abierto, si para todo punto peD existe una
" bola abierta B{p;r) tal que B(p:r)c:D. (Mittac, 1999,p.81)

Ejemplos de coniuntos abiertos

1. En R: es conjunto abierto D = <a,b>; a,beR.

2. En R2 son conjuntos abiertos. por ejempio:

L e

e Da={(x,y) e IR#x<0;y<0}
&&Q\Q\% &% Da={(x,y)IR?x>0;y<0}

14



También:

W

Fig.N°L.7 Representacién. grafica de conjuntos ébiertos en el plano

r

i nl

Dlé{‘(x;y)e]R?‘/y>x} Diz{(x;y)eRZ/y>k}
D2={(x;y)eR2/y<x} Dlz{(x;y)eRZ/y<k}
También:
4

2 2
D2= {(x,y) IR/ x*+y*>r?}

R R,

.............

D={(x,y)elR¥a<x<b; d<y<c}
3.EnIR?

-

;%



= {(x.y,2)e|R¥z>k}
D2 = {(x,y,z)eIR%/z<k}

(0.0,r)

D = {(x,y,z) eIR®*/x*+y?*+z3<r?}
Fig.N°I1.8 Representacién grafica conjuntos abiertos en R?

1.2.7 PUNTO DE ACUMULACION

Sea D un conjunto abierto en IR". Diremos que el punto Po es un punto de
acumulacion de D si y solo si toda bola abierta B(Po;r) cumple:B’(Po;r)mD=¢ .
(Mitacc,1999,p.81)

Ejemplo: / {/ Ry
e

////

Fig.N°..9 Representacion grafica de puntos de acumulacién en R2.
con respecto al conjunto abierto D1 por ejemplo (0,a) y (b,0) son puntos de
acumulacién de D1 y asimismo son puntos de acumulacién los puntos
interiores de Dx.

Ejemplo:

Fig.l.9 Representacién grafica de puntos de acumulacién para semiplanos.

16



Con respecto al conjunto D1 por ejemplo cualquier punto del plano z=k; es
punto de acumulaciéon del conjunto D1, como también cualquier punto interior
de D1; es punto de acumulacién de Dx.

1.3 LIMITES Y CONTINUIDAD.

1.3.1 LIMITE DE UNA FUNCION REAL DE VARIAS VARIABLES(FRVV)
Definicion.-Sea la funcién f: DcIR"—>IR; definida en el conjunto abierto D. Sea
Po un punto de acumulacién de D. Definimos:

Jim f(p)=L <> Dado £>0; 35>0 / O<||p-po||<5 entonces [f(p)-L|<s.(Mitacc, 1999,p.82)

Ejemplo1: Sea la funcién real de dos variables

z= f(x;y)=4x+3y. Probar que ( l)ir%z)f(x,y);lo
Xyl

Demostracion:

f(x,¥)=104> Dado £>0,35 >0/5i0 <|(x; ) - (1;2)| < 5

(=, y)—) {1.2)

entonces|4x+3y—10/< e

Ahora: | (x,y)-(1,2)]= (x-1P+(y-2F <&
|x = 1= 1P < /(x = 1P+ (y = 2F < 5 >[x-1|<8
ly=2=Jy-2P < J(x-1p+(y~ 2P <5 >ly-2|<8

Luego:
[4x+3y—10|=[4(x-1)+3(y-2)|< 4|x—1|+3]y-2|<45+36 =75 =¢

—0=—
7

Por lo tanto tomando 8=¢/7 ,se tiene probado el limite.

Ejercicio : Sea f(x, y)— 2 , (x,y)=(0,0)
+
D t li =
emostrar que o Jm flxp)

1.3.2 PROPIEDADES DEL LIMITE DE UNA FRVV
Sean lim flp)=Ly lim g(p)= L, entonces

17



- Jim A (p)= 4 lim./(p)= i,
2. lim(#(p)x g(p))= lim f(p)* lim g(p)= L1 £ L,

s Jin /(0)e(e)=( fim 7)) Jim &(s) = (XL,)

- =— =—-,L2#0
P"Pﬁg(P) }{?}08(}7) L,

1.3.3 REGLA DE LAS 2 TRAYECTORIAS
Sea la funcién real de dos variables f; Dc:.lR2 ‘—IR, tal que Po = (xo;y0) sea un
punto de acumulacion del conjunto abierto D. Si consideramos dos curvas C1 y

C2 que pasen por Po y si los limites lim f(p) ¥ lim f(p) son diferentes
. PPy Pohy
8] )

entonces ;in}b f (p) no existe. (Thomas y Finney,1999,p.920)
—3 X

x2

Eiemplo: Sea f(x,y)= ? - ¥(x, )= (0.0)
Y
Determinar si existe . yl)l_l;l‘(loao) fx, )

Solucion:

/

Fig.N°l.10 Representacién grafica de trayéctorias que pasan por (0;0) en R2,

Ahora

. e x{mx)
(x,yl)l—rrr(loﬁ)f(x’ y)= Ll_r)rg x? + mx?

18



xm m

=i
xlggxz(ldkm ) 1+m?

Si tomamos m = 1 1 ,y)=1/2
i > Jim fG.)

= ' =2/5
m=2- lm f(x) .

!
Bl lim S (x,») ino existe!

Ejemplo: Sea f(x,y)= \/% : (x,y)=(0,0)

Determinar si existe el limite lim f (x y)
- (xp){(0.0)

Solucion:

Ny

Fig.N°L.11 Trayectorias que pasan por (0;0) segin f
Ahora

x(mx) Cixm
lim X, et = |11
(xy»(oof( v)= x»oﬁ/x2+m2x2 x»0|x|JT
. |x|m |
= lim =0
>0 +/1+ m?
Asmismo;
mx?) L x|x|%m
im X -hmuu——-——,:l
(. )—>00)f( 7) 790 \[y2 4 2yt x—>0|x|ﬂf1+m2_x2
:hm—x(x)_ﬁ__=0
x>0 \/1+m? + x?
También:

(my?)y
- llm f(x y)mhilgm



Esto convierte a 0 en un candidato a limite .Para que efectivamente sea el

limite {o confirmaremos con la demostracion:

— 0 < Dado £>0; 36>0

lim 2%
(x.y}>(0,0) ,[x2 + 32

Tal que si 0<j|(x,y) — (0,0)||<é ,entonces ¥ 9

<&

Como | (x,) =7 7 < &
- \/;gx/szyz<é‘—>|x|<5-'
>y < x+y2 <5 lylk s
Ahora:

v | Ixlyl xR xR
- S

= |x|<d
- %’—; <d =€ Asi pues tomahd_o d=¢ se tiene que el limite existe y es
x*+y .
igual a “0".

1.3.4 CONTINUIDAD DE UNA FRVV
Definicién.-Diremos que una.funcién real de varias variables f.DcIR"—IR es
continua en un punto po, si se cumple:

1. f(p,) esta definida. 2) lim f(p) existe
: . Land

3.- lim f(p) = f(p,)(Mitacc,1999,p.93)
g ‘

3
z’iny , si(x,y)=(0,0)

Ejemplo :Sea f(x,y)=1{ x
0 . si(x,y) =(0,0)

Determinar si f es continua en (0,0)
20



Solucién
i} f(0,0) ={) existe
ii)Sea S1 = {(x, y)y = 0}, entonces

. e (0 _
i 7)) tin &) <im@)=0 (0

Sea S2 = {{x,y)/y =x}, entonces

fy)=tim—* =1 @

(=, (v)—>(% ,0) x—>0 x*+x* 2

Por consiguiente, por la regla de las dos trayectorias, el limite no existe.
Luego f no es continua en el punto indicado.

1.4 DERIVADA PARCIAL DE UNA FUNCION REAL DE VARIAS
VARIABLES

1.4.1 Definicion.-Sea f:DcIR"—IR, una funcion real de varias variables definida

en el conjunto abierto D ;tal que PoeD. Definimos la derivada parcial de f

respecto a xj, en el punto Po como el siguiente limite:

i(})o)___}’i_%f(ﬂl"'heu')"f(%)

, siempre y cuando exista.(Mittac,1999,p.103)

ox; h
Observacion: e;=(0,...,1,...0)
Ly Lugar j
en particular
e1=(1,0,0,...0) e3=(0,0,1,0...0)
e2=(0,1,0,...0)
en=(0,0,...0,1)

Observacion2:En el caso de R’se usara los vectores e1=(1,0,0), e2=(0,1,0),

e3=(0,0,1) y en el caso de R’ se usara los vectores e1=(1,0), e2=(0,1).
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Observacion 2:

Si no se especifica el punto, la derivada parcial de f respecto a xy significa que
las otras variables quedan como “constantes” y solo queda derivar respecto a
X.J.

Ejemplo: Sea f(x,y,z) = xSeny+yCosz+zSenx

o o o

~» -~ = §eny+zCOS X ;—— = XCOS ) +COS Z ; —— = ~YSenz + senx
ox oy 0z

| Ln(xy), ” .
Ejemplo: Sea la funcién f (x,y}=4 xy-1 ’xyﬂ. Hallar afé(;’l);af(l’l)
Lxy=1
Solucion:
Ln(h+1 Ln{h+1
o f+R1)- 1 (1) :(1 1)_1 n(h b
“(1,1)=lim : >/ = lim -+ = lim
-0 h—0 h—0 h
1 1-h-1
= unL”(hH)_h=limthl =lim—2*t1 =Jim _ =-1/2 jexiste!
h—0 h? A0 QM 0 2h h—0 2(h+1)
—agi(l,l)=limf(l;l+h)_f(l;1): 1. g(l,l)=—1/2 jexiste!
ay h—0 h 2

1.4.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA PARCIAL
(Para el caso de f: DcIR*>IR)
Sea z=f(x,y) una funcién definida en DcIR?. Asimismo considere la grafica de f

G(f)={(x;y';f(x,y))l(x,y)eD} la cual es una superficie S, sea Po=(xo,yo0)eD.

Fig. N° 1 .12 Interpretacion geométrica de la derivada parcial respecto a x.

Si ademas consideramos el plano y=yo, vemos que dicho plano corta a S en

una curva Ci y teniendo presente que (xo)yo;f(xo,yo))eSiia derivada parcial
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of

é;(xﬁ, ¥,) es la pendiente de la recta tangente %r a la curva C1 en el punto
(x0,y0,f(x0,y0)).( Mittac,1999,p.104)

Por otro lado con las mismas consideraciones del caso anterior:

z = f(xy), (uy)eDom(f) y G()={(xy;f(xy)/(x))eD,| que representa

una superficie.

Fig N°1.13 Interp‘r/etacién geometrica de la derivada parcial respecto a y.

Si ademéas consideramos e! plano x=xo, vemos gue dicho plano corta a S en

una curva C2 y teniendo presente cjue (xo0;y0;f(x0,y0)eS y también pertenece a

Cz, la derivada parcial %(xo, £y} es la pendiente de la recta tangente &1 a la

curva Cz en el punto (xo,Yo,f(xo,yo0)). (Larson,HostetIer y Edwards,2006,p.907)
Observaciones

of

1. Las derivadas parciales a(xo,yo),%(xo,yo) son pendientes de la

superficie en las direcciones del eje X y del gje Y respectivamente en el
punto (Xo,yo,f(Xo,y0)).

of
oy

razones de cambio o intensidades de variacion de f respecto a x e y

2. Las derivadas parciales %(xo, ¥ )i=(x,,»,) también representan las

respectivamente.
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143 DERIVADA PARCIAL DE ORDEN SUPERIOR : Se rige de acuerdo a las

siguientes notaciones

1. Sea z—f(x’y);Po=(xo;y0)€D(f)

aZf( )_;gjm)m(m

ax2

%7 (B)- ay[@](x%)m(fz)

oy* Sy
a5 ax(afjm 1,(8)

dvdx

ay*ox

2. Sea z=f(x¥); P ={%;y:2)eD(f)

aa:{( )= L N(R)=1u(R)
r)=2| ZB)=1,()
Ly L)R)=1.(R)

2 -2 L)r)-12)
—;(P)=§(%J(&)=fw(f%)

_Ejercicio: Considere f(x,y)= {

. 2
Evalue las derivadas parciales %(O; 0)
ox

L1 e)= (YY) 1,(R)
dy\ dx

o7 0)___( (-Z{-D(%)#W(m

xy

e* +e” +
x2

2;

- (xy)=00)
+y

(x.y)=(0.0)

;ﬂ(0,0)

Oxdy
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- Solucion:
2L 00)-2( L0
of

Primero determinemos P

of . w ) |
o a(e +ey+x2+y2} (x,y)¢(0’0)

g (%)% (0.0)

Pautas:

6f . ,.  xy . 8| «x
—| e +e’ + - =y —
ox x*+y? x| x*+

_x x2+y2~x(2x) x y?—x?
) “’[ (+ ) } +y{———(x2+y2)z}

}’ - yx*
(x"+y y
También:
Z o O)dflimf(h’o)_f(o’o) im et 2 e
&x i P h h—0 h n=0 ]
x, Y oyx?
e’ + ;o (x,y)={0,0
-—> F:-g‘—i—: (x2+y2)2 ( y) ( )
L (x)=(00)
Finalmente:
df _3(F) F i F (1.0 ~F(0,0
h : h
im0 ey (existe)
h—=0 h n—0 ‘

STLRTE

&

Determinemos —
oy
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x3—xy? .
e’ +W; (x,y);t(0,0)

» %(o,o)ﬂ; (x.7)=(0.0)

9 e e +—2 =e”+x3 24
ay X2 +y? v\ x*+y?

Y (PSS TR B
X

(o 7y P

Concluyendo:

&f df 3 G(h,0)-G(0,0) _
2700)-2{Z00)- 26001
1
I+—-1 ‘
lim = hmi_.+oo (no existe)

H—0 h b0 |2

1.4.4 TEOREMA(CLAIROUT): Sea f DcIR? — IR una funcion continua tal que

2
@ﬂ @r @” of sean continuas en el conjunto abierto D

& & &by Sk
' f o f
6yax(p)_ ay(p).VpeD‘

1.5 DIFERENCIABILIDAD Y REGLA DE LA CADENA.

INCREMENTOS Y DIFERENCIABILIDAD

1.5.1 INCREMENTO

Definicion: Sea f: DcIR?IR, definida en el conjunto abierto D. Sea P=(x,y)eD
y consideramos su incremento AP=(Ax,Ay) tal que P+APeD. Definimos e!
incremento de f en p mediante la ecuacién :

Af(p) = f(p+Ap) ~ f(p).

Este concepto de incremento en dos dimensiones nos permitira definir la
diferenciabilidad para una funcion real de dos variables usando el hecho de que

existan las primeras derivadas parciales .

26



1.5.2 DIFERENCIABILIDAD

Definicion: Sea f. DcIR* —» IR, definida en el conjunto abierto D. Sea
P=(x,y)eD y consideremos su incremento Ap=(Ax,Ay) tal que p+ApeD. Diremos
que la fﬁnci()n f es diferenciable en P=(xo;yo),si existe tal que para P+APe D

el incremento Af(P) se puede expresar en la forma

of f

A (p) = a(p)m%(p)mf +6,AT+ 6,0y

Donde g1 —»0; g2 » 0 cuando Ax—0; Ay —0 (Larson et al.,2006,p.917)

En forma puntual:

Una funcién de dos variables z=f(x;y) es diferenciable en (x,;y,).si el

incremento de z; az = f(x, + Ax; ¥, + Av) - f(x,;),) ; puede escribirse en la forma

oo af(g);yo) as & (?g)y;yo) Ay +eAx+8,4y; .....(2.5)

donde (¢,;¢,) = (0;0) ,cuando {Ax;Ay) — (0;0).
Si escribimos x=x, + Ax;y =y, + Ay; entonces la ecuacion 2.5 tiene la forma

af(xt];yo)(x_x0)+af(x05yo)
o - Oy

donde (&,;¢,)— (0;0) ,cuando (x;¥) = (x4 ;) -

f(x;y)=f(x03yo)+ (Y=Y +e(x—x)+&—-y) (")

La ecuacion (") explica el concepto de forma clara si escribimos el plano
tangente a S en Po:

_ af(xo;yo) _
(% x0)+—6y (y—¥).

Tenemos entonces la aproximacion lineal f(x;y)~ L(x;y); en una vecindad de

Lixy)= f (xo,yo)+w

(xO;yo).Note que la funcidbn L es precisamente el plano tangente en el |

punto(x,; 33 f (%03 34)):

z=L(x;y) =f(xo,y0)+M(x_xo)+ & (%o:70)

Ox oy

es diferenciable en (x,;y,) si puede linealizarse localmente, esto es en una

(v—y,) .-Tenemos asi que f

vecindad de un punto {x,;,)la gréfica de f se ve “ casi” plana, siendo dicho

plano precisamente el plano tangente.
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Observacién
Cuando z=f(x,y) sea diferenciable vpeD, su grafica G(f) presenta la siguiente

caracteristica.

v

h
Fig. N° 1 .14 Superficle que proviene de una funcién diferenciabie.

En cada punto un dnico plano tangente.
Cuando z=f(x,y) no sea diferenciable en ciertos puntos, su grafica G(f)

presentan los siguientes detalles.

\/ >

Fig.l.15 Representacién grifica de una funcién no diferenciable.

Ejemplo: Mostrar que la funcién £(x;y)=x"+3y, es diferenciable en todo

punto del plano.

Solucidén
Haciendo z=f(x;y), el incremento de z en un punto arbitrario (x;y) en el planoc es
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Az = f(x+ A%y +8y) - (%)

Az = (x% + 2xAx + (Ax)) ) +3(y + Ay) - (x* +3y)

= 2xAx +(Ax) +3Ay

= 2x(Ax) +3Ay + Ax(Ax) + O(Ay)

= f(6)Ax + f,(x: V) Ay + £,A% + £,4y

Donde ¢ =Ax y & =0.Como -0 y g —0 ,cuéndo (Ax; Ay) — (0;0) ,se
sigue gue f es diferenciable en todo punto en el plano.

TEOREMA: Si f es diferenciable en Po=(xo,yo)—f es continua.en Po=(Xo,Yo).

TEOREMA: Sea f:DcIR2-IR, una funcidn definida en el conjunto abierto D. Si
( T '

-~ son continuas en D — f es diferenciable, VpeD.

Observacién:
» Sisolo gueremos analizar en Po=(xo,yo) tienen que cumplirse:

1) f continua en (xo,yo). 2)% continua en (xo,Yo).
gcontinua en (Xo,yo).
3)
x2y2 .
Eiemplo: Considere f(x,y)=1 (x?+y2p (x.3) (0.0)
0 ; (xy)=(0,0)
Determine si f es diferenciable en (0,0)
Solucidn:
1) ¢fes continua en (0,0)?
1.1.  f(0,0) = 0 (ok)
. . xz( 2xz) ‘ . _
1.2. (x,})l_rf(lo,u)f(x,y) =lim () a través de y=mx
x*m? m?

( el limite no existe,pues depende de m)

— i -
Xl{ﬂ’x“(lntmz) 1+ n?

. osea f no es diferenciable en (0,0)
1.5.3 DIFERENCIAL TOTAL

1. Sif:.DcIR2—IR; es diferenciable en D, definimos la diferencial total como
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of o

oy

2.- Si :DcIR3IR; es diferenciable en D, definimos la diferencial total como

df(p)=— (p)dx+ (p)dy

#(p-L g L () + aj;(P)dy+ Y ()i

1.5.4 REGLA DE LA CADENA

‘Teorema: Sea z=f(x,y) una funcion real de dos variables diferenciable en un

conjunto abierto D R?*; y supongamos que x=g(t); y=h(t), son funciones
derivables segun 1, entonces z=z(r)=f(x(s);»(r)) es una funcién derivable

segln t y se tiene f{i g & df @ (1)
dt ox dt ay dt

Demostracién: Puesto gue f es dtferenmable se tiene que

Az-afo+ fAy+g,Ax+'52Ay;
ox Oy

Donde (s;¢,) = (0;0) cuando (Ax;Ay)— (0;0) .Dividiendo ambos miembros de

fa ecuacion por At y tomando el iimite cuando Ar — 0, obtenemos

L @F lim Ax g llm Y 4 lim £ A +limg, — & (2)
dt Ox M—=0 Af ay A0 Af A0 T AR M0 T A¢
Donde

(£58,) = (0,0) ,cuando(Ax; Ay} — (0;0).
Por un lado:

=dx limAy dy.PorotroIado
a0 At dt a0 A dt

lim Ax = lim x (¢ + A7) -x()=0; puesto que x=x() es continua por ser

diferenciable. De la misma forma En% Ay =0; lo que significa que

Ll\}n% g = hm 1 £, = 0 ,por lo que la ecuacion (2) se convierte en la ecuacion (1)
-

Teorema. Sea z=f(x,y) diferenciable tal que x=g(t,s), y=h(t,s) tenga primeras
derivadas parciales respecto a ty s entonces:

o_of & o
o oo oy ot
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oo,y

8s o Bs dy 6s

y >t

Fig.l.16 Representacion grafica del diagrama de arbol.
Teorema: Si w = f(x,y,2) es diferenciabie tal que x = g(t;s), y = h(ts); z =
j(t,s) tengan primeras derivadas parciales respecto aty s.entonces:

L Ow oo oy o
ot oOxot dvot Ozot

Os ox Os 0oy Oy 0Oz Os

TEOREMA(CASO GENERAL)

Sea w=f(x1,x2,x3,...,Xn) , diferenciable tal que xi=xi(t1,tz,..., tm)

para i=1,2,3,...n; de modo que existen %& i=12,..nmj=12,..m.
i
Entonces:
ow_ o m o, O Ox
o, ox o, ox, o, ox, &
L W . A
ot, ox ot, 0ox, Ot ox, ot,

H

ow_ & o o o, O o
o, ox o, ox, o, ox, o,

Observacion

Hay m ecuaciones y en cada ecuacién hay n sumandos.
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PROBLEMA: Sean las funciones f y g diferenciables tal que

g(x)=f(x3(x): 206 1(x)), donde p(1)=2; z(};2) =3; y' (D=1,

Vi (,2:3)=(456), g'(1)=10.

a) Diagrama del arbol para la funcién g (x)

f >.y- 2 by
z<x
Y

Fig. N° 1 .17 Figura del diagrama de arbol para la funcién g.

b.Calculo de & —(1 2)+ By(] ;2)

Por la reg’lé de la cadena

00) = Zﬁg Fdy ofde o | o J)+ f[azdx+azdyj
aydx oz dx 6x ay dz\ dx dx By dx
: _f 6f, of [ oz
g'(x)= ay (x)+ a(ax ay (x)]
Evaluando en x=1
ey FAG23) L) o 123) 82(,2) | 82(1;2)
gy="""22 0 YO+ (6x J+ 5
10=4.145.14 6L, 02(2),
ox Oy
- 6(Bz(L;2) N 82(1;2)) N 0z(1;2) . 0z(1;2) =l
Ox & Ox dy 6

-y'(l))
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PROBLEMA:Dadas la funciones

1
w=—s; s:x2+y2;t=z—.
2 x

a), Cudl es la direccion unitaria , para que w decrezca mas rapidamente en
xy)=(1;1)?
b) Determine la derivada direccional en el punto (x;y)=(1;1) en la direccién que

w decrece con mayor rapidez.

Solucién: Se deja al lector

2 =2 b) D,f (1) =-8+82 ~ ~72,4

V82

1.6 VECTOR GRADIENTE Y PLANOS TANGENTES.

1.6.1GRADIENTE
DEFINICION: Sea f: DcIR" »IR, definida en el conjunto abierto D tal que existan

%’(p},(%(p},,%(p) vpeD.Definimos el gradiente de f en p

como: Vf(p) = (g(p);g(p},...;?gr—(p)} . (Mitacc,199,p.122)

Observacion. 1 Si f:.DcIR?—IR; Po=(xg,Yo)

- (e, 8
- Vf(xn;yo)=(5{"(x05y0)3é{“(x0;yo)J
PROPIEDADES DEL GRADIENTE

Sean f,g: DcIR" —IR; definida en el conjunto abierto D tal que existan

Vi(p); Vg(p); YpeD, entonces

1. V(ftg)(p) = V(p)= Vg(p)
2. V(M)(p) = 1Af(p)

3. V(f.9)p) = g(p) Vi(p)*+(p) Va(p)

4. Vitigp)=E LY (f";(;{]ﬁp YED, o (py#0

5. VIf(p)I" = nlf(p)]™" Vi(p)
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1.6.2 PLANOS TANGENTES Y RECTAS NORMALES

Definicion: Sea S la superficie dada por F(x,y,z) = 0, tal que
continuas en los puntos de S. Entonces ¢ () . ( (» ) ( } ( )] es el

vector normal a la superficie S en el punto PeS. (Mitacc,1999,p.139)

VF(po)

Py (punto de paso)
Xt

a=VF(B)

Fig. N° 1 .18 Interpretacion geométrica del vector normal a una superficie.
~ Ecuacién del plano tangente a S en Po

VF(Po)=[(x,y,2)-(x0,y0,20)] =

También puedes presentar la RECTA NORMAL a S en Pocomo:

&N = {Po + AVF(Po)/ALlR}

RECTA TANGENTE A LA CURVA DE INTERSECCION DE DOS
SUPERFICIES

Sean S1:F(x,y,z) = 0; S2: G(x,y,z) = 0 ;tal que se intersectan en la curva C.
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Fig. N°1.19 Interprétécién geométrida de la recta tangente a la interseccion
de dos superficies.

Resulta que %t tiene como vector direccion g = VF(P, xVG(P, )= f;f”_(p0 );

2 e e B2 ) 2 ) S )

o %1 = [PHMVF(Po)XVG(P))relR}

Propuesto: Determine la ecuacion vectorial de la recta tan gente a la curva de
interseccion de las superficies 7,:x’ +)’ _z=8. D Tix~y +z2=-2 , en el
punto(2;-2;0}) . |

La solucién se deja para el lector.

Ejemplo: Determine la ecuacion vectorlal de la recta tan gente &t a la curva C
que resulta de la interseccion de las superficies x+2=5 ; x’+3*+z° =25 en el

punto Po =(2,2\f§,3).

Solucién:

{4 0 9r()-{ 0. % () 7 (7))« 10
También
{;2+J;z(x§j:_z;=o_>ve(po):[‘;f(polf;(po),%f_(po)]

=(2x15,2p15 221 )= (4.4/3,6)
i E
> a=VF(P, )xVG(P)-l 0 1l=i-43)- j2)+ £43)
4/3 6
= (-43,-2,443)

- gr={22733)+ A(- 432,43 ) A e R}
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1.6.3 DERIVADA DIRECCIONAL

Definicidon: Sea f.DcIR">IR, definida en el conjunto abierto D. Sea PoeD y

—_
asimismo consideramos un vector unitariou = (u,,uz...un) .Definimos la derivada

direccional de f en Po como el siguiente limite.

D-f(R)= lhjwrgf(P“ +hu)= f(5) ;siempre y cuando exista.(Mitacc,1999,p.124)

h

Observacion 1

Si f: DcIR*>IR; Po=(xo,yo); # = (u;u, )

Jxg; yo) + Bl ) = f(xy; v,)
h

D, f (%55 3,) =lim
Observacion 2
Si f:DcIR?->IR; Po=(xo0,Yo,20),

e
“=(“1=”2=“3)

(B, +hu)- f(B)
h

D,/ (B)=lim

Observacién 3: Si f:.DcIR?-IR; Po=(xo,yo), u =(1,0)

D.f(P)= ﬁmf(xo +h;yg)-f(xg;yo) - 6f(x0;y0)
¥ B0 A B
TEQREMA

Sea fDcIR"-IR, diferenciable en el conjunto abierto D, tal que PoeD,

-
asimismo consideremos el vector unitario u = (ul,uz,...un) entonces:

D finy =V (po)u ...*)

Observacidn. 1

Si fDCIRZ>IR; Po=(xo,y0), = (uy, 1, )
D,;f(xu§yo) = Vf(x();yo )'(”ﬁuz)

Observacion. 2

Si f:DcIR>IR; Po=(xo,y0,20), % = (,,14,2,) -
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D, [ (X3 ¥0320) = VS (%05 33 20 )o(th383%5)
Ejemplo: Sila derivada direccional 'de f (x, y;2)=mxy* +nyz+ pz°x’; en el punto
4 =(1;2;-1), tiene valor maximo 64 , en la direccion de A a B(1;2;0).Determine
el valor de
af(111)+ f(111)+ f(lll)
oy
Soluclon.
Vf = (my2 +3px’z%; 2mxy + nz; ny+2pzx3)
Vf(1;2;-1) = (4m+3p;4m—n;2n-2p)
D.f(;2,-1) =Vf (1,2;-1)u =64 > n-p=32 siendo u=(0;0;1)
Pero por propiedad
97 (1:2:-1)] = 64
\j(4m+3p)2 +(4m—n)2 +4(n—p)2 = 64
(4m+3p)’ +(4m—n)’ +4096=4096

(4m+3p) +(4m-n)' =0 4m=-3p ;n=4m; ademas n—p=32
m=6;n=24;p=-8

Finalmente af(l L)+ ; L1 1)+ 2 (1 ;1) =26
Observacibn:

La derivada direccional D, f{P,), también se le interpreta como la pendiente

-

de la superficie S en |a direccion del vector unitario « .

Observacion: Respecto a (*)

D f(py)=Vf(po)u.
" Vi(po)

Recordar
Cos@ = V/(py ) u
e

S Vf(po)u =l V£ (p,) | Cos6

Asi pues tenemos otra version de la derivada direccional:

D:f(Po)=||Vf(Po)||COS‘9

Perocomo : -1<Cosb <1
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Multiplicamos  {|Vf(po)l] — -|[Vf(po)lI<|iVE(po)||Cosb < [|Vi(po)||
=19/ (po)ll < D 1 (py) < || Y (o)
—_— u Memstmstson, o sssamaid

minimo valor maximo valor
de la derivada de la derivada
direccional direccional

Obtenemos las siguientes interpretaciones:
a)La derivada direccional de f en Po alcanza su maximo valor en la direccién

del gradiente de f en Po :Vf(F).O también se dice que f crece mas

rapidamente en la direccién del gradiente de f en Po: Vf(5).

b) La derivada direccional de f en Po alcanza su minimo valor en la direccion

del opuesto del gradiente de f en Po :-Vf(R,).O también se dice que f decrece
més rapidamente en la direccion det opuesto del gradiente de f en Po: -Vf(5,).

1.7 VALORES EXTREMOS Y PUNTOS SILLA PARA FUNCIONES REALES
DE DOS VARIABLES.
1.7.1 VALORES EXTREMOS ABSOLUTOS DE UNA FUNCION REAL. DEL 2
VARIABLES.
Definicién: Sea f.DcIR?*-IR, definida en la regién D. Diremos que f(a;b) es el
valor maximo absoluto de f, si se cumple;
f(x,y) < f(a,b), V(x,y)eD. (Mitacc, 1999,p.193)

Definicion: Sea f:DcIR®*-IR, definida en la regién D. Diremos que f(c;d) es el
valor minimo absoluto de f, si se cumple:

f(c,d) < f(x,y), V(x,y)eD. (Thomas y Finney, 1999)
Ejemplo: Sea :z = f(x;3) = 9—(x*+y?)

9

3

Dom(f)=R?
Ran(f) = (~=;9]

Fig. N°1.20 Grafica de fa funcién z = f(x;y) =9 - (x* + »°)

38



Valor maximo absoluto: 9= f(0;0) “Techo”
Ejemplo: z= f(x;y)=x"+»" . Dom(f)=R* ;Ran(f)=[0;+x)

Valor minimo absoluto: 0= £{0;0} “piso”

Fig. N°1.21 Gréfica de la funcién z = f(x; ) = x* + *
Ahora si se quiere que f tenga ambos, valor maximo absolutc y valor minimo
absoluto se debe imponer las condiciones que establece el siguiente teorema.
Teorema: Sea f. DcIR?-IR; una funcién continua en el conjunto cerrado y
acotado D—f tiene valor maximo absoluto y asimismo tiene valor minimo
absoluto en puntos de D. |

Ejemplo:z = f(x, y)=+36 x> — »* . Dom(f)={(x:y) € R* /% + y* <36} . Ram( ) =[ ;6]

v

i
&

Fig. N°1.22 Disco cerrado, dominio de lafuncién ; - r(y ;)= /36 - x7— 3°

Y como f es continua en el ‘conjunto cerrado y acotado entonces f tiene valor
maximo absoluto : f(0,0)=6. Y asimismo f tiene valor minimo absoluto entonces
0=f(t,s) / t*+s2=36. Se muestra la gréfica de f:
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-6 / Y

v

Fig N° 1.23 Grafica de la funcién que es acotada.
1.7.2 VALORES EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION REAL DE

DOS VARIABLES.

Definicion: Sea f:DcIR?>-IR una funcién definida en la regién D.

Diremos que f(a,b) es un valor maximo relativo si existe un disco abierto
B((a,b);8)cD ; tal que:

f(a,b)>f(x,y); ¥(x,y)eB((a,b),d) (Thomas y Finney,1999,p.970)

Definiciéon: Sea f:DcIR*>IR, una funcién definida en la region D. Diremos que
f(c,d) es un valor minimo relativo si existe un disco abierto B((c,d),s)<D tal que
fie,d)<f(x,y), V(x,y)e B((c,d);e) (Thomas y Finney,1899,p.970)

Interpretacién geométrica:

Z
b Relgtivo

Madxime

Min. relativo

]

N .
‘-.;
min rel. Y

Min. Relativo

Fig. N°1.24 Grafica de una funcién con valores extremos relativos.
TEOREMA (Prueba de la primera derivada para valores extremos).
Si f(x,y) tiene un valor maximo o minimo relativo (local) en un punto interior
(a;b) de su dominio y si las primeras derivadas parciales existen ahi, entonces
fx(a,b)=fy(a,b)=0

1.7.3 PUNTO CRITICO
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Definicién.- Un punto interior (a;b) del dominio , D < R* de una funcién f donde
fx, fy son cero o donde una o ambas de fx' y fy. no existen, se denomina punto
critico de f. (Thomas y Finney,p.971)

1.7.4 PUNTO SILLA

Definicién.- Sea una funcion f definida en'una regiéon D < R? y asimismo sea
(a,b) un punto critico de f. Diremos que (a;b;f(a,b)) es un punto silla de f, si para
todo disco abierto B((a,b);e) existen puntos (x,y) de tal disco, tal que
f(a,b)=f(x,y), y asimismo existen puntos (x";y’) de tal disco tal gue

f(a,b)<f(x",y"). { Thomas y Finney, 1999,p.971)

Ejemplo: Sea z=f(x,y)=y-x2—> _‘;L - 2x=0, gf; -2y =0->(0;0) €s un punto
x y

critico de f ,y su vator f(0,0)=0 .

3

s T f(x,0)=-x*<0 = f(0,0) “gana”
'It' (O,y)\\\‘ ' f(o’y)=y2>0 = f(0,0) “pierdeu
5 w0 5 X

——————

Fig. N° 1.25 Grafica de un disco con centro en (0;0).

—(a,b,f(a,b))=(0;0;f(0,0))=(0,0,0) es un punto silla de la superficie z=f(x,y)=y-x?

Az

[

=f(x.v)=y*-x?

Fig. N°1.26 Gréfica de una funcién con punto silla.
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1.7.5 CRITER!O DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINIMOS
Teorema: Sea f(x,y) definida.en la regién DcIR? tal que f, fx, fy, fux, fyy, fov, fux
sean continuas en un disco abierto B((a,b);3) c D ,siendo (a;b) punto critico de f,

y asimismo definimos el discriminante de f en (ab) a

2 2 2 2
Azc;{(a,b)‘;{ (a,b)—(%(a,b)} . entonces

2 2 2 2
1.-Si A:‘;{ (a,b)‘;{ (a,b)-[%gc—(a,b)] >0

Y 5&{(&, b)> 0> f (a, b) es un valor mfnimo relativo.

2.8i Az é;c{ (a,b)ci;{(a,b)—[gé(a,b)}o y c;;—{(a,b)<0-—)f(a,b) es un

valor maximo relativo.

8 T L ) <
551 4=2L @5)2 (0o [M( ,b)] 0

— (a:b:f(a,b)) es un punto silla de ia superficie z=f(x,y)

2
& &S 52 f .
4.8i A=—3 (a,b) 5 (a.b)- (M(a,b) =0, no se puede precisar.

1.8 EJEMPLOS DE APLICACION

Problema1: Determine los valores extremos locales y/o puntos silla si los
hubiera para f(x;y)=x"+3" +9x* =3)* +15x -9y +20

Solucion:

Determinemos los puntos criticos

of

. -é-x—=3x2+18x+15=0——> (x+D(x+5)=0 x=-1vx=-5

. %=3y2—-6y—9=0=3(y2—2y—3)=0 o (y-3)(y+)=06y=3vy=-I1

Puntos criticos: P1=(-1,3); P2=(-1,-1); P13 = (-5,3); P4 = (-5,-1).
A= fiofyy — (Fry)2 fix = 6x+18; fyy = By-8 = A=fudy=(Bx+18)(By-6)
fry=0 = fyx

1. SiPi=(-1,3)




A(P1)=(12)(12) = 144>0
fo(-1,3)= (-6+18) = 1250

— f-1,3) es un valor minimo relativo.

2. SiP2=(-1.-1)

A(P2)=(12)(-12) = -144
(-1;-1;f(-1,-1)) es un punto silla.
3. P3=(-5;3)

A(P3)=(-12)(12) = -144<0

— (-5;3;f(-5,3)) es un punto silla.’

4 P4=(-5,-1)
A(P4)=(-12)(-12) = 144
o f
Sc2
PROBLEMAZ2 Una panaderia produce dos clases de galletas; la primera la

(=5,-1)=-12 <0 — f(-5,~1) es un valor maximo relativo.

vende a S/ 3 y la segunda a S/2.Si el ingreso total generado por la venta de x
millares de galletas a S/3 y de y millares'de galletas a 812 esta dado por
I(x;y)=3x+2y; y el costo total en miies de soles, resultante de producir x millares
de galletas de S/3 ey millares a S/2 esta dado por

Clxy)=2x" —2xy+3* —9x+6y+7 Encontrar que cantidad de cada tipo de

galleta debe ser producido y vendido para maximizar la utilidad.

SOLUCION:
La funcion utilidad es

U yy=1(x;y)-C(x;p)
U(x;y)=3x+2y—(2x2 -2xy+)° —9x+6y+7)

Uxy)==2x"+2xp—y* +12x -4y -7

U,=—4x+2y+12=0

U,=-2y+2x-4=0

-4 —_— - = =
X+2y 12_) 2x+ v 6_) x=4
—2y+2x=4 2y+2x=4 y=2
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Asimismo segun el criterio de la segUnda derivada
U, ='4?va =-2; U, =2 '

2
A=UU,-{U,) =4>0

~de este modo U(4;2)=13 ,es la maxima utilidad.
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1.8.1VALORES EXTREMOS CONDICIONADOS

(Método de los multiplicadores de Lagrange)

Maximizar o minimizar:

Supongamos que f(x;y;z) v g(x;y;z) son diferenciables.Para encontrar ios

Los valores maximo y minimo locales de f sujetos a la restriccion g(x,y,z)=0.
Encuentre los valores de xr, v, Z ¥ A que simultineamente satisfacen las
ecuaciones Vf=AVg; y g(x,y,z)=0(Thomas & Finney,1999)

: que equivale resolvera : -

§ _Ax
& &
§ _Ax
&
g _ A%
& &
g{x,y,2)=0

Para funciones de dos variables independientes;las ecuaciones apropiadas son

Vi=AVvg ; g(x,y) = 0 ,0 equivalentemente, resolver:

Problema : Se quiere instalar un radio telescopio en un planeta recien
descubierto donde el campo magnéticc es M(x,y,z)=6x-y*+xz+60,Si se
considera el centro del planeta con el origen de coordenadas .Determine en
que posicién se debe instalar para minimizar la interferencia.

Solucion:

Queremos

Minimizar M(x;y:z) =6x-y* +xz+60 sujeto a la condicién x* + v + 22 =36

Osea minimizar M(x;y;z)=6x-y" +xz+60 ,sujetaa x*+ y?+22-36=0

h's

glx.y.2)

Para ello hay que resolver



oM _,0%8 6+2=)2x
ox o 2y=h2
oM _,0g o
< ay B ay =3 X=A2z
aﬂz;ba_g X2+ +28 =36
oz 0z
[8(x;y;2)=0
=2 6+z=24Ax ...l (1)
—v=Ay . (2)
Xx=A2z ... (3)
+y +zP=36......... (4}

De(2) 0=Ay+y=y(A+])
a)Siy=0;A=-1,en(3) x=-2z

En (1) 6+4z=-2(~22)=4z
— 6=3z
z=2—>rx=-4
En (4)
16+y?+4=36 > y*= 16 —» y =+4
P1=(-4,14,2)
b)SiA=-1,y=0
X
De (3)/1:2
De (1) 4= 22
2x
%: 22+x6 > x?=z%+6z
En (4)
2z° +62-36=0
22 +3z-18=0
2=-6
- (z+6)(z-3)=0 d
z=3

46



x2=0- x=0 ; x2=27 - x = +3./3

Asi pues P1=(-4,+4,2); P2=(0,0,-6); Pa(+ 3./3,0,3) son los puntos donde habra
que evaluar f para saber el valor minimo. Come f(-4,34,2)=12,es el valor
minimo, se puede instalar el radiotelescopio en cualquiera de los puntos
(-4,+4,2).

PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Determine si existen los siguientes limites:

a) lim x*+2y° i Xy
(x)>{(0.0) x2 372 (x)(00) x° +
x2+2xy?+ ) ) . B ) _
2) Sea £(x; y)= {W ; (%)= (0:0), Determine si fes continua en (0;0)
1 ; (x2)=(00)

3)Sea la funcién

Xty

y sen(x)
A 0,0
f(x,y):{ 2. (1) (00)
0 . (xy)=(00)

a)Calcule las siguientes derivadas parciales D1f (0,0) y Dof (0,0).

b)é f(x, y) es diferenciable en (0,0)?

4)Considere una funcion f(x;y) tal que Vf =(5x* +3x7y" —"”2y; 2y’ - 2x-2y) |
f(0:0)=39.La Temperatura en un punto (x;y) de una placa metalica rectangular
con centro en el origen esta dado por : T(x;y) = f(x;y)+y" +e**

a) Determinar la direccién unitaria en que una hormiga debe ir partiendo del
punto (1;-1) de la placa para que se enfrie lo mas rapidamente posible.

b) Cuél es la rapidez(derivada direccional ) de la hormiga én esa direccidén de
la parte a).

5)Sea w=f(x;y;z)=x2 +cos(x + y)—z3 .Hallar la derivada direccional de f en el

punto P =(L;~LDy en la direccién de un vector ortogonal a fa superficie de

nivel de f que contiene a Po.
8) Una caja rectangular descansa en el plano XY, con uno de sus vértices en

el origen, el otro vértice opuesto esta en el plano 6x+4y+3z=24 Hallar el

volumen maximo de la caja.



CAPITULO I
INTEGRALES MULTIPLES

2.1 INTEGRAL DOBLE
Definicion.- Diremos que una regién D es‘acotada‘ si existe una region
rectangular R =[a,b]x|c,d] tal que Dc® .(Mitacc,1999,p.231)

al

Se observa N
que D es

acotada.

4 1 »
i T Lal

a b

Fig. N° It .1 Grafica de una' regién acotada en el plano.

Integral Doble: Sea f: DcIR?, una funcion continua en la regién D acotada.

La integral doble de f sobre D esta dada por:
Hf(x,y)dA =”f(x,y)abzdx=ﬂf(x,y)dxdy; donde dA: diferencial de Area
D D D

\

Integrales  Iteradas

Obsewacién 1:

Si f(x,y)=1; v(x,y)eD—> HdA = Area(D)
D

Observacion 2:
Si f{x,¥)=1; ¥(x,y)eD
> _U /(. y)d4 =Volumen (U);donde U es el sélido cuyo “techo” es z = f(x, y)
D . ‘

y “piso” la regién D.

Fig. N° Il .2 Gréfica del solido U en el espacio.
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Ejemplo: Calcular

If(x2+y2)dA, donde D es la region limitada por las rectasx+y=1; x=0 ;y=0
s |

Solucién: Reconocimiento de D

Fig. N°* 11 .3 Grafica de la regién triangular de integracion .

Reconocimiento del sélido

v

z=f(x;))=x"+)’

s

Fig. N° ﬁ( 4 Gréfica del solido U del que se obtendra su volumen.

Asi pues:
Vol(U)= j T (%" +y* ) dyex = j 1_jy(xz +ly2)dydx
x=0 y=0 y=0x=0

3 1

Vol(S) = I;-[x2y+}; J

O_de - [ w-0+ 102 o
Vol(s)=1 [L Bx* =30+ (1 xlas

= hBx 30— 1lax

- % [[Bx2 =320~ (=352 + 32 ~ i

=%_[:(——4x+6x2—3x+1)dx
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~ 2 Nl
= —x4+2x3—3i+x}!
0

1 —1+2—§+1}=1[3—§}
3 2 3 2

) |

-

Fig. N* Il .5 Gréfica del proceso de cambio de variable en integrales dobles.

En las integrales dobles hay regiones que no son faciles de-describir por lo cual

surge la técnica de integral doble usando cambio de variable en la cual deben
cumplirse ciertas condiciones. Para ello tenemos el siguiente teorema.
Teorema: Sea f:DcIR? —IR, una funcion continua en la region acotada D.
Asimismo considere la funcion (transformacion):

T.E->D

(u;v) = T(u;v) = (x(u; v); y(u; v)) ;verificando los requisitos:

1) T sea inyectiva.

Xu sean continuas

2) Tdeclase C! Xv enE
Yu
Yv
x, x
3) Juv)="" =0
})H v




Entonces:

I Geoy)at =[] (T ey ) v = [[ 7l v) Y 0)) | T v)) e

Ejemplo: Utilizando un cambio de variable adecuado, calcular ”di; donde D
D

es la region limitada por las curvas: x=-y ;x=2y-y5x=2-3"-2y.
Solucidn:
x=2y-y
hacer x=0
—xzyz—Zy - ace
y=0vy=2

—x+1=(y—1f—+—{x—1)=(y—1f

Asimismo

~x=y 4+2y-2

—x+2=y" 42y >—x+3=(p-1) 5> ~(x=3) =(y+1)’

Reconocimiento de D

L 2

u+v=2

Fig. N° Il .6 Grafica del proceso de cambio de variable para el ejemplo.

—2+./4-4(1)-2)

Si consideramos x=0—y’ +2y-2=0 = y= 5

—1+-/3

2423
y=—

~1--73
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Ahora:

x+y*=0
Dix+y*=2y
x+y*=2-2y
Hagamos el cambio de variable: u=x+ Vi, ov=2y (*)
u=0 u=0

E<u=v ©Eu=v
Uu=2-v u+v=2

Determinacion de T:

Retomemos (*): u=x+y% v=2y =>y=v/2

2 2 2
S U=yt s x=y- T(u,v)= uml{,;ﬁ
4 4 42

Asi pues:

gdi =£J(““f)U(t¢,v)|dvdu

Se considera:

x, X

v

Yu Wy

v
= 2:1:#0
0

J(u,v)z

concluyendo:

1 N g W !
de,q =5 '{Ej(u - :)dvdu ZEI:=ojv2= "(u — vz)dvdu = yry

D

2.2.1 CASO PARTICULAR DE CAMBIO DE VARIABLE
COORDENADAS POLARES: Cuando la regiéon de integracion es una
region circular o parte de ella conviene usar la técnica de cambio de

variable usando coordenadas polares.
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Cos —rSenf
Sen@ rCos@

Xg -

{x =rCos6 J(r.0)=
yr y9

y =rSen6

X* +y* =12 Ademas: Y= tan(0) ;6= arctan(y)
X X

Asi pues por el teorema de cambio de variable en integrales dobles:

[[f (x.y)da =[] f (rCos6;rSendy.dr.46

eAxt L
Ejemplo: Calcular _EL T gy dydx

Solucion:

w2

Fig. N° Il .7 Gréfica del proceso de cambio de variable en coordenadas polares
donde T(r,0) = (rCos6,rSeno)
observe que f(x,y) = eX¥ > 0; V(x,y)eD

r!2

Vol(S)= jj“ (49") ety = " pdr.dé — Vol(S)= 4(1—e_4}43

#=0 r_

PROBLEMA: Calcular j I arctan[ dedy donde D es la reglon

D:{(x,y)eIRz/lsx2+y2S9;%$y$x/§x}

Ejemplo: Trace la region de integrécién y escriba una intégrai doble
equivalente con el orden de integracion invertido para :

1 1-x*

[ o ['f g

0 i—x
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Solucién (a): j' j dydx=i?dxdy%v—J
o 2 20
y

¥

A

Fig. N° It .8 Grafica del cambio de orden de integracién para el caso a).

Area D:2< y<4-2x;0sea desde y =2, hasta y=4-2x
| pl-x? 1 pfiy :
Caso(b) Ul dydx =| L:l_ydxdy
1-x<y<1-x";desde y =1-x; hasta y =1-x"
x+y=1,hasta x’ =1-y=—(y-1) > x> =—(y-1)
1 -7

Hacer lo mismo para :I I 3ydxdy

LU 1_y2

Solucién: f; ﬁlﬁ_—; 3ydxdy =J.i=_1 jjf 3vdydx

Fig. N° 11 .9 Grafica del cambio de orden de integracion para el caso b).

Ejémplo: Hallar el volumen de la regién qu'e se encuentra bajo el paraboloide

7

z=+Jx* +y* ; y arriba del trapecio encerrado por las rectas x+y=1; x=0;y=0;x+y=2

en el plano XY.
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Solucién: Consideremos la region de integracion

1;

v

Cono z=4/x"+ " (superficie).Formando el solido S:

11

/—\

Fig. N® Il .10 Gréafica del sélido formado debajo del cono.

Forma general:
Vol(S) = [[(x* +*)dd
R

Forma iterada

Vol(S) = j i (x* + 37 dyx Jrjafc(x2 +y )dydx

y=l-x 1 y=

considerando dos subregiones que conforman R.

Problema: Determinar el volumen de |a regio espacial en el primer octante

acotado por los planos coordenados, la superficie cilindrica x>+ =4, y el

plano de ecuacién z* +)* =3.

Solucioén:

v



Superficie cilindrica: x* +_}£2 =4 , plano z+y =3

> P +y' =4
Cilindro

plano

X

Fig. N° Il .11 Gréfica del solido formado debajo del plano y dentro del cilindro,
Reconozcamos la region de integracion

x=2 p-fd—x?
vol(S)=|" L=0 (3 - y)dydx

Ejemplos de cambio de variable a coordenadas polares.
Ejercicio: En cada uno de los casos, cambie la integral cartesiana a una integral

polar equivalente.

a) J.;‘LW (2 + y?)axdy — I; le__}ﬂ (x + y2)dbxdy = I:;I::O-”.drdg

<

/2
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b) ﬁj‘oﬂ—dx‘l Y gy = 2 ras

O=n

I+ x%+ y? r=01+r2

A 4

¢
T 37/2

Fig. N° Il .12 Gréfica del cambio de cartesianas a polares,

PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Calcular cada una de las integrales dobles:

212 2 4
a) .”x\/l +y’ dydx b) [ [ Vxsen(x)dxdy
0x 0 y?

2)Calcule el volumen de la region U en el espacio que esta arriba del plano
z=y, debajo del plano z=2y; y dentro del cilindro x2 .+ (y -1y =1.

3) Trazar la regién sobre la que se esta integrando en cada caso y luego
calcule.

£ 2t gc%‘BSr2
a)[ | | derdrae by | | [derdrde
[ _r 0 0
2

4) Problema: Calcuiar el volumen determinado por las superficies en cada
caso: ‘

a)y=4-x%z=4-x, enelprimer octante

b)z=x+y; x* + »* = 4 ,en el primer octante.

5) Halle el volumen del solido U limitado por : los planos x=0; y=0; el
paraboloide ; = x> + y* + 10 ;8U plano tangente en el punto (1;1;12) y el plano

X+2y=7.
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6) Calcular el volumen de la region U, donde U es interior a la semiesfera

x*+y*+ 2t = 4,220 yexterior al cilindro (x-1)"+ y*=1.

7)Calcule sz y*d4 ;siendo D la porcién acotada del primer cuadrante situada
: |

entre las hipérbolas xy=1; xp =2 ;ylaslineas rectas y=x; y =4x.

8) La forma de una placa, ubicada en el primer cuadrante del plano XY, queda
limitada por las parabolas: y*=2x; y*=8x; y.las hipérbolas xy=3; x=9.
Determine la masa de placa, si la densidad en cada punto (x; y) de ella esta
dada por §(x;y) = xy .
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2.3 INTEGRALES TRIPLES

Definicién.- Diremos c!n_Je la region U del espacio es acotada , si existe un
paralelepipedo rectangular r - [4;8]x [c;;,v]>< [e;f],tél que UcT.

' (Mitacc, 1999,p.292)
Integral Triple .
Sea f(x,y,z) una funcién continua en una region U< R’, siendo U una region

‘acotada en el espacio. La integral triple de f sobre U esta dada por:

I
Ii [ Gy 2yav |
i

Observacion: Si f(x;y;z)=1 entonces [[] 7 (ery.2)dv = vorw)

INTEGRALES ITERAIDAS
117 Gopazyav =[] £ (x5, z)dzdydx —mf (x.,2)dz dxdly (ok)

Prso

{11 f e ys 2)dvedzais =[{[ 1 (xs ys 2)veiedz = [[[ 15,y 2)dvdedy =[[[ £ (x; y; 2)dvdydiz
U U v U

Ejempio: Establezca los limites de integracion para evaluar la integral triple de
una funcion f(x,y,z) sobre el tetraedro U con vértices (0,0,0), (1,1,0), (0,1.0) y
(0,1, 1).
Solucidn: Proyeccion |de U sobre el plano XY

v

|
(1 Go)av <[ L[ 5o it = [ I 11y

Proyeccion de U sobre el plano XZ

424 / /4/,,‘
i

//’.,
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| |
([ rtes2bo= [T ot =[[ [ ook

|
Asimismo proyecto U‘ sobre el plano ZY
|

Z

| | (LD

Ejemplo: Escriba integrales triples iteradas diferentes para el volumen de la
region U en el primer|octante encerrada por el cilindro x2+z2=4 ,y €l plano y=z.

Solucién T

Cilindro 24
AT Plano y=z
X +72' =4 / Y
Referencial e
C§ R
X +yr=4 ; z

X

Fig. N° It .13 Grafica del sélido formado dentro del cilindro y debajo del plano.

=0

roi(s)=[L, [0 [ Javaeas = [ [17 ] vaces

Piso " Piso

Proyeccién sobre el plano XZ

oy xHy=4
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vol(s)= | L o xzdz.diz‘ix

Piso

‘—j_oj Ij_xzdzdxdy

P:so

'Proyeccion sobre el plano XY

Vol(s)=[_ jyj dxdzdy

p:so

= L GL—O-" dxdy dz

P!SO

2.4 CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES
Teorema.- Sea f(x,y,z) una funcién continua en una regién acotada R R3. Sea
asimismo una funcién T (llamada transformacién) tal que:
TEcR—> R cR® |
(3 v;w) > T(et;v;w) = (%23 v; w); y(u;v; w)i 2 (s v; w) )
Cumpliendo los requisitos: |
1) Tsea i‘nyectiva.
2) T sea de clase C': osea que Xu,Xv,Xw, Yu,Yv,Yw, zu,zQ,zw
Sean continuas en E.

X, X X

u v W

JJ(wviw)=|y, », »,|#0
b4 Z V4

H v W

Entonces:

jgf (x,y,2)dv= Jy( ij)(u,lv, w)|J (u, v, w)| dwdvdu

=jyf[x(u,v,lw);y(u,f,w);z(u,v,w):[| J (1, v, w) | dw.dv.du



Casos que nos van a interesar de preferencia.

a) Coordenadas cilindricas b) Coordenadas esféricas

2.5 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS
\

Y ESFERICAS |

Cuando un calculo qn Fisica, Ingenieria 0 geometria implica un cilindro, un

cono 0 una esfera, a menudo podemos simplificar nuestro trabajo si usamos
coordenadas cilindricas o esféricas.(Thomas y Finney,1999,p.1039)
2.5.1)Coordenadas cilindricas.

Las coordenadas cilirjdricas son apropiadas para describir cilindros cuyos ejes

coinciden con el eje Z y planos que contienen al eje Z o bien son
perpendiculares a él.

r=4 ;cilindro ,radié4

7 =§ ; Plano que con?iene al eje Z

z=2 ;Plano perpend;icular al ejeZ

\
Consideremos el cilinf;lro solido
Ahora el Jacobiano:

|
@
X, X, X,

Z b, ? J(r,@,z)=y, Yo yz
' z, z, z

r z

Cos@ —rSen@ 0
=iSen@ rCosf 0

A 4

!
r
4
-f---
3
=
)
5

0 0 0o 1
A
v ; Ll C‘o‘orde‘r.qadas _Cos@ —rSenb
AU cilindricas “\Sen@ rCosf
- x=rcosd

\
|
Z=2Z

Fig. N° Il .14 Grafica que iddica el cambio de coordenadas cartesianas a cilindricas.

Asi pues:
JI[ 7 (x.3.2)av =[[[ £ (vCos6;rSent; z)r.dz.dr.d8
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Si f(z,y.2)=L V(xy;2)eR = [[[dV =[[[rdedrd6 = Vol (R)

Ejemplo:ldentificar en cada caso la region sobre la que se esta integrando en

el espacio 6rZ \y luego en el sistema XYZ.
" [ # j; jﬁ_ dzrdrd® = Vol(R)

Solucion:r<z<-2~r? Desde z=r hasta z=+2-r*
Desdez=rhasta r2+z2=2
(plano) (cilindro)

2+ +zt=2

i ;;?'\:\‘ z=Ax+y?

_— e
e

X
Fig. N° Il .48 Grafica del cambio de cartesianas a cilindricas para el caso 1.

Desde z=r hasta z=-~/2—»2
Desde z=/x2+r? hasta z=./2—(x?+ »?)

Desde z=./x2+ y* hasta x>+’ +2" =2
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\V

Desde z=r%/3 hasta z =-/18—r2

Desdez=r2/3 hasta z* +r* =18

(Superﬁcie Cilindrica) (Superficie. Cilindrica)

X’ +y*+z2 =18

X

Fig. N° Il .16 Grafica del cambio de cartesianas a cilindricas para el caso 2.

Desde z=r"/3 hasta z=~18—r>

Desde , _ (x* +¥*) hasta z=./18—(x2+y?)
3

2 ?
Desde zz(x ;y )hasta i +zh =18

Ejemplo: Sea U la regién limitada abajo por el planoz=0 , arriba por la esfera
x’+y’+z=4; y lateralmente por el cilindro x’+)’=1. Establezca las

integrales triples en coordenadas cilindricas que dan el volumen de U, usando

las siguientes ordenes de integracion.
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a) dzdrdo

’:: /7///

b)drdzde

x2+y2+zz=4

X\

-

.

-
S - —_——

BA/ P

2n
Fig. N° Il .17 Grafica del cambio de cartesianas a cilindricas para el ejemplo.

Desde z=0 hasta z=~4—-r2 .Plano r :z*+r* =4

b)

W//////é Esfera

X +yi+zt=4

R |, Cilindro
¥+t =1

G

P



9/ 2r

P20 (1 pfassd
Vol(Ry={" [ [ " rdzdrdé .
En la tercera integral:
z=0 fvglhasta z =-/4—r2
osea z=0 hasta -_ zf%—r2 =4,
‘superficie cilindrica -

Utilizando otro orden de integracion:

Vol(R)=1" [\50 [ r.drdzd0+ [ [, _‘f}_—zzrldrdzdﬁ

=0
Alreemplazar: r=1 enz’+r’=4 —>z=43

Utilizando otro orden de integracién:

vol(R)=[ [ [" rdbgzar

piso .




2.5.2.COORDENADAS ESFERICAS: Consideremos la esfera solida de radio

pP .  psend

t_<‘F'

Fig. N° Il .18 Grafica del cambio de cartesianas a esféricas .
( .

. ‘ Capacidades:
x = pSen¢Cosb 0<6 2n
Coord. < y=pSen¢Send < 0<¢<n (Rotativo)
Esféricas | z= pCos . O<p '

T(p, ¢.9)=[XK(P,¢.9),V(9.¢,9),Z(P,¢.9)]= (pSen¢Cos6,pSen¢Send,pCost)

Asimismo:

X, X, X,
Jp.¢.0)=1ly, v, vo|=piSen ¢
z, z, 2z,

Finalmente:m Fx,p.2)dv :J‘”pzsen ddpdgd 6
R E

Ejemplo: Evalde las integrales en coordenadas esféricas. ¢Puede identificar ia

region sobre la que esta integrando?

af [ (pCosd)p*Sengdpdgdd = Vol(R)

oy

/4

2n

8

Fig. N° Il .19 Grafica del cambio de cartesianas a esféricas para el caso a).
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o) [ 7| p*Sengdpdgd6 = Vol(R)

P A Desde p=0 hasta p =.2Sen¢

Piso; plano 8¢ superficie Cilindrica

0

0<0<n (media capacidad)

0<¢<n (toda su capacidad)

De p = 0 hasta p=2Sen¢

Fig. N° Il .20 Grafica del cambio de cartesianas a esféricas para el caso b).
Figura Auxiliar: Centremos nuestra atencion en el plano ZY

“Sistema coordenadas polares”

7

p=2Send, sera analogoa p=2Sendp < p* = 2pSend < z2+y2 =2y
{ z=pCosd Z2+y?-2y=0 -
y = pSenbd & 22+ (y-1)2=1
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"1-Cos¢
o ["[[[7F pSenpipdgdo = Vol(R)

Cuando ¢=0=p=0
O<¢<m Cuando ¢ =n/l2 = p= 12

0<0<2n Cuandod=n=>p=1




PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES

1) Sea f(x,y) una funcién continua en una regién acotada D y sea k constante,

entonces:

[z, )t = k[ £(x.y)d4 . Linealidad

2)Considerese f(x;y) , g(x;y) dos funciones reales de dos variables continuas

en una region acotada D c R’ se cumple que:

jnf[f(xsy)i g{x,y)]da= ij'f(x,_y)dA ijnjg(x,y)dA ,

2) Sif(xy)2g(x.y), ¥(x,y)eD (regi6n acotada)= [ f(x.y)dd= [[g(x,¥)d4.

D

Caso particular: f (x, ¥)20;¥(x,y)e D= Vol($)= ” fle,y)da=0
D

Siendo S el sélido cuyo “techo” es z = f(x, ) y piso la regién D.

4)Si D=D1 v Dz, donde D1 y D2 son regiones planas que no se trasiapan (osea

que no se superponen) y siendo f(x,y) continua en D, entonces:

[[7G.y)a= [ /Gey)dd+ || £(x )4

5)Si f es continua sobre la regién cerrada y acotada D, entonces:

m Area (D) < “f(x,y)dA < M area (D); donde m es el minimo valor absoluto
D

del fen D y M es el maximo valor absoluto de f en D.
Ejemplo:z= f(x,y)={36-x*-y* ;D= {(x,y)e IR*/ x*+ y* < 36}

m=0, M=6::>OSII4/36-—x2—y2dA56Area(D)
) |

6)Si f(x,y) es continua en una regién acotada D y asimismo |f(x,y)| también sea

[[£(xy)aa

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES TRIPLES

1) Si f(x,y,z) es continua en una regién R acotada < IR® y sea k constante

entonces: H_[Igf(x,y,z)dv = kj”f(x, Y,z )dv

continua en D = <| f(x,y)|dA
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2) Si f(x;y;z) y g(x;y;z) son funciones reales de dos variables continuas en

la regién acotada U c R, se cumple:

”I[f(x, y,z)% g(x,y,z)]dv = Hff(x, y,2)dv £ I”g(x, y,z)dv
R R R
3)Si f(xy;2) 2 g(xy;2), V(x y;z) e U < R? siendo continuas . entonces:

117 Gey,2)dv > [[[gx, s 2)av

4)Si R=R1URz, donde R1 y Rz no se superpongan y siendo f continua en R

acotada, entonces: mf(x,y, z)dV = mf(x, y.z)dV + mf(x y.z)dV

PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Calcule el volumen de la regiéon U en el espacio que esta arriba del plano
z=y, debajo del plano z=2y; y dentro del cilindro x>+ (y-1)? =1.

2) Determine el volumen del soélido acotado superiormente por el cono
z? = x* + y? einferiormente por la esfera x2 + 32 + (z-1)? =1.

3) Encuentre los limites en coordenadas esféricas para la integral que calcula el

volumen del sélido dado y luego evalia la integral para: solido entre la esfera
p=Cos¢ y el hemisferio p=2, z> 0.

4)Calcular [[[xyx*+y*av; donde U es el solido exterior al cilindro
[ .

x*+y*—2y=0 ;Y limitado por las superficies z=\x"+3* ; x? 4+ 2 =;412,Y 2

region espacial x+y>0.



CAPITULO Ilf CAMPOS VECTORIALES
3.1CAMPO VECTORIAL TRIDIMENSIONAL

-
Definicion.-Un campo vectorial F es una funcién que asigna a un punto de una
region U en IR? un vector en IR?, lo que se representa mediante:

F(x7.2)=(M(x.9,2):N (x.,2):P(%3:2))| (L arson et al.2006,p.1054)

Fig.N° lil.1 Representacién de un campo vectorial tridimensional
3.2 CAMPOS VECTORIALES CONTINUOS O DIFERENCIABLES

—
1) F(x,y,z)=(M,N,P) sera continua en R si M,N y P son continuas en R.

2) F(x,y,z)=(M,N,P) sera diferenciable en R si M,N, y P son diferenciables
enR.
CAMPO VECTORIAL BIDIMENSIONAL

Es aquel que se define mediante:

Flx,)=[M(x, ) N(x,»)]

F(x,»)

[

Fig.N° lll.2 Representacién de un campo vectorial bidimensional
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3.3 EJEMPLOS DE CAMPOS VECTORIALES

a)Campo vectorial bidimensional: El. movimiento de una curva plana C
C:r(t)=(gleh At)

:’(t)=(g'(t),h’(t)) es el que determina un campo vectorial bidimensional

definido en cada punto de la curva “C”.
b)CAMPO VECTORIALGRAVITATORIO:

zh

/ (X.y.z)

v

Fig.N° I{l.3 Representacién de un campo vectorial gravitatorio.
-mMG (x, y,z)

3/2

Donde: F(x, y,z)=

(x2 + 3%+ 22)
c)CAMPO VECTORIAL DE VELOCIDADES DE UN FLUIDO

Si consideramos un volumen de agua' en movimiento por un rio o canal .Las
flechas forman lo que se llama el campo vectorial de velocidades de un fluido

en movimiento: F(x, y,z)=[M(x,y,z), N(x, y,z), P(x, y,2)]
d)CAMPO VECTORIAL GRADIENTE
Considere una superficie S: F(x,y,z) = 0, siendo F diferenciable en alguna

., 7 A
region

VF (x.y,2)

S:F(xy,z2)=0
Y

X

Fig.N° lil.4 Repreeentacidn de un campo vectorial gradiente.
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Entonces el gradiente en cada punto de S formara un campo de vectores .
INTEGRAL DE LINEA PARA CAMPOS VECTORIALES

Sea ;”(x, v.z)=[M(x, y,z)}, N(x, y,z), P(x, y,z)] un campo vectorial definido en

una regién R en el espacio. Sea asimismo una curva “C” contenida en R y

parametrizada por r(f)=(g(¢) ()} k(r)), donde ast<b.

4

Fig.N° [lL.5 Representacién de la integral de linea para campos vectoriales.

Llamamos integral de llnea de ;‘(x;y;z)=(M;N;P) sobre una curva C a la

expresion:

I}O;ds
[

La cual al detallarla nos permite decir:

£F Tds=[ F(() U?(’)H”r (t)”dt

3.4TRABAJO REALIZADO POR UN CAMPO VECTORIAL

a)Si F' es un campo vectorial de fuerzas entoncesjf‘.? ds se Wlamara trabajo
C

W:j??-rds
C
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- ~
b)Si F es un campo vectorial de velocidades de un fluido entonces !F.Tds se
C

llamara flujo:

Flujo = [ FeTds
C

FORMAS ALTERNATIVAS DE NOTACION PARA LA INTEGRAL DE LINEA

1) j}-?ds | Forma conceptual
’

2) J‘i }?(:(t)]-;'(t)dt Forma operativa

3) I Mdx + Ndy + Pdz Forma diferencial
C

4) Li ??[:(t))-d: Forma abreviada

PROBLEMA Evalie la integral de linea I(2x+ y*-z)ds, donde C=C1uC2UCs3;
C

es tal como se muestra

Solucion:
(1,0.1) G

T

A

L) (]915])

A 4

C:

A J

(0,0,0)

C
(1,0.0)
X

Fig.N° lll.6 Representacién de la trayectoria del problema.

J'(2x+y2—z)dS =I(2x+y2—z)dS+

¢ o)

J(2x+y2 —z)dS + I(2x2 +y*—z)dS
G

Cy



donde:

C ()= (00k0 <t <1 1) =100} F1(7)l=1
$C,:ra(f)=(L,0,r 10 < <1 {72t = 00,0+ (1)1=1
Gy ir3()=(, 0150 << 1756)= (0.LO) mi)l=1

= ([f (x, »,2)dS = ij (x,y,2)ds +ij (x,y,2)dS +Cj 7, y,2)dS
. f[?l(r))dt o f(:z(t)]dt o f[;l(r))dt o f(Z(t)]dz

= I,Lo(zf Jat + fo (2-1)dr +f=0 (1+2)dr =# =23/8

PROBLEMA: Hallar el trabajo realizado por el

F(x,y,z})=(y+z;z+x;x+ y)sobre la trayectoria C = C1 U Cz de acuerdo a ia
figura.

campo

Solucion
C, () =(t60) -
C,:rn()=(t;1;0 z 4

(1.L1)

- AC
{0,0.0)

L 4

Ci

(1,1,0)

Fig.N° lI.7 Representacidn de la trayectoria que une (0;0;0) con {1;1;1).

[F.Tds= jF Tds = jF TdS+jF Tds
C

C3UC4

- t’j(?s(;)j O+ [ (M(t (t)dt].




1 1 ] 1
= [ (6620000 + | (+11+22)0,01)= [(2r)dr+ £2dt =3

0

3.5 INTEGRAL DE FLUJO Y CIRCULACION

Si F=(M;N;P) es un campo vectorial de velocidades de un fluido entonces

J'}?.Tds se llamara flujo:

Flujo = [ FeTds . (Thomas y Finney,1999,p.1071)
[

Sila curva C es cerrada ,la integral de linea recibe el nombre de circulacién; es
decir:

Circulacion =@§?-f‘ds, frecuentemente se tomara la curva cerrada en sentido

antihorario.

FORMAS ALTE_RNATIVA§

1) j FeTds Forma conceptual
C

2)L 3 [ ]- r(t)dt Forma operativa

3) ‘[de + Ndy + Pdz Forma diferencial
C

4)_[_ ( (t jod r; donde r(1) esla parametnzacmn de la curva que une los

puntos Ay B.
3.6 FLUJO A TRAVES DE UNA CURVA PLANA

Para encontrar la razén a la que un fluido F entra o sale de una regién®

encerrada por una curva suave “C” en el plano XY, calculamos la integral de

linea sobre “C” de 13-;; que es la componente escalar del campo de
velocidades def flujo en la direccién del vector normal que sefiala hacia afuera
de la curva “C”".(Thomas y Finney,19989,p.1072)

Definicién.- Si “C” es una curva suave cerrada en el dominio de un campo

. —>
vectorial continuo F(x;y) =(M(x;y);N(x;y)) y si n es el vector normai unitario
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que sefiala hacia afuera sobre “C” ;el flujo de F a través de “C” esta dada por
ia siguiente integral de linea. ”.(Thomas y Finney,1998,p.1072)

Flujo de F através de C=C§F.nds ............... (.
[
F 'y
-
Ak
/ »
" Sentido
antihorario
X
- —»
4] T

Fig.N® 111.8 Representacion gecmétrica de la existenciade n .

C:r(t)=(x(r);y(t)); a<t<b

donde: | n=Txk | ... *

Vamos a detallar (*)

n=Txk
donde: ?(r): i(t) _ [x (t)d:) (’)]
() ~
> gon owdt_ (de dy\dr_ (dx dy
= T0)=(x(0y () 2= (2. 2)4 - [ & &)
I
Asipues:;z)=[fgx—;-dl;OJx(O;O;l);:=i"Ti @ 0
ds ds ds ds
0 0 1
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Asi tenemos:
ly —dx

Flujo a través de C = <I>(M N)e ( —
ds A

Flujo a través de C = {(Mdy - Ndx) |
C

PROBLEMA: Hallar el flujo de F =(x-y;x)a través de la curva cerrada

C: x*+y*=1, en el plano XY
Solucién:

C: ?(t) ={cost,sent); 0<t<2n

Flujo de F a través de C = { Mdy ~ Ndx
C

_[ (Cost — Sent )Costdt - Cost(~ Sent)dt—f (Cos?t — SentCost + CostSent Jdt

2x
;[Zx] =7 (positivo)

} J.zf[n(:osz: J pl [H 1 Sen(t)}
=0 2L 2

2

0
Como la respuesta es positiva, el flujo neto a través de “C” es hacia afuera.
Un flujo neto hacia adentro habria dado un flujo negativo.



3.7 CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS

Definicién.- Sea ;‘(x, y,z)=(M,N,P) un campo vectorial, definido sobre

region U abierta del espacio. Asimismo consideremos dos puntos cualesquiera

Ay B en U, si el trabajo jj??-d; es independiente de la trayectoria que une A

-
y B, diremos que F es conservativo en U.(Thomas y Finney,1999,p.1077)

Fig.N° I1..9 Representacion geométrica de la independencia de trayectoria .

Definicion.- Sea F(x,y,z)=(M;N;P) un campo vectorial definido en UciR?, si

. -
existe un campo escalar f(x,y,z) tal que Vf=F, diremos que f es una funcion

potencial para /. (Thomas y Finney,1999,p.1077)

Observacidon: Un potencial eléctrico es una funcidbn escalar cuyo campo
gradiente es un campo eléctrico. Un potencial gravitatoric es una funcién

escalar cuyo campo gradiente es un campo gravitatorio, etcétera

3.7.1 TEOREMA: (EL TEOR‘E-MA‘ FUNDAMENTAL DE LAS
INTEGRALES DE LINEA)

- .
1) Sea F'=(M;N;P) un campo vectorial continuo en toda una regién U abierta
y conexa (lo que ,en una regién abierta, significa que todo punto puede
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estar conectado a cualquier otro punto por medio de una curva suave que
se encuentra en la region) en el espacio. Existe entonces una funcién

diferenciabie f en U tal que Vf=F=(M;N;P) si_y solo si para todos los

—3

B -
puntos Ay B en U el valor de L F.dr es independiente de la trayectoria

—
que une Ay B en U (osea que F' sea conservativo en U),

2) Sila integral es independiente de la trayectoria.de A a B, su valor es:

w=["Fdr=f(B)-f(4)
TEOREMA

Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) _fF.d r =0 en torno a toda curva cerradaen U
C

N
2) Elcampo F' es conservativo sobre U.

3.7.2 DETERMINACION DE POTENCIALES PARA CAMPOS
CONSERVATIVOS

TEOREMA: Sea F un campo vectorial cuyas funciones componentes M,N yP
tienen primeras derivadas parcialés continuas enla regién espacial U. Entonces

—> D
F es conservativo en U si y solo si . 6—P=@; aﬂ=§}:;@:%
_ &y &z gz ox Ox Oy

Ejemplo: Demuestre que:
F?(x,y,z) = (exCosy + vz, xz —e*Seny; xy + z)

Es conservativo y luego encuentre una funcién potencial para él.
Solucién:

M=e"Cosy + yz

N =xz —e”Seny

P=xy+:z
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1° —= 2°)| —
) 5= I
< ﬁ
ON oP
P o
e \
raN
30) ____'_zz_exSeny
ox
{
6&=—e"Seny+z

\

o
osea F es conservativo en todo R3.

Ahora por el teorema fundamental de las integrales de linea existe una funcién

N
potencial f tal que Vf=F" osea:

i-g-@]z(ﬂa‘ N,P)
o’ 8y’ oz o
19) %ﬁ— =M =e"Cosy+yz

Integrar parcial respecto a x

h(z)
f (x, ¥, z) =e Cosy +xyz + gjg/,;) -

2°) L2 =N =xz—e"Seny
y
x g *
= —€ Seny+xz+5}—}=xz—e Seny

= %=0-—)g(y,z)=h(z)

39 g=P=xy'+z
0z '

xy+h'(z)=xy+z



= h'(z)=z:>h(z):z§+k

donde k es constante real.

Finalmente (funcién potencial)
fx,y,2)= e*Cosy + xyz + 222 +k

B> - ]B

JFdr=flx y,z% = f(B)- f{4)=W

4

PROBLEMA: Hallar la circulacion de F ={(2x;2z;2y) alrededor de la

trayectoria cerrada que consiste en las siguientes curvas:

z, (0,1,7/2)

C=CyuCaiCs
C Ca

No interesa

(1,0,0)

Fig.N° lll.10 Representacién geométrica de la independencia de trayectoria para ¢ _ (24.22:2))

C,: +(t)=(Cost;Sent; )0 <t < 7/2
C,: ()= j+ 2(- k0<r<l

Cy:r()=1i+(1~1)j0$1 <1 Circulacien = {F.dr =0
C

Verificacion de que el campo vectorial es conservativo
oM _ oM ON

0 —=0 e = 2
oy oz oz
N _ o _, o _,
Ox ox oy
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- Entonces por teorema anterior se verifica que efectivamente la integral de

linea(circulacién) es igual a cero.
3.7.3 FORMAS DIFERENCIALES EXACTAS

_)
se lama la integral de linea de F a lo largo de fa curva C.

Versiones equivalentes a (*)

>/ -
1) j:sz(r(t)J r(¢)dt Forma operativa
3, o
2) [Fedr Forma abreviada
3) | Mdx+Ndy+ Pdz ~ Forma diferencial
C

— .
Pero si F(xy;z) = (M;N;P) es conservativo ya no interesa la trayectoria que

- -
una A y B, solo interesa conocer la funcion potencial f para F' (osea Vf=F) y

de este modo al calcular.

[P Fedr=['Vfed7 = fe.2)5= £(B)- £(4)

Teniendo presente la notacién (3) llamada forma diferencial;

—
F es

_)
conservativo existe una funcion potencial f tal que Vf=F, asimismo al tomar la

diferencial a f tenemos:

df (x,y,2)= fdx+af fdz llamada diferencial total
oy 6

df(&m){%_,% l) (d,dy, dz)

—5

= (M,N,P)(dx,dy.dz) pues Vi=F,
df(x,y,z)= Mdx + Ndy + Pdz| forma diferencial exacta
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Luego:

[df (x.7.2)=[ Mdx+ Nay + Pdz= £ (x,y,2) = f(B)~ f (4)

~_ "

Forma diferencial exacta

PROBLEMA: Demuestre que las formas diferenciales en las integrales

siguientes son exactas y calcule el respectivo valor de cada integral
(2,3,-6)
1) '.‘(0,0’0) 2xdx + 2ydy +2zdz

3,

5.0)
2) 112) yzdx + xzdy + xydz

(1,2,3)
3) ‘[(O’O’O)Zx‘yfdx +(x? - 22)dy - 2yzdz

Veamos (2):

F =(yz;xz;xy) = (M;N; P); Veamos si F es conservativo:
oM _oN oM _oP oN _op
o & & ox oz Oy

Z=z ; Y=y ; X=X

y basta conocer la funcidn potencial f tal que Vi=F (x,y,z).

19) 4 =
dx

J(xy;2) =xyz + g(y;2)

yz

(ntegrar parcialmente respecto a x)

2% A =Xz
Oy
39 % =xy

Jxy2)=xyz+g(y:2)
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of
Ahora por (2) —=xz
oy
og og
xz+=2=xz=>-2=2=0 = gly,z)=hlz
B Y g( ) ()

Ahora:

Asimismo por (3}

?-f-zxy:>xy+h’(z)=xy = h’(z)=0:>h(z)=k;k: cte. real

oz

Finalmente: f(x, v, z) =xyz+k

(3,5,0)
de+Ndy+sz=f(x,y,zj =0-2=-2

(1,1,2)
3.7.4 TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO

1) Flujo — Divergencia

J-(s,s,o)

(1,1,2)

2) Circulacién antihoraria — Rotacional

Llegamos ahora a un teorema que puede usarse para describir la relacién entre
la manera en que un fiuide incompresible circula a lo largo o a través de la
frontera de una regién plana y la manera en que se mueve dentro de la regién.
La conexidon entre el comportamiento del fluido en su frontera y su
comportamiento interno se hace posible por las nociones de divergencia y
rotacional. La divergencia del campo de ve[ocidades de un fluido mide la razén
a la que este entra o sale de la regiébn plana en cuaiquier punto dado. El
rotacional mide la razon de rotacion del fluido en cada punto.(Thomas y
Finney,1999,p.1084)

DENSIDAD DE FLUJO EN UN PUNTO:DIVERGENCIA

Definicion.- Sea }_*:(x y):(M (%.¥):N(x, )} un campo vectorial continuo en
una regién D del planc tal que M y N tengan primeras derivadas parciales
continuas en D .Definimos la Divergencia (densidad de flujo) en el punto (x,y)
de la regi6n a la cantidad mediante : 4, 7 - M _ 3N

x Sy
(Thomas y Finney,1999,p.1085)



INTERPRETACION FiSICA

Asumamos que F(x,y)=(M,N) es el campo de velocidades de un fluido que

actla en una regién plana
Entra al Sale del
sistema

sistema

- -
div F(x,,y,)>0 div F(x,,»,)<0
Fig.N° Il1.11 Interpretacion fisica de la divergencia.

DENSIDAD DE LA CIRCULACION EN UN PUNTO: EL ROTACIONAL

Definicién: Sea F(x,y)=(M(x,y} N{x,y)) un campo vectorial continuo en una

regiéon del plano D tal que M y N tengan primeras derivadas parciales

—
continuas en D. Definimos el rotacional de F' en un punto de la regién como:

> _on _sm (Thomasy Finney,1999,p.1087)
dx

rot F
dy

o
Interpretacion fisica: Asumamos que F(x,y)=(M,N) sea el campo de

velocidades de un fluido que actda en una regién plana.

rot;‘(}{))>0

Fig.N° 1112 Interpretacion fisica del operador rotacional.

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO
(Flujo — Divergencia)

Sea F(x,y)=(M(x, ¥} N{x,y)) un campo de velocidades de un fluido tal que My
N y sus primeras derivadas parciales continuas en una regiéon D que contenga
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. -3
a Ry a su frontera sea C,se concluye que el flujo de F hacia el exterior de la

-
curva cerrada C coincide con la integral doble de la divergencia del campo F
sobre |la region acotada R, es decir:

Flujo de F a través de C = { Mdy - Ndx = div F dd
C R

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO |
(Circulacién Antihoraria — Rotacional)

—> .
Sea F(x,y)=(M(x,y), N(x,y)) un campo de velocidades de un fluido tal que
My Ny sus primeras derivadas parciales sean continuas en una regi()n D que

contenga a la regiéon R yasu frontera C. La circulacion ant|horaraa de F alo

largo de C es igual a la mtegral doble del rotacnonal de F sobre la region R;
osea:

. -
Circulacion antihoraria= § Mdsx + Ndy = j [rot Fda

PROBLEMA:
Use el teorema de Green para encontrar la cwculacnon antihoraria y el flujo

hacia el exterior (flujo a traves de C) para el campo

Fx;y)= (arctan( ] In(x* + y*)), siendo C la frontera de la region definida por

las desigualdades en coordenadas polares: 1<r<2; 0<6<n.

Solucidn:

Fig.N° 11l.13 Grafica en el plano XY de la regién en coordenadas polares.

1°) Circulacion Antihoraria:

rot F =£C—(N)—%(M)

)

I}

X

2x 1 _8_(1)
2 2 2
xi+y 1+[y) v\ x

88



_ 2x B x2 (l]= 2x—x_ X
x% 4+ y? x2+y2.x x2+y?2 x*+4y?

Girculacion Antihoraria = § Mdx + Ny

Cos 6
—.Ux.;.y _Iao.[zrozs rardg

= j Cosbdrd® <[ Cosfd6 = Sen8|;=0

Por otro lado

divF=2 1+ 2N

)2
+(y]2dx x;) x*+y* x*+y*\ x? X2+ y?
X

Flujo hacia el exterior de C = §Mdy Ndx = .”‘ J‘ JZ rSent

x? +y
= j Sen6drd® = j Sen6df = Cosh| = -(-1-1)=2
0 41 0 - 0

REITERANDO EL PROPOSITO DEL TEOREMA DE GREEN

F(x,y)= (M, y\NGr, )

Fig.N° lll.14 Grafica de como actta F en la frontera C.

- o -
=T.k
Flujo — Divergencia

- -
Flujo de F hacia el exterior de C= § Mdy — Ndx = I divF .dA
' c R

(Flujo a travas da “C")

rdrd@ -
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Circulacion ~ Rotacional

Circulacion Antihoraria = fde + Ndy = ” rot F.dA
C R

REGIONES SIMPLEMENTE Y MULTIPLEMENTE CONEXAS

A)REGION SIMPLEMENTE CONEXA

Es aquella region plana gue no tiene agujeros.

(‘:\ Frontera
deR

Fig. N° 1lII.15 Grafica de una region simplemente conexa.

BJREGION MULTIPLEMENTE CONEXA

Es aquella regién plana que tiene uno 0 mas agujeros.

vvvvv
........
...........
............
‘‘‘‘‘

Frontera de R = CpuCs

G,

Fig. N° lIl.16 Graficas de regiones multiplemente conexa.

Frontera de R = CiuCruCauCy

CONVENCION DEL RECORRIDO DE LA FRONTERA DE UNA REGION
MULTIPLEMENTE CONEXA
La convencion es la siguiente:

“Si consideramos un observador que recorre la frontera de una regién
muitiplemente conexa, siempre debe tener la regidén R a su izquierda”.
(Thomas y Finney,1999,p.1092)

PROBLEMA: Verifique la forma del teorema de Green:

Circulacion — rotacional, sobre el anillo R: h*<x?+y?<1 siendo 0<h<1, donde:
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M N

Fley)- (x +yy ¥ jfy }

Solucion:

Circulacién = _f Mdx + Ndy = I f rot;‘ dA
% R

= ¢ Mds+ Ny + § Mads + Ny = [[ rot F A
[ C, R

Veamos primerd la integral de linea:
G :;:(9)= (Cos8,Sen);, 0<6<2n
C, : a{6) = (hCos6,~hSend), 0<8<2n
X Y X y
;(9) =(Cos6; Send); 2(9) =(hCos0;—hSend);

.[ Z_yde+ 2x d +J‘ 2_ Cix+ 2x Zah}
& X2ty X2+ y? , X+ Y? xI+y

Cost 1n hSené’ hCosEl

(- Sen8)do + (- hSenB)do + (- hCos@)ad

f" ~ Sené Cosfdf+["

- f” 40+ j (Sen6 + Cos20)d =27 ~ 27 =0

Por otro lado rot 17“ ‘%N - aﬂ

ay
el )
ox\x2+y*) ovix*+)?

_ 4y -x(2x) 27437~ y(2y)
x2 + y2 x2 + y2

2
=0

_ Yo xtt -y

x2+ y?

= Hrot}?’dA =HOdA =0 (Lgqd).
R R

Ejemplo: Verifique el ‘tedrema de Green evaluando ambos lados de las

ecuaciones para obtener el concepto de FIujo-Divergancié y para el campa
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F = (- x2y; xy ?). Considere que los dominio de integracion es el disco R: x*+y?

< a?;y su circulo frontera C: r = (a cos t)i+(a sen t)j, 0 <t <2z asimismo

Solucién:
Verificacién del Teorema de Green:
, M N
_)
F =(-x*y;xy?)
-
C:r(t)= (aCost; aSent)
X y
0<t<2nm
Flujo-Divergencia: Flo hacia el exterior =  {Mdy- Ndx=
C

2
J _ﬁ — a*Cos*t.aSent.aCosdt —aCosta*Sen*t(— aSent )dt

= J'OM (a4Cos3Sent - aTén“’tCost)dt

Por otro lado: Divf‘ = %xﬂ/:[--f-?u][

oy
= -2xy+2xy=0

My - Netx =[[ div F A
=FIlujo hacia el exterior= ¢ R
= [Joda=0

R

PROBLEMA: Use el teorema de Green para encontrar la circulacién antihoraria

-
y el flujo hacia el exterior para el campo F = (x2+ yixi+ y2) y la curva C.

C = CiruCruCs
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Circulacion Antihoraria= :E Mdx+ Ndy = ”rotF
c R
= O = 3 =
¢’ 1" R
0<x<3 0<y<3 0<x<3
Circulacion Antihoraria = j Modx + Ndy + I de + Ndy + I Mdx + Ndy

_:.' +I 9+y)dy+I (2x2)dx + (2x2)dx

2[3 3
Circulacién = 3‘5 + (9 v+ % ) "(ax2)x
0

= 9+(27+9)+ 40

3

=18+27+§(0—27)29

Rotacional:
_.)
rtF-@—d—M—%c—Zy 2(x~y)
dc dy

-2jj(x—y)dA_2j L (x - y)dvdx
—2j [(xy—ﬁﬂdx 2[ (x ~~—)dx jxdx 5

ME

=9 Lqqd.
0

CALCULO DE AREAS CON EL TEOREMA DE GREEN

Asi: {(dy - yd)= [[div F dd = [[2d4 = 2[[da =2drea(R)
C R R R

Se verifica usando la version Flujo — Divergencia
%

§ Mdy — Ndx

/

{ Mdx + Ndy



Area(R)= % j; (xdy - ydx)
c

PROBLEMA: Haliar el area de la elipse C:x¥/a? + y?/b?=1

Solucioén:

C: :(r) = (aCost;bSent) ; 0<i<2m—> Area de R = ; § (xdy - ydx)
c

= %E{: aCost(bCost )dt — bSent(— aSent )dt = -;—I:; (abCos’ + abSen’t)dt = wab

PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Evalle §(1+ tan x)dx + (x2 + e donde C es la frontera con orientacién
Y ,

positiva de la regidn limitada por la curva y = J;C ylasrectasx=1, y=0.

2) Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas
F(x,y,z)=—zsen(xz)i—ze’" j —(xsen(xz) + ye“)k

sobre una particula que se mueve desde (1;0,0) en sentido antihorario (vista

desde arriba) a lo largo del arco de circunferencia x2 + y? = 1, luego por el

segmento recto que va de (0,1,0) a (1,0,4).

3)Sean B y F, puntos a distancias d,yd, del origen. Calcular el trabajo

realizado por el campo gravitatorio Fxivi2) = —Gm M xi+ i+ 253 (GmM

(x¥+ yr 4 2%y

constantes) al mover una particulade £ a A.

2
2

A2
4)Calcular §[80€ - sz dx + {909 2+ x] dy ; alrededor de la curva
C

cerrada C:x* +1y* =2y =0,
5) Evalle {a integral de Linea g(:(cos y+ ycos x) dx+ (senx - xseny)dy + (xyz) dz;alo
C

' largo del triangulo de vértices (4,0;2), (0,0;2) y (0;2;0),recorrido en sentido antihorario
visto desde arriba.
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CAPITULO IV: AREA DE SUPERFICIE E INTEGRAL DE

SUPERFICIE.
4.1 DEFINICION DEL AREA DE SUPERFICIE

Sea la superficie S situada arriba de su regién sombra R, la cual esta contenida
en un plano debajo de S. La superficie esta definida por ecuacién f(x;y;z)=c.
Si la superficie es suave (Vf es continua y nunca se anula sobre S) podemos

definir y calcular su area como una integral doble sobre R.
El primer paso para definir el area de S es subdividir la regién R en rectangulos

pequefios A4, como los que usariamos si fuésemos a definir una integral sobre
R. Directamente arriba de cada A4, ,se encuentra una porcién de superficie
Ao, que podemos aproximar por una porcion AF, del plano tangente.
Especificamente, supongamos que AP, es una porcidon de plano que es
tangente a ia superficie en el punto 7,(x,;y,;z,) directamente arriba de la
esquina posterior C,de A4, .Si el plano tangente es paralelo a a R, entonces
AP, sera congruente con A4, .De otra manera sera un paralelogramo cuya area
es algo mayor que el area de A4,. Asimismo considere el vector gradiente
Vf(x,;y.:2) en T, asi como un vector unitario p que es normal a R.
También sea el angulo 7, entre V/ y p.Los otros vectores en la figura,
u,yv,se encuentran a lo largo de los bordes de la porcion AP, en el plano

tangente. Asi », xv, y Vf son normales al plano tangente .

Ahora necesitamos el hecho de la geometria vectorial avanzada de que

I(u* xv, )-fp es el area de la proyeccidon del paralelogramo determinado por u,y
v, sobre cualquier plano cuya normal es p.En nuestro caso ,esto se traduce

en el enunciado

.(“k ka)'P = A4,
Ahora |ukka| es el area de AP (hecho estandar acerca de los productos

cruz),por qgue la ecuaciéon anterior se convierte en



o, x v, | I;‘ ‘cos(angulo entre u, xv, y ;‘ =AA

Igual queleos y; | porgue
Y ¥ wxv, son ambos
normales af plano tan gente

Ad,

0 APjcosy,|=A4, 0 AP, =—Ft_
lcos 7]

siempre que cosy, #0.Tendremos cosy, #0 siempre y cuando Vf no sea

paralela al plano basey Vf+p=0.
Como las porciones AP, aproximan las porciones superficiales Ao, que juntas

forman S ,la suma

> Ao, =) A

lcos |

Se ve como una aproximacién de o que nos gustaria llamar area de superficie
de S. También se ve que la aproximacién podria mejorar si refinamos la
subdivisiéon de R .De hecho las sumas en el lado derecho de la Gltima ecuacion
son sumas aproximadas para ala integral doble

f] 1
R tCOS}’|
Por lo tanto, definimos el area de S como el valor de esa integral siempre que

ella exista.
Formula practica: Para cualquier superficie f(x;y;z)=k , tenemos

_ vl
[cosy]  vy+p|

(Thomas y Finney,1999,p.1096)

‘Vf-; = ||Vf|| “Ei”cos y| —>

4.2 SUPERFICIES SUAVES

Consideremos la superficie S dada por f(x,y,z)=c . En ese sentido, diremos

que S es una superficie suave si se cumple:

NV = (@( g af] es continua en los puntos de S.
74

2) v/ =(0;0;0), para todo punto de S.
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4.3 FORMULA PARA EL AREA DE UNA SUPERFICIE
Definimos el area de una superficie suave S:f(x,y,z)=c ,mediante:

Area(S)zH”Lf_l"—dA
R|Vf.p|

N
Donde p es un vector normal unitario a la regién R que se le denomina region

“sombra” que proyecta S, considerando que V/f' ; #0.
Ejemplo1:
Hallar el 4rea de la superficie cortada del fondo del paraboloidex’ +3y* -z =0,

por el plano z=4.

Solucion:
o V. plano z=4
7 z=x"+)’
=74 p=k=(0,0,1)

e
f(x, ¥, z) =0
;=(0,0,1)

Vf =(2x;2y;-1) =l Vf [l= y4x* +4y7 +1

R: x?+y*<4

Area (S) = J‘J‘\f4(x7;_};;)|+ld4 - [[VAGE T iad= [ [ i yrards

= %(m/ﬁ—l}ﬁ

Ejemplo 2: Hallar el area del casquete cortado del hemisferio x*+y*+z?=2; z>0,

por el cilindro x*+y?*=1




Solucion:

x4+ y2+z2=2
e

f(x,y,z)-—-c

R:x?+y? <1

Vf =(2x;2y;2z)
= Vf.p=2z
Asimismo: ||Vf]|=”(2x;2y;22)“ = 2x*+y2+20 =22
dA dA
Area(S —dA 2= =2 |l ——
N R

= ’\/5!:”.‘.;:/‘51_{5—2 = 275(2—'\/5)‘[12

4.4 INTEGRAL DE SUPERFICIE PARA FUNCIONES REALES DE TRES
VARIABLES
Si R es la regién sombra de una superficie S definida por la ecuacion f(x;y,z)=c

y g es una funcion continua en los puntos de S, entonces la integral de g sobre
S es la integral:

Integral de g sobre S = ngy,z) ” f” ———dA = H do
Vil S

Donde p es un vector normal unitarica Ry Vfep =0

Asimismo do = dS ;pes la diferencial de superficie y esta dado por:
do=dS = Md/i
|V/.p|

Propiedades:

1) Sean g y h dos funciones continuas sobre S entonces:

[[(gth)do =[ gdo [ hdo ©
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H(g(x 1Y R BAZA YR

|prl
ngJ’s || V7l dAi_Uh(x oz )|| VAL 44
|VfPl R |VfP|

2) Si la superficie S se subdivide por medio de curvas suaves en un numero
finito de porciones suaves no traslapadas (es decir, si S es suave por
- pedazos)

S = §1US2LS3LL. . USH —
”gdcr =Hgda+ﬂgda+...+”gda
s 5, s, 5,

Ejemplo:
Integre el campo escalar g(x,y,z) = xyz ; sobre la superficie del cubo cortado
del primer octante por los planos x=1, y =1, z=1.

Solucidn:

Z

0,1,1) _S4
Ss

\A T

82

Sa

x &00) 4 (LY
Se

Fig. N° IV.2 Grafica de la superficie del cubo .

Suz=1= do-=%dydx
Sax=1= dcr=idzdy

Sa:y=1:>dcr=%dzdx

S4:x=0;85y=0;Ss:z=0
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= J;J.gda = Hgdcr + Hgdd + ggdc + dicr + _b[;[gda + ‘dia

A} 52

= LO -E=1 xydydx + LO £=0 yvzdydz + Jlo _[j ngdzdx +_” 0do +_[ _[ 0do +” Odo
Sy S5 S

HOd0'=l+l+l+0+O+0:§
T T4 4 4 4

Ejemplo: Hallar el area de la porcion del plano y+2z=2, dentro del cilindro
x2+y2=1

Solucion:

\‘ | Cilindro: x2+y3=1

Fig. N° IV.3 Grafica de la superficie plana dentro del cilindro.

Area (S)= H do (forma abreviada)
5

= || UYL 44 (forma detallada)

IVf.p|

R: x2+y%< 1
B B B
_LJ.TdA_TJ;IdA—7 area(R) = 5 H

Ejemplo: Hallar el area de la porcién del cono z =2./x2+ y? |, entre los

planos z=2; z=6 .
Solucion:

z=2./x2+y%: (cono)Cuando z=2= 2,/x2+y* > x2+*=1
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Cuando 2=6=2x*+)* > x*+)*=9

2 2
1|Vf||=J;4x PSS

2+y2 x2+y2

Asimismo: 2/x*+)y?—-z=0
S

f(x,y,z)zO
=>Vf=[ 2x 2y _“1]—>Vf._l;=—1—>da=MdA=—\§—dA=\/§dA
'\/xz_*_ y? ’ \/x2+ El ‘Vf-k |—1'

.. Area(S) = ”da =Hx/§dA = J/Sdrea(R)= -/5(87)=8/57

ORIENTACI(')N DE UNA SUPERFICIE
Llamamos a una superficie suave S, orientable, si es posible definir un campo

» de vectores normales unitarios sobre S que varie continuamente con la

posicién. Una vez que , ha sido escogido, afirmamos que hemos dado

orientacion a la superficie S y denominamos a S ¢on su campo normai » una
superficie con su orientacion , . Las superficies suaves(o suaves a trozos)
cerradas en el espacio (superficies que encierran sélidos)son orientables. Se
hace la convencion que > sobre tal superficie cerrada sefiale hacia
afuera.(Larson et al.,2006,p.1113).

i

En otros casos:

fFig. N° IV.4 Grafica de distintas orientaciones de superficle.
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Por lo general dada una superficie S:f(x;y;z)=c ,la orientacion la dara cualquiera

de los dos vectores unitarios:;;:i_____vf (x; :2)
IV (x5 332)|

tratado considera la orientacién hacia afuera o hacia adentro de la superficie.

45 LA INTEGRAL DE SUPERFICIE PARA CAMPOS VECTORIALES.
INTEGRAL DE SUPERFICIE PARA EL FLUJO

Considere que 7(x,y,z)= (v ;~;p) tiene a M, N y P continuas sobre una

dependiendo si el problema

superficie S que ya cuenta con una oroentacion ; , que es el vector normal
unitario escogido sobre la superficie.
Denominamos a la integral de 7 ., sobre S, el flujo a través de S en la

direccion positiva escogida lo que se representa como:

(Thomas y Finney,1999,p.1101)

Fendo

Flujpatravés de S = I I

Si F(x,y,_z)=(M;N;P) es el campo de velocidades de un flujo de fluidos

tridimensional, el flujo de 7 a través de S es la razén neta a la que el fluido
cruza S, en la direccion positiva escogida. (Thomas y Finney,1998,p.1101).
Como generalmente S:f(x,y,z) = ¢ ;la orientacion estara dada por uno de los

dos vectores , = + v/ ; también hay casos especiales.
IV

Ejempio:Hallar el flujo de F?:(O; yz;z%), hacia el exterior a través de la

superficie S cortada del cilindro y?>+z?=1; z>0 por los plénos x=0, x=1.

Solucidn:
.y z A —
F=(M,N,P) F
(Participan en
Campo Vectorial ~* todo punto d
nsy
oyt
©LH Y

Fig. N° IV.5 Grafica de !a superficie cilindrica y su orientacion.
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Vf = (0;2y; 22)

— Vf - 2(03ysz) Z(O,y,Z)
VAl 2y*+2
e ——

1

x|

Fon= (0,2,22)(0; y;2)
=y2z+z3 = z(y*+z3) =z

do =MV gy 2 gq -
|Vf.pl 2z z

donde || Vf !t (0;2y;22)|!

=201(0,5,2) = 2./y*+ 2% =2

Ademas:
Ve :t; = (O;Zy;22)0 (0;0;1)= 2z
Finalmente: Flujo atravesde S = HF.n.do- = sz‘lé = HdA
s R < R

=area (R)=2
PARAMETRIZANDO:
X=x
y=cosé - r(x;0) = (x; cos #; senb)
z = send
0<0<miO<x<l
Fr= (1;0; 0);;{; =(0;—send;cos )
i j k
h':i(;x'xa): 1 0 0 |=%(0;—cos8;—send)
0 ~send cosd
Pero elegimos el signo menos para dar la oriehtacién pedida
n = (0;cos&; send)
Verfificando

0=0,x=0>n=
=" x=0>n=k
f=n,x=0>n=—]
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Finaimente:

O ey H

1

I(O; cosBsend; sen29) *(0;cos8; senfl }dxdd
Flujo a través de la superficie="° ] o
f (cos® Osend + sen’ @)dxdl = J' j senBdxdf =2
0 0o

Il
S oy, ¥

4.5.1 PROPIEDADES:

- - -
1) Sean F y G los campos vectoriales continuos en S: f(x,y,z)=c ; y sea »n la
orientacion elegida para S entonces:

- S>3\ - = - -
H(Fi G}ndd = |[F.ndo £ [[G.ndo
h S S
2)Si 5=81US2083u...USh ,es una superficie suave a trozos, entonces:

([F.ndo = [[F.mdo, +...+ [[F.nwdo,
$ 5 Sp

Problema: Hallar el flujo del campo F'=(-1;2;3) a través de S: superficie

-

rectangular z=0, 0=x<2 0<y<3, donde » = k (orientacion elegida o direccion).

Solucién:

F.n=(-1,2:3).(0,0,1)=3
- -
= Flujo de F atravésde S = ”F.ndo
s .
= 3[[do =34rea (S) =3 4rea (R) = 3(6) = 18
§

VA,
|Vf.pi

Resumen: S:. f(x;y;z)=c; do =

_)
donde p normal unitario a la regién sombra R.

Area(S) = =ﬂda=jjﬂl—|dA
J R|Vf.p|

-

Integral de g sobre S = ”ng'= J‘jg(x,y,z)—dnvf” 4
s £ VPl
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4.5.2 PARAMETRIZACION DE SUPERFICIES
Sea _r)(u,v) = (f (u,v);g (u,V);(u,v))

Una funcién vectorial continua definida sobre una region®® en el plano UV y

uno a uno sobre el interior de K.

Llamamos el rango de ?(u,v) la superficie S definida o trazada por  (x,v). asi
pues ?(u,v)= (f(u,v); g (u,v);h(u,v)) junto con el dominio R constituyen una
parametrizacion de la superficie S.(Thomas y Finney,1999,p.1106)

Definicién.- Sea S una superficie parametrizada por:
:(u,v): (f(u,v), g(u,v) ilu,v)); donde R: a<us<b; c<v<d

(Llamado dominio de parametros)
Diremos que S es suave si:

1 :u—(af % ah), ?vz[ia_gﬁll] son continuas en R
Bu’ Bu’ Bu ov ' av '’ v

- - '
2ruxry # (0,0,0) ,para todo punto (u,v) € R.(Thomas y Finney,1999,p.1106)
Ejemplo1:Hallar una parametrizacién de la porcidn del cono:

=./x*+y*; 0<z<1

Solucion:

/;///4-’
///?// 7

Fig. N° IV.6 Grafica de la porcion de cono limitado por un piano.
x =rCosf

Coordenadas Cilindricas < y = rSen8

=2z
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x =rCos8|

Al usarlo y =rSent O<rsl
0<0<2rm
z=r
:(r,B) = (rCos0,rSend,r) donde 0Q<r<1 ; 0<6<2n
Ejemplo2: Hallar una parametrizacién de la esfera x*+y*+z*=a2.
Solucién:
x= QS'en¢Cost9
Coordenadas esféricas < y = pSengSen&
z = pCos@
Al usarlo:
x = aSengCos¢
y = aSen@Send
z =aCos6
0<0<2n ; 0<d<n

N .
r(,0)= (aSenquCosG;aSenqx’Sen@;aCosGﬁ) ; 0<6<27, O<¢<n
PARAMETRIZACION DE SUPERFICIES (Resumen)

7

.

f(u,v).2(u,v).h(u,v)

.

y
R: se llama dominio de parametros.
' Fig. N° iV.7 Grafica del proceso de parametrizacion de una superficie.

S sera suave si:

- -

1)} r. yr, sean continuas en R

5> o
2) ryxry #(0,0,0)en todo punto de R.
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Ejemplo 3:Hallar una parametrizacién del cilindro x*+(y-3)* = 9; 0<z<5

Solucién:

X"

Fig. N° IV.8 Grafica del proceso de parametrizacién del cilindro

x =rCosf
Coordenadas Cilindricas < y = rSen@

Z=2Z

Cilindro: X2+(y-3)*=9
X2+y2-By+9=8
x2+y? = By 0<0<n

r2 =6rSend = r="68en9

S: ;(9,2) = (6SenfCos8,6SenéSend, z)

Donde 0<6<n : O<z<h

4.5.3 AREA DE SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

Sea S una superficie suave parametrizada por ?,(u,v)= (f(w,v), g(,v). A, v))

con dominio de parametros: asu<b; c<v<d. El area de S esta dada por:

Area ()= ['[*| . x 7, | dv.du (Thomas y Finney,1999,p.1108)

dv.du
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Donde llamamos diferencial de superficie (parametrizada) a ;,, -




Ejemplo: Hallar el area de la porcion de superficie y+2z=2, dentro del cilindro

. x2+y2=1

Fig. N° IV.9 Grafica de la parametrizacion de la porcion del plano dentro det cilindro

S esta contenida en el plano: y+2z=2

x =rCos6
Coord. Cilindricas < y = rSen6
Z2=2Z |
Al reemplazar en la ecuacion del plano:
rSend+2z=2
2 —rSenf -1- rSen@
2 2

rSen® ]

=2z=2-rSeng—-»> z=

Luego: ;:(6’,1‘) = (rCos 8,rSend,l —

0<B<2n : O<r<t

- rCosﬂ} ; ;’r - [Cosé’, Send,

—

re = (—— rSen®,rCos8,

—Senﬁj

= i 7 i
gx;,-= — rSen 6 rCos @ _rCos i

_ Sen 2]
2

Cos 6 Sen &
= _;(__ ! CosO.Send + %SenﬁCos@] = — ;(—;— Sen?6 +—;—C0320] = (O;—;— ;—r]

2
- - 2 2
:bllraxrrllz.\/%-+r2= 5%212_5_}‘




1

7 zp2

Finalmente: Area(S) = £r rr.dr.dé' = ﬁ e pre e
5 Jp=03r=0 2 0 2} 2

454 INTEGRAL DE UNA FRVV _SOBRE UNA SUPERFICIE

PARAMETRIZADA

2

b‘ V donde:
P ()= (v} g v} A, v))

Fig. N° IV.10 Grafica del proceso de integral de superficie para campo escalar.
b d -3 -+
Integral de g sobre S = ”ng'= I I g(f(u,v),g(u,v),h(u,v))|| rexry | dvdu
§ \ — /
r{u.r)

4.5.5 INTEGRAL DE UN CAMPO VECTORIAL TRIDIMENSIONAL SOBRE
UNA SUPERFICIE PARAMETRIZADA

V 4

i L'f

) /‘(u,v) = (1, v), g(u,v), h(u,v))

Fig. N° V.11 Grafica del proceso de integral de superficie para campos vectoriales.

—’
El campo de vectores normales unitario n de la superficie parametrizada S,

mediante r (u,v) = (£ (u, v} gu, v} hlu, v))es: p ruxr. donde:asusb; csred

| 7wxrol



Comentario: La manera de tomar # dependera dé la condicion del
problema (generalmente el flujo sera hacia afuera).
FLUJO A TRAVES DE UNA SUPERFICIE

Sea F(x,y,z)=(M,N,P) un campo vectorial continuo en los puntos de una
superficie suave S parametrizada por r(u,v)=(f(u,v)g(u,v).h(u,v)) donde

a<usb, c<v<d; orientada segtin el campo de vectores normales unitario ».El

flujo a través de S esta dado por: Flujo de F atravésde S = ”E‘.;da
S,

- —

= I:Ld}[:(uaﬂj'%llﬁ xroldvdu =] [ F [? (u,v)].[;’,, x:v)d,,du

| rexryll

. .
EJEMPLO: Determine el flujo de F' = (yz;x;-z2) hacia el exterior a través del

cilindro parabélico y=x*; 0<x<1;0<z<4 .

(O;O; 41 ' —a cilindro

y = x?

Solucion:

1l

Fig. N° IV.12 Gréfica del proceso de integral de superficie para 7z — Gz :x:-z27)
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Parametrizacién de la parabola: Za(x)= (x, x2)

;(x,z):(x;xz;z}, 0<x<1;0<z<4
- -
rx =(1,2x,0) r. =(0,0,1)
"
=rexr:=|1 2x 0= i(2x)-j(1)+4(0)=(2x-10)
0 0 1
;e rexrs _(2x;-1,0)
- > - 2
[rexr,| YA+
Pruebacon: x=1 ,z=4
. et
- ;:(2;—1;0)

NG

- - -
Flujode F atravésde S = HF.ndo-

(2x,-1,0)
F «/4 2 4 1dzdx
= x=0 Jz=0 [f‘( J ‘/4x2+ da- s z

do=|rexr:| dzdx
=/4x? + ldzdx

F(?(x,z J: (x22; x;-27) = ?(?(x, z-)].(2x,—l',0)

=(x2z;x;-22).(2x;-1,0) =2x°z - x

.J‘L !i (2x3z——x)dzdx=j‘(xszz—xz)’:dx
. Flyjo deF a traves de S = 1 ¢
= [(16x —4x)dx =(4x* -2+ )| =2
0
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Sixt-y=0 ; ne@5LO

[ 2
Fixiyiz) Véx©+1

el exterior de S, por ejemplo verificar en los puntos (0;0;0), (0;0;4), (1;1,4), (1;10)

pues V/ =(2x;~1;0) se verifica que » apunta hacia

Asimismo [a region sombra es la region rectangular R:0<y<1;0<z<4.y el

vector p=7, asl pues
> =T, . (2x;-1;0) Vax® +1
Flujo de F' a través de S=_LJ.F-nd0'—g(yz,x,—zz)o Jaxl+1  2x “
=2
4.6 TEOREMA DE STOKES

Ei Teorema de Sir Gabriel Stokes tiene por finalidad la igualdad entre una

integral sobre una superficie orientada S ;cuya orientacién sea el campo de

vectores normales unitario N ; y una integral de linea a lo largo de una curva
cerrada C en el espacio , que viene a ser la frontera o el borde de S .
La direccién positiva a lo largo de C es la direccion en sentido contrario a las

manecillas del reloj con respecto al vector normal N .Es decir,si se imagina que
se toma el vector normal N con la mano derecha, con el dedo pulgar apuntando
en la direccion de N , los demas dedos apuntaran en la direccion postiva de C
.(Larson et al.,2006,p.1128)

Definicion: Sea I?(x;y;z) =(M;N;P) un campo vectorial continuo en una

region U del espacio tal que sus componentes M, N y P tengan primeras

derivadas parciales continua en la regiéon R.

Fig. N° {V.13 Grafica del procese de como actia el campo y [a orientacién.
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Definimos el rotacional del campo £ en el punto (xo,y0,Z0) cOmo:

- -
rot F(xy, v4»2, )= VX F(xy, ¥, 2, )(Thomas y Finney,1999,p.1114)

- -
engeneral: | rot F=VxF |............... (M

donde: V 2(_6‘_,32}
&x dy

Detallando (*)

T3 3 -r(ap aN,] -:(ap 6M) -*[GN aM]

) =i| ———=1-j| e |t k| ————
ror ko= |2 2. 2 oy 0Oz ox Oz ox oy

ax oy dz

M N P

Propiedad: F(x, y, z) es conservativo en U si y solo si rot F =0 =(0,0,0) en U.
Observacion: Consideremos la superficie orientada | S:f(x,y,z)=c; cuya

orientacion sea dada por:

TEOREMA DE STOKES(Enunciado) |
La circulaciori de un campo ¢ (x.y,:)- (v . v, p) alrededor de la frontera C ,de

una superficie orientada S ,en sentido antihorario respecto al campo N

normal unitario a la superficie ; es igual a la integral de la componente normai

—>
del rotacional del campo F' sobre la superficie S; es decir.

CIRCULACION ANTIHORARIA = 4) Fdr= ” rot Fe Ndo
e 5

= $Md + Nty + Pdz =[] ror > 4o (Integral rotacional)
¢ §

Ejemplo: Evalle el teorema de Stokes para el hemisferio S:x*+y*+22=9; 220 su

frontera C:x2+y2-—j9, z=0y el campo F =‘( yi=x;0). |
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Solucion

.{0;0;3)

<

- —
rot F=VxF

_

Fig. N° IV.14 Gréfica de la superficie para aplicar el teorema de Stokes

ik
Z[9 8 B T (0-0)- H0-0)+ k(=1-1)= (0.0~
% 2 az'_'“(o 0)- j(0-0)+k(-1-1)=(0,0,-2)
y -x 0

1)Circulacion Antihoraria

E‘ =(y;-x;0) - C ::(t)= (3Cost;3Sent;0), Ost<2n
P

dr=r{f)dt —dr=(-3Sent3Cost0)dt - F‘( ¢ j = (3Sent;~3Cost0)

Circulacion Antihoraria= cf)I_} dr= _f:; (—9Sen?t —~9Cos?t)dt =187

1)Integral Rotacional

rot F = (0,0,-2) P=(0,0)
S: x? j(f:: 2=9=Vf= (2x,2y,22) > || Vf |I= 2\- [x2+y*+22=2(3)=6

>_Vf _(2%.2y,22)
VA 6

= ;z}j(x,y,z)

rot]:: ; = (0,0,—2).%()5, y,z)=;§—(— 2z)= ———;—Z-z

do =AY 4g= 0 gq-3 4y

2
|Vf.p| £z
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= js [ rot F.ndo = j}![—%}@]m = -2 jRjdA — _2drea(R)

= -2(97)=-187 Lqqd.
Observacién: Note que si dos superficies orientada S1 y Sz diferentes tienen la

misma frontera C, entonces sus integrales rotacionales son iguales:

Sf)F odr —HrotFomdcr HrotFonz do

_,
@ : F ;;2

C: Frontera de §,
C: Frontera de S,
Fig. N° IV.15 Gréfica de dos superfi mes con la misma frontera

Definicién: Sea F(x, »,z)=(M;N;P) un campo vectorial continuo en una
region U del espacio tal que M,N,P tengan primeras derivadas parciales

-3
continuas en U. Definimos la divergencia del campo F' como:

d,.v;zv,;-z[i;i;,?@_}(ﬁ,,.w)= oM  ON P (Thomas y Finney, 1999 p.1123)
Ox Oy Oz &x By oz

Observacion: En el Teorema de Green

G By

div?’ >0 (Fuente) divF <0 (sumidero)

Fig. N° IV.18 Gréafica de la interpretacién de la divergencia en el espacio.
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En el espacio:

7

. //’”’/

Fig. N° IV.17 Gréfica del campo vectorial aplicado a una superficie cerrada.

4.7 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA(Enunciado)

La integral del campo vectorial f’(x, y,z)={(M,N,P), sobre la superficie S

cerrada y orientada en la direccién del vector normal unitario » hacia afuera de
S ,coincide con la integral triple del operador.div /', sobre la regién U,
encerrada por la superficie S. Es decir
Flujo hacia afuera = ﬂ FendS = J” VeFdV = Integral de divergencia ...(*)

8 L

Ejemplo: Evalte el Flujo hacia afuera y la integral de divergencia de la

ecuacion(*) para el campo F(x; y;z) = (x;y;z), sobre la esfera x’ +y2 +2% =4’
Solucién:
1)Flujo hacia afuera:

;_;,,’:(x,y,z)(x,y,z)
a

—— =

x2+yi+22 g?
—_— =
a

a

= Flujo hacia afuera = J‘J'}—;.;;da = ﬁada
§ S

= aJ;I do = adrea(S)= a(4ra?)=dna®
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2)integral de divergencia:
divF =VxF =%(x +%(y)+§(z) -3

= Integral de divergencia = _[ j _[3dv = 3_[” dv =3Vol(U)
v U

= 3(4/3za%) = 4ra®

4.8 APLICACION DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE:LEY DE GAUSS
En la teoria electromagnética el campo eléctrico debido a la carga q de un

punto localizado en el origen es

E(x;y:2) = 1 ¢ i _q x‘i'+y}'+zi;
Y ’;I 4re, o3

4re, 'rr
Donde ¢, es una constante fisica, r es el vector posicién del punto (x;3y;z) Y

p=irj=4yx*+y*+z* Enla expresion £= 2 9 F

ze,

El flujp de E hacia afuera a través de cualquier superficie cerrada S que
encierra al origen{y donde se aplica el teorema de la divergencia) también es

4 para ver porque basta imaginar una esfera grande So con centro en el
€

origen y que encierre a la superficie S. Puesto que

VeE=Ve—d F=_9 vor=0
4re, 4re,

Donde p >0 la integral V-E sobre la region D entre § S, es cero.Por el

teorema de la Divergencia {[[ Ewndo=0
Frontera
de [

Y el flujo de E a través de S alejandose del origen es igual al flujo de E a
través de S, alejandose del origen que es ¢ .Esta afirmacion llamada LEY DE

GAUSS también se aplica a distribuciones de carga més generales.(Thomas y
Finney,1999,p.1128).
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Ejemplos de aplicacién

1) Considere las dos cargas situadas en la Figura. ,E! flujo que atraviesa la
esfera es el mismo en ambas situaciones?;El campo eléctrico en el mismo

punto P es el mismo en ambas situaciones?

Fig. N° IV.18 Grafica del flujo vectorial en cada superficie.

Solucion:
Segun la Ley de Gauss,cuando tenemos una supeficie cerrada, el flujo

electrico solo depende de la carga encerrada en su interior

5 lu

&y
Como la carga encerrada en el interior de las dos esferas es la misma(s,c) en

ambos tendremos la misma magnitud de fiujo. Sin embargo, el campo eléctrico
si depende de los vectores de la distribucion de cargas por lo que sera distinto
en cada una de las situaciones _
2)Cierta distribucién de cargas que se encuentra en el interior de una esfera de
1m de radio, crea un campo eiéctrico, perpendicmar en todo momento a la
superficie de la esfera , que viene dada por

1000

r2

E=

Siendo r la distancia a que nos encontramos del centro de la esfera. Calcular la
carga que existe en el interior de la esfera, suponiendo que esta en el vacio.
Solucién: En la superficie de la esfera r=R; y el campo eléctrico es

1000

E= e

Aplicando el Teorema de Gauss a la superficie esférica:

¢=jE-dS:g

80
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1000

2

42 R = 40007 = £ 5 0 = 40007z,

&

$=E[dS=

0 = 40007.8,84.1072 =1,11.107C - 0 =0,114C

PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Hallar el area de la superficie correspondiente a la
porcién del cono z = 2,/x2+y2; entre los planos z=2,z=6.

2) Hallar el area de la porcién del paraboloide x=4-3y* - 2%, que se
encuentra arriba del anillo1<y’ +22 <4, en el planoc YZ.

3) integre la funcién  H(x,y,z)= x>/5- 4z, sobre el domo parabélico z
= 1-x2-y?, z2>0.

4) Evalie la integral de superficie [[(x+ y +z)dS, donde S es la superficie con
8

ecuaciones paramétricas: x =u?—-v4,y=u?+v,z=2uv,con D:u2+v?<4

5) Use la integral de superficie en el Teorema de Stokes para calcular la

circulacion del campo F= (2y:3x;-z%) alrededor de la curva C: El circulo
x2+y2=9, en el plano XY, en sentido antihorario visto desde arriba.

6) Evalle la siguiente integral de linea
95(2x2 +y* =2)de + 22 +2)dy +(2xF -y - 2H)dz;
C

a lo largo de la curva simple cerrada C que resuita de la interseccién del
elipsoide: 4x*+4y’+z°=4 ; y el plano: y+z=1; recorrida en sentidd
antihorario vista desde arriba.

7) Calcule el flujo de campo vectorial

F(x,y,z) = e i+ (2y + sen (xzz))j + (42 +4/x2+9y° )k

a través de la superficie cerrada que es frontera del sélido Q ubicado al interior
del cilindro: x* + y* =4 ; y al interior del elipsoide: 4x* +4)" +2° =64 .
8)Determine la integral del campo vectorial

F(x,y,z)z(xyz+xy)i+[_;_y2(1_z)+ex}j +(ex2+y2)k

a través.de la superficie S que es el"_'cascaron" del solido Q limitado por
el cilindro: x> +3*=4:ylos planos: z=y-4 : z=0.
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VI.APENDICES

Apéndice1: RELACION ENTRE LOS CAPiTULOStDESARROLLADOS Y LOS
TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO VECTORIAL :TEOREMA
DE GREEN, TEOREMA DE STOKES Y TEOREMA DE LA DIVERGENCIA.

Funciones reales de varias | | Campos Vectoriales

variables

+ . \ 2B

Integral Triple Integral Doble Integral Integral -

de ‘de

Linea Superficte |
Teorema Teorema
de Green de

Stokes

b
Teorema de la -
Divergencia :

Fuente: Elaboracién propia.
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Apéndice 2: CONTENIDO TEORICO DE LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES

Téorema Fundamental

£Qué relaciona?

- ¢Qué conceptos usa?

Formula

Teorema de Green

Una  integral de Linea
sobre una linea cerrada

C con una integral doble

antihoraria
versus Integral doble del
rotacional

Circulacién

Eﬁ.ﬁ.i‘"’ds = f j rot FdA
C D

sobre una regién 1 Flujo a través de una.
acotada D cuya borde es | curva  cerrade  versus {,F.;}ds;jj dl'VFdA
c Integral doble de t!a| D
' ] divergencia.
Tecrema de Stokes Una integral de Linea | Circulacién  antihoraria

sobre una curva cerrada

sobre una curva cerrada

€ con una integral de | C, versus Integral de #»F-TdS=HI’OI‘F-NdS
- superficie  sobre una | superficie sobre wuna | C s,
superficie s cuya | superficie orientada S
frontera es C. cuya frontera es'C.
Teorema de la 1 Una integral ‘de | Fiujo a través de una
Divergencia de Gauss. ‘superﬁcie( sobre una | superficie cerrada vy

superficie cerrada S con
unga integral 'Triple sobre
una

cuya frontera es §

region - U c R'

orientada S versus la
integral triple sobre una
regién U/ = R? cuya

frontera es S.

{p Fends = [[[divFay
$ U

Fuente. Elaboracién propia.
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VILANEXOS

Tabla 1 : Férmulas de operadores vectoriales para gradiente, divergencia, rotacional y

Laplaciano.

Cartesianas{x;y;z)

direcciones de crecimiento de
XY,2.

F:,Fy,Fz50n las componentes
escalares de F(x;y,z) en esas

i,J,k son vectores unitarios en las

Cilindricas (r:6;2)

U,, Uy, k son vectores unitarios en
las direcciones de crecimiento de.r,

e yz. F F, y F sonla

Esféricas (5.5.4)
w,,u, y u, SO0 vectores unitarios en
las direcciones de crecimiento de

p.éye

o F .F F_ son las componentes
direcciones. componentes escalares de p2s Y o
F(r;8;z) escalares de F (p;¢;68) enesas
direcciones.
Gradiente af = of -~ 8f - - 1of- o= - 18- 1 af—
Vf=——i+——j+24% =Ly +-L = V——u +—Lug +
f o oyt s vf P +r69u6+azk f 0 258" eeng 26"
Divergencia aF ' o 1_ e { s
Vep = 2F °F  BF, V.F___l__a_( F).,.l'_(‘ﬁfi_,_?_}i Vb= ST, 0 ¢a¢“ ené)
- ox Oy Oz rars U roe & A
psenyg 88
Rotacional 1 J k L, Y L,
vaF = |4 B 2 ’ S e e i
éx dx #x v x F = 2 _é 2 I -'alﬂi PJ;R! :
F, F, F, R vore |l I TN
. N F, pF, psenf F,
Laplaciano a2 a2 a2 19 181 & P2 af
V2f= {+ -,]:'i' { szz__[rgj+ : f+ { szzp_za p2$ +
axt By bz rér 8¢ & ,
1 a & 1 a%f
piscng 6‘9)[ ﬁ] plseng 062

Fuente: Thomas y Finney,1999.

TABLA 2 FGRMULAS PARA MASAS Y MOMENTOS DE PLACAS DELGADAS QUE CUBREN REGIONES DEL PLANO XY

Densidad

) (x; y) es la densidad de una l4mina plana que ocupa una regién D en el
plano(masa por unidad de area). '

Masa

= [[80x; y)dd

Primeros Momentos

M, =[[y6(xy)dd My = [[x5(x;y)dd

Centro de Masa

X=—

M.I
M

; y=

Momentos de Inercia

Respecto at eje X:
Respecto al ejeY:

Respecto al origen 7

I,=[[»?8(x;y)d4
D

I, = ”.xzé'(x;y)dd

0o~ J-DJ ("f2 + ,Vz)é'(x;y)dA {momento polar)

Radio de giro

’I
Respecto al eje X : R, = Hx ; Respecto aleje Y: Ry = ﬁy ;

1y

Respecto al origen : Ro = J—

M

1

Fuente: Thomas y Finney,1999.
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Tabla 3 Férmulas de masas y momentos para objetos en el espacio

Densidad

5(x;y;2) es la densidad de un objeto que ocupa una regién U en el
espacio(masa por unidad de volumen). )

Masa

M= Hé'(x;.y;z)'dV
5 .

Primeros Momentos respecto a los
planos coordenados

M, = I{_[Ix&(x.;y;z)dV ;MR‘=IE[Iy§(x;y;z)dV R

M, = ]'szé'(x;y; 2)dV

Centro de Masa

IV - M
e T ]

M M M

Momentos de Inercia(segundos
momentos)

Respectoateje)(:[, _ J-(y, . z’)J(x;y;z)d’V
o

R_eSDecma'eJeY:ly = ff(x?+ 26 (x;y;2)d4

. D
Respecto al eje Z: I = J'J'(x; + y’)a(x;y;z)a'V
_ D

Momento de inercia respecto a una
recta L

I, = Iffrz(x;y;Z)5(x;y;2)dV :

F(Xx; v; 2} :distancia de los puntos (xy;2) a la recta L.

Radio de giro respecto a una recta L

R L= —a

Fuente: Thomas y Finney,1999.
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