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II PRÓLOGO 

El Texto ha sido escrito como texto para un curso de Cálculo en Varias 

Variables que se dicta nivel universitario, cuyo contenido se adecua a los 

planes de las carreras de Matemática e Ingeniería. 

La principales características son la forma clara y sencilla pero rigurosa de 

exponer la teoría una adecuada cantidad de ejemplos prácticos , los cuales 

permitan una mejor comprensión de los capítulos expuestos. 

El objetivo principal de este texto es brindar al estudiante de ingeniería 

eléctrica el mejor entendimiento y comprensión profunda de los temas del 

cálculo en varias variables. 

El estudiante y el profesor que están comprendidos con el que hacer de la 

formación matemática del estudiante de Ingeniería , encontrarán en este Texto 

una gran ayuda para la evaluación y preparación de clases, por parte del 

profesor, y un aprendizaje continuo, por parte del alumno. 

El "Texto: Integral de superficies y sus aplicaciones" consta de 4 capítulos ; en 

el capítulo 1 se estudia las Funciones reales de varias Variables. El capítulo 2. 

Integrales múltiples poniendo énfasis en los cambios de variables. 

En el capitulo 3 se hace un estudio de los campos vectoriales haciendo énfasis 

en las integrales de Línea en la cual se encuentra el notable Teorema de 

Green, y finalmente el Capítulo 4 en el que se hace un estudio la Integral de 

Superficie, mediante el cálculo de área de superficie e Integral de Superficie. 

En este capítulo están los importantísimos Teorema de Stokes y Teorema de 

Divergencia de Gauss. Justamente aquí es donde especialmente se hará la 

aplicaciones al flujo Eléctrico. 

En cada capitulo se presentan ejemplos completamente desarrollados en los 

cuales el estudiante deberá efectuar a modo de ejercicio los cálculos de los 

pasos intermedios. También se propone unan cantidad adecuada de ejercicios. 

El autor 



INTRODUCCIÓN 

3.1 CONTENIDO DEL TEXTO 

Prefaciales 

Capitulo I.- 

Funciones reales de varias variables 

Capitulo II 

Integrales Múltiples: Integral Doble e Integral Triple. 

Capitulo II 

Integral de Línea 

Capitulo IV 

Integral de Superficie 

Consideraciones finales 

Apéndice 

Anexos 

3.2 IMPORTANCIA DE LA OBRA 

El "Texto: Integral de superficie y sus aplicaciones" tiene una gran importancia 

en la ingeniería y en especial en la ingeniería Eléctrica pues articula conceptos 

de integral doble y triple con los conceptos de integral de línea y de superficie 

mediante los Teoremas fundamentales: Teorema de Green en el Plano, 

Teorema de Stokes y Teorema de la Divergencia de Gauss. Que nos permitirá 

interpretar el flujo eléctrico a través de una curva, o el flujo eléctrico a través de 

una superficie cerrada S, orientada por un campo de vectores normales 

unitario. 

Precisamente en electromagnetismo el flujo eléctrico, o flujo electrostático, 

es una magnitud escalar que expresa una medida del campo eléctrico que 

atraviesa una determinada superficie S, o expresado de otra forma, es la 

medida del número de líneas de campo eléctrico que penetran una superficie. 

Su cálculo para superficies cerradas se realiza aplicando la ley de Gauss. 



3.3 JUSTIFICACIÓN DE LA OBRA 

La presentación del "Texto : La integral de superficie y sus aplicaciones" está 

justificado en cuanto a que en la bibliografía correspondiente al curso de 

Cálculo en Varias Variables(Cálculo Vectorial) hay ausencia de un texto 

específicamente para el tratamiento de las integrales de superficie y su 

aplicación al tratamiento de Flujos(la magnitud matemática relacionada con el 

número de líneas de fuerza que atraviesa una superficie recibe el nombre de 

flujo),en especial Flujos eléctricos ,pasando también por el tratamientos del 

concepto de Trabajo a lo largo de una curva, circulación antihoraria, flujo a 

través de una curva y Flujo a través de una superficie . 

IV. CUERPO DEL TEXTO O CONTENIDO 

En los items siguientes se colocan el desarrollo de los cuatro capítulos 

programados en el contenido del texto. 

Se subdividió en capítulos a fin de mantener una secuencia ordenada de los 

capítulos. 



CAPÍTULO I 

FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES 

1.1 INTRODUCCION 

Las funciones reales de varias variables( dos o tres variables) son 

funciones de gran utilidad en el área de la ingeniería eléctrica. Puede 

representar una carga eléctrica, temperatura o ser una función potencial para 

un campo vectorial conservativo. También pueden ser los integrandos tanto de 

una integral doble como de una integral Triple.Por último pueden representar a 

operadores diferenciales como el rotacional o la divergencia de campos 

vectoriales, que luego permitan llegar a tratar los grandes Teoremas 

fundamentales que se tratará en el presente Texto, a saber: Teorema de Green 

en el Plano, Teorema de Stokes y el Teorema de la Divergencia de Gauss. 

1.2 FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES(FRVV) 

Definición.-Una función real de n varias variables f (FRVV) es una regla que 

asigna a cada n-upla p de un conjunto D cR" un único valor real z, denotado 

por f(p). El conjunto D es el dominio de f y su imagen es el conjunto de los 

valores que toma f, es decir Ran(f)= {f (p) I p E D} (Mitacc,1999,p.66) 

z = f (p) 

/ 

Fig.N°I.1 Representación gráfica de dominio y rango una FRVV 

1.2.1 Dominio y Rango de una FRVV 

Dom(f).{p E IR" I 3z E IR z = f (p)} c IR" 

Ran(f)={z e IR I 3p E IR" z f (p)} c IR 

1.2.2 Gráfica de una FRVV 

G (f) = {(p; f (p)) E IR'»' I p E Dom(f)} c 

Ejemplo: Sea z = f (x,y)= 436 — x2 — y2 



(0,0,6) 

(0,6,0) 

Determine Dom(f) RanOG(f) 

Sol: Dom(f)= {(x, y) e IR2  I 36 — x2  — y2  O} 

x2+y2  36—> Dom(f)= {(x, y)e /R2 /x2 + y2  36} Disco cerrado de radio 6 

Fig.Nr1.2 Representación gráfica del dominio de la función del problema. 

Ahora Ran(f)= tz e IR I z = f (x, y) = -136—x2 —y2} 

Detallando: z2  = 36-x2-y2  

x2+y2 = 36-z2 ?.. O 

	

--> 	-6<z<6 

También considerar que z_.0 , por ello Ran(f) = [0,6]. 

Finalmente veamos G(f) —> G(f) = {(x;y;f(x,y))/x2+5/2 36) 

G(f)= y;-736 — x2  — Y2  / X2  + Y2  361 

Al sumar los cuadrados: 

x2 + y2 +36 — x2 + y2  = 36 

	

x2+y2+z2  =36 	(semiesfera (pues nO) 

(6,0,0) 

Fig.N°I.3 Representación gráfica de la función z=f(x,y)=-,136—x2 —y2  

1.2.3 OPERACIONES CON FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES 

Sean f y g funciones reales de varias variables con dominios Dom(f) y Dom(g), 

definimos. 

(f±g)(p) = f(p)±g(p) :peDomffinDom(g) 

(Xf)(p) = Xf(p) ;X constant real ,pEDom(f) 



(f.g)(p) = f(p)g(p); pEDom(f)nDom(g) 

1[04. f (P);  p E Dom(f)nDom(g)- {p I g(p)= O} 
g , 	g09 ) 

1.2.4 COMPOSICIÓN DE UNA FUNCION REAL CON UNA FUNCION REAL 

DE VARIAS VARIABLES 

Definición.-Sean las funciones f: DcR"-->R; 9: IcR-->R, definimos la 

composición 9of como aquella función que tiene la regla de correspondencia: 

(9of)(p)=9(f(p)) y tiene como dominio Dom( Ç9 o f )={pe Dom ( f ) /f(p)EDom(9)}. 

(Mitacc,1999,p.72). 

Ejemplo: 

Sean las funciones 

9(x) = arccos(x) ; f (x, y, z)= jx2+ y2 4. z2 9 

Hallar la función 20 f y su dominio. 

Solución: 

Dom(9 c f) = {(x; y; z) e Domf I f (x; y; z) e Dom9} 

Sabemos Domf = {(x; y; z) e R3  / x2  + y 2  + 	9} ; Dom9=[-1;1] 

f (x; y; z)= I X 2  ± y 2  + z 2  -9 e[-1,1] 

Osea O X 2  ± y2  + z 2  -9 5_1; puesr O 

0.2+y2-1. z2 	1 

9.x2+y2-i-z2 10 

Finalmente Dom(9 f) {(x; y; z) R3 / 9  x2  +y2  +z2  5_10} 



r 
x2 + y2 + z

2 = 10 = 	
2 

 

Fig.N°I.4 Representación del dominio de la composición 

y la regla de correspondencia es 

(9of)(x, y, z)= 9(f (x,y,z))= w(Vx 2 ± y2+ Z-2_ 9) = arccos(Vx2+ y2  + z2  —9) 

1.2.5 CONJUNTOS DE NIVEL 

Definición.-Sea la FRVV f: DcIR" —>IR; sea asimismo cERan(f). Definimos el 

conjunto de nivel de valor c como el conjunto determinado mediante 

{p=(x1,x2,...,xn}ED: f(p)=c} (Thomas y Finney,1999,p.912) 

Observación: 

Si f : D c R2 	;c e Ron{ f} 

{(x; y) e DI f (x; y) = c} 	Curva de nivel de valor c 

Si f :D cIR3  -->R ;c. eRan{f} 

{(x; y) e DI f (x; y) = c} 	Superficie de nivel de valore 

Ejemplo: z = f (x; = x 2  + y2  

Dom(f)= IR2 	; 	Ran(f)= [0;+00) 

Tomemos los siguientes valores k = 0,1,4,9 

((x; y) e  R2 / x2 y2 	1 
= Oi = {(0; O} curva de nivel de valor cero 

{(x;  y) e  R2 / x2 y2 
= 1 ={(0;0)} curva de nivel de valorl 

{(x; y) E  1112 /

x2 +y2 
	1 =4} ={(0;0)} curva de nivel de valor 4 

{(x; y) E R2  /x2 +y2 = 9} ={(0;0)} curva de nivel de valor 9 



Fig.N°I.5 Representación gráfica de curvas de nivel 

Ejemplo: Sea w= f (x; y; z) = x2 + y2 + z2 

Dom(f)= 	,Ran(f)=[0; +CC) 

Tomemos los siguientes valores de k :0,1,4,9 

{(x; y; z)E R3 
/ x2 + y2 + z2 

= o} Superficie de nivel de valor O 

{(x; y; z) E R3 
/ x2 + y2 z2 =1} Superficie de nivel de valor 1 

{(x; y; z) E R. / 
x2 + y 2 4. z2 = . 

4 	Superficie de nivel de valor 4 

{(x; y; z)E R / x 2  + 	+ z 2  = 9} Superficie de nivel de valor 9 

Fig.N1.6 Representación gráfica de superficies de nivel 



1.2.6 BOLA ABIERTA, BOLA CERRADA, CONJUNTO ABIERTO 

CONJUNTO ABIERTO. 

Definición: Sean P=(xi,x2,...,xn); Q = (yi,y2,...,yn) puntos en R" 

La distancia entre los puntos P y Q se define 

d(P,Q)=1 P — Q -/(Yi xi)2 + (Y2 — x2)2 + -..+ (Yn xn 

BOLA ABIERTA DE CENTRO Po Y RADIO r 

B(Por) = {PEIRn/d(P.P0)<r} 

= {PEIRMIP-Poll<r} 

BOLA CERRADA DE CENTRO Po Y RADIO r 

(Po,r)= {PEIRn/d(P,Por} 

= {PEIRMIP-Pohr} 

BOLA REDUCIDA  

B"(Po,y)={PEIR"/0<d(P,P0)<r} 

=B(Po,r)—{Po}= {PEIRVO<I1P Pofl<si 

CONJUNTO ABIERTO  

Diremos que un conjunto DcIR" es abierto, si para todo punto pe D existe una 

bola abierta B(p;r) tál que B(p;r)eD. (Mittac,1999,p.81) 

Eiemplos de conjuntos abiertos  

En R: es conjunto abierto D = <a,b>, a,bE R. 

En R2 ,son conjuntos abiertos por ejemplo: 

Di={(x,y) E 1R2/x>0;y>0} 

1000 	 D3={(x,y) E 1R2/x<0;y<0} 

.LN\ 	
D4={(x,y) E 1R2/x>0;y<0} 



También: 

       

111  

P  JF//J1fff47  

D2 	 D2 

       

       

      

      

      

      

      

      

      

        

        

        

        

        

Fig.N°I 7 Representación, gráfica de conjuntos abiertos en el plano 

t(x; y) E R2  1 y > x} 

D2  = {(x; y) e R2  I y < x}  

= {(x; y) e IR2  1 y > 

D2  = {(x; y) e Ift 2  1 y < k} 

También: 

2 v2 
Di = {(x,y) E 1R2/x2+y2<r2} D2  = (x, y) e IR2 I

x  

a 2  
*L- <1 
b2 

} 

D2= {(x,y) E IR2/x2+y2>r2} 

e 

a 

D={(x,y) E I R2/a<x<b; d<y<c} 

3.En IR3  



ssrs Á' 
17/ 	'.0:7717,1  

Di = {(x,y,z) E IRVz>k} 

D2 = {(x,y,z) e I R3/z<k} 

(0,0,-r) 

D = {(x,y,z) IR3/x2+y2+z2<r2} 

Fig.N1.8 Representación gráfica conjuntos abiertos en R3  

1.2.7 PUNTO DE ACUMULACIÓN 

Sea D un conjunto abierto en IR". Diremos que el punto Po es un punto de 

acumulación de D si y solo si toda bola abierta B(Po;r) cumple:B"(Po;r)nD$ . 

(Mitacc,1999,p.81) 

Ejemplo: 

Fig.N°I.9 Representación gráfica de puntos de acumulación en R2. 

con respecto al conjunto abierto Di por ejemplo (0,a) y (b,0) son puntos de 

acumulación de Di y asimismo son puntos de acumulación los puntos 

interiores de Di. 

Ejemplo: 

Fig.I.9 Representación gráfica de puntos de acumulación para semiplanos. 



Con respecto al conjunto Di por ejemplo cualquier punto del plano z=k; es 

punto de acumulación del conjunto Di, como también cualquier punto interior 

de Di; es punto de acumulación de Di. 

1.3 LÍMITES Y CONTINUIDAD. 

1.3.1 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN REAL DE VARIAS VARIABLES(FRVV) 

Definición.-Sea la función f: DcIR"—>IR; definida en el conjunto abierto D. Sea 

Po un punto de acumulación de D. Definimos: 

limf(p)= L 4--> Dado E>0; 38>0 / 0<lip-poll<8 entonces if(p)-Li<6.(Mitacc,1999,p.82) 
InP0 

Ejemplol: Sea la función real de dos variables 

z = f (x;y) = 4x +3y . Probar que hm f (x, y) =10 
(x,y)-.0,2) 

Demostración:  

hm 	f (x , y) =10 <-> Dado E > 0,38 >0/si0<(x;y)-(1;2)11< (x,y),(1.2) 

entonces 14x +3y -10i < 

Ahora: 11 (x, - (1,2)11= j(x - 1)2  + (y - 2)2  < 8 

1 x -11= j(x -1)2  < j(x - + - 2)2  < 8 -->lx-11<8 

1 y - 2 1= 1(y - 2)2  < ,j(x -1)2  +(y- 2)2  < —>ly-21<8 

Luego: 

14x+3y -101=14(x -1) + 3(y - 2)1. 41x - 	3ty -21< 48 +38 = 78 = e 

—*8 =— 
e 

7 

Por lo tanto tomando i5=c/7 ,se tiene probado el límite. 

x' + y3  
E'ercicio : Sea f (x, = 	 (x,y)=(0,0) 

x 2 
+y  2 ' 

Demostrar que hm f (x, y) = 
(x,y),(0,0) 

1.3.2 PROPIEDADES DEL LÍMITE DE UNA FRVV 

Sean hm f (p)= Li  y hm gr(p)= L2 ; entonces 
P-ilo 	 P—*Po 



y = 2x 
(c2 ) 

= 

lim Á/ (p) Á, lim f (P) = 

	

P->lb 	P-*Po  

lim(f(p)±g(p)) =- hm f (p)± hm g(p) = 1,1  ±L2  

	

->P0 	 P->P0 	P->P0  

iiFpo  fOik(p)= ()lizo  f (p)iilizo g(p))= (L1 XL2) 

lim f (p) L  
hm 	f \19/  = P 	-)P° 	= 	; L20 
P->Po g(p) lim g(p) L2  

1.3.3 REGLA DE LAS 2 TRAYECTORIAS 

Sea la función real de dos variables f: DclIR2  -->IR, tal que Po = (xo;yo) sea un 

punto de acumulación del conjura° abierto D. Si consideramos dos curvas Ci y 

C2 que pasen por Po y si los límites hm f (p) Y hm f (p) 
P-->P0 	 P—ilio 

Cl 	 C2 

son diferentes 

entonces hm f (p) no existe. (Thomas y Finney,1999,p.920) 
P->P0  

Ejemplo:  Sea f (x, y) = 	xY  ;V(x, y) = (0,0) 
x 2  +y 

Determinar si existe hm f (x, y) 
(x,y)-0,o) 

Solución: 

Fig.N°I.10 Representación gráfica de tray ctorias que pasan por (0;0) en R2. 

Ahora 

x(mx)  
hm 	f (x, y) = liM 

(x,y)-40,0) 	x-->0 x2 + m2x2 



y = MX
2 

y = mx 
x = my

2 

=lim  ,
x2M 

, = 	 
x-g) x2U+ m2) 1+m2  

Si tomamos m = 1 —> hm f (x, y) -= 1 / 2 
(x,y)-0,0 

m = 2 —> hm f (x, y) = 2/5 
(x,y)-±0,0 

El 	hm f (x, y) ¡no existe! 
(x,y)-0,0 

xy  
Ejemplo:  Sea f (x, y)-- 

jx2 + y2 
; (x,y)(0,0) 

Determinar si existe el límite hm f(x, y) 
(x,y)-40, o) 

Solución: 

Fig.N°I.11 Trayectorias que pasan p r (0;0) según f 

Ahora 

hm 	f (x, y) = lim 
(x,y)-4o,o) 	x- *o 

X(MX) 	 X  I 2M 
   = 111n 
x2 ± m2X2 x_+0 x  41+ m2 

I xlm  
= hm = 0 

	

, 	
x->0 + m2 

Asmismo: 

ll  
Hm 	f (x, y) = lim x(mx2) 

	 xx2m
-hm 

(x,y)->(0,0) 	 x-->0 ,V x2 + m2x4 	x-)O  XI 41+ 1/22  - X2  

X(X)M  
=lim    — 

x->0  41+ m2  + x2  

También: 

(nY 2)3)  hm 	f (x, y) = hm 
(x,y)-no,o) 	 4m2y4  ± y2 



= 	M Y  2Y  
y->0 y 4m2y2 + 1 

=lim HYLY   - O 
y->0 jm2y2 +1 

Esto convierte a O en un candidato a límite .Para que efectivamente sea el 

límite lo confirmaremos con la demostración: 

xY    = O <--> Dado c>0; 38>0 
(x,Y)+(O,0) Jx2  + y2  

Tal que si 011(x,y) - (0,0)11<6 ,entonces xY    O 
x2  + y2  

< 

   

Como 	(x, y)11= x2  + y2  < 8 

-> 	x 2  -1 x 2  + y2  < x 8 

jy2 7x2 + y2 < 5  _>1  y 1.< 8  

Ahora: 

lxIIYI 	lx jy2 	x 7y2 + x2  

	

Jx2 + y2 jx2 + y2 	7x2 + y2 
xY  

x2  + y2  

= lxl<8 

 

xY 

 

<8 = E Así pues tomando 8=c se tiene que el límite existe y es 

   

 

x2  + y2  

 

    

igual a "0". 

1.3.4 CONTINUIDAD DE UNA FRVV 

Definición.-Diremos que una función real de varias variables f:Dc1R"-->IR es 

continua en un punto po, si se cumple: 

1. 	f (p0 ) está definida. 	 2) hm f (p) existe 
13—> Po 

3.- hm f(p) = f(po ) (Mitacc,1999,p.93) 
P —>Po 

   

xy 3  , 	si (x, y) (0,0) 

si (x, y) = (0,0) 
Ejemplo :Sea f (x, y)= 

 

o 
2 
+ y

6 

    

Determinar si f es continua en (0,0) 



Solución  

i) f(o,0) = O existe 

ii)Sea Si = {(x, y)/y = O}, entonces 

. ( Ø '\  
hm 	f (x, y)= limf(x,0) = hm —j lim(0) = O 	(1) 

(x,y)-›(o,o) 	x->0 	x->0 x2  x->0 

Sea 52 = {{x,y)/y =x}, entonces 

. 	x2 	1 
hm 	f (x, y)= hm 	 

(x,(ypt›s lot o) 	x-»0 x2  + x2 	2 
(2) 

Por consiguiente, por la regla de las dos trayectorias, el límite no existe. 

Luego f no es continua en el punto indicado. 

1.4 DERIVADA PARCIAL DE UNA FUNCIÓN REAL DE VARIAS  

VARIABLES  

1.4.1 Definición.-Sea f:Dc1Fin—>IR, una función real de varias variables definida 

en el conjunto abierto D ;tal que PoeD. Definimos la derivada parcial de f 

respecto a xj, en el punto Po como el siguiente límite: 

af 
(p0 )= hm 

f (Po + he j)- f (Po) 
 , siempre y cuando exista.(Mittac,1999,p.103) 

axi 	h->0 

Observación: eJ = (O ..... 1,...0) 

I—. Lugar] 

en particular 

e2=(0,1,0,...0) 

e3=(0,0,1,0... O) 

en = (0,0,... 0,1) 

Observación2:En el caso de R3  se usara los vectores ei=(1 ,0,0), e2=(0,1,0), 

e3=(0,0,1) yen el caso de R2  se usara los vectores ei=(1,0), e2=(0,1). 



Observación 2:  

Si no se especifica el punto, la derivada parcial de f respecto a xi significa que 

las otras variables quedan como "constantes" y solo queda derivar respecto a 

Ejemplo: Sea f(x,y,z) = xSeny+yCosz+zSenx 

= seny + z cosx ;—
af 

= x cos y + cos z ; —
af 

= —ysenz + senx 
a 	 ay 	 az 

xy) 
;xy #1  

Eiemplo: Sea la función f (x, y) = 

L

x

n

y

( 

 —1 	. Hallar 	
. f(1;1) 

 

	

ax 	ay 
1;xy=1 

Solución: 

Ln(h +1) 	Ln(h +1)  
af 	f (1+141)— f (1;1) 	h +1-1 1 

	 1 
—(1

'
1) =lim 	 =lim 	 — hm 	h  

ex  	h->0 	h 	 h->0 	h 	 h 

1 	1— h —1 
. 	Ln(h +1)— h _ i.na h+1 1

_ lim  h+1  _ lim 	 =hm 	 —1  , = 1 I 2 ¡existe! 
h->0 	h2 	hl-4° 	2h 	ii.° 	2h 	h->13  2(h +1) 

af 
	 = 	

1 
:.(1,1) = —1 / 2 ¡existe! 

ay h->0 	h 	 2 ay 

1.4.2 INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA PARCIAL 

(Para el caso de f: Dc11742—>IR) 

Sea z=f(x,y) una función definida en DcIR2. Asimismo considere la gráfica de f 

G(f)={(x;y;f(x,y))/(x,y) E D} la cual es una superficie S,.sea Po=(xo,yo)E D. 

4, 

(x0; yo; f 

Fig. N°1 .12 Interpretación geométrica de la derivada parcial respecto a x. 

Si además consideramos el plano y=yo, vemos que dicho plano corta a S en 

una curva Ci y teniendo presente que (xo;y0;f(xo,y0))ES;la derivada parcial 



—
af

(x0  yo ) es la pendiente de la recta tangente Ir a la curva Ci en el punto 
ex 

(xo,yo,f(xo,yo)).( Mittac,1999, p.104) 

Por otro lado con las mismas consideraciones del caso anterior: 

z = f(x,y); (x; y) E Dom(f) y G(f)= {(x; y; f (x; y)/ (x; y) E Df  } que representa 

una superficie. 

Fig N°1.13 Interpretación geométrica de la derivada parcial respecto ay. 

Si además consideramos el plano x=x0, vemos que dicho plano corta a S en 

una curva C2 y teniendo presente que (x0;y0;f(xo,y0)ES y también pertenece a 

Of 
C2, la derivada parcial —(x0,f0) es la pendiente de la recta tangente Ir a la 

ay 

curva C2 en el punto (xo,yo,f(xo,yo)). (Larson,Hostetler y Edwards,2006,p.907) 

Observaciones  

Las derivadas parciales lafx-(xo,y0 ),19  (x„yo ) son pendientes de la 

superficie en las direcciones del eje X y del eje Y respectivamente en el 

punto (xo,yo,f(xo,yo)). 

Las derivadas parciales —
ef

(xo  , ); Q1( o  , y, ) también representan las 

razones de cambio o intensidades de variación de f respecto a xe y 

respectivamente. 



1.4.3 DERIVADA PARCIAL DE ORDEN SUPERIOR : Se rige de acuerdo a las 

siguientes notaciones 

sea z = f (x; y); Po  = (xo; Yo) D(f) 

aax2f2 	(P0)=Z1 j(P0)=1. (Po) 

say2f2 	(4)=-Elfy- j(P0)= fyy (Po) 

exava-y (P0)=1-1J(P0)=MP0) 

- ddy2dxf (P° )=-" ddy:ddxf J(P° )= 4(4)  

:X& (4)  =1:11):(4)  f xYY (P° )  

Sea z = f (x; y); Po  = (x0 ; Y o ; z o ) E D(f) 

aax2 f2  (Po) latic )(130)= fix (Po) 

33;1.2  (P0)=11:(P0)= fy,, (Po) 

832,-C(P0)=11j(P M 0)=P0) 

85,2axf 	(Po) = afx)(P0)= fxz (Po) 

82f
azay 	(Po) = -1,1-)030) = fyz (Po) 

Ejercicio: Considere f (x, y) = 
(x, y) (0,0) 

x2 + y2 

2; 	(x, y) = (0,0) 

 

32 4- 
Evalue las derivadas parciales  ax2 82f  (0,0) &ay 



Solución:  

a2f  (0,0 = '1(31(0,0) ax2 	ax ax  

Primero determinemos 

a  (ex + eY + 	xY  
af 	y 	x2 ± y2 j• (x y)= (O O) 

x   

ef (0,0)  
(x, y) = (0,0) 

Pautas: 

--a  (ex +ex +  xY 	x 	a [  x  
5X 	x2 + y2 e  " ax  x2 + y2 

[ =e x  +y 
x2+y2-x(24 

(x2 +  y2 	
1

=e x  +y
[  y2-x2  1 

)2 	 (x2 + y2)2 

=e x  + 
y3 yx2 

(x2  + y2)2  

También: 

af 	def 	f (h,0)- f (0,0) .  —(0,0) = lim 	 - hm 	- lim— =1 
h->0 h 	 h->0 	h 	n->0 1 

af 
--> F== 

5X 

ex + 	Yx2  • (x y)= (O O) (x2 + y2)2 

1; 	(x, y) = (0,0) 

 

Finalmente: 

82f 	a (df 	a 	(F)  
ax2 (0, 0) = 

ax 
dx )(0,0). 	(0,0)==lim F(11'®-F(°'°)  

ax 	h->0 	h 

-lim  e
h  +0-1 

=lim
en -1 
	=1 (existe) 

h.() h 	n->0  h 

192f (0,0)  
a raf 1(0 0) 

„ay 	ex ay 

Determinemos —
af 

ey 



eY + 	xY2  ; (x, y) (0,0) 
(x2  + y2 ) 2  

—
af (0,0=1;  (x,y)= (0,0) 
ay 

Pauta: 

xY  —
a

ex -heY + 
x2+y2

j=eY +x aya (x 2 y  
ay , 	

+ y2 

=? + x
[(x 2 y(2y)1_  e  y ± .1  12  - y 2   1

- + 
x 3  - xy2  

(x2 ± y2)2 (x2  + y2)2 	 (x2  + y2)2  

Concluyendo: 

82f  
(0,0 = 

a cif` (0,0= a (G)(0,0)=1im c(h,o)-Go,o) _ 
&ay 	x 	 ax 	h 

1 
1+ - -1 

h 	1 
hin 	lim— = +co (no existe) 

h 	h-r0 h2  

1.4.4 TEOREMA(CLAIROUT): Sea f DcIR2  -> IR una función continua tal que 

« 	82f sean continuas en el conjunto abierto D 

2 ç 	02 f 
--> 	(p)- 	(p) , 	D 

Dyüx 	0X 

1.5 DIFERENCIABILIDAD Y REGLA DE LA CADENA. 

INCREMENTOS Y DIFERENCIABILIDAD 

1.5.1 INCREMENTO 

Definición: Sea f: DcIR2->IR, definida en el conjunto abierto D. Sea P=(x,y)ED 

y consideramos su incremento 4P=(Ax„Ay) tal que P+AIDeD. Definimos el 

incremento de f en p mediante la ecuación: 

Af(P) = f(1)+AP) - f(P). 

Este concepto de incremento en dos dimensiones nos permitirá definir la 

diferenciabilidad para una función real de dos variables usando el hecho de que 

existan las primeras derivadas parciales. 

sx '55/ && ' & 



1.5.2 DIFERENCIABILIDAD 

Definición: Sea f: DcIR2  —> IR, definida en el conjunto abierto D. Sea 

P=(x,y) D y consideremos su incremento Ap=(Ax,Ay) tal que p+Ape D. Diremos 

que la función f es diferenciable en P=(xo;y0),si existe tal que para P+APED 

el incremento af (P) se puede expresar en la forma 

Af (P) = (p)Ax +11(p)Ay + grAx +e2AY 

Donde si —>0; 62 —> O cuando Ax—>0; Ay —>0 (Larson et al.,2006,p.917) 

En forma puntual:  

Una función de dos variables z = f(x; y) es diferenciable en (x0; yo  ) ,Si el 

incremento de z; áz = f (x0  + Ax; y0  + Ay)— f (x0 ; y0 ); puede escribirse en la forma 

Az 	af (xo; yo)  Ax ± af (x0; Yo)  Ay + EvAx + 62Ay ; 	(2.5) 
ax 	8Y 

donde (6; ) —> (O; O) ,cuando (Ax; Ay) —> (O; 0). 

Si escribimos x = xo  + Ax; y = yo  + Ay; entonces la ecuación 2.5,tiene la forma 

af 	 x0; 
f (x; y) = f (xo , yo) +

(xo;Yo) 
 (x xo) +

af (320) 
 (Y yo)+ ci(x — xo)+ 62(y — yo)(*) 

ax 	 aY 

donde (5.1;62  ) —> (0;0) ,cuando (x; y) —> (x0; yo ) . 

La ecuación (*) explica el concepto de forma clara si escribimos el plano 

tangente a S en Po: 

L(x;y)= f (xo, yo )+af (xo;Yo)  (x x0)+
af (x0; yo  ) 

(y y0). 
aY 

Tenemos entonces la aproximación lineal f (x; y) L(x; y); en una vecindad de 

(x0;y0).Note que la función L es precisamente el plano tangente en el 

punto (x0; yo; f (x0  ; yo  )): 

yo ) 
z = L(x; y) = f (x0, y0)+ 	

ef (xn
'  

Df (x0; yo) 
(x x0)+ 	" " (y yo) .Tenemos así que f 

ex 	 ay 

es diferenciable en (x0;y0 ) si puede linealizarse localmente, esto es en una 

vecindad de un punto (xo ; yo ) la gráfica de f se ve " casi" plana, siendo dicho 

plano precisamente el plano tangente. 



Observación  

Cuando z=f(x,y) sea diferenciable Vp e D, su gráfica G(f) presenta la siguiente 

característica. 

Fig. N' 1 .14 Superficie que proviene de una función diferenciable. 

En cada punto un único plano tangente. 

Cuando z=f(x,y) no sea diferenciable en ciertos puntos, su gráfica G(f) 

presentan los siguientes detalles. 

Fig.I.15 Representación gráfica de una función no diferenciable. 

Ejemplo: Mostrar que la función f(x;y)=x2 +3y, es diferenciable en todo 

punto del plano. 

Solución  

Haciendo z=f(x;y), el incremento de z en un punto arbitrario (x;y) en el plano es 



Az = f (x + Av; y + Ay) - f (x; y) 

Az = (.7c 2  + 2xAx + (Ax)2  ) + 3(y + Ay) — (x2  + 3y) 

= 2xAx + (Ax)2  + 3Ay 

= 2x(Ax) + 3Ay + Ax(Ax) + 0(Ay) 

= fx (x; y)Ax + 1,(x; y)Ay + cl Ax + 624 

Donde si  = Ax y e2  = O .Como e, -*0 y 6.2  -*0 ,cuando (Ax; Ay) -> (O; O) ,se 

sigue que f es diferenciable en todo punto en el plano. 

TEOREMA: Si f es diferenciable en Po=(xo,yo)->f es continua en Po=(xo,yo). 

TEOREMA: Sea f:DcIR2->IR, una función definida en el conjunto abierto D. Si 

f; —«.«  son continuas en D -› f es diferenciable, VpeD. 
ecc 8y 

Observación:  

Si solo queremos analizar en Po=(xo,y0) tienen que cumplirse: 

1) f continua en (xo,y0). 	2)-
0f 

continua en (xo,yo). 

af 
—continua en (xo,yo). 

3) 0Y 

  

Ejemplo:  Considere f (x, y). 

x2y2 

(x2 + y2)2 

o 

; (x,y)4,0) 

; 	(x, y) = (0,0) 

  

Determine si f es diferenciable en (0,0) 

Solución: 

1) ¿f es continua en (0,0)? 

	

1.1. 	f(0,0) = O (ok) 

x2(m2x2) 

	

1.2. 	hm f (x, y) = lim 	' a través de y=nnx 
(x,y)-40,0) 	x-+O (X2 + M2X2)2  

X
4 

771
2 	M2 

= hm I    ( el límite no existe,pues depende de m) 
x->o x 4  (1+ m2) 1+m2  

osea f no es diferenciable en (0,0) 

1.5.3 DIFERENCIAL TOTAL 

1. Si f:DcIR2--->IR; es diferenciable en D, definimos la diferencial total como 



df (P) = —
af

(P)dx —
af

(P)dY 

2.- Si f:DcIR3-->IR; es diferenciable en D, definimos la diferencial total como 

df (P) = —
af 

(P)dx —
af 

(P)dY —
af

(P)dz 
ax 	ay 	az 

1.5.4 REGLA DE LA CADENA 

Teorema:  Sea z=f(x,y) una función real de dos variables diferenciable en un 

conjunto abierto D c R2  ; y supongamos que x=g(t); y=h(t), son funciones 

derivables según t; entonces z = z(t)-= f (x(t); y(t)) es una función derivable 

dz df dx df dy 
según t ,y se tiene 	—=--.--+--.------ 	(1) 

dt ax dt ay dt 

Demostración:  Puesto que f es diferenciable se tiene que 

Az = —
af

Ax  + — Ay -E el  Ax + e2 Ay ; 
&ay 

Donde (61 ;62 )-> (0;0) cuando (Ax;Ay)-> (0;0).Dividiendo ambos miembros de 

la ecuación por Al y tomando el limite cuando át -> , obtenemos 

dzDfA
= lim x  + 118  lim + li 

Ay 	
Ax  m — + lim E 2  A±) 	(2) 

dt 	ax A t->0  Al Dy At->0  Al N->0  At &->1)  Al 

Donde 

(6.1;62 ) -> (0;0) ,cuando(Ax; Ay) -> (0;0) . 

Por un lado: 

lim —Ax  =--dx  lim 
	dy 
iA  = . Por otro lado 

A1-)0  Al dt at-w As' 	dt 

Hm Ax = hm x (t + At)- x(t)= O; puesto que x=x(t) es continua por ser 
61-40  

diferenciable. De la misma forma Hm Ay = O; lo que significa que 
61-40 

Hm ci  = hm 82  = O , por lo que la ecuación (2) se convierte en la ecuación (1) 
át-.0 	át-->0 

Teorema:  Sea z=f(x,y) diferenciable tal que x=g(t,$), y=h(t,$) tenga primeras 

derivadas parciales respecto atys entonces: 

az af ax af ay 

at Oí as' 0y 3t 



ef ex ef ay 
as =  Bias ey •is 

Fig.I.16 Representación gráfica del diagrama de árbol. 

Teorema:  Si w = f(x,y,z) es diferenciable tal que x = g(t,$); y = h(t,$); z = 

j(t,$) tengan primeras derivadas parciales respecto a t y s,entonces: 

ew af ax af ay af az 
at ax at ay at BzBt 

aw af ax af ay af az 
as ax es ay as síes 

TEOREMA(CASO GENERAL) 

Sea w=f(xi,x2,x3,...,xn) , diferenciable tal que xi=xi(ti,t2,..., tm) 

para i=1,2,3,...n; de modo que existen _L;  i = 1,2,...,n; j = 1,2,...,m. 
tJti 

Entonces: 

aw af ax, af ax 2 	af ax 

ati  & 8t ax 2  ati 	ax,, at, 

ew af ax, af ex, 
	+ 

af ax„ 
— 

at2 	exi  et2  ex2  et2 	axn 5t2 

ew ef N ef ex2 	af ax„ 
atm  ex j  atn, ex2  atn, 	exn  

Observación  

Hay m ecuaciones y en cada ecuación hay n sumandos. 



x 

Y 

PROBLEMA: Sean las funciones f y g diferenciables tal que 

g(x)=. f (x;y(x);z(x;y(x)), donde y(1) = 2 ; z(1; 2) = 3; y'(1) =1; 

\7f(1; 2; 3) = (4; 5; 6) , g r(l) = 10 . 

a) Diagrama del árbol para la función g (x) 

Fig. N° I .17 Figura del diagrama de árbol para la función g. 

b.Calculo de _az 
(1;2)+—

az
(1;2) 

Ox 	0v 

Por la regla de la cadena 

.af dx + af dy _F af dz af af 	af az dx 	dy) 

" ax dx ay dr OzdrTax. -0-1(x)+  z \Yx cix + 

af 	af 	af (az az 
—.1+ — y' 
ax 	

(x)j. 

Evaluando en x=1 

g'(1) - 
ef(1; 2;3).1+  af (1; 2; 3) 

 y'(1)+ 
af (1; 2; 3) (  az 0;  2) , ez(1; 2)  

.1+  
ex 	ay 	az 	ax 	ay 

10 = 4.1+5.1+ 6(
ez(1; 2)

+ 
 eza; 2)

) 

	

ax 	ay 

	

1= 6(
8z(1;  2)  ez(1; 2) 	ez(1; 2) ez(1; 2) 	1 

+ 	- 
ex BY ex Dy 6 



PROBLEMA:Dadas la funciones 

1 „ 	2 2 	Y w=-st ; s=x +y ;t=-. 
2 

a)¿Cuál es la dirección unitaria , para que w decrezca más rápidamente en 

(x;y)=(1;1)? 

b) Determine la derivada direccional en el punto (x;y)=(1;1) en la dirección que 

w decrece con mayor rapidez. 

Solución: Se deja al lector 

- 	(1; -)  
a) u = 	

9 	
b) 1354f (1;1) = -8VE -Ass -72,4 

-115 

1.6 VECTOR GRADIENTE Y PLANOS TANGENTES. 

1.6.1GRADIENTE 

DEFINICIÓN: Sea f: DcIR" ->IR, definida en el conjunto abierto D tal que existan 

(P) 	11.  02 } • • 	04' VpeD.Definimos el gradiente de f en p 
'ac2 	" ac,, 

como:V f (P)=(:: (P)>: (1)); • • .; 	(19 )9 

Observación. 1 Si f:DcIR2->IR; P0=(x030) 

-> Vf(x0;y0)= 71x (x0>Y0);94.(x0;Y0 )9 

PROPIEDADES DEL GRADIENTE  

Sean f,g: DcIR" ->IR; definida en el conjunto abierto D tal que existan 

V f(p); Vg(p); VpeD, entonces 

V(f±g)(p) = Vf(p)± Vg(p) 

V(21.9(p) = XAf(p) 

V(f.g)(p) = g(p) Vf(p)+f(p) Vg(p) 

v(fig)(0- g(P )vf(P)-f(,P)Vg(P) 	; g(p) O 
[g(PI 

V[f(P)] = n[f(P)r1Vf(D) 

(Mitacc,199,p.122) 



1.6.2 PLANOS TANGENTES Y RECTAS NORMALES 

Definición:  Sea S la superficie dada por F(x,y,z) = O, tal que 
(3F 

 ,
8F 

 , 8F  sean 
¿cc Sy az 

continuas en los puntos de S. Entonces v  F p)  ( 8F 	(p 8F  (pp SE  02 )) es el 
Sx 	8y 	Sz) 

vector normal a la superficie S en el punto PES. (Mitacc,1999,p.139) 

Po (punto de paso) 

XT 

-> 
a = V F(P0 ) 

Fig. W 1 .18 Interpretación geométrica del vector normal a una superficie. 

Ecuación del plano tangente a S en Po 

VF(P0)=[(x,y,z)-(xo,y0,z0)] = O 

También puedes presentar la RECTA NORMAL a S en Po como: 

.119 = {Po + XVF(Po)AE IR} 

RECTA TANGENTE A LA CURVA DE INTERSECCIÓN DE DOS 

SUPERFICIES  

Sean Si:F(x,y,z) = 0; S2: G(x,y,z) = O ;tal que se intersectan en la curva C. 



Fig. N° I .19 Interpretación geométrica de la recta tangente a la intersección 

de dos superficies. 

Resulta que Z-r tiene como vector dirección a  v F(Po )xV G(P0)= 
8F 

 (Po); 
8x 

8F  (p o  8F 

 (P

0  )) x r-  8G 030  ), 8G (pa  8G  0)0  f 

8y 	 8z ) 8x 	 8y 	 Sz 

= {Po+X(VF(Po)xVG(Po))/X€ IR} 

Propuesto: Determine la ecuación vectorial de la recta tan gente a la curva de 

intersección de las superficies T.,: x2  + y2  — z = 8: ; 	: x — + =-2 :, en el 

punto (2; —2; 0) . 

La solución se deja para el lector. 

Ejemplo: Determine la ecuación vectorial de la recta tan gente XT a la curva C 

que resulta de la intersección de las superficies x+z=5 ; x2 + y2 z2 + 	= 25 en el 

punto Po = (2,211,3). 

Solución: 

 

8F bF ) 
	) 
8F \ 

(Po , 	Po 
c5x ay 	8z 

 

x + z — 5 = 	VF(Po ) = 
F(x;y;z) 

= (1,0,1) 

 

 

También 

(  8G 	8G 	8G  
X2  + y2  + Z2  — 25 = 0 -4 VGfro )= 	(PO / sy (Po), 

8z 
(Po) 

G(x,Y,z) 

 

= (2x 14  ,2y ,2z I ) = (4,4-7á,6) 

k 

o 1 

4 411 6 

—> a =V F(Po )xV G(P0 )= 

  

= 	4-15 ,-2,4-\II) 

= 1(2,2-Ji ,3)+ 	4-7,-2,4-7» 2 e RI 



1.6.3 DERIVADA DIRECCIONAL 

Definición: Sea f:DcIR"->IR, definida en el conjunto abierto D. Sea PoED y 

asimismo consideramos un vector unitario; = (u1,u2...un).Definimos la derivada 

direccional de ten Po como el siguiente límite. 

IV (Po) = ffin  f(Po+ hu)-  f(Po) 
h->0 

;siempre y cuando exista.(Mitacc,1999,p.124) 

Observación 1 

Si f: DcIR2->IR; Po=(xo,yo); i =(u,;u2 ) 

D-f(x0 ; y0) = hm 
f ((x o; y o) + h(ti1;u2))-  f (x0; yo)  

Observación 2  

Si f:DcIR3->IR; Po=(xo,yo,zo), 

-> 
ti 411 , ll2 , u3 ) 

. 	fuyhío— f(P0) 
.0,-,f(P0)=1im 

h->0 

Observación 3: Si f:DcIR2->IR; Po=(xo,yo), u = (1,0) 

f (xo  + h; yo )- f (x0 ; yo ) _  f (xo; Yo)  
Dii f (Po ) = 11111 

h->0 	 h ex 

TEOREMA 

Sea f:DcIR"->IR, diferenciable en el conjunto abierto D, tal que PoED, 

asimismo consideremos el vector unitario u = (u1,u2,...un) entonces: 

D_* 	po = vf (Po ). u 	.(*) 

Observación. 1  

Si f:Dc1R2->IR; Po=(xo,yo), u = (u1,u2) 

D,-1-(x0 ;Yo) = Vf (x0; Yo Hui ; u2) 

Observación. 2  

Si f:DcIR3->IR; Po=(xo,yo,z0), u = (u1,u2,un) 



f(x0;y0;z0 )=52/(x0;y0;z0 ).(u,;u2;u3 ) 

Ejemplo: Si la derivada direccional de f (x;y;z). mxj? + nyi + pz2  x3  ; en el punto 

A = (1;2; —1) , tiene valor máximo 64 , en la dirección de A a B(1;2;0).Determine 

el valor de 

T=—
ef

(1;1;1) + —
af

0;1;11+—(1;1;1) 
Ox5y 	Dz 

Solución: 

Vf = (my2  +3 px 2  z2  ; 2mxy + nz; ny + 2 pzx3  ) 

V f (1; 2; —1) = (4m +3p; 4m — n;2n —2p) 

13; f (1; 2; —1) = 	(1;2; —1)."7-4 = 64 —> n p = 32 siendo it = (0; 0;1) 

Pero por propiedad 

IlVf (1;2; 	= 64 

.1(4m +3 p)2  + (4m — n)2  + 4(n — p)2  =64 

(4m +3/42  + (4m — /1)2  +4096=4096 

(4m +3/42  + (4m — n)2  = O —> 4m = —3p ; n = 4m; ademas n — p = 32 

m = 6; n = 24; p = —8 

Finalmente —
af 

(1;1;1)+ Q± (1;1;1)+—
af

0;1;1)= 26 
ax 	 az 

Observación:  

La derivada direccional D, f(po ), también se le interpreta como la pendiente 

de la superficie S en la dirección del vector unitario u . 

Observación: Respecto a (*) 

i f (Po) r-  Vf (Poiu>  • 

Recordar 

—>  

Así pues tenemos otra versión de lá derivada direccional: 

D, f (p0 )=11 V f(p0 )11 Cos 

Pero como : -1 Cose 



Multiplicamos IlVf(po)li -> -IlVf(po)INIVf(po)IlCos0 IlVf(po)II 

vf0 	--  30)11 	D -J (Po) 	vf (Po)li 
u 

mínimo valor 	 máximo valor 
de la derivada 	 de la derivada 
direccional 	 direccional 

Obtenemos las siguientes interpretaciones: 

a)La derivada direccional de f en Po alcanza su máximo valor en la dirección 

del gradiente de f en Po : Vf (P0).0 también se dice que f crece más 

rápidamente en la dirección del gradiente de f en Po: Vf (Po ). 

b) La derivada direccional de f en Po alcanza su mínimo valor en la dirección 

del opuesto del gradiente de f en Po :-Vf (P0 ).0 también se dice que f decrece 

más rápidamente en la dirección del opuesto del gradiente de f en Po: -Vf (P0 ). 

1.7 VALORES EXTREMOS Y PUNTOS SILLA PARA FUNCIONES REALES 

DE DOS VARIABLES. 

1.7.1 VALORES EXTREMOS ABSOLUTOS DE UNA FUNCIÓN REAL DEL 2 

VARIABLES. 

Definición: Sea f:DcIR2->IR, definida en la región D. Diremos que f(a;b) es el 

valor máximo absoluto de f, si se cumple: 

f(x,y) f(a,b), V(x,y)eD. (Mitacc, 1999,p.193) 

Definición: Sea f:DcIR2->IR, definida en la región D. Diremos que f(c;d) es el 

valor mínimo absoluto de f, si se cumple: 

f(c,d) f(x,y), V(x,y) e D. (Thomas y Finney, 1999) 

Ejemplo: Sea z = (x; y) = 9 -(x2  + ) 

Dom(f)= 

Ran( f ) = (-Go; 91 

Fig. N°1 .20 Grafica de la función z = f (x; y). 9 - (x2  + y2) 



Valor máximo absoluto: 9 = f (O; O) "Techo" 

Ejemplo: z = f (x; y) = + y2  . Dom( f ) = R2  ; Ran( f) = [O; +00) 

Valor mínimo absoluto: O = f (O; 0) "piso" 

Fig. N°1 .21 Gráfica de la función Z = f (x; y) = x2  + 

Ahora si se quiere que f tenga ambos, valor máximo absoluto y valor mínimo 

absoluto se debe imponer las condiciones que establece el siguiente teorema. 

Teorema:  Sea f: DcIR2->IR; una función continua en el conjunto cerrado y 

acotado D—>f tiene valor máximo absoluto y asimismo tiene valor mínimo 

absoluto en puntos de D. 

Ejemplo: z = f(x, y) = 436 - x2  - y2 Domw „{( r,y ) e  lie x2 + y2 5.36} Ran(f)=[0;6] 

-6 

Fig. N° I .22 Disco cerrado, dominio de la función z  = f (x, y )= ,136 

Y como f es continua en el conjunto cerrado y acotado entonces f tiene valor 

máximo absoluto: f(0,0)=6. Y asimismo f tiene valor mínimo absoluto entonces 

0=f(t,$) / t2+s2=36. Se muestra la gráfica de f: 



MM. rehaz 

X 

Fig N°1.23 Grafica de la función que es acotada. 

1.7.2 VALORES EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FUNCIÓN REAL DE 

DOS VARIABLES. 

Definición: Sea f:DcIR2—>IR una función definida en la región D. 

Diremos que f(a,b) es un valor máximo relativo si existe un disco abierto 

B((a,b);8)cD ; tal que: 

f(a,b)4x,y); V(x,y)GB((a,b),d) (Thomas y Finney,1999,p.970) 

Definición: Sea f:DcIR2—>IR, una función definida en la región D. Diremos que 

f(c,d) es un valor mínimo relativo si existe un disco abierto B((c,d),E)cD tal que 

f(c,d)Ax,y); V(x,y)e B((c,d);E) (Thomas y Finney,1999,p.970) 

Interpretación geométrica: 

Mí im Rehuyo 

Y 

Min. Re lativo 

X 

Fig. N°1.24 Grafica de una función con valores extremos relativos. 

TEOREMA (Prueba de la primera derivada para valores extremos). 

Si f(x,y) tiene un valor máximo o mínimo relativo (local) en un punto interior 

(a;b) de su dominio y si las primeras derivadas parciales existen ahí, entonces 

fx(a,b)=fy(a,b)=0 

1.7.3 PUNTO CRÍTICO 



Definición.- Un punto interior (a;b) del dominio , D c R2  de una función f donde 

h, h son cero o donde una o ambas de fx y fy no existen, se denomina punto 

crítico de f. (Thomas y Finney,p.971) 

1.7.4 PUNTO SILLA 

Definición.- Sea una función f definida en una región D c 118 2  y asimismo sea 

(a,b) un punto crítico de f. Diremos que (a;b;f(a,b)) es un punto silla de f, si para 

todo disco abierto B((a,b);e) existen puntos (x,y) de tal disco, tal que 

f(a,b0(x,y), y asimismo existen puntos (x";y") de tal disco tal que 

f(a,b).4(x",y"). ( Thomas y Finney, 1999,p.971) 

Ejemplo: Sea z=f(x,Y)=Y2-x2-> 91.= -2x = zy = o-) 0;0) es un punto 
0x 	ay 

crítico de f y su valor f(0,0)=0 . 

Y 

X 
(x,0) ;8  

f(x,0)=-x2<0 = f(0,0) "gana" 

f(0,y)=y2>0 f(0,0) "pierde" 

Fig. N°1 .25 Gráfica de un disco con centro en (0;0). 

-->(a,b,f(a,b))=(0;0;f(0,0))=(0,0,0) es un punto silla de la superficie z=f(x,y)=y2-x2  

Fig. N° 1 .26 Gráfica de una función con punto silla. 



1.7.5 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINIMOS 

Teorema: Sea f(x,y) definida en la región DcIR2  ,tal que f, fx, fy, fxx, fyy, fxy, fyx 

sean continuas en un disco abierto B((a,b);3)c D ,siendo (a;b) punto crítico de f, 

y asimismo definimos el discriminante de f en (a;b) a 

A = 82f  8x2  (a, b) 82 f(a(a, b) 82f  (a , b)\2  ; entonces 
8y2 

	

8y& 	/ 

	

( 	\ 2 

1.-Si A= 82f  (a, b) 82f  (a, b) 82f  (a, b) >0 
8x2 	8y2 	

8YeIX 

152 f 

y  	, b)> 0 --> f(a, b) es un valor mínimo relativo. 
ax2 

2.Si A = 82  f 	8y 
, b) 82 f  (a , b) ( 82 f  , b)\  >O y 

82f 
(a, 17) < O --> f (a , b) es un 

8x2 	2 	
gYar 	

8x2 

valor máximo relativo. 

3.Si A= 	j  (a ,b) 	 ,b) ( 52 
f

( 	
2  
	 a ,) b <O 

f , 

8x2 	8y2 

(a;b;f(a,b)) es un punto silla de la superficie z=f(x,y) 

\ 2 (82 f 
4.Si A= 82 f ,b)82 f  ,b) 	 ,b) =0. no se puede precisar. 

8x2 	8y2 	
aYetV 

1.8 EJEMPLOS DE APLICACION 

Problemat Determine los valores extremos locales y/o puntos silla si los 

hubiera para f (x; = + + 9 x2  - 3y2  +15x -9y + 20 

Solucion: 

Determinemos los puntos críticos 

af 
= 3x2  +18x +15 = O ---> (x+1)(x+5)=0 <->x=-1vx=-5 

73—x 

= 3y2  - 6y - 9 O = 3(y2  -2y -3) = O 4-> (y -3) (y +1) = O <-> y .3v y = -1 
8Y 

Puntos críticos: Pi=(-1,3); P2=(-1,-1); P3 = (-5,3); P4 = (-5,-1). 

8Y5X  

A= fxxfyy - (fxy)2;fxx = 6x+18; f»  = 65/76 
	

A=6fy=(6X+18)(6y-6) 

fxy=0 = fyx 

1. Si P-(-1,3) 



A(P1)=(12)(12) = 144>0 

fxx(-1,3)= (-6+18) = 12>0 

f(-1,3) es un valor mínimo relativo. 

Si P2=(-1,-1) 

4(P2)=(12)(-12) = -144 

(-1;-1;f(-1,-1)) es un punto silla. 

P3=(-5;3) 

A(P3)=(-12)(12) = -144<0 

-> (-5;3;f(-5,3)) es un punto silla. 

4.P4=(-5,-1) 

A(P4)=(-12)(-12) = 144 

&2
( 5, 1)= -12 < O -> f(- 5,-0 es un valor máximo relativo. 

PROBLEMA2 Una panadería produce dos clases de galletas; la primera la 

vende a S/ 3 y la segunda a S/2.Si el ingreso total generado por la venta de x 

millares de galletas a S/3 y de y millares de galletas a S/2 está dado por 

1(x;y)=3x+2y; y el costo total en miles de soles, resultante de producir x millares 

de galletas de S/3 e y millares a S/2 está dado por 

C(y)=2,x2  -2xy+ y2  -9x+6y+7.Encontrar que cantidad de cada tipo de 

galleta debe ser producido y vendido para maximizar la utilidad. 

SOLUCIÓN:  
La función utilidad es 
U (x; y) = 1(x; y) - C(x; y) 

U (x; y) = 3x+ 2y -(2x2  - 2xy +y2  -9x + 6y + 7) 

U(x; y) = -2x2  + 2xy - y2  +12x - 4y - 7 

=-4x+2y+12 =O 

Uy = -2y+ 2x - 4 = O 

T-4x+2y =-12 '-2x+y=-6 {x= 4 
-> 	-> 

t-2y + 2x = 4 	-2y + 2x = 4 	y = 2 

52f 



Asimismo según el criterio de la segunda derivada 

2 
A = UUyy  - Wxy  = 4 >0 

de este modo U(4;2)=13 ,es la máxima utilidad. 



1.8.1VALORES EXTREMOS CONDICIONADOS 

(Método de los multiplicadores de Lagrange) 

Maximizar o minimizar: 

Supongamos que f(x;y;z) y g(x;y;z) son diferenciables.Para encontrar los 

Los valores máximo y mínimo locales de f sujetos a la restricción g(x,y,z)=0. 

Encuentre los valores de x, y, z y Á, que simultáneamente satisfacen las 

ecuaciones Vf=2L,Vg; y g(x,y,z)=0(Thomas & Finney,1999) 

; que equivale resolver a: 

«  = 28g  

8x ax 
«  28g  

8Y 8Y 

« , 28g  

clz 	az 
g(x, y, z) = O 

Para funciones de dos variables independientes;las ecuaciones apropiadas son 

Vf=kVg ; g(x,y) = O ,o equivalentemente, resolver: 

l

af = A  ag 

ex 	ex 
Df sag 

say 5Y 
g(x, y) = O 

Problema : Se quiere instalar un radio telescopio en un planeta recien 

descubierto donde el campo magnético es M(x,y,z)=6x-y2+xz+60,Si se 

considera el centro del planeta con el origen de coordenadas .Determine en 

que posición se debe instalar para minimizar la interferencia. 

Solución:  

Queremos 

Minimizar M (x; y; z) = 6x— y2  + xz + 60: sujeto a la condición x2 +.3,2 + z2 = 36  

Osea minimizar M(x; y; z)= 6x — y 2  + xz + 60 ,sujeta a x2 + y2 + z2 36 _ 0 

g(x,y,z) 

Para ello hay que resolver 



am Og = — 
az 	az 

am ag  

ay 
am ag  
az L az  

g(x; y; z)= O 

6+z=X.2x 

-2y=91,2y 

x = X2z 

x2 + y2 + z2  =36 

—> 6+z=2.1x 	(1) 

—y =2y 	 (2) 

z= .1.2z 	 (3) 

x2 ty2 z2 =36 	 (4) 

De (2) O= Ay + y = y( 	1 	+1) 

a) Si y = O ; = —1 , en (3) x = —2z 

En (1) 	6+z =-2(-2z) = 4z 

—> 6=3z 

z = 2—> x = —4 

En (4) 

16+y2+4=36 —> y2 = 16 --> y =±4 

Pi=(-4,±4,2) 

b)Si X#-1, y= 0 

De (3) 2 = 
2z 

De (1) 2 = 
6 + z 

x 	z  + 6 _3, x2 = x 2 4. 6 z  
2z 	2x 

En (4) 

2z2  + 6z —36 = O 

z2  +3z-18=O 

z =-6 

—> (z+6)(z-3)= O 

z = 3 

2x 



x2=0--> x=0 ; 	x2=27 --> x = ±3ji  

Así pues Pi=(-4,±4,2); P2=(0,0,-6); P3(± 3J30,3) son los puntos donde habrá 

que evaluar f para saber el valor mínimo. Como f(-4,±4,2)=12;es el valor 

mínimo, se puede instalar el radiotelescopio en cualquiera de los puntos 

(-4,±4,2). 

PROBLEMAS PROPUESTOS  

Determine sí existen los siguientes límites: 

2 

	

X2  -E 2y2 	 x y  
a) 	 b) hm 

	

(x,y).(0,0) x2 3y2 	 (v,y)-40,0) x5 
, 

.X 2  +  2 xy 2  + y 2  
Sea f (x; =; (X; ))) 0;0 • Determine si f es continua en (0;0) 

x 2  + y 2  

1 	; 	(x; y)=(0;0) 

3)Sea la función 

  

 

f (x, y) = 

y  sen  (x) 

2 	
, 	(x, y) # (0,0) 

+ 

O 	, 	(x, y) = (0,0) 

  

a)Calcule las siguientes derivadas parciales Dif (0,0) y D2f (0,0). 

b)¿ f (x, y) es diferenciable en (0,0)? 

4)Considere una función f(x;y) tal que Vf =(5x4 +3x2y2  -e2'112y;2yx3 -e2xY2x--2y) ; 

f(0;0)=39.La Temperatura en un punto (x;y) de una placa metálica rectangular 

con centro en el origen está dado por: T (x; y) = 
f (x; y)+ y2 +e2 

Determinar la dirección unitaria en que una hormiga debe ir partiendo del 

punto (1;-1) de la placa para que se enfríe lo más rápidamente posible. 

¿Cuál es la rapidez(derivada direccional ) de la hormiga en esa dirección de 

la parte a). 

5)Sea w=f(x;y;z)=x2 +cos(x+y)-z3 .Hallar la derivada direccional de f en el 

punto po  =0;-1;1» en la dirección de un vector ortogonal a la superficie de 

nivel de f que contiene a Po. 
6) Una caja rectangular descansa en el plano XY, con uno de sus vértices en 

el origen, el otro vértice opuesto está en el plano 6x+4y+3z=24.Hallar el 

volumen máximo de la caja. 



CAPITULO II 

INTEGRALES MÚLTIPLES  

2.1 INTEGRAL DOBLE 

Definición.- Diremos que una región D es• acotada si existe una región 

rectangular I1 =[a,b]x[c,d] ta que Dc91.(Mitacc,1999,p.231) 

Se observa 

que D es 

acotada. 

a 
Fig. N° 11 .1 Grafica de una región acotada en el plano. 

Integral Doble: Sea f: DcIR2, una función continua en la región D acotada. 

La integral doble de f sobre D está dada por: 

ff f(x, 4614 = fff(x, y) dycir = fff(x, y)dxdy; donde dA: diferencial de Área 

Integrales 	Iteradas 

Observación 1: 

Si f (x, y) = 1; V(x,y) D—> fidA = Área(13) 

Observación 2: 

Si f (x, = 1 ; V(x,y)ED 

—> nf (x, y)dA =Volumen (U);donde U es el sólido cuyo "techo" es z = f c, 

y "piso" la región D. 

Fig. N°11 .2 Gráfica del solido U en el espacio. 



Ejemplo: Calcular 

ff(x2 + y 2 )c/A , donde Des la región limitada por las rectasx+ y =1; x = O ; y = O 

Solución: Reconocimiento de D 

Y 

 

0<x<1 

y 1- x 

Fig. N°11 .3 Gráfica de la región triangular de integración. 

Reconocimiento del sólido 

Fig. N°11.4 Gráfica del solido U del que se obtendrá su volumen. 

Así pues: 

	

1 1-x 	 1 1-y 

V01(1)= 	
(x2 ± y 2 ) dydx  = 	( x2 + y 2 ) d y dx  

	

x = O y = O 	 y = O x = O 

1-x 

Vol(S)= 101(x2  y + Y3 	=
o
[x 2k1 - 	- - 431dx 

1 

3  o 

Vo/(S)= -3•1  fx1_ 0 [3x2  - 3x3  + (1- 431c/x 

= 	f01[3x2  - 3x3  - - 031dx 

=1  f1[3x2  - 3x3  - (x3  - 3x2  +3x - Oldx 3 o 

3 

=15
1
(-4x + 6x2  - 3x +1)dx 

3 ° 



T de clase C1  

./(u,v). 
X X 

U 	V 

Yu "y 
# O 

   

= ir—x4 +2x3 —Lx2 
+ x 

3[ 	 2 

= i[ 	3  —1+2--+11 1=—[— 5  3-1 
3 	2 	3 	2 

= 1[11,123  1  

2.2 CAMBIO DE VARIABLE EN INTEGRALES DOBLES 

Ay 

o 

          

        

       

T (u; v)  

          

          

          

          

f T 

Fig. N° II .5 Gráfica del proceso de cambio de variable en integrales dobles. 

En las integrales dobles hay regiones que no son fáciles de describir por lo cual 

surge la técnica de integral doble usando cambio de variable en la cual deben 

cumplirse ciertas condiciones. Para ello tenemos el siguiente teorema. 

Teorema:  Sea f:DcIR2  —>IR, una función continua en la región acotada D. 

Asimismo considere la función (transformación): 

T: E —> D 

(u; v) —> T(u; v) = (x(u; v); y(u; v)) ;verificando los requisitos: 

1) T sea inyectiva. 

xu 	sean continuas 

xv 	en E 

yu 

yv 



Entonces: 

fif(x,y)c/A =jeff(T(u,v))14u,v)( dvdu = f(x(u,v), y(u,v))I J(u,v)idvdu 
E 	 E 

Ejemplo: Utilizando un cambio de variable adecuado, calcular fixdA ; donde D 

es la región limitada por las curvas: x = -y ;x =2y - y2  ; x = 2-y2  -2y. 

Solución: 

x =2y - 

{hacer x = O 
-x= y2  -2y -> 

y=0v y=2 

-x+1= (y -1)2  -> -(x -1) = (y -1)2  

Asimismo 

-x=y2  +2y-2 

-x+2=y2  +2y ->-x+3=(y-1)2  ->-(x-3)= 

Reconocimiento de D 

Fig. N° II .6 Gráfica del proceso de cambio de variable para el ejemplo. 

Si consideramos x =O -> y2  + 2y - 2 = O y = 
- 2 ± - 4(1X- 2) 

—1+ \/ 

-2±275  
y= 

2 

2 



u = O 

u = v <=> E 

u = 2-y 

u=0 

u=v 

u+v=2 

E 

Ahora: 

x+y2 =0 

x+y2 =2y 

x+y2 =2-2y 

Hagamos el cambio de variable: u = x+ y2 ; v=2y (*) 

Determinación de T:  

Retomemos (*): u = x+y2; y = 2y y = v/2 

V
2 	

V2 

4 	4 

 

2\ 
14 - —;- 

4 2)  

 

Así pues: 

fei xdA = (u —
v2

)1 J(u,v)idvdu 
4 E 

Se considera: 

4u,v)= 

V 

2 
1 

1 

o 
2 

concluyendo: 

11 2-1 V2 	1  

S 
xclA = -

1 
if(u -

v2
)dvdu = 	u - )dvdu = 

2 	4 	2 uiv=u 	4 	48 E 

2.2.1 CASO PARTICULAR DE CAMBIO DE VARIABLE 

COORDENADAS POLARES: Cuando la región de integración es una 

región circular o parte de ella conviene usar la técnica de cambio de 

variable usando coordenadas polares. 



1 	2 

{

x = rCos0 

y = rSen8 
J(r,61),  

Xr  

Yr 

xo  

Yo 

Cos 

Sen0 

— rSen0 

rCos 

x2 4. y2 = -2 r 	Además: 	= tan(0) ; o = arctanl 
x 

Así pues por el teorema de cambio de variable en integrales dobles: 

ff f (x,y)dA=.11 f (rCos0;rSent9)r.dr.d0 
E 

2 ./4-x 
Ejemplo: Calcular f 

f 	
e 

o o 

Solución: 

Y 2  dydx  

• 

2 

 

x/2 

Fig. N° 11 .7 Gráfica del proceso de cambio de variable en coor-nadas polares 

donde T(r,O) = (rCoarSen0) 

observe que f(x,y) = e 2-2 > O; V(x,y) E D 

vot(s)= 
r2 4-x' 

e
_0,2,y 2 )  

Jr=0 	
dydx =i j

r2
e r  .r.dr.d0 	Vol(S)= (1— e-4  )1,13  

r/r/2 	_ 

0=0 r=0 	 4 

PROBLEMA: Calcular ffarctar(ildxdy ; donde D es la región: 

D={(x,y)eIR211x2 +y 2 9; xr  <y<-\1x} 

Eiemplo:  Trace la región de integración y escriba una integral doble 

equivalente con el orden de integración invertido para: 

a)  f
1f  4-2x 

	

	 1 
dydx 	 b) f f dydx 

O 2 
O 1-x 



4-y 
14-2x 	4 2 

Solución (a): 	dyclx = 	dxdy 
O 2 	 O 

Y 

Fig. N°11.8 Gráfica del cambio de orden de integración para el caso a). 

Área D : 25 y 5 4-2x; oxea desde y = 2, hasta y = 4-2x 

rl 
Caso(b) 	

si_x= 
dydx 	dxdy .10 1-x 	 y=0 x=1-y 

1-x 	“1- x2  ;desde y =1-x; hasta y =1- x2  

x - y =1 ,hasta x2  =1- y= -(y -1) -> x 2  = -(y -1) 

Hacer lo mismo para :J J  3 ydxdy 
o -111.7 

Solución: 
O 

1 	

1  x=- 

11-y2  
3ydrdy 

12  

/1-x2 
3ydydx 

y=0 -4I-y 

Fig. N° II .9 Gráfica del cambio de orden de integración para el caso b). 

Ejemplo: Hallar el volumen de la región que se encuentra bajo el paraboloide 

Z = VX2  ± y2  ; y arriba del trapecio encerrado por las rectas x+y=1; x=0;y=0,x+y=2 

en el plano XY. 



Solución: Consideremos la región de integración 

Cono z =1X2  + y2  (superficie). Formando el sólido S: 

Fig. N° II .10 Gráfica del sólido formado debajo del cono. 

Forma general: 

Vo/(S)= JJ (x2 +y2 dA 

Forma iterada 
1 

Vol(S)=J 
3-x 

f (X2 	
y+  2 )dydr  ± 

O y=1-x 

3 3-x 

1 y=0 

(x2 ± y2 )dydx  

considerando dos subregiones que conforman 9?. 

Problema: Determinar el volumen de la regio espacial en el primer octante 

acotado por los planos coordenados, la superficie cilindrica x2  +y2  = 4 , y el 

plano de ecuación Z2 -E y2  = 3. 

Solución: 



x 2  + y 2  = 4 
Cilindro 

plano 

primer oc tan te 

Superficie cilindrica: x2  + y2  = 4 , plano z+ y= 3 

Fig. N°11 .11 Gráfica del solido formado debajo del plano y dentro del cilindro, 

Reconozcamos la región de integración 

Vol(S)= I 	- y)clydx 
x=2 44-x= 

x=o 5y=o 

Ejemplos de cambio de variable a coordenadas polares. 

Ejercicio: En cada uno de los casos, cambie la integral cartesiana a una integral 

polar equivalente. 

rrizri 
a)1 -*011 Y'  (X2  ± yOdxdy 	J-01 ir (x2 + y 2t4-j.dy = jo.oirr03.drcle 



b) 
o o effn 

-71  ir" 

4r2  
dr clO 

4jx2  + j   
Y2 1+x2 +y2—Y=  Je 1+ r 2 	• 

37r/2 

Fig. N° II .12 Gráfica del cambio de cartesianas a polares. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1) Calcular cada una de las integrales dobles: 

2 2 

a) f xil+ dydx 
x 

b)1 

2 4 

11;sen(x)cbedy 

y2  

2)Calcule el volumen de la región U en el espacio que está arriba del plano 
z=y, debajo del plano z=2y; y dentro del cilindro X 2  + (y -1)2  = 1 . 
3) Trazar la región sobre la que se está integrando en cada caso y luego 
calcule. 

ff 
2ff 3+24? 

dzrdrd8 	

2 cos0 3r2  

b) I15  dzrdrde 

2 

Problema: Calcular el volumen determinado por las superficies en cada 
caso: 
a) y = 4 - x2 ;  , 4-x2 , en el primer octante 
b)z=x+y; x 2  + y 2  = ,en el primer octante. 

Halle el volumen del solido U limitado por: los planos x=0; y=0; el 

paraboloide z  = x 2  + y 2  + jo ;su plano tangente en el punto (1;1;12) y el plano 

x+2y=7. 



6) Calcular el volumen de la región U, donde U es interior a la semiesfera 

X 2  + y 2  + z 2 = 4 ;zkO y exterior al cilindro (x-1)2  + y 2 =1. 

7)Calcule ff x 2  y 2  dA ;siendo D la porción acotada del primer cuadrante situada 

entre las hipérbolas xy =1; xy = 2 ; y las líneas rectas y = x ; y = 4x. 

8) La forma de una placa, ubicada en el primer cuadrante del plano )(Y, queda 
limitada por las parábolas: y2  = 2x ; 	--.8x; y las hipérbolas xy 	; xy=9. 

Determine la masa de placa, si la densidad en cada punto (x; y) de ella está 
dada por 8(x; y) = xy .  



(1;1) 

2.3 INTEGRALES TRIPLES 

Definición.- Diremos que la región U del espacio es acotada , si existe un 

paralelepípedo rectangular 7' = [a; b]x [e; d]x [e; f] , tal que UcT. 

(Mitacc,1999,p.292) 

Integral Triple 

Sea f(x,y,z) una función continua en una región U c IR!, siendo U una región 

acotada en el espacio. La integral triple de f sobre U está dada por: 

JJJ 
f (x, y, z)dV 

U 

Observación: Si f(x;y;z)=1 entonces ííf f (x, y, z)dV = V ol(U ) 
jt j  

INTEGRALES ITERADAS 

fff f (x, y, z)dV = 	(x, y, z)dz dydx = jis  if(X,Y,Z)C1Zddy (ok) 
U 	 U 	 Piso 	U 	 Piso 

iff f (x; y; z)dydzdx =fff  f (x; y; z)dycbcdz = ffit  f (x; y; z)dxdzdy fi f f (x; y; z)dxdydz 
u 	 u 	 u 	 u 

Ejemplo: Establezca los límites de integración para evaluar la integral triple de 

una función f(x,y,z) sobre el tetraedro U con vértices (0,0,0), (1,1,0), (0,1,0) y 

(0,1,1). 

Solución: Proyección de U sobre el plano XY 

1 

fff f (x, y, z)dv=t_o fr _O LY:oz  f (x, y, z)clxdzdy = Lic uz _ze , f(x, y, zkixdydz 
U 

Proyección de U sobre el plano XZ 

x+z=1 



Plano y= z 

1-xI 
L 

ffi f(x 'Y' z)dv=  1,o 	
1-z I 

i=of 	f(x,y,zklydzdx = sx  of 	f(x,y,z)dydxdz 
y=4 tx 	

I  

y=x+z 
12 

Asimismo proyecto U sobre el plano ZY 

Ejemplo: Escriba integrales triples iteradas diferentes para el volumen de la 

región U en el primer octante encerrada por el cilindro x2-Ez2=4 ,y el plano y=z. 

Solución 

Cilindro 
x2 + z2 =4  

Referencial 

+ y2  =4 

Fig. N°11 .13 Gráfica del sólido formado dentro del cilindro y debajo del plano. 

V0/(5)= r2  f.' jz dy.dz.dx = 	 dy.dx.dz  
Jx=o siz=0 	y=0 	1 /4_,_, 	fz=0 x=0 	y=0  

Piso 	 Piso 

Proyección sobre el plano XZ 



x2+y2=4 

= i4=0 J

2 	14-53 1.14

2=4 

 -x2 
V01(9) dz.dy.dx 

Jx=0  
Piso 

2 	f  4-y' r  4.1t2 
dz.dx.dy 

I y=0 Jx=0 	zr-y 
Piso 

Proyección sobre el plano XV 

V0/(S) = 
1.2 Í2 I•44-z2 

cbc.clz.dy 
y=0 Jr=y Jx=0 

piso 

= J2 
dx.dy.dz  

z=0 4=0 x=0 
Piso 

2.4 CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES 

Teorema.- Sea f(x,y,z) una función continua en una región acotada 91cR3. Sea 

asimismo una función T (llamada transformación) tal que: 

T: E c —> 91 cR3  

(u; v; —> T (u; v; w) = (x(u;v;w); y(u;v;w); z(u;v;w)) 

Cumpliendo los requisitos: 

T sea inyectiva. 

T sea de clase C1: osea que xu,xv,xw, yu,yv,yw, zu,zv,zw 

Sean continuas en E. 

3)J (u;v;w)= # O 

   

Entonces: 

JJJf (x,y,z)dv = JJJ (foT)(u,v,w)1 J (u,v,w)1dwdvdu 
E 

Iff f [x(4,v,w);v. (u,v,w); z (u,v,w)j1 J (u,v,w)1 dw.dv.du 
E 



=r 
Cos0 —rSen0 

Sen0 rCos0 

Ahora el Jacobiano: 

X r 	X0  X r  

Yr Ye Yz 
Zr  20  zz  

Cos —rSenü O 

SenO rCosü O 

O 	0 	1 

Coordenadas 

cilindribas 
x=rcost9 

y = rsen0 

z = z 

J(r,61,z)= 

Casos que nos van a interesar de preferencia: 

a) Coordenadas cilíndricas 	b) Coordenadas esféricas 

2.5 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS 

Y ESFERICAS 

Cuando un cálculo en Física, Ingeniería o geometría implica un cilindro, un 

cono o una esfera, a menudo podemos simplificar nuestro trabajo si usamos 

coordenadas cilíndricas o esféricas.(Thomas y Finney,1999,p.1039) 

2.5.1)Coordenadas cilíndricas.  

Las coordenadas cilíndricas son apropiadas para describir cilindros cuyos ejes 

coinciden con el eje Z y planos que contienen al eje Z o bien son 

perpendiculares a él. 

r = 4 ;cilindro ,radio 4 

7r 
o = — ; Plano que contiene al eje Z 

3 

z =2 ;Plano perpendicular al eje Z 

Consideremos el cilindro solido 

Fig. N°11 .14 Grafica que Mdica el cambio de coordenadas cartesianas a cilíndricas. 

Así pues: 

fif f (x, y, z)dV =in .f.(rCosO;rSent9; z)r.dz.dr.de9 



x2 4.. v2 z2 = 2  

z = 7x2  + y2  

Si f (z, y, z)= 1, V(x;y;z) E R 	ilídV =
JJf

rdzdrclO = Vol (R) 
R 	E 

Ejemplo: Identificar en cada caso la región sobre la que se está integrando en 

el espacio OrZ ,y luego en el sistema XYZ. 

1)  52ff  fi  f12-r2  dzrdrd0 = Vol(R) 
o O r 

Solución: r z -\12-1.2  ,Desde z = r hasta z = \/ 2 - r 2  

Desde z = r hasta r2  + z2  = 2 

(plano) 	(cilindro) 

Fig. N° II .15 Gráfica del cambio de cartesianas a cilíndricas para el caso 1. 

Desde z= r hasta z = \/2- r2  

Desde z =-\/x2  + r2  hasta z = 72 -(x2 + y2) 

Desde z =,\Ix2  + y2  hasta x2 ± y2 + z2 =2 

63 



x2 4. y2 4, z2 =18 

x2 ± y2 
Z = 	 

'

2ff s3 f•118-r2  
2) 	 dzrdrd0 

.10 	

i 

 .10 Jr 2 /3 

3,j7 

Desde z = r2 /3 hasta z = V18 - r2  

Desde i= r2 /3 hasta Z2  1-r2  =18 

e 
	

(Superficie Cilíndrica) 	(Superficie. Cilíndrica) 

Fig. N° II .16 Gráfica del cambio de cartesianas a cilíndricas para el caso 2. 

Desde z = r2  / 3 hasta z =418- r 2  

Desde z  _ (x 2 + y 2  )  hasta z = j18 -(x2 + y 2 ) 
3 

y 
Desde z  - 

(x2  + 2 
	 hasta x2 + y2 +z2 _18 

3 

Ejemplo: Sea U la región limitada abajo por el plano z =O , arriba por la esfera 

x2 ± y2 + z2 = 4; y lateralmente por el cilindro x2  + y 2  =1. Establezca las 

integrales triples en coordenadas cilíndricas que dan el volumen de U, usando 

las siguientes órdenes de integración. 



a) dzdrd0 b)drdzdO 

+ y2  + z2  =4 

rbr 

10=0 r=0 

r .,74-r2 

z=0 	
rdzdrc161=Vo102)= 

JO=0 
f 221.  

Jz=0 
i.15  rdrdzd0+ 

r=0 	JO=0 

Cir 

Jz=15 

1.2 

Jr=0 

z2 
rdrdzdO 

O 
2n 

Fig. N°11 .17 Gráfica del cambio de cartesianas a cilíndricas para el ejemplo. 

Desde z =O hasta z=-14—r2  . Plano Or :z2 + r2  =4 

b) 

piso 	 piso 



V00) = j22r  fi • 174-r2  rdz.dr.c10• 
0=0 r=0 z=0 

En la tercera integral: 

z = O fvgl hasta z = 44— r2  

osea z = O hasta z2  +r2  = 4 

superficie cilíndrica • 

Utilizando otro orden de integración: 

VOI(R)= 
J.% 2 

0=0 

.15  
z=0 

r.drdzdO +1 
r=0 

j 2  
z=1-1 

íV4 z2  r.drdZdO 
r=0 	• 

Al reemplazar r=1 en z2  + r 2  = 4 —> z = 

Utilizando otro orden de integración: 

Vol(R) = 	
i• 227 

rdOdzdr 
z=0 00r=0J  

pzso 



P psen0 

x,y,z) 

Fig. N° II .18 Gráfica del cam de cartesianas a esféricas. 

o 

2.5.2.COORDENAD1A ESFERICAS: Consideremos la esfera sólida de radio 

  

Capacidades: 

05_0 271 

054.5.7c (Rotativo) 

 

x = pSen(I)Cos0 

y = pSenóSen0 

z = pCosó 

 

Coord. 

Esféricas 

   

   

T(p, 140)=[x(p4,0),y(p4,0),z(p,ó,0)]= (pSenóCose,pSenóSen0,pCos0) 

Asimismo: 

(, o ,0 , 6; )= 
x p  x O  x e  

yp Yo ye 

z p 	Z 	z e  

= p'Sen 

  

Finalmente: 5ff f(x , y, z)dV =555 p 2Sen OcIpc100 
I? 	 E 

Ejemplo: Evalúe las integrales en coordenadas esféricas. ¿Puede identificar la 

región sobre la que está integrando? 

urtar _ , 
a) 	tpeos0)/32SenirlpódO Vol(R)

o o o 

Fio. N°11.19 Gráfica del cambio de cartesianas a esféricas oara el caso a). 



1:ligrc (media capacidad) 

0_*_n (toda su capacidad) 

De p = O hasta p=25ene 

b)for  fo2sen'p2Sen0dpcle10 =Vol(R) 

Desde p=0 hasta p = 2Sen(l) 

Piso: plano Ekb 	superficie Cilíndrica 

Fig. N° II .20 Gráfica del cambio de cartesianas a esféricas para el caso b). 

Figura Auxiliar: Centremos nuestra atención en el plano ZY 

"Sistema coordenadas polares" 

p = 2Senó , será análogo a p=2Senó icz> p2  = 2pSen0 .(=> z2+y2  = 2y 

5 z = pCos0 	 z2+y2  - 2y = O 

1_ y = pSen0 	 z2  + (y-1)2  = 1 



/ 

Desde p= O hasta p= 
1- Cos0 

 
2 

1- Cose 
P= 	 

2 

1-Cos0 
2 ir Ir r 	 

c 	ufo  jo  2  p2Sen0dpd0d0 =Vol(R) 

Figura referencia!: 

o 

Fig. N° 11 .21 Gráfica del cambio de cartesianas a esféricas para el caso c). 

Desde p=0 hasta p=
1-Cos0 

2 

Plano 0$ 	perficie Cilíndrica 

Cuando(1)=Op=0 

Cuando (I) = n/2 	p = 1/2  

05_05.2n Cuando4)=Ep=1 



PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES  

Sea f(x,y) una función continua en una región acotada D y sea k constante, 

entonces: 

Icf (x,y)dA = k f (x, y)d24 Linealidad 

2)Considerese f (x; y) , g(x; y) dos funciones reales de dos variables continuas 

en una región acotada D c lít2  se cumple que: 

Lí[f (x,y)± g(x,y)idA = f (x,y)clA± g(x,y)dA 

Si f(x,y)g(x,y), V(x,y) E D (región acotada) 	f (x, y) dA 	g (x, y)dA 

Caso particular: f (x, y) ?_ 0;V (x, y) E D Vol(S)= f (x, y)dA O 

Siendo S el sólido cuyo "techo" es z = f (x, y) y piso la región D. 

4)Si D=Di u D2, donde Di y D2 son regiones planas que no se traslapan (osea 

que no se superponen) y siendo f(x,y) continua en D, entonces: 

f (x,y)dA = ff f (x,y)dA + ff f (x, y)dA 
DI 	 D2 

5)Si f es continua sobre la región cerrada y acotada D, entonces: 

m Área (D) Uf(x,y)dA M área (D); donde m es el mínimo valor absoluto 

del ten D y M es el máximo valor absoluto de ten D. 

Ejemplo: z = f (x, y) = V36- x2  - ; D = {(x, y) e IR2  I x 2  + y 2  36} 

m= O , 	M = 6 	O 5 ff j36 - x2- y1/4/A 5 6 Área (D) 
O 

6)Si f(x,y) es continua en una región acotada D y asimismo If(x,y)1 también sea 

continua en D = JJf(x,y)dA 

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES TRIPLES  

1) Si f(x,y,z) es continua en una región R acotada c IR3  y sea k constante 

entonces: Uf (x, y, z)dv = kffi f (x, y, .z)clv 

si f(x,y)I dA 



2) 	Si f (x; y;z) y g(x; y; z) son funciones reales de dos variables continuas en 

la región acotada U c IR3 , se cumple: 

ifilf (x, y, z)± g(x, y, z)ldv 	f (x, y, z)dv ± g(x, y, z)dv 

3)Si f (x; y; z) g(x; y; z) , V (x; y; z) e U c , siendo 	continuas 	entonces: 

JJJf(x,y,z)dv iff g(x, y, z)dv 

4)Si R=RiuR2, donde Ri y R2 no se superpongan y siendo f continua en R 

acotada, entonces: fu f (x, y, z)dV = JJJ f (x, y, z)dV +ffi f (x, y, z)dV 

PROBLEMAS PROPUESTOS  

Calcule el volumen dela región U en el espacio que está arriba del plano 
z=y, debajo del plano z=2y; y dentro del cilindro x 2  + (y —1)2  =1. 

Determine el volumen del sólido acotado superiormente por el cono 
2  = X 2  +y 2  e inferiormente por la esfera X 2  + y 2  + (z — 1) 2  = 1 • 

Encuentre los límites en coordenadas esféricas para la integral que calcula el 

volumen del sólido dado y luego evalúa la integral para: sólido entre la esfera 

p=COS y el hemisferio p=2, z O. 

4)Calcular jrjrjx.ix2  + y 2 dv ; donde U es el sólido exterior al cilindro 
U 

X 2  + y' - 2y = o ; y limitado por las superficies z = x2 +y2 

región espacial x + y 	. 

; x' + y' = z +12 , y la 



CAPITULO III CAMPOS VECTORIALES 

3.1CAMPO VECTORIAL TRIDIMENSIONAL 

Definición.-Un campo vectorial F es una función que asigna a un punto de una 

región U en IR3  un vector en IR3, lo que se representa mediante: 

F (x, y, z) = (Ad (x, y, z ); Mx, y, z); P (x, y, z )) (Larson et al.,2006,p.1054) 

Fig.N° 111.1 Representación de un campo vectorial tridimensional 

3.2 CAMPOS VECTORIALES CONTINUOS O DIFERENCIABLES 

F(x, y, z). (M, N, P) será continua en R si M,N y P son continuas en R. 

2) 	F(x, y, z) = 	, N , P) será diferenciable en R si M,N, y P son diferenciables 

en R. 

CAMPO VECTORIAL BIDIMENSIONAL 

Es aquel que se define mediante: 

F(x, y) = [M(x, y), Mx, y)] 

Fig.N° 111.2 Representación de un campo vectorial bidimensional 



VF (x,y,z) 

S: F(x,y,z) = O 

Y 

3.3 EJEMPLOS DE CAMPOS VECTORIALES 

a)Campo vectorial bidimensional: El movimiento de una curva plana C 

C 	Q)=  (g(4 h(t)) 

r(t)= (g'01 14t)) es el que determina un campo vectorial bidimensional 

definido en cada punto de la curva "C". 

b)CAMPO VECTORIALGRAVITATORIO: 

(x2 + y2 + 

c)CAMPO VECTORIAL DE VELOCIDADES DE UN FLUIDO 

Si consideramos un volumen de agua en movimiento por un rio o canal .Las 

flechas forman lo que se llama el campo vectorial de velocidades de un fluido 

en movimiento: F (x, y, z)=[M(x, y, z), A r(x, y, 4,1)(x, y, z)] 

d)CAMPO VECTORIAL GRADIENTE 

Considere una superficie S: F(x,y,z) = O, siendo F diferenciable en alguna 

región 

Fig.N° 111.3 Representación de un campo vectorial gravitatorio. 

— mMG (x, y, z) 
Donde: F(x, y, z )= 

Fig.N° 111.4 Representación de un campo vectorial gradiente. 



Entonces el gradiente en cada punto de S formará un campo de vectores. 

INTEGRAL DE LÍNEA PARA CAMPOS VECTORIALES  

Sea F(x, y, z)=Mx, y, z), Mx, y, z), P(x, y, z)} un campo vectorial definido en 

una región R en el espacio. Sea asimismo una curva "C" contenida en R y 

parametrizada por r(t)-= (g(t),h(tkk(t)), donde ag.b. 

Fig.N° 111.5 Representación de la integral de línea para campos vectoriales. 

Llamamos integral de línea de F(x;y;z) “M;N;P) sobre una curva C a la 

expresión: 

• 
IF•T ds 

La cual al detallarla nos permite decir: 

h  -7)' ds = 	iF;(7*(0) • 1:;_( t) 	(t) 	di 
t=a (01 

3.4 TRABAJO REALIZADO POR UN CAMPO VECTORIAL 

a)Si F es un campo vectorial de fuerzas entonces f F .T ds se llamará trabajo 

W = f F. Tds 
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b)Si F es un campo vectorial de velocidades de un fluido entonces I F .Tds se 

llamará flujo: 

Flujo = JF.Tds 

FORMAS ALTERNATIVAS DE NOTACION PARA LA INTEGRAL DE LINEA 

I F•T ds 	 Forma conceptual 

LF r (t) • r"(t)dt 	Forma operativa 

Mdx + Ndy + Pdz 	Forma diferencial 

4) 	t=o F r (t) • d r 
	

Forma abreviada 

PROBLEMA :Evalúe la integral de linea j(2x+ y 2  — z)ds , donde C=C1uC2uC3; 

es tal como se muestrá 

Solución: 
(1,0,1) 

Fig.N° 111.6 Representación de la trayectoria del problema. 

5(2x + y 2  — z)dS = 1(2x + y2  — z)dS + 
c 	 c1  

5(2x + y 2  — z)dS + (2x2  + y 2  — z)dS 
c2 	 C3 



donde: 

  

: r 	(t,0,0)0 t 

C2  r 20= 0,040 t 

C3  : r3(t).“1,t,1);0 t 

r i(t)= .(1,0,0)2 r 1011=1 

r 20= (0,0,02 r 101=1 

r 3 0= (0,1,0)2;101Si 

  

  

f (x,y,z)dS = f (x,y,z)c/S + f (x,y,z)dS + f (x,y,z)dS 
c2 	c, 

1 	(-> „` 	[-> „ 	( 
f 	dt + f r 2V))dt 	f r i(t )jdt + f[r3(t )jdt 

1=0 	 1=0 	 1=0 	 Jt=o 

rt 
o 	/ 

r 
= 	(2t)dt+.11 (2-t)dt+f l  (1+ 12 )dt 4 =23/6 t. .0 	t=0 

PROBLEMA: Hallar el trabajo realizado por el campo 

F(x, y, z) =(y+ z; z + x; x + y)sobre la trayectoria C = Ci u C2 de acuerdo a la 

figura. 

Solución  

C1 : r,(0= (t;t; 

C2  : r; (t) =(t;t;0 

Fig.N° 111.7 Representación de la trayectoria que une (0;0;0) con (1;1;1). 

--+ 
fF.TdS= fF.TdS= fF.TdS+IF.TdS 

C3 uní 	C3 	 C4 

->-) 	 -› 
= 	F r 3(t)j.K 3 (t)dt + o F( r 4 e). 4 (t)dtj. ,n=o( 
	

tr- 
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vectorial continuo (x; y) = (M(x; y); N (x; y)) y si n es el vector normal unitario 

77 

J' 
, 	, o , 

= 
t

kr,t,2t).(1,1,0yr + 	y +11+ t 2X0 O 0= 1(2r) dt + 12dt =3 
=o 	 o 	o 

3.5 INTEGRAL DE FLUJO Y CIRCULACIÓN 

Si F=(M;N;P) es un campo vectorial de velocidades de un fluido entonces 

F .Tds se llamará flujo: 

Flujo = F•Tds (Thomas y Finney,1999,p.1071) 

Si la curva C es cerrada ,la integral de línea recibe el nombre de circulación; es 

decir: 

Circulación --117'.7ds 

antihorario. 

FORMAS ALTERNATIVAS 

, 	frecuentemente se tomara la curva cerrada en sentido 

Forma conceptual 

Forma operativa 2)1 

1)1M1  

r b 
a F 

ds 

(t) K(t)dt 

3)5 Mdx + Ndy Pdz 	Forma diferencial 

4) r )(7- (t)j • dr ; donde 7(0 es la parametrización de la curva que une los 

puntos A y B. 

3.6 FLUJO A TRAVÉS DE UNA CURVA PLANA  

Para encontrar la razón a la que un fluido -fr" entra o sale de una región91 

encerrada por una curva suave "C" en el plano XY, calculamos la integral de 

línea sobre "C" de T'en ; que es la componente escalar del campo de 

velocidades del flujo en la dirección del vector normal que señala hacia afuera 

de la curva "C".(Thomas y Finney,1999,p.1072) 

Definición.-  Si "C" es una curva suave cerrada en el dominio de un campo 



Y 

Sentido 
antihorario 

Así pues: -4n = (—dx  • 2-d  
ds' ds 

i 
dx 

j 

dy 

ds 
0 

0 

1 
ds 
0 
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que señala hacia afuera sobre "C" ;el flujo de F a través de "C" está dada por 

la siguiente integral de línea. ".(Thomas y Finney,1999,p.1072) 

Flujo de F através de C = f F. n ds 	 (*). 

Fig.N° 111.8 Representación geométrica de la existencia den 

C : 	(t)=(x(t); y (t)) ;a 5_t_b 

donde: 	(*) 

Vamos a detallar (*) 

n=Txk 

donde: 7( t),  r_jr)  _Exr(t),340] 
II r" (1)11 	ds 

dt 

\ dt (dr dY)g!. = = (0); Y r(t)) cTs. =  71' dt ) ds 
T (t) 

dx dy) 

ds 

n = T xk 



I --5Í —dx1+1c (o)-> n = 
(cly dx 
ds ds 

Así tenemos: 

Flujo a través de C = if(M;N)•(ck• -clx\  ds 
ds' ds 

Flujo a través de C = f (Mdy- Ndx) 

PROBLEMA:  Hallar el flujo de = (x - y; x) a través de la curva cerrada 

C: x2+y2  = 1, en el plano XY 

Solución: 

C : r (t)=(cost ,sent); tktQlz 

Flujo de F a través de C = Mdy - Ndx 

2ff 

= j 	PSt - Sent)Costdt - Cost(- Sent)dt = 
r 

(Cos 2t - SentCost + CostSent)dt 
=o 	 t.o 

= i2ff (1+ Cos2t  , 	1 [ 	1 
at =- t + - Senkt 

2 	2 2 o 

1 r 
= - 1.27/1 = n-  (positivo) 

2 

 

Como la respuesta es positiva, el flujo neto a través de "C" es hacia afuera. 

Un flujo neto hacia adentro habría dado un flujo negativo. 



3.7 CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS  

Definición.- Sea F(x,y,z)=(M,N,P) un campo vectorial, definido sobre 

región U abierta del espacio. Asimismo consideremos dos puntos cualesquiera 

g 

A y B en U; si el trabajo L Fed r es independiente de la trayectoria que une A 

y B, diremos que F es conservativo en U.(Thomas y Finney,1999,p.1077) 

Fig.N° 111.9 Representación geométrica de la independencia de trayectoria. 

Definición.- Sea F(x,y,z)=(M,N;P) un campo vectorial definido en UcIR3, si 

existe un campo escalar f(x,y,z) tal que Vf=F, diremos que f es una función 

potencial para F. (Thomas y Finney,1999,p.1077) 

Observación: Un potencial eléctrico es una función escalar cuyo campo 

gradiente es un campo eléctrico. Un potencial gravitatorio es una función 

escalar cuyo campo gradiente es un campo gravitatorio, etcétera 

3.7.1 TEOREMA: (EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS 

INTEGRALES DE LINEA) 

1) Sea F=(M;N;P) un campo vectorial continuo en toda una región U abierta 

y conexa (lo que ,en una región abierta, significa que todo punto puede 
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estar conectado a cualquier otro punto por medio de una curva suave que 

se encuentra en la región) en el espacio. Existe entonces una función 

diferenciable f en U tal que Vf=F=(M;N;P) si y solo si  para todos los 

B 	-> 
puntos A y B en U el valor de L F .d r es independiente de la trayectoria 

que une A y B en U (osea que F sea conservativo en U). 

2) Si la integral es independiente de la trayectoria de A a B, su valor es: 

W = 	.d; = f (B)- f (A) 

TEOREMA 

Los siguientes enunciados son equivalentes: 

F.d r = O en torno a toda curva cerrada en U 

El campo F es conservativo sobre U. 

3.7.2 DETERMINACIÓN DE POTENCIALES PARA CAMPOS 

CONSERVATIVOS 

TEOREMA: Sea 7.1  un campo vectorial cuyas funciones componentes M,N yP 

tienen primeras derivadas parciales continuas enla región espacial U. Entonces 

ap ON am _ ap ONDM _ F es conservativo en U si y Solo si —= 	, 
By 	az az - ax ax - ay 

Ejemplo: Demuestre que: 

F (x,y,z)= (ex Cosy + yz;xz - ex Seny; xy + z) 

Es conservativo y luego encuentre una función potencial para él. 

Solución: 

M = ex Cosy + yz 

N = xz - e x  Seny 

P = xy + z 
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DM 
— = —ex Seny + z 
ay 

1°) 
lap —=x 

aY 	
2 

ez — Y  
am 

OP 

osea F es conservativo en todo R3. 

Ahora por el teorema fundamental de las integrales de línea existe una función 

potencial f tal que Vf=F osea: 

Í/•/•/\  ( M,N,P) 
Kex' ay az 

1°) 	—
af 

m = excosy + yz 
ex 

Integrar parcial respecto a x 

f (x, y,z)= exCosy + xyz + g 

2°) 	af = N = xz — ex Seny 
ay 

—e'Seny + xz +—
ag 

= xz — ex Seny 
ay 

ag 
— = O -› g (y, z) = h(z) ay 

30) —
af =P=xy+z 
az 

xy + lí(z)= xy + z 

h(z) 



(0 1 ic/2) 

C=CnJ itJC3 

No interesa 

0) 

(1,0,0) 

hr(Z) = Z h(Z)= 	 k 

donde k es constante real. 

Finalmente (función potencial) 

f (x, y, z)= e rCosy + xyz + 
z2 

k 
2 

F.d r = f (x, y, 	= f (B)- f(A)=W -> lA 

-4 
PROBLEMA: Hallar la circulación de F = (2x;2z;2y) alrededor de la 

trayectoria cerrada que consiste en las siguientes curvas: 

Fig.N° 111.10 Representación geométrica de la independencia de trayectoria para jt = (2x,2z,2y) 

re)=(Cost;Sent;t),0 	/2 

C2  

—> —> 

C3  :(t)= ¿7+ (1- (-) j;0 t5_1-> Circulación = fF.dr =O 

Verificación de que el campo vectorial es conservativo 



Entonces por teorema anterior se verifica que efectivamente la integral de 

línea(circulación) es igual a cero. 

3.7.3 FORMAS DIFERENCIALES EXACTAS 

cis 	 

se llama la integral de línea de F a lo largo de la curva C. 

Versiones equivalentes a (*) 

ibl,(7:0);.(i4 	 Forma operativa 

B 
I F•c/ r 	 Forma abreviada 
A 

I Mdx + Ndy + Pdz 	 Forma diferencial 

Pero si F (x;y;z) = (M;N;P) es conservativo ya no interesa la trayectoria que 

una A y B, solo interesa conocer la función potencial f para F (osea Vf= F ) y 

de este modo al calcular. 

C -Íz.d;=ri Vf•dr = f (x, y, z)! BA. f (B) — f (A) 

Teniendo presente la notación (3) llamada forma diferencial; si F es 

conservativo existe una función potencial f tal que Vf= F , asimismo al tomar la 

diferencial a f tenemos: 

df (x, y, z) = —
Of

dx +—
Oí" dy + —

Df
dz llamada diferencial total 

831 	aZ 

df (x, y, z) =(%  

= 	, N, P).(dx, dy, dz) pues Vf=F , 

forma diferencial exacta 

  

df (x, y, z) = Mcbc + Ndy + Pdz 
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Luego: 

	

B 	 \ 
df V, y, z)=L Mit + Ndy + Pdz= f (x, y, z)18,4= f (B)- f (A) 

v  
Forma diferencial exacta 

PROBLEMA: Demuestre que las formas diferenciales en las integrales 

siguientes son exactas y calcule el respectivo valor de cada integral 
(2,3,-6) 

o 2xdx + 2 ydy + 2zdz , ,o) 

, yzdx + xzdy + xydz 

3)  1
(1,2,3) 
0,0,0)2xydx + (x2  - z2)dy - 2yzdz 

Veamos (2): 

F = (yz;xz;xy)= (M; N; P); Veamos si F es conservativo: 

OM aN am DP aN ap 
ay ax az ax az ay 

z = z ; y=y ; x=x 

y basta conocer la función potencial f tal que Vf=F (x,y,z). 

df  

	

1°) 	= yz 
dx 

f(x; y; z) = xyz g (y; z) 

( nt egrar parcialmente respecto a x) 

af _ 

	

2°) 	-e-y  - xz 

3°) af 
az 

f (x; y; z) = xyz + g(y; z) 
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Ahora por (2) —
af 

=xz 
ay 

ag 	ag 
g (y, z) = h(z) 

ay 	ay 

Ahora: 

f (x, y, z) = xyz + h(z) 

Asimismo por (3) 

= xy xy + 14z) = xy 	lí(z)= O h(z)= k; k : cte. real 
ez 

Finalmente: f (x, y, z)= xyz + k 

(3,5,0 
1(172;)  Mdx + Ndy + Pdz = f (x, y, z)  

(1,1,2) 

3.7.4 TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO  

F:ujo — Divergencia 

Circulación antihoraria — Rotacional 

Llegamos ahora a un teorema que puede usarse para describir la relación entre 

la manera en que un fluido incompresible circula a lo largo o a través de la 

frontera de una región plana y la manera en que se mueve dentro de la región. 

La conexión entre el comportamiento del fluido en su frontera y su 

comportamiento interno se hace posible por las nociones de divergencia y 

rotacional. La divergencia del campo de velocidades de un fluido mide la razón 

a la que este entra o sale de la región plana en cualquier punto dado. El 

rotacional mide la razón de rotación del fluido en cada punto.(Thomas y 

Finney,1999,p.1084) 

DENSIDAD DE FLUJO EN UN PUNTO:DIVERGENCIA 

Definición.- Sea F(x,y).(M(x,y);N(x,y)) un campo vectorial continuo en 

una región D del plano tal que M y N tengan primeras derivadas parciales 

continuas en D .Definimos la Divergencia (densidad de flujo) en el punto (x,y) 

de la región a la cantidad mediante : div  -F>  _ aM aN 
ax ay 

(Thomas y Finney,1999,p.1085) 



INTERPRETACIÓN FÍSICA 

Asumamos que F (x, y) = 	N) es el campo de velocidades de un fluido que 

actúa en una región plana 

Entra al 
sistema 

div 
	

div  
Fig.N° 111.11 Interpretación física de la divergencia. 

DENSIDAD DE LA CIRCULACION EN UN PUNTO: EL ROTACIONAL 

Definición: Sea F(x, y)= Gli(x, y); Mx, y» un campo vectorial continuo en una 

región del plano D tal que M y N tengan primeras derivadas parciales 

continuas en D. Definimos el rotacional de F en un punto de la región como: 

am  (Thomas y Finney,1999,p.1087) 
ay 

Interpretación física: Asumamos que F(x, y)-----(M,N) sea el campo de 

velocidades de un fluido que actúa en una región plana. 

rot F(P0 )> O rot F(e) < O 

Fig.N° 111.12 Interpretación física del operador rotacional. 

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO  
(Flujo — Divergencia) 

Sea F (x, y)= (111(x, Mx, y» un campo de velocidades de un fluido tal que M y 
N y sus primeras derivadas parciales continuas en una región D que contenga 

Sale del 
sistema 

rot 
	8N 
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a R ya su frontera sea C,se concluye que el flujo de F hacia el exterior de la 

curva cerrada C coincide con la integral doble de la divergencia del campo F 
sobre la región acotada R, es decir: 

Flujo de F a través de C = f Mdy - Ndx =JJdivdA 

TEOREMA DE OREEN EN EL PLANO  
(Circulación Antihoraria - Rotacional) 

, „ 
Sea Flx, y)= (111(x, )2), N(x, y)) un campo de velocidades de un fluido tal que 
MyNy sus primeras derivadas parciales sean continuas en una región D que 

contenga a la región R y a su frontera C. La circulación antihoraria de F a lo 

largo de C es igual a la integral doble del rotacional de F sobre la región R; 
osea: 

Circulación antihoraria= f Mdx+ Ndy = rot F dA 

PROBLEMA:  
Use el teorema de Green para encontrar la circulación antihoraria y el flujo 

hacia el exterior (flujo a través de C) para el campo 

F(x; y) = (arctatel); ln(x2  + y2 )) , siendo C la frontera de la región definida por 

las desigualdades en coordenadas polares: 1_2; 0<0<n. 

Solución: 

Fig.N° 111.13 Gráfica en el plano XV de la región en coordenadas polares. 

10) Circulación Antihoraria: 

	

- a 	a 
rot F = — (N) - — (M) 

	

ax 	ay 
a 	\ a 

= 	(ln (x2  + y2)) - (aretan (1) 
Üx ay 

2x 	1 	a (y\  
x2"2 1412 • ay x)  

X 



Ndx-  ff 
12 

Y 	dA-  f fr
.1.

2 ;S'en& 

x2 + y2 	O I r2 	rdrd0 

2x 	x2   ( 1 _ 2x - x 
x2 + y2 x2 + y2 x 	x2 + y2 x2 + y2 

Circulación Antihoraria = f Mdx + Ndy 

- 	x
11

fli 1.2 rCos 

	

X
2 
± y2  dA  = Jo.o.1,1 r 2 
	rdrd0 

„r  
= 	CosOdrd0 =for  Cost9d0 = Sen0 roi  = O 

Por otro lado 
--+ 	a 	a div F = —ax M +yy N 

_ 	1 	d ( )1+  2y 	_ 	x2  y) .(-- 2y + 

(2 	y .C/XX) x2  + y2 	x2  + y2  x2 ) x2  + y2  

x 

div F = Y  
x2  + y2  

Flujo hacia el exterior de C = f Mdy 

.i: Seni9d0 = - Cose = -(-1-1)=2 
o 

TEOREMA DE GREEN 

7-(x, y)= Mx, y), /5)(x, y)) 

Fig.N° 111.14 Grafica de como actúa 	en la frontera C. 

n = T .k 

Flujo - Divergencia 

Flujo de F hacia el exterior de C= fMdy - Ndx = div F 

(Flujo a &aves da "C") 

= 	.1;2  SenOdrd0 

REITERANDO EL PROPOSITO DEL 



Circulación — Rotacional  

Circulación Antihoraria = f Mdx + Ndy = ffrot F .dA 

REGIONES SIMPLEMENTE Y MULTIPLEMENTE CONEXAS 

A)REGIÓN SIMPLEMENTE CONEXA  

Es aquella región plana que no tiene agujeros. 

Frontera 
de R 

Fig. N° 111.15 Grafica de una región simplemente conexa. 

B)REGION MULTIPLEMENTE CONEXA 

Es aquella región plana que tiene uno o más agujeros. 

Frontera de R = CluC2 

Frontera de R = C1uC2uC3uC4 

Fig. N° 111.16 Gráficas de regiones múltiplemente conexa. 

CONVENCIÓN DEL RECORRIDO DE LA FRONTERA DE UNA REGIÓN  
MULTIPLEMENTE CONEXA 
La convención es la siguiente: 

"Si consideramos un observador que recorre la frontera de una región 

múltiplemente conexa, siempre debe tener la región R a su izquierda". 

(Thomas y Finney,1999,p.1092) 

PROBLEMA: Verifique la forma del teorema de Green: 

Circulación — rotacional, sobre el anillo R: h1/4x2+y2c1 siendo 0<h<1, donde: 



M 	N 

F(x,y)-= 	— Y  ; 	x. x2 + y2 x2 + y21 

Solución: 

Circulación = filddx+Ndy=ffrotFdA 

#,Addx+Ndy+4,Mdx+Ndy=11 rot F .dA 
c, 

Veamos primerci la integral de línea: 

: r (0)= (Coso, Serle», il_27z 

C2 	(0)= (hCos 0,—hSen0), 0.85_2n 

x 	y 	 x 	y 

r (0) = (Caso; Seno); a (0)=- (hCos0;—hSem9); 

	dx + 	 a 	y2 	x2 + y2 	 x2 ± y2 I — 	
dy + 	 — Y  d x + 	cty 

Ci A 	 C2 X2  + Y2  

r  2g - Sent9 
= 	( SenO)d0 

+Cose 
 .Cos O 	

2ff hSen0 
+ j 	h2  ( hSenO)d0 +hCal  °  ( hCosO 0 )d0 

1 	 h2  

= J
27/ 	 27 

dO +
1• 
 — (Sen2t9 + Cos 20)d0 =2z —2z = O 

Por otro lado 
aN am 

rotF = — 
ax ay 

a (  x  j +  a 	y  
ex x2 +y2  

 

 

x 2  + y 2  —  x(2x) x2  + y 2  — y(2y) 

	

x2 + y2 	x2 + y2  

_ y2  — x2 + x2  y2  _ 0  

	

x2 + y2 	— 

rot F dA =110dA =0 (Lqqd). 

Ejemplo: Verifique el teorema de Green evaluando ambos lados de las 

ecuaciones para obtener el concepto de Flujo-Divergencia y para el campo 
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F 	x2 y; xy 2). Considere que los dominio de integración es el disco R: x2-Ey2  

a2  ;y su círculo frontera C: r = (a cos t)i+(a sen t)j, O t 27c asimismo 

Solución: 

Verificación del Teorema de Oreen: 
M N 

F =(_x2  y; xy2) 

C : r(t)=(aCost;aSent) 
x y 
0<t<27c 

Flujo-Divergencia: 	Flujo hacia el exterior = 	f Mdy - Ndx= 

1
2ff 
=0- a2 Cos 2t.aSenteaCosdt -aCosta2 Sen2tE aSentklt 

= - Ir  (a 4Cos3 Sent - a4  Sen3tCost)dt 

am DN 
Por otro lado: Div F = +— 

ex Dy 
= - 2xy + 2xy = O 

Mdy - Ndx =JjdividA 
Flujo hacia el exterior = C  

=fiodA = o 
1? 

PROBLEMA: Use el teorema de Oreen para encontrar la circulación antihoraria 

y el flujo hacia el exterior para el campo F = (x 2  + y 2;x2  + y 2) y la curva C. 

• 
3 

C2 	 C = CluC2uC3 

Ci 3 
y=x 
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Circulación Antihoraria= fMcbc+Ndy = rot F 

ry=0 	 x = 3 	 y = x 
C2  

< X < 3 	O y 3 	O < x < 3 

Circulación Antihoraria = iMdx + Ndy + 1 Mdx + Ndy + iMdx + Ndy 
Cs 	 C2 	 C3 

3 	 3 
_ 	2 - Ux )dx tí (9 ± y2)dy +f

o
x=3 

 (2x2)dx + (2X2) /X 
y=0  

, 	.7C23 
	

4
3 

Circulación = — + 9+ 3 j + 13°  (4x2):/ x 
3  o 	o 

4x3 o = 9 + (27 + 9)+  
3 3  

4 / 
= 18+27+-0-27)=9 

3 

Rotacional: 
-> dN dM  

rot F = 	= 2x - 2y = 2(x - y) 
dx dy 

= 2if - 32)dA = 21:01:_0(x - Mydx 
/2 

=  21
3  
c  o  (xy - 	dx =2 j:0  (x2  - X1- 
 2)1 	

2  jdx = tío'  x2dx = 
3 

=9 Lqqd. 
o 

CÁLCULO DE ÁREAS CON EL TEOREMA DE GREEN 

1 
Área(R) = - f (xdy - ydx) 

2 c  

f Mdy - Ndx 

f Mdx + Ndy 

Así: f (xdy - ydx)= div F dA = ff2dA = 211 dA =2área(12) 

Se verifica usando la versión Flujo - Divergencia 



Área(R)= —1  f (xdy — ydx) 
2 c  

PROBLEMA: Hallar el área de la elipse C:x2/a2  + y2/b2=1 

Solución: 

C: r (t)=(aCost;bSent) ; OnCrc —> Área de R = f (xdy— ydx) 
2 c  

= 	
f" 

aCost(bCost)dt — bSent(— aSent)dt = —112ff  (abCos2t + abSen2t)dt = gab 
2 	 2 fro 

PROBLEMAS PROPUESTOS  
Evalúe 50 + tan xkix + (x2  + eY)dy donde Ces la frontera con orientación 

positiva de la región limitada por la curva y = -IX y las rectas X -= 1 , y =0 . 
Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas 

F (x, y, z) = — z sen (xz) i — z eYz j — sen(xz) + yeY z)k 

sobre una partícula que se mueve desde (1;0;0) en sentido antihorario (vista 
desde arriba) a lo largo del arco de circunferencia x2  + y2  = 1, luego por el 
segmento recto que va de (0,1,0) a (1,0,4). 

3)Sean Pi  y 12  puntos a distancias dly d2  del origen. Calcular el trabajo 

realizado por el campo gravitatorio 
(x;y,z)= -GmM 

x7+ y:1+d  (G,m,M 

constantes) al mover una partícula de PI  a I. 

x2 	
Y

2 _ _ 

	

4)Calcular f 80 e 2 - y2  dx+ 90 e 2 	x dy ; alrededor de la curva 
c 

cerrada C : x2  + y2  —2y = O . 

5) Evalúe la integral de Línea /(cos y + y cos x)cbc + (senx — xseny)dy +(xyz)dz ;a lo 

largo del triángulo de vértices (4;0;2), (0;0;2) y (0;2;0),recorrido en sentido antihorario 
visto desde arriba. 

(x2 + y2 + x2) 32 



CAPITULO IV: AREA DE SUPERFICIE E INTEGRAL DE 

SUPERFICIE. 

4.1 DEFINICION DEL AREA DE SUPERFICIE  

Sea la superficie S situada arriba de su región sombra R, la cual esta contenida 

en un plano debajo de S. La superficie está definida por ecuación f(x;y;z)=c. 

Si la superficie es suave ( Vf es continua y nunca se anula sobre S) podemos 

definir y calcular su área como una integral doble sobre R. 

El primer paso para definir el área de S es subdividir la región R en rectángulos 

pequeños AAk  como los que usaríamos si fuésemos a definir una integral sobre 

R. Directamente arriba de cada Ailk  , se encuentra una porción de superficie 

Ao-k  que podemos aproximar por una porción APk  del plano tangente. 

Especificamente, supongamos que Adek  es una porción de plano que es 

tangente a la superficie en el punto Tk(xk ;y k ;z k ) directamente arriba de la 

esquina posterior Ck  de AAk  .Si el plano tangente es paralelo a a R, entonces 

Ar;, será congruente con AA, .De otra manera será un paralelogramo cuya área 

es algo mayor que el área de Ailk  . Asimismo considere el vector gradiente 

Vf(xk ;yk ;zk ) en Tk , asi como un vector unitario p—  que es normal a R. 

También sea el ángulo yk  entre Vf y —p tos otros vectores en la figura, 

uk yvk  se encuentran a lo largo de los bordes de la porción APk  en el plano 

tangente. Asi uk  x vk  y Vf son normales al plano tangente. 

Ahora necesitamos el hecho de la geometría vectorial avanzada de que 

1
04„ X Vk 	es el área de la proyección del paralelogramo determinado por uy 

vk  sobre cualquier plano cuya normal es —p .En nuestro caso ,esto se traduce 

en el enunciado 

(uk  X vk  )./51 AAk  

Ahora luk  x vk  es el área de AP, (hecho estándar acerca de los productos 

cruz),por que la ecuación anterior se convierte en 



i

ltk  X Vk  131 cos(anguloentre uk xvk  y 13= AAk  

  

Igual queleos;k  I porque 
Vf y uk xvk  son ambos 
normales al plano tan gente 

	

O APk  icos = 	o AtPk  = 	 
1COS 

siempre que cos yk  O .Tendremos cos yk  O siempre y cuando Vf no sea 

paralela al plano base y Vfrp # O. 

Como las porciones AP„ aproximan las porciones superficiales Ack  que juntas 

forman S ,la suma 

AA 
Acrk =E 	k  

ICOS y k  

Se ve como una aproximación de lo que nos gustaría llamar área de superficie 

de S. También se ve que la aproximación podría mejorar si refinamos la 

subdivisión de R .De hecho las sumas en el lado derecho de la última ecuación 

son sumas aproximadas para ala integral doble 

ff 

1  
dA . 

1, lcos  

Por lo tanto, definimos el área de S como el valor de esa integral siempre que 

ella exista. 

Formula practica: Para cualquier superficie f(x;y;z)=k , tenemos 

	

HIV117) 	
1 	iivfm  „ - 	.(Thomas y Finney,1999,p.1096) 

icosy vf.p. 

4.2 SUPERFICIES SUAVES 

Consideremos la superficie S dada por f(x,y,z)=c En ese sentido, diremos 

que S es una superficie suave si se cumple: 

Vf = -1-•-fa  • .18  es continua en los puntos de S. ( 
Ox 	az 

Vf #(0;0;0), para todo punto de S. 
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4.3 FORMULA PARA EL AREA DE UNA SUPERFICIE 

Definimos el área de una superficie suave S:f(x,y,z)=c ,mediante: 

Área (S) = liVf2 dA 
R  Ivilp I 

Donde p es un vector normal unitario a la región R que se le denomina región 

"sombra" que proyecta S, considerando que Vf .p 0. 

Ejemplol: 

Hallar el área de la superficie cortada del fondo del paraboloidex2  +y 2  -z = 0, 

por el plano Z = 4. 

Solución: 	
plano z = 4 

(0;0; 

er e IM.11.• .01••••• 
111.1.10.111111.1.10~101. 

Wffling iii~1~••••••~It 

z = x 2  + y 2  

p 	0,0,0 
, 

1."
vor,  

Fig. N° IV.1 Gráfica del paraboloide debajo pl9 za.-4 

x2 + y2 z = O 

f(x, y, z)= O 

p = (0,0,1) 

Vf = (2x; 2y;—I) 	Vf 11=.14x2  + 4y2  

R: x2+y2 4 

-2 

Área (S) — 
V4(x2+ y2) 

+1dA — 
(-1)1 	

sif -14(x 2  + y 2 )+1dA= f021  sí: a(4,-14-1)rdrdi9 
R 	1  

= (17J17_12 
6 

Ejemplo 2: Hallar el área del casquete cortado del hemisferio x2-Fy2+z2=2; 

por el cilindro x2+y2=1 



Solución: 

x 2  + y 2  + z2  = 2 

f (x,y,z)= c 

x 2 y 2 1 

Vf =(2x;2y;2z) 

Vf p =2z 

Asimismo: liVf ii=l1(2x;2y;241 = 21x2  + y2  + z2  = 2.5 

Área(S) = ff  2-ñ 	fi 	= 	
dA  

12- 	
j2 - x2  - y 2  

í í 

R 2z 	z 

 

j-2- 	rdrd61  _ 
	 2,r2 -\/2),u2  

J° 42- r 2  

4.4 INTEGRAL DE SUPERFICIE PARA FUNCIONES 

VARIABLES  

Si R es la región sombra de una superficie S definida por 

y g es una función continua en los puntos de S, entonces 

S es la integral: 

Integral de g sobre S = iig(x, y, z) ilVf dA = gdo- 
Vrp ( 	s 

Donde p-  es un vector normal unitario a R y Vit.', # O 

REALES DE TRES 

la ecuación f(x;y;z)=c 

la integral de g sobre 

Asimismo da = dS ;pes la diferencial de superficie y está dado por: 

do-  =dS -  II VfdA II  

lvf•pl 

Propiedades: 

1) Sean g y h dos funciones continuas sobre S entonces: 

il(g±h)dcr =figdo-± fihda ó 
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(g(x  Y z)± h(x, y, 
z))ilVf II  dii= -> 

IVf•PI 

llg(X,y,Z) 
Vf 

 dA tif 13(x, y, z) °CM  dA 

1 VÍPI 	R 	IVf 49 1 

2) Si la superficie S se subdivide por medio de curvas suaves en un número 

finito de porciones suaves no traslapadas (es decir, si S es suave por 

pedazos) 

S = S1US2US3U... uSn ---> 

ffgdc=Jfgdc+fjgdc+...-i-ffgdc 
s, 	s, 

Ejemplo: 

Integre el campo escalar g(x,y,z) = xyz ; sobre la superficie del cubo cortado 

del primer octante por los planos x=1, y =1, z=1. 

Solución: 

S6 

Fig. N° IV.2 Grafica de la superficie del cubo 

Si:
1  

Z = 1 	do-  = - dycbc 
1 

„ 
X = 1 	= 1 - azay 

1 

, cr y = 1 a = 1 - aza
„  

x 
1 

X = 0; S5: y = 0; Se: z = O 
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Cilindro: x2+y2=1 

Plano: y +2z = 2 

f (x, y,z)= C 

gdo-  = ff gdo-  + gdo-  + gda + gdo-  + ff gdo-  + g o- 
s 	 5s, 	54 	S 	S6 

t.]. = 	jy=i  xydycfr +11  j yzdyck + 	xzdzax + ff Oda + ff Oda +ff Odo- 
y=0 z=0 	Jx=O z=0 

S5 	86 S4 

fjOdo- =1+-
1

+1+0+0+0=-
3 

4 4 4 	 4 

Ejemplo:  Hallar el área de la porción del plano y+2z=2, dentro del cilindro 

x2+5,2=1 

Solución: 

Fig. N° IV.3 Grafica de la superficie plana dentro del cilindro. 

Área (S)= do- (forma abreviada) 

= 	
II 

 Vf  .dA (forma detallada) 

Vf • P 

R: x2+y2 . 1 

- 	
232 área (R) - 	7r112 

2 	2 	 2 

Ejemplo: Hallar el área de la porción del cono z =2 	+ y2  , entre los 

planos z=2; z6. 

Solución: 

z = 2jx2  + y2  : (cono)Cuando z = 2 = 2/x2 + y2 _1, x2 4- y2 =1 



En otros casos: 

ni 

Cuando 	z = 6 = 2/x2  + y2  —> x2  + y2  = 9 

4x2 	4y2  
II Vf 	\ix2 + y2 + x2 + y2

+1 = 

Asimismo: 2Vx2+ y2  — z = O 

f (x, y, z)= O 

	

vf  .(  2x 	2y 	-± V f k = —1 — > do-  = vf.icl dA — pil dA = N.SdA 
x= + y 2  -jx2  + y 2 	) 

Área(s) = do-  =fil  -&1A = \lárect(1?)= -S81r) = 

	

s 	s 

ORIENTACIÓN DE UNA SUPERFICIE  

Llamamos a una superficie suave S, orientable, si es posible definir un campo 

n de vectores normales unitarios sobre S que varíe continuamente con la 

posición. Una vez que ;+, ha sido escogido, afirmamos que hemos dado 

orientación a la superficie S y denominamos a S con su campo normal n una 

superficie con su orientación -n> . Las superficies suaves(o suaves a trozos) 

cerradas en el espacio (superficies que encierran sólidos)son orientables. Se 

hace la convención que ;,' sobre tal superficie cerrada señale hacia 

afuera.(Larson et al.,2006,p.1113). 

Fig. N IV.4 °railea de distintas onentaciones de superficie. 



F =(d,N,P) 

Campo Vectorial 

(0,-1,0) 

(Participan en 
todo punto, 

n 8)  

(0,1,0) 

(0,0,1) 

(1,0,0) 

Por lo general dada una superficie S:f(x;y;z)=c Ja orientación la dará cualquiera 

Vf (x; y; z)  
de los dos vectores unitarios: n - ± 	 dependiendo si el problema 

(x; y; z)ii 

tratado considera la orientación hacia afuera o hacia adentro de la superficie. 

4.5 LA INTEGRAL DE SUPERFICIE PARA CAMPOS VECTORIALES. 

INTEGRAL DE SUPERFICIE PARA EL FLUJO  

Considere que >-(x,y,z). 	; N ;  p) tiene a M, N y P continuas sobre una 

superficie S que ya cuenta con una oroentacion -;„ que es el vector normal 

unitario escogido sobre la superficie. 

Denominamos a la integral de -F. 	sobre S, el flujo a través de S en la 

dirección positiva escogida lo que se representa como: 

(Thonnas y Finney,1999,p.1101) 

Si -/-(x,y,z), (m;N;p) es el campo de velocidades de un flujo de fluidos 

tridimensional, el flujo de -F> a través de S es la razón neta a la que el fluido 

cruza S , en la dirección positiva escogida. (Thomas y Finney,1999,p.1101). 

Como generalmente S:f(x,y,z) = c ;la orientación estará dada por uno de los 

dos vectores 7.1  = ±  V  f  ; también hay casos especiales. 
II Vi II 

Eiemplo:Hallar  el flujo de 7'= (0;yz;z2 ), hacia el exterior a través de la 

superficie S cortada del cilindro y2+z2=1; nO por los planos x = O, x=1. 

Solución: 

Fig. N° IV.5 Grafica de la superficie cilíndrica y su orientación. 

Flujo a través de S = 	7-> r • ; d 
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Vf = (0;2y;2z) 

Vf 	2(0, y , z) 
n =    — (O; y; z) 

11 	24 y2  + z2  

-± 
F .n= (0,yz,z2 ).(0;y;z) 

= y2z+z3 = z(y2+z2) = z 

Vf 11 	2 	dA 
do-  = 	.dA = dA = 

	

2z 	z 

donde Vf (0;2y;24 

= 2 11 (0,y,411= 24y2 + z2  =2 

Además: 

Vf. p = (0;2y;2z)• (0;0;0= 2z 

dA  
Finalmente: Flujo a través de 8 = ffr.n.da = Jjz 	= dA 

= área (R) = 2 

PARAMETRIZANDO: 

x = x 

y = cos O —> (x;0)= (x; cos O; sen0) 

z = sen0 

0<61 <x;0..x1 

rr = (1; 0; O); re  = (O; —sen0;cosO) 

i 	j 

n=± rx xr0 )= 1 	0 	0 = ±(0; —cos 8;—sen0) 

O 	—sene cos O 

Pero elegimos el signo menos para dar la orientación pedida 

n = (O; cos O; sen0) 

Verfificando 

O = O, x = 0 —> n = j 

-._ 
O=L,X=CI-->n=k 

2 
O = 71',X= O --> = —j 
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Finalmente: 

11
(0; cos Osen0; sen2  0)• (O; cos O; senO)dxdO 

Flujo a través de la superficie= ° ° 1 

f (cos2  Osen0 + sen319)dxdO = sent9dxdO = 2 
o o 	 o o 

4.5.1 PROPIEDADES: 

1) Sean F y G los campos vectoriales continuos en S: f(x,y,z)=c ; y sea n la 

orientación elegida para S entonces: 

fie F±G .n do-  = F indo-  ± G.ndo-
s 

2)Si S=S1uS2uSsu...uSn ,es una superficie suave a trozos, entonces: 

-) 

if F .ndo-  = ff F .nido-i + ...+ F .nrn do-n, 
sn  

Problema:  Hallar el flujo del campo F=(-1;2;3) a través de S: superficie 

-> -> 
rectangular z=0, ClxQ lky3, donde 17 = k (orientación elegida o dirección). 

Solución: 

F n = (-1;2;3).(0,0,1) = 3 

-> 
Flujo de F a través de S = LiF.n do- 

= 311 dor = 3 área (S) = 3 área (R) = 3(6) = 18 

Resumen: S: f(x;y;z)=c; da= 	dA 

Vf .12->  

-> 
donde p normal unitario a la región sombra R. 

Area(S) = = da 	II  Vf  dA  

s 	R iVf• Pi 

Integral de g sobre S = ffgdo- = g (x, y, z) 11'f_.—iid./4 

IST•PI 



4.5.2 PARAMETRIZACIÓN DE SUPERFICIES  

Sea 7- (u, v). (f (u, v);  g  (u, v) ; (u, v)) 

Una función vectorial continua definida sobre una región 91 en el plano UV y 

uno a uno sobre el interior de 91. 

Llamamos el rango de 7- (u, v) la superficie S definida o trazada por ; (,v), así 

pues ; ( u , v)= ( f (u , v); g (u ,v); h (u , v)) junto con el dominio 91 constituyen una 

parametrización de la superficie S.(Thomas y Finney,1999,p.1106) 

Definición.- 	Sea 	S 	una 	superficie 	parametrizada 	por: 

r(u,v)= (f(u,v),g(u,v),h(u,v)); donde 91: 	c.‘Kd 

L(Llamado dominio de parámetros) 

Diremos que S es suave si: 

A, -> (af ag ah 
r u  = _eu , eu ,_eu ) ,• 

rv 
., (af , _ag _ah 	 91 ) 	son continuas en 

av Dv ev 

r u x rv (0,0,0) ,para todo punto (u,v) E 91.(Thomas y Finney,1999,p.1106) 

Elemplol  :Hallar una parametrización de la porción del cono: 

2 = jX   + y2; 

Solución: 

05_z<1 

Fig. N° IV.6 Grafica de la porción de cono limitado por un plano. 

Coordenadas Cilíndricas 

x = rCosO 

y = rSeni9 

z = z 

  



f(11.v),g(u,v),h(u,y) 

a 

R: se llama dominio de parámetros. 

x = rCos 
y = rSent9 

0<r51 

1:Lt 
Al usarlo 

Z = 

r(r,0)= (rCose,rSenO,r) donde 0_.1 	(k0<27c 

Eiemplo2:  Hallar una parametrización de la esfera x2+y2+z2=a2. 

Solución: 

1x = pSen9Cos O 
Coordenadas esféricas y = pSenitSen0 

z = pCose 

Al usarlo: 

x = aSen0Cos0 
y = aSenollen0 
z = aCos8 

0.85_27z 	; 

r(0,0). (aSen0Cost9;aSenffien0;aCos0) ; (k.0.21r , 05_(0c 

PARAMETRIZACIÓN DE SUPERFICIES (Resumen) 

Fig. N° IV.7 Grafica del proceso de parametrización de una superficie. 

S será suave si: 

-› 	-4 
1) 	y ta v sean continuas en R 

2) 	r u xr, (0,0,0)en todo punto de R. 
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Ejemplo 3:Hallar una parametrización del cilindro x2+(y-3)2  = 9; 0_z_.5 

Solución: 

/;" 

Fig. N° IV.8 Grafica del proceso de parametrización del cilindro 

x=rCose 
Coordenadas Cilíndricas y= rSen0 

Lz = z 

Cilindro:  

x2+y2-6y+9=9 

x2+y2  = 6y 

r2  = 6rSen0 r = 6Sen0 

S: r(0,4=(6Sentros9,6Sen0Sen0,z) 

Donde 0.0_7c 	0<z<5 

4.5.3 ÁREA DE SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 

-4 
Sea S una superficie suave parametrizada por r(u,v)= (f(u,v),g(u,v),h(u,v)) 

con dominio de parámetros: a_u_b; c.xs.cl. El área de S está dada por: 

Área (S) = 	II 	xr 11 dv .du (Thomas y Finney,1999,p.1108) 

Donde llamamos diferencial de superficie (parametrizada) a d a = 
-› 
1' u% tv dv.du 
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— rSen O rCos O 
rCos O 

2 
Sen O  

2 

ro Xrr= 

Cos O 	Sen O 

Ejemplo:  Hallar el área de la porción de superficie y+2z=2, dentro del cilindro 

x2 4.  y2 

Fig. N° IV.9 Grafica de la parametrización de la porción del plano dentro del cilindro 

S está contenida en el plano: y+2z=2 

= rCose 
Coord. Cilíndricas y = rSen0 

z = z 

Al reemplazar en la ecuacion del plano: 

rSen0+2z=2 

2z = 2-rSen0-+ 
2 - rSent9 

=1 
rSen0 

z = 	 
2 	 2 

Luego: r (0,r)=( rCos 0,rSent9,1 rSenO) 

0<r<1 

r- Cost9 	 - Sen0) 

	

r e =(- rSenO,rCos O 	
2 

	

, 	;r =(CosO,SenO, 
2 ) 	) 

2 

r 
= ji--CosO.Sent9 + -

r
Sen0Cos 0j= -j - Sen28 + -

r 
Cos 20)= (0;-

r 
;-r 

2 	2 	 2 	2 	 2 

r axr II=+ r2  = 
4 

5r2  -sR 

 

 

= 2 

 

 



donde: u 
a 

Y 

(u,v)= (f , v), g(u,v),11(u,v)) 

2„ 1 	,s 22r 7'2  
Finalmente: Área(s) = 	r .dr .d = -

5 
— 

2 e=0 r=0 	 2 ° 2 

1  An  11 7r 
C 4 V 	 1.1 2  

2 

4.5.4 INTEGRAL DE UNA FRVV SOBRE UNA SUPERFICIE 

PARAMETRIZADA 

o 

r(u, v) = 	, v), g(u,vh(u,v)) 

Fig. N° IV.10 Grafica del proceso de integral de superficie para campo escalar. 

Integral de g sobre S = gd o-  

7 (uv) 

4.5.5 INTEGRAL DE UN CAMPO VECTORIAL TRIDIMENSIONAL SOBRE 

UNA SUPERFICIE PARAMETRIZADA  

V 

Fig. N°  IV.11 Gráfica del proceso de integral de superficie para campos vectoriales. 

-4 
El campo de vectores normales unitario n de la superficie parametrizada S, 

mediante r , = 	, g(u,vh(u,v))es: 	_ r11 x r 	donde:a; 

r 	x r v II 
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Comentario: La manera de tomar n dependerá de la condición del 

problema (generalmente el flujo será hacia afuera). 

FLUJO A TRAVES DE UNA SUPERFICIE  

Sea F(x,y,z)= (M,N,P) un campo vectorial continuo en los puntos de una 

superficie suave S parametrizada por r(u,v)=V(u,v),g(u,v),h(u,v)) donde 

c‘i.d; orientada según el campo de vectores normales unitario n-  .El 

flujo a través de S está dado por: Flujo de F a través de S = F.ndo- 
s 

„ II 	x r 	— fa  f e  F (r(u,v))•(r x r v)dvdu 

H ru x r 

EJEMPLO:  Determine el flujo de F = (yz;x;-z2 ) hacia el exterior a través del 

cilindro parabólico y=x 2  ; 0<x<1;0<z<4 . 

Solución: 

Fig. N° IV.12 Gráfica del proceso de integral de superficie para 7= (yz ; x ; - z 2) 



Parametrización de la parábola: a(x)= (x, x2) 

r(x, z)=(x; x2; z); 
	

O .x<1; 0<z<4 

r x = (1,2x,0) 
	

r z = 

—> 

Xrz = 

i j k 

1 2x 0 

0 0 1 

= i (2x)— j (1)+ k (0= (2x; —1; 0) 

   

—» —» 

	

rxXr2 	(2x;-1;0)  

V4x2  +1 ilrxxrz 

Prueba con: x =1 , = 4 

y=1  

(2;-1;0) 
n = 	,— 

,15 

-› 
Flujo de F a través de S = fiF nd o- 

-(, 
1 ç4 2x,-1,0) 	 

; 1"(XZ)).    -5/ 4 + ldzdx 
>c=o z=o 	•NI 4x2  +1 dcr=d5 

do-  =11 r x xrz dzix 

= ,14x 2  + ldzcbc 

z)j= (x2  z; x;— z2)  

= (x2  z; —z2).(2x; —1;0)= 2x3  z — x 

or o(2x 3  z — x)dzdx = (x3  — xz)r clx 
o o Flujo de F a traves de S = 1 

j(16x3  -4x)dx =(4x4  —2x2 )1:= 2 
o 

n= 



(2x;-1; O) 
S:x2 --y=0 ; n—    pues Vf = (2x; —1; O) se verifica que n apunta hacia 

f (x;y4 	
,14x2+1 

el exterior de S, por ejemplo verificar en los puntos (0;0;0), (0;0;4), (1;1;4), (1;1;0) 

Asimismo la región sombra es la región rectangular 91: O y,.1;0 z 4,y el 
_ 

vector p =7, así pues 

(2x;-1; O) .14x2  +1  
5.17;  • ndo-  = fif (yz;x;—r)•  	dA 

Flujo de F a través de S= s 	
V4X2  +1 	2x 

= 2 

4.6 TEOREMA DE STOKES  

Ei Teorema de Sir Gabriel Stokes tiene por finalidad la igualdad entre una 

integral sobre una superficie orientada S ;cuya orientación sea el campo de 

vectores normales unitario N ; y una integral de línea a lo largo de una curva 

cerrada C en el espacio , que viene a ser la frontera o el borde de 5. 

La dirección positiva a lo largo de C es la dirección en sentido contrario a las 

manecillas del reloj con respecto al vector normal N .Es decir,si se imagina que 

se toma el vector normal N con la mano derecha, con el dedo pu lg ar apuntando 

en la dirección de Ñ , los demás dedos apuntarán en la dirección postiva de C 

.(Larson et al.,2006,p.1128) 

Definición: Sea F(x;y;z)=(M;N;P) un campo vectorial continuo en una 

región U del espacio tal que sus componentes M, N y P tengan primeras 

derivadas parciales continua en la región 91. 

 

Fig. N° IV.13 Gráfica del proceso de como actúa el campo y la orientación. 



Definimos el rotacional del campo F en el punto (xo,yo,zo) como: 

rot F(xo,  yo, zo  )= V x F(xo  , yo  , zo  )(Thomas y Finney,1999,p.1114) 

en general: rot F =Vx F (*) 

donde: V= 
a a a j 

\--a—x ;"-aj» Bz 

Detallando (*) 

ro( = 
a 

j 

a 
ay 
N 

k 

a 
az 

P 

_ 7 (ap _aN` am ) 4. -k› 

ay 	3z,, 

--jt(ap 
ax az 

[DAT _am 
ax 	ay 

as 
Al 

„ 
Propiedad:  F(x, y, z) es conservativo en U si y solo si rot F = O = (0,0,0) en U. 

Observación: Consideremos la superficie orientada S:f(x,y,z)=c; cuya 

orientación sea dada por: 

_ 	Vf  (hacia el exterior) 
II vf 11 

TEOREMA DE STOKES(Enunciado)  

La circulación i de un campo ít (x, y z = (Al , N p) alrededor de la frontera C ,de 

una superficie orientada S ,en sentido antihorario respecto al campo N 

normal unitario a la superficie ; es igual a la integral de la componente normal 

-+ 
del rotacional del campo F sobre la superficie S; es decir: 

CIRCULACIÓN ANTIHORARIA = -1.d; = 55 rot i.Ñcla 

= 	+ Ndy + Pdz =55  rot F ->nd o. (Integral rotacional) 

Ejemplo: Evalúe el teorema de Stokes para el hemisferio S:x2+y2+z2=9; nO su 

frontera C:x2+y2=9, z=0 y el campo  
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a a a 

Solución 

Fig. N° IV.14 Gráfica de la superficie para aplicar el teorema de Stokes 

-4 
i(o- 0)- j (O - 0)+ k(- 1 -0= (0,0,-2) 

  

1)Circulación Antihoraria 

-4 
F =(y;-x;0) -> C : re)= (3Cost;3Sent;0); Ot27.c 

d r = r"(t).dt -> d r =(-3Sent,3Cost,O)dt -> F re) = (3Sent;-3Cost;0) 

2r 
Circulación Antihoraria= 	.d r = r (-9Sen2t -9Cos2t)dt = -181r 

i=o 
e 

1)Integral Rotacional 

rot F = (0,0,-2) 	P = (0,0J) 

S: x2 +  y 2  + z2  -= 9 Vf = (2x,2y,2z) 	2Vx2 + y2 + z2  = 2(3)= 6 

-> 	Vf 	(2x,2y,2z) -p>1  = 
	 - 

(x,  z)  

6 	3 
n = 

Ilvf II  

3  2z)- rot .7 	(x,y,z)-(- 	3  
3 

VfM   6 	3 do= 	 dA— dA dA 

	

-> 	2z 	z 
I Vf•PI 



rot F ndo-  = ff
' 
—y

2  )(
-
3 jc/A = —2lldA = —2área(R) 

S 	 R  	z 

= — 	Ir) = —187r Lqqd. 

Observación:  Note que si dos superficies orientada Si y S2 diferentes tienen la 

misma frontera C, entonces sus integrales rotacionales son iguales: 

_ 
fF•dr = nrot F •ni da = fi rotF • n2 da 

S 	 S2  

C: Frontera de S2  
C : Frontera de S, 

Fig. N° IV.15 Gráfica de dos superficies con la misma frontera. 

Definición:  Sea F(x,y,z)=(M;N;P) un campo vectorial continuo en una 

región U del espacio tal que M,N,P tengan primeras derivadas parciales 

continuas en U. Definimos la divergencia del campo F como: 

div = V •F>  =( a  • 	j,(m;  N p)= ; (Thomas y Finney,1999,p.1123) ± aN ± aP 
ax ay 	az ax ay az 

Observación: En el Teorema de Green 

div F > O (Fuente) 
	

div F <O (sumidero) 

Fig. N° IV.16 Gráfica de la interpretación de la divergencia en el espacio. 



En el espacio: 

Frontera de L 

(cascarón) 

El sólido es 

la U 

Fig. N° IV.17 Gráfica del campo vectorial aplicado a una superficie cerrada. 

4.7 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA(Enunciado)  

La integral del campo vectorial (x, y, z)= (M, N, P), sobre la superficie S 

cerrada y orientada en la dirección del vector normal unitario 7, hacia afuera de 

S ,coincide con la integral triple del operador: div F , sobre la región U, 

encerrada por la superficie S. Es decir 

Flujo hacia afuera = fiTI•TuIS = iffV•T'dV = Integral de divergencia ...(*) 
u 

Ejemplo: Evalúe el Flujo hacia afuera y la integral de divergencia de la 

ecuación(*) para el campo 7"(x; y; z) = (x; y; z) , sobre la esfera X
2 4. y2 ± z2 = a2 

Solución: 

1)Flujo hacia afuera: 

( 
F .n = (x, y,x, y, z)  z). 	 

a 

= =a 
a 	a 

Flujo hacia afuera = 	n do-  = Hado- 
s 

= all do-  = aÁrea(S)= a (47Ta2) = 47-ta3 

x2 + y2 + z2 a2 



2)Integral de divergencia: 

a 	a 
div F = VxF =3 —(x)+ yy (y)+

z
(z)  

Integral de divergencia = iff3dv = 3ffidv =3Vol(U) 
u 	u 

= 3(4/37-ca) =4n-a3  

4.8 APLICACIÓN DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE:LEY DE GAUSS 

En la teoría electromagnética el campo eléctrico debido a la carga q de un 

punto localizado en el origen es 

E(x;y;2)= 	 

	

1 q r 	q xi+yj+zk 
_ - 	 

	

¿In-co i /12  r  4ze0 	p3  
" 

Donde e0  es una constante física, r-  es el vector posición del punto (x;y;z) y 

p=iri=jx2  + y2  + z2  .En la expresión E- 	q  
4ze, 

El flujo de E hacia afuera a través de cualquier superficie cerrada S que 

encierra al origen(y donde se aplica el teorema de la divergencia) también es 

1. Para ver porque basta imaginar una esfera grande So con centro en el 
e0  

origen y que encierre a la superficie S. Puesto que 

V•E 	 q   V•F =O 
4ffe0 	4zeo  

Donde p >0 la integral 117-E sobre la región D entre S y Sa  es cero.Por el 

teorema de la Divergencia ff E•ndo-  = 
Frontera 
de D 

Y el flujo de E a través de S alejándose del origen es igual al flujo de E a 

través de S„ alejándose del origen que es q .Esta afirmación llamada LEY DE 
e, 

GAUSS también se aplica a distribuciones de carga más generales.(Thomas y 

Finney,1999,p.1128). 



Ejemplos de aplicación  

1) Considere las dos cargas situadas en la Figura. ¿El flujo que atraviesa la 

esfera es el mismo en ambas situaciones?¿El campo eléctrico en el mismo 

punto P es el mismo en ambas situaciones? 

Fig. N° IV.18 Gráfica del flujo vectorial en cada superficie. 

Solucion:  

Segun la Ley de Gauss,cuando •tenemos una supeficie cerrada, el flujo 

electrico solo depende de la carga encerrada en su interior 

0 Qnt 

co 

Como la carga encerrada en el interior de las dos esferas es la misma(4pc  ) en 

ambos tendremos la misma magnitud de flujo. Sin embargo, el campo eléctrico 

si depende de los vectores de la distribución de cargas por lo que será distinto 

en cada una de las situaciones 

2)Cierta distribución de cargas que se encuentra en el interior de una esfera de 

1m de radio, crea un campo eléctrico, perpendicular en todo momento a la 

superficie de la esfera , que viene dada por 

E = 
1000 

r2  

Siendo r la distancia a que nos encontramos del centro de la esfera. Calcular la 

carga que existe en el interior de la esfera, suponiendo que está en el vacío. 

Solución:  En la superficie de la esfera r=R; y el campo eléctrico es 

1000  
E = 

Aplicando el Teorema de Gauss a la superficie esférica: 

=IE.& =2- 
S 	 co 



= Ef dS= 
100 0

4zR2  =4000,r = ->Q=40007zgo  
R2  S 	 80 

Q=40007r.8,84.10-12  =1,11.10-1C ->Q=0,11,uC 

PROBLEMAS PROPUESTOS  

1) Hallar el área de la superficie correspondiente a la 

porción del cono z = 2/x2  +32 2 ; entre los planos z = 2, z = 6. 

Hallar el área de la porción del paraboloidex=4-y2 -z2 , que se 
encuentra arriba del anilloi y2  +z2  4 , en el plano YZ. 

Integre la función 	I-1(x,y,z)= x275 - 4z , sobre el domo parabólico z 

= 1-x2-y2, fl.O. 

Evalúe la integral de superficie ff + y+ zkIS , donde S es la superficie con 

ecuaciones paramétricas: x = u' -17 2,y = u' + v2,z =2uv , con D: u2  + y2  4 
Use la integral de superficie en el Teorema de Stokes para calcular la 

circulación del campo F =(2y;3x;-z2) alrededor de la curva C: El circulo 
x2+y2=9,  en el plano XY, en sentido antihorario visto desde arriba. 

6) Evalúe la siguiente integral de línea 

f (2x2 +y2 z2 • + 
Mt 	(2X2  Z 2 )dy +(2X2  -y2  -z2 )dz; 

a lo largo de la curva simple cerrada C que resulta de la intersección del 

elipsoide: 4x2  +4y2  +z2  =4 ; y el plano: y+z=1; recorrida en sentido 

antihorario vista desde arriba. 

Calcule el flujo de campo vectorial 

F (x,y,z)= e z2  i + (2y + sen (x 2 	+ z + x 2  + 9y 2  )k 

a través de la superficie cerrada que es frontera del sólido Q ubicado al interior 
del cilindro: x2  + y2  = 4 ; y al interior del elipsoide: 4x2±4y2+ z2 = 64. 
8)Determine la integral del campo vectorial 

. 	1 
F(x,y,z)= (x y z + x y )1 + [ -

2
y

2 
 (1- z)+ e x ] f +(e x

2 +Y2 
 k 

a través de la superficie S que es el "cascaron" del sólido Q limitado por 
el cilindro: x2  + y2  =4: y los planos: z = y-4 : z=0. 
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de 

Sto kes 

VI.APÉNDICES 

Apéndicel: RELACIÓN ENTRE LOS CAPÍTULOS DESARROLLADOS Y LOS 

TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CÁLCULO VECTORIAL :TEOREMA 

DE GREEN, TEOREMA DE STOKES Y TEOREMA DE LA DIVERGENCIA. 

Campos Vectoriales Funciones reales de varias 

variables 

Integral Triple Integral Doble Integral 
de 
Linea 

Integral 
de 
Superficie 

Teorema 

de Green 

reorema de la 

Divergencia 

Fuente: Elaboración propia. 



Apéndice 2: CONTENIDO TEÓRICO DE LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES 

Teorema Fundamental ¿Qué relaciona? . ¿Qué conceptos usa? Fórmula 

Teorema de Green Una 	integral 	de 	Línea 

sobre una línea cerrada 

C con una integral 'doble 

sobre 	una 	región 

acotada D cuya borde es 

C 

Circulación 	antihoraria 

versus Integral doble del 

rotacional 

Flujo 	a 	través 	de 	una . 

curva 	cerrada 	versus 

Integral 	doble 	de 	la 

divergencia. 

ft idS 

1
F•Tds = if 

C 

: F — 	= 
fi 

 

C 	 D 

D 

rot FdA 

div F dA• 

Teorema de Stokes Una 	integral 	de línea 

sobre una curva cerrada 

C con una integral de 

' superficie 	sobre 	una 

superficie 	S 	cuya 

frontera es C. 

Circulación 	antihoraria 

sobre una curva cerrada 

C, 	versus 	Integral 	de 

superficie 	sobre 	una 

superficie 	árientada 	S 

cuya frontera el C. 

1F•Tds = ff 
C 

rot.F.ArdS 
S 

Teorema 	de 	la 

Divergencia de Gauss. 

Una 	integral 	de 

superficie 	sobre 	una 

superficie cerrada $ con 

una integral 'Triple sobre 

una 	región 	' u c R' 

cuya frontera es S 

Flujo 	a 	través 	de 	una 

superficie 	cerrada 	y 

orientada 	S 	versus 	la 

integral triple sobre una 

región 	u c R 3  ,cuya 

frontera es S 

CJF.NdS 
_. ... 

= Iff 
S 

divFdV 
U 

Fuente. Elaboracion propia. 



VI !ANEXOS 

Tabla 1 : Fórmulas de operadores vectoriales para gradiente, divergencia, rotacional y 

La laciano: 
Cartesianas(x;y;z) 
I,j,k son vectores unitarios en las 
direcciones de crecimiento de 
x,y,z. 
Fx,Fy,F,son las componentes 
escalares de F(x;y:z) en esas 
direcciones. 	. 

Cilíndricas (r;O; z) 

Ur  , 2i0  , k son vectores unitarios en 

las direcciones de crecimiento de,r,  , . 

Y z. F„ Fo  y F, son la 

componentes escalares de 
F (r;0;z) 

Esféricas co  ; 0;9 ) 

II p  ,u o 	y 	u, son vectores unitarios en 

las direcciones de crecimiento de 

- 
F,F, y E9  son las componentes 

escalares de F (1); O; 9) en esas 

direcciones. 
Gradiente Df - 	Df 	af - —k 

2x 	ay 	az 
r 	af - 	1 af - 	af -, 

Vi = —14r  +--210 +— XL 
ar 	r ae 	az 

Df - 1 	- 	1 	af - 
Vf = —up-h--uo+  

¿3/J p 80 	psen0 ao 
Divergencia 

y • F - aF, 	DF, 	DF
Vi,F=-

1
-
5

(rFa+-1 

	

.aF 	a 
---9-+---z-

F  

r ar 	r ae 	az 

V •F = 
u' 

i 	9F 

I  --La 	(p 2 F,)+ 	--a  (Fo sen01) 
pu 	psen0 00 ax 	By 	az 

+ psenqf alk 

Rotacional 

v x F 	= 

a 	J 	k 

a 	a 	a 
O 	x F 	- 

I 	 1 
u , 	—k 

a 	a 	a 
x F 	. 

a x 	a x 	a x 
F , 	F, 	F , 

P 	"^ 0 	P it"# 	p 
a 

7-p— 	a 0 	99 
F, 	pa', 	psen0 F, 

ar 	DO 	az 
F 0 	F , 

laplaciano 5 2  f 	5 2  f 	5 2  f 
V 2  

2 	1 e 
V f =-- 

. r ar, 

ar) 	1 32 f 	52  r 
r t̀= +—+ 

5r 	r 2  5(92 	az' 
- 2 f  _ 	I 	a ( p 2 af 
V  P 2  aP. 	OP 

A  df I 1 	a 	 a 2  :je 8  ) 

f -  
ax 2 	ay 2 	az 2  , (

p2seno ao 	en" a0 	4-  P 2 sen0 09  
Fuente: Thomas y Finney,1999 

TABLA 2 FÓRMULAS PARA MASAS Y MOMENTOS DE PLACAS DELGADAS 'QUE CUBREN REGIONES DEL PLANO XV 

Densidad 8(x; y) es la densidad de una lámina plana que ocupa una región Den el 

plano(masa por unidad de área). 
Mese 

M = ff-8(X; 

D 

y)dA 

Primeros Momentos 
Mx  = ff 

D 

y8(x; y)dA 	;My = ff x8 (x; y)dA 

D 
Centro de Masa - My 	 x-  M  

M 	M 
Momentos de Inercia Respecto 

Respecto 

Respecto 

al eje X:
1 	= if y 2 8 (x; y)dA 

0 

al ejeY' 
. ./ y  = fix18 (x; y)dA 

0 

al origen /o  , fi (x  2 	y  2 
1- 	)8 (x; y)dA (momento polar) 

0 

Radio de giro 

Respecto 

Respecto 

al eje X : Rx  = 	Resnecto 
i y  

al eje Y: R 	= 	' 	• y 

o 
al origen : Ro  

M 

Fuente: Thomas y Finney,1999. 



Tabla 3 Fórmulas de masas y momentos para objetos en el espacio 

Densidad 8(x; y; z) es la densidad de un objeto que ocupe una región U en el 

espacio(masa por unidad de volumen). 
Masa 

M = SÍ 8(x; y; z)ic/V , 
U 

Primeros Momentos respecto a los 
planos coordenados M = yz 

M = 

U 

fn 
U 

ffix8(x;y; z)dV 	;A/1  = fil 
• 

z8(x; y; z)dV 
• 

u 
y8 (x; y; z)dV; 

Centro de Masa — M 	— Al 	- M yz 	y 	. 	_ 	y x = 	; y = 	, z - 
. M 	M 	M 

Momentos de Inercia(segundos 
momentos) 

Respecto al eje X: 
=if (y ' + z 3  )<5(x; y; z)d y 

o 

Respecto al ejelt 	fi 	2 	2  
. / 	( x 	+ z 	)8 (x; y; z )dA 

D 

Respecto al eje Z: 	= if (x  2 + y 2 )8 (x; y; z)dV 
D 

Momento de Inercia respecto a una 
recta L iL  = fil 

U 
r(x; y; 

r2  (x; y; z)8 (x; y; z)dV ; 

z): distancia de los puntos (x;y;z) a la recta L. 

Radio de giro respecto a una recta L / 
R V L 	= 	mr 

Fuente: Thomas y Finney,1999 
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