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RESUMEN

La teoria de grafos con sus multiples aplicaciones tiene sus fundamentos en
las matematicas discretas, y muy poco en la matematica absfracta, como el algebra,
topologia, geometria, etc. Y en particular en la estructura algebraica de un ideal. Es
asi como en este trabajo se ha tenido como propésito estudiar ¢ investigar la
estructura de ideal en un C*-algebfa de grafo dirigido; resultado que ha sido posible
al utilizar un método “Teorico — Constructivo”, basica y fundamentalmente en la
definicion de conjunto hereditario y saturado, éoncluyéndose con una
correspondencia biyectiva entre la familia de ideales ‘cerr‘ados y la familia de

subconjuntos hereditarios y saturados.



ABSTRACT

The theory of graphs with their multiple applicaﬁons has its foundations in discrete
mathematics, and very little in abstract mathematics, such as algebra, topology,
geometry, etc. And in particular in the algeﬁraic Stmcture of an ideal. This is how
in this work we have had the purpose of studying and . investigating the ideal
structure in a C * - directed graph algebra; result that has been possible to use a
"Theoretical - Constructive” method, basically and fundamentally in the definition
of a hereditary and saturated set, concluding with a bijective correspondence
between the family of closed ideals and the family‘of hereditary and saturated

subsets.



INTRODUCCION

Un ideal es una estructura algebraica muy especial, en particular es de gran
utilidad en la construccién de una estructura cociente de los objetos algebraicos
donde estos ideales son definidos (Anillos, Algebras, etc.), en este trabajo se ha

estudiado e investigado la estructura de ideal en un C*-algebra de un grafo dirigido

G, el mismo que consiste en una cuaterna (GO,G],r,s) donde G, es el conjunto

formado por los denominados vértices y G, por las aristas (ejes), las aristas son

obtenidas al juntar dos vértices arrojando de esta manera una orientacion, y donde

1, s son funciones que van de G, a G,.

Las dlgebras de grafos posecn una teoria atractiva en su estructura en lo cual
propicdades algebraicas y topologicas del algebra estan relacionadas a propiedades
combinatorias de caminos en los grafos dirigidos.

Los resultados fundamentales que guardan mucha analogia son probados
por Cuntz y Krieger, en particular los teoremas de Unicidad para algebras de grafos.
Nosotros en este trabajo hacemos notar tal relacién al estudiar la estructura de un
ideal I en C*(G). En lineas generales presentamos aspectos y/o temas preliminares;
seguido exponemos muy brevemente la definicién de grafos para dar la estructura
de un C*-algebra de un grafo G, la misma que es formalizada con la definicion de
una G- familia de Cuntz — Krieger, los teoremas de unicidad para algebras de grafos
juegan un papel fundamental en ¢l estudio de la estructura de ideal de la C*-algebra
G del grafo G; el primer resultado (primer teorema de unicidad) da una condicién
sobre el grafo G, lo cual garantriza que C*(G) es simple, luego este resultado es
necesario para mostrar que “C*(G) es simple si y solamente si cada ciclo en G tiene
una entrada y G es cofinal”; Finalmente presentamos dos modelos particulares
ilustrativos uno de C*.4lgebra y otro de grafo estos son la C#*-algebra de matrices

“escalares complejas” y el otro es el denominado “Grafo de homotopia”™.



CAPITULO1
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.  Descripcion de la Realidad Problematica

La teoria de grafos como una rama de las matematicas y ciencias de la
computacidn; tiene sus fundamentés en las matematricas discretas y aplicadas; sin
embargo es una teoria que requiere de otros conceptos de diferentes areas como
algebra, topologia, anélisis, etc., en particular el algebra es una rama que permite
abordar un problema muy comin que se presenta en la teoria de grafos siendo este
el problema de isomorfismo de subgrafos; €l cual consiste en encontrar un grafo
fijo como subgrafo de un grafo dado; en este mismo contexto; se ha dotado a un
grafo de una estructura de C*-algebra y lo que seh ha buscado en dicha estructura

es una subestructura o estructura de ideal.

1.2. Formulacion del Problema _
;,Serd posible determinar la estructura de ideal en un C*-algebra de grafo?
1.3. Objetivos
1.3.1 Objetivo General
Determinar la estructura de ideal en un C*-algebra de grafo.
1.3.2. Objetive Especificos
* Investigar y estudiar la estructura algebraica de ideal en un
C*-algebra de un grafo dirigido fila — finita.

* Garantizar que una C*-algebra de un grafo G sea simple

14. Limitantes de la Investigacion

La naturaleza de la investigacion que es netamente tedrico mas atn es
abstracta esta dentro de la estructura algebraica que es la de un ideal de un C* -
algebra de grafo, no presentdndose la posibilidad de que los limitantes de la

investigacion sea de cardcter temporal ni espacial.



CAPITULO II
MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes
2.1.1 Antecedentes Internacionales

La estructura de ideal de las algebras de grafos de Cuntz — Krieger fue
analizado por Cuntz en su obra “A class of C* - algebras and Topological Markov
chains II: Reducible chains and the Ext - funtor for C*-algebras (1981)”, bajo una
cierta hipétesis (adicional) sobre un algebra A. Mientras que la teoria de ideal para
un algebra arbitrario finito A fue estudiado por: A. Huef and I. Raeburn en la obra
“the ideal estructura of Cuntz — Krieger algebras. Ergodic Theory Dynam. Sys
(1997).

2.1.2 Antecedentes Nacionales

Con respecto al estudio de las estructura de ideal en un C*-Algebra de grafo,
no se ha encontrado muchos trabajos realizados en nuestro medio; sin embargo en
la Tesis Intitutlada “K — Teoria de C*-algebras”, (2014). El autor de ésta obra lo

utiliza para sus objetivos sin hacer un anilisis profundo sobre tal estructura.

2.2 Marco
2.2.1 Tedrico

Se considerd un grafo dirigido G que consiste en una cuaterna {G,,G,,7,5)};

donde G,y G, son dos conjuntos a lo sumo numerables formado por elementos

llamados vértices y lados (aristas & ejes) respectivamente y donde r, s son dos

funciones que van de G, en G,; luego se represento el grafo G por operadores sobre

un espacio de Hilbert H, donde los vértices son representados por proyecciones
ortogonales y las aristas por isometrias parciales; con tales consideraciones se defini6
la denominada G — familia de Cuntz — Krieger sobre H, lo cual nos permitio definir
una C*-algebra, y dentro de la cual se buscd estructurar un ideal, usando los teoremas
de unmicidad para algebras de grafos. A continuacién presentamos el material

bibliografico utilizado en el marco tedrico.



(1)  Massey, W. Introduccion a la Topologia Algebraica. Espafia — Barcelona.
Editorial Reverté. 1972

(2)  Munkres J. Topologia. Espafia. © Pearson Educacion, S.A. 2002.

(3) = Spanier, E. Algebraic Topology. New York. E.H. Spanier.

(4)  Raeburn, I. Graph Algebras. United States of América. Americal
Mathematical Society. 2005.

(5) M. Rérdam, An Introduction to K - teoria for C*-algebras, Cambridge
university press (2000).

(6) 1. Conway, A. Course in functional Analysis, Springer — Vérlag (1990, 2dnd
edition).

2.2.2 Conceptual | _
En un C#*-algebra de un grafo dirigido G, se dot6 la estructura de Ideal,;

resultado que se obtuvo usando los teorema de Unicidad para C*-algebras de grafos, ‘

estableciéndose luego una biyeccion entre las familias 7 y £ donde 7 = {F c G, F

es saturado y hereditario} y £ =-{ I c C*(G):7 esunideal cerrado}

2.2.3 Tedrico — Conceptual
Un grafo dirigido G da lugar a un C* - algebra; el cual es denotado por C*(G),
en ésta estructura “algebraica — toipologica™ se estudid la estructura de ideal mediante

los denominados conjuntos saturados y hereditarios.

2.3 Definicion de Términos Basicos

Definicién (2.3.1) (Accién de un grupo)

Sea (G, #) un grupo, E un conjunté no vacio. Una accion de G en E es una
aplicacion.

“GxEF—0>F
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Tal que a cada elemento: (g, x) € G x E asigna un (nico elemento g,xe E,
verificando:

(1) e=x=ux, para todé x € E, donde e es el elemento identidad del grupo G.
(i) (g.g,)*x=g (g, +x), paratodo g,,g, € G, paratodo x € E.

Nota.- 1.- En estas condiciones se dice que E es un G — conjunto.

2.- Por abuso de lenguaje, escribiremos en lugar del g * x y g,.g, simplemente

como gx y g,g, respectivamente.

Ejemplo (2.3.1): Sea E un conjunto no vacioy G = {g E——Gig —biyeccién}
la pareja (G,0) donde “0” es la composicion de funciones. Considérese entonces
la aplicacion *: GXE —— £, dadacomo g * x =g(x), paratodo g €G, para
todo x € E, entonces la aplicacion “*” es una accién de G en E. En efecto

(i) e*x = I *x=1(x)=x

() (gog) x=(g°8) ) =g(g,(x)=g/(g,+x)=g+(g+x) paratodo

g,,8, €G, paratodo x € E.
Observacion (2.3.1). ¢ El grupo general lineal denotado y definido como:

GL, (K)= {A = (a,j) :Aes invertible} es un modelo de ejemplo importante en la

teoria de Grupos, cuyo origen estd en el estudio de los operadores lineales
inversibles en un K — espacio vectorial finito dimensional V (dim V < ).

* Escribamos V un K — espacio vectorial; n — dimensional (dim V = n) y
GL(V) = {T:¥ ——V /T~ es un operador inversible} entonces (GL(V), 0)

es un grupo, donde “0” denota la composicidn de operadores (aplicaciones);

mas aun GL(V) = GL (K) (isomorfos).

11



Definicién (2.3.2).- Sean (G, ), un grupo, V un K — espacio vectorial finito

dimensional, y supongase que * : Gx V — V es una accién de G en V. Diremos
que la accidn “*” es compatible con las operaciones del espacio vectorial.

(V, +, K, o) si:

i) g(v+wy=g*v+g*w, paratodo; g € Gyv,we V

i) g.(tv)=Hg*V), para todo; t ¢ K,ve V, g € G

Definicién (2.3.3).- Sean G y V como en la definicién anterior (2.3.2). Diremos en
tales condiciones que: la accién es G — lineal y que V es un G — espacio vectorial.

Proposicion (2.3.1).- SeaEun G - conjunto.‘ Entonces la accion de G en E induce
un homomorfismo de grupos; de Gen S, = {f : E—)E/f—biyeccién} .
Reciprocamente. Si p:G—— 5, esun hoxﬁomorﬁsmo de grupos; entonces “p”
induce una accién de G sobre E.

Demostracion: (=) (S;,0) es un grupo, donde “0” denota la composicién de
funciones. Definamos la aplicacion T: G—~—$SE como T(g) : E——E para

cualquier g € G, donde T(g)(x):= g* x
Afirmacioén (1) T(g) es biyectiva, En efecto:

1. Sean x, y € E tal que T(g)(x) = T(g) (y) si y solo si g* x = g * y, entonces
gl(g* 0= g ' *g*y) = (g7 g)*x=(g ') *y Se*x=e*y;portantox
=y ¥ en consecuencia T(g) es inyectiva.

2. Para cualquier z € E; consideremos x=g '«ze E; asi T(g)(x) = g » x =
g* (g‘] *Z) = (ggil)* z=e+z =z Portanto T(g) €s suryectiva.
Luego T(g) € S, ., puesto que T(g) es biyectiva.

Afirmaciones (2) : T: G——§, es un homomorfismo.

12



Sean g,,g, dos elementos probaremos que 7 (2,.8,)=T (g,)oT (gz). En efecto
para x € E, se ticne: T(g|gz);.‘.) = (glgz)*x =8 *(g*x)=

T{e)(T(2:)0)=[T(2)°T(g,)](x): portanto: T(g,8,)=T(g,)°T(g;)

Reciprocamente.- Veamos que el homomorﬁémo p:G—— S, induce una accion

de G en E. Deﬁnambs la aplicacion * : G x E ——>E como * (g, x)=

g.x:=T(g)(x); donde T: G—— 5, es el homomorfismo obtenido en la primera

parte. |

Afirmacion (3)'.- La aplicaciéon * : G x E ——-——)E dada por g* x = T(g)(x), para

todo g € G, x € E es una accion. En efecto:

() e*x=T(e)x)= [(x)=x

(i) (218:)*x=T(2,2,)(")=(T(£,)°T(8,)) () = T(&, (T (g, ) (x)
=T{g)(2,*¥)=g,*(g;*x)

Observacién (2.3.2): De la proposicién inmediata anterior (2.3.1), se puede

afirmar que; dar una acciéon de G en E; es lo mismo que dér un homomorfismo

7 G6—8,.

Corolario (2.3.1): Sean G un grupo y V un K — espacio vectorial; escribase los

conjuntos:

4.(GV) ={ :G x V——F /* es una accion G-lineal} y
Hom(G,GL(V))= {p :G—>GLV)/ p— esun homomorﬁsmo}

entonces hay una correspondencia biyectiva entre dichos conjuntos.

Demostracién.- Para establecer dicha biyeccion definamos las aplicaciones: L

: 4.{G,V)— Hom (G, GL(V)) y ) : Hom (G, GL(V))——» A(G,V) como

sigue:

13




(i) L: 4.(G,¥V)—> Hom (G, GL(V))

1 [(*): G—> GL(V)
g L)V —V
vis L()g(v)i= g *v

(i) J: Hom (G, GL(V)) —— 4,(G,V)
p=J(p)Gx V——V
V) = J(p)(2,v)=p(g)(v)
De manera rutinaria se obtiene que:
Lod =1, 6w y JoL =160y €N consecuencia el resultado
Definicién (2.3.4).- [Representacién] Sea V un K — espacio vectorial, y sea A una
K — algebra. Una representacion de A en V es un homomorfismo
p: A—)GL(V), del K — algebra A en el grupo GL(V).
Definicion (2.3.5) [Representaciones lineales]. Sea G un grupo y V un K — espacio
vectorial. Una representacion Lineal de G en V es un homomorfismo.
P G—GL ( V )
Observacion (2.3.3).- El Corolario (2.3.1) nos dice que estudiar las
representaciones lineales de un grupo G en un espacio véctorial V, equivale estudiar
las acciones lineales de G en V.

Definicion (2.3.6):- Sea G un grupo finito y V un © — espacio vectorial finito

dimensional a la dimension de V se denomina grado de la representacion

p:G——>GL(V) yaV selellama el Espacio de la Representacion; cn algunas
ocasiones diremos que V es la representacion de G. |

Ejemplo (2.3.2).-Sea G = {O‘ A, —1 /o —biyeccién} =S donde /, = {1,2,....,n}
entonces la funcion f:(S, ,-)-—-—>({i1} ,-) dada como:

1, si o es par

f(a):{

-1, si o es impar

14



Es una representacion de grado uno. Obsérvese que { :l:l} cC

Nota.- A continuacion presentamos algunos términos topoldgicos, como conexidad
caminos, conexidad por caminos, etc.

Definicién (2.3.7) (i) Dada un espacio topoldgico (X, 1). Una separacién para X
constituye una pareja E, F € t no vaciostalesque: EUF=X y ENnF=¢

(ii) la negacién de (i) es la definicion de espacio Topolégico conexo es decir un
espacio topologico X es conexo si no existe una separacion para X.

Definicion (2.3.8).- Dado un espacio topolégico (X, 7). y sea [ =[0, 1], un camino

en X es una funcién continua o : I — X, si a(0)=a y a(l) =b, entonces en

estas condiciones se dice que ¢ es un camino que va desde el punto inicial “a” hasta
el punto final “b”.

Intuitivamente un camino es una particula que se mueve en un espacio, durante
cierto intervalo de tiempo. Convenientemente se asume que €l movimiento
comienza en t =  y continua hasta finalizar, digamosent = 1.

Definicién (2.3.9).- Un espacio topoldgico X es conexo por caminos si dados x, y
en X, si existe un camino « : [0,1]—)X tal que a (0) =xy a(l)=y. Esdecir
cada par de puntos en X puede ser unidos por un camino.

Escribamos: C(I, X) = {a :[0,]]—> X /a - esun camino} = X' que también lo

denotamos como X' donde 1 = [0,1]. En el conjunte X’.Consideremos la
operacién binaria (multiplicacién) “.”; es decir *: X' x X' ——> X’ tal que si
@,fe X’ entonces a+f € X'. Esta operacién permite establecer la definicion de

multiplicacién de caminos.

Definicion (2.3.10) (Multiplicacién de caminos)

Dados o, B dos elementos en X' tales que a(1)=(0). Definamos el camino

“Producto” « . § como:

15



1
a(2t), sit €| 0,—
(2t), si e[ 2}

a.f(t) = (1L.1)

) 1
B(2t-1), sit € [5,1}

A continuacion mostramos una figura que describe la definicién de multiplicacion
de caminos. _‘
FIGURA N° 2.1
MULTIPLICACION DE CAMINOS

Aﬂ'.,\ *
\\“ .

"\\ 1

‘\\ | 1

~ e 1

® ®
0 1/2 1

Fuente : Gustavo N, Rubiano O. Fundamentos de Topologia algebraica — 2007.

Observacién (2.3.4).- El camino producto “o.3” consiste en poner el camino “f”

[T

seguido del camino “a””; de manera que para ahorrar tiempo en el recorrido cada

uno de los caminos se recorre a doble velocidad como en la ecuacién (11.1): o (2t)

y B (2t~ 1).

Definicidn (2.3.11).- (i) Sea X un espacio topolégico y sea x, un elemento fijo
pero arbitrario en X. La pareja (X ,xo) se llama Espacio Puntillado (o espacio

punteado).

16



(1) Un lazo (camino cerrado, bucle) basado en x, e¢s un camino « :[O,]]—)X
tal que a(0) = x, = (1), estoes“o’” comienza y termina en x,.
Ejemplo (2.3.3).- Sean a,p:[0,]]—— X dos lazos tales que a(l)=4(0).

Entonces a.f es un lazo. En efecto la continuidad desde o.f resulta del hecho que

of2t) vy o(2t-.1) estan definidos sobre [0,%} ¥ {%,1} respectivamente y

a(t)=p() parat=

1 .
5 Ahora si ay f# son lazos basados en x,; entonces

a(0)=x,=a(l) y B(0)=x,=B(1),  asiap(0)=a(2(0)=a(0)=x, vy
af(1) = B(2(1)-1)) = B(1) = x,. Y por tanto o . B es un lazo.

Definicidn (2.3.12) (Algebras y dlgebras Normadas)

(1) Sea K un cuerpo. Un 4lgcbra A sobre K, es un K — espacio vectorial provisto

de un producto “e” (o: Ax A —>A) tal que se cumple:

1) xy)z=x(yz)

[

(1) x(y+z)=xy+xz, (x+y)z=xz+yz
(iii) {A x)y = A(x)
Para X, y, z € A elementos cualesquiera y péra todo L eK.
¢ Ahora si existeun elemento 1 en A (1=1,) talquex.1=x = 1. x, para todo

x en A. Se llama algebra unital (algebra con unidad o identidad).

e Siverificax.y=y.x,paratodo X, y en A se denomina Algebra Conmutativa,

(2) Sea E un K - espacio vectorial. Se dice que E es un espacio vectorial normado

si existe una aplicacion: [sf: £ —-——)[0, +oo> tal que:
(N1) ”x” >(, paratodox € Ey ||x|| =0 stysolosix=0

{N2) ||/1x" = M|||x||, para todo x € V, y para todo AeK

17



(Ns) [+ <] +

[, para todo x, y en E.

Notacién.- La Pareja (V, fls|) denotard el espacio vectorial normado o

simplemente el espacio normado V.

(3) Sea A — un algebra. Diremos que la pareja (A, f” ) es un algebra normada Si

A es un espacio vectorial normado verificandose ademas:

”xy” < ||x”“y|| ........................................ S (11.2)

Para todo x, y en A. .‘
Nota.- La desi gualdad (11.2) es conocida como la “Desigualdad multiplicativa™.
Definicion (2.3.13) (Algebra de Banm.:h),
(1) Un espacio normado “E” es completo si cada sucesion de Cauchy en E converge
a un elemento de E. |
Nota.- 1) Los espacios completos se llaman espacios de Banach
ii) En este trabajo, se considera solamente algebra sobre el cuerpo de los
complejos C ; salvo indicacion expresa.
(2) Un dlgebra de Banach, es un dlgebra normada y completa con la norma del
algebra.
Observacion (2.3.5).- La norma de un algebra de Banach, la cual induce una
topologia se denomina Topologia Uniforme.
Ejemplo (2.3.4).- Sea E un espacio de Banach complejo. Escribamos

B(E)={f.E —— E/ f esun operador lineal acotado} entonces B(E) es un algebra

de Banach unital con la estructura lineal usual y el operador norma.

Definicién (2.3.14) : (C* - algebra)

(1) Un * - algebra de Banach; es un algebra de Banach, pfovisto de un operador
¥ A —— A, llamado involucién, que cumple:

() (x*)*=x,paratodox € A

(i1) (xy)*=y*x* paratodox,y e A
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(i) (Axty)* = }:x*+y*, paratodo X,y € A, para todo Ae C
(iv) ||x *” ="x||, para todo x €A.
{2) Un C*-algebraesun* -I'a]gebra de Banach A que cumple la condicion llamada
C*.
[ *x|| = ||x[|2 ,para todo x € A.
Observacion (2.3.6): (i) la condicion C* asegura que en un C*- algebra A, la
involucién preserva la norma y por tanto es continua.
{(11) En un C* - algebra A, se cumple ||x|| = ||x *”
En efecto.- Utilizando la desigualdad (11.2) se obtiene 1o siguiente:
2 | : .
™ = [l % x| <l entonces  ||x]|<|x*|.¥xed  En particular
[ < ** =] - Luego [ =[x
Definicién (2.3.15) (Sub C*-algebras)
Sea A un C*-algebra y sea B 'un subconjunto no vacio de A. Se dice que B es un
sub — C* algebra de A; si B es un C*-algebra con respecto a las operaciones dadas
en A.
Observacion (2.3.7).- Sea A un C*.algebray E A. La sub C* - algebra de A
generada por E y denotada por C*(E), es la sub C* - algebra més pequefia de A que

contiene a E.

Proposicion (2.3.2).- Sea A un C*-algebra, E ¢ 4 entonces C*(E) = ﬂ B, donde

Ech
B es un sub C* - algebra de A conteniendo E. Es decir C*(E)es igual a la
interseccion Ide todos los sub C*-algebras de A qﬁe contienen a E.
Demostracion.- Bastara considerar la familia
%= {B : B es un sub C* - algebra de A y E c B}; de aqui C* (E) es un elemento
de %,y considerando quela interseccién de sub C* - algebras es un Sub C* - algebra

entonces la observacion (2.3.7) se obtiene C* (E) = m B y como la interseccion de
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todos, los elementos de F esta contenido en uno de ellos, es decir : "B < C*(E).

Por tanto el resultado.

Observacion (2.3.8) (i) Sea A un C*-algebra y E ¢ A. Entonces concretamente

C*(E) = (W}

nzl
ii) Si E = {xi1, ....., Xa}; entonces C*(E) = C*(x],xz,....,x”). Ahora si E={x},

entonces C*(F) = C*(x).

Definicion (2.3.16) (* - homomorfismos): Sean A, B dos C*-algebras. Una

aplicacion ¢: A——> B es un * - Homomorfismo si verifica las condiciones:

(i) ¢()L.x+y) = A.o(x) + o(y), parai todo x,yen A, yparatododen C

(11) qa(x.y) = go(x) .qo(y), paratodo x, yen A
(iii) @(x*)=g@*(x), paratodo x en A.
(¢) S1 A y B son C*-algebras con elemento unital 1, y 1, respectivamente, y

¢@:A— B un *-homomorfismo tal que go(] A) =1, entonces ¢ — es denominado

unital.
Observacidén (2.3.9).- (Adjuntando un elemento unital)

(i) Cuando un 4lgebra A no posee clemento unital entonces el 4lgebra

A=AxC=4®C es un algebra unital donde 1, =(0,1). mas aliin A es un

subalgebra de A ; donde las operaciones y la norma en A estan dados como:

L)+ a)=xty,r+a).
A(X,y)=(A x,Ay).
(x, ). (y, @) = {xy + ox + Ay, Aat)

(.} =lxl+ef
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Proposicién (2.3.3): Sea A un * - algebra, las aplicaciones i:4—— A y
7 : A——C dadas como: i(x)=(x,0) y n(x, A) = A son * - homomorfismos mas
aun 1 — es inyectivo y T - es suryectivo.

Demostracion: Es inmediato y rutinario.

Observacion (2.3.10).- (1) Del ejemplo (2.3.4)

El espacio B(E) = {f E——>FE/ f—eslineal y acotado} es un algebra de Banach,

para E espacio de Banach donde || /]| = sup| /(x)|
I

(11) Sea A un C*-algebra. Para cada elemento a € A definamos f,: 4A—— 4 como

[, (x}=ax el cual es un operador lineal mas ain es continuo. Ahora definamos la
aplicacion

T:4— B(4)
Como T((a,i)): [+ AT, (]A : A—> A, aplicacion identidad)
Afirmacion (1) T — es un homomorfismo. Mas atn T es inyectivo si y solo si A no
tiene elemento unital.
En efecto.- Si A no tiene elemento unital; y asumamos que (a, A) € Nuc (T)

S T(@A)=0(f, +Al, }(x)=0,xe 4 < ax+Ax=0. Ahorasi A # 0 entonces
el elemento (—%J es unital a izquierda y también a derecha; la cual es una

contradiccion por tanto A =0 y asi ax = 0, para cualquier x en A, ¢n particular para
x=a*dedondeaa*=0 < 0= "aa *|[ = "a"2 = a =0 por tanto (a,A)=0y asi Nuc(T)
= {b} i.e. T — inyectivo.

Ahora supongamos que A tiene elemento unital 1, entonces la pareja
(1,,-1) € Nuce(T) (pues T(1,,-1)=f, +(-DI,=1,-1,=0 es decir Nuc (T) #
{0} y por tanto el resultado.

Afirmacion (2) |a| = || /;| paraa eA

Ja
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En efecto: 1°)

< supfjaf|jx
|| f<t [t | I+ “ il" | <t

2°) [l =

Observacion (2.3.11). De la afirmacién inmediata anterior sec infiere:

1) S1 A esun C*-algebra si elemento unital definimos una norma sobre A, llevando

la norma de B(A). Es decir "(a ” =|7 +2a1

T 7

ii) Si A posee elemento unital, entonces A es un * - algebra isomorfica a la suma

directa de las C* - algebras A y C. Es decir: A= A®C. En efecto bastara

definir la aplicacién p:4——A4®C “como p(a,A)=(a+4il,,4), vy
nuevamente la norma en 4 se define via este isomorfismo.

Proposicion (2.3.4).- Si A es un C*-algebra cualesquiera, entonces 4 es un C*-

o[, dada en laigualdad (I11.3)

Demostracion.- Sean x = (a, 1), y= (b, B) en A

\d

(1) Veamos que |+ ., esuna norma:

>0. Ahora ”x" =0 si y solo si 0o

B{A)
Lo+ Al,=0=2A=0Aa=0

Pues observar la demostracion de la afirmacion (1) correspondiente a la observacion

(2.3.10)

o) [zl =lza, 20, =] 1, A=l
No) e+ )] =[(a+5.2+ B)|; <[ fss +(A+ B) L,
=/ + )+ AL+ L),y =05+ ALY+ (A4 8L,

Moo 15+ BL o = + 51
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(2) Ahora veamos: ”xy” < ||x“|]v” En efecto:

o, =|(ab+ Ba+ Ab.AB), =| o g + A8

B(A)

(3) Ahora veamos la condicion C*: En el caso no unital definimos la involucidon

L)+ L+ A S+ AR,

B(A)

(f,, + /UA )O(fb + ﬁ']/l )”J({(A) < ”fa + /1]44"3(/1) ufb + ﬁIA ||B(A) = Hx”,i ‘”y"/?

L+ BL)+2(f, + BL)|

sobre T ( ;1) (donde T ((0,/1) =f +A] ,4) previamente observemos:
(f,+AL)*= fu+Al, (11.4)
Con esta definicion 7 ( ;I) es una * - algebra de Banach solo falta ver que se

satisface la condicién C*. Sea £>0 ysea & : 4——> 4 es un operador; de

modo que existe t € A con ”t” <1 tal que

Jf <1 Lk <ol +21,), |

<|(. +,U,,)m“2 te=
=|(at + At)*(at + At)|+ £ = ”(r *a*+it*)(at +’1")”+‘9
=Je* o+ ZLYS, 4220, |+ 2
<P+ 2L L) |+ 2

<IA (s Z2) S+ 20 )|+ 2

s“(fa +21,)(/, +/’1',IA)”+£=||§*.§”+E

LO+a +e=]ar+ 2 +¢

Entonces: [|£]" <|¢*&||+¢, paraalgin £ >0,

De aqui [|£]" <& *£]. De otro lado como B(A) es un algebra normada entonces

&+ & <l&¥-lell.  Tambien tenemos: 4 =] *le|=efle ] (pues
- lel=le

). Luego [¢*.& <[] ¢ =l¢l* <[¢*&] Por tanto |le ] =[]
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Definicién (2.3.17) (Ideales y cocientes)

Sea A un C*-algebra y seaJ = A se dice que J es un ideal de A si J es Cerrado,
verificandose ademas que AJ cJ y JAc J

Observacion (2.3.]2).; De la definicion (2.3.17) es inmediato ver que: J = J*, para
cualquier ideal ] de un C*-algebra A. Por consiguiente J también es un sub C*-

algebra de A.

A
Ahora si A es un C*-algebra y J < A un ideal. El cociente 5= {a +J:ae A} es un
C*-algebra donde ||a + J|| =1inf {”a + x" ‘xe J} .
L A .
Claramente J = Nuc (1), para 7 : A——);. Ademaés

Si p:4——>B es un *-homomorfismo de C*-algebras entonces ||p(a)] < [a],

paratodo a € A. También se verifica que: ¢ es inyectivo si y solo ¢ es una isometria.
Definicion (2.3.18) (Proyecciones ¢ isometrias parciales)

Un elemento p de un C*-algebra A es una proyeccion si p? = p = p*

Observacién (2.3.13): Si 7: A~ B(H) esuna representacién de A sobre H (H

un espacio de Hilbert H entonces 7 ( P) es la proyeccién ortogonal de H sobre

(P) (H).

(i)  Un operador TeB(H) tal que T2 = T = T* es la proyeccién ortogonal de H
sobre €l subespacio cerrado T(H).

(i) Si M c H es un subespacio cerrado; donde H es Hilbert, Ia proyeceion

ortogonal de H sobre M es un operador lineal acotado P : H—— H  tal que
p(x) € My (x — p(x)) es ortogonal en M para cada x € H.
Teorema (2.3.1): Sea H un espacio de Hilbert y supongase que T y L son
proyecciones ortogonales sobre subespacios cerrados de H. Entonces son
equivalentes los enunciados siguientes:

()  T(H)c LH)
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(iiy LT=T=TL
(1i1)  (L—T) es una proyeccion.

(iv) T <L [En el sentido que (T(x)x} < (L(..\'), x) Vhe H]

Demostracion : (1) = (ii): Para cualquier x € H, se tiene T(x) € T(H)c L(H), de
aqui L(T(x)) = T(x) < LT = T. Ahora de esta ultima igualdad tomemos adjunto:
(LT)* =T* & T* L* = T* entonces TL = T. Por tanto el resultado.

(iy= (mi): (L-Ty)= L- LT-TL+T*=L-T-T+T=L-T

También (L-T)*=L*-T*=L-T.

(iii) = (iv) : Por definicion cada proyeccion es un operador positivo [pues T2 = T;
entonces (L — T) es un operador positivo [por hipétesis (iii)] entonces L=T + (L -
T) 2 T; pues T es también positivo.

(iv) = (1): Supéngase que x € T(H), asi x = T(x), entonces la hipotesis: T < L

implica que:  [L(x)||? = (L(x), L(x)) = (L *(L(x)), x) = (L{x),x) = (T(x),x) =

(x,x)= ||x||2 . De otro lado:

I =L+ - L@ =L+ Q- Lo = ,||L(x)|]2+||(1—L(x)||2 (pues: L es

ortogonal a (1 - L))

3
Ty

Luego: ”x”z = ”L(x)”Z +a- L)(x)"2 > ”x"2 +”(l -L)(x) entonces

”(1——L)(x)||2 <0 por tanto: (1 — L) (x) = 0 esto muestra x = L(x) € L(H) vy en

consecuencia T(H) c L (H).

Teorema (2.3.2).- Sea H un espacio de Hilbert, y supéngase que T y L son
proyecciones ortogonales (es decir TL = 0 = LT) sobre subespacios cerrados de H
Son equivalentes los enunciados siguientes:

(@ TH) L LH)

(i) LT=0=TL

(1i1) (T + L} es una proyeccion
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Demostracion: (i) = (i1): L(x) € L(H), para x € H y como L(H) L T(H), entonces
TL(x) =0, tomando adjunta LT = 0.

(i) = Gil) s (T+ LP = T2+ LT+TL+12=T2+ 0+ 0+ 12 =T +L.

También : (T + Ly* = T* + L* =T + L, por tanto (T + L) es una proyeccion.

(111) = (11} : Como (T + L) es una proyecciéon entonces (I'+ Ly =(T+L) <« T+
TL+LT+L*=T+ L= TL=-LT;lo cual implica que: (TL) (TL) =(TL)*=(LT)?
= (LT) (LT). De otro lado también tenemos:
-TL=-T*L*=T(-TL)L=T(LT)L=(TL)(TL) =(-LT) (-LT) = (LT)(LT) =L
(TL)T=L(-LT)T=-12T?=-LT=TL. Es decir: TL =-TL esto muestra TL = 0.
(i) = (i) : Para mostrar que T(H) L L(H). Bastara caleular (7'(x),L(x))=
(L *T(x),x) = (LT(x),y) =(Qparacadax,y € H.

Observacion: (2.3.14). Todas y cada una de las aﬁnnaciones de los Teoremas
(2.3.1) y (2.3.2) excepto las primeras tienen sentido {(se cumplen) en cualquier C*-

algebra A, y estos resultados en tales algebras son preéervados por cualquier

representacion de A como operadores acotados en un espacio Hilbert.

Proposicion (2.3.5).- Sea A un C*-algebra sﬁpéngase que { pj} son

JF=12...n

i
proyecciones en A. Entonces Z p;=p es una proyeccion si y solo si p,p, =0
i1

para j # k. En tal caso se dice que las proyecciones son mutuamente ortogonales
dos a dos.

Demostracién : (1°) Si p p, =0, j # k probemos p> = p = p*
Procediendo por induccion.sobre “n”, Veamos paran =2

?_ r_ 2 2 _ -
e p —(P1 +p2) =Pttt Ep =D

e p*=(p,+p,)*=p*+p,*=p, + p,. Portanto p es una proyeccion.
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I
Supongamos que el resultado es valido para n = h. Es decirsi p = Z p; entonces
j=1

se cumple p* =(p, +..... +p,1)2=p,+pz+....+ph =py P*=(p +outp)t=

*

Py +ot pp =P+t p, = p . Ahora veamos para el caso: n = h +1. Es decir si

h+1 h - It

p= ij =Z P;+ P, ; entonces llamando q = ij asip=q-+ p,,, ;entonces

J=1 =l i=l
por la hipétesis inductiva y por el caso _(n=2) se tiene que p = ¢+ p,,, €s una

proyeccion y por tanto el resultado.

298 p= Z p; esuna proyeccion probemos: p p, =0, j# k: Procediendo por
=l

induccién sobre “n” i.e. veamos para n = 2: aplicando el teorema (2.3.2)

[equivalencia (i1) y (iii)]se tiene p, p, =0 = p, p,. Ahora supongamos que se cumple
h

paran =h es decir Si-z p; = p €suna proyeccion, entonces p p, =0, paraj =k.
) j=1 '

P, — es positivo, entonces ( ptp,t.ot pn)+ P 2 P, Porteorema (2.3.1) (tas

h li+]
equivalencias (iii) y (iv) implican que Z P; =Z P, — P, €S una proyeccion
J=l =
entonces por hipdtesis inductiva implica que las proyecciones { pj}_ ] son
J=l.. "

mutuamente ortogonales (i.e. pjpk=0,j¢k). Asi para j<h se tiene:

it ‘
0< phﬂpjphﬂ < Pra {prpr”] =0 entonces pIHlpj =) Yy €n consecuencia

J=1

{ P j} ., Sonmutuamente ortogonales.
F=lo L+

Definicion (2.3.19).- Sea H un espacio de Hilbert y S : H —— H un operador. Se

dice que S es una isometria parcial si la restriccion de S al [Nuc(s)]l es una

isometria. Es decir:  El operador S : H ——>H es una isometria parcial si
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, paratodo x € [Nuc(s)]l. Equivalentemente para H ,H, subespacios

sl =<

cerrados de H, el operador§: H —— H, es una isometria parcial con espacio
inicial H, y espacio final H,, si S(Hi) = Hz. S es un isomorfismo isométrico, y

H! < Nuc(s) (Ver: José Angel Canavati Ayub; Introduccion al Analisis funcional;
Pag. 90).
Teorema (2.3.3).- Sea H un espacio de Hilbert y § € B(H). Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:
(i) Sesuna is&metria parcial.
(ii) S*S esuna proyeccion
(ii1) SS*S=8
(iv) SS* es una proyeccion
(v) S*SS*=g8* :
Demostracion.- e L:%s afirmaciones (iii) y (v) se obtienen tomando adjunto uno del
otro. Ahora Aplican‘d(.) la equivalencia : “(ii) <> (iii)” a S* produce la equivalencia:
“Cive .
En consecuencia solo mostraremos las implicaciones siguientes:
1) = 11) = iii) = iv).
Veamos (i) => (ii}: Mostremos que S*S es la proyeccion ortogonal “p” sobre
[Nuc(S)]l .La identidad de polarizacién:

3

4<T(x),y>=2k" <T(x+k”y),x+k”y> muestra que es suficiente para probar

x=0

((S*S—p)(x),x) = 0, paratodo x € H. En efecto: Six e(Nuc(S)) , entonces

(S*S(x), x) =(S(x),S(x)} = ||S(x)||2 = ||x"2 = (x,x) ={p(x).x) siy solosi

((S *S—p) (x),x) =0, paratodo xe [NMC(S)]J-
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Ahora tanto S$*S y p tienen rango en [Nuc(s)]" y son cero en Nuc(S), asi para cada
x € Htenemos ((S*S— p)(x).x)=(p($*S - p) p(x),x)=((S*S - p)p(x). p(x))
Asi tenemos: {(S*S—p)(x),x)=0, paratodo x e H.

(1)) = (iii): Por hipétesis S*S es una proyeccién entonces se tiene:

|S-5s*5[ =[(5-85*S)*(s - 55*5)| =

S*S-2(S*8) +(s*S)|=0

Por tanto SS*S8=8

(111)=> (i): Notemos que S*S es la proyeccién sobre [Nuc(s)]l

Ahora recordar que la proyeccién p sobre un subespacio cerrado M es el tnico
operador tal que p(x) e My x - p(x)) L m, Vme M,Vxe H.

Sea x € H. Para z € Nuc(8), se tiene que :

(S*8(x),2)=(S(x),5(z)) =0 entonces $*S(x) e[ Nuc(s)] .

lla igualdad (S — 88*S)(x) =0 implica que (x — S*5(x)) € Nuce(S), y de aqui se
tiene:

(x-S*S(x)) es ortogonal a [Nuc(S)]l . Asi S*§ es la proyeccién sobre [Ni,lc(S)]l .

Ahora parax € [ch(S)]l tenemos:

2 . .
, Por tanto S es una isometria

IS = (S, S(x)) = (S*S(x),x) = (x,x) = |}x

parcial.
Finalmente el hecho que S*S sea proyeccién sobre [Nuc(s)]L, se establece el

proceso de la demostracion de (iii) = (i). Asi trivialmente obtenemos que SS*(H)
€ S(H), y de (iii) se infiere que S(H) = SS*S(H) = SS*(H).

Obéervaci('m (2.3.15) (1).- Las afirmaciones, (ii), (iii), (iv) y (v) del Teorema
(2.3.3) dan sentido en un C*-algebra abstracta y aun son equivalentes, porque
siempre se puede representar fielmente una C*-algebra sobre un espacio de Hilbert

(caracterizacién de C*-algebras).
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Un elemento S de un C*-algebra A lo cual satisface S = SS*S o uno de las
condiciones equivalentes es llamado una isometria parci:al en A. 81 S es una
isometria p-ar‘cial en-A, lamaremos a S*S la proyeccién inicial de S, y a: SS* Ia

proyeccion final de S,

ra,€Ci,j =1,....,n} =

nn

Ejemplo (2.3.5) Escribiendo Mn (C)={4=(a, )
{T:C"——C" /T es un operador lineal acotado}; entonces Mn{C) esun C*-

algebra. En efecto: basta definir la involucion *: Mn {C) —> Mn(C) como

(a,.j ‘)m = (E P )m , donde @, denota el niimero complejo conjugado de cada 4,

Observacion (2.3.16).- (1) Para un elemento (5. ) € Mn(C); donde 1</, j<n,

i

definamos

Lsir =iyt =7
(55;') - ¢ !
7|0, en otro caso

Entonces cada elemento « =(aﬂ.) puede escribirse como la combinacién lineal

siguiente:
a=) a0,
i

(2) Escribiendo H = {5;;,- 1<ij< n}; entonces €s un espacio vectorial base para el

espacio Mn(C ) Mas aun se verifica:

it
0, en otro caso

0,81 =r
(6,)¥=6, v 6,6 :{ d (IL.5)

Definicion (2.3.20).- Un algebra A es simple si no posee ideales diferentes de (0) y A.

Proposicion (2.3.6).- El algebra Mn( C ) es simple sobre C.
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Demostracion.- Sea I un ideal de Mn(C ) no nulo (i.e : 1 = (0)) entonces existe

o =(ay. )m #0 , de donde a, =0, para algin i, j =1, 2, ..., n. De las relaciones

(IL.5) vemos que:

5, =a; (5ﬁa.SJ.j.)e]; también § =6 .5,8, € I; para cualquier r, te N y en

[l Tl

consecuencia Mn(C) = Span (5 ) < yporlo tanto Mn((C) =1

i

Teorema (2.3.4).- Sea A un C*-algebra y sea £ z{eij :1 Si,j_<.nr} c A4 tal que

. €,Slj =r

e, =¢;yee, ={ (11.6)

0, en otro caso

Sie, =0, paraalgin pari,j=1,2,....,n, entonces todos son diferentes de cero; mas

aun existe un *-monomorfismo ¢ : Mn(C)—— B tal que go((ij ) = ¢, paratodo i,

j=1,2,....,n.
Demostracion.-(1°) Que todos los elementos sean diferente de cero, sabiendo que

e, #0 paraalgini,j=1,..,n result.a de la definicion establecida en (I1.6). Puesto

que si e, # 0, entonces la igualdad:

Implicaque ¢, #0, paratodot,T=1,2,....,n
(2°) Por la definicion de los 8, se tiene que estos son linealmente independientes,

ast s¢ puede definir ¢ : Mn(C)——> B como sigue:
o(a,)= 1 2 e,
i f<n

Entonces de las ecuaciones siguientes:

* 6 ’ Sij = Fr
o 6.=0.y 85 =¢"
7 =% Y O {0, en otro caso
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e, sij=r

*
[ ] e. =¢e.. y €..61 =
o 0, en otro caso

Y considerando « = (a(.,. ),f)’ =(b,) en Mn(C) yze C. Setiene:

a) qp(a+j3)=go(ag+bg)= > (aij+bjj.)eﬁ

1<i. j<n
= Z aUeU+ Z be,=p{a)+o(S)
Igi j2n 1€i. j%n
b) qp(z.a)=¢o(zay)= Z (za )e =2z. Z a.e, =zgo(a
1<i. jen 1<, j <

¢) Sean @ =(a;), 8=(b,) en Mn(C) entonces:

o(a)o(B)=0(a,)e(b,) HZ%}[Z € D
X[ Sarae)|-(Tleme)

it

~o[(4,)t)]=0(@8)
", gp(a.ﬁ) = @(a)(o(ﬁ)

d) Sea =(ar'j) en Mn(C), entonces

o(@)=o((0,)*)=0(@)= T ae,

1€f, j&n
De otro lado:

(/’(a)*:@((a&))*:[ Ef‘feﬁ':| =2 ae
1<i.jgn

I<i. f<n

= Y 4e,= Y Ge, luego: p(a*)=(p(a))

1€, j<n 1<ij<n

Por tanto ¢ es un * - homomorfismo; y como en Mn(C) no existen ideales
diferentes a (0} y Mn ((C) y COmMO ¢ €5 no cero entonces @ es inyectivo.

Proposicion (2.3.7):[Suma Directa de C*-algebras)

~Sean A, B dos C*-algebras. Escribamos el conjunto siguiente:
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A® B:={(a,b) tal que a e 4,be B}

Entonces A® B es un C*-algebra, llamada Suma Directa de A y B.

En efecto.- Bastara definir la aplicacion multiplicacién “e” como sigue: Sean

(a, b), (a',b") dos elementos en- 4@ B entonces (a, b)e (a’,b')=(aa'bb'); asi
como también (a, b)* = (a*, b*) y |(a,b)] = max {||a||,“b"}.

Afirmacién: (1) 4® B es un espacio normado.

O Jer=mn

a

b”} 20, ahora: |

(a.0)]=0 < max{la].[pf} = 0

3

= "a” =0y ”b” =0, por tanto (a, b) = 0.
|

(i) ||A.(a.b)

=4 max {a. [of} = 4] |(2.2)

=l 2] = max

Al = max {(2]al, o]}

Gii) |(a.0)+(a\b)=(a+a"b+b")=max{Ja+a],|b+b}
|

<max {af+fa {08+ B} oo, (11.7)
De otro lado: |
o + ) < max {fa]. [£]} + max {1 Jo 1}
[6l+ 6 < max {Ja [ + max {fa 1, [ 1}
Entonces:
max {af +la', |6+ b} < max {a]. Jof} + max {1, o1} (11.8)

De (11.7) y (I1.8) obtenemos:

[(e.b)+(a,p)] < (.8 +](a )
Afirmacion (2).- A@ B es un algebra normada

En efecto.- Sean (a, b), (¢',b") dos elementosen AP B : |

(a,b)(a',bY)| = |(aa,bb")

= max {aa |, [65'} <max {Jal|a’| BB} - - eoveveeeeeenn (I11.9)
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De otro lado

b < max {fla.

jemax {la, o f}

I 1 < ma . . 1
Entonces:
max {[aa . 1o 1} <[ max {lall of} ]-[max {Ja . J6 1} ]

De (11.9) y (I1.10) se obtiene:
|(a.0)(a".6")] < [ max {fla. o]} ].[ max {la ] | }} ]
= [(a.B)(a2")-

Afirmacion (3): A®B es un algebra de Banach.
Puesto que A y B lo son
Afirmacion 4.- A®@B es un * - algebra

Donde (a,b)* = (a*,b%). En efecto:
1) ((ab)*)* = (a%,b¥) = (a**,b**)=(a,b)
1) ((a,b).(c.d)* =((ac, bd))* = ((ac)*, (bd)*)

= (c*a*, d*b*) = (c*,d*) . (a*,b*) = (c,d)* (a.b)*
i) (Mab)+(c,d))* = (hate,Ab +d)y*=( La*+c*, 1b*+d*)

= (Ia*,Ib *)+ (c*,d*) = A (a*,b%) +(c*,d¥) = 1(a,b) *+(c,d) *
(cx0) | = (%5 4) = max =} Jo ]} = ] o1} = .
(a.b)
(a.0)| =@ 5)]?
[(aB) <@, BN @b)| oo

(IL.12)
De (1.11) y (1.12)

I(a,b)”2 = ”(a,b)* (a,b)

iv) |

Finalmente veamos que: "(a,b) *(a, b)” = ’

|2 . En efecto

l(a.6)*(a,b)

[<la.2)4

’. Por tanto A@ B es un C*-dlgebra.

(11.10)

(L11)
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Observacion (2.3.17).- A@ B, puede observarse claramente que ¢l conjunto de
copias {(a, 0)}“6/1 y {(O,b)}beﬂ son ortogonales: Esto es (a,0) (0,b) = 0, para todo
acAyb e B

Teorema (2.3.5): (i) Sea E un C*-algebra y A, B dos C* subalgebras de E tal que

ab=0, para todo a € A y para todo b e B; entonces span{4UB) es un C*-

subalgebra de E; méds an A® B y span(AUB) son isomorfas.

(i) Si f:4®B——E es un *-homomorfismo; donde A, B son C*-subalgebras

de E, tal que a - f(a,0) y b= £(0,b) son inyectivos entonces f es inyectivo.

Demostracion : (i) Definamos la aplicacion ¢: 4® B—— Span(AU B} como

o((a,b))=a+b

Afirmacién: ¢ es un * - homomorfismo.

. go(z(a,b)+(c,d))=(p((,1a+c,,1b+d))=A(a+b)+(c+a')=,1cp(a,b)+g;(c,d)

o ¢((a,b){cd))=p((ac,bd))=ac+bd = p(a,b).0(c,d)- puesto que ba =
(a*b*)*=0 y asi ad = 0 = be).

e ¢((a,b)*) = ((a*,b%)) = a*+b* = (a +b)* = p(a,b)*

* Entonces ésta afirmacion implica que rang(@) es un C*-algebra y asi ¢ es

suryectiva,

Ahora veamos que: ¢ es inyectiva.

Sean (a, b} € A @ B tal que qo(a,b)=0<:> atb=<a=-boaa*=-b.a*=0
Tomando norma: ||a.a *|| =0 ||cz"2 =0=a=0 ; anilogamente b = 0 por tanto
(ab) =0 y en consecuencia ¢ - inyectiva, luego A®B y span (A uB) son
isomorfos.

(i) Sea{a,b) € A®B tal que f(a,b)=0«= f(a,b)*f(a,b)=0< f(a*a,b*b)=0c f(a*a,0)
+ f{0,5*b)=0, (#); pero 0 < fla*a,0)< f(a*a,b*b) entonces de (#) f(a*a,0)=0 y
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f(0,b*b)=0 de aqui a*a=0 y b*b =0 [Pues a > f(a,0) y b f(0,b) son

inyectivas]. Luego a =0 = b, asi f es inyectiva.

Teorema (2.3.6).- Sea A un C*-algebra; y supdngase que existen C*-subalgebras

A, deAtalque Ayc Apiy A=| |4, [sediceque: A= lim A ]. Si para cada n
n q H - n

n2|

€ N tenemos homorfismos inyectivos @, : 4 — B, donde B es un C*-algebra

y tal que Psy,.., = P, para todo n, entonces existe un homomorfismo ¢: 4 —— B
tal que ¢{, = ¢, paratodone N.

Demostracion: Definamos una aplicaciéon 1 U4 —— B tal que fl” L =P,
nzl "

claramente “f* estd bien definida, puesto que los homomorfismos inyectivos

@, A,—> B verifican ¢

il = P s €ONCES “f” es un homomorfismo, mas aun
I/ I 4, €s inyectivo entre C*-algebras; pues ¢, son homomorfismos inyectivos. Asi

“f” es isométrico en el subespacio denso U A4, de A; pues sea xe U A, entonces
n2l . nl

X € 4, , para algin neN;de donde se tiene ||f(x)||=”qa"(x)"="x]; y asi

extendemos a una isometria ¢ : U 4, = 4—— B . Ahora como las operaciones C*-
nzl

algebras son continuas entonces esta extensiéon “¢™ es un homomorfismo de C*-

algebras, y por tanto se tiene que ¢ es isométrico, y asi ¢ es inyectiva.
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CAPITULO 111
HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1  Hipétesis
¢ Dotar de una estructura de ideal en un C*-algebra de un grafo G

¢ La variable independiente es la estructura de un grafo G = (GO, Gl,r,s)

donde G, es un conjunto de“vértices”, G, es un conjunto de arista yr, s
0 i) I 1]

son funciones, mientras que la variable dependiente es un ideal I en C*(G)

(C*-algebra de grafo G).

3.2 Operacionalizacién de Hipotesis
La Operacionalizacion de hipétesis no es posible; en tanto que es un trabajo

netamente analitico.

3.3  Operacionalizacién de Variables
VARIABLE DIMENSION INDICADORES

Independiente Conjunto de grafos El conjunto de vértices, £,

La estructura de un grafo y ¢l conjunto de aristas E,

“G!!

Dependiente Familia de algebras | Las G-familias de Cuntz —
El Ideal en un C*-algebra | de grafos. Krieger {S,P} que consiste
de grafo C*(G) en los conjuntos

{RiveE)} {S,:ceE} de
proyecciones ¢ isometrias

parciales respectivamente,
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CAPITULO 1V
METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

4.1  Tipo y Diseiio de la Investigacién
La investigacion es de tipo analitico, enmarcada en una investigacién basica
tedrica; con un disefio constructivo en la determinacién de la estructura de ideal en

un C*(G). (C*-algebra del grafo G).

4.2  Poblacion y Muestra
* Lalnvestigacién realizada tiene como poblacién a la coleccion de ideal con
sus respectiva estructura algebraicé, dentro de la dimensién de la familia

- C*-algebras de grafos.
* La muestra que se considera para la determinacién y descripcién de los
ideales de C*(G) (C*-algebra de grafo), son las C*-algebras que poseen

ideales propios es decir para C*-algebras no simples.

4.3  Técnicas e instrumentos para la recoleccién de la informacién
documéntal.
El trabajo realizado ha requerido de ciertas teorias, como son: la teoria de
grafos dirigidos, proyecciones e isometrias parciales; algebras, C*-algebras, ¢

ideales; todos ellos han conducido al deéarrol]o y obtencién del resultado.

44  Técnicas e Instrumentos para la Recoleccion de la Informacién de
Campo.
Informacién de campo, no existe por la naturaleza de la investigacion
realizada, debido que es un trabajo netamente tedrico y por tanto técnicas e

instrumentos para la recoleccion de dicha informacién también no existe.
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4.5  Analisis y Procesamiento de Datos

La teoria de grafos tiene su origen, con el problema de los puentes de
Konigsberg, ¢l cual consistia en: Encontrar un camino que recorriera los siete
puentes del rio de Priegel en la ciudad de Kognisberg (Actualmente Kalingrado),
de manera que se recorrieran todos los puentes pasando una sola vez por cada uno
de ellos. Este trabajo fue titulado: La solucién de un problema relativo a la

Geometria de la posicion. En 1736, es considerado el primer resultado de la Teoria

de Grafos resuelto por: Leonard Euler. También es considerado como uno de los

primeros resultados topolégicos en geometria, ilustrando de esta manera: la

profunda relacion entre la teoria de grafos y la topologia.
Nota.- A continuacion presentamos algunas definiciones y conceptos extraidas de
la Pagina Web. Fundamentos Teoria de la Computacion.

blo gspo;c.com/ZO 15/08/teoriadegrafos

La teoria de Grafos (4.5.1) Se entiende como una rama de las matematicas y las
ciencias de la computacién que estudia las propiedades de los grafos. Estos grafos
son estructuras que constan de dos conjuntos:

{Conjunto de vértices: 6 Nodos o puntos}

{Conjunto de aristas 6 Lineas o lados}

Algunos tipos de grafos (4.5.2.) los diversidad de grafos que existen son multiples,
a continuacion mencionaremos algunos de ellos:

Grafo simple.- Es aquel que posee una y sélo una arista uniendo dos vértices
cualesquiera.

Multigrafo.- Son los grafos que entre dos vértices poseen mas de un eje o arista.
Grafo dirigido.- Es ¢l grafo que se ha dado una orientacién a cada arista en su
estructura, graficamente se representan por flechas y/o curvas, partiendo de un

vértice (origen) y llegando a otro (extremo).
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Grafo no dirigido.- Son grafos, que no poseen orientac_:i(')n en todas y cada una de
sus aristas.

Grafo infinito.- Un grafo es infinito cuando los conjuntos de vértices y aristas que
lo conforman son de cardinal no finito.

Nota.- Para.nuestro objetivo, nosotros consideramos solamente grafos dirigidos,
que formalmente esta definido como se establece a continuacion.

Definicién (4.5.3) Un grafo dirigido “G™ es una cuaterna denotada por G=
(G,.G, ,r,s) donde G, y G, representan dos conjuntos contables; mientras que r y
s son dos funciones de G, en G,,. Muchas veces al grafo dirigido G =(G,,G,,r,s);

simplemente 1o escribiremos como “G”.

Observacidn (4.5.1) (i) Los elementos de los conjuntos G, v G, son denominados:

vertices y aristas (ejes) de G respectivamente.

(ii) Para cada elemento e € G, se tienen los elementos; s(e) y () en G, , llamados

origen y rango (extremo) de e respectivamente.

600,

(ii1) Si s(e) = vi y r(e) = vz, entonces se dird que v, emite e, y que vz recibe “e”: o
simplemente que “e” es una arista de v, a v,.

(iv) Las funcionesr, s : G, —G, correspondientes al grafo G = (G,,G,,r,s) se
pueden representar como r; =r y S, = s; y de esta manera escribiremos la cuaterna

definida en (4.5.3) como:

(GD,Gl,r,s)= G =(G0,Gl,rc,sc)
Definicion (4.5.4): Un grafo dirigido (GO,G,,r,s) es llamado: Grafo dirigido fila
— finita si para todo v € G,; el conjunto 17}, ={e€G};r(e)=v} es finito.

Ejemplo (4.5.1) : El dibujo siguiente corresponde a un grafo que no es fila — finita.
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GRAFICON°4.1
GRAFO INFINITO (A)

P

....... PV, RV, —F vy ——y — Ly, — Ly — s

Fuente : Elaboracif)n propia— 2018

Que también podriamos representar como :-
GRAFICO N° 4.2
GRAFO INFINITO (B) -

Fuente : Elaboracion propia - 2018

Escribiendo X = oo, el cual denota que entre los vértices v, y v, hay infinitas aristas,
entonces G =(G,,G,,r,s), donde G, ={v,:k€Z} , G ={e, :keZ-{0}} U{x} =
e, -k ezZU{O}L{X}) |

Observacion (4.5.2).-

(i) Si r(e)=v=s(e), para ecG, y veG,; se dice que e es un lazo basado en

Sl 00

v
(i) Un vértice que no recibe eje alguno, se denomina fuente o nacimiento. Y un

vértice que no emite ejes es llamado Sink.
(u1i) Dos grafos G = (GD,Gl,rG,sG) y H = (H,,H,,r,,s,) son isomorfos si y
solamente si existen biyecciones

fo:Gy,—H, y f:G——H,
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Tal que : rh,oﬁ=foorc.

Es decir G y H son grafos isomorficos si y solamente el siguiente cuadrado es

conmutativo.
FIGURA N° 4.1
CUADRO CONMUTATIVO PARA ISOMORFISMOS DE GRAFOS

i
'

/,
Gl H 1

M. v

G, ——— H,

Fuente: Elaboracién Propia - 2018
Ejemplo (4.5.;2).- Consideremos ¢l grafo siguiente

GRAFICO N° 4.3
GRAFO CON UN SOLO LAZO

Fuente: Elaboracién propia — 2018.

Asi tenemos G =(G,,G,,r,s)
Donde: G, ={v1,v2,v3}, G, ={e,e,,ez,e3}.Ademés

r(e) =v, = s(e) =%S(e1) =s(g,), v(e,) =v, =r(e,). y S(ez) =v, =r(¢)
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Ejemplo (4.5.3):
Sea G=(G,,G,r,s), donde G,= {v,,vz}, G ={e ,¢,6,},  ademas
rie)=v =s(e)=s(e) y s(e)=v,=r(e,)=s(e,)=5(c,), entonces ¢} dibujo

correspondiente a G esta dado como:
GRAFICO N° 4.4
GRAFO CON DOS LAZOS

.
ef v——v, ) e,

Fuente : Elaboracion propia - 2018

Ejemplo (4.5.4): El dibujo siguiente:
GRAFICO N° 4.5
GRAFO INFINITO CON CICLO

Fuente : Elaboracion propia - 2018

Corresponde al grafo G ={G,,G,,r,s}; donde G,={v,:k= 01,..}
G ={e,:j= 0,1,....}, (e, )=s(e,)=v,, paran=0,1,2, .......

Ademas s(e,) =v, y #(e,) =v, . Obsérvese en este caso que G es un grafo infinito,
pues G, y G, lo son.

Observacion (4.5.3).- Sea G =(G0,Gl,r,s) un grafo dirigido Fila — Finita. La

expresion “fila - finita” refiere y/o corresponde a la matriz de vértices denotada por

M del grafo G la cual es: G, x G, ; y es definida por:

Mg (v, w) = #{e€ G, :r(e) =v,s(e) = w}
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Nota.- Generalmente M ; es conocido con el nombre de: MAtriz adyacente de G.
El grafo G es fila — finita si y solo si cada fila : {Mﬁ(v, W)iwe Gﬂ} de M tiene

suma finita.

Son muchas las maneras de asociar un algebra a un grafo; siendo la mas comun; la
propiamente: Algebra De Grafo, y a partir de ésta algebra se consigue, las algebras
de Bergman las algebras de caminos de cohn, las algebras de caminos de Leavitt.
Ahora st al Algebra de Grafo, adicionamos la estructura de C*-algebra obtenemos
la denominada: C*-Algebra De Grafb; la cual es parte del estudio del pi‘esente
trabajo y donde estructuramos los denominados ideales.

Nota.- Buscaremos representar un grafo dirigido por operadores en un espacio de
Hilbert: Los vértices seran representados por proyecciones ortogonales y los ejes
por isometrias parciales. A continuaciéon definiremos la denominada Familia de
Cuntz — Krieger, la misma que nos permitird definir un algebra de grafo. Esta
definicidn y otras; asi como también proposiciones que presentamos a cqntinuac'ic’)n,
han sido considerados de laim Raeburn. “Graph Algebras” (capitulo uno).
Definicion (4.5.5).—(G — Familia de Cuntz Krieger) |

Sea G un grafo dirigido y H un espacio de Hilbert. Una G — familia de Cuntz —

Krieger en H; consiste de dos colecciones sobre H:{P, :ve GO} y{S.:eeG} de

proyecctones mutuamente ortogonales e isometrias parciales respectivamente tal
que:
(CK-1) P,,,=S.S, ,paratodo e€ G,

e

(CK-2)P,= > S5, sir'(Wz¢

ecGy.r(e)=v

Nota.- La G — familia de Cuntz — Krieger en H dado en la definicion (4.5.5);
también se suele describir diciendo que es una G - familia de Cuntz — Krieger {S,P}

sobre H.
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Observacion (4.5.4).-

1.

Decir que las proyecciones P son mutuamente ortogonales (R 1P v w)

significa que P(H) son subespacios de H (R,(H)QH) mutuamente

ortogonales.

La 1gualdad (“CK-1") dice que S, es una isometria parcial con espacio inicial
P (e) (H). Mientras que de (CK-2). Se tiene que el rango proyeccién S,S. de S,

es acotada por P =P

=P, yasii S(H)cF,,(H). de donde S,:P,,—

sie}
Lc £, (H),ypor consiguiente la aplicacion S, : F, ,——>Lc B, ,(H) esuna
isometria, para L. — subespacio cerrado. Expresando esto algebraicamente

obtenemos:

S =P S =8P, e, av.1)

rie)—e e” sie)
La igualdad (CK-2) también implica que las isometrias parciales asociadas a la

arista “e” con r(¢) =v tienen rangos mutuamente ortogonales con (Pv (H )) asi

P(H)= ? S,(H) en el sentido que la aplicacion (hJI—)ZhP es un

r{e)=v eeC

isomorfismo, de @S, (H) sobre P.(H).

Definicion (4.5.6).- La C*-algebra generada (sobre C) por la familia de Cuntz -

Krieger {S,P} es un algebra de grafo. La cual denotaremos por C*(S,P), o

{C*(Se,Pv)}(e,v) e G, x G, o simplemente como C*(G); donde G = (Go, G1, 1, 5)

es un grafo.

Observacion (4.5.5) (i) El algebra C*(S,P) es incrustado en un ambiente de un C*-

algebra A, desde que C* (S,P) no es naturalmente dotado de una norma, se “presta”

en tal situacion de A.

(it) La definicion (4.5.5) no excluye la asociacién de varias CK — Familias para el

mismo grafo.
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(le:pu=p....0) tal que S(,uj)zrl(,u.m). El dibujo correspondiente para el

camino “pu” es:
GRAFICO N° 4.6
GRAFO DEL CAMINO “p”

H

v =y Sy SRR —V, >V, — V)

Fuente: Elaboracion propia - 2018

St u=wuu,...u, esun camino. Entonces “n” es la longitud de p que se denota y
define como: long (n) =n= |,u| Ademas S{pn) = S(u) : = S(,um) y r(y) =r{u,).
Observacion (4.5:6).- Sea G= (GO,G,,r,s) un grafo. Para'cada ne N = {1,2, ..... }
escribamos G, = {,u M €sun camino y |,u| = n}

Asi consideramos los vértices como caminos de longitud cero y en consecuencia se

tiene el conjunto G, = {v r(vi=v= s(v)}

Notacion: G*=| ]G, . Paracadaelemento ue | | G .; escribamos
{n) . | ()
Fh

=0

Nota.- A continuacién daremos la definicion de grafo simple en términos de

caminos y ciclos.
Definiciéon (4.5.8): Un grafo G= (GO, G, ,r,s) simple, es un Grafo sin ciclo
alguno; es decir, para cada vértice v € G, no existe camino alguno que empieza y

termina en v.
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Ahora nuestro propésito es determinar y/o definir la operacion de “multiplicacion”
en C* (S, P) y asi buscar; como expresar elementos arbitrarios en C* (S, P). Para lo

cual iniciamos con algunos lemas y proposiciones.

Proposicion (4.5.1): Sea G un grafo fila finita y {S ,P} una G — familia de Cuntz
— Krieger en un C*-algebra A. Entonces se cumple:

(1)  Las proyecciones {SFS;} son mutuamente ortogonales.

eeQ
(11} Si e# f entonces S:Sj. =0
(i) Si S(e)=r(f). entonces S, 5, =0
(iv) Si S(e) = S(f), entonces SES_;. =0

Demostracion:

(i) 1ler.Caso: Sir(e) = r(f); entonces por definicion (4.5.5); parte: (CK) se tiene:

P,=P= Y 5 ytambién P, =P = > 8,5.Y como P es

eeG rie)=v JeG.ri=r
una proyeccion entonces por proposicion (1.5) S.S0 y S fS; son mutuamente
ortogonales.

2do. Caso: si r(e) # r(f): recordando que S, = P:_(e)Se =8

¢

F,.,; entonces se tiene

(SPS:)(S;‘S;) = (SeS:Pr(e) )(Pr(f) 5800 = (SES:)O(SfS}) =0

(i) Por hipotesis y la parte (i) : S,S] LS,S; es decir: (S,5.5,5; =0) Por

teorema(2.3.3) parte (iii) se tiene S, =S.S.S, y S, = SfS_;Sf‘, entonces

S.8; =(8.5.5.)(s,8;5,) =S;

2SS0 )(S,8;S,) =5.(5.5..5,5;) 8, =508} =0

(i) Como S(e)# r(f) entonces P LB, ie (P P

s(e) ) steydriey =

0), También de

av.) [S.=P,S, =SR] entonces S,5,=(S.P,).(P.S,)=

S.(P

2o b )Sf =0
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(iv) Como S, # S, entonces F, , L P . (R(?).ﬂm = 0) nuevamente de (IV.1)

obtenemos.

8,8} =(SEPS(E,,).(S P )*:S{,PSIP)P" S —S(,(P P,)S; =0

£ SNPF T ste)
7 .
Proposicién( 4.5.2).- Para ueHGU) (e u=ux..xu, = uu,...u, dondeu,
=1
son caminos de longitud uno). Escribamos §,=5 S, ...S, . Y para veG,
# ' iy

definamos S, = P, entonces S, =0y .S, =P,

En efecto:

D85S, =(8ynS, )¥(S, S,
=(8, Sy (S, S, )
=S, S, (805, )5, S,
= S} S (P ) S, e
=8, crrnSe (B ) S, oS
=8, (S0, Py ) Sy oS
=S, S, (808, )S, S
=8, e S (B ) S0 |8
ST (O A P
=8, S, (505,18, S
=S, o 81 (B )S, ],
=S (85,8, )8, oS
=S Py,
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= S:,, Ps(n,,_| )Slr,,
= S:,i r(rf,,)S”,.
= S:_' S,

= fihm)
=Fu

Luego S;S” =P,

2) De la proposicion inmediata anterior (4.5.1) parte (iii); y como

Sup, =r(u,),Vi#j  entonces 8,8, =0;Vi#j, 'y como también

§,=5,5,....5,  entonces S, =0

TR

Observacién (4.5.7).- Para un elemento- ,ueG*=UG(”); se tiene que
‘ n=0

S, H——> P, (H) esunaisometria parcial con proyeccion inicial P, ¥ por
tanto £, 5,5, =5,5,.

Proposicién (4.5.3).- Sean G un grafo fila — finita y {S ,P} una G — familia de
Cuntz — Krieger en un C*-algebra A. Para u,v en G* se cumple:

() Sip#ventonces {SFS:} y { SVS:} . SOnmutuamente ortogonales

uelr* ve

para || =[v]

S.,sig = vwparaalginw eG*
(ii) S;sz S,siv = uzparaalginz eG*

0, en otro caso
Demostracién: (i) Mostraremos que (S,S,) (S.S,)=0 . Ahora considerando
H= el Y V=V, V, v, . Ademas elijamos el menor entero positivo j tal

que u, #v,; entonces de la proposicién (4.5.2) para wu,....u -1 Se tiene:
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=(8, S, (S5 S (S, S, NS, . )
=85 S5 [ (S50 (8,808, )], S,
=5, S, PSS,

L Y B

=8, 8 S, P S, S,

=8, Sy S, S

Por la proposicion (4.5.1) parte (ii) obtenemos S, S, =0 ; puesto que u ; #v;. Por
tanto (S5, )(S.S,)=0
i) Veamos para el caso; S:SV # 0.

Primero asumamos que |v| < |,u|: Elijamos un elemento A tal que: g=Aw con

*

|4|=]¥| entonces S.S, =S, S, = S:,(S;Sv).

v

*

a) Si A=v: entonces S;szS;SwSV=S:S;SV = S88,=8SP =

whw My w s(v)

*
Sw © r(w) =

S,

b) Si 4 #v; elijamos el menor entero positivo tal A, #v,; entonces obtenemos

838, =(8y S, JH(S, oS, )
=(8}, S} S, S;S;!)(S,l oS, )
=( 85,85 (85,538, S8, (S, S, )
=83 Sy P(%,)8, ...,
=S} .nS) S, nS

Nuevamente por proposicion (4.5.1) parte (ii) obtenemos S, S, =0; puesto que

A, £V, yasi S, S1,S, e S, =0 en consecuencia §,S, =0
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Segundo asumamos que: |u#|<|v|: Elijamos nuevamente un elemento A, tal que
gu )]

V=

A. Si u=A4 :Entonces de laigualdad S S =P

Az con |4 =|uj entonces 'S, =S (S, )=, (SZS:)=(S;tSA)S:

Az

se tiene que :

un s}

5,8, =(5,8,)S.=(5,8,)S.= P, S. =P,S. = 5.

Proposicion (4.5.4)

(1} Si 5, #0; entonces ue G*= U G, ydonde

n20

G(,,) = {,u ¢ es un camino de longitud "n"}

(1) S, esunaisometria parcial

Demostracion: (i} Usando el contra reciproco es decir; Si 4 ¢ G*. Probaremos que

S,=0. En efecto:

a)

b)

Supongamos que u € G¥; es decir u¢ G, ,, para todo n 2 0. (Recuerde que

(n)?

un camino g = y,.....¢, con u; € G, estal que S (,u j) =r(U,,) entonces de

n

il

lo anterior se infiere que podemos elegir i tal que r(uj“ ) # S (u}. ) , entonces

Su,, Su;, = Su jHPs("M).Pr("j) S“} =0 ; puesto que las proyecciones son

mutuamente ortogonales entonces S, = A Sﬂ_Sﬂ_I ...... S, =0 y por tanto
;o Hir "

resultado.

Mo

Si uegG* entonces por (i) S, =0, por consiguiente S°8 =0 es una
proyeccidn.
En otro caso: Si pe G¥*; (i.e.: y=puu,....u ). Veamos que S;S# €S una

proyeccion. En efecto: S.S, =P, (Por proposicién (4.5.2)); la cual

N

efectivamente es una proyeccion,

o1



Proposicion (4.5.5).- Sea G un grafo fila — finita y {S,P} es una G-familia de
Cuntz — Krieger eﬁ un C*-algebra A y sean u,v € G *. Entonces

(1) SiS,S,#0, entonces pcesuncaminoen G, S§,.5,=5,, y S:S: = S:”

(ii) Si S, #0, entonces S(u)=S(v)

Demostracion

1) Sean pu=pfyent, , V=V, V... v,, entonces

v P PR Ve P bty (V) e
o S8 =S, S, JH(Sy S, VE= S eSS S, (IV.2)
CUPET (U LEY (S DI R S )
=8 e S S S e (IV.3)

De (IV.2) y (IV.3) sc obtiene S5, = 5.,
(ii) Para esta parte ver proposicién (4.5.1), item (iv), y proceder de manera anéloga.
Proposicion (4.5.6).- Sean G un grafo fila — finita, A un C*-algebra y {s, p} una

familia de Cuntz — Krieger en A. Para p, v, A, v € G* se tiene la siguiente relacion.

S8, ..Siv=av' para algun v'e G*

uye'?

(S,S0)(5,8,)=15,,8,,8i A=vA' para algun A" G* IV.4)

oy ANy

0, en otro caso.

Demostracion.- Usando asociatividad se tiene :
(5,5 )(S:S,)=S5,(5.5,)S;. Ahorahagamos uso de las proposiciones (4.5.3) parte

u N

(ii); y de (4.5.5) parte (i). Obteniéndose:
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S”(S:.)S;, siv = av' para alginv'eG*
SH(S:SA)S: = S”(S,‘.)S:, sid =vA'paraalgun A'eG*

0, en otro caso.

Sﬂ(S:.S;), si v = av' para algun v'eG*
=<(SﬂSA.)S;, siA = vA para algun v'eG*

0, en otro caso.

$.(8,8,), si v = av'paraalgun v'eG*
=1 S,,,;--S:s siA = vA'paraalgun A'eG*
.0, en otro caso.

i * - r
8,8, 81 v = av'para algun v'e G*

=48 .8,si 41 = vA' para algin A'e G*

ud™yy

0, en otro caso.

Observacion (4.5.8): En la proposicion (4.5.6) la igualdad (IV.4) muestra que las
expresiones (SFS;)(S ;LS: ) son de la forma S._S. para algunos caminos w y z en
G*.

Teorema (4.5.1): Sean G un grafo fila finita y {S P} una G - familia de Cuntz

Krieger, entonces:

C*(S,P)=(5,5. S0 = S con p, v €G*)

Demostracion: De la-definicion (4.5.6) se obtiene que:

C*(S,P)={C*(Se,pl,)} es un C*-lgebra [generada por la familia de

(e.)eG, x Gy
Cuntz — Krieger], la cual es desarrollada o est4 incrustada en un ambiente de un C*-

dlgebra. Ahora de la proposicion (4.5.6) (igualdad IV.4) vemos que

L= (SﬂS: 18y =S, CON §,V E G*> es cerrado respecto a la operacion de

multiplicacién; y asi L es un subalgebra de C* (S, P); también se tiene
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(SRS:)* = 8,5’ [i.e. es decir es cerrado bajo la involucién “*”] de donde “L” es un

* - subalgebra. Asi su cerradura Z es un C*-subal gebra de C* (S, P), y como este

“L* contiene los generadores S, =S.S.  y P =S8 yen consecuencia L es todo

s{e)

C*(S, P). Esto es:

C*(§8,P) =Z=<S”S‘, S84y =S, para u, v eG*>

Proposicién (4.5.7): Sea G = (G,,G,,r,s) un grafo dirigido finito sin ciclos, y
supdngase que: u,, 4,,...,4, son los origenes en G. Entonces C*(S,P) es isomorfo a
la suma directa de las algebras matriciales M (C), para k =1, 2, ..., n; donde
k= ‘S"(uk)] =card (S (u,)) ydonde S™'(u,) ={u € G*: S(u)=u,} paracada G-
familia de Cuntz —Krieger {S, P} enlo cual p, #0.

Demostracion.- De la igualdad (IV. 2} se tendria que :

C*(S,P)=(S,S. :5(u) = s(v) =u, para algim k)

y 4,:=(5,8,:S()=S()=u,)=M,(C) donde k=(S"(u,)|, parape 57 (u,)

yheSS™ ( ,u,‘) para algun r # k, p no puede extender A y reciprocamente entonces

AA=0, yC* (S, P) EéA,(; (pues (4UB)= A®B donde A y B son C*-

subalgebras de algin C*-algebra E, tal que ab =0, paratodoa € A yb € B).

Categoria del algebra de grafo (4.5.9).- E] Estudio de esta categoria cuyos objetos
son los grafos y los morfismos son las aplicaciones entre grafos (Ver: la observacion
{4.5.2) parte (iii); se realiza mediante la denominada “Construccion universal”.
Previamente examinaremos el aspecto funtorial de la construccion de un algebra de

grafo. De este modo analizamos las aplicaciones siguientes:

{grafos} ———{C*-dlgebra}——{Grupos Abelianos},i =0,1
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Como observamos que existe una ambigiiedad en nuestra eleccion para un algebra
de grafo lo cual primero necesitamos resolver. Notese que en este caso no
estudiaremos los funtores ki, 1 = 1, 2 (Ver tesis: “K — teoria de C* - algebras™).

Observacién (4.5.9).- Los cjemplos Algebra Multimatricial, Algebra Matricial
Multiple y Algebra de lazos, son modelos que infieren que; a condicién de dos
familias Cuntz — Krieger son no triviales en el sentido que para vértices apropiados

“v” las proyecciones p. son no cero. En este sentido la familias Cuntz — Krieger

generan C* - algebras isomorficas esto verdaderamente es un fendmeno general.
Para estudiarlo introducimos una C*-algebra la cual es universal para C* - dlgebras
generadas por G - familias Cuntz — Krieger, y analizamos las representaciones de
estas C*-algebras.

Para construir la C*-4lgebra universal generado por una G familia Cunéz —Krneger.
Simulamos el comportamiento del conjunto que abarcan o contienen { sﬂs:}. Enla
siguiente proposicion los simbolos d,, son una formalidad, pero todos finitos
muchos coeficientes z, € C son cero en cada suma, y las operaciones de espacio
vectorial sobre las sumas formales son definidos por:

a(dw,d, N+o(>z,.d,.,)=>(aw,, +bz, )d,, (IV.5)
Los elementos d, , seran obtenidos poniendo z, , =1 y z, =0 en otro caso,
entonces claramente los d, , forman una base para V.

Proposicion (4.5.8). Sea G = (GO,Gl,r,s) un grafo dirigido fila — finita. Entonces
el espacio vectorial E de las combinaciones lineales formales.

E= {Zzﬂ_vdy_v cu,ve E¥ s(u)= s(v)}

Es un *-algebra con las definiciones.

(d#-\’ )* = dvuu y
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. _ '
d,p STQa =Vva
a’ﬂ_V Oa’a_ﬁ = d.u.fa'v" siv=av (1V.6)
0, otro caso.

Prueba.- De (IV.5) y (IV.6) vemos claramente que (V, ©) es una algebra; salvo la
asociatividad. Para que la pareja (V, *) sea un * - 4lgebra donde

2V —> V

d‘h‘,\/ H d\/,‘h‘ = d'u,V
Falta ver entonces que el producto © sea asociativo y compatible con la operacion
Gk

involucion

I (dﬂ.v 0d, )* = d;.ﬂ © d;,v

2. (d#,-v © drx-ﬁ ) © dx«.v = dﬂ-v © (da-ﬁ © dx-.\f)

Vamos (1).
dpppr @ = va'
(d,,0d,,)*=\4d, 5, v =aVv' | (av.7)
0 otro caso.
dﬁ‘m, a = v'
= dﬁv'.,u’ v=av
0, otro caso.
De otro lado
dﬁl_.,#, siv = av'
d:.ﬁod,:,v =dﬂ‘a odv.p = dﬁ,.ua’? Si a = Va' (IV.S)
0, otro caso.

Comparando (IV.7) con (IV.8) tenemos (a’ﬂ_v od,, )* =d, ;O d;‘v

(2) Analogamente la asociatividad desarrollando y comparando ambos miembros.
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Observacién (4.5.10): Sea H un espacio de Hilbert, y G = (G,,G,,r,s) un grafo.
Para cada G — familia de Cuntz — Krieger {S, P} sobre H, los operadores {S#S:}
satisfacen las relaciones impuestas sobre los simbolos {a’ W} y de aqui existe una
representacién que lo denotaremos por: 7, de E en H es dec:
s p: E—> B(H) esun homomorfismo entre algebras, donde 7 ,(d, ) = SFS:;.
Como P es una proyeccion y satisface || p|| = || p* p" = H p"2 entonces " ph =1,y asi

también "5”2 = ||5 *& || = 1, para cada isometria parcial é # 0, de donde entonces se

tiene:

nﬂ” (z 2,4, ) = “Z Z,Tsp (d,u.v )

De aqui se sigue que

=212

<Xl

IS5,

“x"l = Sup{”arsg,,(x)“:{S,P} es una G - familia de Cuntz - Krieger}

Es finito para cada y € E, y es una seminorma (i.e. E es un algebra

1

seminormada) que satisface ||x *x” = ||x||l2

Observacion (4.5.11): Sea el conjunto J = {xe E:|x|, = 0}; claramente J es un
ideal de E, més aun es un * - ideal. Entonces el cociente E, =§ esun * - algebra

COon norma

, definido como |y +J| = inf{l|y+j||1 je J}
Es una C*-norma, en consecuencia la clasura de E, (i.e. la completacion E;) es

un C*-algebra, vy asi se extiende unicamente a una representacién de la

completacién E, para cada 7, la cual es |j+f) continua.
Teorema (4.5.2).- Sea G = (G,,G,, r,s) un grafo dirigido fila finita. Entonces existe

un C*-algebra C*(G) generado por una G — familia de Cuntz — Krieger {S, P} tal

que si {T, Q} es otra G - familia de Cuntz — Krieger en un C* - algebra A, entonces
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existe un homomorfismo 7, ,:C*(G)—— 4 satisfaciendo =, ,(S,)=7, vy

7r o(F)=Q, paracada (¢, v) € Gi x Go.

Demostracion.- Considerando C*(G) = E,, y se comprueba que : S, =de,s(e),
p, =dv,v formauna G - familia de Cuntz — Krieger los cuales son los generadores

para E,. Escribiendo 7z, , elijamos una representacion fiel p: A—— B(H), y

considerando 7, , = p,'7 se tiene el resultado.

PIT).PIQ)
Nota.- La C*-algebra C*(G) descrita lineas arriba (Teorema (4.5.2)) es denominada
la C*-algebra del grafo G o el algebra de Cuntz — Krieger de G, que generalmente
es descrita como un Algebra de grafo. En este trabajo {S,P} siempre representara

la familia Universal lo cual genera C*(G).
Proposicion (4.5.9): Sea G = (G,,G,,r,s)un grafo dirigido fila finita y sea E un

C*-dlgebra generado por una G — familia de Cuntz — Krieger {M, N} tal que para
cada G . familia de' Cuntz — Krieger {T, Q} es un C*-algebra A, existe un

homomorfismo y, ,:E——>A verificando YroM =T,y y;,(N,)=0,, para
cada (e, v) €G, x G,; entonces C*(G) y E son isomorfos, es decir existe un
Isomorfismo w:C*(G}——)E tal que w(S,)=M, y y :C*(G)——E tal que
w(s,)=M, y w(P)=N,, paracada(e,v) € G) x Go.

Demostraciéon: Tomemos o consideremos y = 7,, , €l cual es sobre puesto que la
imagen de 7, , es una C*-algebra conteniendo {Me,N‘,} y en consecuencia
y/(C*(G)) = E. Puesto que y, , o, , eslaidentidad sobre {S,P} yasuvezesla
identidad en todo C*(G), de donde entonces se tiene que ¥,,=0 implica
7y n(x)=0, entonces x =y, (M, ,(x))=0, y por tanto y es inyectiva; en

consecuencia C*G) = E .
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Nota. A confinuacidn presentamos algunas proposiciones y Teoremas de Unicidad
para Algebra de Grafo lo que seran utilizados en el estudio de nuestro resultado.
Estructura del Centro del C*-algebra C*(G) (4.5.10)

La propiedad universal en un C*-algebra de un grafo “G”, permite mostrar que un
C*-algebra A es isomorfico al C*-algebra C*(G) [C*-dlgebra de Cuntz krieger de
grafo G]. Encontrando una “G — familia Cuntz — Krieger” {T, Q} la cual genera A
y posee la propiedad universal. Cuyo resultado ha sido mostrado y demostrado en
la proposicion (4.5.9). En este capitulo discutiremos las “proposiciones — Teorema”
‘y sus implicaciones que, luego demostraremos detalladamente. El primer resultado
de estos teoremas de unicidad, afirma que el C*;algebra C*(Q) es caracterizada por
la existencia de uné accion especial de la circunferencia unitaria
S = {z eC :|z| = I} , €l cual es un grupo topoldgico bajo la multiplicacion; en
general, una accion de un grupo localmente compacto G en un C*-algebra “A” es
un‘ homomorfismo de grupos de G en Aut(A) (es decir
(o:G-—)Aut(A),hOmonwrfismo) tal que ¢(x)=7 (a) es continuo para cada
elemento fijo a € A. La construccion de la accion particular p establecida en el
Teorema mostrado a continuacion es llamada “Accion medida”(Accion medible)
de §' en C*(G).

Teorema: (4.5.3) Sea G =(G0,G,,r,s) un grafo dirigido fila — finita entonces
existe una accién p:S' ——>C*(G) tal que p, (s,)=zs, para cada ecG' y

P.(p,)= p, paracada (e,v) € G, x G, yparacada z€ §' fijo.

Demostracién.- (1°) Seaz € S' un elemento fijo y sea B un C* - algebra.

Entonces {zs, p} ={zs,,p,} es una G-familia de Cuntz — Krieger lo cual genera

C*(G). Ahora si {T, Q} es una G — familia de Cuntz — Krieger en B entonces

{Z T,Q} . Tambien lo es y asi se tiene:
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Mo p(zs,) =201, 4(s,) = 2(2T,) = |z|?Te=Te, donde [I.,, es una *-
representacion.

Asi poniendo 57‘,9 = HET_Q, se tiene que la parcja [(C*(G),{;—s,p}] posee la
propiedad descrita en la proposicion (4.5.9). De aqui existe un isomorfismo
p. :C*(G)-—~—>C*(G) tal que p, (Se)=z,se ypz(b,_) = p. .Para we S', setiene
a los 1somorfismos p.op yp . sobre los generadores, es decir
p.op(wia)=p. (a) para aeC*(G), y de aqui en todo el C*G). As
p:8'—— Aut(G) es un homomorfismo.

(2° Ahora veamos la continuidad; de "p"; para lo cual fijemos

zeS',aeC*(G)y ¢>0. Seleccionemos c:=) a, s,s. tal que |la -] < %

7N e ]
Notese que p_(s,) = z'"ls#. De esta manera, la multiplicacion escalar es continua, y
asi se tiene:

p:8' —— Aut(C*(G)); para p,,=p, conwen S’

Tal que pw(c)=ZaF_vvJ”l—|"|s s.; y de aqui existe 8 > 0 tal que |w—z|<5,

utv?

entonces ||p,(c)— p.(c)]| <& 4 Por tanto los automorfismos de C*-algebras

preservan la norma, obteniéndose [|p.(a - )| < g Asipara [w-z| <3 obtenemos.

P.(@)=p )+ p,(c)-p,(c)+ p.(c)~ p,(a)

pz(a—c)||<3(%)=£

Portanto "p " es continua y en consecuencia el resultado.

I, (@) - p.(a)]=|

<|

pula=cf+|p.(c)-p.(0)+]

Nota.- Previamente a la demostracion de los Teoremas de unicidad (En C*-algebra

de grafos) analizaremos el algebra “punto — fijo”. Escribamos

C,(G)={aeC*(G): p.(a)=a, paratodo z ¢ s'}
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Para la accion p:S'—— Aut(C*(G)), lo cual es denominado usualmente el
“Centro de C*(G)”, (Cﬂ (G)c C*(G)).

Observacion (4.5.12).—De la definicion de C;(G) es facil ver que el centro C;(G)
es un *-subalgebra de C*(G). Mas alin la continuidad de “p” implica que C;_(G) es
un C*-subalgebra como p, (s”s:)z zl”H"lsﬂs: claramente se ve que una palabra

Vv

sﬂs* es fijada por la accion si y solo si |,u|=lv|. Asi se tiene

<s#s: (@) =s(V) y |p| = Iv >, lo cual esta contenido en C;(G).

Para una funcién continua f :s' —— C; escribamos
[ = 7 (e Yot
Ry | ’

Nota.- La demostracion de la proposiciéon (4.5.10) siguiente esta basado en la
prueba realizado en el Texto Graph Algebra de lain Raeburn (Pag. 25j

Proposicién (4.5.10).- Sea /:S'—— 4 una ap]licacién continua, donde A es un

C*-algebra. Entonces existe un unico elemento I f(z)dz en A tal que, para cada
SI

representacion T de A en un espacio de Hilbert H con h, k €H, se obtiene:

[;z( j f(z)dzJ,kJ = jyz (f()h,k)dz.

SI

Ademas tenemos;

SI

Q) b“ f(z)dz} = j bf (2)dz, parab € A

(ii)

[ r@az| < []7(z)|dz

(i) w [I f(z)dz} = jw (f(2))dz, para cada homomorfismo y : 4 —— B
s s
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(iv)  Para [ f(wz)dz = j f(z)dz para we §°

Demostracion: Primera Parte

Elijamos una representacién fiel p: A—— B(H).

De donde (h,k) I( p(f (z))h,k)a’z es una forma sesquilineal acotada en H y

!

asi hay un operador acotado T en H tal que:

(7h,k) = [ p(f(2)h,k)dz paratodoh,k € H'

Para € > 0. Podemos usar una particiéon de la unidad, y asi vemos que existe un

" numero finito de elementos f, € C(S') y a e A tal que <&

> f(2)a, - f(2)

paratodo z € S', y entonces <&

T—Z(I fj(z)dzj p’(a,.)

7St
En primer lugar esto prueba que S' pertenece a la C*-subalgebra p(4) de B(H),

y en consecuencia definimos, I f(z)dz para que sea ser p~' (s'). En segundo
Sl

lugar se tiene que:

j flz)dz - Z[J fi(z)dz] a,

i 5!

< ¢g; de donde si m es cualquier otra representacion

de A, entonces

[;{ j f(z)dz}h,k]— [ (n(f(z)h,k)dz)

Sl

<26 4] (IV.9)

Para todo h, k € H. Por tanto el “¢” en (II1.1) es arbitrario, esto implica la igualdad

requerida siguiente

Sl

[;{ j f(z)dz]h,KJ = j(n( f(@)h,k)dz) (IV.10)
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Segunda parte: e Para la verificacion de las propiedades aplicamos una
representacion fie] “a” a ambos lados de las igualdades y usando (IV.10)
obtenemos las dos primeras propiedades (i) y (ii).

¢ Para la tercera propiedad (iii), tomamos una representaciéon fiel “p” de B y

aplicamos nuevamente la igualdad (IV.10) con n = pog, donde ¢: 4A—— B es

cualquier homomorfismo. Finalmente para la propiedad (iv) usaremos una vez mas

la igualdad (IV.10). Para reducir a las integrales de funciones g:S'——C, y

escribiendo w = ¢’ obtenemos I g(wz)dz = L] g™ ydr = '[:6 g(ez’”’ )dt =
, 5!

[ g(e)dt = [ f(2)dz
]

Proposicion (4.5.11).- Considérese una accién a de § " en un C*-algebra A, y una

aplicacion ¢: 4——> 4 como: ¢(a)= ja:(a)dz. Entonces ¢(a) € A” para cada
Sl

a € Ay ¢(e)=a para cada ae A”. La aplicacion ¢: 4——> A" es lineal y
decreciente en norma, ademas es fiel en el sentido que si a # 0= ¢(a * a) =0.

Demostracion.- Paraa € Ay w. € S, las partes (iii) y (iv) de la proposicién

inmediata anterior implican que.

a,(#(a)) = [a (a.(@)d: =] a,.(a)dz = [ a.(a)dz = f(a), & 4°
8! st st
Ahora si @ € A", nuevamente por la proposicion inmediata anterior (4.5.10) parte
Sl

(i) implica que ¢(a) = [ I | .dzJa = g . La linealidad de ¢ se sigue de una aplicacion

de la igualdad (IV.10), puesto que los automorfismos de C*-algebras preservan

norma, entonces de la parte (ii) de la proposicién (4.5.10) anterior se obtiene:

ol = < Jla(@)faz = [ ale = o]

[a.(@)dz
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Para probar la tultima afirmacion, supdngase que @(a*a)=0, y elijase una
representacion fiel n de A en H. entonces para h € H, se tiene:

0=(a(p(a*a))hh)= [((a,@*a)hh)dz= [|T1(a (@)h]2dz (V.11)

e
Claramente la aplicacion z ”fr(a:(a))hHZ €s continua no negativa entonces de
(IV.11) se tiene que la funcién es idénticamente nula. En particular, este es cero
cuando z = 1, y asi deducimos que }r(a)h =0 pafa todo h, puesto que 7 es
representacion fiel; esto implica que a = 0.

Nota.- Para lo s.‘ucesivo ¢ denotard la aplicacion lineal ¢:C *(G)—)C;(G)

obtenida en la proposicién antes establecida.

Proposicion (4.5.12): Sea Fc G* finito y para cada eleccién de escalares

C,.» tenemos
. ¢( > C,,,VS,,SJ]= > C.SS (V.12) y
uvefFs ; (i’l.VEF:l!l,=‘1’||
* C,(G)=5pan{S,S] :s(w)=s(v)y = v} (IV.13)

Demostracion.- Obsérvese que ¢l lado derecho de (V.1 3) esta contenido en C:, (G),
para u,v € G* con S(u) = S(v), por la propiedad: "b[Jf(z)dzJ = Ibf(z)dz para
s s

z € A”, y se tiene que:

¢(S S*)= J-z"‘Hvls s.dz =(J‘zi"|_|v|dz]s s = {S”S:’Si|ﬂ| :|v|
uov

W
0, otro caso

Por la linealidad de “¢” se tiene (IV.12) y como ¢ es continua entonces de esta

Hv

misma relacién se tiene que ¢(C*(G))= (S 8518, =Su,:lul= |vl>
También por proposicion inmediata anterior se ticne: ¢(a)=a, paraa e C; (G), esto

implica que el lado derecho de (IV.13) contiene C;(G).
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Observacion (4.5.13).- Estructura del Centro o corazon de C;(G).

En efecto: Parak € N escribamos:

7, = (5,5 =P = k.5t =5 (v))

Siy, v, oy B son caminos todos de longitud “k™, entonces -],l y o no pueden
extenderse uno al otro sin ser igual; y usando el resultado siguiente:
“S8i G es un grafo “fila — finita y {s, p} una G — familia Cuntz — Krieger en un C*-

algebra B. para y, v, a, B € G*. Entonces se tiene:

*
S =va'

(SFSi)(SaS;,)i S, Sy v=av' (1V.14)

0, otro caso
. . SS.siv =a
(5,8 )(5,8,)=4"+"
0, otro caso
La cual.implica.que el conjunto

M, ={55.:

pl=M=ks(v)=s(v)= v} es una familia de matrices unitarias,

para cada vertice v € G, . Entonces de aqui obtenemos que:

kY

T 28,80

ul=M=k,su)=s(v)=v)
Es isomorfico al C*-algebra dé operadores compactos sobre el 1* espacto esto es:
T 2 k(IUE ﬁS'](v)), donde: E*NS™'(v) ={u € E*:s(u)=v}.

(2) De la igualdad

. -~ SﬂS;,sz‘ v=a
(S”SV )(SGS’G ) - {0, otro caso

Se tiene que 7,7, =0, cuando v# w . Y por ende también se obtiene

7 = VE-%“?;((,,) = ‘Sg” K(ME* nS'(v)). Finalmente cuando el grafo G no contiene

origenes, y parau, v € E*nS'(v), entonces la relacion Cuntz — Krieger en “v”

implica que:
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=

S8, = SH]{/S\t = Z $S8SS = Z S .S.., yen consecuencia:

wete v
r{e)=v r(e)=v

7. < 7., Yy asi obtenemos que:

T
Nota.- Para el caso general de un grafo dirigido “G” fila, escribamos parak € N

el conjunto G& dado como:
G: £ {,u € G*:|,u| <kys(u)esun origen}
Observacion (4.5.14).- Si v y o son caminos en G. y v es mas corto que «,

entonces s(Vv) es un origen y asi a no puede extenderse a v; asi la igualdad (1V.14)

para a, B, u, ven G! implica que

) = <S S uveG,,,s(u)= s{v)= v) es isomorfo a K (12 (Gi M S(j,l)) y también:

uov

Ziio) = (SHS: U, ve G;‘) es la suma directa de los 7, .
(13} ]

Ahora si “v” no es un origen, entonces la relacion Cuntz — Krieger muestra que

[T 1

2 V=%, CF, S 7,5 mientras que si “v” es un origen entonces

Gé mS*l(V) - G?] F\S_l(v) Y Zu (v)c Fern (v). Asi i CZqn Y

C(&) U7 = (7.0 (IV.15)

k
Proposicion (4.5.13): Sea (T, Q) una G — familia de Cuntz — Krieger en un C*-

algebra B tal que @, # 0 paratodo v € Go, entonces HT,Q es isométrico en C;(G).
Demostracién.- Recordando G = {y € G*:|,u| <k,S(u) origen} y donde

G*:UG" con G" :{,u = s ft, S0 = (1)1 SiSn—l} ahora para cada

n2f

p e Gl, setiene 7;:1"” =(J .., asi cada matriz unitaria SFS: en cada 7, (v) tiene

(y?

imagen no cero ?LT: bajo 7, ,. Porlotanto 7, ,es inyectiva en cada 7., (v), yde
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aqui también en la suma directa @7, (v)=7,. Como 7, es un C*-algebra,
v -
entonces cada homomorfismo inyectivo en 7, es isométrico. Asi 7z, es
isométrico en la union U( @ 7, (v)) en consecuencia por (IV.135) se tiene el
r S

resultado.

Observacion (4.5.15).- Si G tiene origenes entonces C;(G)QU?Q. En
k

3 . * ,
efecto.- Para p, v en GI con |u| ;t‘|v| se ticne que S5, seran elementos de

7., (v) . Ahora como nuestro objetivo es la descripcion de C;(G) (corazon de

C*(G)), es necesario introducir las  subalgebras  siguientes

FOE <SHS: v e G |u| = e, s(p) = s(v) = v> entonces  H,(v)=

Z. ()N C; (G) es la suma directa de las subalgebras 7 ,(v) paral <k y
C; (G) es la cerradura de la union U(@ H, (v)) .
kel
Teorema: IPrimer Teorema de Unicidad para Algebra de Grafos) (4.5.4.)
Sea G un grafo dirigido fila— finita, y supdngase que {T, Q} es una G-familia cuntz

— krieger en un C*-algebra B tal que @, #0. Si existe una accién continua
B:s' — Aur(B) talque f.(Te)=zTe'y S.(Q,)=Q, paracada (e,v)eG, x G,
entonces 7, , : C*(G)——> C*(T,0) es un isomorfismo.

Demostracion.- De la proposicion (4.5.10) Item (iii) v (ii) y al considerar

Tr o [I?’; (a)d.-] ”T,Q[IY: (a)d_-J

P(a) = L y.(a)dz en‘A se tiene ””f.g (¢(a))|| =

< Sj 276 (7.(@))| dz = Sj “ B (7 (a))||dz.

Desde que los automorfismos de C*-algebras preservan y como

||¢(a)” < I”a”dz = ||| entonces se tiene que:
$!
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[ o (@@ < [ o @] dz =27 @) (v.16)

Ahora considerando ambos miembros de la desigualdad (IV.16} se tiene:

(@) =02 7, y(aa*)=0; entonces por (IV.16). 7, ,(#a*a))=0,
asi ¢(a*a)=0, puesto que 7, , es fiel en el centro C,(G), y en consecuencia

por proposicién (4.5.4) se tiene que a =0, por tanto 7 , es inyectivo.

Ahora de otro lado, como la imagen de cualquier *-homomorfismo entre C*-

algebras es un C*-dlgebra y puesto que

Im(ﬂy.‘Q) =77, (C*(G") es generado por {:rT’Q (s), JZT_Q(p)} ={T,Q} entonces

Im (:r,._Q) es C*(T,Q) y por tanto 7, , es suryectiva.

Aplicacién.- En el siguiente grafo dirigido G

GRAFICO N° 4.7
GRAFO CON ENTRADAS EN CADA CICLO
€1
e2

Fuente: Elaboracton propia - 2018

Se tiene que : ee,, ¢,¢, ¥ ¢, son ciclos; y cada ciclo tiene una entrada, por ejemplo

e, e€suna entrada para ee,. Ahora e, y ee,ee, son caminos cerrados pero

3

no son ciclos; puesto que ambos caminos llegan a v, dos veces.

Hay ciclos que no tienen entradas; por ejemplo en el grafo siguiente G
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GRAFICO N' 4.8
GRAFO CON CICLOS “CON - SIN” ENTRADAS

e | vl‘—fna e,

Fuente: Elaboracion proia

El ciclo (lazo) ¢, no tiene entrada.

Observacién (4.5.16).- En el primer Teorema de Unicidad para algebra de grafos
se observa que no tiene hipétesis o condiciones sobre el grafo, y de aqui es muy
provechoso para demostrar afirmaciones acerca de algebra de grafos. Para una

amplia clase de grafos, ain se puede mejorar. Recordemos que un ciclo en un grafo

para i # j. Una arista e es una entrada para cada ciclo p si existe “i” tal que r(e) =

(i) y e # u,. El segundo teorema de unicidad para algebra de grafos estipula que

cada ciclo tiene una entrada, toda familia no trivial de Cuntz Krieger generan C*-
algebras isomorficas.
Proposicion (4.5.14).- Sea G un grafo que no tiene origenes (vértices de partida),

¥y que cada ciclo en G tiene una entrada (arista que llega a un vértice). Entonces

para cada elemento ve G, y cada n € N, existe un camino & € G*= U G" tal que
nz0

r(a)=vla|znya, #q, parak < ||

Demostracion.- Si existiera un camino ¢ e€G* con r(a) =V y no vértices
reﬁetidos, entonces se tiene el resultado.

De otro lado, cada camino de longitud “n” lo cual termina en “v* conteniendo un
camino retornable. Elijamos un camino corto. “a” tal que r(a) = v supdngase que
existe un ciclo y basado én S(a). Entonces y tiene una entrada ¢, y para muchas

repeticiones suficientemente de “y”. Entonces a«=A.y.y....y—y'e posee las
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condiciones requeridas para el resultado, donde y' es el segmento de y obtenido al
unir r(e) o s(y).

Teorema (4.5.5) (Segundo teorema de unicidad para algebra de Grafos)

Sea G un grafo dirigido fila— finita, en la cual cada ciclo tiene una entrada. Si {T,
Q} es una G — familia de Cuntz — Krieger en un C*-algebra B tal que Qy # 0 para
cada v € Gg. Entonces las C*-algebras B y C* (G) son isomorfas mediante la

aplicacion 7 es decir el homomorfismo 7, ,:C*(G)——>B es un

r.g
isomorfismo de C*(G) sobre C*(T, Q).

Nota.- La demostracion del teorema (4.5.5) lo realizaremos luego de observar y
demostrar algunos resultados previos.

Proposicion (4.5.15).- Sea G un grafo dirigido fila finita, en el cual cada ciclo tiene
una entrada. Si {S, P} y {T, Q} son dos G — familias finitas Cuntz - Krieger en un

espacio de Hilbert “H” tal que P, # 0+ Q, paratodo ve G,, entonces C*(S,P) y
C*T, Q) son isomorlfos es decir existe un isomorfismo ¢:C*(S,P)——>
C*(T,Q) tal que ¢(s,),= T, paracada e€ G, y ¢(p,)=0, paracadav €G,.
Demostracion.- Por el teérema {4.5.5) se tiene los isomorfismos

Tsp: CHG)——C*(S,P) ¥ 7, 5 CHG)——>C*(T,0), mis atin 7, ¥ 7,

son representaciones fieles de C*(G). Ahora se puede considerar 7[5',;:

C*(S,P)—— C*((G),y en consecuencia la composicion C*(S,P)—L
C*(G)—2¢— C*(T,Q) es un isomorfismo, considerando ¢ = Ty g© ﬁ;L se tiene

el resultado.

Observacion (4.5.17).- Sea G un grafo dirigido fila — finita que no posee ningin
origen (punto de partida), y definase el grafo dual de G denotado por G , del modo
siguiente: éo =G,G =G, r.(ef)=eyss(ef)=f. Entonces G es fila finita y

C*G)z CXG)
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Nota.-
1. 51 A es un C*-algebra, la cual no tiene identidad similar como C*(G) cuando

G, es infinito, existen varios caminos de “Incrustacién” en un C*-algebra

“grande” con identidad.

2. Escribamos:
M (4)={(L,R):aL(b) = R(a).b; para L,R: A—> 4 aplicaciones} es

llamada “Algebra Multiplicativa”, la cual es un C* - algebra; donde R y L son

automdticamente lineales y acotadas; mas ain : [(L,R)|=[L|=|R

(L, R)(LysRy)=(Ly oLy, R oR) v (L, R)*=(R",L') para R(a) = R(a*)*

Proposicién (4.5.16).- Sea G un grafo fila — finita, y sea V un conjunto no finito de

vértices en G; entonces existe una proyeccion P, en el algebra multiplicativa M

(C*(G)) tal que
PSS, - 5.8 sir(u)eV
0 sir(u) e Ve
Demostracion.-

¢ Sabemos que el espacio generado por { A } es un subespacio de C*(G) y al

multiplicar a izquierda por una multiplicador resulta ser continua y lineal, por
consiguiente a lo mds existe un multiplicador P, satisfaciendo la igualdad
requerida.

* Ahora seleccionemos ¥ ={v,v,,..}, de donde el multiplicador que

definiremos es independiente de esta eleccion.

k
Para k € N, definamos F, = ZP\',-' Entonces

J=1

PSS =

e

. {SE,S: Sir()=v, ,para alginj < k

0 |, en otro caso
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De aquipara a € 4, = <S S 8(u) = S(v)), la sucesion {ﬂa ke N} €s constante,

Honr
las aplicaciones: L, R: 4, —— A definida como L{a)= !T}) p.a yR(a)= !-EEG'P*
como cada P, es una proyeccion, entonces de aqui son unitarios; y asi, L y R son

continuas; y asi extendemos a funciones lineales de C*G) = Ao en si misma, para
un argumento (Rﬁdio) de % muestra que L{b) = !1_{13: P.b, paratodo be C*(G).
Asiparaa,b e C*(G) se tiene:

aL(b)=alim Bb|=lima( Bb) =lim(aR,)b= R(a)b,

Y P :=(L,R) esun multiplicador de C*(G), para cada S,S.,r(u) eV siy solo si
r(n) = v, para algin k, y de aqui, si y solamente si £S,S, =S5, para k -
suficientemente grande; de esta manera Py satisface la igualdad buscada, puesto
que P, P, =P, para k > M, asi se tiene:

B, (Pb) =lim MP, (limk.p,b) =lim,, (limkP, P,b) = lim MP, b = Ph

Es decir P’ = P, ; facilmente se verifica también que: P,f =F,, yportanto F, es
una proyeccion.

Proposicion (4.5.17).- Supdngase que G es un grafo dirigido fila — finita y G el
grafo dirigido fila — finita, obtenido al adicionar una cabeza a cada origen de G y

una cola a cada sink (final). Escribase por {s, p} y {r,q} las familias canonicas de
Cuntz — Krieger generando C*(G) y C*(G ), respectivamente y sea g la
proyeccion ‘en M(C*(G)) obteniéndose al aplicar el lema anterior al subconjunto
G, y G,, por consiguiente g,C* (G)g, es una esquina saturada (vértice),

¢ Ahora demostremos “el segundo Teorema de unicidad para ilgebra de
grafos”. En efecto. Si representamos B en un espacio de Hilbert, entonces se puede

asumir que {T, Q} es una G — familia de “Cuntz — Krieger™ de operadores sobre un
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espacio de Hilbert H. Con el propésito de evitar complicaciones en su notacién,
reduciremos al caso donde G no tiene origenes.
Sea G' el grafo obtenido, al adicionar una cabeza a cada origen de G como en la

proposicidn (4.5.17). Entonces ampliando H, encontraremos una G - familia de

Cuntz — Krieger {S, P} talque S, =7, y 2 =0 , con (e,v) e G, x G, (para cada

Lal
origen w, adiciona la suma directa © H, = de copias H
IRINES -

para P H ,ytomando
la isometria parcial s, asociada a la arista e; sobre la cabeza a la aplicacién
identidad de H sobre H,  : donde H, es el espacio origen P H ) de donde
p. #0 paracada v e G,. Asisi conocemos ¢l teorema para G*, y en consecuencia
7, , es fiel en C*(G"), y asi también lo es 7> lo cual es la composicién de
7gp: C*¥(G)—— C*(S,P)y la inyeccion “p” obtenida en (4.5.17).

Asi podemos suponer que G no tiene origenes y ahora observando el ﬁl'imer

Teorema de unicidad bastard mostrar que ”xw (¢(x))|| < ”ﬁT_Q (x)” para tod(:) X €

C*(G). Por la continuidad es suficiente considerar x = z C,S.S°, dondeF es un

Ny 2
(o) F

conjunto finito de parejas (u,v) con s(u) = s(v). Ahora el propésito la estrategia es

encontrar una proyeccion “Q” la cual verifica ”Q;'rw ((é(a))Q" g“irw (¢(a))|| y
OT,T,Q =0, cuando (u,v) € F y |u = M.

Sea M = max {|u

Vi (u,v)e F}, y como el grafo G no tiene origenes, podemos

suponer aplicando las relaciones de Cuntz — Krieger y cambiando F que M = min

{{M|,]v}} para cada parcja (, v) con Cp,v = 0. En particular si C,. =0y |u|=]y

b

entonces |,u| = |v] =m. Ahora usando la igualdad siguiente:

¢( Z C”‘VSHS:J= Z CF‘VSES:

el vel”
i
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mn

Se deduce que g(a)e 7, = (S"S: :|u| = |v| = m> . Puesto Aque 7. ¢s la suma directa

@G 7,.(v) C* - algebraica entonces existe un vértice v € G, tal que

pal-| T css
{gy|=;vf§(fu:su-)=v}

Escribiendo

b = 2 C.5.5.
[T

ful=M-Star=s0v)=v} -
Sea O ¢l conjunto de caminos lo cual produce cualquier de los dos como p o como v

para alguin (u, v) € F satisfaciendo |u|=|v| vs(u)=s(v)=v . Observe que

<SﬂS: (U, VE Q) es un algebra matricial finito dimensional contenido &, .

'

Abhora para e] vértice “v” satisfaciendo la igualdad:

C,.S,5. ,|v|:(#,v)'e Fy,

Hy T asy
{(ﬂ.l:)eF,],u|=|v|s(y):s(v)}

¢ ()=

, y n>max {|u

elegimos a € G*=| |G" como en la proposicién (4.5.17), de ddnde afirmamos que:
g

nzQ

Q=3 T.T,

yeld
Satisfacen las igualdades:

o7 o @)l =770 @] ¥
QJ’;,T:Q =0, cuando (u,v) e Fylu, =|v|

(IV. 17)

Supongase que (p, v) €F satisface |,u| :|V| vrel Entonces T;IL #0 si y solo si

¥ =H, yde aqui:
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QT.T Q= (T:WTWE)(T TvaTva) sig,veQ
o 0, en otro caso

Tl LT )T sinveQ
0, en otro caso

o va?

T T ,sipgveQ
0, en otro caso

Para y € Q, la proyeccion inicial O, (ya) de T, =0 y de aqui también se tiene que la

proyeccién final : T T, #0. Asi el conjunto. {QT;T:Q tH,VE Q}. Es una coleccion

ya’ ra
de matrices unitarios y la aplicacion: b Qrr, ,(b)Q es una representacion fiel del
algebra de matrices.

(SS ,u,veQ)

uow

Como las representaciones fiel de C*-algebras son isométricas, esto implica en

particular que:

[=o (¢@)=We@) =l = |07 (b.) 0] = |07, ($021) ]

Y asi mostramos que la igualdad siguiente:

[071.6 (¢(0)) Q] =| 774 ()]

Se verifica.

Ahora supongamos que (i, v) € F satisface l,u| ¢|v| . Cualquiera de los dos: p o v
tiene longitud igual a “k”, digamos: |u| =m. Como hecho lineas arriba; entonces se
tiene que:

T,T,#0 siysolosiy=y. Asi:

Qﬂ,]jQ:ZILrIL}'TTTMI;a _z ( “r 7“)

yeQd yeQd
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Para 7. T, #¢,ul debe extenderse a ya lo cual es imposible puesto que 0 <

He 7(1

lv —|y| <|a| y o es no retornable. Asi QTMT:‘Q =0, y nosotros tenemos verificado la
igualdad:
OQTT Q=0 cuando (n,v) e Fy |,u|¢|v|.

o

Ahora usaremos (IV.17) para calcular la siguiente relacion.

o (900)| - o m»gu-\[ > carlo H

e
(waeF

{(u 1)ef'|u| |\

> C T

{uyeF

”HT-Q(“)”

Recordando: 7, ,(x) =0 < JrT’Q(x*;r) =0=>x=0

Luego este calculo se sigue de esta implicacion, y asi se obtiene la demostracion.
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CAPITULO V
RESULTADOS

5.1  Resultados Descriptivos

En este trabajo se ha investigado la estructura de ideal de los C*-algebras de
grafos filas — finitas, méds especificamente se hecho la descripcion de ideales I de
los C*(G) (C*(G); es la denominada C*-algebra de grafo “G™), cuando dicha C*-
algebra posee ideales propios. Por cuestiones didacticas se ha convenido considerar
y/o trabajar con ideales bilateros (ideales a izquierda y derecha simultaneamente).
Muy brevemente a coqtinuacién bosquejamos lo que realizaremos, supongamos
que I es un ideal del C*-algebra C*(G), y consideremos el conjunto de vértices de

G denotado y definido cbmo H(l):={v e G, : P el },laideaes que el ideal ] sea

determinado por el conjunto H(I). A continuacion se expone tal resultado, luego de
algunas definciones, proposiciones; etc.

Basica y fundamentalmente se ha uéado los teoremas (proposiciones) de unicidad
de la denominada familia de Cuntz — Krieger.

Como ¢l proposito de este trabajo es analizar € investigar la estructura de ideal en
un C*-algebra de grafo “G”, buscamos una relacién entre la estructura de un
grafo con los ideales de los C*-algebras generados, Y por lo tanto la estructura
cociente de los mismos.

Iniciamos recordando y estableciendo las definiciones siguientes:

Definicion: (Grafo dirigido fila — finita) (5.1.1.)
i) Un grafo dirigido “G” ¢s una cuaterna (G,,G,,r,s) donde G,y G, son

conjuntos numerables formados por los denominados vértices y ejes

respectivamente; mientras que s, r son funciones que van de G, a G, cuyas

imagenes son llamados origen y extremo de un eje respectivamente,
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if) Un grafo dirigido fila - finita es un grafo dirigido G tal que el conjunto r~' (v)
sea finito, para todo ve G, . esto es, el conjunto (r"(v) ={eeG r(e)= v})

sea de cardinal.
Nota.- Nosotros estudiaremos grafos dirigido fila — finita; y simplemente nos

referiremos como grafo.

Definicion (Preorden) (5.1.2). Sea G = (GO,GI,r,s) un grafo; y sean v, w dos
elementos cualesquiera en G,. Diremos que v y w estdn “preordenados” (v < w) sl

existe un elemento pe G* = UG" talques (W) =wyr(u)=v.

nz0

Notacion:  G” ={conjunto de caminos infinitos}

={,u=,u],u2 ..... Y7 tal que ujth,neN}
G2 =G” v {p tal que p es camino finito iniciandose de un origen}
Observaci(’)il (5.1.1).-La fe]‘acién “<” dada en la definicion anterior es transitiva;
en el sentido'siguiente: si w < v y v <y, entonces w < u; también es reflexiva. Esto
es v £ v; puesto que se puede tomar p en el camino v de longitud cero.
Definicion (Cofinalidad) (5.1.3) Sea G = (G(,,G-l ,r,s) un grafo, sedice que Ges
cofinal si para cada elemento x € G y paracadav € G, existe un vértice w sobre

p tal que v < w.

Definicién (Grafo transitivo) (5.1.4)
SeaG= (GO Gy ,r,s) un grafo dirigido diremos que G transitivo si para cada par de
clementos v, wen G, setieneque: v<w y w<v.

Teorema (5.1.1).- El dlgebra de grafo C*(G) es un algebra simple; donde G es un

grafo cofinal y donde cada ciclo tiene una entrada. .
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Demostracion.- Considérese el dlgebra de grafo C*(S, P). Puesto que cada ideal “I”

es el nicleo de una representacion 7 : C* (S, P)—— A B(H) (observe que 1 es

posible encontrarlo por el Teorema de G el fand — Naimark; mas atn 7 es una
representacion fiel, esto es suficiente para mostrar que cada representaciéon no nula

T es inyectiva y para probar que C*(S, P) es unica. Para esto primero probaremos
que p, #0 paratodo ve G,. En efecto supongamos que {s, p} es una G — familia

de Cuntz — Krieger tal que 7 =z, # 0. Si todas las proyecciones vértices p, son

“ oy * - .
cero, entonces la  relacion  s.5,=p, ., implica que s5,=0

e

Rs‘(e)

2 *
( pues ”Se” =“5e39“= =0). Nosotros queremos ver que todas las

proyecciones vértices son diferente de cero.

Sea pe G,. Si el vértice “v” para el cual P, #0 no es un origen (punto de partida),
la relacion de Cuntz — Krieger en el vértice “v” implica que existe arista e€ G, tal

que r(e)=v y S,S. #0. Entonces P =S:Se #0, vy si s(e) no es un origen,

s{e)
repetimos ¢l procedimiento en s(e). Estos procesos termina en un origen o produce

un camino infinito; cualquiera de las dos maneras, formamos un camino pe G tal
quer(n) =vy P #0 paracada vértice “x” en p. Como G es cofinal, existe a e G *

tal que r(a) = u y s (o) es un vértice en p. Pero ahora .S, = P, #0, asi S.S #0

s(or)

;ycomo p S S. =SS,

oot

entonces £ #0. De aqui podemos decir que todas las

proyecciones son no cero (implicando todas las isometrias parciales son también no

nulas). Finalmente el teorema de unicidad de Cuntz — Krieger implica que
I, =TI esinyectiva.

Ejemplo (Matrices con Estructura de Algebra) (5.1.1)

SeaC el cuerpo de los numeros complejos escribamos:

M,(C)={L:C"——>C" /L~ lineal}
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Afirmacion: Mn ((C) es un C*-algebra; en efecto.- Mn ((C) es un C - espacio
vectorial con la multiplicacién usual de matrices. Dotamos este espacio con el

operador norma ||L|| = sup{"L(x)” : “A” = 1} con relacion al producto interno
canonico sobre C"; mientras que la involucion *: M, (C)—— M, {C) esta dada
como A*=4' (conjugacion compleja y transposicion).

Observacién (5.1.2) (1) Las proyecciones en Mn ((C) son las matrices con unos

sobre la diagonal y cero en otro lugar.

2) Consideremos una base {bv. i j =I,2,...,n} para Mn (C) donde b, es una
matriz cuadrada en Mn (C) con un “1” (uno) sobre (i, j) y ceros en otro lugar,

notese que b; es una isometria parcial, para todos los pares: 1, j bbb, =bb,=b,

y b;b,j =bb =b

S ]

3} De (2) consideremos: gen({bu :j=1,2,...,n})= A, , 1a cual es un *—alg’ebra
formada por isometrias parciales y de aqui se sigue que Mn (C) = <A"> obsérvese
que hay diversos caminos para obtener y/o construir 4 . Muchas veces (A")

también puede escribirse como Span (A")
4) Ahora si G es un grafo, formado por un conjunto de isometrias parciales “Q” y
un comjunto de proyecciones P, tal que C*(S,Py=M, (CC), entonces por

definicion G tiene un nimero finito de aristas (ejes). En general Un grafo

correspondiente a Mn (C) posee n — diferentes isometrias parciales emanando de

algin origen. Como cada proyeccién en Mn (C) es de la forma b,b, cada vértice

en el grafo recibe por lo menos un eje, lo cual hace al grafo conexo. Ciertamente,

el grafo no tiene ciclos debido al nimero finito de isometrias parciales.
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Definicion (Estructura de Algebra Multimatricial) (5.1.5)

Sea N" =Nx.....xN (n-veces) y me N". Una estructura de Algebra Multimatricial

en “C" se denota y define como:

M ()= z Mn(j.) (C)=9 M, (C)

=l

Llamado también: Forma de Jordan

Proposicién (5.1.1).- Sea G un grafo finito sin ciclos y sea {u, ,....,u”} la coleccion
de origenes. Entonces C*(S,P) = @Mk,. (C), dondek, = #{s" (, )}

Demostracion.- Escribamos 4, = <S,uS: S()=8S(v)= ",'> entonces siguiendo ¢l
mismo razonamiento de la observacion anterior parte (4) vemos que A =M, . Sea

i#jyS,S, talqueS(u)=S(v)=u;yS,S, con S(a)=S(f)=u, Entonces

J

* * . .
h) #SI,SQS = 0, amenos que v extienda a o 0 o extienda a v. Pero entonces ellos

no accionan un origen, lo cual no es imposible. Por consiguiente A4, =0,y en

consecuencia vemos que (A; U A f.> =A4D4,

Ejemplo {Generalizacién del algebra de Matrices} (5.1.2)

La generalizacion del algebra de matrices a espacios infinitos dimensionales {(pero
numelrables) son los denominados operadores compactos, escribamos H un
espacio Hilbert y sea B,(H)={T € B(H):T es compacto} = B,; el cual es un ideal
algebraico cerrado de B(H) y de esta manera es un C*-algebra. Ahora como un

algebra de grafo, B (H)'es ascendente entonces el grafo siguiente

........ v, >V, >V > w (V.1) genera B (H).
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Observacion [Las algebras “An”] (5.1.3)

Sea B = {7:, ‘ne N} una base de H y definamos la aplicacién p: HxH —— B(H)
como p(]:,’]})(f?):: T.(h)=(h,T)I;. Claramente este es un operador de rango
finito, de aqui

A = <§’:.J. i, j= 1,2,....,n> c By(H) paracadan e N,

Identidades de los elementos 7,

(1) T, (T, () =T (h.T.) T, = (BT X(T, T)T, = 8, (B T)T, =5, T, (h)

@ (BT )= (T )= (T, )T = (F.00) k) = (100)

(3) De (1) y (2) podemos construir un isomorfismo f:4,—— M (C) dado e
identificado con f(%):aij; donde {b&. :i,j=],2,..,n} €s una base elegida
‘para el espacio Ma(C)

(4) Usando resultados cotrespondientes ¢l dlgebra de matﬁces podemos concluir

que el dlgebra generado por el grafo dado en (V.1.) es igual a:

(bf.}. i, j e N) = (T:.j i, j € N>
Puesto que cada elemento en B (H)= B, , es el limite de alguna secuencia de

operadores de rango finito, y asi <i’; i je N> contiene cada operador de rango

finito, en consecuencia podemos concluir que <T; i, jeN ) =B,.

Proposicion (5.1.2): [Las dlgebras de matrices y B, son simples]
Demostracién:

1) De la observacion (5.1.2) parte (4) y de la definicién de B, se tiene que los
grafos de estas C*- algebras (Mn((C) y-BO) no tienen ciclos; entonces por el

Teorema (5.1.1) bastara mostrar que tales grafos de Mn (C ) y B, sean cofinales.
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2)

Con relacién a B); G consiste de todos los caminos extendiendo desde - oo
hasta un vértice arbitrario [Ver : (V.1) del ejemplo (5.1.2) Pag. 89].

Elijamos un camino p finalizando en w y un vértice arbitrario v, € G,. Si v, estd
a la derecha de w, existe un camino empezando en v y finalizando en u,
Jjustamente sera siguiendo las ﬂechas conectando estos dos vértices. Asi B, es
simple.

El algebra de matrices no tienen caminos infinitos, asi G son todos los

caminos empezando en el origen u. Para un vértice arbitrario w, existe un
camino empezando en u y finalizando en w; lo cual muestra que el grafo es

cofinal.

Observacion [Las estructuras de algebras multimatricales no son simples]

(5.1.4)

Estas dlgebras poseen miultiples origenes, lo cual directamente implica que no existe

un camino, pues ellos tienen miltiples caminos de donde se tiene que no hay

caminos para conectar caminos desde un origen hasta otro origen, las C*-algebras

simples son aquellas que no poseen ideales triviales. Iniciamos esta Gltima parte

haciendo una descripcion de los ideales de C*(G), cuando C*(G) es no simple.

Convencionalmente cuando hablemos de ideales en C*-algebras, significars ideales

“I” bilateros cerrados (T =7 ) a menos que se indigue otro caso.

NOTA:

1)

A continuacién expondremos el resultado descriptivo propuesto, y lo

realizaremos mediante proposiciones que lo enunciamos preliminarmente como
sigue:

(a) Dado un ideal no trivial 1 en un C*-algebra de grafo C*(G), entonces 1

determina un subgrafo G de G (G c G). El Ideal I significara ideal bilatero

cerrado (i.e: / =T ); a menos que se indique lo contrario.
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(b) El reciproco del resultado obtenido en (a) es valido cuando el grafo G no
posee ciclos.
Descripcion de los ideales en C*(G) (5.1.6)
Consideremos un grafo G y por ende Un C*-algebra de grafo C*(G). Y supdngase
I un ideal en C*(G); y escribamos:
H(I)={veG,:Pel}
El objetivo es que el ideal I sea determinado por el conjunto H(I).
Lema (5.L.1): G-H(I):={G,—~H(I),S (G, -~ H(I)):s, r} esun grafo.

En efecto.- Recordemos que s y r son funciones de G, en G, de donde

G, —H(N)={ee G :s()e G, ~H(I)} ={ec G,:5(e) € G\, P, 2 I}

Ahora veamos que G—H(J) es un grafo; para lo cual consideremos la aplicacion

G
cociente q:C*(G)—-)C 1( ), asi para cada £ e/ setiene ¢q(£)=0 es decir

q(l) = 0, entonces para cualéuier elemento ve H(/) setiene g (R) # (0 y por tanto
{a(p,):veH(U )} es un co.njunto de proyec'cio’ﬁes no ﬁulas. De modo que si
s(e)e¢ H([)entonces g ( Pse) );ﬁ 0 si y solo si g (s:Se ) #0 si y solo si
q(se)*.q(se);to. |

De otro lado por la condicion de “Cuntz — Krieger” (CK-2) se tiene:

q(p,_(e))zq[ > ses:J=q(se)q(s€j)*+ 8, de aqui q(p!_(e))zq(se)q(se)*¢0, lo

r{e)=v

cual muestra que q( pr(e})i 0, por tanto r(e) € H({) . Ahora si s(e)e H{J)

entonces p ., €l 'y por tanto Q(Ps(e))= 0, y en consecuencia GTH(I) €s un

grafo.
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Afirmacién.- El conjunto 7 = {Q’(Se): g{p.):s(e)e H(I),ve H(I)} es una
familia que genera el algebra de grafos de G - H (] ), donde para cada v € G,
p,.=0.

En efecto.- Para lo cual bastard observar el proceso de la demostracién del lema

(5.1.1). Ahora si cada ciclo en el grafo G- H (I ) tiene una entrada; entonces por

€l teorema de nunicidad de algebra de grafos, obtenemos que:

*

G*(G-H({I)y C*(G) son isomorfos. (C*(G—H(]))zc—ﬂf—’-QJ

Nota.- Necesitamos identificar los subconjuntos H de Gy lo cual surge como H(l),
y encontramos una condicion verificable sobre G, lo cual asegura que cada ciclo en

cada G — H tiene una entrada.

ii) La definicion propia de H (1) representando un ideal es que H (1) es en cierto
sentido una parte aislada del grafo.

Definicion (5.1.7) [Subconjunto saturado y Hereditario de Vértices]

Un subconjunto H de G,, es hereditario siw € Hy w <v, entonces v e H. Y
diremos que H es saturado si r™'(v) 2 ¢ y {s (e):r(e)= v} c H, entoncesv e H
Proposicion (5.1.3).- Sean G un grafo y supéngase que 1 es un ideal no trivial
[7#0] en el dlgebrade grafo C*(G) = C*(S, P) entonces {ve G,: P, e 1} =H(I)
€s hereditario y saturado.

Demostracion.-

* Veamos que H([) es hereditario. Sea we H(I) tal que w<v; por la

definicion de Pre orden existe ye G*= UG" con s(p) =v yr(p)= w. Como

. nz@

weH(I) entonces P,el; y asi S,=P,S =PS,el entonces

)y W u

P =S,S, el yportanto ve H(I), esdecir H(I) es hereditario.

[Tt

85



e Ahora H (I ) es saturado: Para ve G, supbngase que 7 (v)#¢y
{s (€):r(e)= v} c H(I); entonces para cada ¢€G, con r(e)=v se tiene,

S, =8 P, €l ,ycomovno es un origen, entonces por la condicién (CK — 2)

e s(e)

se tiene que P, = » S5, el portanto ve H(I) y en consecuencia H (/)

rie)=v
es saturado.
Nota.- El reciproco de la proposicién (5.1.3) es valido para grafos que no poseen

ciclos. Resultado que presentamos a continuacion.

Observacién previa (5.1.5).- Sea G un grafo sin ciclos, H — G, un subconjunto

saturado y hereditario. Definamos una relacion “~” en C*(G)= C*(S, P), como
sigue. En primer lugar escribamos [I(H) ={Z zp.iveH } . Ahora
-eC

a~boa-bel(H)

Nétese que I(H} es el conjunto de combinaciones lineales de los elementos p, ,
sobre el cuerpo de los niimeros complejos C.

Afirmacion.- La relacion “~” es de equivalencia.

En efecto:

* La reflexividad y simetria se cumplen de considerar respectivamente que
elemento neutro “0” estaen (H ) ; y que el opuesto de todo elemento en / (H )
también se encuentra en {(H)

¢ Transitividad: Sia~byb ~centoncesa—b € I(H) yb - ¢ € I(H); de donde
existen§, &' € J(H) talquea-b=&yb—-c=E entoncesa—-c=(+§& €
IHy<a~c.

Como “~” es una relacion de equivalencia en C*(G) se tiene entonces el conjunto

C*G) o C*O)
I(H) 7 1(H)

C*(G)

cociente lo cual denotamos como es una C*-algebra
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Asi podemos considerar la siguiente aplicacién candnica al cociente

C*(G)

g:C*(G)—>

tal que q (a) = [a]
Observe que: Nuc(q) ={a e C*(G)=C*(s, p):gla) =[0]}

={aeC*(G):[a]:[O]}={aeC*(G):a~D}
={ae C*(G):a+& =0, paraalgin £ € I(H)}
={ae C*(G):a=-¢(,Eel(H)}=1(H)

Afirmacion: El conjunto H(/) eshereditario y saturado, donde I es ideal en C*(G)
En efecto.- Recordemos que H(/)={veG,:p, e}
e Siwe H(I) y w<v entonces w €G, con p,el y ademas existe

ueG*= U G" talque S(p)=vyr(p)=wdonde p= g p,...... 4, también S(

n20
w) =r {u,) , rp) = r(p) y s(w) = s(y):s(,u{m) entonces
P =PS(,u)=S;Sp el, asi veH(I) por tanto H(I) es saturado.

C*($,P) _C*(0)

Afirmacion: es un C*-algebra

En efecto.- Bastard recordar la C%*-algebra cociente donde la norma

C*(G)

||a+I[|=inf{||a+x":xe]} luego  g:C*(G)—> es un *-

homomomorfismo, y como Nue(q) = 1 (H ) entonces /(H) es unideal en C*QG).

[ )]

Mas atn la aplicacion “q” es suryectiva.
Proposicién (3.1.4).- Sea G un grafo sin ciclos. Si H € G, es un subconjunto

hereditario y saturado entonces existe un ideal I determinado por H.

C*(G)
I1(H)

de donde para cualguier elemento a € C*(G)=C*(S,P). También se tiene que

Demostracion: Tenemos que la aplicacion g : C*(G)—> €s suryectiva,
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a*e C*(G). Asi ¢(a *) = {a*+§ tal que £ I(H)}. I(H) es cerrado bajo la
involucion, de donde entonces C]:ﬂ) = {(a *+E) =a+& tal que &' = E* e I(H)}
Observamos a continuacidn las ignaldades:
) g(a)g(a)={(a+&)(a+&):&.& e 1(H))]
= {a,a,r2 +{a b, +Ea, +EE, )88 € I(H)}
={aa, +x:x=a, +Ea, + & € I(H)}
Llamese a,—¢& =b y a,— &, =b,; asi b,b, € C*(G)
(ii) g{aa,)={aa, +&: £ I(H)}.
Ahora asumiendo que: p, e/ siysolosi p, e H (I ) Puesto que la multiplicacién

sobre un C*-algebra es continua en cada argumento tenemos:
p\‘bZ = pv [Z Su" Sv" j = Z pv'Su” Sv"
nzl nzl

Asumiendo que S, esuna proyeccion, entonces PS, =P, o PS, =0

u,
- . *
¢ En el primer caso analicemos p S,

Si nuevamente S, es una proyeccion entonces P.S, S. =PS. € I(H). De otra

manera para cada e€ G,, conr(¢) =v s tiene; P.S, =(P,,,S,)S, =P,,5,S. . Si

reyde J O, = Lrie)Pedy,
este no es nulo, entonces s(e) = s(v,)
Afirmacién J(H)= (Sa Sy S(a)=S(B)e H> es un ideal algebraico en
CX(G) = CX(S, P).

46 9%

En efecto.- Sea S, un elemento en / (H ) La operacion de multiplicacion “e” en

cualquier C*-algebra es continua en ambos argumentos. Recordar que: C*(S, P) =

:S(u)=S),u,veG *) .Ahorasia e C*(S,P); entonces

<S S

I b
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S, S;a = SHS;; (Z S, S:“ J = Z SaS;S“" S:” , esto permite estudiar la multiplicacién
nzl n21

de generadores de /(H) con los de C*(S, P) = C¥G).

(¢) Para S_el (1°) asumamos que S,S,#0, entonces S(a)=r(u). Esto
significa v < s () de donde §, € ](H) {(puesto que H es hereditario).

2°Si §,S. # 0 entonces S{o) = S(p). Si v estd en H entonces finaliza el resultado.
En otro caso consideremos k € N suficientemente grande tal que cualquiera de los
dos r(v,) o s(v,)e H. Lasaturacion de H implica que: Si r(v,) e H entonces
S(v,)e H. Si §,5,8,5. #0 entonces existe un camino B’ con B = pB' o y’ con p=
By’

Del primer caso, se observaque 8 < ', puesto que H es hereditario, B’ es un camino

en Hy S,5,e€l(H). Ahora responderemos la interrogante: estd o no

5,55 el(H).

Si v es un camino en H el resultado se concluye. En otro caso, elijamos k € N

minimo tal que cualquiera de los dos: s{v,}¢ H or(v,)2 H. Porque H es

saturado; si s(v,) ¢ H entonces (v, )¢ H. Usando tal resultado tenenios:

Viaw BT Sy sl T rle) Py e

F,

) €1(H) vy definitivamente £, , &/ (F). Asi esta expresion es nula, Jo cual

es una contradiccion. Siguiendo todo el razonamiento de manera reciproca es decir,

de donde iniciamos nosotros concluimos:

*

S.S

a=

8,8, eI(H) siexiste algin B’ con B = pR".
El caso en el cual existe algan ' con p =By’ produce el mismo resultado, lo cual

muestra que / (H ) es un ideal algebraico a derecha; de manera analoga se muestra
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que [/ (H ) es un ideal a izquierda. Ademas afirmamos que si 1 e J(H) , esta

aproximado por un nimero de elementos /, en /(H }entonces por la continuidad

de la operacién multiplicacion se tiene.

igi Su, S, = Zi]kS,u ;S,,» de donde ilki&u S = 2 LSS, el
k=1 jzl ‘ jzt k=l k=t g2l ‘ k.jzl '

analogamente para la multiplicacién a izquierda. Es decir: Si [ € .T(H ) es

aproximado por un numero de elementos de /, €/, , entonces:
DS, 1=, S, 1, deaqui ) SuS, D T, = D Su,S, I,. Por tanto
Jzl k=1 izl k=l i1 k=1 J k21

I es un ideal.

5.2  Resultados Inferenciales

El resultado principal del trabajo (la estructura de ideal en un C*-algebra de
grafo) ha permitido inferir un resultado que consiste en establecer una
correspondencia biunivoca entre dos familias de conjuntos. Esto es hay una
biyeccion entre la familia de conjuntos satur_adoé y hereditarios; con la familia de
ideales cerrados del C*-algebra C*(G). Para obtener tal resultado inferencial
empezamos introduciendo ciertas hipétesis sobre un grafo G. ésto es:

Se dice que un grafo G = (Go,Gl,r,s) satisface la condicién “K” si para

cada elemento v € G, , o bien no hay un ciclo basado en v, o existen dos caminos

diferentes i, v tal que S(p) = v =r (), S(v)=v =r(v), f’(#,-)i v paraj < |#| y

r(vj)i v conj< |v , donde p= pu,..u, paraalginny v=v, v,....v ; para

algin “m”.
Observacién (5.2.1).- Sea G = (G,,G,,r,5) un grafo que satisface la condicion (K)
formilada lineas arriba; entonces cada ciclo de G posee una entrada; ¢l reciproco es

falso.
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Ejemplo (5.2.1).- En los siguientes “dibujos™ mostramos graficamente lo que

significaria la observacion (5.2.1).

GRAFICO N* 5.1
GRAFO QUE NO SATISFACE LA CONDICION “K”

Q——* V-—-—>®
<

Fuente: Tain Raeuburn Graph agebras - 2005

GRAFICO N°5.2
GRAFO QUE SATISFACE LA CONDICION “K*

Cod—s v —.CW2
Fuente: Iain Racuburn Graph agebras - 2005

Proposicién (5.2.1). Sea G un grafo, entonces G. Satisface la condicion K si y

solamente si para cada subconjunto saturado y hereditario H de G,, cada ciclo en
G-H:= {GO -H,S(G,-H); r,s} tiene una entrada.

Demostracion : [Ver [5], pagina 36].

Nota.- El resultado inferencial obtenido, lo establecemos en la proposicion
siguiente:

Proposicion (5.2.2).- Para cualquier grafo “G” que satisface la condicion (K) existe

una correspondencia biyectiva entre 7 ={H < G, : H es saturado y hereditario}

y £={I < C*(G):1 es un ideal cerrado}
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Demostracion (1°) Para H < G,,, considerémos ](.H ) el ideal generado por
{R, Ve H}. Ahora sea / < C*(G) un ideal; entonces de la proposicion (5.1.3)
se tiené que H=H(I} es saturado y hereditario. Afirmamos que -/ =/ (H ) En
efecto como todos los generadores de / (H ) estan por definicién en 1, entonces

claramente /(H) < I(&,).

De otro lado consideremos las aplicaciones cocientes siguientes:

q,:c*(G>—1>C*}G),

. . C*G)
9y - C*G)— ](H) » Y
C*(G)
CHG) | I(H) _C*(G)

1N

q ,

m I(H) %(H) 1

La 0ltima aplicacion ¢ , se'puede escribir como:
1{Hy '

| C*(G)
g MO CHG) /(H)
w A )

Observe que: ¢,(§)=¢+1, q,(H)‘(§)=§+1(H) Yy q, (§+I(H))=§+]; son

{H)
las proyecciones canonicas al cociente las cuales estan bien definidas, mas ain de

estas igualdades se verificaque g, = ¢

1 ° Uy Puestoque g, y ¢, desaparecen
HED

exactamente los mismos vértices proyeccion P, y por ende exactamente las mismas

isometrias parciales S, , los conjuntos siguientes {q 105 )9, ( p‘,)} y
{q i H)(se),q,( H)( P.-)} son (G — H) - familias de Cuntz — Krieger generados por los

respectivos cocientes antes dados.
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C*G)

1(H)

C*(G)

Sean las aplicaciones p, :C*(G-H)—— L, CXHG-H)————

C*(G)

los cuales son homomorfismos suryectivos. Entonces p, : C*(G - H) 7

*
¢, op:C*G-H)— D

v 1(H)

generadores de C*(G ~H) ydeaqui p, =¢ , < p,.Porlaproposicion (52.1), podemos

1{H)

son homomorfismos, los cuales estan sobre los

aplicar el Teorema de unicidad de Cuntz — Krieger al grafo G — H y asi obtendremos

*

que p,:CH(G—H)—— T

, es inyectiva. Como p, essuryectivay p, =g 1%k
iy

*

) talque ¢ , (§+1(H))=¢q , (£+1(H))

(G
](H) ) (—)

y siendo £+I{H )= p (&) para £ € C*(G-H) se tiene q, (pl(ﬁ))=qﬁ,_(p1(c§'))
| 1(#) HH)

siysolosi p,(£)=p,(£') dedonde £=¢" yportanto E+1(H)=&'+1(H) ;y asi

entoncespara £+/,, y E'+1, en

. . ' C*(G
g , esinyectiva. Y asi deducimos que I=I(H) ;yasuvez —QEC*(G—H).

w0 I(H)

(2°) Ahora consideremos la aplicacién

T':7—— £ dadocomo T(H)= 7 (H ) la cual claramente estd bien definida, mas
atn para cualquier elemento I (ideal cerrado) de £ seleccionemos H G, y asi se

tiene /(H)=gen{p, :ve H} portanto T es suryectiva.

Ahora veamos que T es inyectiva . Para lo cual mostraremos que si H es saturado y

hereditario, entonces H = {v: p el (H )} Veamos: sea veH entonces

p,el(H) por tanto ve{v:p‘,eI(H)} es decir H c{v:p el(H)}, para

obtener otro contenido. Consideremos la (G — H) ~ familia canénica {t, q} la cual

93



genera la C*-algebra C*(G-H). Afirmamos que cuando definimos 7, =0 paras(e)e
Hy ¢g,=0 parav € H; entonces la familia {t, q} llega convertirse en una G —
familia de Cuntz — Krieger.

En efecto cuando s(e)e H, entonces por (CK — 2), se tiene £.f, =0 = Gy, ¥ las

relaciones en v € H, se satisfacen trivialmente porque la condicion de ser H
hereditario implica que cada eje e con r(e) = v se tiene s(e)eH y de aqui ¢, = 0. .
Si v no es un origen en (G — H), los nuevos ejes con r(e) = v todos tienen t1 =0,
asi la relacion en v esta sin alteracion.

St v es un origen en (G-H), todos los ejes “e” en G con r(e)= v tienen su origen s(e)
en H (i.e. s(¢) € H), a menos que si v es un origen en G y como H es saturado,
entonces v € H; asi v es un origen en G, y sin embargo no existe una relacion de
Cuntz — Krieger en v. Asi {t, q} es una G — familia de Cuntz — Krieger como lo

habiamos afirmado.

Ahora por la propiedad universal de C*(G) se tiene un homomorfismo

7, C*G)——>C*(G-H) como 7, ,(p,)=0 para ve H entonces claramente
I(H)gNuc(yrhq), y si v ¢ H entonces g, #0 z,,(p)#0=p, eeNuc(zrw)
entonces p, & I(H), de aqui /(H)c H es decir: {v:p,_ eI(H)}cH. Asi

H= {v 1P, € I(H)} y por tanto la aplicacion T : 7 —— £ tal que T(H) = ](H)

¢s inyectiva.

5.3  Otro tipo de Resultados de Acuerdo a la Naturaleza del Problema y la
Hipoétesis.

En esta seccion presentamos dos modelos de aplicacion de C*-algebras y
otro de grafo uno basado en la naturaleza de las matrices escalares complejos, y

otro en la homotopia entre aplicaciones continuas
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I. C*-Algebra de Matrices Escalares Complejas

Empezamos considerando €l conjunto H formado por las matrices cuadradas con
entradas en C  (donde C denota el campo de los nmimeros complejos) con

diagonal un complejo arbitrario z €C y el resto de entradas todos ceros; es decir H

es el conjunto formado por las matrices identidad multiplicada por un complejo

z € C. Escribiremos:

i

Obsérvese: quesi E = (eu) € H. Entonces E=Al, para algin Ae C .

7t
nxs 4

Afirmacion (1).- El conjunto H ¢con las operaciones usuales de suma (+) de matrices
y multiplicacién (.) de un nimero complejo A €C por unamatrizE € Hesun C—
espacio vectorial.

En efecto.- La demostracion y/o justificacion de esta afirmacién es rutinario.
Afirmacion: (2) El conjunto H con la operacion de multiplicacton () usual de

matrices se obtiene que H es un algebra sobre C ; mas atin es conmutativa con

identidad.
En efecto: Sean E,E y£, tres elementos en H; por propiedades basicas de matrices

se verifica:
() (BE)E=E(EE)
(i) E{E+E)=EE+EE
(i) (E +E).E =E.E+E,.E
(iv) Considerando F=zl,zeC, E=wl,weC y sea AeC, entonces
(AE)E, =(221,).(w1,) =(2z)wd, = 2(awd,) = 4{el, wi,)=A(5 )
Ademas

(V) E:IE2 =(ZII.!)(WIH) = ZWIII’ = "ZIH =(WIH)‘(Z‘]H) =E2‘E1
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(v1)

Considerando 1 H= ],, , €l cual claramente es un elemento de H es inmediato

ver que: E,-IH =E,- Por tanto H es un algebra conmutativa con identidad.

Afirmacion (3).- El algebra H es normada.

En efecto.- Definamos la aplicaci'c’)h.||.":H —)[O,+oo) como ”E" :[|z.1”|]=|z| para

todo E =z I, en H donde |Z| denota el médulo del complejo z€C. Ahora

verifiquemos las condiciones para que H sea algebra normada.

(N1)
(N2)

(N3)

(N4}

(Ns)

|El=[4=0, paratodo E=2l, enH.

|E]|=0o|4=0c2=0E=0

Sean £=z1 F=w. I » dos elementos cualesquiera en H.
=[z+ui

|E+ F||=|z1, + wL|=|(z+ W),

< ([l +wl) =[l+ [l =[] +1F]

~E+ A <[ £+ 7]

Sea AcCy E=zl enH.

2.0 =laet, ) =haz, | =122 = [A]|| = 4] E]
~ £l =]

Ahora verifiquemos la desigualdad multiplicativa es decir:

| <|£ A

[EF = (=1, (o1, M =llewt, | = 2w = [ = (1) (1) = | 1.4

~|EF =[] |A

, para todo E = 2/

n?

F=wl enH. Pues:

Afirmacién (4): El algebra normada H es un algebra de Banach.
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En efecto.- Por-las afirmaciones anteriores solo falta ver que H sea completo es
decir cada sucesion de Cauchy en H converge a un elemento de H. Pues sea (E) .

una sucesion de Cauchy en H, con E,=z/, para todo k€N, entonces

0= lim ||E, - E | = lim

kirow hr—=w

£

zd, -z || = ;rlj]_l?w ||(zk - z,,)I"”

o lim |z, -z,[=0& lim |z, -2,

koo k,r—on

=0

<> paratodo € > 0, existe N € N tal que ’Zk —Z|<&,paratodok,r = N; de

aqui observamos que (Zk ) .y €5 una sucesion de Cauchy en C; pero C esun
espacio de Banach, entonces (Zk )k ¢ ©s convergente en C ; es decir existe z€C

tal que Z,—Z ; ahora considerando E=zl € se tienc que : E,—E es decir -
la sucesion (ﬁ,)Jk =« O convergente en H y en consecuencia H es completo y en par
consiguiente es un algebra de Banach.

Afirmacién (5).- El dlgebra de Banach H es un “*-algebra”, mas aun es un C*-
algebra.

En efecto.- Primero mostraremos que H es un *-algebra, para lo cual definamos un
operador * : H — >} como £ =E , para todo E en H; donde E denota la

conjugada de E y E' la matriz transpuesta.

AhoraparaE,FenHyie C setiene:

i) (E)*=(E)*=(E) =(F| =[(E)J K

G)  (BF)*=(EF) =(EF) =F E =F*E*

i) (AE+F)*=(ZE+F) =(2E+F) =(AE+F)

= AE +F =AE*+F*
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Nétese que : AE = A(zd))= Az, Azl = I(;J” ) =1 (z.]”) =1.E

Por tanto H es un * - algebra.

Finalmente comprobamos la “condicién C*” esto es:

(1) 1Y |=lz) 1)) =l 2L =l =lel A =

|£*.E| =|E"E| =

Para todo elemento £=2.1 en H. Luego ||E*E||=||E||2

IL. “Grafo de Homotopia”
Los conceptos preliminares asi como muchas de las definiciones, lemas,
proposiciones, ejemplos, etc., que presentaremos se puede encontrar en [7]; aunque
no con la misma nomenclatura y/o notaciones, las mismas que han sido cambiadas
por cuestiones didacticas.
Definiciones, ejemplos y proposiciones preliminares
(i)  Sea X un conjunto, y C—‘ el cuerpo de los numeros complejos escribamos el
conjunto L{X) definido como:
LX)={: X —> C /fés una aplicacion valuada y acotada}
Afirmacién (1).- L(X) es un algebra de Banach, mas ain es unital. En efecto bastara
considerar las operaciones definidas puntualmente, es decir; paratodox € X, f, g
en L(x) y para todo Ae C se tiene:
*(f+e)(x)=fR)+ g (fog)(x) = f(x).g(x),
*(A.f) (x) =A.f(x).
Mientras que para ser espacio normado sera considerado la norma del supremo; esto

€s.

|71, =supls )
donde | f (x)| denota el mddulo del nimero complejo f(x). Notese también

1:X — > C dado como 1(x) =1, para todo x € X es la identidad de L(X).
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(ii)

(i)

(iv)

)

(vi)

(vii)

(viii)

Sea X un espacio topolégico. Escribamos el conjunto C.(X,C) definido como:
CAX.C)={feL(X): f escontinua). Es inmediato verificar que G(X,C)es un
subalgebra cerrado de L(X); mas aun es C(X,C)es un algebra de Banach

unital.

Sea X un espacio topologico. Dendtese
CX, O)= { f: X——>C/ f esaplicacion continua} . Observese que si X es
un espacio topologico compacto, entonces C(X, C)=C(X, )

Sean X, Y dos espacios topoldgicos cualesquiera entonces; De (iii)

escribiremos:
C(Xl, Y)= { S 1 X—>Y/ [ esaplicacion continua}

Sea Q un espacio de Hausdorff localmente compacto. Una aplicacion
continua f: Q— > C se dice que se anula en el infinito; i para cada € > (
el conjunto {x eQ: | f (x)| > 3} es compacto.

Escﬁb;imos:
G(Q)={f:©2—C/ f seanula en el infinito}

El espacio C,(€) es un C*-algebra, para lo cual la involucion

* 1 G (Q) —> G (€Y esta dada como f* :}7 es decir: f(z) = m

Sean X, Y dos espacios topologicos, f,ge C(X,Y), yseal=[0,1].
Diremos que: f es homotopico a g; si existe “una aplicacion” continua
H:X x 1—— Y tal que H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x).

Nota.- En el contexto de la definicién anterior, se dice que las aplicaciones
f'y g son llamadas Homotopas; y se denotacomo H: f = g o, simplemente
f=g

Toda aplicacion “f” es homotopica asi mismo esto es: f = f, para

cualquier elemento fe C(X,Y). En efecto: Bastara considerar la aplicacion
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(ix)

(x)

H: X x1——X, dada como H(x, t) = f{x) para todo x € X, y para todo t
e 1={0,1].
Sean Y < R" (un subespacio de ®'), X un espacio topolégico arbitrario y

sean f, g € C(X,Y). Entonces f =g.

En efecto: Para lo cual definamos la aplicacion H : X x 1 —>Y, dada
como: H (x, t) = f(x) + t (g(x} — f(x)). Para la continuidad de H (Ver [7]).
También se tiene H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x), y por tanto f = g.

La relacion de homotopia, es una relacion de equivalencia en C(X, Y).

En efecto: a) Reflexiva como en (ix) f = f; yase probd, en (viii).

b) Simétrica: si f = g; existe H: X x T ——» Y aplicacién continua tal que

F(x, 0) = f{(x) y F(x,1) = g(x). Ahora veamos que g = f, para esto definamos

G:XxI —57Y comoG(x,t)=H(x,1-1),x € X, t e L. G(x,0)=H(x, 1) = g(x)

y G (x,1)=H(x, 0)=f(x). Portanto g = 1 .

¢) Transitiva: Sif = g yg = h probaremos quef = h.

Como f = g;existe H: X x 1 —Y, aplicacién continua tal que : H(x, 0)
=f(x) y H(x, 1) = g(x).

También g = h; existe G: X x | —— Y aplicacion continua tal que

G(x, 0) = g(x) yG(x, 1) =h (x).

Ahora definamos la aplicacion L : X x I —— Y como:

Lx )= H(x,21),1€]0,1/2]
PV G2 -1, ef1/2,]

Claramente “L” es continua (pues, H y G la son); ademas L(x, 0) = H(x, 0) = f(x) y

L{x,1)=G(x, 1) =h(x}), luego f = h.
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Observacion (5.3.1).- Sean f, g eC(X, Y). Y H: f = g (Homotopia) es decir
H: X x1 -—— Y esuna aplicacion continua tal que H(x, 0) = f{x) y H(x, 1) = g(x),
paratodo x € X.

Esto es: Una Homotopia H es una familia de aplicaciones continuas

H (H ={H, }{E,) a un parametro que es continua, H: I —((XY)

Asi t= H(ty=H,: X —Y tal que H(x)=H(x,7)

2) De la parte anterior, claramente se observa que una homotopia H : f = g; es un
camino en el espacio de las aplicaciones.

A continuacién estudiaremos y detallamos ¢l denominado: Grafo de homotopia

Sean v, w dos aplicaciones en C(X,(C)":"C(X,]Rz) tales que v y w son

homotdpicas (v = w); entonces v y w generan un grafo dirigido G.

En efecto (1°) Consideremos el conjunto denotado y definido como:

Q={G0,G],r,s}. Con GOZ{V,W}, donde v y w son los wvértices

G, = {LH,G,HG,GH,J},y donde los elementos de Gl aristas . son las homotopias

(caminos) descritos como sigue:
(1) Como V=W entonces existe una aplicacién continua H : X x 1 ——R? tal
que H(X, 0) = v(x), y H(x, ) = w(x). Recuerde ademas que cualquier

homotopia puede ser visto como un camino; de donde H : I — (X, F?); tal

que H(t) =H :X——R?, paratodo tely H(x)=H

x,1)
(i) Ahora definamos G : X x I —>R* como G(x, t) = H(x,1-t), la cual
claramente es una homotopia verificando G(x, 0), H(x, 1) = w(x) y G(x, 1) =

H(x, 0) = v(X). Observe que G : I —sQX,F), es tal que
G(t)‘:G, :X——R?, paratodot e/ vy G, (x)=G(x,1)

(1ii) Las aplicaciones,J: XxI ——R’ se establecen como L(x, t) = v(x) y J(x)
= w(x); las cuales son aplicaciones continuas (pues v y w lo son) mas atin L(x,
0) = v(x) = L(x, 1) y J(x, 0) = w(x) = J(x, 1) y por tanto son L, J son

homotopias.
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(iv) Las aplicaciones HG, GH : ] —>((X,®) se definen como:

H(2t),1€[0,1/2] {G(%Lte[OJ/Z]

Y GH(1)=
G(2z-1),1e[1/2,1] eHo

HG(1) =
(1) { H(2u-1).re[1/2,1]

Las cuales son continuas (Pues H y G lo son).
* Ademds HG(0) = H(0) = Ho, HG(l1)= G(1) = G, entonces
H, (9= H(50 =), G()=Glsh=r)
e De otro lado GH(b) = G(0) = Go, GH(1)= H(1) = H: entonces
Gy (%) = G(x,0) =w(x), H(x)=Hs)=()
Por tanto HG, GH : 1 > C(X, &’} si y solo si HG, GH: X x ] — R =C
son homotopias. 1:'1
(2°) Las funciones r, s: q —i@, verifican

r(H) = w =1(J) = s(J) = r.(GH) = s(GH)
s(H)=v=rL)=s(L)= E.(HG) = 5(HG)
(3°) El dibujo siguiente: ‘,
GRAFICO N° 5.3
GRAFO DE HOMOTOPiA

<(“>J
Q

Fuente: Elaboracion propia — 2018 -

G
L ]

Correspondiente al conjunto "G " nﬁuestra que es un grafo dirigido fila finita, que

lo denominaremos “Grafo de Homotopia®.
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacion de La Hipotesis

No es posib]e;"por ser un trabajo analitico.

6.2  Contrastacion He la Hipétesis con Estudios Similares

William S. Masécy, en su libro “Introduccién a la topologia algebraica”,
en el capitulo 6 pagina 187 a 207 estudia los espacios recubridores y la estructura
algebraica del grupo fun%lamenta] de un grafo basado en propiedades topologicas.
También James R. Munk{es en su librio intitulado “Topologia™ — 2* Edici6n, en €l
capitulo 14 aplica la teor;’zi‘li de espacios recubridores a ciertos espacios topologicos
denominados “Grafos Line',lales”; con el proposito de reducir un problema de algebra
a uno de topologia. Nosotrc?s a diferencia o a contraste de estos autores, estudiamos
la estructura algebraica de :‘ideal en un C*-algebra de un grafo G resultado que se

obtiene basado en la definicion de la denominada familia de Cuntz — Krieger.
6.3  Responsabilidad Etica

No es posible de tal fespc'msabilidad, por tratarse de un resultado analitico

€n un contexto matematico.
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CONCLUSIONES

El estudio de la estructura de ideal de un C*-algebra de un grafo finito G, ha

sido posible debido a los Teoremas de unicidad para algebras de grafos.

Sienun grafo G = ( G,.G,r, s) cada ciclo tiene un camino retornable, entonces

hay una biyeccion entre la coleccion de subconjuntos hereditarios y saturados

con.la coleccion de ideales bilateros de C*(G).

Se establece y formula los isomorfismos:

-m:c*(g]
I I

- !; C*(H) = P,IP, tal que pﬁsﬂs: =sysz siempre que r{n) # O en H, donde

pylp, ={plp,:veH,p, - proyeccicn)
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RECOMENDACIONES

El estudio realizado de la estructura de ideal en un C*-algebra de grafo G

finito G, se recomienda generalizarlo para grafos arbitrarios no finitos.

Buscar e investigar aplicaciones de las C*-algebras de grafos la dualidad no

abeliana.

Hacer un estudio de las algebras de Cuntz — Pimsner para C*(G).
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ANEXOS

Anexos necesarios de acuerdo a la naturaleza del problema.

1. Relacion de equivalencia.- Sea A un conjunto de relacion Rc Ax 4 es de
equivalencia si verifica:
(1) Reflexiva: aRa, para todo a € A
(ii) Simétrica: si aRb, entonces bRa, para ton a,be A

(i1}  Transitiva: si aRb y bRc entonces aRc, paraa, b, c € A

2. Algunas notaciones
* Sea K = (Conjunto de ntimeros reales y C conjunto de nameros complejos).
El conjunto de matrices de orden m x n con entradas en K; se denota como:

M, (K)o K™ es decir:

M,m(K)={A=(a,j) rq,eKi=lL...myj =1,.. ,n}

nmxn
* Usando resultados de algebra lineal obtenemos el isomorfismo siguiente:

M, (K)={L:V ——W/Les lineal}, donde dimk(V)=n y dimx(W)=m.

¢ Span {A"}; denota el espacio generado por los objetos Ap, paran € o
Definicién (Algebra).- Un algebra E es un K — espacio vectorial, provisto de una
operacion multiplicativa “.” Tal que parax,y, zen E cuaqliiera y A € E se cumple
las condiciones siguientes:

(i) (xy).z=x.(y.2z).
(i1) X.(ytz)=xy+x.z

() (x+y).z=x.z+y.z

(iv) (A.x).y=r.(xy)

108



Si ademas verifica: x . y = y . x; se dice que E es un algebra conmutativa (abeliana)
ysiexiste 1, en Etaque: x.1, =1,.x = x,Vx e E; sedice ue E el posee identidad.

Definicién (Subalgebra).- Sea E un algebra y FCE (subconjunto). Se dice que F es
un subalgebra de E si es un subespacio vectorial de E cerrado bajo la operacion

multiplicativa.

Definicion (Ideal).- Sea E un algebra y J < £ (sub¢onjunto). Se dice que J es un
ideal a izquierdade Esi AJ = {aj:a e 4, j e J} = J; anilogamente J es un ideal a

derecha de E si JA = {ja: jeJ,a € A) c J, y se dice que J es ideal bilatero si es ideal

a izquierda y derecha.

Definicion (Homomorfismos entre algebras)

Sean E, F dos algebras ambas sobre un cuerpo Ky ¢ : E—— F una aplicacién.

Se dice que ¢ es un homoinorﬁsmo si verifica:
()  e(x+y)=0,+@,,Vx,yeE
(11) (p(/l.x) =49, VAeK,VxeE

(iii)  @(x,¥)= PPy VX, yEE

Ejemplos clasicos de homomorfismos

¢ Seca EunalgebrayJ un ideal.

i:] — F tal quei(x) =x, Vx € J entonces i es un homomorfismo; llamado

homomorfismo inclusion.
e La aplicacion 7: F —>7 dado como 7n(x)=x+J, para todo x € E, es un

homomorfismo, llamado proyeccién canénica al cociente.
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