UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE INGENIERIA ELECTRICA Y ELECTRONICA
UNIDAD DE INVESTIGACION

INFORME FINAL DEL TEXTO
“TEXTO: PROBABILIDADES EN INGENIERIA,
CON SOFTWARE APROPIADO”

AUTOR: ADAN ALMIRCAR, TEJADA CABANILLAS

(PERIODO DE EJECUCION: Del 01 de diciembre 2016
al 31 de noviembre de 2018)
(Resolucién de aprobacion N° 1068-2016-R)

Callao, 2018
PERU



Dedicatoria

En primer lugar, a Dios por permitirme culminar
esta etapa en mi vida y r'econfortarmé en este
momento de desasosiego e incert:idumbre
durante la trayectoria de mi forrhacién profesional.
En seg'undo lugar, esta Investigacion lo dedico con todo
Amor a mi esposa Maria Soledad, a mis hijas

. ‘Gabriela, Mairay a mf hijo Jests por aceptar

mi ausencia en reuni;mes familiares y

confiar en mi capacidad para terminar este
proceso formativo,':p'or alentarme dia a dia

y su infinito amor incondicional porque

a ellos les debo todo lo que soy.

Los amo, gracias por todo.



Agradecimiento
A mi estimado Asesor:

> Dr. Ing. Juan Herber, Grados Gamarra

- Por sus interminables consejos en la ejecucién de este Proyecto, las
aportaciones y recomendaciones que hizo posible que hoy llegue a .
culminar esta meta.

Mi mas sincero- agradecimiento, mi gran admiracion por su tiempo
dedicado a este trabajo de investigacion.
Un saludo cordial y que Dios lo bendiga siempre.
A mis maestros:
» Dr. Ing. Ciro, Teran Dianderas
» Dr. Ing. Fernando, Oyanguren Ramirez
» Dr.Ing. Santiégo Linder, Rubifios Jiménez
» Mg. Ing. Franco, Veliz Lizarraga

Por ser guias durante todo el proceso, por estar cuando los he
necesitado y darme su apoyo y consejo académico.
A mis amigos:

> Mag. Ing. Jorge Elias, Moscoso Sanchez
Mg. Lic. Hugo Florencio, Llacza Robles
Sra. Eliana, Ochoa Cruzado

Sra. Liseth

Sra. Cri-strina

¥V ¥V V Vv Y

Sra. Milagros



I.  INDICE DE CONTENIDO
. [NDICE DE CONTENIDO ......o..vooreeeeeren . e 1
[INDICE DE FIGURAS ..........ooiiieioeeoeoeoeeee oo 3
INDICE DE TABLAS ...t 4
H. INTRODUCCION ......ooviiiiiiiiinicesese et 5
M. CUERPO EL TEXTO ..oovoooooococeeeoeeeeeeseeeoeee oo 7
CAPITULO I e, 7
1. Probabilidades.............ccocooiiiii e 7
1A DefiniCion .....cooviiiiii e, 7
1.2, Enfoques conCeptuales.................ooo.ooovirrvveooerereee 9
1.3, Espaciomuestral ...............ccoooreeeeoeoeeeeeeeeee 11
14 EVENtOS. ..o, 17
1.5, Algebra de SUCESOS..........ooooooooooeoeooooeoe 23
1.6.  Reglas Aditivas ... 24
~1.7. Reglas multiplic;ativas ........................................................ 25
1.8.  Probabilidad Condicional ..................c.cooomevnoeeeeee . 26
1.9. Particién...l ......................................................................... 27
1.10. Teorema-de la Probabilidad Total .......................cc......... 29
111, Teoremade Bayes............c.coooooooiiiioiiiiee e, 29
1.12. Modelos Al atorios...........ooooeie e 33
CAPITULO Il oo e 35
2. Variables aleatorias.............. S s 35
2.1, DefiniCiON ......ooovvvooo s, 35
2.2.  Funcién de probabilidad, f (X).......cccoooviooeorieeeee 35
23 Funcion de Densidad ... ... 36



2.4. . Funcién de Distribucion, F (X)........cccooveooeeoeeeeeeeien 39

2.5.  Parametros de una.variable a‘aleatoria....j ........................... 40

2.6. Tipos de vafiables aleatorias.................cooo i, 40
CAPITULO Il e 42
3. Variable aleatoria discreta ................ccccoveeeieiviiiciii e, 42
3.1.  Valor esperado de una vafiable aleétoria discreta............. 42

3.2. Varianza de una vaﬁable aleatorié‘discreta ....................... 45

3.3. Teoremade Densidad.................... e 48

34. Teoremade Chebyéhev' ........ Se— ST 50
CAPITULO IV: e, 56
4. Distribucion de Probabilidad Ijiscreta ........................................ 56
4.1.  Distribucion discreta uniforme ...........cooocooeooeeoeee . 56

4.2.  Distribucion de Bernoulli ... 58
4.3.  Distribucion binomial...................coooiii 58
PIOtOGY, 0 e 61

4.4.  Distribucién geomeétrica.............cc.oooeiveeeciieeeee 61
4.5, Distribucion de PoisSON.............ccccceciiiinis e, 61
CAPITULO Vi e, 63
5. Variable aleatoria continua .................cocoveiiiiiiiiecieee 63
5.1, DEfNICION .....ovveieee e, 63

5.2.  Funcién de densidad de probabilidad.................c.............. 64

5.3.  Funcién de distribucion ......................... e 64

5.4. Mediay varianza de variables aleatorias continuas .......... 70
CAPITULO VI .................................................................................... 71
6. Distribucién de probabilidad continua ... 71



6.1. Distribucidn normal ........cocooiiiii e 71

6.2.  Distribucion t-Student................oo. e 92

V. REFERENCIAS ....................... e et 95
Vo APENDICE ..ot es e, 96
V9L ANEXOS e, 102

INDICE DE FIGURAS

Figura N° 1: Diagrama de arbol ... 14
Figura N° 2: Diagrama de 4rbol dos monedas al @ire.................ocooooovo... 15
Figura N° 3:Diagrama de Venn.................cccooevveeiecen s A7
Figura N® 4: Regla aditiva......................oooooioieeeee e 24
Figura N° 5:Probabilidad Condicional-Diagrama de VenN....ooooorovero 25
Figura N° 6: Particién de Espacio Muestral..............ccooooooioivviiiee 27
Figura N° 7:Definicion-Valor esperado de una variable aleatoria discreta42
Figura N° 8:Definicion - Varianza en una variable aleatoria discreta........ 45
Tabla N° 9 Ejemplo de varianza aleatotia discreta............ooocceveeenenn 46
Figura N° 10: Grafico de la distribucién discreta uniforme ..................... 56
Figura N° 11: Diagrama en Matlab de distribucion diécreta; ..................... 57
Figura N° 12 Diagrama en Matlab de distribucién binomial .................... 61
Figura N° 13: Diagrama en Matlab de distribucion Poisson ..................... 62
Figura N° 14:Funcion de Distribucion ... 63
Figura N° 15:Funcién de distribucion .................c.ocooooiiiiiiic ) 65
Figura N° 16; Funcién de Densidad......... OO TR 66
Figura N® 17:Funcién de Densidad ... 67
Figura N° 18:Funcién de distribucien acumulada..................oeee 69
Figura N° 19: Curvanormal ..............coooiiieiioeeee e, 71
Figura N° 20:Diagrama en Matlab de distribucion normal ..................... 74
Figura N° 21:Probabilidad SolCItada .............coocco..ooovvererereeeeoeoeeersoa. 74
Figura N° 22:Probabilidad Solicitada ......................cccccooiiii 75
Figura N° 23:Probabilidad Solicitada ............c....ocoomvoeeoeoeeseeo 75



Figura N° 24: Probabilidad Solicitada ................ccocoocoooovimeoieo 76

Figura N° 25:Probabilidad Solicitada ... 76
Figura N® 26: Probabilidad Solicitada ....................ccocooovvveie 77
Figura N°® 27: Probabilidad Solicitada .......................ccoovoeooee 77
Figura N° 28: Probabilidad Solicitada ... 78
Figura N° 29: Probabilidad Solicitada ....................c.ccoooooveoi oo, 78
Figura N° 30: Probabilidad Solicitada ................c.ccovvoveeieeoe ) e 09
Figura N° 31: Probabilidad Solicitada ..............ccocooevoovoeooe 79
Figura N° 32:Probabilidad Solicitada ..................c.ooovovoveiieic o, 80
Figura N° 33: Curva de la distribucién t para VE25 e 93
Figura N° 34: Propiedad de simetria.alrededor de 0 .......................... 93
Figﬁfa N°-35: Diagrama en Matlab de Distribucion de t-Student ............ 94

INDICE DE TABLAS

Tabla N° 1: Evento y probabilidad....................... TR 11
Tabla N° 2 Espacio muestral en un lanzamiento de moneda................... 12
TablaN° 3:Ejemplo de funcion de Probabilidad .......... v e 49
Tabla N° 4:Ejemplo de distribucién de probabilidad ................................ 53



. INTRODUCCION

Este texto contendra todo el material del curso de Probabilidades con
muchas aplicaciones desarrolladas basadas en ternas- propuestos de
casos reales dentro de fas areas de Ingenieria.

Sera un aporte para que los estudiantes aprecien el uso de un
instrumento computacional moderno y fiexible que en forma integradora
puede ser usado como. soporte comun para todds los cursos de
probabilidad y Estadistica, incluyendo Algebra Lineal. Céicu'lo'DiferenciaI e

Integral, Ecuaciones Diferenciales y Analisis Numérico.

El desarrollo del presente informe de texto consta de una segregacion
de Capitulo I: Probabilidades, Capitulo Il: Modelos aleatorios, Capitulo II!:
Espacio muestral, Capitulo IV: Suéesos, Capitulo V: Teoria combinatoria,
Capitulo  VI: 'Probabilidad, Capitulo VII: Teoremas , Capitulo VII:
Probabilidad condicional, Capitulo IX: Sucesos mutuamente excluyentes,
Capitulo X: Sucesos independiéhtes, Capitulo XI: Particiéh, Capitulo XII:
Probabilidad Total, Capitulo XllI: Probabilidad de Bayes, Capitulo XIV:
Variables aleatorias, Capitulo XV: Distribuciones discretas de probabilidad
y Capltulo XVI: Dlstrlbucmnes contintias de probabllldad pero-unos estan
inmersos en otros de tal manera que se ha resumido en seis capitulos,
segun se indica:

En el capitulo | se detalla la terminologié probabilistica, conceptos
fundamentales y tipos de probabilidades-

En el capitulo Il se detalla todo lo que concierne a variables aleatorias.
En el capitulo il se detalla a los diferentes tipos de variables aleatorias

En el capitulo IV se da a conocer sobre las variables aleatorias
discretas



En el capitulo V se da a conocer sobre las variables aleatorias

continuas.
En el capitulo VI se detalla la distribucién de probabilidades continua.

Ademas, nos hemos apoyado en algunos programas para mejor

presentacion.
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CUERPO EL TEXTO
CAPITULO I:
“Probabilidades”
1. Probabilidades
1.1. Definicion

El deseo del ser humano por conocer con certeza los eventos que
sucederan en el futuro hizo que se produjera la definicién de probabilidad,
desarrollado diferentes enfoques para tener un concepto de la probabilidad

y determinar sus valores.

La real Academia espafiola la define como "una casualidad, un caso

fortuito, y afirma que la expresién «al azar» significa sin orden’”.

Pierre-Simon Laplace afirmé: "Es notable que una ciencia que comenzé
con consideraciones sobre juegos de azar haya llegado a ser el objeto mas

importante del conocimiento humano™!.

Segun Amanda Dure, "Antes de |a mitad del siglo XVII, el término 'probable’
(en latin probable) significaba aprobable, 'y se aplicaba en ese sentido,
unl'\:/ocamente, a la opinién y a la accién. Una accién u opinién probable era
una que las personas sensatas emp_renderian o mantendrian, en las

circunstancias."”
Ejemplo 1

Una caja -conti_ene diez fusibles. Ocho de ellos estan tasados en 10
amperes (A) y los otros dos estan tasados en 15 A. Se seleccionan dos

fusibles aleatoriamente.

! Pierre Laplace fue un matematico, astrénomo y fisico francés cuya obra es reconocida
en la actualidad por la importancia de sus aportaciones a la ciencia en campos muy
diversos. Pierre Simon Laplace nacié el 23 de Marzo de 1748 en Beaumont-en-Auge
(Francia).24 sept. 2016 ‘



Espacio muestral:
©={(10,10),(10,15),(15,10),(15,15)}
¢,Cual es la probabilidad de que el primer fusible esté tasado en 15 A?
P(el primer fusible esté tasado en 15 A) =
2. 8 N2 4 1
1 C1 +C1 C1 =02
10 M
C.

¢ Cual es la probabilidad de que el segundo fusible esté tasado en 15 A,

dado que el primer fusible esté tasado en 10 A?

P (el segundo fusible esté tasado en 15 A, dado que el primerr fusible esté
tasado en 10 A)

8 2
C*C _
By 7 8 2“0’22
Cl C1+C1 Cl

¢ Cudl es la probabilidad de que el segundo fusible esté tasado en 15 A,

dado que el primer fusible lo este en 15 A?

P (el segundo fusible esté tasado en 15 A, dado que el primer fusible lo esté
en 15 A)

2 1
C°C _gy
2 3 2 1 ?
C*Ci+C.*C,

Ejemplo 2

Los pozos de petréleo perforadas en la region A tienen una probabilidad de
0.2 de producir. Los pozos perforados en la regién B tienen una
probabilidad de 0.09. Se perfora un pozo en cada regién. Suponga que los
pozos producen de manera indebéndiente.

P(A) = 0,2 entonces P(A) =0,8



P(B) = 0,09 entonces P{A)=0,91
¢ Cual es la-probabilidad de que ambos pozos produzcan?
P(AB) = P(A)* P(B)=0,2*0,91 =O;018
¢,Cual es la probabilidad de que ninguno produzca?
P(A°B°) = P(A°)* P(B°)=0,8%0,91=0,728
¢, Cudl es la probabilidad de que al menos uno produzca?

P(AUB)=0,2+0,09 0,018 =0,272

1.2, Enfoques conceptuales

Existen tres enfoques conceptuales diferentes para definir las

probabilidades:
El enfoque clasico

Llamado también a priori porque permite el calculo de un valor de

probabilidad antes de observar cualquier evento muestral,

Se hasa en la suposicion de que cada resultado sea igualmente posible.

Este enfoque expone si. hay "x" posibles resultados favorables a la
ocurrencia de un evento A y “z° posibles resultados desfavorables a la
ocurrencia de A, y todos los resultados son 'igqalmenfé posibles y
mutuamente excluyente (no pueden ocurrir los dos al ‘mismo tiempo),
entonces la probabilidad de que ocurra A es: |
X
x+z

P(4) =

Ejemplo:

Si tenemos en una caja de cartén 15 pelotas verdes y 9 pelotas rojas. La

probabilidad de sacar una pelota roja en un intento es:



P(A)=—2— =0,375=37,5%
9+15

El enfoque de frecuencia relativa

Liamado también enfoque empirico o a posteriori, ya que este enfoque
determina la probabilidad sobre la base de la proporcion de veces que
ocurre un favorable evento en un ndmero de,dbservacibnes. No ese utiliza
la suposicion previa de aleatoriedad porque la determinacion de los valores

de probabilidad se basa en la recopilacién de datos y observacion.
Ejemplo:

Se ha observado que 8 de cada 50 vehiculos que pasan por una esquina
no tienen cinturdn de seguridad. Si un policia de transito se para en esa
misma esquina una ida cualquiera g,Cu'é'I sera la probabilidad de que
detenga un vehiculo sin cinturén de seguridad?

o9

— =0,18=18%
50

Pla]=

Enfoque subjetivo

Se refiere al gréo de creencia o confirmacién de un determinado suceso o
evento de acuerdo a la experiencia, Sentimientos, intuicion por parte de un
individuo de que un evento ocurra, basado en toda la evidencia a su
disposicic"m." Este enquue es adecuado cuando solo. hay una oportunidad
de ocurrencia del evento, por lo que el evento ocurrird o no ocurrira esa

" sola vez.
El valor de probabilidad bajo este enfoque'es un juicio personal.

Ejemplo

10



Tabla N° 1: Evento y probabilidad

Evento Probabilidad
Te robaran el celular manana 7 Baja
Hablaras con tu mama hoy Media
Aprobaras el curso de Estadistica Alta

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

Como consecuencia de estos tres axiomas, se verifican ademas las

siguientes propiedades:
) p (A) = 1- p(A%)
vip$=0
vi) si A =B, p(A) = p(B)
vii) p(A%) = 1-p (A)
viii)si A1, A2, ... , An son incompatibles dos a dos, entonces
PATUA2U ... An)=p (A)+p (A) + ... + p (A)
iX) siA, B son dos sucesos cualesquiera, entonces
P (AB) = p(A) + p(B) - p (A B)
1.3. Espacio muestral

Un espacio muestral (E) es un conjunto de todos los resultados posibles a
un experimento aleatorio.

Ejemplo 1

Lanzamiento de una moneda. E = {sale cara, sale sello} o E = {cara, sello}.

11



Lanzamiento de un dado de seis caras. E= {salé 1, sale 2, sale 3, sale 4,
sale 5, sale6} o E={1, 2, 3, 4, 5, 6}

Ejercicio
Se lanza una moneda y un dado a la vez y se anotan los resultados

a.- escribe el espacio muestral:

Tabla N° 2 Espacio muestral en un lanzamiento de moneda

Dado 1 2 -3 4 5 6
moneda ¢ ¢, 1 G2 c,3 c.4 c.5 c,6
s ‘ 5,1 8,2 $.3 s, 4 s,5 5,6

Fuente: UNAC (2018);elaboracion propia
El espacio muestral es:

Q={(e;.(c,2),(¢,3), (e, 4),(¢,5), (¢,6), (5,1, (5. 2). (5,3), (5, 4), (5, 5). (5. 6)}

b.- Describe los sucesos:

A: “Obtener cara y numero par
A ={(c,2),(c, ), (c,6)}
B: “salir impar”
B= {(c, 1),(c,3),(c, 5), (s,1),(s,3). (s, 5)}

C.- Determina los casos favorables del suceso C:

C: “Obtener sello y niimero mayor que 3"
C = {(s,4),(s5,5),(s,6)}

2.- En un examen de inglés hay que desarrollar un tema que se saca de

una bolsa que contiene papeletas numeradas del 1 al 6. Los temas 1y 2

12



son de lectura (1), los temas 3 y 4 son de gramatica (g), el tema 5 es de

escritura (e) y el tema 6 es de vocabulario (v).
Considera Ios‘ siguientes sucesos:

A “salir un tema par”

B: "salir un tema impar”

C: “salir un tema de lectura”

D: “salir un tema de inglés”

E: “salir un tema de lengua”

F: “salir un tema de escritura”

Elabora el espacio muestral y analiza la probabilidad de que cada suceso

ocurra.

El espacio muestral es:

Q={l,l,g.g,e,v} los temas estan ordenados del 1 al 6.

A

{l,g,v}:>P(A)=%=0,5=50%

B

H

{.g.e} = P(B) =§=0,5= 50%

C ={lectura} = P(C) = %= 33,3%

D= {l,g,e,v} = P(D) :g=0,6666=66,7%

E ={lengua = gramatica} = P(E) =% =0,333=33,3%

F ={escrifura} =— =0,16666 =16, 7%

1
6

13



3.- consideramos el experimento que consiste en lanzar 4 monedas y

anotar los resultados.
a.- Describe el espacio muestral.

Nos ayudamos con el diagrama de arbol

FIGURA N° 1:
DIAGRAMA DE ARBOL
ler. 2do. - Zer. ‘ 4t0. Resultado
lanzamiento | lanzamiento | lanzamiento | lanzamiento |
| | e € —=— CCCC
- C e X CCCX

=X —— coxx
| e € ——1— CXCC
e X ——— CXCX

¢

— CXXC

T X T X —— OO

o ¢ —T— XCCC

\ | ¢ S| X = XCCX
C==li e = XCXC

k< e e

™~ o C [ X ——— XXX

X e C == XXXC

| : X T X (XX

Fu-ente: UNAC (2018); elaboracién propia

El espacio muestral es:

Q= { €CCe, CCCs, € CSC, CCSS, CSC C, CSC §, C58C, €S5S, SCCC, SCCS, § CSC, SCSS, SSCC, §5CS, SSSC, ssss}

b.- Hallar las probabilidades de-los sucesos:

A “SALIR DOS CARAS"

14



P(dos _caras) = 1_66 =0,375=37,5%

B: “Por Lo Menos Dos Sellos” (Minimo Dos Sellos)

P(minimo _dos _sellos) = P(dos _sellos)+ P(tres _sellos) + P(cuatro _sellos)
4 1 11

P(minimo dos _sellos) = £+— +—=—=0,6875=68,75%
- 16 16 16 16

4.- Lanzamos dos monedas al aire
FIGURA N° 2:

DIAGRAMA DE ARBOL DOS MONEDAS AL AIRE
cara —» cara cara
cara <
cruz —» cara cruz
sCara —P CIUZ cara
Cruz <
CIuUz =3 cruz cruz

Cuatro sucesos elemeantales,

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

Q={cc,cs,s¢,55}

Hallar ias probabilidades de:
a.- Obtener dos sellos o cruces

b.- Obtener una cara
2
P(una cara)= 2 =0,5=50%

¢.- Obtener al menos una cara

P(al _menos _una_cara) = P(una _cara)+ P(dos _caras)=—+ =0,75=75%

B2
B

A=

15



d.- No obtener ninguna cara
. 1
P(ninguna cara) = 2 =0,25=25%

Ejercicio resuelto

Una caja contiene diez fusibles. Ocho de ellos estan tasados en 10
amperes {(A) y los otros dos estan tasados en 15 A. Se seleccionan dos

fusibles aleatoriamente.
Espacio muestral:
Q={(10,10),(10,15),(15,10),(15,15)}

a) ¢Cual es la probabilidad de que el primer fusible esté tasado en 15
A?

P(el primer fusible esté tasado en 15 A) =

2 8 2 1
Cr*C+CCr_,,
10 ?
C:

b) Cual es la probabilidad de que el segundo fusible esté tasado en 15
A, dado que el primer fusible esté tasado en 10
A?

P (el segundo fusible esté tasado en 15 A, dado que el primer fusible esté
tasado en 10 A)

8 2
C,*C, _
B 7 8 2"0522
Cl C[+Cl Cl

¢) ¢Cual es la probabilidad de que el segundo fusible esté tasado en
15 A, dado que el primer fusible lo esté en 15 A?

P (el segundo fusible esté tasado en 15 A, dado qué el primer fusible lo esté
en 15 A)

16
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é CE*C:z 7=0,11

1.4. Eventos

Los eventos también llamado también sucesos, son todos los subconjuntos
de un espacio muestral

Ejemplo de eventos:

En un lanzamiento de dado, los eventos serian:
Obtener un ﬁamero impar A = {1, 3, 5}

Obtener un nimero primo y par B = {2}

Obtener un nimero mayor o igual a 4 C = {4,5, 6}
Ejemplo general:

Experimento:Lanzar un dado y observar el resuitado
Espacio Muestral: §={1, 2, 3, 4, 5, §]

Evento de in'tc_erés: A: el resultadoes un nimero par
Respuesta: A={2 4, 6) |

Representacién grafica con un Diagrama de Venn

FIGURA N° 3
:DIAGRAMA DE VENN

"

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
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Algunas definiciones de un evento son:

Evento nulo; No contiene resultados (puntos muestrales)
Evento simple: Contiene un solo resultado (punto muestral)
Eventos excfuyéntes: Eventos que no contienen resultados comunes
Tipos de eventos

Existen cuatro tipos de eventos principales

Eventos mutuamente excluyentes: Dos eventos son mutuamente
excluyentes si no pueden ocurrir en forma simultanea, esto es, si y s6lo si

su interseccion es vacia.
Ejemplo
Lanzamiento de una moneda = cara y selflo

Eventos Complementarios: El suceso A constituye un suceso
complementario al Suceso B, si incluye todos los resultados posibles que
no fueron incluidos en el Suceso B.

Ejemplo 1

Lanzamiento de un dado:

Evento A consiste en obtener como resultado un 3.

Evento B co‘nsiste en obtener como resultadoun 1,2, 4,506

Estos dos sucesos son sucesos complementarios, dado que todos los
resultados posibles que no aparecen en el Suceso A son exactamente las
posibilidades que aparecen en el Suceso B, y viceversa.

La probabilidad que uno de los eventos complementarios ocurra siempre
es 10 100%.

18



Eventos Independientes
No se ven afectados por otfros independientes.
Ejemplo
El numero ganador de la tinka y la probabilidad de que este nublado hoy.
Se dice que dos eQentos Ay Bson iﬁdependientes Si:

P(A|B) = P(A)
0 bien,

P(B|A) = P(B)
Esto es equivalente a aﬁrfnar que:

P(A™B) = P(A)P(B)

Ejemplo

Supdngase que un supervisor debe seleccionar un trabajador para un
puesto especial, de un conjunto de cuatro trabajadores, numerados 1, 2, 3
y 4. Lleva a cabo la seleccién mezclando los cuatro nombres y tomando
uno al azar. Sea A el evento de que se selecciona el trabajador 1 0 2; B el
evento de que se selecciona el trabajador 16 3,y C el evento de que se
selecciona el trabajadbr 1. ¢Son independientes A vy | B? ¢Son
independientes Ay C? :

Como el nombre se selecciona al azar, una hipotesis razonable para el
médeIo probabilistico es asignar una probabilidad de 1/4 a cada trabajador
individual. Entonces P(A)' =172, PB) = 172 y P(C) = 1/4. Como la
interéeccién AB t:_ontiene‘sélo al tfabajador 1, P(AMB) = 1/4. Ahora bien,
P(AMB} = 1/4 = P(A)P(B) y, entonces, A y B son independientes, Como A
N C también contiene sdlo al trabajador'1, entonces
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P(ANC) = 1/4. Pero P(ANC) = 1/4 # P(A)P(C); por lo tanto, Ay C no son
independientes. Se dice que A y C son dependientes debido al hecho de

que si sucede C cambia la probabilidad de que suceda A.
Eventos Dependientes

Para (Rosas, 2002) “La probabilidad de un evento puede ser afectada por
la ocurrencia de otro. En este caso, los eventos son dependientes (eventos
no independientes), porque la ocurrencia de un evento afecta a la
ocurrencia del otro evento. Por ejemplo, si de una urna que contiene bolas
rojas y tres negras se extrae al azar una bola, y después otra, los eventos
A “obtener bola negra en la primera extraccién” y B" obtener bola negra en

la segunda extraccién”.” Un evento afecta a la probabilidad de ocurrencia

de ofro.
Ejemplo: estudiar para un examen, calificaciones.
Probabilidad de Eventos

La probabilidad de un evento es la frecuencia con que se espera que

ocurra.

Si todos los resultados posibles de un experimento son igualmente
probables, la probabilidad es la relacién entre el tamafo del espacio de

eventos y el espacio muestral.
La probabilidad de un evento E normalmente se escribe P(E).

numero de resultados en el evento

E) =
P(E) numer total de resultados posibles

Para dar un valor a una probabilidad de eventos se realizan tres tipos de

‘asignaciones:
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Método Axiomatico:

Para (Gomez, 2014) es "la probabilidad de ocurrencia de un suceso como
un numero comprendido entre 0 y 1". Se refiere a la generalidad de
frecuencias relativas, 0 < hi< 1.

Es dada por hechos:

Los hechos ciertos son favorables cuando todos los casos son posibles.
Por ejemplo, una persona que compra todos los tickets de una foteria, por

lo tanto, ganara el sorteo.

El hecho verosimil se refiere a cuando la probabilidad favorable es menor

que 1y mayor que 0.5.

El hecho dudoso se refiere a la probabilidad que la ventaja y desventaja de -
un evento sea igual. Por ejemplo, el lanzamiento de una moneda, sale cara

o sello

El hecho inverosimil es cuando la probabilidad es menor que 0.5 y mayor

que cero.

El hecho imposible es cuando no hay posibilidad de salir favorable un
evento. Por ejemplo, la persona que no compre la tinka, la probabilidad de
que gane sera cero,

(Axiomas de Kolmogorov)
La probabilidad es una ley que as‘iglna a cada suceso A< €2 un nimero real
p: Q2 >R y que verifica:
A = p(A) | -~
Hp(A) 20, VAEQ
iy p(E) =1

iii) si A'y B son sucesos incompatibles, p(A“B) = p(A) + p(B)
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Como consecuencia de estos tres axiomas, se verifican ademas las

siguientes propiedades:

iv) p(A°) = 1~ p(A)
v)p(F) =0

vi) si A=B, = p(A) = p(B)

Vi) p(A) €1, V AeQ
viii)si A1, A2, ... , A~ son incompatibles dos a dos, entonces

PAIUA2 U, UAn) = p(Al) + p(A2) + ... + p(An)
ix) si A, BeQ son dos sucesos cualesquiera, entonces
P(AYB) = p(A) : P(B) —p(AMB)

Método empirico. o practico.

Se refiere a la probabilidad de un suceso, como ‘aquel numero al cual
aproxima cada vez mas la frecuencia relativa de la ocurrencia de un
suceso, cuando las veces que se repite el experimento que origina ese
suceso es bastante grande.

Nuumero de casos favorables

Numero de casos posibles
Ejemplo

Se han realizado 20 pruebas en un experimento en caracteristicas
similares. Cuatro pruebas tuvieron el resultado favorable. Por tanto, la
probabilidad que en la siguiente prueba se obtenga el resultado favorable
tiene un valor aproximadamente de: 4/20 = 0.2, es-decir 20%

Asignacion clasica

Su origen es la Teoria de Juegos.
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Es el “valor de probabilidad de un evento es. la relacién entre la cantidad
de resultados que se‘consideran-favbrébles para el evento de interés,
respecto al total de resultados posiblés (Espacio Muestral)." (Rodriguez
Ojeda, 2007) |

1.5.  Algebra de sucesos

OxQ—< 50 A U B es el suceso que se verifica si y
(4, B)— AUB s6lo si se verifica uno de los dos.
OxOQ—" 50 A~ B es el suceso que se verifica
cuando
(4, B)> 4nB se verifican los dos a la vez.
QO—550 A°, complementario de A, es el suceso
que
A4 5 AC se veriﬂca'cuando no se verifica A,

Propiedades:

Como las definiciones de unidn, interseccion y complementacion de
sucesos son idénticas a las de los conjuntos, estas: operaciones para
sucesos cumplen las mismas propiedades gue para ios conjuntos.

i) Conmutativa: AuB=BUA AnB=B~A
iy Asociativa: AuBUC) = (AuB)uC An(BnC)= (AmB)mC
iiiy [dempotente: AUA= A . AnA=A
iv) Simplificacion: AU(AUB) = AUB | ANANB)=A~B
\}) Distributiva: ~ AU(BNC) = (AUB) N (AUC)
An(BUC) = (AnB)YU(ANC)
vi) Existencia de elemento neutro: AU & = A AnE=A

vii) Absorcién: AUE=E ARG = &
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viii)Complementacion: E¢=@ @¢ =K
ix) Involucion: (A)C = A
x) Leyes de Morgan:  (AUB)“=A“n B (AnB)*=A“uU B

Alaebra de Boole:

Un conjunto dotado con dos leyes de composicién (operaciones) que
cumple la conmutatividad, distributivita, existencia de elemento neutro y

existencia de complementario, se llama algebra de Boole.
Asipues, (Q;u, M) es un algebra de Boole.
Dos sucesos se dicen incompatibles si AnB = &.

Un sistema completo de sucesos son n sucesos A, A,, ... . A, qué

verifican las dos siguientes condiciones:

i) AlUA,ULLLUA =

i) ANA =g, Vij=12..n, i#]
1.6. Reglas Aditivas |

SiAyBson eventos,cuaiesquiéra,!éntOnces

P(A UB)=P(A) + P(B) - P(AN B)..

FIGURA N° 4

REGLA ADITIVA

» Fspacio
muestral §

Evento A s Fvento 8

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
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Para obtener la probabilidad de que ocurran dos eventos independientes,
simplemente calculamos ef producto de sus proba'bilidades individuales.

Ejemplo

La probabilidad de que Teresa apruebe Estadistica es 2/5 y la probabilidad
de que apruebe Logica es 4/7. Sila probabilidad de aprobar ambos cursos
es 1/8. (Cual es la probabilidad de que Teresa apruebe al menos uno de
estos cursos? Si E es el evento aprobar Estadistica y D el evento aprobar

Légica, entonces

2 4 1 237
P(E UD)=P(E)+P(D)—P(EQD)=§+7—§=2—8.—0=0.85=85%

1.7. Reglas multiplicativas
Si en un experimento pueden ocurrir los eventos A y B, entonces

La probabilidad de que ocurran A y B es igual a la probabilidad de que
ocurra A multiplicada por la probabilidad condicional de que ocurra B, dado

que ocurre A,
P(A N B) = P(A)P(B|A), dado que P(A)>0.
P(A N B) = P(B N A) = P(B)P(A|B).
FIGURAN® 5

PROBABILIDAD CONDICIONAL-DIAGRAMA DE VENN

<
N

A B

ANB

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
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Ejemplo

La probabilidad de que un vuelo programado no_rmaimente salga a {a hora
exacta es P(D) = 0.83; la probabilidad de que llegue a tiempo es P(A) =
0.82; y la probabilidad de que salga y llegue a tiempo es P(D N A) = 0.78.

Encuentre la probabilidad de que un avidén

a) Probabilidad de que un avién llegue a tiempo, dado que sali¢ a

tiempo es
P(AID) = P (D N A) /P(D) = 0.78/0.83 = 0.94 = 94%

b) Probabilidad de que un avién haya salido a tiempo, dado que llegé a

tiempo es
P(DJA) =P (D N AYP(A)=0.78/0.82=0.95=95%
1.8. Probabilidad Condicional

Batanero explica que “la deducciéon por Bayes en 1763 de su famoso
teorema llevé a una conclusién inesperada: las probabilidades de las
causas podrian revisarse en funcién de las consecuencias observadas y
perderian su caracter objetivo. Una nueva visién de la probabilidad como
grado de creencia personal, basada en el conocimiento previo y los nuevos
datos, hace innecesaria la repeticién del experimento en las mismas
condiciones. El teorema de Bayes, aplicado sucesivamente, permite
formalizar el proceso de aprendizaje a partir de la experiencia y unificar la
metodologia de la inferencia” (Batanero, 2007)

La probabilidad de que un evento B ocurra cuando se sabe que ya ocurrié
algun evento A y se denota P(BJA) que significa la probabilidad de gue
ocurra B dado que ocurrié A

PBIA=22, P(a) > o

26



Ejemplo

Se sabe que el 50% de la poblacién fuma y que el 10% fuma y es
hipertensa. ¢ Cual es la probabilidad de que un fumador sea hipertenso?

A = {ser hipertenso}
B = {ser fumador)}
A n B = {ser hipertenso y fumador}
P (A|B) = 0,10/0,50 = 0,20
1.9. Particidn
Una particion es una divisién de un conjunto no vacio.
Es decir, P = {A:i ie 1}, donde se cumple:
« Paracadaie/ AACAYAZ#Q .
o« Paracadapari#j ANA=¢

e Ue/A=A
FIGURA N° 6

PARTICION DE ESPACIO MUESTRAL

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia
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Ejemplo

El conjunto {1, 2, 3} tiene exactamente 5 particiones:

{{1}.{2}. {3} }

{{1.2}, {3}}

{{1,3}, {2}}

{{1}. {2, 3}}

{{1.2, 3}}

{{}, {1.3}. {2} } no es una particién (pues contiene al conjunto vacio)
Ejemplo 2

Un dia de graduacion de la gran universidad FIEE, se selecciona
aleatoriamente a un graduado. Sea A el evento que el estudiante esta por
terminar lé carrera de ingenieria Eléctrica y sea B el evento que el
estudiante tomd un curso de lenguaje de programacién en la universidad.
¢ Que probabilidad es mayor, P(A| B) o P(B] A)?

P(A/B) = Probabilidad de que el estudiante esta por terminar la carrera de
ingenieria Eléctrica dado que tomé un curso de lenguaje de programacién

en la universidad

P41 )= LAB) P8/ 4y=LUE)

P(B) <1 P(4) MUY CERCANO A 1

P(B/A) = Probabilidad de que un estudiante tomé un curso de lenguaje de
programacién en la universidad dado que esta por terminar la carrera de
ingenieria Eléctrica
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1.10. Teorema de la Probabilidad Total

Sea A una particién sobre el espacio muestral y sea un suceso cualquiera
del que se conocen las probabilidades condicionales , entonces la

probabilidad del suceso viene dada por la expresion:
Ejemplo

La prevalencia de infarto cardiaco para hipertensos es del 0,3% y para no
hipertensos del 0,1%. Si la prevalencia de hipertensiéon en una cierta

poblacion es del 25% ¢ Cual es la prevalencia del infarto en esa poblacion?
A1 = {ser hipertenso}

A2 = {no serlo} estos sucesos constituyen una particién

B = {padecer infarto}

datos: p(B|A1) = 0,003;

p(BJA2) = 0,001; p(A1) = 0,25

p(A2) =0,75

p(B) = 0,003x0,25 + 0,001 x 0,75 = 0,0015

1.11. Teorema de Bayes

Sea Ay Ay 4, un completo sistema de sucesos tales que la probabilidad

de cada uno de ellos es distinta de cero, y sea B un suceso para el que se

conocen las probabilidades P(B/Ai), entonces:

P(4,/B)= ”P(AT)P(B/A") i=12,..,n
D P(4)-P(B/ 4)
=l

Demaostracion:

P(4,"B)=P(A4)-P(B/ A)=P(B)-P(A/B) i=1l,..,n
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despejando P(4,/B) nos queda:

Py =PAPELA) g5

P(B)
Ejemplo 1

Se tiene dos urnas, la primera tiene 3 pelotas blancas y 2 negras, la
segunda tiene 2 pelotas blancas y 3 negras. Se elige al azar una urna y de

ella se extrae una pelota. Calcular la probabilidad de que sea blanca.

Sea 4 :"elegir la urna n°1"
4, " elegir la urna n®

B:" extraer bola blanca”

P( P(B)=P(4)-P(B/ 4)+P(4)-P(B/ A)=— %:%

| W
+

b | —
8| =

Supongamos ahora que realizada la extraccién, la bola resulta ser blanca
y queremos saber qué probabilidad hay de que la bola proceda de la urna

n®1.
Ejercicio 2

En el transcurso de produccién de valvulas béra motores, éstas se someten
a un primer rectificado. Las valvulas cuyos espesores estan dentro de la
especificacién se encuentran listas para la instalacion. Las valvulas cuyos
espesores estan arriba de la especificacidon se rectifican, mientras que
aquellas cuyos espesores estan por debajo se desechan. Suponga que
después del primer rectificado, 70% de las valvulas satisface la
especificacién, 20% es nuevamente rectificado y 10% se desecha.
Ademas, suponga que de las valvulas que son nuevamente rectificadas,
90% satisface la especificaciéon y 10% se desecha.
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SUCESOS

R1 : Primer rectificado
R2 : Segundo rectificado
C : correcto

D : desechada

Del enunciado

P(R1) = 1--> Probabilidad del primer rectificado (suceso seguro=1, ya que
todas hacen este 1er rectificado)

P(R2)=0.2 -> Probabilidad de un‘ segundo rectificado.

P(C/R1) = 0.70 --> satisfacen la especificacidn tras el 1er rectificado
P(ClRé) = 0,90 --> satisfacen la especificacion tras el 1er rectificado
P(D/R1)=0.10 --> se desechan el 10% en el primer rectificado
P(D/R2)=0.10 --> se desechan el 10% en el segundb rectificado

a) Determine la probabilidad de que una valvula se rectifique sélo una

vez.
Las que no se rectifican 2 veces : 1-P(R2)=1-0.2=0.8

b) Dado que una valvula se hace sélo una vez, ;cudl es la probabilidad
de que se deseche?

P(D/R1)=0.10

c) Determine la probabilidad de que se deseche una valvula.
Por el teorema de probabilidéd total:

P(D) = P(D/R1)*P(R1) + P(D/R2)*P(R2)

P(D) = 0.10*1 + 0.10*0.20 = 0.12
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d) Dado que una valvula se desecha, ;cudl es la probabilidad de que

se rectifique dos veces?

Por el teorema de Bayes:

P(R2/D) = P(D/R2)*P(R2) / { P(D/R1)*P(R1) + P(DfR2)*P(R2) }
P(R2/D) =0.10*0.20/{0.10*1 + 0.10*0.20 } = 1/6

e) Determine la probabilidad de que la valvula satisfaga Ia

especificacion (después de la primera o de la segunda rectificacién).
Por el teorema de probabilidad total:

P(C) = P(C/R1)*P(R1) + P(C/R2)*P(R2)

P(C) =0.70*1 + 0.90*0.20 = 0.88

f) Dado que una valvula satisface la especificacion (después de la
primera o segunda rectificacion), ¢cual es la probabilidad de que se haya

rectificado dos veces?

Por el teorema de Bayes:

P(R2/C) = P(C/R2)*P(R2) / { P(C/R1)*P(R1) + P(C/R2)*P(R2) }
P(R2/C) = 0.90*0.20/{ 0.70*1 + 0.90*0.20 } = 9/44 = 0.2045

a) Dado que una valvula satisface la especificacion, ;cual es la
probabilidad de que se haya rectificado una vez?

Por el teorema de Bayes:

P(R1/C) = P(C/R1)*P(R1) / { P(C/R1)*P(R1) + P(CIRZ)*P(RZ)}
P(R1/C) =0.70*1/{0.70*1 + 0.90*0.20 } = 35/44 = 0.7954
Ejercicio 3

Un médico dispone de tres equipos electrénicos para realizar
ecosonogramas. El uso que le da a cada equipo es de 25% al primero, 35%
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el segundo en y 40% el tercero. Se sabe que los aparatos tienen
probabilidades de error de 1%, 2% y 3% respectivamente. Un paciente
busca el resultado de una ecografia y observa que tiene un error. Determine
la probabilidad de que se ha usado el primer aparato.

SOLUCION:

Se definen los sucesos:

Suceso P: seleccionar el primer aparato
Suceso S: seleccionar el segundo aparato
Suceso T: seleccionar el tercer aparato

Suceso E: seleccionar un resultado con error

Se puede observar que la pregunta es sobre determinar ia probabilidad de
que un examen errado sea del primer aparato, es decir, ya ha ocurrido el
error. Por lo tanto, debemos recurrir al teorema de Bayes. Claro esta, que
es necesario de igual forma obtener la probabilidad de que los aparatos
produzcan un resultado erréneo, por lo tanto:

P(PY*P(EIP)

PIPTE) = P(PY*P(ETP)Y+P(S)*P(EIS)+P(TY*P(EIT)

0,25*0,01 _0,0025
0,25*0,01+0,35*0,02+0,4*0,03 ~ 0,0215

P(PE)=

1.12. Modelos Aleatorios

Un modelo aleatorio es aquel que aun conociendo de él mismo mucho no
se pueda precisar un solo resultado sino tan sélo enumera las diferentes
posibilidades, es decir no podemos precisar un Gnico resultado solamente
enumerar posibles resultados

Ejemplo
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El nimero de automdviles involucrados en un accidente de transito=01 2

3 hasta el infinito
El tiempo de vida de un transformador = T mayor o igual a 0
El juego con un dado = 1,2,3,4,5,6 es un modelo aleatorio

El resultado final del curso un curso = aprueba o desaprueba
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CAPITULO I:
“Variables aleatorias”
2. Variables aleatorias
2.1. Definicion

Es un valor numérico que corresponde a un resultado de un experimento
aleatorio. '

Ejemplo

Nimero de caras obtenidqs al lanzar una moneda 3 veces
Tiempo suefio de un bebé de 6 méses, cada dia

Numero de mensajes que recibe un celular durante 1 dia

La informacion sobre una variable aleatoria X estad especificada en su
funcion de probabilidad P(x) o en su funcién de densidad f(x), segin que la

variable aleatoria sea discreta o continua, respectivamente.
2.2.Funcién de probabilidad, f (x)
Probabilidad de que la variable X tome un valor concreto: f(xj} = P (X = x))

Donde: > f(x)=1

Graficamente se representa mediante barras. Con los-datos del ejempla

anterior; TABLA N° 3:
DATOS SOLICITADOS
x el
F 0,2 0,7 1,0
(x) 5 5 0

Fuente: UNAC (2018), elaboracion propia
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Probabilidad de que la variable X tome un valor u otro infefior: F{xiy=P (X
xi) |

Déndg: F(xmin) = f (x1)

F(xmax) = 1

Valor esperado:

E(Xx)= =23 (%)

Varianza:

ot =E(x*) - [E(x)]2

Propiedades:

E(@=a 0og¥a=0 (dbnde a es una constante)

2.3. Funcién de Densidad

Cuando el experimento da lugar a una v.a. X continua, la'variable da lugar
a una funcién. de distribucion F(x) de tipo continuo, no exis-tiendo
probabilidad para un valor concreto de la variable.

La probabilidad de que la variable esté comprendida en el intervalo [A, B]

es F(B)-F(A).

Si dividimos la probabilidad de que un valor de X esté en un intervalo,
por la longitud del intervalo, obtenemos la densidad media de probabilidad
en dicho intervalo, que sera : F(B)}-F(A) : , B
-A
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Se define la funcién de densidad en un punto x, como el limite de la
densidad media de probabilidad de un intervalo, cuando la longitud del
intervalo tiende a cero. Se representa por f(x) y sera :

f(x} =lim E(x+ Ax) -F(x) = F'(x)

AX

Vemos pues que la funcién de densidad es la derivada de la funcion de
distribucion, f(x) = F’(x) '

PROPIEDADES
1) La funcién de densidad es siempre positiva
Demostracion:

Como la variable es continua = la funcién de distribucién es siempre

creciente — su derivada (funcion de densidad o de cuantia) es positiva.

2) f(+o0) = f(-0) = 0

Veamoslo :
f(+0) = lim F(+o + Ax) - F(+0) = fim 1-1 = 0
AX AX
fl-c0) = im F(-c0+ AX) - F(-0) = |lim 0-0 =0
' AX | - AX

3) La funci6n de distribucién es una primitiva de la funcion de densidad, ya
que f(x) = F'(x)

Por tanto;

F(x) = [ fd
Demostracion:

Lo _ ey 1 = Fpo - Feo ) = F - 0 = Fi
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4) Dada una v.a. X con funcién de densidad f(x), se cumple:
j‘:f(x)dx iy
Veamoslo:

LG =F(#®)-F(-0)=1-0=1

Ejemplo 1
Sea X una v.a. continua, -cuya funcion de distribucién es:
0 para x<0
F(x)= x3 para O<x<1
1 para x>1
La funcion de densidad sera f(x) = F'(x) = 3x2 , luego :
3x2 0<x<1 |
Cf(x) = -
0 en el resto

Veamos que realmente es funcion de densidad:

3% gy = -[;3x2dx=[x3] =1-0=1
Ejemplo-2
Dada la funcion de cuantia P(X=i)=Ki parai=1,2,3,...,20, hallar :
a)P(X=4)
b) P(3< X<10)
c) P(X2 < 100)

Resolucian:



Calculamos K para que sea funcién de cuantia:
¥Yx, TP(x)=1

TKi=1 >KEZi=1=>K1+20.20=1= 210K=1> 2 = K=
1.210

luego P(X=i) =i 210
a)P(X=4)=4
210
byP(B3<X<10)=P(X<10)-P(X<2)= 1_Yi- 1 Yi=
210 210
= 1..1+10.10 - 1_.1+2. 2= 52
210 2 20 2 210
c) P(X2<100)=P(-10<X<10)=P(X<10)=1.Yi= 55
T 210 210
X=0
2.4 Funcion de Distribucion, F (X)

La distribucion de una variable aleatoria consiste en conocer x asignando
cualguier suceso relacionado con X una probabilidad:

Ejemplo
Tres lanzamientos de una moneda

Distribuciéon de X = Numero de veces que ha salido sello en los tres

lanzamientos”
~ Modelo en el que los sucesos elementales de S son igualmente probables

Calculo;
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P (X=i)parai=0;1, 2, 3 con laregla casos favorables / casos posibles
Valor Probabilidad 0 1/8 1 3/8 2 3'/8 31/8
2.5, Parametros de una variabie aleatoria

La ventaja-de trabajar con variables aleatorias es que podemos hacer
calculos que adquieren-significado sobre el comportamiento de la variable.
En una variable aleatoria, p‘odemos calcular todos los parametros que
habiamos visto en la estadistica unidimensional: media, varianza moda,
mediana, percentiles, desviaciones, etc., aunque nosotros vamos a

centrarnos en las dos primeras, la media y la varianza
Media

La media de una variable aleatoria se llama esperanza matematica, se
representa por E(X) 0 por Y y viene a darnos el "valor esperado”de la

variable al realizar el experimento aleatorio. La férmula para calcularia es
k
- *
E(X)=) X *0, =X, * P, + X, * P, et X, * P,
i=1

Varianza:

El significado es el mismo que en la estadistica. Aporta una medida sobre
la dispersion de los valores de’X. Para calcularla usamos una de las dos
férmulas

& &
VARCK) =3 (%~ ) p; VAR(X) =3 x/p, ~ 4
[ . ial

2.6.Tipos de variables aleatorias
Existen dos tipos de variables aleatorias
Variables aleatorias continuas.

Una variable aleatoria es continua si el conjunto de sus valores posibles
son todos los valores de un intervalo o de una unién de intervalos de
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numeros reales. Los nitmeros reales abarcan el rango que se trabajara.,
por tanto, la variable aleatoria X sera continua si los valores asignados

pueden tomar cualquier valor de R
Ejemplo 1

Medir el nivel de agua en una represa; X=" nivel de agua”, esta puede tomar
valores entre 0 y mas infinito. Variables aleatorias discretas.

Es un conjunto donde los elementos va a ser siempre un nimero finito o

pueden formar una secuencia numérica que tendra un principio y final
Ejemplo 2
El lanzamiento de un dado dara como resultado un valor del 1 al 6.

El lanzamiento de una moneda, nunca podra salir otra cosa que no sea

cara o sello, por lo que habré dos variables aleatorias
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CAPITULO IIl:
“Variable aleatoria discreta”
3. Variable aleatoria discreta

Una variable aleatoria se llama discreta si se puede contar su conjunto de
resultados posibles, en ese caso la variable aleatoria X puede tomar un

numero finito o infinito numerable de valores.

Se representan mediante letras mayusculas y pueden tomar N posibles

valores:
X= {x1,x2,...xn}
3.1. Valor esperado de una variable aleatoria discreta

El Valor Esperado o Media es “una medida estadistica que describe la
tendencia central de una variable aleatoria” (Rodriguez Ojeda, 2007)

FIGURAN® 7

DEFINICION -VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA
DISCRETA

. Seéan X:  Variable aleatotia discreta ‘
f(x):  Distribucién de probabilidad de X
po E(X): Media o Valor Esperado de la Variable Aleatoria X
Entonces: - :

p= rEtX} = ¥ xf(x) ©es la Media o Valor Esperado de X

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia
" Ejemplo 1.

En el experimento de obtencién de muestras del lote de 5 articulos, encu
entre el valor '

esperado de la variable aleatoria X: Numero de articulos defectuosos
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p=E(X)= Zzle(x) =0(1/10)+4(6/10)+2(3/10) = 1,2

x=0
Media de articulos defectuosas

Sea una variable aleatoria X cuya funcién de probabilidades viene dada por

P(A) -2 =0,375=37,5%
9+15 ,

Obtener el valor esperado de X, es decir E[X].

Solucién:

Como la variable aleatoria es discreta para obtener la- [x] aplicamos la

expresion (%) y ' . tenemos:
X f(x)=P(X=x
0 1/10
1 6/10
2 3/10

E[X]=3%P(x)=0.0,1)+1.(0,2) +3.(0,1)+4.(0,4) +8.(0,2) =3,7

Ejemplo 2
Sea una variable aleatoria X cuya funcién de densidad es

0<x<1

en el resto

{1
Jx)= {0
Obtener |a esperanza matematica de X, es decir £ [x].

Como la variable aleatoria es continua para obtener el valor esperado £ [X]

tenemos:

E[x]= [T o= [, x-1 e =[5] =2
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Ejemplo 3.
Sea una variable aleatoria X, como funcion de densidad

1
f(x)=4x*

0 en el resto

x21

Obtener, si existe, la esperanza matematica de X.

Tenemos:

E[X]= jx—dx —dx [Lnx] =lim(Ln x—Ln 1)=Hm(Ln x—0)=cc

X—¥cl X—=0

No existe el valor esperado E[X].

Ejemplo 4.

Sea una variable aleatoria X cuya funcién de probabilidad viene dada por:

(

L B SR~
Il
R = O

P(x,) =5

ool— ko gojuy ool—

x=3
en el resto

(=]

Obtener los valores esperados:
E[3x]y E[X*].
Tenemos
E[3x]= Z(3x)P(X %)=(3-0)-14(31)-24(3-2)-1+(3-3)- §=386 45

54

3 31 33 33 3|
E[X°]= ZxP(X X)=0" 1412420243 T —6.75
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Propiedades del Valor Esperado
Si X es una variable aleatoria y a € R entonces: E(aX) = aE(X).
Si X e Y son variables aleatorias entonces: E(X + Y)'= E(X) + E(Y).

Si X es una variable aleatoria con valores posibles {a1,a2, ... ,ar}yg: R
— R entonces E(g(X)) = Pri=1 g{ai)P(X = ai).

Si X e Y son variables aleatorias independientes entonces: E(XY) =
E(X)E(Y).

3.2. Varianza de una variable aleatoria discreta

La Varianza o Variancia es una medida estadistica que cuantifica el nivel
de dispersion o variabilidad de los valores la variable aleatoria alrededor de

la media.
FIGURA N° 8

DEFINICION - VARIANZA EN UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

Sea X Variable aleatoria discreta

f(x): ' Distribucién de probabilidad ,
. K, 0 E(X): Media o Valor Esperado de la variable aleatoria X
Entonces : ‘

&%= V(X) = E[(X - @)’ = Y.(x-p)*f{x) es la Varianza de la variable aleatoria X'

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia
Ejemplo
En el experimento de lanzar tres monedas, se definié la variable aleatoria

X: Numero de sellos que se obtienen. Calcule la varianza de esta variable

aleatoria.
Solucion

Se tiene la distribucién de probabilidad de X
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E! valor esperado de X es:

3
n=EX)= X2 xf(x) =15
x=0

Entonces tenemos:

3
o= V(X) = EIX-41 = 3, (x—p)f(x)=

(0-1.5)%(1/8) #(1-1.5)%(3/8) + . . . + (2-1.5)%(3/8)+(3-1.5)°(1/8) = 0.75

La férmula calcular la varianza de una variable aleatorio discreta
a? = V(X) = E[(X — p?] = E(x?) — p?
Ejemplo

La marca Nissan, ante la competencia existente en el mercado para la
venta deé carros nuevos, ha decidido rebajar sus precios con el fin de
aumentar las ventas y disminuir sus existencias. El gerente comercial ha
estimado la siguiente distribucion de probabilidad del ndmero total X de
carros, que se venderan el proximo mes después de rebajar los precios.

TABLAN®9

EJEMPLO DE VARIANZA ALEATORIA DISCRETA

X 0 1 2 3 4
P(x) 0,05 0,15 0,35 0,25 - 0,20
Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

Obtener el niumero medio y la desviacién estandar del nimero de carros

que espera vender.

Teniendo en cuenta las definiciones de.valor esperado y la varianza

tendremos:.
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/.1=E[X]=zs:xiP(xj)=0-(0,05)+1-(0,15)+
2-(0,35)+3-(0,25)+4-(0,20)=2,4

ot = VarFX) =E[(X-E(X))]= g,(x,- —2,4)"P(x) = _ (0-2,4)

2'0’05“1‘.2’4)2'0’15+(2‘2’4).,2 (0,35 +
(3-2, 4—)2.(0, 25)+(4-2,4)2.(0,20)=1,24
o, =J1,24 =111
O obtener el valor de la Var(X) utilizando Ia formula a[ternativai
ol =Var(X)=E[ X*|-(E[X]} =E[ X’ |- 4
En efecto, tendremos que:

E[ x*] :Zs:fo(x,) =

=0-(0,05)+ 17 :(0,15)+ 2° *(0,35)+ 3° *(0,25)+4 " - (0,20)
= 1-(0,15)+ 4*(0,35)+9 (0,25)+16 (0,20)
-,

Luego:

0= Var (X)=7 - (2.4)° = 1,24

o, =J1,24 =1,11

Ejemplos usando el programa Matlab
Calculo del valor esperado de una variable aleatoria discreta’

>>x=[1234] Valores de la variable aleatoria X
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>>f=[0.104030.2]; Distribucién de probabilidad de la variable X
>>mu = sum(x.*f) Media de X

mu =2.6000

Valor esperado de una -expresi()n

>> g = 2%%+1; Una expresion con X: g(X) = 2x + 1
>> mug=sum(g .*f) Med'ia de g(X)

mug =6.2000

Calculo de la varianza de una variable aleat‘oria discreta
>> sigma2 = var(x, f)

sigma2 =0.8400

3.3. Teorema de Densidad

Se denomina densidad discreta a la probabilidad de que una variable
aleatoria discreta X tome un valor numérico determinado (x). Se representa:
f(x) = P[X=x] '

L.a suma de todas las densidades sera igual a 1
Por ejemplo:

Al arrojar un dado dos veces podriamos estar interesados sélo en la suma
de los puntos obtenidos y no en el par de valores que dio origen a ese valor
de la suma.

Definimos la  variable aleatoria  X=  puntuacion  obtenida.
Los posibles resultados son: 1, 2, 3,4, 5y 6 y todos esos valores tienen
una probabilidad de 1 /6.

Si ponemos en forma de tabla los resultadqs, la funcién de probabilidad

quedaria:
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TABLA N° 4

EJEMPLO DE FUNCION DE PROBABILIDAD

Funcién de Probabilidad

Valores de la variable x

pi= P[X = x|
1 ;
z :
3 :
4 -;-
3 ;
e %

Fuente: UNAC (2018); elaboracién prdpia

1. Lanzar una moneda al aire dos veces
Sucesos elementales:
E ={CC, CX, XC, XX}. Donde: C (Cara) y X (Cruz)

Se define el suceso X: N° de caras

Asignacion de numeros reales: (CC, 2); (CX, 1); (XC, 1); (XX, 0) La

variable X viene definida por los valores: 0,1, 2

Por tanto, X ={0, 1, 2}
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3.4. Teorema de Chebyshev

Proporciona una estimacién conservadora (intervalo de confianza) de la
probabilidad de que una variable aleatoria en un intervalo alrededor de la

media.

El valor que se obtiene es Unicamente una referencia, pese a ello es Util
dado que se puede aplicar a un amplio abanico de variables aleatorias
independientemente de sus distribuciones. La (nica restriccién es que k

tiene que ser mayor que 1 (k>1).

Sea X una variable aleatoria discreta con media y y varianza ¢2, entonces,
la probabilidad que X tome un valor dentro de k desviaciones estandar o de -

su media |, es al menos 1 - 1/
P(u—ko <X <u+ko)z1-11k¥ keR k21
Ejemplo 1 de aplicacién de la desigualdad de Chehyshev

Un administrador de un banco estd gestionando una cartera con una
rentabilidad media del 8,14% y una desviacién tipica del 5,12%. Qué
porcentaje del r_étorno se encuentran al menos a 3 desviaciones tipicas de
la rentabilidad media simplemente aplicariamos la formuia

k =196
Sustitucién del valor de k: 1-1/1,96%2 = 0,739 = 73,9%

El 73,9% de los resultados esta en el intervalo de confianza situado a 1,86
desviaciones tipicas de la media.

Uso de otros valores disfintos enk.
k=246
k=3

Sustitucién de k: 1-1/2,4642 = 0,835 = 83,5%
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Sustitucién de k: 1-1/322 = 0,889 = 88,9%

83,5% de los datos que estan a una distancia de 2,46 desviaciones tipicas
de la media y un 88,9% que estan a 3 desviaciones tipicas de la media.

A mayor valor de K (mayor desviacién del valor estimado sobre su media)
mayor probabilidad de que la variable aleatoria se encuentro dentro del
intervalo acotado.

Ejemplo 2

El gerente de un cierto bar ha llevado desde el titimo afto un control diario
del numero de copas de licor que vende, obteniendo que el numero medio
de copas de licor vendidos ha sido de 200 por dia con una desviacion tipica

de 20 copas de licor.
Obtener:

Una cota de probabilidad de que un dia le demanden 225 o mas copas de

licor,

El numero de copas de licor que tendra que encargar cada dia para tener
como minimo una probabilidad del 0,8 de satisfacer la demanda.

Tenemos

Sea X la variable aleatoria que representa “el numero de copas de licor

E[x]=200y o(X)= 20, bero como

vendidos diariamente” y admitimos que
no conocemos la distribucion de probabilidad de Ia variable aleatoria X para
acotar la probabilidad pedida tendremos que utilizar la desigualdad de

Chebychev en su forma:

2

2
} o2

gue nos proporcionara una cuota superior de dicha probabilidad.

La probabilidad pedida la podemos exbresar como:
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P[X 2225]= P[X -200>25]< P[| X ~ 2002 25]

y aplicando la desigualdad de Chebychev sera:

Teniendo en cuenta la desigualdad de Chebychev en la forma:

2

P[p~k<x<,u+k]2l—%

2
Z-=038
1- %

20°

3

——=0,8
1- & s k=45
y los limites del intervalo seran:

H—k=200-45=155
H+k=200+45=245

Luego:
P[155< X <245]>0,8

Y, por tanto, el numero de copas de licor que tendra gue encargar sera 245
para satisfacer [a démanda el 80% de los dias.

Ejemplo 3

Sea una variable aleatoria X de tipo discreto, ‘cuya distribucién de
probabilidad viene dada por:
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Tabla N° 5:Ejemplo de distribucién de probabilidad

p% P(X=x)
1 0,03

2 0,04

3 0,07
4

5

6

7

0,72
0,07
0,04
0,03
1,00 total
Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

Obtener una cuota superior de las probabilidades de los sucesos

| X - piz ko, k=23y4.

para Comparar estos valores con las

probabilidades exactas para estos sucesos.

Calculando la media y la varianza de la distribucién, tendriamos:

p=E[X]|=3 xP(X =x)=

1-0,03+2°0,04+3:0,07+4-0,072+5' 0,07

+6°0,04+70,03=4
o’ =var

(X)= foP(X =x)—(E[X]’* =1

Utilizando la expresion general de la desigualdad de Chebychev tenemos.
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P[|X-up 20]52—12=0,2500
P[|X—y|z3a]s3izﬂ 0,1111
Pl|X-up 4J]s%=0,0625
Las propiedades exactas serian:
Para k=2.u=4,0=1
P[| X -pu|220] =P[(X—4)2+2]+P[(X.—4)s -2]
=P[X 26]+P[X <2]

= 0,04+0,03+0,03+0,04

=0,14

Para k=3, u=4,0=1
Pl X —pul2 36]=P(X ~4)243]+ P[(X - 4)] < -3
=P[X 27]+P[X <1]
= 0,03+0,03
=0,06
Analogamente pafa k=4p=40=1
Pl X-up 40]=P[(X -4z H]+P[(X -4 < -4]
— P[x >8]+ P[X <0]
= 0+0

=0
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Las probabilidades exactas son considerablemente menores que las
obtenidas por la desigualdad de Chebychev.
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CAPITULO Iv:
“Distribucién de Probabilidad Discreta”
4. Distribucién de Probabilidad Discreta
4.1.  Distribucién discreta uniforme

Una variable aleatoria tiene distribucidn discreta uniforme si cada uno de
los resultados de su espacioc muestral tiene puede obtenerse con igual
probabilidad.

Ejemplo.
Un experimento consiste en lanzar un dado y observar el resultado.

Si X es la variable aleatoria correspondiente a los seis resultados posibles,

encuentre su distribucion de probabilidad.

Cada resultado tiene igual probabilidad, "por lo tanto, la distribucion de
probabilidad de X es discreta uniforme:

FIGURA N° 10

GRAFICO DE LA DISTRIBUCION DISCRETA UNIFORME

Q18 N e e I T R e

ol [ n .‘.”. : |
012} h - '
ail . B B
goof | '
oosf | ] | I - 1 -
00l N ‘ | . . . ' R B |

ooz

SR Lt ..'2—~ = «2., S “ . -

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
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Ejemplo con Matlab

1
Y =‘f(x| N)= 'N"](l,.....,y) (x)

x=0:10;
y=unidcdf(x,10);
stairs(x,y)
set(gca,'Xlim',[0 11));
» n=unidrnd(10,1,4)
n= 10 8 2 5
FIGURA N° 11

DIAGRAMA EN MATLAB DE DISTRIBUCION DISCRETA

1

cat
os}
or}
os}
osk
oaf
o3}
o2}

01}

11

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

Aqui, de los nimeros del 1 al 10, escojo en forma aleatoria uniforme, un
vector de 1 x 4.
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4.2. Distribuciéon de Bernoulli

“Es un experimento estadistico en el ‘que puede haber Gnicamente dos
resultados posibles. Es costumbre designarlos como “&xito” y “fracaso”
aunque pueden tener ofra representabién y estar ésociados a algin otro
significado de interés.” (Rodriguez Ojeda, 2007)

Si la probabilidad de obtener “éxito” en cada ensayo es un valor que lo
representamos con p, entonces, la probabilidad de obtener “fracaso” sera
el complemento g =1 -p.

Ejemplo
"Lanzar una moneda, probabilidad que salga sello".

Se trata de un solo experimento, con :dos resultados posibles: el éxito (p)
se considerara sacar sello valdra 0,5. El fracaso {9) que saliera cara, que
vae(1-p)=1-0,5=0,5.

La. variable aleatoria X medira "numero de sellos que salen en un
lanzamiento”, y sélo existiran dos resultados posibles: 0 (ningtin sello, es
decir, salir cara) y 1 (un sello). ‘

Por tanto, la variable aleatoria X se distribuira como una Bernoulli, ya que
cumple todos los requisitos.

X ~ Be(0,5)
P(X = 0) = £(0) = 0,5%0,5" = 0,5
P(X = 1) = f(1) = 0,5'0,5° = 0,5

4.3. Distribucién binomial

El'ndmero X de éxitos en n experimentos de Bernoulli se denomina variable
aleatoria binomial. La distribucién de probabilidad de esta variable aleatoria
discreta se llama distribucion binomial y sﬁs valores se denotaran como b
(X;-n, p), ya que dependen del numero de ensayos y de la probabilidad de
éxito en un ensayo dado. (Walpole, Myers, & Ye, 2012)
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La diferencia con la de Bernoulli es el niUmero de veces que se realiza un

experimento

La distribucién binomial es tipica de las variables que proceden de un

experimento que cumple las siguientes condiciones:;

1) El experimento esta compuesto de n pruebas iguales, siendo n un

numero natural fijo.

2) Cada prueba resulta en un suceso gue cumple las propiedades de la
variable bindmica o de Bernouilli, es decir, sélo existen dos posibles
resultados, mutuamente exclruyentes, que se denominan generalmente

" como éxito y fracaso.

3) La probabilidad del éxitc (o del fracaso) es constante en todas las

pruebas. P(éxito) = p ; P(fracaso)=1-p=q
4) Las pruebas son estadisticamente independientes, -
Ejemplo

La probabilidad de que un estudiante de postgrado apruebe el curso de
estadistica y probabilidades de manera satisfactoria es de 0.60. Si se toma

una muestra de 10 estudiantes:
P(AY=0,6 = P(A)=0,4
f@)=PX=x)=Cp'(1-p)"*
a) ;Cualesla probabilidad de que 3 estudiantes aprueben?
PX=3)=C" *70, 6°*0,47 =0,0425

b) ¢Cual es la probabilidad de que a lo mas 4 estudiantes aprueben?

P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4)=0,1663
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¢) ¢Cudlesla probabilidad de que al menos 4 estudiantes aprueben?
P(X24)=1-P(X < 4)‘= 1-[P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2)+ P(X =3)] =0,9452
d) ¢Cualesla probabilic;iad de que al menos 2 estudiantes desaprueben?
P(X 22)=1-P(X <2)=1-[P(X =0)+P(X:1)]=0,§537

Ejemplo:

Si tiramos tres veces la moneda al aire y definimos X como el nimero de
caras, esta variable seguira los pardmetros n = 3 y p = 0,5. Lo mismo que
B(3; 0,5). '

Las caracteristicas fundamentales de una distribucién B(n,p) son:
+ Funcién de probabilidad: |
fix) = P(X =x) = (nx)pq"*
» Funcién de distribuddn:
F(x) = P(X < x) =3 (nx) p* q"*
Media: y = np
- Varianza : 62 = npg;

donde x es el numero de aciertos, n el numero de ensayos, p la probabilidad
de éxito de cada ensayo, q la probabilidad de fracaso (1-p) y el numero
combinatorio (nx), que se lee “n sobre x” es igual a n! / (x! (n - x)!)

Ejemplo usando Matlab

=0.5, x=[0,10].

ny ..
y=f(x|np)= {Xj pxqu_x”(o,m....n)(x)

ny  nl -1
x) xWn-x) "’ q=1-p
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x=0:10;
y=binopdf(x,10,0.5);
plot(x,y,'0’);
FIGURA N° 12

DIAGRAMA EN MATLAB DE DISTRIBUCION BINOMIAL

025 ———
o2t o o
0.15
o] ) [«
oat
005t o o
hd . o:
R =T S iR S, L
o 1 2 3 4 5 8 7 8 -8 10

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia
4.4, Distribucién geométrica

Se realizan sucesivés'repetici'ones independientes de .prueba.s. de Bernoulli
idénticas, con probabilidad de éxito p, hasta que aparece el primer éxito, y
se mide el niimero de fracasos. Caso particular.de la distribuciéon binomial
negati\)a conr=1.

45, Distribucion de Poisson

“Es la prediccidon del nimero de eventos en un determinado periodo de
tiempo, como, por ejemplo, el niimero de autofnéviles que se presenta a
una zona de peaje en el intervalo qe'un minuto. Microsoft Office Excel
permite calcular dichas probabilidades, introduciendo la funcién®, fx:
POISSON. (Martinez Gémez)



Ejemplo usando Matlab

A=S.

X

AT
y = f(XI A) = ;e )1,(0.1'K)(X)

x=0:15;
y=poisspdf(x,5);
plot(x,y,'+');
set(gca, "Ylim', [0 0.2]);
FIGURA N° 13

DIAGRAMA EN IVIAT.LAB DE DISTRIBUCION POISSON

02 — -
+ 4+

0.15¢

. + +
o1t N +

+
.
005}
+ +
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0" N 1 + + 4 + .
0 5 10 1

- Fuente: UNAC (2018), elaboracién propia
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CAPITULO V-
“Variable aleatoria continua”
5. Variable aleatoria continua
5.1. Definicién

Una variable aleatoria es continua cuando el conjunto de sus valores
posibles son todos los valores de un intervalo o de una unién de intervalos

de numeros reales.
FIGURA N° 14

FUNCION DE DISTRIBUCION

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

Estas variables estan asociadas a ensayos, en los cuales la variable

medida puede tomar cualquier valor en un intervalo
Ejemplo

La concentracion de cromo en el Riachuelo es una variable aleatoria
continua. La distribucion de una variable aleatoria continua se describe
mediante la funcion de densidad de probabilidad, ¢ simplemente funcién de
densidad fX . La funcién de densidad, fX, de una variable aleatoria X
satisface: 1. X (x) 20 2. [fX (x) dx =1 3. P(X € A) = JA fX (x) dx
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5.2.  Funcién de densidad de probabilidad

Una funcion de probabilidad continua viene representada por una funcién

f(x), definida por los nimeros reales, llamada funcién de densidad, tal que:

If(x)zl

-0

5.3. Funcién de distribucion

Aligual que en el caso discreto se puede definir una funcién de probabilidad

acumulada, la cual en el caso continuo se denomina funcién de distribucion

¢, Cuales de las siguientes funciones representan, funcion de densidad de
una variable aleatoria continua X? Grafique las que sean funcién de
densidad de probabilidad. Determine su rango en cada caso y la funcion de
distribucién acumulada:

a.-

X

e, —o<x<(

f(x)z{o, x>0

Las condiciones para ser una funcién de densidad de una variable aleatoria
continua son las siguientes:
fix) >0 V x eR\.

1
o0

=1

j f)dx=1-> Te*.dx=ex

Su grafica es:
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FIGURA N® 15

FUNCION DE DISTRIBUCION

2 e

4

D

Fuente: UNAC (2018);. elaboracién propia
Su rango es:
Rx =< -0 >
La funcion de Distribucién Acumdlada:
F(x) = P[- 0 < x <0]= F(0) - F(—0)
F(x)= ie’.dt - xL_fii j:e’.dt
F(x) 1 h

Por lo tanto, la Funcion de Distribuciénl Acumulada es:

F(x):{l; —~o<x<0
0; x>0

I; =1/2<x<1/2
o]

b.- 0, en ofros casos

Se tienen que cumplir las siguientes condiciones:
fix)>0: VY x €Ry.
1/2

j Fx)dx=1- f Ldx =x]

-1/2

/2
-142
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~.Es una funcién de densidad de variable aleatoria continua.
Su grafica es:
FIGURA N° 16

FUNCION DE DENSIDAD

b e o e

5 -—--u—-n} '

i.
AL

-
i

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

Su rango es: R, =[-1/21/2]

La Funcion de Distribucién Aéumuladﬂa es:

F(x)=Plx <x]= fo.dr =0

Si x<-1/2;
-1/2 x )
F(x)=P[x <x]= j 0dt+ [1dt=x+1/2
oo /2 Sj —1/2Sx£l/2;
. -1/2 1/2 o0
F(x)=Plx <x]= [odi+ [Ldt+ [0.dt=1
-0 -1/2 1/2 Si x>1f2,

Por tanto la Funcién de Distribucién Acumulada es: '

0; x<-1/2
F(x)=<x+1/2; -1/2sx<1/2
I; x>1/2
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3 '~ N
)= Z(l—x ); 1<x<1

0; en otros c¢asos
Se tienen que cumplir las siguientes condiciones:
fix)>0;V x eR=[-1;1]

j f(x).dx =1> T 3'(17""2)

dx = %jdx—%j‘xz.dx:1
R 12 ' bt
-.Es una funcién de densidad de variable aleatoria continua.
Su grafica es:
FIGURA N° 17

FUNCION DE DENSIDAD

3 {0

e

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia
Su rango es: Re=[-1:1]

La Funcion de Distribucfén Acumulada es:

F(x)=P[X <x]= Iow: 0



Si x<-1;
-1 x 2
F(x)=P[X <x]= [0dt+| @.dz
—0 -1

Ax+1)—(x +1)
4

F(x)=

S —1<£x<1;

3(1-x%)
4

F(x)=P[X <x]= fO.dH j .a’r+]°0.d¢ =1
' —a -1 1

Si x>1;

Por consiguiente, la Funcién de Distribucion Acumulada es:

0; x<-1 -
. ‘ .
Fx)= 3(x+1);(x +1); C1<x<]
' 1; x>1
e
flx)= ; —m<X<w
d. 2

La funcién se define como:

e" /2, x<0
f(x)y=4 1/2; x=0
e /2, x>0

Se tienen que cumplir las siguientes condiciones:

fix)>0;V x eRy
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¢

=1

0 x ® oy R
E[f(x).a’x = :[G%.dx+;[%dx :‘%

2,

—0G

~.Es una funcion de densidad-de variable aleatoria continua.

Su grafica es:
FIGURA N° 18

FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA

‘;K*(ﬂ’

Fuente: UNAC (2018); élaboracic’)n propia
Su rango es:
R, =< —o0;00>
La_ Funcién de Distribucién Acumulada eé:

e  Sjx<0;

F(x)=P[X <x]= I%.dt=92:

o Six>0;

Q X
Fx)=Plx <x]= j%.dmj%_dtzi_
—o 0
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Por tanto, la Funcién de Distribucién Acumulada es:

F(x)=

54. Media y varianza de variables aleatorias continuas:
Si X es una variable aleatoria. continua con funcién de.densidad, X

La media o esperanza (E(X)) esta dada por:

Hx = I thx (t) dt

La varianza por:

ok = [ t-ux)? fx() dt

—0oC

70



CAPITULO VI
“Distribucién de probabilidad continua “
6. Distribucion de probabilidad continua
6.1. Distribucién normal

lL.a Distribucion Normal es “la piedra angular de la teoria estadistica
moderna. Conocida y estudiada desde hace mucho tiempo, es utilizada
para describir el comportamiento aleatorio de muchos procesos que
ocurren en la naturaleza y también realizados por los humanos” (Rodriguez
Ojeda, 2007)

La distribucion normal fue registrada por primera vez por el francés
Abraham de Moivre (1667-1754). Posteriormente, Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) elaboré desarrollos més profundos y formulé la ecuacion de la

curva; es por elio que también se le conoce, como la "campana de Gauss”,

La distribucion de una variable normal estd completamente determinada

por dos medidas,su media y su desviacién estandar, expresadas por p y o.

Con esta anotacién, la densidad de la normal viene dada por la ecuacién:

1= m:p{— bl “‘)2}

207

FIGURA N° 19

CURVA NORMAL

/

i
L

N

2
L~

&

= -—---u—Tt

N

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia

X
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Para (Walpole, Myers, & Ye, 2012)"la distribucién de probabilidad continua
mas importante en todo el campo “de la estadistica es la distribucién

normal.”

“Su importancia se debe fundamentalmente a la frecuencia con la que
distintas variables asociadas a fenomenos naturales y cotidianos siguen,
aproximadamente, esta distribucion. Caracteres morfolégicos (como la talla
o el peso), o psicologicos (como el caciente intelectual) son ejemplos de
- variables de las que‘frecuentemen_te se asume que siguen una distribucion
normal”’ (Pértegas Diaz S., 2001)

Propiedades de la distribucién normal:

La distribucion normal posee ciertas propiedades importantes tal como fo
menciona (Pértegaé Diaz S., 2001) son: '

l. Tiene una Unica moda, que coincide con su media y su mediana.

il. La curva normal es asintotica al eje de abscisas. Por ello, cualquier
valor entre y es tedricamente posible. El area total bajo la curva es,
por tanto, igual a 1.

] Es simetrica con respecto a su media. Segun esto, para este tipo de
variables existe una probabilidad de uh 50% de. observar un dato
mayor que la media, y un 50% de observar un dato menor.

A La distancia entre ia linea trazada en [a media y el punto de inflexién
de la curva es igual a-una desviacion tipica (). Cuanto mayor sea,
mas aplanada sera la curva de la densidad. V. El drea bajo la curva
comprendido entre los valores. situados aproximadamente a dos
desviaciones estandar de la media es igual a 0.95. En cdncreto,
existe un 95% de posibilidades de observar un valor comprendido en
el intervalo
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Ejemplo

Estatura de las personas

Dosis de un aditivo

Toma de una camara frigorifica

En una ciudad se estima que la temperatura maxima en el mes de Julio si
una distribucion normal con media de 23° y desviacioén tipica de 5°. Calcular
el nuero de dias del mes en lo que se espera alcanzar maximas entre 21°
y 27° | |

P(21< X < 27)= P{N(235 )< 21 P(235 }< 27) =
P(N(01)< 21;231-9{1@(-01)<E§3§)={1—P{N(O.l)>0.4)]-[P(N{'0,1):>0,8}

= 07881 (1. 0.6354)» 04425

El numero de dias seria 0,4425 *30 =13 dias

Ejemplo con Matlab

Distribucion acumulada de la distribucién normal. Media nula, desviacién 1.
y—f(ﬂﬂﬁ)—me
x=-3:0.05:3;
y=normpdf(x,0,1);
z=normedf(x(1:i),0,1);
plot(xy,’-." x,2,'-";

set(gca,'Ylim', [0 1.1]);
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FIGURA N° 20

DIAGRAMA EN MATLAB DE DISTRIBUCION NORMAL

[¢k:1

e

04}

02r

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia
Manejo de la tabla de distribucién normal estandar
1.- P[Z <3,18] = ¢(3,18) = 0.99926
FIGURA N° 21

PROBABILIDAD SOLICITADA

Fuente; UNAC (2018); elaboracién propia
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2.- P[Z <3,18]=4(3,18) = 0,99926

FIGURA N° 22

PROBABILIDAD SOLICITADA

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

3.« P[Z<-3,29]=0,0005

FIGURA N° 23

PROBABILIDAD SOLICITADA

-3,29

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia



4 P[1,54 < Z <3,88] = ¢(3,88) — #(1,54) = 0,99995 — 0, 93822 = 0,06173 = 6,173%

FIGURA N° 24

PROBABILIDAD SOLICITADA

L 6,173%

Fuente: UNAC (2018); eléboracién propia
P [—0, 66<Z<2, 99] = @(2,99) — §(—0,66) = 0,99861 — 0,25463 = 0, 74398 = 74,398%

FIGURA N°® 25

PROBABILIDAD SOLICITADA

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
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6.- P[Z >1,48]=1-¢(1,48) =1-0,93056 = 0,06944 = 6,944%
P[Z >1,48] = #(—1,48) = 0.06944 = 6,944%

FIGURA N° 26

PROBABILIDAD SOLICITADA

.6,944%

Fuente: UNAC (2018); elabbracién propia
7.- Nivel dé confianza: 1-
Nivel de signiﬁﬁacién: a
1-a €<90;99,99% >
FIGURA N° 27

PROBABILIDAD SOLICITADA

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia



Ejercicios:
1-81 1-a=0,95=95%=>Z=1,96
FIGURA N° 28

PROBABILIDAD SOLICITADA

0,00005

Z o.cones

3.91

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia

1-a=0,9999=99,99% = Z =3,91

FIGURA N° 29

PROBABILIDAD SOLICITADA

»
zo,ois
1,96

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
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Sl 1-a=0,998=99,8% = Z =3,09
FIGURA N° 30

PROBABILIDAD SOLICITADA

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia

Si 1-a=0,90=90%=Z=1,645

L7% e 0.96327
AN 0,964
L8 s 0,96407

Z-1,79 _ 0,964-0,96327
1.80-1,79 0,96407—0,96327
. [1,8-1,79]0,964 —0,96327

0,96407 —0,96327

+1,79 =1,79875

FIGURA N°® 31

PROBABILIDAD SOLICITADA

1,645

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
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5.-81 1-=0,928=92,8%= Z =

1,79 e 0.96327
A 0,964
I8 S 0,96407

Z-1,79 _ 0,964-0,96327
1,80-1,79 0,96407 ~0,96327
[1,8-1,79]0,964-0,96327

L= +1,79=1,79875
0,96407-0,96327

FIGURA N° 32

PROBABILIDAD SOLICITADA

0,036
<

Lo
1,79875

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
Ejercicios Resueltos

1) Haliar el area bajo la curva normal tipificada:

a)EntreZ=0y Z2=12 ‘ Sol: 0,38493
b)EntreZ=-068yZ=0 : Sol. 0,2517
c)EntreZ=-046yZ =221 | 7 : Sol: 0,6636
d) EntreZ=081yZ =194 - Sol: 0,1828

e) Ala derechade Z=-1,28 Sol: 0,8997

2) Si "area" se refiere al area bajo la curva normal tipificada, hallar el valor
o los valores de Z tales que: '
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a) El areaentre 0 y Z sea 0,3770 Sol: Z=%1,16
b) El area a la izquierda de Z sea 0,8621 Sol: Z=1,09
c) El area entre -1,5y Z sea 0,0217 Sol: Z2=-1,35

3) El peso medio de 500 estudiantes varones de una universidad es de 68,5
Kg. y la desviacion tipica es de 10 Kg. Suponiendo que los pesos estan
distribuidos normalmente, hallar el nimero de estudiantes que pesan:

a) Entre 48 y 71 kg. Sol: entre 289 y 290 estudiantes.
b) Mas de 91 kg. Sol: entre 6 y 7 estudiantes.

4) La media del diametro interior de! conjunto de lavadoras producidas por
una maguina es 1,275 ém_ y la desviacion tipica de 0,0125 cm. El propoésito
para el cual se han disefiado las Iavadorés permite una tble’rancia maxima
en el diametro de 1,26cm. a 1,29 cm., de otra forma Iés lavadoras se
consideran defectuosas. Determinar el porcentaje de lavadoras
defectuosas prdducidas por la méquina, suponiendo que los diametros
estan distribuidos ndrmalmente.

Sol: 23,02%

5) Si X esta distribuida normalmente con media 5 y desviacién tipica 2,
hallar P (X > 8).

Sol: 0,0668

6) Se tiene un programador de entrenamiento disefiado para mejorar la
caiidadvd‘e‘las habilidades de los lsupervisor‘es:'de la linea de produccion.
Debido a que el programa es ‘auto administrativo, los supervisores
requieren un numerc; diferente de horas para termiharlo. Un estudio de los
pértiéipantes anteriores indica que él rtiempo medio que se lleva completar
el programa es de 500 h. y 'que esta variable aleatoria normalmente
distribuida tiene u‘na desviacion estandar de 100 h. '
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a) ¢Cual es la probabilidad de que un participante elegido al azar requiera
mas de 500 h. para completar el programa? Sol: 0,5

b) ¢Cual es la probabilidad de que un candidato elegido al azar se tome
entre 500 h. y 650 h. para completar el programa de entrenamiento?
Sol: 0,4332 |

¢) ¢ Cual es la probabilidad de que un candidato elegido al azar se tome
mas de 700 h. en completar el programa?
Sol: 0,0228

d) Suponga que el director del programa de éntrenamiento desea saber la -
probabilidad de que un participante escogido al .aza;r requiera entre 550 y
650 h. para completar el trabajo requerido en el programa. ¢ Cuanto ha de
ser ese valor? Sol: 0,2417 '

e) (Cual es la probabilidad de que un candidato elegido al azar se tomara
menos de 580 h. para completar el programa?
Sol; 0,7881

f) ¢Cual es la probabilidad de que unbandidatoescogidb al azar se tome
entre 420h? y 570 h. para completar el programa?
Sol: 0,5461

7) Dada una variable con distribucion normal de media u =40 y desviacion
estandar o = 6 encuentre el valor de x que tiene:

a) El 34% del area a la izquierda. Sol: 37,54
b) El 5% del area a la derecha. - Sol: 49,87

8) Cierto tipo de pieza para automovil tiene un promedio de duracion de tres
aflos, con una desviacién estandar de 0,5 afos. Suponga que las
duraciones de las piezas estan hormalmente dist'ribuidas y encuentre |a
probabilidad de que una pieza determinada tenga un tiempo de duracién
de mas de 3,5 afios. Sof: 0,1587 B
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9) Una fabrica de alimentos empaca productos cuyos pesos estan
normalmente distribuidos con media de 450 gramos 'y desviacion estandar
de 20 gramos. Encuentre la probabilidad de que un paguete escogido al
azar pese entre 425 y 486 gramos.

Sol: 0,8585

10) En un proceso industrial el diametre de una arandela es muy
importante. El comprador establece en sus especificaciones que el
diametro debe ser de 3,0 * 0,01 mm. La condicién es que no acepta
ninguna arandela que se salga de estas especificaciones. Se sabe que en
el proceso los didmetros de las arandelas tienen distribucién normal con
media de 3,0 mm y una desviacion estandar de 0,005 mm. ;;Qué porcentaje

de arandelas sera rechazado?
Sol: 4,56%

11) Determine el area situada debajo de la curva normal estandar que esta;

a) A laizquierda de z= 0,94 Sol: 0,8264"
b) A la derecha de z = - 0,65 Sol: 0,7422
c)Aladerechadez=1,76 Sol: 0,0392

d) Alaizquierdade z=-0,85  Sol: 0,1977
e)Entrez=-0,87yz= -128 Sol: 0,0919
fyEntrez=-0,34yz=0,62 Sol: 0,3655

12) Determine las probabilidades de que una variable aleatoria tome un-
valor entre 12 y 15 dado que tenga una distribucion normal con:

ayjp=10yg=5 - Sol: 0,1859
b)py=20yo=10 Sol: 0,09668

13) Obtenga Z si:
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a) El area de la curva normal entre 0 y Z es 0,2019 Sol: Z = 0,53
b) E! area de la curva normal a la derechade Z es 0,8810 Sol: Z=-1,18
c) El area de la curva normal Ia la derecha c_ie Zes0,0336 Sol:Z=1,83

d) El area de la curva normal entre -Z y Z es 0,2662 Sol: Z = +0,34 |

4) La cantidad de radiacién césmica a la cual estd expuesta una persona
mientras vuela en avion es una variable aleatoria que tiene una distribucién
normal con g = 4,35 mrem y ¢ = 0,59 mrem. Determlne las probabilidades

de que una persona que va en este vuelo esta expuesta a:
a) Mas de 5,00 mrem de radiacion césmica_. Sol: 0,1357
b) Entre 3,00 y 4,00 mrem de radiacién cosmica. Sol: 0,2666

15) La cantidad real de café instanténeo que vierte una maquina en jarras
de 4 onzas varia de una jarra a otra, y se puede fijar como una variable
aleatoria que tiene una distribucién normal con o =0,04 onzas. Si sdlo el
2% de las jarras va a contener menos de 4 onzas de café. ; Cual debe ser

el contenido medio de estas jarras?
Sol: y = 4,082 onzas.:

16) Una empresa fabrica juntas teéricas para el trasbordador espacial de la
NASA. Las cuales se han diseﬁado para seliar COnexiones y piezas en el
sistema de combustible a fin de impedir fugas. Un tipo de juntas ha de tener
5 centimetros de didmetro para que encéje como es debido; no puede
variar arnba o abajo en mas de 0, 25 cm. sin provocar una fuga pellgrosa
La empresa afirma que esta junta tlene 5 cm. de media con una deswac;on
tipicade 0,17 cm. Si estas cifras son correctas y se supone una distribucion
normal de los diametros, los fuhcionarios de la NASA desean determinar:

a) La proporcion de juntas que se adaptaran correctamente. Sol:
0,8584
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b) La propoercion de juntas que son defectuosas. Sol:
0,1416

c) La probabilidad de que cualquier junta tenga un diametro superior a 5,3
cm. Sol: 0,0392

d) La probabilidad de que una junta tenga un didmetro comprendido entre
49y5.2cm. Sol: 0,6034

e) La probabilidad de que una junta elegida al azar tenga un diametro entre
53y55cm. Sol: 0,0376

17} Un estudio reciente reveld que el 64% de las mujeres mayores de 18
anos, consideran a la nutricion la prioridad en su vida. Se seleccioné una

muestra de 60 mujeres. Determinar la probabilidad de que:

a) 32 0 méas consideren importante la dieta diaria. Sol:
0,9686
b) 44 0 mas estimen que la alimentacién es esencial. Sol:
0,0853

¢) Mas de 32 pero menos de 43 consideren importante el aspecto dietético.
Sol: 0,8084

d) Exactamente 44 consideren fundamental la alimentacién.
Sol: 0,0348

18) Supongase que X tiene una distribucion probabilistica binomial, con n
=50 y p = 0,25. Calcule:

a) La media y la desviacién esténda-r-de la variable aleatoria Sol: 12,5 y
3,08 ' '

b) L.a probabilidad de que X valga 150 mas. Sol: 0,2578
c¢) La probabilidad de que X valga 10 0 menos. Sol: 0,2578
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19) La empresa de asuntos fiscales Tax Service se especializa en las
elaboraciones de declaraciones de impuestos federales. Una reciente
auditoria de las declaraciones indico que se cometié un error en el 10% de
las que manifestd el afio pasado. Suponiendo que tal tasa contintie en este

periodo anual y elabore 80 declaraciones. jCual es la probabilidad de que

realice:

a) Mas de 9 con errores? Sol: 0,0655

b) Por lo menos 9 con errores? Sol: 0,1401
- ¢) Exactamente 9 con errores? Sol: 0,0746

20) Un estudio realizado por el club de acondicionamiento fisico Taurus
Health Club, revelé que 30% de sus nuevos socios tienen un sobrepeso
considerable. Una promocién de membresia en un area metropolitana dio

como resultado la inscripcidn de 500 nuevos ingresantes.

a) ¢, Cual es la probabilidad de gue 175 o mas de los nuevos socios tengan
sobrepeso? Sol: 0,0084

b) ., Cudl es la probabilidad de que 140 o mas de los miembros recientes

tengan sobrepeso? ‘ o ' Sol: 0,8461

21) Los gastos mensuales en alimentacion para familias de cuatro
miembros en una ciudad grande son en promedio-de $420 con una
desviacion estandar de $80. Si los gastos mensuales en alimentacion

siguen una distribucién normal.
a) ¢ Qué porcentaje de estos gastos es menor de $3507 Sol: 18,94%

b) ¢ Qué porcentaje de estos gastos esta entre $2‘50 y $3007
Sol: 5,02%

| c) . Qué porcentaje de estos gastos es menor de $250 o mayor de $4507? -
Sol: 36,86%
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d) jCual es el gasto' mayor en délares que hace una familia que esta entre
el 25% de las familias que menos gastos realizan en alimentacion?
Sol: 366,4 ddlares

22) Los salarios de los trabajadores en-cierta industria son en promedio
$11,9 por hora y la desviacién estandar de $0,4‘. Si los salarios tienen una
distribucion normal. ;Cual es la probabilidad de que un trabajador

seleccionado al azar:

a) Reciba salarios entre $10,9 y $11,9? | Sol: 0,4938
b) Reciba salarios inferiores a $117 Sol: 0,0122
¢) Reciba salarios s'uperiores a $12,957 | Sol: 0,0043

d) ¢Cudl debe ser el salario menor que gana un trabajador que se
encuentra entre el 10% de los trabajadores que mas ganan?
Sol: $12,412

e) Si el duefio de la industria va a aumentarle el salario al 15% de los
trabajadores que menos ganan. ;Cual sera el salario maximo que debera

ganar un trabajadof para ser beneficiado con el aumento?  Sol: $11 ,484

23) Se encontrd que en un conjunto de calificaciones de examenes finales
en un curso tenia distribucion normal -con media 73 puntos y desviacién

estandar de 8 puntos.

a) ¢Cual es la probabilidad de obtener una calificacién no mayor de 91
puntos en este examen? _ Sol: 0,9878

b) ¢Qué porcentaje de estudiantes obtuvo uné calificacion entre 65 y 89
puntos? Sol: 81,85%

¢) ¢ Cudl fue la calificacion superada sélo por 5% de los estudiantes que
hicieron el examen?’ "~ Sol: 86,16 puntos

d) El profesor sigue el siguiente criterio: Le otorga A a los estudiantes que

estan ubicados en el 10% de las mejores notas del grupo y usted saca 81

87



puntos. Suponga que se realiza otro eXamen en el que lamediaes 62y la
desviacion es 3 y usted saca 68 puntos. ¢En cual de los 2 examenes usted

queda mejor calificado?. ;Por qué?
Sol: En el segundo examen, que obtuvo A

24) Un analisis indica que la duracién de las llamadas telefénicas en cierta
localidad tienen una distribucién normal con media de 240 segundos y

varianza de 1600 segundos?.

a) ¢, Cudl es la probabilidad de que una llamada cualquiera dure menos de
180 seg? Sol: 0,0668

b) ¢ Cual es la probabilidad de que una llamada dure entre 180 y 300 seg.?
Sot: 0,8664 ’

¢) Si se consideran 1000 llamadas. ¢Cuantas cree usted que duraran
menos de 180 seg.? : Sol: 67

d) ¢ Cual es la duracion de la llamada mas larga de aguellas que conforman
el 1% de las mas.breves? i ‘ Sol. 146,8 seg.

€) La central telefénica de la localidad ha decidido cobrar un impuesto
adicional al 5% de las llamadas de mayor duracién. ¢ Cuanto sera el 'tiempo
maximo que puede llamar una persona para que no le sea cobrado
impuesto? Sol: 305,8 seg.

25) El estadounidense adulto hombre tiene una estatura promedio 5 pies y
9 pulgadas con una desviacién estandar de 3 prIgadas. (Nota: 1 pie
corresponde a 12 pulgadas) '

a) ¢ Cual es la probabilidad de que la estatura de un hombre sea mayor de
6 pies? - Sol: 0,1587

b) ¢ Cual eé la probabilidad de que la estatura de un hombre sea menor de
5 pies? ' : ‘ Sol: 0,0013
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c) ¢,Cual es la probabilidad de que la estatura de un hombre esté entre 6 y
9 pies? Sol:0,1587

d) ¢ Cual es la estatura menor de que tiene un hombre que esta en el 10%
de los hombres mas altos? Sol: 6,07 pies

e) Calcule el rango intercuant! de la estatura de los hombres
estadounidenses. Sol: 0,335 pies

26) El tiempo necesario para terminar un examen final en determinado
curso se distribuye normalmente con una media de 80 minutos y una

desviacién de 10 minutos.

a) ¢Cual es la probabilidad de terminar el examen en una hora 0 menos?
Sol: 0,0228

b} ¢ Cual es la. probabilidad de que un estudiante termine el examen entre
60 y 85 minutos? . Sol: 0,6687

¢) Suponga que en el curso hay 60 alumnos y que el tiempo del examen es
de 90 minutos. 4 Cuantos alumnos se espefa que no puedan terminar el
examen en el tiempo indicado? - Sol entre 9 y
10 alumnos

27) El volumen de acciones negociadas en la Bolsa es normal con una
media de 646 millones de acciones y una desviacion de 100 millones de

acciones.

a) ¢ Cual es la probabilidad de que el volumen negociado sea menor de 400
millones? - Sol:0,0069

b) ¢ Cual es la probabilidad dé que el volumen negociado de acciones oscile
entre las 400 y las 600-acciones? . Sol: 0,3159

c) Si la Bolsa quiére emitir un boletin de prensa sobre el 5% de los dias
mas activos ¢ Qué volumen publicara la prensa?  Sol: 810,5 millones de

acciones
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28) Las caliﬁcacionés de las pruebas de admisién de una Universidad
tienen distribucion normal con una media de 450 y desviacion tipica de 100

puntos.

a) ¢Qué porcentaje de las personas presentan calificaciones entre 400 y
500 puntos? Sol: 38,3%

b) Suponga que la calificacién de una persona es de 630. ;,Qué porcentaje
de las personas tienen mejores calificaciones?
Sol: 3,55%

c) Si la Universidad no admite alumnos con menos de 480 puntos de
calificacion. ;Qué porcentaje de personas que presentan el examen
califican para entrar a la Universidad?
Sol. 38,21%

29) Se sabe que el 10% de las unidades producidas por un proceso de
fabricacion resultan defectuosas. De la produccién total de un dia se

seleccionan 400 unidades aleatoriamente.

a) ¢ Cual es la probabilidad de que al menos 35 de ellas sean defectuosas?
Sol: 0,8212

b) ¢ Cual es la probabilidad de que entre 40 y 50 de ellas (ambas inclusive)

resulten defectuosas? ' ' Sol: 0,4918

¢) ¢, Cudl es la probabilidad de que entre 34 y‘ 48 de ellas (ambas inclusive)
resulten defectuosas? Sol: 0,7821

30) Se toma una muestra de 100 tljabajadores-de una gran empresa para
estudiar su actitud frente a un. cambio en el método de trabajo. Si el 60%
de todos los trabajadores de la empf&_a_sa estan a favor del cambio. &, Cual
es la probabilidad de que menos de 50 de los miembros de la muestra estén
a favor? | Sol: 0,0162
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31) Una encuesta cité a los distribuidores de los automéviles Chevrolet y -

Toyota como los dos mejores en lo que respecta a servicio al cliente. Sélo
el 4% de sus clientes mostré cierta inconformidad con la agencia. Si se

toma una muestra de 250 ciientes

a) 4Cual es la probabiiidad de que 12 clientes o0 menos tengan cierta
inconformidad con la agencia?
Sol: 0,7910

b) ¢, Cual es la probabilidad de que 5 0 mas clientes estén descontentos con
la agencia? Sol: 0,9625

c) ¢ Cual es la probabilidad de que entre 6 y 10 clientes (ambas inclusive)
estén descontentos con la agencia? ' '
Sol: 0,4901

32) La tasa real de desempleo es de 15%. Suponga que se seleccionan al

azar 100 personas en posibilidad de trabaja_lr.

a) ¢Cual es la cantidad esperada de desempleados?
Sol: 15

b) ¢,Cual es la varianza y la desviacion estdndar de los desempleados?
Sol:12,75y 3,75

c) ¢Cuél es la probabilidad de :que al menos 6 estén desempleados?
Sol: 0,9961 '

d) ¢Cual es la probabilidad de que haya entre 10 y 15 desempleados?
Sol: 0,4939 |

33) Un hotel tiene 120 habitaciones. En los' meses de primavera, la
ocupacion del hotel es de 75%.

a) ¢Cual es Ia”probabili'dad de que al menos se ocupe la mitad de los
cuartos ese dia? Sol: aprox. 1
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b) 4 Cual es la probabilidad de que se ocupen 100 0 mas cuartos ese dia?
Sot: 0,0228

¢) ¢, Cual es la probabilidad de que se ocupen 80 cuartos o menos ese dia?
Sol: 0,0228

34) Se sabe que el 30% de los clientes de una tarjeta de crédito a nivel
nacional dejan en cero sus saldos para no incurrir en intereses morosos.

En una muestra de 1503poseedores de esa tarjeta:

a) ¢, Cual es la probabilidad de que de 40 a 60 clientes paguen sus cuentas
antes de incurrir en el pago’ de intereses?
Sol: 0,8336

b} ¢ Cual es la probabilidad de que“30 clientes o menos paguen sus cuentas

antes de incurrir en pago de intereses? Sol: 0,0049
6.2. Distribucion t-Student

La distribucién de probabilidad de T se publicé por primera vez en 1908 en
un articulo de Gosset. En esa época, Gossef trabajaba para una cerveceria .
que prohibia a sus empleados qué leb_Iicaran los resultados de sus
indagaciones. Para . evadir la prohibicion Gosset publicé su trabajo en
secreto bajo el seudénimo de "Student".jPor ello que a la distribucién de T
se le suele: llamar distribucion t de Student o simplemente distribucion t.
Para derivar la ecuacion de esta distribucién Gosset supuso que las
muestras se seleccionaban de una poblacién normal. Con ella se puede
demostrar que las poblacio'nes' gue no son normales y que poseen
distribuciones en forma casi de campaha aun proporcionan valores de T
que se aproximan muy de cerca a la d_istribucic')n t.
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Para (Walpole, Myers, & Ye, 2012) “La distribucién de T se parece a la
distribucion de Z en que ambas son simeétricas alrededor de una media de
cero. Ambas distribuciones tienen forma de caympana, pero la distribucién t
es mas variable debido al hecho. de que ,Ios”valores T dependen de las
fluctuaciones de dos cantidades, X™ y S2 ; mientras que los valores Z
dependen sélo de los cambios en X~ de una muestra a otra”

FIGURA N° 33

CURVA DE LA DISTRIBUCION T PARA V=2,5

: V62,5

Fuente: UNAC (2018); elaboracion propia
FIGURA N° 34

PROPIEDAD DE SIMETRIA ALREDEDOR DE 0

Fuente: UNAC (2018); elaboracién propia
Algunas observaciones que expresa (Rustom, 2012):

Grados de libertad es el parametro de la distribucién, igual como ocurre con
la ji cuadrada, pués de hecho esta distribucion es consecuencia del
cociente entre una normal estandar v la raiz aritmética de una ji cuadrada
dividida por sus grados de libertad, ambas independientes entre-si. 2) La
curva de la distribucion t de Student es acampanada cen'trada en 0, similar
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a la normal estandar, pero con "colas mas pesadas”, o sea, encierran una
mayor area, por lo que sus valores percentiles son mayores que los de , lo
que * P implica mayor variabilidad Esto parece intuitivamente razonable,
porque se diferencia con el estadigrafo en que en &l denominador » en vez
del aparece la S que es un estadigrafo. T parémétro 5 varianza muestral

ambién se # # cumple que :

lim t(n — 1) = N(0, 1),

n—+00

Ejemplo con Matlab

=5,

v+1
o F[z]' 1 1

(3 )

y=Ffx|v

x=-5:0.1:5;
=tpdf(x,5);
z=normpdf(x,0,1);
plot(x,y,’-' x,z,"-.");
| FIGURA N° 35

DIAGRAMA EN MATLAB DE DISTRIBUCION DE T-STUDENT

04

03}
03
035r
6.2r
015}
0.1
005

1]
5

Fuente: UNAC (2018);elaboracion propia
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V. APENDICE
Separata de Ejercicios Propuestos

1) Un estudiante recibié un puntaje de 80 en una prueba de Fisica cuyo
promedio de clase era 70 con desviacién estandar 10. Recibié un puntaje
de 75 en una prueba de biologia para la cual la media de la clase era 70
con desviacién estandar 2.5. jEn cjué prueba lo hizo mejor en relacién con
el resto de Ié clase?

2) Sea X = voltaje de salida en generadores. Un grupo de estos
generadores, tiene una distribucién aproximadamente normal con una
media | = 4.8 voltios y una desviacién estandar o = 0.3 voltios.

Convierta cada uno de los siguientes intervalos de x en intervalos de z.
Interprete. |

(a)4.5<x

(b) (b) x < 4.2

(c)(c)40<x<55

Convierta cada uno de los siguientes intervalos de z a intervalos de x.
(d)z<-1.44

€ (e)128<z

(H-225<z< -1.00‘

(9) Interpretacion: si un generador tenia un recuento de 5.9 voltios o

superior, /se lo consideraria inusualmente "alto?
Considere que los generadores son para uso de ingenieria electrénica

3) En los siguientes problemas, sea z una variable aleatoria con una
distribucién normal estandar. Encuentre |a probabilidad indicada y sombrea
el area correspondiente bajo la curva normal estandar.

96



(@) P(z=<0)

(b) P (z<-0.13)

(c) P (z < 1.20)

(d) P (22 1.35)

(e) P (z2 -1.20)

(f) P (-1.20 £ z < 2.64)
(Q) P (-2.18 £z < -0.42)
(h) P (0<z<1.62) |
(i) P (-08252<0)

() P (-0.45 <2< 2.73)
(k)P (22 0)

() P (zs-2.15)

(m) P (z £ 3.20)

(n) P(z22.17)

(0) P(z2-1.50)

(p) P(-2.20<2zx1.40)
@ P(178s25-123) - =
() P(0sz<054) |
(s) P(-237<z<0)

() P(-0.73sz<3.12)

4) En los siguientes problemas suponga que x tiene una distribucion normal
con la- media especificada y la desviacion. estandar. Encuentra las

.

prdbabilidades indicadas.



(@)P(3=x=6);,u=4;0=2
(b)P(10=x<26), u=150=4
(cyP(50<x<70);p=40;0=15
dP{F7<x=9);,u=506=12
(e)P(B8=x=12);u=15,0=3.2
(HP(40sx=47), u=50,0=15
(g) P(x230), n=20,0=3.4

(h) P(x = 120); p= 100; 0 = 15

(i) P(x290), p=100;0=15

(y P(x22);,u=3,0=025

5) Sea x una variable aleatoria sobre consumo de energia electrica. La
variable aleatoria x tendra una distribucién aproximadamente normal con
media p = 85 y desviacién estandar o = 25 ; Cudl es la probabilidad de que,

la variable se considere en ios intervalos indicados:
(a) x es mas de 607

(b) x es'menor que 1107

(c) x es menor gue 150’?

(d) x es menor que 210’?

(e) x es menor que 2207

() x es mayor que 1107

(g) x esta entre 60 y 1107

(h) x es mayor due 1407

(i) x es mayor que 997
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(j) x es mayor que 867
6) Sea x una variable aleatoria pago por consumo de energia eléctrica.

La variable aleatoria se-distribuye aproximadamente de forma normai con
media 4 = 38 soles y desviacion estandar ¢ = 12, soles ¢Cual es la
probabilidad de que' un usuario de electricidad pague en _Ios intervalos

considerados:

a) x es menor que 607 .
(b) x es mayor que 167
{c) x esta entre 16 y 607
{d) x es mas de 60 soles?

7) Garantia: Relojes Accrotime es un fabricante de"rel'ojes de cristal de
cuarzo. Los investigadores de Accrotime han demostrado que los relojes
tienen una vida promedio de 28 meses antes de que ciertos componentes
electrénicos se deterioren, haciendo que el reloj no sea . confiable. La
desviacion estandar de la vida Gtil de los relojes es de 5 meses, y la
distribucién de los tiempos de vida es normal.

(a) Si Accrotime garantiza un reembolso total de cualquier reloj defectuoso
durante 2 afios despues de la compra, g,q'uér porcentaje de-la produccion
total deberia reemplazar la empresa? '

(b) Si Accrotime no desea hacer reembolsos en mas:del 12% de los relojes
que realiza, jcuanto tiempo debe durar el periodo de garahtia (hasté el mes

mas cercano)?

8) La demanda de medidores trifasicos para uso de electricidad se aprecia
en magnitud creciente para dar proteccion a las viviéndas‘ sobre todo
porque son usadas para fébricas. En este entorno de preferencia, la
demanda media de medidores fue con el 95% de nivel de confianza
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Suponga que x tiene una distribucion de probabilidad que es

aproximadamente normal.

(a) Use el rango de datos del 95% para estimar la desviacién estandar para

la demanda de medidores trifasicos.

(b) Una demanda de medidores por debajo de 8

(c) Estime la media poblacional para un nivel de confianza del 99 %
(d) Estime la media poblacional para un nivel de confianza del 96 %
(e} Estime la media poblacional para un nivel de confianza de! 99,9 %
( f) Estime la varianza poblaéiﬁnai para un nivel de confianza del 98 %

9 La agencia de transporte cruz polar presenta accidentes menores

reportados los cuales ascienden a 6 accidentes biméstrales.

a) (‘,Cuél es la probabilidad de que por lo menos hayan dos accidentes

en un mes”?

b) ¢Cual es la probabilidad de que no hayan accidentes en un

trimestre?

c) ¢, Cudl es |a probabilidad de que.a lo mas ocurran 4 accidentes entre

febrero y marzo?

10) Un fabricante de estabilizadores, informa que en su ultimo envié de
4000 estabilizadores, 500 presentaban un defecto de produccion

Si el distribuidor vende a un nuevo diente 20 estabilizadores elegidos al

azar.
a) ¢ Cual es la probabilidad de que'ninguno tenga defectos?
b) ¢ Cual es la probabilidad de que alo mas 3 presenten defectos?

) ¢ Cual es la probabilidad de que por lo menos 3 presenten defectos?
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11 Un sistema contiene dos componentes eléctricos, C y D, conectados en
paralelo como se muestra en el diagrama Suponga que C y D funcionan cie
manera independiente. Para que el sistema funcione, deben funcionar C o
D.

a)  Sila probabilidad de que C falle es 0.08 y la probabilidad de que D
falle es 0.12, encuentre la probabilidad de que el sistema funcione.

b) Si tanto C como D tienen probabilidad p de fallar, ¢ cual debé ser el
valor de p para que la probabilidad de que el sistema funcione sea 0.99?

C) ‘Si tres componentes eétén conectados en paralelo, funcionan de
manera independiente y cada uno tiene una probabilidad p de fallar, ¢cudl
debe ser el valor de p para que la probabilidad de que el sistema funcione
sea 0.997?

d} Si los componentes funcionan independientemente y cada
componente tiene una probabilidad de fallar de 0.5, ¢cudl es el nimero
minimo de componentes que se debe conectar en paralelo para que la
prbbabilidad de que el sistema funcione sea de al menos 0.997

12) Suponga que tienen dos sistemas que poseen n y m componentes
' respectivamente, dondé la probabilidad de falla de los componentes es p,
y édemés se‘sabe que los sistemas trabajan correctamente si por lo menos
3 ‘componentes funcionan sin fallo. Si elfsistema trabaja correctamente,
¢ Cual es la probabilidad de que se haya seleccionado el sistema con m
componentes. Si es dos veces mas probable seleccionar un sistema de n
componentes a uno de m componentes?
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VI.  ANEXOS

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

[AREAS/BAJOILA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD:NORMAL ESTANDARLN(, 1]1

AY

* La densidad normal -

(x-z)*
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0 [0.01[0.02[0.037]0.04[0.05]0.06 [0.07 [0.08[0.09
10.0000.000 {0.000{0.000 [0.0000.000 [0.000[0.0000.000 | 0.000

“ 103 |03 |o3|os|o03|0s|o02|02 02l 0
70,000 [0.000{0.000 |0.000 [0.000|0.000 |0.000 |0.000{0.000{0.000

=9 105 |05 | 04 | 04 |04 |04 | 04 | 04 | 03 | 03
a8 10.000 [0.0000.000[0.000 [0.000{0.000 |0.000 [0.000]0.000{0.000
07 (07 | 07 | 06 | 06 | 06 | 06 | 05 | 05 | 05

|, 0000 0.000 [0.000 [0.0000.000 |0.000 [0.0000.000 [0.000{0.000
| 1111 ] 1 | 1 |09 |09 | 08|08 {08/ 08

g |0000 0.060,?0.000 0.000(0.000(0.000[0.060 o.'00030.000 0.000
16 [ 15 | 15 [ 14 | 14 | 13 | 13 | 12 | 12 | 11

as 0.000|0.0000.000|0.000 [0.000[0.000{0.000 [0.000{0.000 [0.000
23 122 | 2 (21 | 2 |19 |19 [ 18 { 17 | 17

o :o.oooio.oooio.ooc)fo.ooo.o.oooo.ooo o.ooO%o.oooéo.ooo 0.000
|3 13231 | 3 | 20|28 |27 |2 |25 |24

55 |0000 0.000 0,000 [0.000{0.000|0.000 o..ooo'o.ooogo.ooo 0.000
| | 48 | 47 | 45 | 43 |42 | 4 | 39 |38 | 36 | 35
|, |0000]0.000]0.000 .000]0.0000.0000.000 0,000 0.000 [0.000
69 | 66 | 64 | 62 | 6 | 58 | 56 | 54 | 52 | 5

3.4 |0-000[0.000{0.000/0.00010.0000.000 0.000 [0.0000.000 |0.000
97 | 94 { 9 |87 |84 |82 |79 | 76|74 T

5 |0:001/0.007[0.007[0.001 0.001[0.001]0.001]0.007|0.001 oo

35 131 | 26| 22 |18 | 14| 11 /07 |04 |

.o |0:001]0.001]0.001/0.00710.007{0.001 0.001]0.0010.0010.001
87 | 81 | 75 | 69 | 64 | 59 | 54 | 49 | 44 | 39

g 0.002(0.002]0.002|0.002 0.0020.002. bf‘dbi"b';boz;'o.doi' 0.001
56 | 48 | 4 |33 | 26 | 19 | 12 | 05 | 99 | 93

_2.7' 10:003(0.003[0.0030.003 [0.003{0.0020.002 dlbbé?o.bbzb.doz
47 | 36 | 26 |17 | o7 | 98 | 89 | 8 | 72 | 64
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0.004]0.004]0.004 [0.004 [0.004 [0.004 [0.0030.00310.003 [0.003
66 | 53 | 4 ! 27 115 | 02 | 91 | 79 | 68 | 57

[0.0060.006 |0.005|0.00510.0050.005 |0.005 |0.005 |0.004 |0.004
21 | 04 | 87 | 7 |54 |39 |23 |08 |94 | 8

—[0.00810.007 |0.007 |0.007 [0.007 0.007 [0.006 [0.006 |0.006 | 0.006

[0.010/0.010/0.0100.008 |0.008 [0.008 [0.0080.008{0.008 |0.008
72 |44 | 17 | 9 |64 [ 39 | 14 | 89 | 66 | 42

0.013] b’.Oié‘; 0.013(0.012]0.0120.012 6Zd1'1'j'6;'61'1' 0.011 |0.011

10.01710.017] __ 10.016/0.016]0.015]0.015 [0.01410.014
00171 10.015:
86 | 43 | 159 |18 | 78 | 39 : | 63 | 26

0.022]0.0220.021]0.021[0.020]0.020|0.019 [0.019[0.0180.018

2

75 | 22 169 | 18 | 68 1 18 | 7 | 23 | 76 | 31
| 1s 0.028(0.028[0.027 [0.026 10.026 10.025 0'025 0.02410.023[0.023
o 72 |07 | 43| 8 |19 | 59 | 42 {85 | 3

[0.03510.035]0.0340.033 [0.032 0.032]0.031 [0.030 |0.030 [0.029
93 | 15 | 38 | 62 {88 | 16 | 44 | 74 | 05 | 38

0.04410.043(0.042 0.047110.0400.040]0.039|0.038 0.037 |0.036
57 | 63 | 72 | 82 |93 |06 | 2 | 36 | 54 | 73

0.054j0.053§0.052 0.051]0.050|0.049 |0.048 |0.047|0.046 |0.045

0.06610.065)0.064 |0.063 |0.061|0.06010.059 |0.058 |0.057 |0.055

-1.5
81 52 | 26 | 011 78 | 57 | 38 | 21 { 05 | 92

[0.080|0.079]0.077[0.0760.074 [0.073]0.072|0.070 |0.069| 0.068
76 | 27 | 8 |36 | 93 |53 |15 |78 {44 | 11

-1.4

0.0960.0950.093[0.091|0.090 |0.088 [0.0860.085 |0.0830.082
8 | 1 |42 |76 |12 |51 |92 |34 |79 |26

-1.3
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0.115[0.113{0.111]0.109{0.107{0.105]0.103]0.102]0.100 [0.098

2 o7 |14 | 23 | 35 | 49 |65 |8 |04 | 27 | 53
[ 4 [0.135/0.133[0.131]0.129]0.127 [0.125 0123 ’0.119 0.117
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TABLA DE LA DISTRIBUCION t-Student

r| 075| 080 | 085 | 090 | 095 | 0975 | 0.99 | 0995 |
111.000} 1.376 | 1.963 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657
2 [0.816] 1.061| 1.386| 1.886 | 2.920| 4.303 | 6.965 | 9.925
3107651 0.978| 1.250| 1.638 | 2.353 | 3.182 | 4.541 | 5.841
410741| 0.941 | 1190 1.533 | 2132 | 2776 | 3.747 | 4.604
- 5(0.727 | 0.920| 1.156 | 1.476 | 2.015| 2571 | 3.365 | 4.032
610718 | 0.906 | 1.134 | 1.440 | 1.943 | 2447 | 3.143 | 3.707
710711| 0.896 | 1.119( 1.415) 1.895| 2.365 | 2998 | 3.499
8(0.706| 0.889| 1.108| 1.397 1 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355
910703| 0.883| 1.100| 1.383| 1.833| 2.262 | 2.821 | 3.250
1010700 | 0.879 | 1.093 | 1.372| 1.812| 2.228 | 2764 | 3.169
11|0.697 | 0.876 | 1.088 | 1.363 | 1.796 | 2.201 | 2.718 | 3.106
1210695 0.873| 1.083 | 1.356 [ 1.782 | 2.179 | 2.681 | 3.055
1310.694| 0.870| 1.079| 1.350 | 1.771| 2.160 | 2.650 | 3.012
14]0.692 | 0.868 | 1.076 | 1.345 | 1.761| 2.145 | 2.624 | 2.977
1510691 ) 0.866 | 1.074 | 1.341( 1.753 | 2.131 | 2602 | 2.947
16 |0690| 0.865| 1.071| 1.337 | 1.746 | 2120 | 2.583 | 2.921
1710689 | 0.863 | 1.069 1333 ] 1.740| 2.110 | 2.567 | 2.898
18(0.688| 0.862| 1.067 | 1.330| 1.734| 2.101 | 2,552 | 2.878
19(0.688 | 0.861| 1.066 | 1.328.) 1.729| 2.093 | 2.539 | 2.861
2010687 | 0860 1.064 | 1.3256 | 1.725( 2.086 | 2.528 | 2.845
2110686 | 0858 1.063 | 1.323 1.721| 2.080 | 2518 | 2.831
2210686 0.858| 1.061| 1.321 | 1.717 | 2.074 | 2.508 | 2.819
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23|0685| 0.858 | 1.060 | 1.319| 1.714| 2.069 | 2.500 | 2.807
24 | 0.685 0.857__.1.059 1.318 | 1.711| 2.064 | 2.492 | 2.797
2510684 | 08561 1.058| 1.316 | 1.708 | 2.060 | 2.485 | 2.787
2610684 | 0.856| 1.058 | 1.315| 1.706 | 2.056.| 2.479 | 2.779
2710.684 6.855 1057 | 1.314| 1.703 | 2.052 | 2.473 | 2.771
2810.683| 0.855| 1.056| 1.313 1 701 12.048 | 2467 | 2.763
3010683 | 0.854 | 1.055| 1.310| 1.697 | 2.042 | 2.457 | 2.750
400681 0.851| 1.050 | 1.303 | 1.684 | 2.021 | 2.423 | 2.704
60 |0.679| 0.848 | 1.046| 1.296 | 1.671| 2.000 | 2.390 | 2.660
120[0.677 | 0.845 | 1.041| 1.289 | 1.658 | 1.980 | 2.358 | 2.617
010674 0.842| 1.036 | 1.282 | 1.645 1.960 | 2.326 | 2.576
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