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RESUMEN

SOLUCION DEL PROBLEMA DIECISIETE DE HILBERT

PABLO FERNANDO NOEL FIGUEROA

Marzo, 2019
Asesor: Mg. Mario Enrique Santiago Saldafia
Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

En esta tesis se demuestra lo siguiente:

Dados (K,P) un cuerpo ordenado y R una extension real cerrado de
KtalqueRP NK =P.Sea f € K[X;,...,X,] tal que f(x) = 0,V x € R™. Entonces

f se puede escribir como f = Y5_,rif* ; , €P, f; € K(Xy,..., Xp).

Esta tesis tiene como objetivo especifico estudiar una de las soluciones del problema

diecisiete de Hilbert, el cual es:

Sea f € R[X;,...,X,] tal que f(x) =0,V x €e R® = f se puede escribir como suma

finita de cuadrados de R(X,..., X,,).

Palabras Claves: Extension, cuerpo ordenado, cuerpo real cerrado.



ABSTRACT

SOLUTION OF THE SEVENTEEN PROBLEM OF HILBERT

PABLO FERNANDO NOEL FIGUEROA

March, 2019

Adviser: Mg. Mario Enrique Santiago Saldafia

Degree Obtained:  Licentiate in Mathematics

In this thesis the following is demonstrated:

Given (K,P) an ordered body and R a closed real extension of K such that
R®NK=P. Be fE€K[X,...,X,] such that f(x)>0,VxeR™

Then f can be written as f = Y5, 7:if? ;  €P, fi € K(Xy,..., Xy).

This thesis has as its specific objective to study one of the solutions of the seventeen

problem of Hilbert, which is:

Be f € R[Xy,...,X,] such that f(x) >0,V x e R" = f can be written as a finite

sum of squares of R(Xy,..., X,,).

Key Words: Extension, ordered field, closed real field.



CAPITULO I
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1. Descripcion de la realidad problematica

La historia del problema diecisiete de Hilbert se inicia con la defensa de la tesis
doctoral de Hermann Minkowski en la Universidad de Konigsberg (en Alemania) en
1885, donde David Hilbert era un jurado en dicha defensa. Minkowski expresoé:
“Existen polinomios reales que no son negativos en todo R™ y no pueden escribirse
como suma finita de cuadrados de polinomios reales”. Hilbert en 1888 probd en un
articulo ver [7] la existencia de un polinomio real en dos variables de grado seis que
no es negativo en R? pero no es una suma finita de cuadrados de polinomios reales.
La prueba de Hilbert utilizé resultados basicos de la teoria de las curvas algebraicas.
Aparte de esto su construccion es completamente elemental. El primer ejemplo

explicito de este tipo fue dado por T. Motzkin [18] en 1967, es el polinomio:
M(X,Y) = X*Y? + X2Y* + 1 — 3X2Y?2

es un polinomio no negativo en R? pero no es una suma finita de cuadrados de

polinomios reales.

Hilbert en 1893 probd en un articulo ver [6] que todo polinomio f € R[X,Y] no
negativo en R? es una suma finita de cuadrados de R(X,Y). La prueba muestra

incluso que f es una suma de cuatro cuadrados.



Motivado por su trabajo anterior, Hilbert plante6 su famoso problema diecisiete en el

Congreso Internacional de Matematicos en Paris (1900) ver [5]:

El problema diecisiete de Hilbert. Sea f € R(X;,...,X,,) tal que f(x) = 0,Vx €
R™ donde se define f = ¢ f se puede escribir como suma finita de cuadrados de

R(Xq,..., Xp)?2.
Este problema es equivalente a:

Sea f € R[Xy,...,X,] tal que f(x) =0,Vx € R" = f se puede escribir como

suma finita de cuadrados de R(X;,...,X,)?.

Emil Artin solucion6 este problema en 1927 ver [8] y reemplazando R por un cuerpo

real cerrado arbitrario.
1.2. Formulacion del problema
Se quiere resolver la siguiente interrogante:

Dados (K,P) un cuerpo ordenado y R una extension real cerrado de
KtalqueR®NK=P. Sea f€K[X,,...,X,] tal que f(x)>0,VxeR"
(Sera posible que f se pueda escribir como f=Yi.nf’;nEP, f;€

KXy, o, Xn)?.



1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo general

Estudiar la teoria de cuerpos ordenados, cuerpos reales y cuerpos reales

cerrados.

1.3.2. Objetivo especifico

Estudiar una de las soluciones del problema diecisiete de Hilbert.
1.4. Limitantes de la investigacion

El problema diecisiete de Hilbert fue solucionado por Emil Artin en 1927 ver [8] y
utilizé la teoria Artin-Schreier de cuerpos ordenados, estudiar esta teoria es la base

para el estudio de la geometria algebraica real.



CAPITULO I
MARCO TEORICO
2.1. Antecedentes del estudio

El problema diecisiete de Hilbert fue resuelto por Emil Artin en 1927, ver [8] el
trabajo de Artin representd un gran avance. Su prueba combind dos nuevos
argumentos. El primer argumento: Una descripcion de elementos positivos de un
cuerpo en cualquier orden (cono positivo) esto se ha convertido en un tema mas
amplio conocido como el Algebra Real ver [1]. El segundo argumento: Son ciertos
“lemas de especializacion” para cuerpos reales cerrados, que evolucioné con el
tiempo en lo que ahora se conoce como el Principio de Transferencia de Tarski, que

es un resultado importante en la teoria de modelos de cuerpos reales cerrados, ver [1].

Después de la prueba de Artin, otras demostraciones que hacen uso de la ldgica han

sido obtenidas, ver [11].

En esta tesis estudiaremos la solucion del problema diecisiete de Hilbert utilizando el

primer argumento de Artin ver [1] y el teorema del homomorfismo de Lang, ver [15].



2.2. Notaciones
En esta tesis F, K, L y R son cuerpos. También consideramos:

(1) N={1,2,3,...} es el conjunto de los nimeros naturales, N, = NU{0}, Zes el
anillo de los numeros enteros; Q, R y C el cuerpo de los numeros racionales,

reales y complejos respectivamente.
(2) K@ ={a?/a € K}.
(3) 3 K@ denota al conjunto que consiste de todas la sumas finitas a?, a; €K.
(4) Sea W < K no vacio:

—W={-a/aeW}={b € K/-be W}CK

(5) Denotaremos a la caracteristica de K por: car(K).
(6) Denotamos a la clausura algebraica de K por: K.
(7) Dado a = (ay,...,a,) € (Ny)™

X% = Xfl. . .X,Of" es un monomio en Xy, ..., X,, variables.

Cuando a = (0,...,0), note que X% = 1; denotamos y definimos el grado total

(o simplemente grado) de X% por: |a| =Y, a;.

10



(8)

9)

Un polinomio f en Xj,..., X, variables, con coeficientes en el cuerpo K es una
combinacion lineal finita (con coeficientes en K) de monomios. Escribiremos
un polinomio f en la forma:

f=Zaa)_(“; a, €K, a e (Ny)"

a

donde la suma esta sobre un numero finito de n — uplas a = (a4,...,a, ). El
conjunto de todos los polinomios en Xj, ..., X, variables, con coeficientes en el
cuerpo K, es denotado por K[Xy,...,X,]. Bajo la suma y multiplicacion usual
para polinomios; K[X;,...,X,,] es un anillo conmutativo con unidad y es dominio

entero; llamado anillo de polinomios.
Denotamos al anillo de polinomios K [Xj,...,X,] por K [K ]

Asi, X es la escritura para la n — upla de variables (X3, ..., X,).

(10) Sif € K[K], entonces f =2,a,X%; a, €K, a € (Ny)" es una

combinacion lineal finita de monomios.

Ahora,

Si f # 0 denotamos y definimos el grado total (o simplemente grado) de f por:

gr(f) = max{lal/a, # 0}

el grado del polinomio cero es indefinido.

11



(11) K (K ) denota el cuerpo de las funciones racionales, es decir, el cuerpo de

fracciones del dominio entero K [K ]

(12) Para f € K[K] y x=(x1,..., xp) €EK", f(x) €K denota el resultado de

evaluar f en x.
2.3. Extensiones de cuerpos

Definicion 2.3.1. Se dice que L es una extension de K, lo cual se escribe L/K si
existe un homomorfismo inyectivo (monomorfismo) ¢: K — L(K =K )). L/K se

representa graficamente como:

L

|
K

Definicion 2.3.2. Sean L/K y S € L. Denotamos por K(S) al menor subcuerpo de L
que contiene tanto a K como S; es decir:

K(S) = ﬂ F

Fesun
subcuerpo
delL
tal que
K,SCF

Observacion 2.3.1.

(1) K(S) es una extension de K y se dice que se obtiene al adjuntar S a K.

12



(2) Si S es un conjunto finito no vacio; es decir; S = {ay,...,a,}, denotaremos a

K(S) por K(a4,...,a,).

(3) Si L/K (3 ¢: K = L monomorfismo) entonces L es un espacio vectorial sobre K,

donde:

e Adicion: Es la adicion sobre L.

e Multiplicacion por un escalar:

-t KxL -» L

(,a) — - (a,a) =a.a =aa = p(a)a

como tal; L tiene una dimension sobre K, que puede ser infinita. Esta dimension se

llama el grado de L sobre K y se denota por [L/K].

Teorema 2.3.1. Si K es una extension de F y L es una extension de K entonces

[L/F] = [L/K][K/F].

Demostracion. Ver [16], pagina 1.

Definicion 2.3.3. Una extension L de K es llamada una extension finita de K si [L/K]

es finito.

Definicion 2.3.4. Una extension L de K es llamada extension simple de K si L =

K(a), paraalgina € L.

13



Definicion 2.3.5. Sean L/K y S € L, asumamos que L = K(S). Sea w el nimero
cardinal del conjunto S y f(X,...,X,) un polinomio en n variables; donde n < w,
con coeficientes en K. Si a4,...,a, € S entonces f(ay,...,a,) € L. El conjunto de
todos esos elementos de L forman un subanillo de L que contiene tanto a K como S, y

que denotamos por K[S]; es decir:

K[S]={f(ay,....,a)/f €EK[Xy,.... Xpln<wWyay,...,a, ES}CL

Observacion 2.3.2.

(1) K|[S] es un dominio entero con unidad, que contienea Ky S.

(2) Si S es un conjunto finito no vacio; es decir; S = {ay,...,a,}, denotaremos a

K|[S] por K[ay,...,ay,]; por lo tanto:

Klay,...,a,] ={f(ay,...,a,)/f € K[Xy,...,X,]} E L

Definicion 2.3.6. Sea L una extension de K y a € L. Decimos que a es algebraico
sobre K si existe un polinomio no constante f € K[X] tal que f(a) = 0. Si a no es
algebraico sobre K, decimos que es trascendental sobre K. La extension L de K es
llamada una extension algebraica de K si cada elemento de L es algebraico sobre K.
Por otro lado, si al menos un elemento de L es trascendental sobre K, entonces L es

llamada una extension trascendental de K.

Teorema 2.3.2. Si L es una extension finita de K entonces L es una extension

algebraica de K.

14



Demostracion. Ver [16], pagina 3.

Definicion 2.3.7. Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si para todo fe K[X] de

grado mayor que uno, existe « = a(f)e K tal que f(a) = 0.

Equivalentemente, todo polinomio de grado mayor que uno en K[X] se descompone
en factores lineales en K[X]; es decir; sea f € K[X] de grado mayor que uno, entonces

existen aj,...,Qg(r) € K (se llaman raices de f, contado con multiplicidades; es

decir; puede darse el caso de que dos o mas raices sean iguales) y a € K tal que:

gr(f)
fo=a.| [or-a
i=1

Definicién 2.3.8. Sea K un cuerpo. Una clausura algebraica de K es una extension
L/K tal que:

(a) L/K es algebraica,

(b) L algebraicamente cerrado.

Teorema 2.3.3. Sea K un cuerpo. Entonces, existe y es Unica (salvo isomorfismo)

una clausura algebraica K /K.

Demostracion. Ver [9], pagina 72.

15



2.4. Cuerpos ordenados

Decimos que una relacion binaria a < b (se lee: a menor 6 igual que b) ordena

linealmente un conjunto no vacio si:

a<b,b<c = ac<c,

as<b,b<a = a=b,

a<bvVvb<a

Y a, b, c en el conjunto.

Definicion 2.4.1. Si < ordena linealmente K. Decimos que < es un ordenamiento de

K si, adicionamos:

a<b=a+c<b+ec,
0<a,0<b=0<ab

Vab,c € K.

Si < es un ordenamiento de K, llamamos al par (K, <) un cuerpo ordenado, en caso
que el ordenamiento < es sobreentendido, nos referimos a K como un cuerpo

ordenado.

16



Proposicion 2.4.1. 0 < 1.

Demostracion. Inmediata de la definicion.

Ejemplo 2.4.1. R es un cuerpo ordenado con respecto a su ordenamiento usual.

Definicion 2.4.2. Sea (K, <) un cuerpo ordenado, definimos V a, b, c € K:

(1) a = b (se lee: a mayor 6 igual que b) < b < a,

(2)a < b (selee:amenorqueb) & a<b, a+b,

(3)a > b (se lee:amayor que b) & b < a,

da<b<c © a<b, b<c,

B)as<b<c © a<b, b<c,

6)a<b<c © a<b,b<c,

(MMa<b<c © a<b,b<c.

Definicion 2.4.3. Sean (K, <) un cuerpo ordenado, a € K. Entonces:

(1) Se dice que a es positivo (negativo) si 0 < a (a < 0),

(2) Se dice que a es no negativo (no positivo) si 0 < a (a < 0)

Proposicion 2.4.2. Sea (K, <) un cuerpo ordenado, entonces:

(Da<b=a<b; VabeK,

17



2Q)a<bea<bbéba=b; Vab € K,
3)a<b 6 a=b 6 b<a ; Vab €K
Demostracion: Inmediato de la definicion.

Proposicion 2.4.3. Sea (K,<) un cuerpo ordenado, tenemos las siguientes

consecuencias:
(H0<a?;Va € K,
2)a<bhb,0<c =ac<bc; Va,b,c € K,
3)0<a<b = 0<-<-; Vab €K,
4H0<ab = os% (sib#0) ; Vab € K,
(5)0<n ; Vn €N (asi, en particular, car(K) = 0).
Demostracion.
(1)SeaaeK:
0<a Vv a<o

e 0<a

Tenemos: 0<a ,0<a = 0<a?

18



=0 —a

Tenemos: 0 < —a , 0<—a = 0<a?

2)ash = 0<b-—-a
Tenemos: 0<bhb—a , 0<c = 0<(b—a)c
= 0<bc—ac = ac < bc

B3)0<a<b=0<a,a<b

1
=0<b = 3, ck\(0)

N2
Tenemos: OS(E) y0<bb+0

1 1
=>0SE ;como;;tO

1 , 1 1
= 0 < -, andlogamente 0 <- =20<— , —#0
b a ab ab

a<b<a<b,a#b

1 <b1

= — I

aab_ ab
1<1
:_ J—
b a

19



1 1
Como - # —
b a

$1<
b a
‘0<1<1
- b a
“4)
=)

Tenemos: 0 <ab, 0 < (—)2

2

=0 b(l) =2
sa b =

=>0£% (sib #0)

(=)

a
Tenemos: 0 < - 0 < b?

=0<ab

(5) Inmediato, por induccion y definicion.
Observacion 2.4.1. Sea (K, <) un cuerpo ordenado, entonces Q € K.

Definicion 2.4.4. Sea (K, <) un cuerpo ordenado. Definimos la aplicacion llamada

valor absoluto denotada por ||, como:

20



I'l: K — K
la| _{—asia<0,

a — = .
asi0<a.

|a|: se lee valor absoluto de a.
Proposicion 2.4.4. Sea (K, <) un cuerpo ordenado, entonces:

(1) 0<|a|,Va € K,
(2) |ab| = |al|lb|; Va,b € K,
(3) |-al=lal; va € K,
4 a<lal; Va€ek,
(5) Seanr € K,0 <r,a € K:
la|<re -r<a<r
(6) Seana,r € K:

la| >2rea=rvas<s-r

@) |\/a2+b2| >lal; Vab € K
Demostracion. Inmediata de la definicion.
Definicion 2.4.5. Sea (K, <) un cuerpo ordenado. Definimos la aplicacion llamada

signo denotada por sign, como:

sign: K — {-1,0,1}
—1sia<0,
a +— sign(a)=4{0sia=0,
1si0<a.

sign(a): se lee el signo de a.

21



Proposicion 2.4.5. sign(ab) = sign(a)sign(b) ; Va,b € K.

Demostracion. Inmediata de la definicion.

Definicion 2.4.6. Sea T < K. Entonces decimos que T es un COno prepositivo de K, o

un preordenamiento de K, si:
T+TCST,T-TST,KPcT,y-1¢T.
Si, ademas,
Tu-T=K,
entonces decimos que T es un CONo positivo de K.

Proposicion 2.4.6. Sea TS K. T es un cono prepositivo de K & T+ T ,T -
T,K®D cT,yTn-T = {0}
Demostracion.
(=) Faltaria demostrar que T N —T = {0}:
e {0} €T n—T, inmediato.
e Supongamos que T N —T & {0}
=3Ix €€TN-T,x+#0

=x €T ,—xeT,x#0

Ahora:

T3 x (=x) x™H2=-1
ET €T ET

22



= —-1€T(—>—)—1¢T
=T n-T c {0}

Por lo tanto:

T n—-T = {0}

(&) Faltaria demostrar que —1 ¢ T:
Supongamos que —1 € T:
=1eTn-T={0}
=1=0(—<)1+#0

Por lo tanto:

—1€¢T

Teorema 2.4.1. Si ¥ K@ es un cono positivo de K entonces ). K @) es el inico cono

positivo.

Demostracion.

Sea P un cono positivo de K:
Afirmacién 2.4.1.P = Y K@,
Demostracion.

e Y K@ c P inmediato.

23



e XEP=x€EK=YK®@PUu-YK®
» xeEYKPD=pcYK®@
» xeE-YK@D = xeYK@cp=xe-P
=x=0

= PSYK®

WP = z K@

Proposicion 2.4.7. Sea P S K. P es un cono positivo de K < P+ P,P-P C

P,—1 ¢ Pb,yK<SPU—P ; PU—P CK esobvio.
Demostracion.

(=) Por definicion.

(&) Faltaria demostrar que K@ < P:

Seax € K@®:

=x=a’;a€ K

a € KSPU-P

=a € Poa €-P

Sa€Po—-—-ae€epP
e a€EP

=>x=a2=a.aep

24



= x € P

e —a€P
= x=a’=(-a)(—a) € P
= x € P

Lema 24.1. Si < es un ordenamiento de K, entonces el conjunto P. =

{a € K / 0 < a} es un cono positivo de K; si P es un cono positivo de K, entonces la

relacion <p definida por:

a<pb © b—aeP ; Vab €eP

es un ordenamiento de K.

Demostracion.

Afirmacion 2.4.2. P, es un cono positivo de K.
Demostracion.

e Seana,b € P.:

=abeK/0<a0<h

=b<a+b

=0<a+b

=a+b € P,

25



0<ab = ab € P,

Por lo tanto:

P.+P.,P.-P. C P,

e —1€K,-1<0 = -1¢ P,

e Seaa € K:

=0<a V a<0

" 0<a =a€ P

" a<0=>0<-a=-a€P.=a€—P,

Por lo tanto:

Por Proposicion 2.4.7:

=~ P es un cono positivo de K.

Afirmacion 2.4.3. <p es un ordenamiento de K.

26



Demostracion.

Seana,b,c € K:

e a—a=0€ P =>a<pa

= (c—-b)+(b—a) € P

=c—a

=c—a EP

= a<pcC

= b—a ,a—b€EeP
=—(a-b)

=a—b€E—-P,a—b €EP
= a—b € PN —P = {0} por Proposiciéon 2.4.6
=a—-b=0
Sa=b»h
ehbh—a€ K=PU-P

=b—a €Po b—a€-P

" b—a€P=a<pbh

0

" b—a€-P=—-(b—a)€EP=b<pa

=a-b
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=a<pb 0 b<pa

e a<pb=> b—a €P
=(b+c)—(a+c)

=a+c<pb+c

e 0<pa,0<pbesa€eP,be P=abe P=0<Zpab

~ <p es un ordenamiento de K.

En vista del Lema 2.4.1:

Con frecuencia identificaremos un ordenamiento < con su cono positivo P, y un

cono positivo P con su ordenamiento asociado <p. Si P es un cono positivo de K,

llamamos a (K, P) un cuerpo ordenado.

Lema 2.4.2. Si T es un cono prepositivo de K, y seax € K — T, entonces, T' =T —

xT = {t; — xt, /t;,t, € T} es un cono prepositivo de K.

Demostracion.

e Seana,b€e T

=a=t —xt; , b=t,—xt; ; t,t;,t,t; €T

=a+b=(t;+t,)—x{t]+t;)) €T y
ET eET

ab = (tt, + x%tity) — x (tit, + tyt5) € T’
€T €T

=T +T,T-T' T

e Seaa € K:
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=a? €T
a?=a*—x0 € T’
=K@ cT’

e Supongamos que, —1 € T':

= —-1=t, —xt, ; t;,t, €T ...(%)

Afirmacion 2.4.4. t, + 0.
Demostracion.
Supongamos que, t, = 0:
=-1=t€T
=-1€T (——)—1¢T
Por lo tanto:
t, #0
En (*):
-1 =t —xt,
=x=0+t)t;)%, €T
=x €ET(—>—)x ¢T
=-1¢T
Por lo tanto:
T' es un cono prepositivo de K.

Teorema 2.4.2. Si T es un cono prepositivo de K y sea x € K — T, entonces, existe

un cono positivo Pde K conT € P,x &€ P.
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Demostracion.

Por Lema 2.4.2 tenemos T’ = T — xT es un cono prepositivo de K.

Consideremos la familia:

& = {S un cono prepositivode K / S 2 T'}

e T eFasiF + 0.
e En & consideramos el preorden inclusion “<S” asi (§ S) es un
conjunto parcialmente ordenado (c.p.o).
Por Lema de Zorn, (&, ©) posee un elemento maximal, digamos P.
Como P € § = P es un cono prepositivo de K tal que P 2 T'.
TST—xT=T'SP=TCP.
Afirmacion 2.4.5. P es un cono positivo de K.
Demostracion.
Tenemos:
e P esun cono prepositivo de K.

e Scabe K=bePo be&P

= bEP:

= KCPU-P
= b &P:

Por Lema 2.4.2:
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= P — bP es un cono prepositivo de K tal que:

T"SPCSP—-—bP=P—-bP2T'
=P-bPEY
Ahora: P € P — bP
Pero como P es maximalen (,€) =>P=P—-bP = —-b€EP=b€E—-P
= KCcCPU-P
= P es un cono positivo de K.
Afirmacion 2.4.6. x € P.
Demostracion.
xE¢T=x+#0
ComoT"'CP=-x€EP=>x€E-P=x¢P
Por lo tanto:

3 P un cono positivode K conT € P,x & P.

Corolario 2.4.1. K tiene un cono positivo si, y sélo si, —1¢ Y K®

(es decir: ¥ K® es un cono prepositivo de K).
Demostracion. Inmediato por Teorema 2.4.1.

2.5. Cuerpos reales
Teorema 2.5.1. Las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) K tiene un ordenamiento,

(b) K tiene un cono positivo,
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(c)-1 ¢ XK®,

(d) Para cada x4,...,x, € K tal que

n

inz =x;=0Vi€e{l,...,n}

i=1

Demostracion.

(a) © (b): PorLema2.4.1.

(b) & (c¢): Por Corolario 2.4.1.

(c¢) = (d): Demostraremos por contradiccion:

Supongamos que: 3 x4,..., X, € K no todos ceros; es decir 3 i, € {1,...,n} tal que

x;, # 0, tenemos:

. Tenemos (d).
(d) = (c): Demostraremos por contradiccion:
Supongamos que: —1 € ) K @),
n n
:>—1:in2<:>12+in2:0=>1:0(—><—)1¢0
i=1 i=1

= Tenemos (¢).
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(@) = (a): (d) = (c) = (b) = ().
Definiciéon 2.5.1. Un cuerpo que satisface alguna, y por lo tanto todas las propiedades
anteriores se llama cuerpo real.
Ejemplo 2.5.1. R es un cuerpo real, ya que tiene un ordenamiento.
2.6. Resultados importantes
Recordemos que una permutacion del conjunto {1,...,n} es cualquier biyeccion:
o:{1,...,n} > {1,...,n}
Definicion 2.6.1. Sea f e K[X;,...,X,] es simétrico si para toda permutacion
ode{1,...,n}, se cumple:
f(Xoys o Xom) = FK,n, Xp)
Parai =1,...,n;lai —ésima funcidon simétrica elemental en las variables X;,..., X,

CS:

Ei(Xll""Xn): Z ijl Xh

1<j;<.<jijsn
Las funciones simétricas elementales estan relacionadas con coeficientes de
polinomios de la siguiente manera:
Lema 2.6.1. Sean Xxq,...,x, elementos de K, y f(X)=X—x1)...X —x,) =
X"+ C, X" '+ ...+C,, entonces C; = (—1)'E;(xq,...,x,); Vi€ {1,...,n}

Demostracion. Ver [2], pagina 46.
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Proposicion 2.6.1. Sea f € K[X] de grado n, y x4,...,x, son raices de f (contado

con multiplicidades) en un cuerpo algebraicamente cerrado F extension de K. Si un

polinomio g € K[X;,...,X,] es simétrico, entonces g(x,,...,x,) € K.

Demostracion. Ver [2], pagina 47.

Teorema 2.6.1 (Teorema de las Bases de Hilbert). Cada ideal I € K[X;,..., X,,]

tiene un conjunto generador finito. En otras palabras I = (g,,..., g;) para algunos

91, 9¢ € I

Demostracion. Ver [4], pagina 77.

2.7. Cuerpos reales cerrados

Definicion 2.7.1. Un cuerpo real cerrado es un cuerpo real K que no admite una

extension real algebraica no trivial.

Los cuerpos reales cerrados se caracterizan de la siguiente manera:

Teorema 2.7.1. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) K es un cuerpo real cerrado,

(b) K@ es un cono positivo de K, y cualquier f € K[X] de grado impar tiene una raiz
enK,y

(c)K #K (\/—_1) yK (\/—_1) es algebraicamente cerrado.

Demostracion.

(a) = (b):

Tenemos:

K@ .K@ ckg®@ _1¢ K@,
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Afirmacién 2.7.1. K =K@ uy -y K@,
Demostracion.
e 2 inmediato.
e a€Kk=a€KPv agK®?
= aeK®
=KCKPu-yK®
s g¢ K®
=K (\/E) es una extension algebraica de K no trivial.

Como K es real cerrado:
(2)
= -1+ 0V/a € Y K(Va)
2
= —1+0Va= XL, (x +yiva)

& ()X =1+ 3 %7 A X x5y =0

Como K es real:

y = Zl IYL
= a—(1+Zl 1x2)(21 1y1) !

o -—a=0+YXL QL yHH!
o -—a=(1+3" 1x2)( (yi)z)EZK(Z)

=a€e-YK®

=KcKPu-YyK®
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~K=K®u —Z K®

Afirmacion 2.7.2. K& = K® + K@ (entonces: K@ + K® < K@, por lo tanto

YK®@ =K@,

Demostracion.
e C inmediato.
e xEKD+K®D =x=0a2+b%; a,b €K
Ahora:
x EK=KPUu-YK®
=x € K® v x e —YKP
= x € K®
= K® 4+ K@ c g®
= x € —YK®
= —x € YK®
= —x =YL %}
S Y xf+a?+b*=0
Como K es real:
=a=0=0»b
=x=0

=x € K@
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= K® + K@ c g®

S K@ =g®@ 4 g@)

Por lo tanto:

K® es un cono positivo de K.

Afirmacién 2.7.3. Cualquier f € K[X] de grado impar tiene una raiz en K.
Demostracion. Por contradiccion:

Supongamos que: 3 f € K[X] de grado impar que no admite una raiz en K.
Sea r = gr(f):

Tenemos que:

3 f € K[X] de grado impar r > 1 que no admite una raiz en K.

= 3 f € K[X] de menor grado impar d > 1 que no admite una raiz en K.
Afirmacion 2.7.4. f es irreducible en K[X].

Demostracion. Por contradiccion:

Supongamos que: f es reducible en K[X].

=f=ff 5 ffeKIX], 1=<gr(fi).gr(f) <d

= gr(f) = gr(fy) + gr(f2)

impar
= o gr(f;) = impar o gr(f,) = impar
= f admite una raiz en K (—+«—) f no admite una raiz en K

~ f esirreducible en K[X]
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Afirmacion 2.7.5. K1X] /( £) es una extension no trivial de K.

Demostracion.

Definimos:

e . KIX]
¢: K iy
a — ¢@)=a+{f)

es un monomorfismo.

KIX] /< £) €s una extension no trivial de K.
Como KIX] /( £) es una extension K:

= K[X]/<f> es un K — espacio vectorial.
Sabemos que gr(f) = d > 1 ¢ impar.

Afirmacion 2.7.6. 4 = {1+ (f), X +{f), ..., X1+ (f)} C K[X]/<f) es una K —

base de K X1 /< £ Gsi K1X] /< £y es una extension finita de K)
Demostracion.
@pe ¥y =p=rr(nir=0 v g®<grp
« r=0
=p=01+()+0X+{(N+... 40X +(f))

o s=gr(n)<gr(f)=d

=s<d-1
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= p=a,+a X+...+a.X° +(f)
& p=ag+ a X+ +a. X5+ 00X+ 40X +(f)

o p=a 1+ +a;X+{(N+...+0XT +(f))

~ A genera K[X]/( Fy

(b) Sean Ay, ..., A4_1 € K tal que Ao(1 + (fN+ ...+, (XL +{f)) = (f)
= Aot ...+ g1 X4 =gf , g €K[X]
La tinica posibilidad para tener la igualdad es que g = 0
= Aot ...+ A4 X1 =0
SA=...=443.1=0
= A es K — linealmente independiente

Por lo tanto:

AC K[X]/<f> esuna K — base de K[X]/<f>

= K1x] /< f) esuna extension algebraica de K no trivial.

Como K es un cuerpo real cerrado:

= 14(pe ) K/

=>—1+<f>=2h§+<f> , gr(h) <d= gr(h) <d—1

(:)—1:Zhi2+gf , ge€K[X]
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=g#0 A gr(th)SZd—Z

Como K es real:

= gr (Z hf) = par

=r =gr(g) > 1 impar

Como:

—1—zh?=gf

= gr(g) <d

Tenemos:

g € K[X] de grado r donde 1 < r < d impar

Sabemos que: f € K[X] tiene menor grado impar d > 1 que no admite raiz en K.
= g admite una raiz en K.

=3Ix € K/gkx)=0

Como:

—1—Zh?=gf

= -1 € YK@® (—«) K esreal.

~ Cualquier f € K[X] de grado impar tiene una raiz en K.
(b) = (o):
Como K@ es un cono positivo K:

=-1¢ K@
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Por lo tanto:

K # K(V-1)

Afirmacion 2.7.7. Todo f € K[X] admite una raiz en K (\/—_1)

Demostracion.

Sea f € K[X] no constante, d = gr(f) = 1:

= d = 2™n; donde m es un entero no negativo y n un niimero impar (positivo).

Lo probaremos por induccion en m:

Sim = 0, el grado de f es n impar y por hipotesis admite una raiz en K.
= f admite una raizen K (\/—_1 )

Seam € Nj:

Supongamos que el resultado vale para polinomios de grado 2™n, con n impar

(Hipotesis Inductiva).
Sea f € K[X] de grado d = 2™*!n, con n impar:

Sean x4, ..., x, las raices de f (contado con multiplicidades) en la clausura

algebraica K de K; sabemos que E/ K (\/ —1).

Sea h € Z, definimos:

gn(Xe, ..., X0, X) = n[x — (X3 + X, + hX;X,)]
A<u
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Consideremos:

51 = Y(I,Z) = Xl +X2 + h'XlXZ

$y = Y3 = X1 + X5+ hX X5

$3 = Y3 = Xy + X3 + hXpX3

Y(l,d) = Xl + Xd + thXd

Y(Z,d) = Xz + Xd + hXZXd

$s = Ya—1,0) = Xg—1 + Xqg + hXy_1Xy

Tabla 2.7.1

donde:

g = (d-1d _ (2M*lp-—1)2m+1
o2 T 2

T =2mp@2mtln —1) , ny: Impar

=n1
= s =2"n; , ny:Impar
= gh(le"'le!X) = (X_fl)(X_EZ) (X_fs)

S gn(Xy, .., X0, X) = XS+ C X571+ X572+ ...+ C,
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Por Lema 2.6.1:

= Gy X = 6= CDEG 8 = (CDE Y g, g

1<j1<..<jj<s
Vie{l,..., s}
Sea ¢ una permutacion de {1,...,d}:
= Ci(Xoy - Xo@) = CD'E(Ey,..., &) = C(Xy,..., Xg)
= C;(Xy,...,Xy) € K[Xq,...,X,] es simétrica.
Por Proposicion 2.6.1:
= Ci(xq,...,x4) € K
gn(xg, oo x, X) = X5+ G, X571+ ... +C, € K[X] de grado s = 2™n, ; n,: impar
Por Hipotesis Inductiva admite una raiz x € K (\/—_1)

= gn(xy,..., xg,x) =x5+ x5 1+ ... 4C, =0

= n(x - (xl +x, + hx,lx#)) =0

A<u
= 3IA=ACh),u=uCh) € {1,...,d} tal que
Xy +x, + hxyx, € K(\/—_l)
SeaAd={1,...,d}:
Definimos la aplicacion:

— AXA
donde
—>

Y(h) = (A, pn)

Ap = max{1,...,d}, u, = max{1,...,d}

iz
h

tal que
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Xy, + Xy, + hxy,x,, € K(\/—_l)
Como Z es infinitoy A X A es finito
= 1 no es inyectiva
=3, hheZ/h+h, ph) =yYh')= (4,

- Xy + x, + hxyx, € K(\/—_l)
X+ x, + K'agx, € K(V-1)

Restando:

(h — h)xyx, € K(vV-1)
como h—h"#0
= xx, €K (\/—_1)
Asi:
XXy, X3 +x, € K(\/—_l)
Denotamos:

NHXy =T, 3+x,=5; r,seK(\/—_l)

Afirmacion 2.7.8. Todo elemento de K (\/—_1) es un cuadrado.

Demostracion.
SeazeK(\/—_l):

= z=a+bJV-1;ab €K
=3 \/m €E K

Sabemos que: |\/m| > |al
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<=>—|\/a2+b2| <a,a< |\/a2+b2|

<a+|\/az+b2| 0<—a+|\/a2+b2|

<0
2 2

Denotamos:

a + [VaZ + b?| —a + [Va? + b?|
C1= 2 EK ) C2= 2 eEK

Ahora: b#=06 b=0

e b+0

lcy| + |czl(sign(b))\/—_1 =z
k(1)

lesl + e lV=1] =2z
cK(V=1)

=~ Todo elemento de K (\/—_1) es un cuadrado.
Afirmacion 2.7.9. Todo polinomio en K (\/—_1) [X] de grado dos, tiene sus raices en
K(V=T).
Demostracion.
Seape K(\/—_l) [X] de grado dos:
=pX)=aX?*+bX+c ; ab,c EK(\/—_l) , a#0

Para encontrar sus raices, resolvemos la ecuacion:
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p(X) =0
o aX?+bX+c=0

+
4 € K(\/—_l); q>=b*—4ac, q € K(\/—_l)

(= X1,2 - Za

. Todo polinomio en K (\/—_1) [X] de grado dos, tiene sus raices en K (\/—_1)
El polinomio cuadratico cuyas raices son x; , x,, se construye de la siguiente manera:
p(X) = X? —sX +r e K(V=-1)[X]
entonces por Afirmacion 2.7.9 sus raices x; , x, € K (\/—_1)
= f admite una raiz en K (\/—_1)
~ Todo f € K[X] admite una raiz en K (\/—_1)
Sean f € K (\/—_1) [X], f es el polinomio obtenido por remplazar los coeficientes de f
por sus conjugadas:
= ff € K[X]
Por la Afirmacion 2.7.7 f ]_‘ admite una raiz x en K (\/—_1)
=ff)=0=f)=0V f()=0=f)=0V f()=0
= f admite una raiz en K (\/—_1)
~ K (\/—_1) es algebraicamente cerrado.
(c) = (a):
Afirmacién 2.7.10. K@ + K@ = k@

Demostracion.
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Sean a,b € K:

Por hipotesis tenemos:

a+bv/-1= (x+y\/—_1)2 ; X,y EK

=a=x*—y*, b=2xy; yaquevV-1¢K

Asi que:

a?+b% = x* — 2x%y% + y* + 4x?y? = (x* + y»)? € K@
AK@ 4 k@ = k@

=YK@ =g®

Por hipdtesis tenemos:

—-1¢K®

=-1¢YK®

= K es real

Afirmacion 2.7.11. La unica extension algebraica no trivial de K es K (\/—_1)

Demostracion.

Sea L una extension algebraica no trivial de K, entonces:

- k()

L
|

L
|

K

Por Teorema 2.3.1 tenemos:
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= [K(V-1)/K] = [L/K]I[K(V-1)/L]

= [L/K]=1 v [K(V-1)/L]=1
=K=L v L=K({-1)
Como L es una extension no trivial entonces:
L= K(\/—_l) no real

=~ K es real cerrado
Observacién 2.7.1. Si K es un cuerpo real cerrado entonces K ® es un cono positivo
de K y es unico.
Ejemplo 2.7.1. R es un cuerpo real cerrado.
2.8. Clausura real de un cuerpo ordenado
Definicion 2.8.1 (Extensiones de ordenamientos). Sea L/K. Si <;, <, son
ordenamientos de K y L respectivamente. Decimos que <, extiende a <; si
VaeK/0<, a<= 0<, a;y seescribe K- L. Esto es equivalente a P, N K =
P;, donde P; es el cono positivo correspondiente a <; .
Definicion 2.8.2. Una extension algebraica R de un cuerpo ordenado (F,P) es
llamada una clausura real de F si R es real cerrado y su tinico ordenamiento extiende
al ordenamiento de F.
Teorema 2.8.1. Cada cuerpo ordenando (F, P) tiene una clausura real.
Demostracion.

Consideremos la familia:
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E= {(K, Q) cuerpo ordenado/F < K y K subcuerpo de f}
Tenemos:
FEEasiE+0Q
Vemos que todo elemento de E es una extension algebraica de F.
La familia E es un conjunto parcialmente ordenado (c.p. o) por la relacion (K, Q) <
(K', Q") definida por K subcuerpode K' y K < K'.
Por el Lema de Zorn, (E, <) posee un elemento maximal, digamos (R, P").
Sabemos R es una extension algebraica de F.
Afirmacion 2.8.1. Todo elemento positivo de (R, P’) es un cuadrado.
Demostracion.
Sea a € R positivo:
Tenemos:
a¢R® v aeR®
Supongamos que: a & R®
= R # R(+/a)
Definimos:

P = {2?21 bi(c; + dix/a)z/n €EN; c;,d; ERyb; €P } < R(va) subcuerpo de F.

Afirmacion 2.8.2. P” es un cono prepositivo de R(\/E).

Demostracion.

° PII + PII’PII . P”,R(\/E)(Z) c PII
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e Supongamos que: —1 + 0+/a € P”

n
(:)—1+0\/E=Zbl(cl+dl\/6)2/nEN, Ci,diERYbiEPI
i=1

n
= -1= Z bi(c} +d?a) enR
i=1

>0
= -120(—>«) —1<0
= -1+ 0VagP”
~ P"" es un cono prepositivo de R(\/E).

Por Teorema 2.4.2:
3 Q un cono positivo de R(\/E) con P" C Q.
PCP cP'cQ=Pc(Q, PPcQ
QNF=QNn(PU-P)=@Q@nNnP)u(@n—-P)=PU{0}="P
=0QNF=P
= () extiende a P
Analogamente:
Q NR =P’ = (Q extiende a P’
Tenemos:
(R (\/E), Q) cuerpo ordenado tal que F < R(\/E) y R(\/E) subcuerpo de F
= (R(Va),Q) € E
y (R, P") < (R(Va),Q).
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Por la maximalidad de R:
R = R(Va) (—m<—)R # R(Va)
= a € R®
~ Todo elemento positivo de (R, P") es un cuadrado.
Afirmacion 2.8.3. R es real cerrado.
Demostracion. Por contradiccion
Supongamos que: R no es real cerrado
= R admite una extension algebraica real no trivial L.

Ademas:

Il
|

™ — b~ —

Sea Q' un cono positivo de L:

PSP cQ =Q'NR=P,Q'NR="P

= Q' extiende a P’ y Q' extiende a P

= (L, Q") cuerpo ordenado/F < Ly L subcuerpo de F
= (L,Q")EE

Tenemos:

(R,P") <(L,Q")

Por maximalidad de R:

R=L(—><—)R=+L
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~ R es real cerrado
Por lo tanto:
R es una clausura real de (F, P).
Proposicion 2.8.1. Sea (F, P) un cuerpo ordenado, R una clausura real de (F,P), y
R', una extension real cerrada de F cuyo ordenamiento extiende al de F. Entonces
existe un inico homomorfismo de F — algebras ¢: R — R'.
Demostracion. Ver [3], pagina 16.
Observacion 2.8.1. De la proposicion anterior notamos que R < R'.
Teorema 2.8.2. Si R y R’ son dos clausuras reales del cuerpo ordenado (F,P),
entonces existe un Gnico isomorfismo de F — algebras ¢: R — R'.
Demostracion. Inmediato por la Proposicion 2.8.1.
Por abuso del lenguaje hablaremos, de ahora en adelante, de la clausura real de un
cuerpo ordenado.
2.9. Teorema de Tarski-Seidenberg (Version Basica)
Teorema 2.9.1 (Teorema de Tarski-Seidenberg (Version Basica)). Dado un
sistema de ecuaciones e inecuaciones polindmicas S (I X ) en m +n variables
Ti,...., Ty, Xq,..., X, con coeficiente en Q, entonces, existe un numero finito de
sistemas de ecuaciones e inecuaciones polindmicas S; (Z), Y (Z) con coeficientes
en Q tal que, para cada cuerpo real cerrado R y cada t € R™, el sistema S (t X )
tiene una solucion x € R™ < t es solucion de algin S; (Z)

Demostracion. Ver [14], pagina 161.
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Ejemplo 2.9.1. Determine los Si(I) en el caso m =3, n=1 donde el sistema
S (L X ) consiste de una sola ecuacion T; X% + T,X + T; = 0.

Solucion.

Sean R un cuerpo real cerrado y t = (ty, t,, t3) € R3:
t,X2 + t,X + t3 = 0 tiene una soluciéon x € R

St #0, t2—-44t; =0

Tenemos el sistema:

3 T, # 0,
5i (1) = {TZZ — 4T, T; > 0.

Vemos que cumple el Teorema de Tarski-Seidenberg (Version Basica).

2.10. Principio de Trasferencia de Tarski

En esta seccion aplicaremos el Teorema de Tarski-Seidenberg (Version Basica), para
establecer dos versiones del Principio de Transferencia de Tarski.

Teorema 2.10.1 (Principio de Transferencia de Tarski). Dados un sistema de
ecuaciones € inecuaciones polindmicas S (Z,K ) en m+n variables
Ty, T, Xq,..., X, con coeficiente en Q, (K,P) un cuerpo ordenado, R; y R,
extensiones reales cerrados de K tal que K @ Ry, K © R, y t € K™. Entonces el
sistema S(t, X) tiene una solucién x € R} <> este tiene una solucién x € RY.

Demostracion.
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Por el Teorema de Tarski-Seidenberg (Version Basica): 3, Sl(z),...,Sl(Z) con
coeficiente en Q.

S (t, X ) tiene una soluciéon x € R}

te K™ cRM

& t es solucion de algin S; (I)

te K™ C R}

1= S(t, K) tiene una solucion x € R}

Teorema 2.10.2 (Principio de Transferencia de Tarski). Dados (K, P) un cuerpo
ordenado, R; y R, extensiones reales cerrados de K tal que K © Ry, K © R,.

Entonces un sistema de ecuaciones e inecuaciones polindmicas de la forma:

If fi (K) >; 0
50 =1
fk(K). >, 0
donde ©; € {=,>,=,+#}y cada f; es un polinomio en n variables con coeficientes en
K, tiene solucion x € R} < este tiene una solucion x € RY.

Demostracion.

fi(X) = ) agx®
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Sean tq,...,t,, los coeficientes de los polinomios f,..., fx, listados de menor a
mayor; sustituyendo los coeficientes ty, ..., t,, por las variables T}, ..., T,, produce un
sistema S'(T , X).

t=(ty,...,t) €EK™, entonces,S’(t,K) = S()_()

S(X) tiene una solucion x € R}

1= S’(t ,K) tiene una solucioén x € R}

Aplicando el Teorema 2.10.1:

= S’(t ,)_() tiene una solucion x € RY

& S(X) tiene una solucién x € R}

2.11. Teorema de Homomorfismo de Lang

Teorema 2.11.1 (Teorema de Homomorfismo de Lang). Dados (K, P) un cuerpo

ordenado con clausura real R, D un dominio entero que es una K — algebra

finitamente generada y que el ordenamiento P se extiende a un ordenamiento en el
cuerpo de cocientes de D. Entonces:

(a) Existe un homomorfismo de K — algebras ¢: D — R,

(b) En términos mas generales: Si a,,...,a,, € D son positivos en este orden
extendido entonces existe un homomorfismo de K — algebras ¢:D — R tal
que ¢(a;) >0, i=1,...,m.

Demostracion.

(a):
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Sean F el cuerpo de cocientes de D, Q la extension de P a F' 'y R, es la clausura real
del cuerpo ordenado (F, Q).

Puesto que D es un dominio entero que es una K — algebra finitamente generada,
entonces existe ¢: K[X;,...,X,] — D un epimorfismo de K — algebras.

Por lo tanto:

KiXy-Xal _ ; donde p = Ker(p) S K[Xy,...,X,]

Por Teorema 2.6.1 (Teorema de las Bases de Hilbert), p es finitamente generado; es

decir:
p=(91,.-.95); 9i €EP
Tenemos:
Kc KiXy,-.., Xn =DCFCR,
p
Asi que:

(K, P) un cuerpo ordenado, R y R; extensiones reales cerrados de K tal que K © R,
K < R;. Dado el sistema de ecuaciones de la forma:
(9:(X) =0
s =4
| .
Lgs(x) = 0
cada g; € K[Xy,...,X,].

Afirmaciéon 2.11.1. x = (X; +p, ..., X, +p) € R} es una solucion del sistema

S(x).
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Demostracion.

5@ = ) agxc

ai

= gi(X) = ) ag X% +p

a;
= gi(x) = gi(X) +p
& gi(x) =0
. x € R es una solucion del sistema S(K).
Entonces, por el Teorema 2.10.2 (Principio de Transferencia de Tarski):

S(K) tiene una solucion r = (ry,...,1,) € R™.

Como D es una K —algebras finitamente generada, entonces D =

K[dy,...,d,] ; d;eD.

Definimos:
$: D - R dond
. . . ; donde
Zai aai Qal = ¢(Zai aai Qal) = Zai aai tal ’
aq. An. aq. An .
;= (ay,....a,,) eNQ", ag, €K ; d¥=d, "...d,", r%=r "t 5"

es un homomorfismo de K — algebras
(b):
Tenemos: a; > 0, \/Z ER;i=1,...,m.
Sabemos que:
D =K|[d,,...,d,] , d; €D.

Definimos:
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1

r=plX 2 |= L X
I K [ PR

C R; es un dominio entero

que es una K — algebra finitamente generada.

Sea F' el cuerpo de cocientes de D':

=RPNFcrR®PnF
=Q

Sea Riz) N F'" un ordenamiento de F':

PcQcR®PnF=pPcRPnF

Es decir: Riz) N F' extiende a P

Aplicando (a), obtenemos un homomorfismo de K — adlgebras ¢: D' — R.
Asi:

Jai=a=en'y ¢(Ja)p () = ) = 1

— p(yar) # 0

¢:D — R esun homomorfismo de K — algebras

pa) =9 (Va ) =¢(Ja) >0

Por lo tanto:

3 ¢: D — R un homomorfismo de K — algebras tal que ¢(a;) >0,i=1,...,m.
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CAPITULO 111

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Variables de la investigacion

Son los polinomios f € K [& ] donde K es un cuerpo ordenado.

3.2. Operacionalizacion de las variables

Variables Dimensiones Indicadores
f € K[X] donde K es| f € K[X] donde K es un|Mediante la teoria de
un cuerpo ordenado. cuerpo ordenado tal que | CUCTPOS ordenados, f €
f(x) =0, Vx € R" (R/K). K[X] donde K es un

cuerpo ordenado tal que
f(x) =0, Vvx € R™" (R/K)
podra expresarse como
suma finita de cuadrados

de K(X).

3.3. Hipotesis general e hipotesis especifica

3.3.1. Hipotesis general

El problema diecisiete de Hilbert tiene solucion positiva.
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3.3.2. Hipotesis especifica

Usando el Teorema del Homomorfismo de Lang podemos dar solucion al

problema diecisiete de Hilbert.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

4.1. Tipo y diseiio de la investigacion

4.1.1. Tipo de investigacion

La investigacion es de tipo cientifico-tedrico y la metodologia es de tipo

inductivo-deductivo.

4.1.2. Diseiio de la investigacion

El procedimiento para la demostracion de los resultados es el siguiente:

M

)
3)

“

)

Se comienza estudiando la teoria de cuerpos ordenados y cuerpos
reales cerrados.

Presentamos el Teorema de Tarski-Seidenberg (version basica).
Utilizando el Teorema de Tarski-Seidenberg (version basica),
demostramos el Principio de Transferencia de Tarski.

Teniendo el Principio de Transferencia de Tarski demostramos el
Teorema de homomorfismo de Lang.

Finalmente obtenemos la solucion del problema diecisiete de Hilbert

utilizando el Teorema de Homomorfismo de Lang.
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4.2. Poblacion y muestra

Nuestra poblacion son los cuerpos ordenados y nuestra muestra son los cuerpos

reales cerrados.

4.3. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Para la realizacion de la tesis se ha revisado bibliografia especializada y articulos

en internet.

4.4: Plan de analisis estadistico de datos

Por ser nuestra tesis netamente abstracto, no se necesitd procedimientos de

recoleccion de datos.
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CAPITULO V
RESULTADOS
5.1. Solucion del problema diecisiete de Hilbert

Teorema 5.1.1 (El problema diecisiete de Hilbert de Artin). Sean (K, P) un cuerpo
ordenado y R una extension real cerrado de (K,P)talque R® NK =P . Sea f €

K[K] tal que f(x) =0,Vx € R™ Entonces f se puede escribir como f =

Y5 7if? paraalgunos fi,...,f; € K(K) ; Ty,...,7 €P.
Demostracion:
Denotamos:
T={Y_.nf?/seN,fie K(X)yr; € P} € K(X) no vacio
=T+T,7-TcTyk(x)? cT.
Afirmacion 5.1.1. -1 ¢ T
Demostracion. Por contradiccion

Supongamos que: =1 € T

. q?
—1/1 =i (r‘gl/hz);s eEN,r, €P,g;,h; € K[)_(] conh; #0=[[;_;h; # 0es
4

decir: 3x; € K™ /[[{21 h; (x1) # 0.
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2

i1t [gi <H§=1 hj)]

JE

1/ _
=== (T2, hy)?

2

& Yi-ati +([li=1h)?* =0

i (H§=1 hj>
JES

Evaluando en x4 :

=

S
T

=1 Jj=

Jj#i

N —|2 s 2
g | | 1@ ! +(Hhi(x1)) ~0
=1 i=1
|

K SR, R®NK =P entoncesr; = a?, a; € R:

[ ]

2
S S 2
a;gi(x) (1_[ h; (xl)w | + (1_[ hi(x1)> =0
i=1 [ \1}2 /J i=1

Como R es real, tenemos:

S hi(x1) = 0(—«) S hi(x,) # 0
] ]

~—1€¢T

N

=

Por lo tanto:
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T es un cono prepositivo de K (K )

Si f € T entonces, por Teorema 2.4.2, existe un cono positivo Q de K ({ ) conT <

Q,f ¢Q.
Claramente P € Q asi que Q N K = P, es decir, Q extiende a P.

Tenemos:

(K, P) un cuerpo ordenado, sea R’ la clausura real de (K,P), K [K] es un dominio
entero que es una K — algebra finitamente generada y que el ordenamiento P se

extiende a Q en K(K), ademas —f € Q (—f > 0).

Aplicando el Teorema de Homomorfismo de Lang, Teorema 2.11.1 parte (b)

tenemos:

d¢: K[K] — R’ € R un homomorfismo de K — algebras tal que ¢(f) < 0.
Tomando:

a,=¢pX,)ER; i=1,...,n

Vemos que:

P =9Beaek) = Toaf® = Tatel’ =flar )
&Wzg) a=(ay,..an)

<0(_)(_)f(a1!"'lan) =0
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=feT

o f =5 rif? paraalgunos fy,..., f; € K(X) ; 7,...,75 €P.
Observacion 5.1.1. Del Teorema anterior, f € K[K] - R[K] (K(K) c R(K)) se
puede escribir como f = Y5, 1if* = Xi_,(s:f;)? para algunos fi,...,f; € K(X)

R()_() ; =57, s;€ER ; es decir: f se puede escribir como suma finita de

cuadrados de R (K )

Corolario 5.1.1 (El problema diecisiete de Hilbert). Todo f € R[K], si f=0

sobre R" = f se puede escribir como suma finita de cuadrados de ]R{(K )

Demostracion.

Tenemos:
(]R, ]R{(z)) un cuerpo ordenado y R una extension real cerrado de (R, ]R{(z)) tal que
R@NR=R®P. Seafe R[X], f =0 sobre R", entonces:

Por Teorema 5.1.1 y Observacion 5.1.1, tenemos:

=~ f se puede escribir como suma finita de cuadrados de ]R(K )
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CAPITULO VI

DISCUSION DE RESULTADOS

También podemos tener la solucion del problema diecisiete de Hilbert sin utilizar
el teorema de homomorfismo de Lang, so6lo utilizando el principio de
transferencia de Tarski con los argumentos de la Teoria de Modelos ver [1],
pagina 36.

Tenemos entonces el resultado, segtn el cual, f € R(Xy,...,X,) tal que f(x) =
0,V x € R™ donde se define f es suma de un numero finito m de cuadrados de
elementos de R(X3, ..., X,); este m = m(n, f) depende de f y de n. (Es posible
encontrar una cota superior de los m(n, f)?. Albrecht Pfister en 1965 contesto

esta pregunta y demostrdé que m(n, f) < 2" ver [1], pagina 69.
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES

(1) El cuerpo de los nimeros reales (R) es un cuerpo real cerrado.

(2) El Principio de Transferencia de Tarski se puede demostrar usando Teorema de
Tarski-Seidenberg (Version Bésica).

(3) EI Problema diecisiete de Hilbert se puede solucionar utilizando el Teorema de

Homomorfismo de Lang.
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CAPITULO VIII

RECOMENDACIONES

(1) En esta tesis usamos mucho la teoria de cuerpos, para este tema los libros que
recomiendo son [13] y [16], por lo cual es recomendable su lectura para el mejor
entendimiento de la tesis.

(2) Para un estudio mas amplio de la teoria de cuerpos ordenados, cuerpos reales y

cuerpos reales cerrados recomiendo los libros [1], [2] y [3].
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