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PROLOGO

El presente texto desarrollado tiene como propdsito servir de base y de
complemento para un Curso de Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales
para los alumnos que lo cursan en una Facultad de Ciencias e Ingenieria, y
como material didactico para los profesores de este curso.

Gran parte del contenido de este “TEXTO: INTRODUCCION A LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES”
esta basado en las notas de clase del curso: Introduccion a las Ecuaciones
Diferenciales, dictado por la autora en la Facultad de Ciencias Naturales y
Matematica de la Universidad Nacional del Callao, en la Escuela Profesional de
Fisica, durante los afios del 2005 al 2011.

Esperamos que al concluir la lectura del Texto, el interesado haya adquirido los
conocimientos necesarios para poder abordar tépicos més avanzados sobre la
Teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Ecuaciones diferenciales
Parciales y Analisis Numérico. Asi como también poder solucionar problemas
reales de acuerdo a la disciplina en la qLIe se encuentre inmerso, tales como:
Ciencias Fisicas, Ingenieria, Biologia, Estadistica, Economia, entre otros.

Deseo que este Libro logre su propoésito, facilitando el proceso de ensefianza —
aprendizaje de los alumnos segun los objetivos y contenidos del curso, asi

como también sera de apoyo a los profesores.

La autora: Sofia Irena Duran Quifiones



INTRODUCCION

En este trabajo de Investigacion se ha elaborado el “TEXTO: INTRODUCCION
A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES Y ALGUNAS DE SuUs
APLICACIONES” para estudiantes de segundo y tercer afio de Ciencias e
Ingenieria de las universidades del pais, especialmente para los alumnos de la
Escuela Profesional de Fisica y Matematica de la Facutlad de Ciencias
Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao, con el propdsito
de lograr una buena comprension de las Ecuaciones Diferenciales en su parte
introductoria, en base a mi experiencia como docente del curso se ha tratado
de exponer los temas de manera didactica para asi lograr un mejor
entendimiento de los mismos.

El desarrollo del presente Texto se ha dividido en seis Capitulos siguiendo el
orden del Silabo de la Asignatura Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales
del Tercer ciclo de la Escuela Profesional de Fisica de la Facuitad de Ciencias
Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao.

En el Capitulo I, se han tratado los conceptos béasicos de las ecuaciones
diferenciales, se han estudiado las ecuaciones diferenciales de primer orden y
los tipos y métodos de solucion.

El Capitulo Il, estd dedicado al estudio de las Ecuaciones Diferenciales
Lineales de orden superior, los métodos de solucion: Coeficientes
Indeterminados y Variacion de Parametros. Estudiamos la Ecuacién de

Cauchy-Euler, los Sistemas Lineales y algunas aplicaciones.

En el Capitulo lll, desarrollamos los conceptos basicos de la Transformada de
Laplace y su inversa. Las propiedades de trasiacién. La funcién Delta de Dirak

@

y sus aplicaciones.



El Capitulo IV lo dedicamos al estudio de las soluciones de Ecuaciones

. . . i . .
Diferenciales Lineales mediante Series de Potencias, damos los conceptos

fundamentales y se desarrolla las soluciones en torno a puntos -ordinarios y

singulares.

En el Capitulo V damos inicio al estudic de las Series de Fourier, y las Series

de Fourier de funciones pares e impares.

Finalmente, en el Capitulo VI se hace una introduccién a las Ecuaciones
Diferenciales Parciales. Se estudia el Método de Séparacién de Variables y las
tres ecuaciones basicas: Ecuacion de Calor, Ecuacion de Onda y Ecuacion de
Laplace.

En cada Capitulo se desarrollan variados ejemplos de aplicaciones de los
diferentes métodos de solucidn para cada uno de los temas y para cada tipo de
ecuacion diferencial.



| CAPITULO I
ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

1.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES
1.1.1 Definiciéon. Una ecuacién diferencial es aquella ecuacién que

contiene derivadas o diferenciales.

1.1.2 Definicién. El orden de una ecuacion dhrerencial es el orden de la
derivada de mayor orden que aparece en la ecua;cic')n.
1. 1.3 Definicién. El grado de una ecuacion dife'rencial es la potencia de la

derivada de mayor orden que aparece en la expresion.

Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales:
Las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse segun su tipo, orden o

grado.

a) Segun el tipo
» Ecuaciones diferenciales ordinarias. La ecuacion diferencial contiene
derivadas de una o mas variables dependientes respecto a una sola
variable independiente. |

» Ecuaciones diferenciales parciales. La equacién diferencial contiene

derivadas parciales de una o mas variables dependientes con
respecto a dos o mas variables independientes.
b) Segtn el orden
» Ecuaciones diferenciales de primer orden. Es cuando la ecuacion

diferencial contiene derivadas de primer orden.
> Ecuaciones diferenciales de segundo orden. Se trata de ecuaciones

que contienen derivadas hasta el orden n.
. |
c) Segun el grado
» Ecuaciones diferenciales lineales. Ecuaciones diferenciales que@
satisfacen las condiciones siguientes:
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e La variable dependiente y todais sus derivadas son de
primer orden.

o Cada coeficiente de la variable dependiente y sus
derivadas dependen solo de la variable independiente.

» Ecuaciones diferenciales no lineales. Aquellas ecuaciones

diferenciales que no satisfacen las condiciones de las Ecuaciones
Lineales.

Ejemplo 1
dy  dy

. v 2 2 2 . . .
La ecuacidon x Ex7+ xa+(x -y )y:O es [una ecuacion diferencial

ordinaria de segundo orden, lineal de primer orden.

Ejemplo 2
&

&
La ecuacion yggmf ?&‘ng es una ecuacion diferencial parcial de

segundo orden no lineal. Una ecuacion diferencial lineal ordinaria de
orden n se puede expresar en la forma siguiente:

F (x,y,y',y", e, y")=0

donde y=y(x).

1.1.4 Definicion. Una solucién de una ecuacion diferencial es una
funcion que satisface la ecuacién diferencial en un determinado intervalo
de R.

1.1.5 Definicién. Solucidon general de una ecuacion diferencial es la
funcion que satisface a la ecuacion y que contiene uno o mas
constantes arbitrarias.

1.1.6 Definicién. Solucion particular de una ecuacion diferencial es la
funcion que satisface la ecuacidon y que se obtiene de la solucién

. : |
general para valores especificos de las constantes. @

9



1.1.7 Definicién. Solucidon singular-de una ecuacién diferencial es la
funcion que satisface la ecuaciéon y que no se obtiene de la solucién

general para ningun valor de las constantes.

L.a gréfica de la solucién de una ecuacién diferencial es llamada curva

solucion.

Si y=¢(x) es solucidén de una ecuacién diferencial ordinaria en algun
intervalo I, entonces y=¢(x) es llamado solucién explicita.
Si E(x,y) =0 define una o mas soluciones explicitas es un intervalo /

para una ecuacion diferencial se dice que E{(x,y)=0 es una solucién

implicita.

1.1.8 Definicidn. Un problema con valores iniciales es una ecuacién
diferencial junto con una o mas condiciones iniciales.
Un problema con valor inicial para una ecuacion diferencial lineal de

primer orden es:

F(x,y,y")=0

o= {y(x0)=y0

1.1.9 Teorema. Dado el PVI(*), si las funciones fy% son continuas

en algin rectangulo abierto R=(a,b)x{c,d) que contiene al punto
(xo, yo), entonces existe una Unica funcidén ¢ que satisface el PI7 en

algun intervalo abierto que contenga a X,.

Ejemplo 3

_y(y+D)
y(x)=—2— es solucién dnica del PVI x
x-2 y(l):—2

10



~y(y+1)

En efecto, las funciones f(x.y)= y %(x,y)=—2y—l son

continuas en todo rectangulo abierto que contiene el punto (1,—2); luego
el Teorema garantiza la existencia de la soluciébn Unica del PV,

derivando qo(x) y reemplazando en la ecuacidén vemos que la satisface y

ademas ¢(1)=-2.

1.2 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN
Una ecuacidn diferencial ordinaria de primer orden es de la forma:

F(x,y,')=0, la cual puede escribirse como

M(x,y) dx + N(x,y)dy=0
Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden se clasifican en:

Ecuaciones de Variables separables.
Ecuaciones diferenciales homogéneas.

»
»>
» Ecuaciones diferenciales exactas.
> Ecuaciones diferenciales lineales.
>

Ecuaciones diferenciales no lineales.

1.3 ECUACIONES DIFERENCIALES DE VARIABLES SEPARABLES
1.3.1 Definicién. Una ecuacion diferencial es de variables separables

cuando puede llevarse a la forma M(x)dx + N(y)dy=0, donde My N

son funciones que solo dependen de ..

1.3.2. Método de solucién. Integracion directa de cada sumando:

I M(x)dx +I N(y)dv=C; C=cte.

Ejemplo 1

Resolver y'=¢"™”

Solucién. Separado las variables se tiene: y'=¢"¢™

d
——_}%=e"a’x; lwego e"dx—~e’dy =0
e

11



Integrando cada sumando: e"—¢’ =C

Es la solucidén general de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 2

cos? x

y

Resolver y'=

Solucion. Separando variables: cos” xdx —ydy =0
Integrando cada sumando: j cos® xdx —J' ydy =C

= ? =x+%sen 2x + C €s la solucidn general

Ejemplo 3
Resolver: (x2 +2x—1)dy ~(xy+y+x+1)dx =0

Solucién. Separando variables:
(x2+2x—1)dy ~(x(y+1) +(y+1))dx =0

(x2+2x—1)dy —(x+1)(y+1)dx =0

dy _(x+lax
y+l o (x+1)

Integrando con respecto a cada variable se tiene:

Iny - 1n(x+})2 =InC, entonces: In b4 5| =InC
(x+1)

= y=C (x+1)2 es la solucién de la ecuacién diferencial dada.

Ejemplo 4

Resolver. X' —y=x¢"

Solucién: La ecuacion es equivalente a xdy~ydx =x" e dx
Haciendo y=ux . dy =udx + xdu

Luego:  x(udx + xdu)—uxdx = x’e’dx

Agrupando y separando variables: du =¢” dx

Integrado se tiene: wu=e"+C

12



Como »=2, se tiene que y=x¢"+Cx es la solucidn general de la
X

ecuacion dada.

1.3.3 Ecuaciones Diferenciales Reducibles a Variables Separables

Tiene la forma: y'= f(ax+ by +¢), a,b,ceR; a#0, b#0 ; haciendo

u-—-a

b

u=ax+by+c o> u'=a+by’' > y'=

u'-a
b

Reemplazando en la ecuacion dada, resuita: = f (), la cual es

equivalente a: —adx =0 que es de variables separabies.

du
bf(u)
Ejemplo 1

Resolver: y'=(x+y+1)

Solucién
¥ =x+y+l S>u'=l+y' >y =u'-1

du

u?+1

2 .
u'-1=u" lacual es equivalente a —dx=0

Integrando se obtiene:  arcigu —x=C

= La solucién de la ecuacion diferencial es: arcig({x+y+1)-x)=C

Ejemplo 2

Resolver: y'=
2x+y

Solucion

u=2x+y o>u'=2+y'— y' =u'-2

1 : du 1{ du
Luego: u'-2 =—, lo cual es equivalentea — — - =

u 2 2\1+2u
Integrando: % _ 1y, (1+2u)=x
2 4

13



Ejemplo 3

Resolver: y'= . 2x +y

Solucién

u=2x+y - u'=2+y' - y'=u'-2

Luego: u'-2= \/z—t la cual es equivalente a: du =dx
Ju+2

integrando hacemos

z=\/;+2 - \/Zzz-uz - dzz_cf?i,

Nu

2Q0z-2)&
(-2) =, asi 2dz -2 — dx =0
zZ

z

Entonces:
entonces 2z-4In(z) -x =C;
luego 2(u +2)-41n(Vu + 2)-x=C

= 2(J2xr+y+2)-4In(\2x +y+2)-x =C es la solucion general de la

ecuacion diferencial.

1.4 ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

1.4.1 Definicién. Una ecuacion diferencial de primer orden
M(x)dx + N(y)dv=0 se dice homogénea cuando My N son funciones
homogéneas del mismo grado r <k, es decir, cuando

M(tx,ty)=t" M(x,y) y N(x,0)" N(x,y),Ve>0

Ejemplo 1

F(xy)=xy e’ es homogénea de grado 3, puesto que f(mx,1) =(tx)2 t,

-l ks

y e =t3[x2ye%J=t3f(x,y)

1.4.2 Método de Solucién
Mediante sustituciones algebraicas adecuadas, las ecuaciones
diferenciales homogéneas se transforman en ecuaciones de variables @

14



separables, la mas utilizada es hacer y=ux 6 x=yv. De manera que

dy=udx + xdu ¢ dx=vdy+ydv. Luego se debe reemplazar en la

ecuacién y separar las variables.

Ejemplo 1
Resolver el PVIx'y'=y" +xp; y(1)=I

Solucion

La ecuacion es equivalente a x?dy = (y2 +xy)dx, la cual es homogénea

de grado 2. Haciendo y=ux ; dy =udx + xdu , lUego

xz(udx +xdu) = (112352 +ux2)dx

Agrupando y separando variables: d_’j _ &
U X
X
Integrandc: —=-lnx+C
y

Tomando antilogaritmo e = ¢
X

Para y(1)=1, se tiene:e = C

X

= xe’ = ¢ es solucion del PVI

1.4.3 Ecuaciones Diferenciales Reducibles a Homogéneas
Tienen la forma: (Ax + By+C )dx +(4,x + B,y+C,)dy=0

Método de Solucién

. B

a) Si A=l:j; Bl:|'—'Ale - A,B, %0,
2

Ax + By+(C, =0

se resuelve el sistema
Ayx + Byy+C, =0

se halla la Unica solucion (x,,y,), luego se hace el cambio de

variable:

X=x-x 5> d'=dk

15
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r__ LI
V'=y-y = &'=d
Se reemplaza en la ecuacién diferencial y se reduce a una ecuacioén

diferencial homogénea.

. A B
b) SIA:I:AI B[]=A132_A2B1 =0

2 2

. zr —_—
Se hace la sustitucion: z=A4x+By - z'=4+By' y'= TA‘
1
Se reemplaza en la ecuacion y ésta se reduce a una de variables
separables.
Ejemplo 1

Resolver: (x+y+1)dx +(2x+2y-1)dy =0

Solucion

11
A:[z 2}:24:0; hacemos: z=x+y+1; z1+y'

Reemplazando en {a ecuacion, se tiene:

dx—(22"3sz=o N dx—(2+$’—szzo

z-3 z-3
Integrando:  x -2z-3In(z-3)=C
Pero z =x+y+1, entonces:
x =2x+y+1)-3In(x+y+1-3)=C
= x+2y+2+3In(x+y-2)=K

Es la solucion de |la ecuacion diferencial

Ejemplo 2
y XYY
Resolver =
esolv ¥y r—2y3
Solucién

La ecuacién es equivalente a:  (x+y)dx + (—x+2y+3)dy =0

I 1
A:{ 2}:2-&1:3;&0 g)

-1

16



x+y=0

Resolviendo:
x=2y-3=0

} obtenemos (x,,y,)=(1-1)

Luego: {xi:x-l @ = dx

y=y+l dy, =dy

Reemplazando en la ecuacion:
(x +1+y, ~1)dx, +(—x —1+2(y, ~1)+3)dy, =0
(% +y ), + (=%, +2y, )y, =0

La cual es una ecuacién diferencial homogénea.
Hacemos: Y, =ty —>  dy=tdx +xd
Reemplazamos en la ecuacién anterior

(3 +1x ) dx, + (=x, + 2 )(tdx, + x,dt) =0

Agrupando términos: % 4 22—1 dt =0
x, 217 +1

2
Integrando:  Inx, + —;—ln(zz2 +1) ~ Lcm:tg [2LJ=C

N W)
Finalmente, volviendo a las variables originales:
-—I 2 2
In (x ) —Larctg{ﬁ[y—ﬂ) jl:C
2Oy +(x-17 | V2 x-1

Es solucion de la ecuacion diferencial dada.

1.5 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS
1.5.1 Definicién. Una expresion de la forma M(x,y)dx + N(x,y)dy se
denomina Diferencial Exacta si existe una funcion F-DcR >R tal
que dF(x,y)=M(xy)dx+ N(x,y)dy, esto es si

M(x,y)dx + N(x,y)dy = %dx +%c‘z§v; V(x,y)e D,
por ejemplo (2x--5y)dx + (—5x+3 y‘*)dy es el diferencial exacta de @
Flx,y)=x"-5xy +y*.

17



1.5.2 Teorema. Sea R=[ab]x[c,d]; M(xy)dsy N(x,y)d funciones
definidas en R continuas y con derivadas parciales continuas,

¥(x,y) €R. Entonces M(x,y)dx + N{(x,y)dv es el diferencial exacta si y

solo si %J(x,y) =%V(x,y).

Prueba. Supongamos que M(x,y) yN(x,y) poseen derivadas
parciales continuas, V(x,y)eR. Si M(x,y)dx+ N(x,y)dv es exacta,

_ . ‘ |
entonces existe una funcion r.g —» Rr tal que} V(x,y) €R se cumple

M(x,y)dx + N(x,y)ajz = %de +%¢V , luego

oF : oF
M (x,y)=a(anf) , N (xay)=5(x,y); entonces

oM 8 [ oF BF 8 |oF oN
gg(x,yﬁ%(x,}’) ;¥(x) eR

oM oON
Reciprocamente, supongamos que —=— ; \‘/(X,y) €R debemos hallar

&y &
oF oF
la funcién F tal que ™ =M(x,y)= ; 5=N(x,y) integramos  M(x,y)
respecto de X, manteniendo la variable y como una constante.

Asi: F(x,y) =.[ M(x,y)dx + g(x)=G(x,y)+g(y) ... (a)
derivando F(x,y) respecto a y e igualando a N{x,y) se tiene:

aa_izgﬁg(x,yHg‘(x,y)=N(x,y), luego 8'(y)=N(x’y)_%G(x’y)'

integramos respecto a y a fin de encontrar g(y), entonces
0
g(y)= I N{x,y)dy - j 5G(x,y)dy

g(y)= I [N(x,y)—%(?(x,y)j,dy ........ (B) @



Sustituyendo («) en(8)

F(xy)= G(x,y)+J- [N(x,y)-—%G(x,y)]dy

o

Observacion

1) N(x,y)—%jM(x,y)dx es independiente de x, en efecto:

_ON M _
ox Oy

2) El procedimiento para la obtencion de F(x,y) puede iniciarse
. . oF .
también suponiendo que a—:N(x, ¥), integrando respecto a y
y

F(x,y)= J N(x,y)dy + h(x), donde h'(x)= M(x,y)—a%_[ N(x,y)dy es

independiente de y.

1.5.3 Definicion. Una ecuacién diferencial de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 es exacta en DcR* si M(x,y)dx+ N(x,y)dy

es diferencial de algun campo escalar s definido en D. Es decir, si

M (x,y)dx + N(x,y)dy = %de +Z—de; V(x,y)e D.
x y

Observacion. M(x,y)dx+ N(x,y)dv=0 es exacta si y solo si

Z—Af(x,y) =Z—f(x,y) ; V(x,y)e D

Ejemplo 1. Resolver:

(x3 —y)dy + 3x° (x3 +y)dx =0 . *)
Solucién
M(x,y)=3x" (x3 + y) — % x,y)=3x
N(xy)=x'-y - tZ—N(Jc,y)=3x2
x
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Luego la ecuacién (*) es exacta, luego existe una funcién diferencial £

tal que O _ 3y (¥+y) oF _ x*—y, integrando la primera
ox oy 1
|
igualdad respecto de x. \
6
F(x,y):j 3x2(x3+y)dx +g(y)=%+ x3y+g(J‘z) .......... (@)

Ahora derivando respecto de y e igualando aiN

-

oy

=X +g'(y) =X -y

g(W=x-y-x*=-y - g(y):—%z— .......... (B)

6 2
Ahora reemplazando (8)en(a): F(x,y)=%+ X’y —-Jé—, luego la

solucion de la ecuacion diferencial es x¢ + 2x*y - y* =C.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion
(xy'i +xe” +e")'dx +Inxdy =0 e (*)

Solucién

oM 1
M =xy’! it - — =—
(x,y) Xy +xe +e Py (x,y) T

ON 1
N(x,y) =Ilnx - B_x(x’y)=;

Luego (*) es exacta, entonces existe una funcion diferencial 5 tal que:

gy + xe* +e* ; g=lnx, integrando respecto de y:
ox  x oy
F(x,y)=[ Inxdy+h(y)= yinx+h(y) | e (@)

Derivando respecto de x e igualando a M
S h'(x) = Yy oxet + ¢

X X

h(x)= xe" + ¢

h(x) = xe* -_[ e*dx +I e“dx

h(x)=xe* (B)
F(x,y)= ylnx + xe* @



Haciendo (B)en(a) ylnx+ xe*=C, es solucién de la ecuacién

diferencial.

1.5.4 Factor Integrante
Dada la funcién no nula u(x, y) definida en D. Sila ecuacién:

M(x,y)dx + N(x,y)dy=0 . (*)
No es exacta en D yu(x,y)M(xy)dx+ ul(x,y)N(x,y)abz =0.......... (A)

resulta exacta, entonces la funcion no nula |u(x,y) es llamada factor

integrante para la ecuacion (*)

Observacion
No existe un método general establecido que nos permita encontrar
factores integrantes, sin embargo, en algunos casos particulares es

posible hallarlo, como por ejemplo: M(x,y)cfxé—u(x,y)N(x,y)cb):O es

exacta en D siy solo si

o(uM) _ o(uM) oM o) o) o)

=

oy ox oy oy ox Ox
- [%“@]_N@_M%
dy ox oy
oM _oN _o(nu)  o(inu) I ()
d x ox oy

Analizando ():

i) Si u(x,y)=u(x) depende sélo de x, tenemos de (9):

%_@_Na(lnu) o LQM_._G_N _a(lnu)
o ox Bx Nl& )  ax

' HE . |
Asi, u(x)=¢ "* */ es el factor integrante que solo depende de x

i) Si u(x,¥) = u(y) depende solo de y, tenemos de (6):

a _ov_ o) 1(%-@/}6@@

My a) @

dy  ox oy M
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ad  aN

Asi, u(x)=e gl {a” a") es el factor integrante que solo depende de y

i) Supongamos que la ecuacién tiene un factor integrante no nulo en

funcién del producto xy esto es u(x,y) = u(xy).

oluM) J(uN
Hacemos z = xy, y como (A) es exacta (gy ) = (ax ) por la Regla de
la Cadena: xQ—M + uau = yéEN + u—aiv— luego
0z oy 0z ox
du oM _oN
oM ON)\ du dz oy  ox
=.=2 N —xM - **
[&y ax] 3 N —xM) & u YN —xM )

Si N -xM=#0,(**) es una funcién solo de z=xy: luego

oM _oN
h(z) = Y & y u(z)= &% o5 el factor integrante buscado.
wWN -xM

Ejemplo 3. Resolver la siguiente ecuacion:

(xy —y—])dx -xdy=0 . (*)
Solucién
M =xy-y-1 —Q{‘C{zx—l
oy
N=—x aﬂ=—1
ox

Luego, esta ecuacién no es exacta. Hallaremos un factor integrante.

1{oM ©oN 1
—— = === (xy —y-1)=-1
N( o ax] Ly =yl)
u(x) = e_I * = e’

Multiplicando la ecuacién (*) por el factor integrante:

(xye"‘ - ye“—e"‘)dx - xe"dy =0, la cual es exacta, luego existe f(x,y)

of

tal que 9 =xyet —ye T~ — = —xe ™, Integrando la segunda
ax oy

22
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ecuacion respecto de y, f(x,y) = _[ ~xe~dy = ~xye”™ +g(x) y derivando
respecto de x e igualando a M xye™ —ye™+ g(x)=xye™ - ye -
g{x)=¢™, luego la solucion general de la ecuacién (*) es

-xye " +e"=C.

Ejemplo 4
Resolver: (3x*+y)dx + (xy-x)dy=0 (*)
Solucion
M=3x*+y o =1
oy
N=x’y-x @=2xy~—1
ox
Observamos que no es una ecuacion exacta, por tanto:
1 _‘?f‘i_@_’ —L (- 1)]___
oy x(xy 1)
2 = t e _ -2 .
u(x)=e ' * =™ =" =x?; multiplicando (*) por u=x? tenemos
[3+%de + (y——l—jdy =0, ahora es exacta, luego existe f(x,y) tal que
X X
g‘}: = 3_’.% g :y_l
Ox x oy x
- Y _ Y
f(x,y)-_f 3+—;2—+g(y)—3x—;+g(y) ........... (AA)
, of 1 1 ' _
Derivando respecto de y . ™ =——+g'(y)=y-— > g'(») =, luego
y X x
2
_r .
y S (a);
2
Haciendo (a) en (AA): 3--}—;+£2— =C es la soluci6bn de la ecuacion
X
diferencial.
Ejemplo 5
Resolver (2y+xy2)dx + (x+x2y)dy =0 (*)
Solucion
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Hacemos z =xy, luego u(x,y) 1 es un factor integrante, multiplicando
Xy

(*) por u(x, y)=3~ tenemos (2 + y)dx +[l+x]dy=0 resultando ahora
xy X ¥y

una ecuacion diferencial exacta.

Resolviendo g =E+y & =l+x, luego
ox x ay y
2
fxy)=] (;+y]dx+g(y)= 2nx +xy+g(y) ()

derivando respecto de y e igualando a —1—+x se tiene:
y

of . 1 e L
—(x,y)=x+g'(y)=—+x > g"(y)=—
Le)exeg)=ter > g70)=
- g(y)=lhy ... (8)
Reemplazando (f)en(a) se tiene 2lnx+xy+Iny=C que es la

solucion de la ecuacion diferencial.

1.6 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
1.6.1 Definicién. Una ecuacién diferencial lineal de primer orden es de

laforma y'+ p(x)y=q(x) . (*).
Si g(x) es la funcién nula, la ecuacién es llamada Lineal homogénea, si

g(x) 20, entonces es Lineal no homogénea.
Para resolver la ecuacién (*) lo muitiplicamos por un factor integrante de

la forma ”(x)=€jp(x)dx, asi tenemos. -2 (fﬂfﬂ(ijﬂf(x)eI Sl

d(x)
integrando respecto de x, se tiene & "% y = _[ q(,\c)eI 5+ C . luego
despejamos y, obtenemos: y= ¢’ p(x)‘*h 9’()c)eI P e+ C} que es la

solucion general de la ecuacion (*).

Ejemplo 6
Resolver (3xy~x*)ds +dy=0 (*)



Solucion

. , |
La ecuacion es equivalente a ' +3xty = x*

dy 3xtde .
la forma u(x)zeJ Al e multiplica
ti B a2 P2 : % :
ilene e y' +3e" x°y =" x* | cuya solucién es:

y=e* U xze"sdx+C} =e* Bwe*J +

Ejemplo 7

Resolver [x +_)i]dx —dy =0
X

Solucidn

La ecuacion (*) es equivalente a y' - ly =x
X

{jxe'f ‘

y=e‘“[f xédx +C}=x“ dx+C:|; ny=x[x+

Lo
X

La solucién es: y=e

Ejemplo 8
Resolver: xp' +4y = x’ —x
Solucién

4y

X

La ecuacion tiene la forma '+

luego, la solucién estd dada por: y=

lyze-‘unx[j e4lnx(x2—1)dx+c:|

xS

y= x‘4U x4(x2—1)dx+C] =x {%7—?-%

3

|

X X . .
Entonces, y = Clr Cx™ es la solucién de la

x2-1, do

, cuyo factor integrante tiene

ndo (*) por u(x)=e" se

e

3=

=—+ (e

1 -

con p(x)=-=; g{x)=x.

X

:de +C:| — elnx [! xel"xdx+C}

C] es 1a solucién.

ecuacién (%)

Ejemplo 9
Resolver: (x*+1)y' ~ (1-x)' y =xe™

Solucién
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. l—x)z xe_;‘ (l—x)2
La ecuacion tiene la forma y' - ( = — . donde p(x)=- :
Y oY T r()=="5
—x (i=x) (-2 -x
xe . ITL‘k [ 5 xe
=—"—, luego la solucién es y=¢ = e’ v — _dx+C |,
1(x) x*+1 g 7 [I x*+1 :l

x ~2x
integrando obtenemos y = f I[C—ez } que es la solucion de la
X+

ecuacion diferencial dada.

Ejemplo 10

3

x = 2xy

Resolver el PV/ Y
y 1

)

Il

Solucion

La ecuacion y'=x* - 2xy puede escribirse como y'+ 2xy = x* la cual

es lineal y su solucién es y = Rh D‘ J me3dx+C] =e ™ “ e"lx3dx+C]
luego y =%(x2—1)+ Ce™ . De las condiciones|iniciales y(1)=1, tenemos

y:l;x=1,_|uegolzg - C=e

(4
" y=%(x2 —1) +¢™ es solucién del PVI.

1.7 ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEAILES
1.7.1 Ecuaciones Diferenciales de Bernoulli
Son ecuaciones de la forma:

v +p(x)y =q(x)y"; nz0;n2l (@)

Método de Solucién
Se reduce a una ecuacion diferencial de la siguiente manera:
i) Divide (*) por y”
Yy +y p(x) = g(x) R (o)

i) Hacer el cambio de variable
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iii) Sustituir (8) en ()

lz_ +x p(x)=g(x), ecuacion lineal en z.
—h

iv) Resolver esta Gitima ecuacion y reemplazar z.

Ejemplo 1
Resolver y'+y=y* (*)

Solucion

Dividimos la ecuacién entre
13+—-]—=1 - yyeyit=l (o)

Hacemos cambio de variable:

-2

z=y? o 2'==2y"y" o yiy=2 (B)

Reemplazando () en (a)

z—+ z=1 = —2'4+2z2=2 = z'-2z=-7

z= e_I e U e—f Mr—?.alx+C:|= ez"[e'z’ (—2)dx +C:|

z =e** [e'z‘+C:| =1+ Ce* = yi=1+ Ce*

1= 37 (1 + Cez’)

Ejemplo 2

' 2

y *y=y

Resolver la siguiente ecuacion diferencial { (0)=1
y =

Solucidn

Dividimos la ecuacion entre »?

Y eyt (2)
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Cambiando variables:
Z:y'I — Z'z_y—Zy! - y_y ==z . (ﬁ)

Reemplazando () en ()
~z'+z=1 =z'-z=-1 - z:e_Idt[_.- e"dx(—l)dx+C:I

z=¢ “ e (-1)dx +C} =e" (e“+C) =1+ Ce"

z=l—> J—=1+Ce" = y= !
y y 1+ Ce
y0)=1—» 1= =0

1+ Cé°

es solucion Gnica del PVI.

Ejemplo 3
3
Resolver la ecuacion diferencial 3xy' -2y =

X
y
Solucion

Escribiendo la ecuacién en la forma: ' —%Ji = -%— y?
X

Dividiendo la ecuacion entre xy?

2 X
2.1 3
] —— =— a
yy [3x]y 3 ( )
Haciendo el cambio de variable

—{-2}+1 w3

=)y y

z' =3y - yiy'l==— . (8)

Reemplazando () en (a)

= z'- 2z = x? solucidon de la ecuacién.

Ejempio 4

Resolver : (xy3 + 1)dx+ x*y'dy = 0 @
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Solucién

M y)=0'+1 - iﬁi: 3x)°
U No es exacta
2.2 ON 2
N(x,y)=xy - ==y
ox
Ahora

1 1 ’
_(QM_ _ﬁﬁ] =~ (3@12 —2xy2)= ? 5 1 (funcién que depende solo de x)
Xy x

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante

(= + 1)dx+ﬁidy= 0
NI

M N
oM _ON _ 3x*y? ahora si es exacta
dy Ox
of o
Sea f{x,y)=C tal que —=M(x,y} A —=N(x,
/(%) que =M (x2)n o =N (%)

- f(x,y)zj- (x2y3+x)dx

£ ,y)=x;y3+3;+h(y)
gf;: x?Z +h'(y)=x"y
R()=0  —h(y)= k cte
luego: f(x,y)=x3;3+f§+k=c > - x;y3+xzc

Ejemplo 5

Resolver la ecuacion '(x2 +y)dx— xdy =0

Solucién
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Mxy)=x"+y = Z==1
(g No es exacta
Ni{x,y)=~ —=-1
(x y) x - .
Ahora:

1{oM ©oN 1 2 L,
}(E ‘EJ = —}-(1—(—1))— - (funcion que depende solo de x)

2dx
—2ln x -2

—>F.[=ej_7=e =x
Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante

(1+%de- Tw-o
X X

N

M
oM ON 1 .
== ahora si es exacta
dy ox  x
. of of
Sea f(x,y)=C tal que =— =M (x, ——=N{(x,
(%) al que — (y)yay (x.7)

- f(x,y)zj(1+xlz]a!x

f(x,y)=x——f+h(y)

of | 1
A R T €7 YO
oy x+ (y) x

- h(y)=k,k=cte

luego: f(x,y):x—Z+k=c 2> . x-Lo¢
x x

1.8 CAMPO DE DIRECCIONES

Cuando no podemos encontrar la solucién exacta de un determinado
problema con valor inicial (PVI).

Sin embargo, se puede aproximar las  soluciones y analizar el
comportamiento de estas mediante el Método del CAMPO DE
DIRECCIONES para una ecuacién diferencial de primer orden.

Consideremos la ecuacién diferencial y'=f(x,y). Si (x,,,) pertenece
al dominio de ', entonces, para cualquier solucién de la ecuacion que
pasa por (x,,%,), la pendiente de ia recta tangente trazada a la grafica

de tal solucién en (x,,y,) es f(x,,,).
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El método consiste en seleccionar un namero representativo de puntos
del plano y en cada uno de estos puntos trazar pequefos segmentos
de recta con [a pendiente de la solucidn que pasa por ese punto.

Ejemplo. Trazar un campo de direcciones para la ecuacion diferencial
y'=2x y hacer un bosquejo de las soluciones que pasan por 0(0,0) y
A(2,7).

Solucion

Hacemos: 2x=C =y’

C=0 - 2x=0 > x=0
C=1 — 2x=1 — x=
C=2 — 2x=2 > x=
C=—1 — 2x=-1— Xx=——
C=-2> 2x=-2>  x=-1

Figura 1.1: Campos de Direccidn

¥

Fuente: Autoria propia
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1.9 TRAYECTORIAS ORTOGONALES

1.9.1 Definicién. Dos curvas &y & son ortogonales si sus tangentes

son ortogonales en su punto de interseccion.

Figura 1.2: Curvas Ortogonales

&

Fuente: Autoria propia

1.9.2 Definicién. Dadas dos familias de curvas F(x,y,£)=0; y
G(x,y.4)=0, se dice que la familia de curvas G(x,y,%)=0 son las
trayectorias para la familia #(x,y,&)=0.

Si la familia de curvas F(x,y,£)=0 tiene la ecuacion diferencial

asociada F(x, v, y')=0, la ecuacidén diferencial para las trayectorias

. i
ortogonales a ella es una ecuacion de la forma F (x, v, -—IJ=O; esto es
Y

Si, gz =f(x,y) es la ecuacién diferencial de una familia de curvas, Ia
X

ecuacion diferencial para la familia de trayectorias ortogonales es

gjz___ 1

d  f(xy)

Ejemplo 1

Halle las trayectorias ortogonales para la familia y="x".

Solucién @
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2 x

Derivamos y=£x" obteniendo y'=2g‘fx=2[l)x=2—y. La ecuacion
X

diferencial para la familia de trayectorias ortogonales es y' =2—y, esto
X

2
es 2ydy + xdx =0 . Resolviendo * + % =g
2y +x' =& es la ecuacién para la familia de trayectorias

ortogonales.

Ejemplo 2

Halle las trayectorias ortogonales para la familia de curvas y=x+&%¢™
Solucion

Derivando y'=1-g%¢* —»  &=(y-x)e¢", luego y'=1-y+x

La ecuacién diferencial para la familia de trayectorias ortogonales es

=1 reducible a separable. Haciendo z =1-y+x, obtenemos
—-y+x

z' =1—_—5. Separando variables dx + %dz =0 - dx +(1+——1——J =0 e
Z —z —Zz

integrando x + z + In(z-1)= & .

Reemplazando z obtenemos y—lxln[ & 2}
y—x-

" (y—x-2)e”“=%
Ejemplo 3
Determine el valor de ¢ para que las familias de curvas

¥y’ =8x; x* + @’=&" sean trayectorias ortogonales una de la otra.

Solucién
g Y y -X
m=—;, =— — = =—
1 3y2 1 X ml 3x m2 ay
mm,=-1 nym2=(11)(:£J:—l “ QLxl
3x /\ ay 3a
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1.10 APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN

1.10.1 Crecimiento de poblacién

La tasa de crecimiento de la poblacion es proporcional a la poblacion

total en un instante ¢. Si p(r) representa la poblacién en el tiempo 1,

entonces la ecuacion diferencial del crecimiento de poblacion es:

Z—f = kp, donde £ puede ser positivo 0 negativo, dependiendo de si la

poblacién aumenta o disminuye.
La ecuacién de crecimiento poblacional puede ser considerada como
una lineal o de variables separables, luego la solucién esté dada por:

p(1)=C¢"; para t=0 se tiene que C=p(0) es la poblacion inicial, asi la

dp
Ly

solucion del PVT{de © esta dada por: p(1) = p(0)e”
p(0)=C

» Si k>0, la poblacién crecera exponencialmente.
» Si k<0, la poblacién decrecera exponencialmente.

» Si k=0, la poblacidon permanece constante en su punto de

equilibrio p(0).

Ejemplo
Una estimacion de la tasa de crecimiento de una poblacién es 1.5% por
afo, ¢cuantos afios tomara para que la poblacion se duplique?

Solucion

Se quiere hallar 1 tal que 2p(0)=p(r), asi 2p(0)= p(0)e —»
2=e" >  In2=k

Del dato, la tasa de crecimiento k=1.5% anual, luego

,_In2_ 2
k0015

.. Tomara 46,2 afios para que la poblacion se duplique.

=46.2.

4
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1.10.2 Crecimiento Logistico
La tasa de crecimiento por individuo de una poblacién es la diferencia
entre la tasa promedio de nacimiento y la tasa promedio de mortalidad.

Si P(t) representa la poblacién en el tiempo 7, «>0 es la tasa
promedio de nacimiento, A>0, Ap(t) la tasa de mortalidad. La

ecuacion diferencial del crecimiento logistico es: % =P(a- BP) cuya

solucién esta dada por:
a P(0)
Plt) =
«) pP(0) + (a-BP)e

Ejemplo

Un estudiante es portador de virus de ébola y regresa a su aula donde
hay 200 alumnos. Si se supone que la rapidez con que se propaga el
virus es proporcional, no sola a la cantidad Y de alumnos infectados,
sino también a la cantidad de alumnos no infectados. Determine la
cantidad de alumnos infectados 6 dias después i se observa que a los 3
dias habian 12 alumnos infectados.

Solucién

Debemos resolver el problema siguiente: ‘;—}: =KP(200-P); P(0)=1.

Tenemos a=200K, 8 =K, luego
200K 200

(r)= K +199 Ke200K 1 4 199 =200k

200

Del dato P(3)=12, luego: 12=
( ) g 1 + 199 Ke ¥

. De aqui se tiene:

-600K = ln[ﬂJ =1In (0.0787) =-25421

597
200

Luego: Plt)y=—"———

g ( ) 1+ 1996—0.3474!
: 200
Nos piden: P(8)= —————— =89.5936
P ®) 1+ 199720
. La cantidad de afectos 6 dias después es 90 alumnos. @
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1.10.3 Ley de enfriamiento
La razén de cambio de temperatura de un objeto es proporcional a la
diferencia entre su temperatura y la del medio que lo rodea.

Si T(r) representa la temperatura del objeto en un instante ¢. 7, la

temperatura del medio que lo rodea, la ecuacion diferencial para esta

situacion es: i—f:l{ (T-1,), donde k<0 es la constante de

proporcionalidad.

La solucién esté dada por 7'(r) =7, +Ce™

Ejemplo

Se retira del fuego una olla con agua hirviendo(100°C) y se deja enfriar
a una temperatura ambiente de 22°C, tres minutos después la
temperatura del agua en la olla es 70°C, ;cudl sera la temperatura del
agua despues de 5 minutos?, y después de 10 minutos?

Solucién
T(0)=100°C;  T,=22°C; T(3)=70°C
Tenemos: 7(t)=7,+Ce™ C=7(0)=100

7(t) = 22° + 100¢7*
Del dato 70°=22° +100¢ >  -3K = -0.7339

Asi T(1) = 22° + 1007024

{T(5) =220+ 100 5 7(5)=51.4257
7(10) = 220 + 1006020 5 7(10)=30.6426

Ejemplo

Un cuerpo a una temperatura de 0°C se coloca en un cuarto ya

temperatura se mantiene a 100°C. si después de 10 minutos la

temperatura del cuerpo es 25°C, halle:

a) El tiempo requerido por el cuerpo para I!egar‘a una temperatura de
10°C.

b) La temperatura del cuerpo después de 25 minutos. @
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Solucion
a) T(0)=0°C; 7,=100°C ; T(10)=25°C
Tenemos: T(t)=7 +Ce™ C=T(0)=-100

2> 7(¢)=100° - 100¢ ™™
Ent=10: 25°=100°-100e™%% - -10K =}n[§) - K=0.024

7(¢) = 100°~ 100¢%#%
Del dato: 10° =100°~ 100e*™% —5 ¢ = 4.390021

b) 7(25)=22°+100e""*) —  7(25)=45.1188. La temperatura del

cuerpo después de 25 minutos es 45°C.

1.11 EJERCICIOS RESUELTOS
Ejercicio 1

Resolver la ecuacidén:  ydx + (2x—ye”)dy =0

Solucion
M(x,y)=y -
a?}v No es exacta

N(xy)=2x-ye — —=2

(x.y) ye o
Ahora:
_1{oM oN = _1(1—2)= 1 (funcion que depende solo de y)

M\ oy ox b ¥y

J‘e’x

> Fl=¢ 7 ="V =y

Multiplicando la ecuacion diferencial por el factor integrante

32 dx+ (ny—yzey) dy=0
ot —_—

M N

M =ﬁ =2y ahora si es exacta

oy ox

Sea f(x,y)=C tal que%:M(x,y) y %:N(x,y) @
- f(x,y)=fy2dx=xy2+ h(y)
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% =2xy + h'(y)=2xy-y'e’

d h'(y)“—"—yzey "*h(y)=(2y-—y2—2)e”+k,k= cte
liego: [ (x,y)= chz+(2}i—y2 —2)e”+k =C2. xy’+(2y—y2—2)ey =C

Ejercicio 2

Resolver la ecuacién : (Sx" +3xy + 2y2)dx+ (Jc2 + chy)dy =0

M(x,y)=5+43xy+2y* — %: 3x+4y

3 No es exacta
N(x,y)=x*+2xp - 6—N= 2x+2y
X
Ahora:
d[oM _oN ) _ > 1 (3x+4y-2x-2y)= 1 (funcion que depende solo de x)
N{ody o« x°+2xy X

IE‘E
s> Flse¢ * =" =

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante

(5x4+3x2y+21y2)dx+ (x3+2x2y) dy=0

» N
oM N _ 3x% +4xy Ahora si es exacta
3y ox
Sea f(x,y)=C tal que gizM(x,y) A g{-=N(x,y)
X Y

- flxy)= j‘ (Sx4 +3x2y+239/2)dx
f(xy)=X+2y+x"y + h(y)
of

L =x"+2x%y + h'(y)=x° + 2x*
o y+h(y) y

- H(y)=0 o h(y)=k k=cte
luego: f(xy)=x+Xy+x*y* +k=C

L+ xy+xtyt =C
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Ejercicio 3

Resolver la ecuacién: x*dx — (xg’y2 +y2)dy=0

M(x,y)=x* > M_,
;yv No es exacta
N(x,y)=-x"y* -y - —=-3x"
ox
Ahora
1foM oN) 1 22N a2 (e
__M_(g; _a] —F(O—(-3x y ))u -3y* (funcién que depende solo de y)
B 2
> fHl=e =e ¥

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante

(x2 e’ )dx+ (—Jcsy"*e"’3 —yze'ya) dy=0
o 4

)

>
A N

M _aN

= = =327y Ahora si es exacta
oy ox

Sea f(x,»)=C tal que zf

o)
—x=M(x,y) A ~6£=N(x,y)
- f(x,y)z_[ e dx

f(6y)=e + h(y)

3.2
ma"[ = ____3x Y e’ 4+ h‘(y):—x3y2 e s e
oy 3

> RG)=reT sh()=[ -y

h(y)= %e‘yj +k, k= cte
x3 1 3
luego: f(xy)= —?,—e‘yj + ge‘y +k=C

. %e"f(x3+]) =C

Ejercicio 4
Se sabe que la poblacién de cierta comunidad aumenta con una rapidez
proporcional a la cantidad de personas que tiene en cualquier momento ¢
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Si la poblacidn se duplicé en 5 afios, ien cuanto tiempo se triplicara y

cuadriplicara?
Solucién

% = kx; k es factor de proporcionalidad

["E e > ln[ﬂ}k(S—O) 9k=%1n2

Yo X X

f""ﬁzkjo’"dr > ln3=k.m=%in2 > m=7925

X

J“‘""‘_i"_:kj:dz > 1n4=k.n=%ln2 - n=10

X

la poblacion se triplicara en aproximadamente 8 afios y se cuadriplicara

en 10 afos.

Ejercicio 5

Suponga que la poblacién de la comunidad del problema anterior es 10,000
después de 3 afios, ¢Cual es la poblacion inicial? ¢Cual sera la poblacion

en 10 afnos?
Solucion
Segun el problema anterior:
x(f) = Ae > 10000=Ae* > 3%k = m(%)

*f = %mz = 0,139

3(0,139):111(10 000]30,416 > A=x,
10 000 = x,&™** > x, =6598.047
= 6 598.047 " > Xy =26,384.42

*10)

la poblacidn inicial es 6 598 y la poblacién en 10 afios 26 384

()
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Ejercicio 6

La poblacién de una comunidad crece a razén proporcional a la poblacion
en cualquier momento t. Su poblacién inicial es de 500 y aumenta 15% en
10 afios, ¢ Cual sera la poblacién dentro de 30 afios?

Solucion

X Xo = 500 X19=575 X30
t 0 10 30

x(f)=4é" > 5 =500 o>  500=48

— A=500

X,=575 - 575=500% > ¢%=115 > 10k=Inl115
- k=0014

X = 500> x < 5006”2 5 760.98 > x,=760.98

. la poblacién dentro de 30 afios sera de aprox 761 individuos.

Ejercicio 7

En cualquier tiempo £, la cantidad de bacterias en un cultivo, crece a razén
proporcional al nimero de bacterias presentes. Al cabo de 3 horas hay 400
individuos. Después de 10 horas hay 2,000 especimenes, ;Cuél era la

cantidad inicial de bacterias?

Solucion
x Xo 400 2000
t 0 3 10
=1
x(f)=4¢" > x =0 > 0=45
- A=x,
400 = x, e* (1)

2000 = x, &' (2)
De (1) y (2) se tiene: @
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5x,e* = x, €™ 2> 5¢"* - Ih5=7%

k=023

Para determinar la cantidad inicial x, de bacterias

400=xe"" > x =20063

la cantidad inicial de bacterias es 200 individuos.

Ejercicio 8

Cuando pasa un haz vertical de luz por una sustancia transparente, la
rapidez con que decrece su intensidad / es proporcional a Kf), donde t
representa el espesor, en pies, del medio. En agua de mar claro, la

intensidad a 3 pies bajo la superficie es 25% de la intensidad 7, del haz

incidente ¢ Cual es la intensidad a 15 pies bajo la superficie?

Solucion
I Io lol4 s
t 0 3 15
Como decrece:
I(t) = 4™
I(O):IO - IOer"“ - I,=4
14_0 = Ae ¥ - 025=* - k =0.462
](I) - Ae_kj N ](15) _ Ae-15{0.452) -

1(15) = 1,9.78x10™

Es la intensidad a 15 pies bajo la superficie.
Ejercicio 9

Un termdmetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es 70°F
y se lleva al exterior donde la temperatura es de 10°F. después de medio@
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minuto, el termdmetro indica 50°F, ;,Cual es la lectura cuando ¢ =1 minuto?
¢ Cuanto tiempo se necesita para que el termémetro llegue a 15°F?

Solucion

T(y=T, +(T,-T,)e™

T, =10°F T =70°F  t=1/2min
Reemplazando datos:

50 =10 + (70-10)e ™"

60e™" = 40 - k=-2In(2/3)
_ -k _ 2 (2/3) _ 2Y 110
T(1) =10 + 60e™ =10 + 60¢™* =10+60 3 > T)= -
) 2
15 =10 + 60e™ = 10+60¢"Y = 5=60(§J t ~. t=3.06min

. para que el termémetro llegue a 15°F se necesitan 3 minutos.

Ejercicio 10

Un termometro se lleva del interior de una habitacién al exterior, donde la
temperatura del aire es de 5°F. Después de un minuto, el termémetro indica
55°F, cinco minutos después marca 30°F, ;Cuél era la temperatura del
interior de la habitacién?

Solucién
T, =5F;T(1)=55F 55=T(1)=5+(T,-5)e* 50=(T,-5)e*
50
~k=In}—uy . 1
=5 2
- 20 = _ -6k (T _ -6k
T(6)=30=5+(T,-5)e* —» 25 (T,-5)e . luego
D 6k=In| -2 - (2)
T,-5 T,-5
Relacionado (1) y (2)
6
In 25 — 6l 50 50 _|_25
5h=5 Iy=5 5-5 Ih-5
o T, =62435°F es la temperatura en el interior de la habitacion éﬁ
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Ejercicio 11

Un termémetro que indica 70°F se coloca en un homo precalentado a
temperatura constante. A través de una ventana de vidrio o del horno. Un
observador registra que la temperatura es de 110°F después de medio
minuto, y de 145°F después de 1 minuto, ;a qué temperatura esta el
horno?

Solucion

110 = 7, + (70°- T, )e™**

I,=7°F >
145 =T, + (70°-T,)e™*

110 - T, =(70°-T, Je™” (1)
145 -T =(70°-T, )e* (2)
De (1)
H0-17, _ R _Exln(llo—TmJ
70-T, 2 70 - T,
- —k =2In [MJ

70 -7,
De (2)
45-7, _ & N penm (145-1;,,}
70-T, 0-17,

lgualando ambas expresiones en -k

‘\
21n[110 T, =l11{145 TmJ

707, 70-T,

110-7 Y (145-T

T | | R, - [T =39%0°F
0-7, 70T,
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CAPITULO II:
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
DE ORDEN SUPERIOR

2.1 CONCEPTOS BASICOS
2.1.1 Definicién. Una ecuacién diferencial ordinaria de orden superior

es de la forma
a,(x)y" +a,_(x)y"" +.... . +a,(x)y +a,()y(x)=f(z) ... (*),
donde a,(x),f(x), (i=1,2,...,n) son funciones continuas definidos en

algun intervalo /cR.

2.1.2 Teorema. Sean y,(x),),(x),...., y,(x) soluciones lineaimente

independientes en 7 de la ecuacion homogénea asociada ala ecuacion

diferencial (*):
a (x)y" +a,_(x)y""+... ... +a,(x)y +a,(x)y=0, y si y,(x)

es una solucion particular de la ecuacién no homogénea en I, entonces
la solucion general de (*) es de la forma

y(x)=cen(x)+ey,(x) +..... +c,y,(x) + v, (x)

Donde ¢ ,c,,..., ¢, son constantes arbitrarias.

2

Prueba: sea y(x) cualquier solucién de (*)en f; y(x)-y,(x) es una

solucion de la ecuacion homogénea asociada, luego existen constantes

arbitrarias ¢,,c,+...+ ¢, tales que:
y(x)—yp (x)=cy(x)+e,,(x) +..... +c,y,(x)
Lov(E)=eyn(x) ey (x) .. +c,y,(x) + y,(x)

2.1.3 Definici6én. Sea y, una solucion dada de (*) en un intervalo 7,y
sea y,(x)=cn(x)+ep(x)+...+c,y,(x) la solucion general de la

ecuacion diferencial homogénea asociada a (*) en /. La soluci:@
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general de la ecuacién (*) se define como: y(x) = y,(x) + y,(x), Vxel,
donde . (x)=cy(x)+e,0,(x)+...+¢,y,(x) es liamada solucion
complementaria. y,(x) es una solucién particular de (*) en 7.

». y{(x) = solucién complementaria + solucién particular

2.1.4 Principio de Superposicion

Sea y/(x) solucion particular de la ecuacion a (x)y"+...... +a,(x)) +

+a,(x)y=f,(x), ¥ sea y,(x) solucién particular de la ecuacion:

a(xy +...... +a,(x)) +a,(x)y=1,(x); entonces y(x)=y(x)+y,(x) es
solucion particular de: a, (x)y" +...... +a, ()Y +a,(x)y=f{x)+ f,(x).
Ejemplo 1

Dada la ecuacion diferencial y™—y'=sen x una solucion particular es

1 g . _ v
y,(x)= S cos x y una solucion complementaria es y, (x)=¢, + c,e™ +ce
luego la solucion general de la ecuacidn dada es

- 1 .
y{x)=c +ce +o et + o8 x la cual se puede comprobar derivando.

Ejemplo 2

: .. . . . 1
Para la ecuacion diferencial y"—y'=sen x se tiene que y,(x)= S cos x
es solucion particular, mientras que para la ecuacién y™-y'= cos x se

tiene una solucion particular y, (x):—Esenx, luego por el principio de

superposicion  y(x) = %cos x—%senx es solucion particular de
y"-y'=senx +cos x, en efecto, derivando tenemos:
y'(x)= vlsenx—lcosx y'(x) = ~Lcos x+lsenx
2 2 2 2
y"(x)= l:ﬂenx +lcos x
2 2

Reemplazando en la ecuacién diferencial

I 1 1 I
—Senx +—C0S X——Senx +—C0S X = Senx + cos X
2 2 2 2
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2.2 REDUCCION DE ORDEN

2.21 Definicion. Las ecuaciones diferenciales de segundo orden
reducibles a una ecuacién diferencial de primer orden tienen ta forma:
2 2
Fy,ﬂ d_y=0 % Fx,Q,d—i/:O
de ~ dx
En estas ecuaciones solo debe aparecer 0 bien x o bien y. La solucién

se obtiene por reduccidn de orden haciendo u =y'; u'= y".

Ejemplos
1) Resolver xy"+ y'=1; x>0
Solucién
Hacemos u=y';u'=y" —» xu'+u=1, esta es una ecuacion de

variables separables ax + d—ul =0.
X u-

Resolviendo Inz + In{u-1)=InC » C=x(u-1)

C+x C+x
= dy:
X X

Despejando dx

Nuevamente integrando: y = Clnx + x+ K es solucidn de la ecuacién

diferencial dada.

2) Resolver (x+1)y" + y' = x+1
Soiucién

1 .
Hacemos #=y';u'= y", luego tenemos: u'+[—l]u=1 lineal en u.
x+

) _Iﬁ _Ii
Resolviendo: u=e” e’ M de +C

. 1
yi=us=—o U (x+1)dx +C} = (x+1)|:ln(x+1)+C:|
oxl, C
-2 x+1
1)’ .
Integrando obtenemos y = (x:( +Cin(x+1)+ K la solucién de la

ecuacion diferencial. @
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2.2.2 Elaboracion de una segu‘nda solucién

Dada Ia solucién y, = ,(x) no nula en 7 R de la ecuacién diferencial
homogénea de segundo orden.

v p(x)y +gq(x)y=0 L (A)
Se busca una segunda solucién y, = y,(x)de(A) tal que {y,.»} es

lihéalmente independiente en 7.
El método consiste en suponer que la solucion es de la forma

y=u(x)y(x), entonces y'=uy' +u'y; y'=uwy,"+2y'u' +u"y,

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

Y (x)+ p(x)y'(x)+q(x)y(x) = u[n "+ py'+ gy |+ yu"+ (201 + oy Ju' =0

=0

Obtenemos: yu"+(2yi+py)u'=0 ecuacidn lineal de variables

separables.
Despejando variables: -u—| + 2% + p=0
u b4}
Integrando ln(u‘ylz) = -—I p(x)dx+C
Luego: u'y’ = e“f p(x)dx+C
: e~I p{x)drﬁ-C
Despejando: u''= >
M
C e—j p(x)dx
Integrando nuevamente: v = j —A———-dx +C,
B4
e—f p(x)de
Eligiendo C, =1; C,=0 se tiene: j ———dx
i

Luego una segunda solucién de la ecuacion diferencial (*) es

e-j px)d
yz(x) =N (x)_[ _ylz_dx @
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Observaciones:
1} {31(x). 5, (x)} es linealmente independiente.

2) La solucidbn general de (*) en JcR estd dada por

Y(x) = () (x) + Gy, (x)

Ejemplos

1) y =e> es solucion de la ecuacion diferencial y"— 4y'+ 4 =0. Halle
una segunda solucion en (o,
Solucion
De lo anterior expuesto, una segunda solucién esta dada por:

-f e

e4x
o dx= xe”
e X

Lt

5y, (x) = xe™

dx:ezxj‘

2) Resolver la ecuacién diferencial x°y" - 3xy'+4y =0 sabiendo que
¥ (x) =" es una solucién en {0,o).
Solucion

La ecuacién diferencial es equivalente a: y" — Ey' + iy =0
X

x:
Luego una segunda solucién viene dada por:

o 3

. 3
yz(x):xz'f = d’C:xzj ;x*;dx-—— x*Inx

ENE

.. La solucién general en (0,) es y(x)=Cx* + C,x’Inx

2.3 ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES
2.3.1 Definicién. Dada la ecuacién diferencial ordinaria de orden n

n n-1
anix':}+a"_lixnf+...+a1%+aoy=0

Si y(x), »,(x)....., »,(x) son soluciones linealmente independientes

de la ecuacion diferencial dada en algun intervalo /< R, entonces, s@
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dice que {y(x), »(x),..... % (x)} es un conjunto fundamental de

soluciones para la ecuacion diferencial.

2.3.2 Método de Solucion

Se busca soluciones para (A)de la forma y=e™, r constante; al sustituir
y=e™ en la ecuacién homogénea resulta:
ar'+a_rt+. ... +ar+a,=0 . ()

Liamada ecuacidn caracteristica de (A), analizando los diferentes

casos sobre las raices de (/) se tiene:

Caso 1. Si las raices son reales y diferentes, digamos r, <r, <....<r

n

r,x

entonces {e"*,e’z",....,e"} es un conjunto fundamental de

soluciones de (A), luego su solucion general es:

r,x

nx ryx .
y(x)=ce+c, e+ . +c e

Caso 2. Si ot B, son raices complejas diferentes, entonces

{¢” cos Bx , e sen px} es un conjunto fundamental de soluciones de

(4).

Caso 3. Si r es una raiz real de multiplicidad K, entonces

{e"", xe™, x%e™ ....,x”"e“‘} es un conjunto fundamental de soluciones

Caso 4. Si o+ B, es una raiz de multiplicidad K, entonces
{e""‘ cos Bx, €™ sen Bx,xe™ cos Ax, xe“ sen Bx,...,x*'e® cos Bx,x* e sen ﬁx}

es un conjunto fundamental de soluciones de (A).
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Ejemplos

1)

3)

4)

Resolver y" —y'-6y =0
Solucion
La ecuacién caracteristica es > —r—-6=0, luego r=-2,r,=3. Asi se

tiene que {¢?,¢”} es un conjunto fundamental de soluciones, luego

la solucion general de la ecuacion diferencial es y(x)= Ce™ + C,e™

Resolver: y"+4y =0
Solucién
La ecuacién caracteristica es: r’+4=0, de donde r=+2i. Asi
fcos 2x , sen2x} es un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion diferencial , luego la ecuacion general es:
y(x) = C cos 2x + C, sen2x
Resolver: — 5y" +3y'+9y=0
Solucién
La ecuacidn caracteristica es »* — 57> +3r+9=0
De donde r,=-1,r,=3,71=3
Luego {e’“",e“, xe”} es un conjunto fundamental de solucién de la
ecuacion diferencial, por tanto, la solucion general es:
y(x)=Ce™ + Ce™ + Coxe™
Resolver: y"+3y"+ y"=0
Solucién

a ecuacion caracteristicaes: '+ + ¥ =
L terist e+ =0

1+ 3

Luego: rn=0;n =T, asi la solucidén general de la ecuacidon
diferencial es:

\/5 _xi2 \/?_’x

y(x)=C +Cx+Cie ™ cos ~2~w+ Cse sen—-
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5) Resolver. y" +3y"+3y'+ y=0
Solucién
La ecuacion caracteristica es:  r°+3r* +3r +1=0, luego r=1 triple,
asi la solucion general de la ecuacién diferencial esta dada por:

y(x)=Ce + Cxe® +C 3%

2.4 COEFICIENTES INDETERMINADOS
Dada la ecuacion diferencial no homogénea ordinaria de orden n

dn dn—l d
andxf+an-1dxn—:)l}+"'+a1£y+a0y=f(x) """"" (*)

a.,i=0,1, .., n son constantes.
Para hallar la solucién general debemos primero encontrar la solucién
complementaria y,(x) que es la solucién de la ecuaciéon homogénea

asociada, y luego se debe encontrar una solucion particutar y,(x) de

(*), asi, la solucidn general es:

y(x)=y. (¥} + y,(x)

2.4.1 Método de los Coeficientes Indeterminados

Es aplicado cuando f(x) es una funcién de la forma x"e™cosfx,

x"e" senffx o combinaciones lineales finitas de ellas donde
n,m20, o, constantes consiste en suponer que la solucidén particular
de (*} es combinacién lineal de las funciones anteriores para adecuados

valores de n,m,o, 8 segun la siguiente regla.
Si f(x)= p(x)e* cos fx + g(x)e™ sen Px, donde p(x) tiene grado n>0y
g(x) tiene grado m>0. Entonces la solucién particular tiene ia forma:

Y, =x [(ao +ax +...+a,x’)e‘” cos fx + (l’)0 +b1x+_..+brx’)e‘” sen ﬁx}
Donde r = max{n,m}y a,+a, +...+a,,b,+b +..+b, son constantes que se

tienen que determinar derivando yp(x) y reemplazando en la ecuacion

diferencial (*). @
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Nota:
Los q,,5,,i=0,1,2,.....,r son llamados coeficientes indeterminados.

Ejemplos

1)

2)

3)

Resolver y" +3y'+2y =6
Solucién

La ecuacion caracteristica es:  »* +3r +2=0, luego n=-2,n=-1
Entonces: y,(x)=Ce™ + C,e™,

Como f(x)=6 y,(x)=4, y,'(x)=0, y,"(x)=0

Luego: 0+3.0+24=6 - A=3

y(x)=Ce"+Ce®+3  es solucion general de la ecuacion

diferencial .

Resolver y" + y' -6y = 2x
Solucién

La ecuacion caracteristica es:  r* +r -6 =0, luego r=-3, r,=2

Entonces: y.(x)=Ce™ + ™
Como: f(x)=2x> y,(x)= 4x+B ; y,'(x)=4; y,"(x)=0
Luego: 0+ A—6(Ax+B)=2x {A:—I/B

B=-1/18

L oy(x)=Ce™ + Ce™ —%x _Ilg es la solucion de fa ecuacion dada.

Resolver: y"+ 4y =3sen2x
Solucion

La ecuacion caracteristica es:  r*+4=0, luego r = +2i

Entonces .(x) =C cos2x + C, sen2x
Como F{x)=3sen2x ¥, (x)=Axcos2x + Bxsen2x

¥, '(x)=Acos2x-2Ax sen2x+ Bsen2x + 2Bxcos2x

¢
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y,"(x)=—4A4sen2x—4Axcos2x+ 4Bcos2x —4Bxsen2x

A=-3/4

y"+ 4y =—4Asen2x—4Bcos2x=3sen2x {B— 0

3 . .
oo y(x)=Ceos2x + C, senzx—zxcoszx es la sofucion de la ecuacién

diferencial dada.

Resolver: y" -3y"+3y' —y = x—4¢”

Solucién

La ecuacién caracteristica es:  r° -3r°+3r —1=0, luego r=1
Entonces y.(x) = Ce" + Cxe® + Cx’e”

Para obtener la solucidn particular separamos la ecuacién diferencial
en dos ecuaciones diferenciales en la forma:

(a) y"=3y"+3y' -y =x

(6) y" -3y"+3y' —y =—4e"

Resolviendo cada una de ellas obtenemos

Para (a)
y,(x)=Ax+B y,'(x)=4 y,"(x)=0  y,"=0
- (B=34
Luego: 34— Ax —B=x {
A=-1
Asi: Y, =—3x—B
Para (b)
y,(x) = Ax’e* + Ax’e* ¥,'(x) = 34x%¢" + Ax’e”

y,"(x) = 64xe* +6Ax’e* + Ax’e*  y,"(x) = 64¢” +184xe” +94x7e" + Ax’e*
Luego: 64" = —-4¢* A :_3.

i 2 3 x
Asi: ypl(x)=_§xe

Entonces de (a) y (») por el Principio de Superposicién
y,(x) = -x-3-3 4% @
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2 .
o y{(x)=Cet + Cyxe” —x—3—§x3e" es la solucion general es:

"

5) Resolver: y"+ y"=¢e cosx

6)

Solucidn
La ecuacion caracteristica es:  r* + 77 =0, r*(r +1) =0
luego =0 doble , r=—1
Entonces y.(x)=C +Cypx +Cie™
v,(x) =Ae*cosx + Be" senx
y,'(x) =Ae"cosx + Be® senx— Ae* senx + Be” cosx
¥,'(x)=(A4+B)e* cosx + (B-A4)e" senx
v,"(x)=(4+B)e" cosx + (B~ A)e* senx—(A+ B)e* senx + (B- A)e” cosx
y,"(x) =2Be" cosx —2Ae" senx
y,"(x) =2Be* cosx —2Ae" senx—2Be* senx —2Ae" cosx
y,"(x) =2(B-A)e"cosx —2(A+B)e" senx
2(B-A)e*cosx —2(A+B)e* senx+2Be" cosx —2Ae" senx=e” cosx
(2B-24+2B) ¢*cosx—(24+2B+24)e* senx=¢" cosx
|

A=——
4B - 24 =1
N 10
23+4A=0}

1 1.
y,(x)= —1g € cosx + S senx

1
2 y(x)=C+Cx +CET —Tl(;e* cosx + ge" senx

Resolver la ecuacién diferencial y™+3y"+2y'= x> +4x+8

Solucion

Se sabe que: y(x)=y,(x)+y,(x)

Hallando la solucion complementaria:
Yy 43y 42y =0 - ¢(m)=m+3m* +2m=0 @
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;;6(m)=(m2 +3m+2)m=0
¢(m)=m(m+1)(m+2)=0

m=0,m=-1,m=-2 — yc(x)=cl+c2e""+cje”2’r

Hallando la solucién particular:

g(x)=x’+4x+8 Sy (%)= x'(4x?+ Bx+C)
s=0 —  y,(x)=4x"+Bx+C peronoesli. con y,(x)
s=1 = y,(x)=4¢+Bx"+Cx, si esli. con y,(x)

Y, (x)= 4 +Bx* +Cx > ¥, (x)=34x" +2Bx+C
y',(x)=64x+2B S y" (x)=64

"3y +2y = x* +4x+8

64+3(64x+2B)+2(34x* +2Bx+C) = x" +4x+8

(64)x* +(184+4B)x+(64+6B+2C) = x* +4x+8

De donde:
( 1
64 =1 - A=—
6
1184+4B =4 ., p-A-id4 gl
4 4
64+6B+2C =8 — (C=5-04+6B o1
L 2 4
_ X 1lx
Por lo que tenemos: y,(x)= —+=—+—=
i 6 4 4
] . X x* 1lx
Asi, la solucidon general es: y(x) = q+ee o™ + _6_+T+—4_

2.5 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS
El método de variacion de parametros es aplicado en la solucién de

ecuaciones diferenciales no homogéneas de orden superior de la forma:

a,(x)y" +a,_(x)y"" +... ... +a,(x)y'+a,(x)y(x) = f(x)

Sabemos que la solucién de la ecuacion homogénea asociada es: @
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¥, = o (x)+e,0, () +ep(x) +. ...+ 0, (x)

El método consiste en cambiar las constantes ¢, por funciones #,(x) de
tal modo que la solucién particular de la ecuacion diferencial sea de ia
forma: y, = u (x) ¢, (x)+u,(x) @, (x)+1,(x) @, (x) +. ... +1,(x)p,(x), donde

los # (x)son funciones a determinarse.

2.5.1 Definicién (Wronskiano). Sean y,(x), y,(x)...., y,{x) funciones

continuas y derivables hasta por lo menos el orden r-1. El

determinante

X Ya Ys oo Wy

7N " PR

W:W(yl’yz,_“,y")= }’1" yz" y3" J’n"
yln—l yzn—] y3n—l ynn—l

Es llamado wronskiano de las funciones y (x), y,(x)...., y,(¥)

Ejemplos

1) Dadas las funciones y =cos(Inx), y,=sen(lnx), x>0, halle el
wronskiano
Solucion

cos(lnx)  sen(Inx)
W=_Sen(lnx) cos(lnx) =

X X

cos? (Inx) .\ sen’ (Inx) 1

X X

2) Halle el wronskiano de y =e*, y,=¢ y,=¢™ @, 8,y €R

Solucién
ea:c eax etzx 1 1 1
W — aeax ﬂeﬂx ?,eyx — erzxeaxeax o [)) }/
azeax ﬁZeﬁx ?Zerx a2 ﬂz ;y2

57



2.5.2 Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden

Sea la ecuacién diferencial y"+a,(x)y'+a,(x)y = f(x); sean las
funciones  {¢,(x),2,(x)} soluciones de la ecuacion diferencial
homogénea asociada, luego

9,"+a (x)g,'+a,(x)¢, =0 0,"+a,(x)p,'+a,(x)p, =0

La solucion general de la ecuacion diferencial homogeénea asociada es:
¥, =Cp(x) + G (%)
La solucién particular se considera que es:
¥, = (), (x) + 1, (x) ¢, ()
donde las funciones #(x), u,(x) se deben determinar, para ello se
considera el siguiente sistema:
@ (2} '(x) + @, (x)," (x)=0

' (x)u'(x) + @, (¥}, "(x)= f (x)

Calculamos:
W (9, 0,) = ;0(()) Z(()) o
w, =l o ((?) A
W, = j((?) f?X) A

De donde, aplicando la Regla de Cramer
l.a solucidn del sistema es:

w(n)="a - L el)

w wW(p,0,)

i) L))

w W(¢1a¢2)
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Con lo que las funciones buscadas son:

u,(x) = _I de

W (e .0,)
_-| /( x)wl(x)
W (e.9,)
Ejemplo
Resolver la ecuacién diferencial y" + 4y = cor 2x

Solucién

Buscamos la solucion de la ecuacién homogénea y"+4y =0 la cual
tiene como ecuacidén caracteristica r’ + 4 =0, cuyas soluciones son

r =+2i, soluciones complejas, donde =0, g=2. Con lo que la solucidn

de la homogénea es: y, =e**(Acosfx+ Bsenfx). Reemplazando se

tiene:
. =" (Acos 2x + Bsen2x)
= Acos 2x + Bsenlx
Pero ¥, =Co (x) + Cyp, (x)
Luego: ¢, (x) = cos 2x : 0, (x) = sen2x

Buscamos &l wronskiano del sistema:
o(x) @(x) | | cos 2x  sen 2x

a'(x) »'(x)]

W(o,,0,)=2cos’ 2x + 2sen” 2x

W =
(4"1 > 402) —2sen 2x 2c082x

W (o,0,)= 2((:032 2x + sen’ 2x) =2

Buscamos las funciones:  u(x) = _J‘ f(x)€”~(x)
W(¢1,<02)
Cos2x
2 2x (sen ZxJ sen 2 1
! (x):-—f %abw —_‘. 5 dx= -EI cos 2xdx

u, (x) = ——}{Sen 2x
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cos2x
cot2x cos2x [sen 2x] cos 2 cos 2x
iy (x)=f == ——dv=| ‘”I

2 sen 2x

1 sen 2x 1 1 5
-[ senx 2'[ sen2x senss
1 1 1
=5J‘ (csc2x — sen2x)dx = EJ‘ cchxdx—Ef sen2xdx

u, (x) = %In (csc2x—cot2x) + %cos 2x

Con lo que la solucién particular es:

Y, =1 (x)e1 (%) + ()0, (%)

Se tiene que:

% -—-—lsen 2xcos2x +lln(cs02x—~cot2x)(sen 2x) + lcos 2xsenlx
r 4 4 4

1
y, = Zln(cchx-cot2x)(sen2x)
Siendo la solucion general de la ecuacion diferencial:

y = Acos2x+Bsen2x + %ln(csc‘?x——coth)(sen 2x)

2.5.3 Ecuacion Diferencial de Orden n

Dada la ecuacion diferencial
a(x)y' +a,_(x)y""+. ... .. +a,(x)y"+a,(x)y(x) = f(x)
La solucion de la ecuacién homogénea es de la forma:

V, = e (x)+em(x)+en(x)+. .+ e, (%)

La solucidn particular es:
yP =U, (JC)QI (x)+u2(x)(02 (x)+ua(x)go3 (X) LT 'R (X)(On (JC)
Donde los #,(x) se obtienen mediante las integrales u, (x) = | %—dx

Donde W es el determinante del sistema lineal:
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u' (p‘(n 2 4 u,' @2(..-2) v +u) %(n 2 _p
, |Q91(" 1) + u2v¢2(n-l) + + u,,'(o,,(" y_ f(x)
Es decir:
i @1 (02 (03 wn ]
@’ @' @, e,
A A A ?,"
W= : : :
A N R R
AREE AN A "]

W, es el determinante que se obtiene al cambiar en W la columna k-esima

por la columna después del signo igual del sistema (9)

Ejemplo

Resolver la ecuacion diferencial:  y™ - 3y" +2y' = 12> + 24x?

Solucién
Resolvemos la ecuacion diferencial homogénea.

y"=3y"+2y'=0 con f(x)=12¢> +24x°
Cuya caracteristica es: m' -3m* +2m=0, la cual tiene como solucién
m=0,m=2,m=1. Luego, la soluciéon de la ecuacion homogénea es
¥, =C, +Ce™ + Ce”

¥ =G (x) + Gy (3) + Gy (%)

2x x

a(x)=1; @ (x)=¢*; o¢(x)=e
Buscamos el wronskiano
o @ @
W=l ¢ @
(’DI " (02 " (03 " @
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€ € 2x x
w=0 Zez’ * i:u z" Zezx( x)—-4ez”(e )
0 4 €
W =-2¢

0 e e v o
8 20 & |= (127 +242) £, €
1267 +245° 4™ ¢ 27 e
W, = (12¢” +24x7 )(-€™)
1 0 e N
W, =0 0 e |=— (12 +2407)| L €
0 126 +24x e 0 ¢
= (1262" +24x? )(e")
1 e 0 ”
W, =10 26~ 0 |=(12er2er) ! O
0 4e¥ 126™+24x° 0 2
= (128?”r + 24x2)(2ezx)

Ahora buscamos:  u, (x) = _[ LI

—(126% +24x )(

)dx =I (662" +12x° )dx =3e* +4x7

u(9)=] e B

uz(x)z.[ %dx=-[ (lzezxizzetTZ)(ex)dx=_.[ (6+12x2e’2‘)dx

=— (6x —6x%e ™ —6xe™¥ — 3e‘2")

(126 + 245 )(2e2")

4 (x)= WJ

dx = j (12¢" +24x°¢ ™ ) dx

=~—(l2e" ~24x’e* —48xe™* ~48¢7)

Entonces la solucién particular es:

Y, =4 (x)‘?l (x)+u2 (x)% (x)+u3 (x) 1% (x)

&
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Y, =(3e2" +4x° )~— (6x ~6x’e™ ~6xe ¥ — 37 ) - (126" —24x%e™ —48xe™* - 483"")
¥, ==9¢" +4x° - 6x" +30x* +54x+51

Siendo la solucidn de la ecuacion diferencial dada:

Yy = C + Ce™ + Cye” —9¢™ +4x° —6xe™ +30x” +54x+51

2.6 ECUACION DE CAUCHY - EULER

Es una ecuacién de la forma:

n -1
anxn ii_?: + an—]xn_] d n—Jl}
dx dx

+...+alx%+a0y=f(x)

donde los coeficientes: ¢, eR,i=0,1,...,n;yx=0

2.6.1 Método de Solucién
Consiste en suponer que la solucion de la funcidon homogénea asociada

es de la forma y =x"; derivando y reemplazando se tiene: p(m)x” =0,

donde p(m) es un polinomio de grado » y llamaremos a p(m)=0

ecuacién auxiliar cuyas raices son {os valores de m.
Para el caso de una ecuacidn diferencial homogénea lineal de
segundo orden de ia forma:

a’y" +hxy' +ey =0 ... (*)
Se tiene: ax’m{m—1)x""2 +bmx™" +cx” =0
De donde: [a(m2-m)+bm+c]x’"=0
Asi: p(m)=am® +(b—a)m+c=0
Luego se presentan los siguientes casos:

a) Si p(m) posee dos raices reales distintas: m, #m,, entonces y,=x"

y y,=x" son soluciones linealmente independientes de (*), asi |a
solucién general es:

y(x)=Cx™ +C, x™

&
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b) Si p(m) posee una raiz real m de multiplicidad dos, se tiene una
solucién y, =x" y se busca la segunda solucién que es de la forma
y,=x"Inx que es linealmente independiente con y,, asi, la solucién
general de la ecuacion diferencial es:

y(x)=Cx" + C,x" Inx

c) Si p(x) posee raices complejas: m = a+ i, se tiene y =x"cosfx ,

¥y, =x" sen Bx soluciones linealmente independientes de (*), luego la

solucién general es de ia forma:
y(x)=C x" cos (fInx) + C, x* sen( B1Inx)

Ejemplos

1) Resolver x*y" + 4xy' +2y=0 (*)
Solucién
Sea y=x",y'=mx"" | y'=m(m-1)x""

Reemplazando en (*)
x? (m (m—l)x’"‘z) + 4x(mx”"1) +2(x”’) =0
(m2+3m+2)=0 m=—1,m=-1

Ly(x)=Cx7 + Cx?

2) Resolver. x'y"+5x*y"+7xy' +8y =0 .. *)
Solucién
Sea y=x",y'=mx"" ,y"=m(m-1)x"2 , y"=m(m-1)(m-2)x""

Reemplazando en la ecuacién diferencial (*)

x (m(m ~1)(m-2)x"" )+Sx2 (m(m —1)x"? )+7x(mx"“1) +8x” =0
Luego: (m3+2m2+4m+8):0 —> m=2,m=12i
Entonces: y,=x* y, =cos(2Inx) y; =sen(21n x)

Son soluciones linealmente independientes de (*).
Por tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es: @
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y(x) = C x* + C,co0s (Blnx)+C, sen(flnx)
Observaciones:

Una ecuacién diferencial del tipo Cauchy — Euler puede escribirse en la

forma de una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes

haciendo el cambio de variable; x=¢ < In x =1, consideremos la

2
ecuacion diferencial lineal de segundo orden: ax’ 5;—32—’ +bx% +cy=0.
X
Si x=¢ — In x=t — d_y=d_yﬂ
dx dt dx
Como t=Inx - ﬂ=l=lr
dx x e

Asi y_ vl Gy b D A

dx dt & dx dz dx dz

dy dy
Hacemos —= - ==D

ax a7

2
Ahora: -Ci—{:i Q =i[ﬂlf]=i(ﬂ i:}qt"

dx” dxldx] deldt €| dit\dt € jdx

2 2 2
Luego: i%: d_;"(irj _iiX[lr] Jr__ d_g’ 4 %

dx dt* \ e dti\e Je dt dt je
Entonces: ez,gfl:d_zy N xzfi—z—yzDzy -—Dy-—-(DZ—D)y

o dt d dx?

Asi, la ecuacién diferencial se transforma en:
a =(D2 —D)y +bDy +cy=0
la cual es equivalente a: ay"+(b—a)y' +cy=0, que es una ecuacion

diferencial con coeficientes constantes de sequndo orden. Continuando
de esta forma obtenemos:

xn% - D(D-1)(D-2) ... (D~(n-1))y

Luego, |la ecuacién diferencial (*) se transforma en
a,D(D-1)... (Dm(nﬂl))y +...+D(D-1)y + Dy + a,y =f(e’)

La cual es una ecuacion con coeficientes constantes de orden » en ¢.

&
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Ejemplos:

2.,n

1} Para la ecuacion diferencial x"y"+4xy'+2y =2Inx se tiene:

2)

D(D-1)y +4Dy + 2y =2t que es equivalente a
Y3y 42y =2 L (A)

La ecuacién caracteristicaes :  (r+1)(r+2)=0

Luego:  y(t)=C e’ +C,e™

La solucion particular es de la forma y,=Ar+B, derivando y

reemplazando en (A) 34 + 2(A+B) =2r, resolviendo: 4 =1, B:——;—

Luego:  y(t)=Ce + Ce™ +t —% es la solucion general de (A},
pero ¢t =Inx, por tanto, la solucién general de (*) es:
1 -2 3
y(x)=Cx' +C,x +Inx -3
Resolver la ecuacién diferencial
2 1
(3x—1) y"+(9x-—3)y'+9y = sen[ln (3x—1):| , X >-§
Solucién
Sea 3x-1=¢', entonces 7 =In(3x-1), luego, reemplazando en la
ecuacion diferencial 3’D(D-1)y +3(3Dy) -9y = sent, esto es:
9y"-9y'+9y' -9y = sent, luego queda 9y" -9y =sent ... (A)

cuya ecuacion caracteristica es 9 —9=0 - r =11, entonces:

y,=Ce' +C, ¢
Una solucién particular es de la forma:
y, = Acost + Bsent ; y,' = — Asent + Bcost
y,"=—Acost — Bsent

Reemplazando en (A):

~18cost — 18 sent = sent B i m
BT
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Asi: y, = --l%sent = “T%sen (ln (3x-1))

Por tanto, la solucion de (*) es:

Cy() =G (Bx-1)" + G (3x-1)7 —%sen (In (3x-1))

2.7 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
2.7.1 Sistemas Lineales

Un sistema lineal es de la forma:
= = a(r)x+b(1)y + £ (1)
D - ety + )y + 2 (1)

Si los coeficientes a(t), b(t), c(r) y d(t) son constantes, tendremos un

“sistema lineal con coeficientes constantes” en caso contrario sera

un “sistema lineal con coeficientes variables”.

2.7.2 Sistemas Homogéneos con Ecuaciones Lineales
Son sistemas con términos independientes nulos, para el caso de dos
ecuaciones, seran sistemas de la forma:

% =a(t)x +b(t)y
5‘31 o(t)x +d(1)y

(_

2.7.3 Método de Eliminaciéon

El Método de Eliminacion consiste en convertir un sistema de dos
ecuaciones lineales con coeficientes constantes en una tnica ecuacion
lineal con coeficientes constantes de segundo orden. Si partimos del
sistema:

%:ax+by+f(t)

g}f=cx+dy+g(t)
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Y denominamos D = g}' al operador derivada a ¢, tendremos:

(D-a)x-by = f(1)

{-Cx+(D-d)y=g(t)
Si decidimos eliminar la variable x del sistema procederemos de la
siguiente manera: multiplicando la primera ecuacidon por — vy la

segunda por (D-a), y restando los resultados, reducimos el sistema a

una ecuacion de la forma;
(JD2 +Pd+q)y=h(r)
La cual es una ecuacién lineal con coeficientes constantes de segundo

orden que resoiveremos con las técnicas aprendidas en el tema
anterior.

Ejemplo 1
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales con coeficientes
constantes homogéneo:

dx

= —4x-
dt Y
dy

- =2x+
dt Y

Solucion

El sistema puede ser reescrito en términos del operador D = % en la
t

forma:

{(D—4)x ty=0 {(D—l)(D—4)x -(D-1)y=0

-2x+(D-1)y=0 —2x+(D-1)y=0
Y asi, restando ambas ecuaciones tendremos:
(D-1)(D~4)x+2x=0 - (D*-5D+6)x =0
Que puede ser resuelta faciimente y obtenemos:
x(1)=C e’ +Ce”

Teniendo en cuenta ahora la primera ecuacion: @
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dx (1)
Car

> y(t)=Ce" +Ce*

y(t)=4x(1) -

Ejempio 2

Resolver el siguiente sistema no homogéneo:
-
dt Y
dy

Sz - 2x—4y+e
dt 4

Procederemos ahora despejando directamente la variable y en la

primera ecuacion:

y:x'+x - y'=x"+x'

Donde hemos utilizado la notacién x' == por simplicidad.
t

Sustituyendo en la segunda ecuaciéon obtenemos x"+5x'+6x =¢' cuya

solucion es x(t)=C,e™ + C,e™ +i%e'.

El calcuio de y es ahora directo, usando y =x'+x
y(t)==2Ce™ - Cpe™ +%e’

Nota

En el caso particular de sistemas homogéneos, es posible un

procedimiento todavia mas directo para obtener la solucién, pues la

ecuacion caracteristica de la ecuacién de segundo orden asociado

puede encontrarse en una forma muy sencilla.

Dado el sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes:

—t=ax+by
i4
dr

El proceso de eliminacién mostrado nos lleva a una ecuacion lineal de

= cx+dy

segundo orden con operador asociado (D2 + pD+q), tanto si se elimina

la variable x como si se hace con la variable y. Es facil demostrar
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entonces que la ecuacidn caracteristica A*+pl+g=0 de dicho

problema se obtiene directamente de la expresidn:
a-A b
¢ d-A

Ejemplo
Resolver el siguiente problema de valor inicial

dx
— =y, x(0)=1
dt Y ( )
dy
—— =X, 0)=1
dt * y( )

Solucién

., L i -4 1 s
La ecuacion caracteristica sera: ) = () - A“+1=0,

por tanto, tenemos dos raices imaginarias: A =i, i,=-i. De esta
manera, la solucion serd, por ejemplo, para x(¢): x(f) =K, cost + K, sent
mientras que las variables y(t) la obtenemos faciimente a partir de la
primera ecuacion y(f)=x'(¢): y(t) =K, cost — K, sent. Sustituyendo las

condiciones iniciales en ambas expresiones generales tendremos la
solucidén particular buscada:

x(t) = cost + sent
y(t) = cost — sent

2.8 APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE
ORDEN SUPERIOR

2.8.1 Movimiento vibratorio de sistemas mecanicos
1) Movimiento Arménico Simple

Para hallar el desplazamiento vertical x(t) de una masa m sujeta a un

a

70

resorte, hacemos uso de las siguientes leyes empiricas.



Segunda Ley de Newton
Esta ley dice que la fuerza neta F que actua sobre un cuerpo en
movimiento es igual a producto de su masa m por la aceleracién en un

instante ¢, esto es:
F=ma (0:)

a=a(t) aceleracion del cuerpo en un instante ¢.

Ley de Hook
Que dice que la fuerza F de restitucién de un resorte estirado es

proporcional a su alargamiento s+x, esto es: F=K(s+x),k>0 es la

constante de proporcionalidad, x=x(t) es la distancia recorrida cuando

el sistema estd en movimiento a partir de la posicion de equilibrio la
fuerza que actia sobre la masa es

F==~Kx (ﬁ)

Asi, despreciando fuerzas externas y amortiguacién, la ecuacién
diferencial del movimiento vertical del centro de gravedad de la masa

se obtiene igualando (&) y ()

d’x - K (*)

M—— = — K e
dr’

Donde el signo negativo indica que la fuerza de restitucion del resorte
actia en direccién opuesta a la del movimiento, es decir, hacia la

posicion de equilibrio.

Observacion
En la practica, la ecuacidon (*) se expresa en la forma:

Z—j: +@* =0 donde &* :§
La cual describe el movimiento armédnico simple o movimiento libre no
amortiguado.
La solucion de esta Gitima ecuacion es: @

x(t)=Ccoswr + C,sen wt ... (A)

1



Donde el periodo de vibraciones libres que describe (A) es r=22 y la
a

. . ) 1 o
frecuencia de vibraciones es F =? = 2—.
T

Ejemplo
Una masa que pesa 2 libras estira un resorte de longitud 0.5 pie.

Cuando =0 |la masa se suelta desde un punto a % pies debajo de la

posicion de equilibric con una velocidad inicial hacia arriba de 3

pies/seg. Determine la ecuacion del movimiento libre.

Solucién
De los datos: s = 0.5pies, W=21/b, x*(o)=i pies
3 seg
2.
x(0)=—pICS,W=mg_) m;E/,=2_=,1_
3 g 32 16

También mg = Ks =2 :K[%] N K =4

Luego se tiene la ecuacion diferencial x"+64x =0, aqui @° =64 ; w=8 y
la solucién general es x(r) = C, cos 8¢ + C, sen 8¢

2 ., 1

De las condiciones iniciales: C, = ;(72=g

Por tanto, la ecuacién del movimiento es:

x(t) = %cos 8¢ + ésen 8¢

Ademas, el periodo es T:%, y la frecuencia: F = 4
¥4

2} Movimiento Libre Amortiguado
Las fuerzas de amortiguamiento que actlian sobre un cuerpo esta

expresada por un mliltiplo constante de x'(r). Luego la ecuacién

diferencial asociada a este fenémeno es:

mx"(t) = -Kx(r)- px'(1) .. (N @



B>0 es la constante de amortiguamiento, la ecuacion (/) es

equivalente a:

42+ 0' =0 (1)
Donde 24 = s ) @' = E, m es la masa del cuerpo.
m m

De acuerdo a la naturaleza de las raices de la ecuacidon caracteristica:

m’ +2Am+ o’ =0 se tienen los siguientes casos:

Caso I: Cuando 4*-&”>0 se tiene un sistema sobre amortiguado cuya

solucion es:
x(z‘) = (Cle‘f“‘”l‘ + Cze‘”'i'“’i’)
Caso . Cuando A*-w*=0 se tiene un sistema criticamente

amortiguado cuya solucién es:
x(t) = e (C, + Cyt)

Caso Il Cuando 2°-o°<0 se tiene un sistema sub amortiguado cuya

solucion es:
x(t)=e* (C1 cos(\m2 —ant) +C, sen(\//l2 - o’ ))
En esta solucién, cuando ¢ -, las amplitudes de vibraciones van para

caso.

Ejemplo

Un peso de 4 Ib suspendido de un resorte o estira 3 pulgadas. El peso
se jala 6 pulgadas por debajo de su posicién de equilibrio y se suelta.
Asuma que sobre el peso actua una fuerza amortiguadora que
numéricamente, en libras, es igual a 2V donde V es la velocidad
instantanea en pies por segundo.

a) Establezca una ecuacién diferencial y condiciones que describa el

movimiento. @
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b) Determine la posicidn del resorte en cualquier tiempo después de
haber soltado el peso.

c) Escriba el resultado de b) en ia forma A(t)sen (ot + ¢)

Solucidén

De los datos W =4/b , s=3 pulg =%pz‘e , X, =6 pulg =~;+pie
X, = 6 pulgadas = % pie. La fuerza amortiguadora es F, =2x', luego se

tiene la ecuacion diferencial W =4=Ks=K(%] — K=16

. L. . . X
Luego se tiene la ecuacion diferencial §+2x‘ + Kx =0

a) La ecuacidon diferencial que describe e movimiento es

x" +16x' +8Kx =0, sujeta a las condiciones siguientes: x(0) =% pie;

x'(0)=0
b) Resolviendo la ecuacién diferencial se tiene la ecuacion
caracteristica »* +16r +16(8) =0, de donde r = -8+8i, entonces el
sistema es sub amortiguado y su solucién es:
x(1) = e™[C, cos 8t + C, sen 8¢]

- o 1
De las condiciones iniciales: C,= C2=5

-8¢
e . . e
5 [cos 8¢ + sen 81] nos indica la posicién del resorte para

x() =
cualquier tiempo ¢.

c) Como sen(8t+ J [ cos 8¢ + sen St]J_

x(t) = e 8‘[ sen (81+¢)] donde ¢—__

2r

De aqui T = i % segundos , W =8
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3) Movimiento forzado
Si tomamos en cuenta una fuerza externa F(t) que actia sobre una

masa oscilatoria en un resorte se tiene la siguiente ecuacién diferencial

K.x" =-Kx—fix' + F(r)=zx“+ﬂx’+ Kx =F(t)
g g

La cual puede escribirse de la forma:

ax" + bx' + cx = F (1)

Donde a=E[— ,b=p,c=K, llamada ecuacién de vibraciones forzadas.
g

Ejemplo
Un contrapeso de 16 libras estira un resorte una longitud de —2— pies. Al

principio el contrapeso parte del reposo a 2 Ib pies debajo de la posicion
de equilibrio, y el movimiento ocurre en un medio que presenta una
fuerza de amortiguamiento numéricamente igual a la mitad de la

velocidad instantanea. Establezca la ecuacién del movimiento si el

contrapeso esta impulsado por una fuerza externa igual a F(r) = 10cos 3¢

Solucién
De las condiciones del problema:

W =mg =161b ;s’:%pies , x(0)=2/p , x'(0)=0

%V :%x':_ﬁ; , P;: f(t)ZIOCOS 3t

mg = K(g) - K=6
A . 16 1
Asi se tiene: —x"+ —x"+6x =10 cos 3¢
32 2

Y la ecuacidn del movimiento esta dada por:

x"+x'+12x=10cos 3 ... *

Y resolviendo obtenemos la solucion del sistema:
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x(t)= {cos J;?t + sen ?t}+§(cos 3t + sen3t)

Nota;

En la solucién se tiene que x(r) = x,(f)+ x,(r), donde

_i[ Ja7

x, (1) =202 cos 4 4 sen ﬁt es el estado transitorio y
Va1 2 2 |

x, (1) =§(cos 3t + sen3t) es el estado estable del sistema.
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CAPITULO 1II:
TRANSFORMADA DE LAPLACE

3.1 TRANSFORMADA DE LAPLACE

3.1.1. Definicién. Sea f:[O,oo}—HR seccionalmente continua. La

integral Z{f(1)}=[ ¢ es llamada “Transformada de Laplace” de

f si la integral impropia existe, donde la integral se entiende como

[Te = tim ("o r(r)ar

Notacién: {1 (1)} =F(s)
Ejemplos

(1) 2 {1} = [ = lim (-—le““J

b—sw s

b

=1,s>0

¢ 5

® st { —srw = st 1 1
()2} =] eva = = +[ e di=—2(1)=,5>0

— ——
=0

2 —st|®

(3) #{i}= [ erdr = ! i

2o, 2 21
+;Ioe ’tdt:—_?(t)z—— s>0

30
0 § §

2) L fF s 2 N S ) ——___‘rl_ﬂ_, ~{(s+2) _L _
(4) Ze}=[ eveta = e PVar= e ’O_s+2,s> 2

(5) e} = [ eedr = [t = L O] R S

(6) =~ {cost} = J‘:e'“ costdt = —lcoste'“"
s

o 1 w
——J sent dt
o §°°

1= _ I 1
+—| e costds |=- ~—5 & {cost}
o 8% s 8

77



Luego: [1 + ;I?J_Q {cosr}=l o & {cost}=

s

s s%+1
3.2 TRANSFORMADA INVERSA

3.2.1 Definicion. Dada la funcion F(s), diremos que la funcidn f(r) es
la  Transformada Inversa de F(s) si F(s)=2{f(t)} y lo

demostraremos por f(t) = .2 {F(s)}.

Ejemplos

()= =1 o 2 {%

§

(2) s} == o

5

(4) Z{*} = ﬁi oz

{
OESGEE o y‘{g_’}=ﬁ
{

() #fey= N gﬂ{s_a
{

8

(6) 7 {cos 1} = e
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.‘?{sen t}— “> { }—Sent
§° +I 2 +1

J{sen at} = PES }— sen o
52 +at s +a
_7{cosh t}: 3 S { d }*senht
s =1 7 -1
- {cosh at} = — ; VAN { }zcosh at
s -
s §
.Q{senh l}:z—] PN { }——-senht
S _
Z {senh a1} = 2S - PEY { }=senhat
S -

Las propiedades enunciadas se verifican aplicando la definicion de la
Transformada de Laplace, lo cual queda como ejercicio para el lector.

3.2.3. Teorema. (Linealidad de la Transformada)
Sean f,g funciones definidas para 120.4,beC, entonces para todo

120 se tiene:
(i) Zfar()+bg()}=a{f ()} + b2 {e(0))
(i) & {aF(s) +bG(s)} = a & {F (s)} + b2 {G(s)}

Prueba:
(i) De lalinealidad de la integral se tiene:

Flaf()+bg(t)} =[ e (af(t)+bg(t))dr
=le(a e f(t)+be™ (t))dt
—aI e f(f) dt+bj ‘g (t)dt
= a2 { ()} + b2 (g (1)
(7) Resulta de (i) y de la definicién de Transformada Inversa. @
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Ejemplos

() Z{2-3r+5e%} =221} - 3.2 {1} + 5.2 {e ™)

(2) _gzﬂ{i 1y 25 } =37 1}+7_§¢‘ _1—_}+5_71{ 21 }
3 5°-1 3 s7-1

S——

=3+ 7¢" + 5senht

00 (gl [ [ [

=lf’{l}—l_§’1{ 21 =i—lsen2t
4 5) 4 s“+4)] 4 8

(4) & {senhat} =& {E:e—m}:
SEEHE {52

A partir de la linealidad de la Transformada de Laplace podemos

obtener nuevas Transformadas de funciones elementaies, como
muestran los siguientes ejemplos:

Funcion seno. Sean weR y consideremos la funcion:

1ot —imt
— &

e
= t =
f(t)=senw 5;

entonces:

2 )= [ 2l )2 e ()]

1 ( 1 1 ) @
= — + =
2i\s—iw s+iw) §*+ ot

Siempre que Res>0.
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Funcidén coseno. Sean weR y consideremos la funcién:

ot —ioot
— €

2i
De forma analoga a la anterior, se obtiene que:

2O =2 e )= e (0]

f(t) = cosart = ¢

1 ( 1 1 ) @
=5 —+ I 2
2i\s—iw s+iw 5T+ @

Siempre que Res>0.

Funcién seno hiperbélico. Sean <R y consideremos la funcién:

eﬂ)f _ e—ﬂ?f
[)= hot = ———
f(t) = senho 5

Entonces:

Z{f ) %{g{e“‘ O}-={e ()]

1( 1 1 ) @
=5 + =7 2
2QZ\Ss-® s+ s +w

Siempre que Res>|a|.

Funcién coseno hiperbdélico. Sean w<R y consideremos la funcién:

e® —
t) = h ot =
f(t)=coshe 5

Entonces:
1

O} =3[l - e 0]

1 [ 1 1 o
= — + -
2i\s—-w s+o) §*-o°

Siempre que Res>|a|.

3.2.4 Definicién. (Funcién de orden exponencial)

Diremos que una funcidon f es de orden exponencial a si existen

M>0 yT>0,tales que | f(r) < Me™, V12T . @
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Ejemplos

(1) f(t) =t, Vt>0 es de orden exp‘onencial, pues existen M =ly T>0,
tales que [f| <e',v¢>0.

(2) f(t)=€",Vt20, es de orden exponencial a=1, pues existen

<e,Vr20.

M=1y T>0, tales que [¢”

(3) f(t)=sent,¥t20 es de orden exponencial a=1, pues existen M =1y

T>0 tales que |sent|<e' V=0

3.2.5. Teorema. Sea s una funcion seccionalmente continua en [O,oo)

y de orden exponencial «, entonces existe |f (7)< Me™, V=T .

Prueba _
/ es de orden exponencial a, entonces existen AM=1y 7>0 tales que |

f{f(t)} <Me™, V2T, luego Z{f (1)} =Ire‘s’f(t)dt + j:e‘“f(t)dt la

0

primera integral converge y para la segunda tenemos

U: e f(r)d| < I:le"s'f(t)' dr < I: e lf(t)‘ dt

< J.: e Me¥dt < M J:o e sk gy

—{s—a)e » —~{s~a)T
M € _ Me e
S~ S—a
T
Con lo cual también converge.
existe _Q{f(t)},‘v’s >a
Ejemplo 1
., 2t+1 . 0<t<«l .

La funcién f(r)= { 0 . . es de orden exponencial y
seccionalmente continua, luego existe & { ¥a (t)} y esta dada por: @
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(O} = [[e=(2+1)dr+ ["oar

=I12z‘e"‘ dt + Ile‘s" dt =2[——£e‘sr

1
~fi-te ‘“d:] Lo
a 0 s s

=— |: +m ——e“‘——z—e"+£—e_s+1
S2 S2 ¥ by
1 2 {3 2
Ll =—+ - ~+—
=1+ 53 2]
Ejemplo 2
t t>1
Halle la Transformada de f(r) =
0 0<t<«1

Solucion

/ es de orden exponencial y seccionalmente continua, luego podemos -

encontrar la transformada de

_?{f(f)} =J:e‘5f Odt + Jllme_'“t dt = J'l“’e—sztdt =§+‘:“'Lme_ﬂtdt

e’ ](1 _,)
=+ —¢
s s\«

L= (1+)

s 5

3.2.6. Teorema (Primer Teorema de Traslacién)

Si F(s)=2{f(1)}y acR, entonces & {e”f (1)} =F(s)

v} (0)

S 50

y & {F(s-a)}= 2 {F(s)

Ejemplos
1 1
1) & =t — =
( ) { } { }s—)s— S ez (5—2)2
o
(2) _E’{e’”2 cost} = (1) Z {cos 1} _ et = S+1 LT —~—~—;%—
2 (S—-ij +1

> F(s-a)
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-3
s 3+l (S +2)2 _'9

3 3 3
Nl 2 _gty 7 | gl ~ e sen3
( ) {S2+2S+10} {(S+1)2+9} .?_ {S2+32}J—>s+1 ¢ senst
(5)_71 > 3 =_5__gﬂ‘1 __z_ﬁ zi_g—l{%} =§e'3't2
(s+3) ] 2 |(s+3)7) 2 s 2

Observaciones

(3) = {e'l' senhBI} = Z {senh3t} -3

T 2122
s—»st2 -3

a) Si f es continua por tramos en [0,+oo) y de orden exponencial,

entonces lim f(7) =0

b) Si f,g son funciones continuas por partes, tales que F(s)=G(s),

entonces f=g, excepto un numero finito de puntos en cualquier

intervalo finito.

La verificacion de estas propiedades pueden encontrario en (')

3.3 TRANSFORMADAS DE DERIVADAS

3.3.1 Teorema. Sea f una funcion en [0,+x), tal que s y sus
derivadas hasta el orden » -1 son continuas y de orden exponencial en

[0,+oo), y si la derivada de orden n de f es continua por tramos en
[ 0,+), entonces existe -Z*{f"(¢)} y ademas
L () = " F(s)=5"" £ (0)=5"21(0) -... = "D (0)- 17 (0)

Prueba:
Por induccion sobre el orden » de la derivada

(i) para la primera derivada de f
P ON=], e )= f (0] +sf e f (e)ae
==/ (O)+s.{f (1)} = sF (s) - 1(0)
2 (0= sF(s) - £(0)

1
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(ii) parala segunda derivada de 7
(@)= |, e @d =e (o)) + 5[ e f (r)a
==/'(0)+ 52/ ()} = -57(0) +s[sF (s5) - £(0)]
L (D= 5F(s) - 5/ (0)-1(0)
(#if) Para la tercera derivada
Z{f '“(I)}= j:e‘s' Fr(rydt = "(t)|: + SJ': e f"(r)dt
==7"(0) + s "(1)} = 5 "(0) +5[°F (s) - 5 (0)- 1(0)]
A=)~ £1(0)-(0)-1(0)

Y asi sucesivamente por induccién se llega a probar que 3 f{f"(t)} y

esta dada por:

Z(0O)=5"F (s) = s f(0) =521 (0)~ ...~ (0)- £ (0)

Ejemplos

(1) D(sent) = cost , luego

1 s
& {cos t}= 5.2 {sen t} — sen(0) = S.92+1_0 = a0
(2) D(e3') =3e" ; luego
kT I 30y L3(0) _ 1 1= 3
_?{Be }—s.?{e } e Ss—3 1 3

Observacién
La Transformada de una derivada es utilizada para resolver problemas

con condiciones iniciales.

3.3.2 Solucién de un problema con condiciones iniciales mediante
la Transformada de Laplace
Para resolver un problema con condiciones iniciales se procede de la }

siguiente manera;
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Dada la ecuacién diferencial se aplica la Transformada de Laplace a

cada miembro utilizando las condiciones iniciales y la linealidad de Ia

Transformada se despeja la Transformada quedando una ecuacion en

términos de s.

Finalmente se aplica la Transformada inversa y resulta la soluciéon en

términos de ¢

Figura 3.1: Solucién de una Ecuacion diferencial por Transformada de Laplace

Ecuacién | apicanda |  Ecuacién Despejar {F(0)}=F (s)f2eticandg

Diferencial K- transformada

S0}

Fuente: Autoria propia

Ejemplos

1) Resoiver el problema con valor inicial y'-y=1—1¢; y(0)=-1

2)

Solucion

Aplicando &~ , & {y' -y} = Z{1-1}

-2 =2

1
SZ

57(5) = ¥(0)- ¥(s) -

w | —

(s=1)y(s) = £ - -1

R S R R
y(s)—s(s——]) 52(5_1) (s—l) stos—1

!

Aplicamos ahora ' y se tiene la solucion: y(t) =1—¢'

Resolver. y" -3y +2y =l; y(0)=0, »'(0) =1

Solucion

Aplicando Transformada y las condiciones iniciales

L3t + 2.2y} = Z{1}

S2y(s)—Sy(0) - y'(O)-—3sy(s)+ y((}) + 2};(3) - l

A

Solucion
f(f) de PVI
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1
(32—35+2)y(s) = ;—+l

1 1
3(32 —3s+ 2)+ (32 35+ 2)

y(s)=

Separando el lado derecho por fracciones parciales:

CRL R
‘ 2\s) s-1 2\s-2
Aplicando la Transformada inversa, se tiene la solucion

y(1) = %—26' + %ez’

3.4 FUNCION ESCALON UNITARIO
3.4.1. Definicién. Dada a0, la funcién escalén unitario se denota y
define por:

tza

s 0<t<a

#(f"a)={;’

Figura 3.2: Funcién escalén unitario

ut
1: ~—>
0 a t

Fuente: Zili D, Cullen

Observacion
La funcién escaidn unitario es utilizada para expresar una funcién con
un numero finito de discontinuidades como combinacion lineal de éstas.

-, _ FAGRE 0<t<a
Una funcién del tipo f(r)= podemos expresarlo
JAG I t>a
en términos de la funcidn escaldn unitario en la forma: @
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S = £(0) - £ (Yu(t-a) + f,()u(t-a)

Asimismo, una funcién del tipo:

0 s 0<t<a
f()=5h(1) a<st<b
o (b

Podemos expresarla de la siguiente manera:
() =0-0p(t—a)+h(r) u(t—a) -h(t) u(t—b) + Ou(r-b)

S ()= h(1) [(1-a) - (5]

Similarmente, para una funcion s de forma mas general:

{£() , 0<t<a,
=) s

FAGE t>a,
Se tiene:

()= A=A mlt-a)+ L) p(t-a) - £()u(t-a )+
+....+ £, () ult-a,)

Ejemplo
Expresar f(¢) en términos de la funcién escalén unitario
t : 0<r<2
fi=10 ;  2s51<3
£ : 23

Solucién
Tenemos: f,(t)=t, f,(t) =0, £,(1)=F" ; 4=2,a,=3, luego

()=t p(t=2)+0p(r-2)-0p(r-3)+7 u(t-3)
LS =e-tp(t=-2) +£ p(t-3)

3.4.2 Teorema (Segundo Teorema de Traslacién)
Si F(s)=Z{f (1)} A a>0, entonces

(i) J{f(t—a)u(t—a)} = e"F(s)
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(i) & {e““F(s)} = Z{f(t-a)u(t-a)}

Ver la prueba en ()

Ejemplos
35 2!

(1) 2 {(-3) u(t-3)}=c 5

s
se+1

(2) .?{cos (t—x)ﬂ(t_ﬂ-)} _

s+3

(3) 2 P Pu(t-2) -

-7s
} e—z(r—'r)ﬂ (f . 7)

S$+2

(4) _?*‘{

T

I S T R 1 % 4
5 ‘?] € — 2 = 2 —— [~
(5) 5*+4 2"‘0 [e 324_22} 2 ( 2Jﬂ( 2]

—3

(6)_?1{ }—cos\/_(t 3)u(z-3)

3.5 DERIVADA DE UNA TRANSFORMADA
3.5.1 Teorema. Sea s continua a trozos y de orden exponencial a>0.

Si neN entonces existe Z{f()},s>¢ y ademas

,?{t"f(t)}=(-1)"jT:F(s) , donde F(s)={1(1)}.

Prueba. Por induccién sobre »
Para n=1 tenemos:

——F( )= ——_f e f(ydr= [ ——e‘”f(r)dt
=| e f(de= [T e (r)ar = 2 {f (1)}
Supongamos que el Teorema vale para n=#, esto es:

2 7O L F ()

ZIL D, Cullen M. Ecuaciones Diferenciales con problemas de valores en la frontera. @
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Veamos que se cumpla para n=h+1

L f ()= it ()= ———.?{z f()}=

o 29| L ()

Ejempios

) _?{tz sent}=(m1)lj—;-7{se”t} =("1)2§:?(ﬁj
=i[: 25 jlt 6572
ds| (s +1) | (s*+1)

d df s st -1
(2) 2 freost)= - L 2 {cosi)= ‘E(s H] -

(3).‘?’{tzcosh 21}= (- 1) _-?{Goshzt}_ _2[ § )

21
E—i 21 _ 2s% + 68
d |(s-1)) (1)
d? d*( 1
(4) .5?{:2 senh 2t}= (wl)zy_?{senh%}: -dS_Z[S‘Z_—TJ
__d 2s _ 2465 8"
ds (sz—l)2 (52—1)3

3.6 CONVOLUCION

3.6.1 Definicién. Dadas las funciones integrables 7 y g se define la

convolucion f*g de ambas funciones como la funcién

(7*8)(0)= [,/ (1-a)g(a)da

La cual es conmutativa, es decir: f*g=g*f

En efecto:

(r*e)1) = [ f(t-a)g(a)da=[ 1(2)g(i-z) (~c&)
— [ 1(2)a(t-2) de = g(t-2) /(2) @

20



3.6.2 Teorema. Si fy g son funciones continuas por partes y de orden

exponencial en [ 0,0), entonces: Z{(r*2)(2)} = F(s)G(s), donde

Fs)=2{/ (0} y G(s)= Fle()}:y 2 {F(s)G(s)}=(/*£)(1)

Prueba: Ver. (%)

Ejemplos
: s 1
1) Halle: & .
(s2+1)
Solucién
Como Z{sent}= 21+1, tenemos:
B

= 1 2 zyl{(%)[%]}=b‘6ﬂ t*sent
(s2+1) s+ s +]

=I(:sen a sen(t-a)da = %t cos t + —;—sent

2) Halle: & {m}

Solucion

‘9’1{(s—z)l(sa)}”l{(s—lzj J((ls)}

= L: 2% X oy J: e da=e (-e" + 1)

—— e 1o

3) Resolverel PVI:  y"-y'=¢'; y(0)=0, y'(0)=0
Solucién | ‘
Aplicando la Transformada y de las condiciones iniciales

Campbell S., Haberman R. Introduccidn a las Ecuaciones Diferenciales con problemas de é
valor de frontera. '
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-2} = 2}

A

() = 9/(0) = ¥'(0) = (s)~2(0) = 7

s(s-y(s) = — ¥(s)=-

Aplicando la transformada inversa

0 ?{[ = ]} e

t . s
= Lae“’.ldo: te' —e' +1 es solucidon del PV,

4) Resolverel PVI:  y"+3y'+2y=te™,1>0; y(0)=y'(0)=0
Solucion

Aplicamos la transformada y de las condiciones iniciales
s*y(s) —sy(0) - y'(0)+3sy(s) -3p(0)+2p(s) =.?{te"}

1 B 1
(s+1) y(s) = (s+1)(s+2)

Aplicando la transformada inversa:

= {[@Lf} (s+2}} -

= %Iﬂraze Aa) g = 1 "2"[ ale’da

(s2+3s+2)y(s) =

1 -2¢ 2t ! ¢
=—e " (te -2e +e' -1
oo y(t) “—t e’ —te +§-e" «%e‘z‘ es solucién del PVI.

3.6.3 Teorema (Transformada de una integral)

Si f es de orden exponencial y continua por tramos, entonces:

(1) _7{] f(a)da} F(g)
(u).?'i{ } jfa)da
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(iii)_?{z(—l)}z Lm]’(u)du ; F(s):.?{f(t)}

!

Prueba
Se deduce del Teorema 3.6.2

Ejemplos

.?{00521}_] s 1
2 T s st+4 s2+4

(N _?{J:cos 2a da} =

5

(2).?{]'@@} - 1_?{9_-’-_“_@}: 1]“’.99{#“ sen 4o} du
55

0 a I7 4

1, ¢b 4 1. u+2 ’
=~lim | —————du =-limarcig| ——

shorads (u+2) +16 s§howo 4 .

—lz—arct u+2]
sl 2 & 4

3.6.4 Teorema (Transformada de una funcién periédica)
Sea f wuna funciéon periddica de periodo 7. Si f/ es de orden

exponencial y continua por partes en [0,00), entonces:

]

]_es.'l"

L= e 1 ()

Prueba
Si 7>0 el periodo de s, entonces f(t+T)=f(t), V20, luego de la

definicién de Transformada
Z{f(1)}= j:e"’ f(t)dr = Iore‘“ f(f)ar + J:e"’ f{)ar
Haciendo el cambio de variable 1 = o+ T en |la segunda integral se tiene
I:e““ f()dt= I:e“(“*") fla+T)di=e [ e f(a)da
=2 {1}
Asi tenemos: Z{f (1)} = I;e"’f(t)dt+e""”_?{f(t)}
Despejando tenemos: t@
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Ejemplo
t, 0<t <l
0, 1<1<2

1) Halle la Transformada de la funcién f(r) ={ donde

f(t+2) = f(1), Ve22

Solucidén

f(t) es una funcion periddica de periodo 7 =2

Z{7(0)}= (1-1‘23) [[e f(t)dt:(l ]e_zs]“;e‘“tdt+fe‘s‘0dt]

(e
1-e% s

1, 1 e’ et 1
et |- L
0 0 i-e s 8 $

2) Halle la transformada de la funcién

4 , 0<t <b
f(t): b s Va>0
f(1+b), t=b

Solucién
f es una funcién periddica de periodo 7=5, luego:

Z{f (t)}:l_:_bs [I:e'“%tdt]:lwi_m Bﬁe‘” tdti|

—b(l—e"b’) s |0+sj-ﬂe ’dt}
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3.7 FUNCION DELTA DE DIRAC

3.7.1 Definicién. Dados a >0y #,>0, la funcién definida y denotada por

0 , 0<t <t,—a
1

8,(t-1) = ERE ty—ast<t,+a
0 , t2t,+a

Es llamada impulso unitario.

Figura 3.3: Funcién Impulso Unitario

A
1 \ _ 2a 3
- 1 o ——]
2a a :
——-—-——_E ! = -
0 ,—a & f,+a

Fuente: Zill D, Cullen

3.7.2 Propiedad. La funcion impulso unitario satisface: |3, (t-1,)dr=1,

en efecto

fh+a

o fhta 1 t
[ 8. (-1t =0+ oo 2e =5

=]

,—a
3.7.3 Definicion. La funcién delta de Dirac se define como:

J(t—to)zligaoéa(t—ro)

3.7.4 Propiedad. La funcion Delta de Dirac satisface:

0 565

, 1#1,

Lo cual indica que no es una funcién.

(i) [ 5(t-1,)dt=1 @
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3.7.5 Teorema
Z{o(t-1,)} = 51, >0
Prueba

La funcién impulso unitario en términos de la funcion escaldén unitario

viene dado por 3, (t—t0)=2i[,u(r—(t0—a)) - u(t-(t, +a))]. aplicamos la
a
Transformada de Laplace

1 -sa(ty-a) —sa(ty+a) y sa_-sa
_?{5a(t—fg)}=‘2";|:e - e | £ TC

K3 s 2sa

Tomando limite cuando a0 se tiene la forma indeterminada 0/0,
luego aplicamos L'Hospital

§141 - 173

e —e

Z{5(t-1,)}= lim s, (¢-1,) = ™ lim ="
Ejemplos

(1) #{s(t1-2)}=€™

(2).7{5(!-2%)} =™

(3)Resolver y"-2y'+y =48(z-1); ¥(0)=0, y'(0)=5

Solucion

Aplicando la Transformada

s’y(s) - (0)-'(0)-2sy(s)~2y(0)+y(s) = ™

e’ +5
(s-1)

Aplicamos la Transformada inversa y linealidad

1 e’ 1 1
)= {(s—l)z} il {(3..1)2}

= u(t-1) (t-1)e"" +5te”

(s2 —2s+1)y(s) =e+5 > ¥(s)=

(4) Resolver la siguiente ecuacion integro — diferencial
y'(t)=cost + J'Ory(a) cos(t—a)da , y(0) =1 @
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Solucién

Aplicamos ta Transformada

(0) - y(0) = - {eos 1} + y{jﬂ‘ y(a)cos(t-a)de

[y ]

s s s
=sz+l+y(s) 5241 ( —Sz+1]y(s)= s2+1+1
s 8T+l st+l 1 1 1
g 5 S rari

Aplicando la Transformada inversa se tiene la solucidn

t2
)=t +1+—
y() ++2

(5) Resolver el sistema de ecuaciones siguientes:

x'=3x+2y + 9 y'=3y+9; V1 >0; x(0)=0,»(0)=0

Solucién
Aplicando la Transformada de Lapalce y las condiciones iniciales a cada
ecuacion:

() =(0) = 3x(s) + 25(s) + =

(s) - ¥(0) =35(s) +

Despejando x(s) y y(s) obtenemos:

()-8, 9 13 1 6
s(s-3) s(s-3) s 5 s-3 (5—3)2
9 3+ 3

Aplicando la Transformada inversa obtenemos
x(¢)=1-3t — &' +6te” ; y(t) =—3 +3¢*

Que es la solucidn del sistema.
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CAPITULO IV:
SOLUCIONES DE ECUACIONES LINEALES EN SERIES DE
POTENCIAS

4.1 CONCEPTOS BASIOS DE SERIES DE POTENCIAS
4.1.1. Definicién. Una serie de potencias en x-x, es una serie infinita

de la forma > a,(x-x,), lamada también serie de potencias centrada

n=0

- - (....1)n+l x"
en x,. Por ejemplo, ZT

n=l

es una serie de potencias en x

centrada en x, =0.

Dado un valor de x, una serie de potencias s una serie de constantes.
Si la serie equivale a una constante real finita para la x dada, se dice
gue la serie converge en x, caso 'contrario se dice que ia serie diverge
en x. El conjunto de numeros para los cuales la serie converge es

llamado intervalo de convergencia.

4.1.2 Definicién. Dada la serie de potencias > a,(x-x,)", tal que

n=0

an+l

aﬂ

L = lim si 0 < L <o, entonces el radio de convergencia de la serie

X — o

de potencias se define como R =%, donde R=0si L=w y R=00 si L=0

4.1.3 Teorema. Dada la serie de potencias Y a,(x-x,)" solo se verifica

n=0
una de las siguientes probabilidades.

a) La serie converge en su centro x,, en este caso, R=0.

b) La serie converge Vx e R, en este caso R=w.
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c) La serie converge Vx que satisface |r-x|< R, donde R>0, y la
serie diverge Vx, tal que |x-x,| > R.

Observaciones

La desigualdad |r—x|< R es equivalente a x, - R<x <x, +R, asi el
intervalo de convergencia absoluta de la serie de potencias es
(xO—R, X, +R>.

Si una serie de potencias converge para la x tales que |x-x,/< R,R>0
entonces puede o no converger en los extremos del intervalo
(xR, x, +R).

Una serie de potencias centrada en x, define una funcién
f{x)= i“n (x=x,)" cuyo dominio es el intervalo de convergencia de la

n=0

serie R>0. Luego en este intervalo existe es diferenciable e integrable y

se tiene que f'(x)= inan(x—xo)"_l
=0

Aunque el radio de convergencia de ambas series es R, el intervalo de
convergencia puede ser diferente al de la serie original puesto que la
convergencia en los extremos se puede perder por diferenciacién o
generar por integracion.

Ejemplos

1.

Determine el intervalo de convergencia de la serie de potencias:

x3)

Solucion

El radio de convergencia es R = % donde
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1
L= lim|—2 " i 1(—”—J =%

n- o - n—wo 2 pni]
La serie converge absolutamente cuando !x-3| <2, es decir, en (1,5).

n
© f
Para x=1 se tiene la serie Z(——) la cual es convergente por ser una
n=]

serie alternada.

| . .
Para x=5 se tiene la serie Z— la cual es divergente por ser la serie
1 1

n=

armonica.

" (-‘l)n_l

Determine el intervalo de convergencia de la serie: —.
w1 3" (X—S)

Solucion

w0 '-1 o x—'s i
La serie es equivalente a Z( ) [(3" ) ]
n=l n

-1y
P N () I (L)(s-‘)J

"oy oo (_1)"_] now | g4

n3"

; hallando el limite

Luego R =3y la serie converge absolutamente para |Jc—5|'1 < 3, esto es:

|x—5( > 1 © x=5> 1 v x=5< 1
3 3 3
1 14
> xX>— v X< —
16

16 . , - -
Para x = 5 e tiene la serie alternada Z(—)— la cual es convergente
n=0 n

- ( l)nl

4 . . . = 1
para x = 14 se tiene la serie arménica ) ——"—— =>"— |a cual es
3 Sn3(-1/3) An

divergente. Cb/
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Por tanto, el intervalo de convergencia es: <—oo,%> U {1—3‘6- , +oo>

4.2 SOLUCION EN TORNO A PUNTO ORDINARIO
4.2.1 Definicion.- Dada la ecuacion diferencial de segundo orden:

a4 (x)y" + @ (x)y" + a,(x)y = 0 *)

Donde a4, (x)= 0, la cual es equivalente a:

v+ p(x)y'+q(x)y =0 (**)
Se dice que x,eR es p unto ordinario de la ecuacion (*) si las funciones
p(x)y q(x) son analiticas en x, es decir ambas funciones se pueden

expresar en forma de series de potencias en dicho punto. Un punto que no
es ordinario es llamado punto singular.

Ejemplos:
1) La ecuacién y" + (sen x)y'+¢*y =0 tiene un punto ordinario en x=0,

ya que:

3 5 2
X

X . X
sen X = x ——+ - ... e=1+x+—2—l+...

31 5]

2) La ecuacién y"+(Inx)y'=0 tiene un punto singular en x=0, pues

g(x) = Inx no admite un desarrollo en series de potencias.

4.2.2 Teorema. Si x = x; es un punto ordinario de la ecuacién diferencial

(**), entonces existen y,(x), y,(x) soluciones linealmente independientes
en forma de serie de potencias centradas en x,, y =Y C,(x-x,)", donde
n=0

por lo menos una de las soluciones converge para ]x - xol <R, Res el

@
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Ejemplo:

1.

Resolver la ecuacidon diferencial v" + xy=0 en torno a un punto

ordinario.

Solucion:

x=0 es un punto ordinario , luego y= ZC,,x" es solucién de la

n=4¢

ecuacion, derivando se tiene:

o

y'= i:ncnx”'1 ;Y= Z n(n-1)C, x™>
n=1

n=2

Al sustituir en la ecuacién obtenemos:

-4}

y'+oay = in(n—])Can + . Cx™
n=12

n=0

C xn+l

n

s

=20C,x" + in(n—I)C,,x"'z +

n=3 n=0

Uniformizamos los indices en ambas sumatorias, procedemos como

sigue:

k=n+1

k=n-2 ) .
en la primera ecuacion, y luego ‘

Hacemos {

+2=n -1=n

segunda. Por tanto:

y"+ xy = 2C, +i(k+2)(k+1)cmx* + ick_lx*
k=1 k=1

=2C, + i[(k+2)(k+1) +Cp,|x* =0

De donde se debe cumplir: 2C, = 0 entonces €, =0,y
(k+2)(k+1)C,,,+C,, =0

_Ck—l

Entonces: Ciuy = W ;

k=1,2,3,...

Ahora bien, reemplazando los valores de k se tiene:

en la
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¢ =——C : Cy=0; C, = G,

T HOE) = RO OEE)

—Cl ) _ . c
T B@EOmEm) G0 G GeR

Luego:
y=C +Cx+Cx +. ...

y=Cy+Cx +(0)x O 0)x -0 6

2 __gq_xs o 5
50" @ O He6eE
G % +(0)x* - C, ¥’ _ C, x'°
A6 OOEOEE) O@EMHE0)

3 3 9
T P A x J

(3)2) ()N RG)ENE)E)E)

4 7 10
X X X
C | x=- —J

L B B@E) B)@EE)E))

Asi:

W)= €, l+i(—1)k [1.4.7.... (3k-2)] “"”J

& (3k)!

»(x)= ¢ x+g1(_l) [2.5.8.....(3k—1)] xml:l

(3k+1)!

Aplicando el criterio de la razon, vemos que esta serie converge para

] < o0

. | Resolver la ecuacién diferencial (1+x2) ¥"+2xy' -2y=0 en torno a punto
ordinario x,= 0

Solucion

x,=0 es punto ordinario, luego y = ZC,,x" es solucion de la ecuacion
n={

diferencial, derivando se tiene: @
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y'=3 nC,x", y'=Y n(n-1)C,x"*
n=0
Al sustituir en la ecuacién dada obtenemos:

(1+x2)in(n—l)(fn x”“2+2xinCnx"‘] —2i C,x"=0
n=0 n=0 n=0

o

Zn(n—l)Cn x4 i:m(rz——l)Cn x" +2inCn x" —2iCn x"=0
n=2 n=1 n=0

Uniformizando indices:
2C,=2C, +6C,x+ i k+2){(k+1)C,,, x* +Z(k 1) k+2)Cx* =0

Luego se debe tener: 2¢,-2C, =0 ; 6C, =0

(k+2)(k+1)Cpp+ (k=-D(k+2)C, = 0

k+1)C
De donde C, =C, ;C,=0,C,,, = -ﬂ£;k22
k+1
Reemplazando los valores de & tenemos:
C C C 5
C, =—?"=—?";C5 =O;C62—5"—;C7=O;Csz—;;...
C,,C,eR

Luego:  y=C +Cx+Cx* +Cx* + ... ..

Son soluciones linealmente independientes.

4.3 SOLUCIONES EN TORNO A PUNTO SINGULAR REGULAR
4.3.1 Definicion. Un punto x =x, es un punto singular regular de la

ecuacion (*) si tanto (x-x,) p(x) como (x-x,)" g(x) son analiticos en

¢
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x=x,. Un punto singular que no es regular es llamado punto singular

irregular de la ecuacion (*).

Ejemplo:
Sean x=-2, x=2 puntos singulares de la ecuacion;
(x2—~4)2x +{x=2)y'+y=0

x=2 es un punto singular regular, y x = -2 es un punto singular irregular.

4.3.2 Teorema de Frobenius
Si x =x, es un punto singular regular de la ecuacién diferencial ordinaria:

a,(x)y"+ a,(x)y" + a(x)y =0

Entonces, existe al menos una solucion en serie de la forma:
= n+r
y= Z Cn (‘x_'xﬂ)
n=0

Donde r es una constante a determinar.
Esta serie converge en un intervalo de la forma 0< x-x, < R.

Ejemplo
Utilizar el teorema de Frobenius para hallar dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacion diferencial: 3xy" + y'- y =0

Solucién:
. 1 1
x =0 es punto singular y es regular porque: p(x) = P g(x)= o
: X X
Suponemos una solucion de la forma:
y=) Cx™ derivando:  y'= Y (n+r)C, x™""
n=10 n=0

y'= i (n+r)(n+r——1)Cn x™E

n=0

Y sustituimos en la ecuacion diferencial:
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o0

3 y-y= 3 3(ner)(ntr-1)C, x4 3 (ner)C a3 0,5
= n=0

Z(n+r)(3n+3r 2 ™ ZC x™

x’[i(ﬁ+r)(3n+3r—2)cnx”" -y Cﬂx"} =0
n=0 r=0

Sacamos la potencia mas baja:
x" [:r(3r— 2)Cox™ + i (n+7)(3n+3r-2)C x™ - i C, x”} =
n=0 n=0

k=n-1 —> n=rFk+1

Haciendo:
n=1 - k=0

Luego:

x| r(3r-2)Cox ' + i(k+r+l)(3k+3r+l)€k+, xF - i C, x"} =
L k=0 k=0

o

~

| r(Br-2)Cx+ i [(k+r+1)(3k+3r+1)C,,, —Ck]x"} =0
k=0

En potencias de: x™': r(3r~2)C,

Y en potencias de:

c (k+r+1)(3k+3r+1)C,,,-C, =0 con £k=0,1,2,3,...
Si: C0¢O—> r(3r-—2)=0 = }’2=O ]‘iz% y
; ec.ir;g‘r'ciaf . — o+

tndices (o exponenies) de la simgularidad

C.. = ¢,
U (k+r+1)(3k+3r +1)

con £=0,1,2,3,. ..

2 .
Con # =3 que es la raiz mayor, entonces:

C,, = G -G , k=0,1,2,3,... (1)

[k+§)(3k+3) (3k+5)(k+1)

Con r, = 0, tenemos:

G

C,, =k  k=0,1,2.3, .. 2
k (k+1)(3k+1)’k 1,23, (2)
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lterando (1):

C,

C,,, = GErs) D) k=0,1,2,3,. ..
—o - =_Co
ST EHE
_ . _ Cl - C() — CO
LT RE T EHOEE) . OE
k=2 G =, C2n &y -G

T () BHOHERME)” GYENE
k=3 :C,= = Cy

14)(4) ~ ()E)E)1)(14)

Generalizando se tiene:
C

= E®ANE) . (1=2)

ch=12,...

lterando, ahora (2):
G

C.. = k=01.2.3,. ..
U (R+1)(3k+1) T
= = CO

L@
k=1 :C, ¢ C

0@ OO

SO = C, - G - G
() OOE@@E)T) BYENT)

k=3 :C, = G Gy

(4)(10) ~ (4)(4)(7)(10)

Generalizando:
3 C

CMOOmE0 G2 "




200 E 0
-3 on=Soxt=s S -slas Sor]
= n=1

G

_x{c + Z (NG 8)(11)(14)_._(3n—2)x"}

‘CﬂP+§hmxxaummy~@w4J

=0 >y,=3 Cx" = icnx" = [Co + ic,,x"}
n=tI

C,

=P+Z(xxxmm @mnﬂ

n

CP 2 @M )uw%a}

Luego, la solucién general es:
y=Ky+K,y,

o0

y=h%f{“}ﬂ@ma@mnu@~«%—n-+

+k,C 1+
2 0{ 3M—2)J

ZOEM0).

i
p—

Observamos que para este ejemplo:

2 2
"1:5”'2:() —>r1~r2=§¢ entero

Nota: en general, si x=0 es un punto singular regular, entonces las

funciones x p(x)y x’q(x) son analiticas en x =0, es decir:
xp(x)= po+ px+ pxt+. ..

Kg(x)= g+ gx+g,x* +. ..
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Son convergentes en intervalos de radio positivo. Después de sustituir

y= ZC,,x"*’ en la ecuacidn diferencial y simplificar, la ecuacioén
n=0

indicial es una ecuacién cuadratica en r gue resulta de igualar a cero el
coeficiente de la menor potencia de x. siguiendo este procedimiento se
puede mostrar que la ecuacion indicial es:

r(r=1)+ pjr+gq,=0

Se hallan las raices de la ecuacion indicial y se sustituyen en la relacion
de recurrencia.

Con las raices de la ecuacién inicial pueden ocurrir los siguientes casos:

a) Caso 1: cuando » - r, = entero positivo (r > r,), entonces las dos

soluciones linealmente independientes son:

o
n+tr, ntr
y1=Zanx Yya,#0 ; yzzz:bnx 5, by 20
n=0

b) Caso 2: cuando 7 - r, = entero positivo (1 > ), entonces las dos

soluciones linealmente independientes son:

» = ic,,x"”‘, C, %0

n=0
¥, =Cy(x)Inx+ > C,x™" b, #0
a=0
Donde C es una constante que puede ser cero.

c) Caso 3: cuando 7 = r, = r, entonces las dos soluciones linealmente

independientes son:

W= chxn”= Gy 20
n=0

¥ = y(x)nx+ i b, x™"

n=0
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4.4 FUNCIONES DE BESSEL
4.4.1 Funciones de Bessel de orden natural
La ecuacion diferencial de Bessel de orden v, viene representada por:

2
y'+ —l-y' + (1——‘%)y=0
X X
O bien: xzy"+.xy'+(x2—vz)y=0

Donde x €R y v 20 (podria ser x,veC}).

Mediante series de potencias para x,=0 punto singular regular la solucion

de la ecuacién de Bessel para veN

(—l)k (,X/ 2)v+2k
ico K (v+k)l

M1

La funcion J, (x) =

Ademas, como:

(_1)k+l (x/?-)n+2k+2
i | D k1)) | (x/2)

Ese () (x2) Foe (k+1)(n+k+1)
ki (n+k)!

=0(VxeR)

La serie que define a J, (x) es convergente para todo xe R.

4.4.2 Funciones de Bessel de primera serie y orden arbitrario
La funcién
© (_l)k (xfz)v+2k
J =
() Z;)r(kn) T(k+v+1)

es llamada funcién de Bessel de primera especie y orden v (r.veR).

Tenemos que la solucion general de una ecuacion diferencial lineal de
segundo orden:

a,(x)y" + a,(x)y" + a,(x)y=0
Viene dada por: y(x) = C y(x)+ Gy, (x)
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Siendo C, y C, constantes arbitrarias, y,(x) e y,(x) soluciones linealmente

independientes de ta ecuacion.

En el caso de la ecuacion diferencial de Bessel, se comprueba que las

soluciones J,(x) y J_,(x) son linealmente independientes siempre que

veR-7Z, sin embargo, para r =1,2,3,... :

Jo(x) = i(—l) (x/2)™" _ i(-l)””(xfz)”” () ()

i k!(k-—v)! = (v+s)!s!

Por lo que para VzneN,J"(x)yJ(_n)(x) no son linealmente

independientes.

4.4.3 Funciones de Bessel de segunda especie
Las funciones de Bessel de segunda especie y orden v, denotadas por

Y, (x) vienen definidas por la férmula:

_ Jy(x) cos (vr) -
SEnN (Vﬂ)

¥, (x) /. (%) (veR-Z)

Y, (x) = lim Y, (x)

v—n
La funcién Y, (x) es solucién de la ecuacion de Bessel, ya que es
combinacion lineal de J,(x) y J_,(x) que son soluciones de la misma.
Ademas 7, (x) es lineaimente independiente con J, (x) y con J_, (x).

Ejemplos
1. La solucién general de la ecuacion de Bessel!

2.0

x*y +xy'+(x2—»§1;)y=0 en (0,00) es:

D | —

y=CJ;(x)+CyJ (x)  puesto que v’ =
3 3

2. La solucién general de la ecuacidn de Bessel
xzy"+xy'+(x2—4)y=0 en (0,o0)es: .
y=CJ,(x)+ C,J,(x) puesto que v’ =4 @
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4.5 EJERCICIOS RESULTOS
4.5.1 En cada ejercicio, hallar el intervalo de convergencia:

= 2" x"
(@) 3%
Solucion
2n+l
172 nel 2
L=lim (n+n) -2 f =2 ; luego |x|<2'1 entonces —l<x<l
H® 2— (n+]‘) i 2 2
ﬂ2
Para: x = 1 converge
w0 n n _1 "
Z 22 (ul) = ( 2) converge, pues es alternada
| 2 n
Para: x = 1
2
2" (1 1 . :
Z—z(—n) =—  Esdivergente, pues es una serie con p=2
a2 n
Por lo tantoelintervalo de convergencia es: [—% , %>
() 3 ntx
n=0
Solucién
! f
L= tim PN (D2 e x| <0
2w n! n"—>w n!
Por lo tanto, la serie convergesoloen : x=0
e, (100) (x+7)"
() 27—,
Solucion
(]OO)PH-I
1 n+l '
= lim (n+11. — lim (100)"" n! __
=0 (100)" | "="(n+1)!(100)
n!
En este caso elintervalo de convergencia es (-0, ©0) ; .. converge Vx @
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@ $EL sy

Solucion
1
nl H
L= tim 49" < jim 10 - =i, el radio de convergencia es R=10
n—ow 1 7w IG’” 10
10"

luego : }x—SI <10 ,entonces —-10 < x—5<10,estoes -S<x <15
Para x=-5

a0

entonces es divergente

Para x=15

8

i o (10 Z (-1)" entonces diverge

Luego la serie converge en: (-5,15)

(e)gk!(x-l)k

Solucién
[
L= lim M = lim M = lim (k+1) 0
k 5o k—>w k k>

Entonces la serie converge solo en x =1

(N 50 Gy

Solucion
1
To T\ _
L= lim (2’1;23 =lim 9((2: 11)) —%, el radio de convergencia es R=9
n > X B n—
(2n- 1)3%

Luego |x| <9, entonces -9 < x <9

Para x = -9 la serie

4
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Z( ) ) ) =i(-1)"~——£&n--— es divergente

)32n—l o (2n _ 1) 32n41
Para x =9 la sene

Sy L) 3Gy

= (2n-1)3""" (2n-1)

€S convergente

Luego la serie converge en: (—9 ,9]

(g) 2

n=1 M
Solucion
(n-i-l)!
n+l
L tim [y
now  nl ”"°°(n+1)
nn
luego r=———l—n—=e; y |x|<e, esdecir —e<x<e
Iim
" (n+1)
o0 = g
Para x=-¢, la serie Zn,(ne) ;  es divergente

n=1 n

2. n! (e)

Para x=e, la serie

M

;  es divergente

n=1

. La serie converge en (-e ,e)

n=1 n!
Solucién
(n+1)n+1
) 1Yn!
L=lm (n—t)~ 1 (n+]) (n+ )n = ¢, ¢l radio de convergenciaes R=e
nowl ot (n+1)( )(n‘)
n!
1 1 1
Luego: |x| < —; entonces —— < x< —
e e e

o
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1 .
Para x =--, la serie

= n" 1Y’ .
> {—~J ; es divergente

1 .
Para x =—, la serie

e
=n (1Y .
Y—I=1; es divergente
1 nlie
11 . .
Entonces : ——,—; es el intervalo de convergencia.
e e

4.5.2 Resuelva la ecuacién diferencial dada, suponiendo que una

soluci6n en serie de potenciaes: y= Cx"

=0
(a) yvi+y=0
Solucion

Se conoce que la solucion es de la forma

y= iCnx" ,luego: y'= i nCnx”‘l
n=0

n=l

Por tanto:
yi+ys= i nCx"™ + iC,,x":O = i nCx"" + ic,,xuo
mi (k+1)C,,.x" + ickx%o =i [(k+1)cM+ck]x* =0
k=0 k=0 k=0
(k+1)Cu+Co =0 - Cp= (}c%
q:—% c2=+-(;—° q:-% c4=+2%

y=Co+Cx +C,x* +C X’ +Cy x" + ..

Cx* G R x* N
2 6 24

y=C,-Cyx +

© (-1} x"
Ly = Z ( ) ; y=Ce™ es solucion de la Ecuacién Diferencial.
rn=0 n ' @
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(p) y' - x*y =0

Sabiendo que:

fr ) [z}
y= ZC,,x"; entonces y' = Z nC x"" | asi

n=0 n=l

0 o

y'- xzyzi nCx"=x*Y Cx"=0 =Y nCx"

n=1 n=0 n=1

]
n+2
- ZCnx =0
n=0

E=n-1
o)

=3 (k+1)Cx -3C ¢ =G +2Cx+z k+1)C, 0
k=0

=C + 2C2x+i [(k+1)C,,, - C,, |5* =0
k=0

C=0 , C.=S2 k2 20, =0
k+
iterando tenemos
C, e C5=g’i:0 C, _ &
3 5 162
c,=%=0 c,-G-% C,=0,
4 6 18
y=C+Cx+Cx +Cx’ +C,x* + C,x° +. .
2 3 4 6
y=C,+0x PRI SO +0x5+&)—c—+0;vc’+0x8+—~-C~~°~JL
2 3 24 18
3 i} 9
y=C, R . I
363 918 "
) 1 3n
y=C, Z T es solucién de la ecuacion diferencial

(¢) (1-x)y'=y=0
Solucion

Se conoce que:

n

y= Z‘UC x" derivando:  y'= Z nC x™' ; luego

W
k=n+2

ch 2x =
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(1—x)y'—y=(1—x)i nC x™" —iCﬂx" = i nC x"! —i nC x" — iCﬂx"
n=1

n=0 n=1 n=1 n=0
A v e

—_— ~ [ —
k=n-1 k=n k=n
=3 (+1)Ct - R =30 Ct =G4S (k4 1) -3 kGt - Cy= 3,
k=0 k=l k=0 k=0 k=1 k=0
=C, - C, +i [(k+1)C,, - kC, -C ]+*=0
k=1
Asi tenemos:
C=C C —kC*+C* k21
1 = ~0 k-1 " (k+1) > =
De donde:
C,=C, C,=C,; C, =G, C,=C

0> uego:
y:C0[1+x2+x3+x4+x5+...]

Ly=C Zx" » €8 solucion de la ecuacion diferencial

n =0}

(d) y"+ y=0
Solucién:

Sabiendo que :

y= i(}nx" Derivando dos veces y" = i n(n-1)C,x"* , luego
n=0

"=

L%

y'+y= i n(n-1)C x"? +iCﬂx" =3 n(n-1)C x"? + iCnx"
n=2 n=0 n=2 n=0
T k=1;l—2 ’ k=n

= i (k+2)(k+1)C, 5" +iCkxk =i [(k+2)(k+1)C,,, +C, ]x*
k=0 k=0 k=0

C

k+2Wk+1)C, . +C, =0 Comm
( )( ) k+2 k k+2 (k+2)(k+])
Dandole valores a k£, con C, # 0 C #0
R L N N
2 6 24 120 720
2 3 4 s
Luego: y=C0+C1x—C°x _Lx +C°x +C‘x +. ..
2 6 24 120
2 4 & 3 5
yzco[i_x_+i_*_+.._}q[lﬂ_ﬂ_ }
21 41 6! 3t 5!
Es la solucion de la ecuacion diferencial @
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(e) "+ (cosx)y =0
Solucién

Se conoce que:

= 21 4]
Luego:

a 2 4 o
y'+(cosx)y=>" n(n~1)Ca"? +{l—x—+£—+... }ZC x"
n=2 H

a0 2z 4
:Znn 1Cx"2 {1——;—;+—+ :![C +Cx+Cx +Cx° +.. }

k=n‘—2

4

L-e] 2
_ kz (k+2)(k+1)C, % +[1—%+-z—|+... }[co FCx+ 0 + Gy +..]
=0 H !

=2C,+C, +(6C, +C,)x+[12C4 +C2—929Jx2 +{20C5 +C3—Q)x3

c,=-5% c-_G .G G _G_ G
P2 U6 YT 12 ST 40 20
Luego
G =1 C,#0
C2=--—q9~ C'B:.——g C4=g)_ CS'__Q’
2 6 12 30

2 4 3 b
y=CO ]_i+x_+_'_+cl x—i+x—+...
2 12 6 30

Es solucion de la ecuacion diferencial.

4.5.3 Encontrar dos soluciones en series de potencias en torno al
punto ordinario x=0 y que sean lineaimente independientes.
(a) y'=xy

Solucion
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Y -xy = Zn(n NC,x™? ~ ZCx"“
n=2

k= n—2 k= n+i
= 3 (k+2)(k+1)Cpprt - 3 €2
rn=0 n=0

af

= 2C,+ ) [(k+2)(k+1)C,,,—C, ]a* =0

=]
C,=0
(k+2)(k+1)ck+2 v =0

Cint

— k=1
ot = e F2) (k1) 2,3,

Escogemos: C;#1 A C,=0

Tenemos:
6% 8 e G o G
6 12 180 504

3 4 & 7
Luego:  y(x)=C,+Cx+ Cx Gx JGx Gx N
6 24 180 504

3 6 x4 x?
Entonces: y(x) = C{1+—~+-—+ ]+C]{x+~+ +

6 180 12 504

De donde:

6
box

=l+—+—+
A 6 180
4 x'?

= —+ —+
I T V!

(36). y"-2xy'+ y=0

Solucién
y'-2xyt+ y = in(n—l)Cﬂx"'2 — i iCﬂx"
n=2 n=1 n=0
) k=n-2 S

i k+2)(k+1)C, x* - 2ikckx* + iCkx"
k=0 n=l k=0

2C, + G, +i[(k+2)(k+1)c,.¢+2 -(2k-1)C, ]x* =0
k=1

119



2C, + C, =0 — cz:_7
(k+2)(k+1)C,,, -(2k-1)C, =0
NG s

“2 7 k+2)(k+1)”

lterando y considerando: C =1 A (%0

Tenemos :
7
sz__gq C,=—L C4=—§—‘-" C5=£ C, _7G C7=~GL
2 6 8 24 240 112
2 3 4 5 5 7
Luego: y(x)=C0+C]x—C°x +C1x _Cx +C1x +C0x +C1'x .
2 6 8 24 240 112
2 Xt 7 ©  x x
=C - = e —— x|+ +
+) "[ 28 240 } l{x 6 24 112
x0T £ 5 7
De dond =] - - xf = Pt
° COne: K 2 8 240 M YRRt

Son soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial.

(3¢) y"+x'y'+xy=0

Solucién
y'+xiy' 4 xy = in(n—l)(fnx""2 + iC"x”+j + iCnx"+1
n=2 n=1 n=0
) k=n-2 S e e
= i(k+2)(k +1)C,,,x* + i(k—l)Ck_lx* +iCk_,x"
k=0 k=2 k=1
=2C, +(6C,+C,)x + i[(k +2)(k+1)C,,, + kC,, 5" =0
k=2
Tenemos : C,=0
6C, +C, =0 ~ cg=~%
(k+2)(k+1)C,,, + kC,_, =0
- kC
C k-l
= w2 (k+2)(k+1)
ltinerando tenemos para ¢ #0
__1 _ e _7 @
©= % C;=0 =45 © =35

120



De donde: g 6 45 o y 6 252
Son soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial

(3d) (x-1)y"+ y'=0

Solucién

(x-Dy"+ y'=(x- l)z (n- ])Cx"2+Zan"‘
n=l

o0

= i (r-1)C "7 - 2 (n-1)C, "2+2an’”=
n=1

n=2

i (n-1)Cx™" - Z’n(zfz—l)Cﬂx"'2 + inCnx"'1 =0

n=2 n=l
A\ ’ L.

e

& =n-1 k=n-2 k=m-1

k(k+1)C,,x* - Z(k+2)(k+1)C,H2x +2 k+1)C, 3 = 0

k=0

=-2C,+C, + Z[k(k +1)Cppy— (K +2)(k+1)C,,, +(k +1)C,,+1]x* =0
k=1

LMB

Luego —2C,+C,=0 BN c2=%
k+1
(k+1)(k+1)C,,, - (k+2)(k+1)C,,,= 0 C,,,= mcﬂ1 k=1273.

Para . Co#1,C 20
tenemos : C,= G C3=§i C4=_C'_o

2 3 4

x2 x3 xd

Asi: h =1 y2:x+?+—§+~z~+...

Son soluciones de la ecuacion diferencial dada.

4.5.4 Use el método de las series de potencias para resolver el

problemas con valores iniciales
(@) (x-)y"-xy"+y=0 ; y(0)=-2; y'(0)=6

Solucién @
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n=0
(x=1)y"—xp +y-xz (n-DC i x”"z—xinCnx""+iCnx"
n=2 n=2 n=l n=0
i (n-1)C x™" in(n—])Cnx”*z—inCnx"+iCnx"
rz=2 , n= 2 . J leﬁ ) rn=0
k= n—] k=n-2 ke=n k=n
=i(k+1)(k)ck+,x" - i(k +2)(k+1)C,,,x* - ikax* + iqu
n=1 k=0 k=1 k=0
=2C, + Gyt D[~ (k+2)(k+1)C, +(k+1) (k) Cory ~(k-1)C, ] =0
n=]
G
entonces -2C, +C, =0 - C, = >

—(k+2)(k+1)C,,, +(k+1)(K)C,,, —(k+1)C, = 0

k-1)C
szkc,m_ (k-1)G, , k=123,
k+2  (k+2)(k+1)
Dando valores a k, tenemos:
C, C C,
Coz20, C =1, C2=7°, C3=?°, C4=5§,
‘. 1, 1,
Asi: y=Cll+—x"+=x"+ ... [+ (Cx
2 6
RUICER
y'=C x+5x + ..+ G
De las condiciones iniciales: C==2 C,=6

Loy = ——2(I+lx2 + lx3 +.. ] + 6x = 8x— 2¢*

2 6
Es solucién del problema con condiciones iniciales:
(b) y'-2xy'+8y=0, y(0)=3, ¥'(0)=0

Solucion

n=0

y'-2xy'+ 8y = in(n—l)cnx"* QZan + SZCx
n=2

- s . —_— S [ —
k=n-2 k=n k=n

i k+2)(k+1)C, 2 2Zka +82Cx

@
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= 2C, +8C, + i[(k+2)(k +1)C,,, +(8-2k)C, |+ =0
k=i
Entonces : 2C,+8C, =0 - C, = -4C,
(k+2)(k+1)C,,, + (8-2k)C, =0

w2 = k=123
"2 (k+2)(k+1)

Dando valoresa k: C,#1 , C,#0
C,=-4C, ; C,=C,; Co== Ci=—
Entonces:

y =C,(] —4x* + ix“J +Cylx-x" + Loy

3 10
¥ =CI(8:( + Ef] +C,| 1-3x" + lx" +...
3 2

De las condiciones iniciales, se tiene: ¢, =3 ,C,=0
y =3[1 —4x* + gde =3-12x* +4x*
Es solucién del problema con condiciones iniciales dado.
4.5.6 Determine los puntos singulares y clasifiquela como regular e

irregular:

(a) £y"+4xty' +3y=0

Solucion
Como:x*=0 ; x=0

4x? 4 3
P(I)=?=x— Q(1)=§

x=0  es punto singular irregular

(b)(x2—9)2y"+ (x+3)y'+2y=0

Solucion
2 2 -
-9) =0 se tiene que ;
=9) e {177, Iy

123



- (x+3) _ (x+3) _ 1 o) = 2
P() (x2—9)2 (x+3)2(x—3)2‘ (x+3)(x—3)2 Ox) (x+3)2(x—3)2

Luego, x =3 es punto singular irregular, y x = -3 es punto singular regular

) {x*+4x)y"-2xp' + 6y =0
(c) (¥ +4x)

Solucién
x3+4x=x(x2+4)=0 2> x=0,x=22i
—2x -2 -2 6 6
P = — = = ponnd
(%) (x3+4x) 44 (x42i)(x-20) (%) x(x2+4) x(x+2i)(x-2)

s x=0,x=12{ son puntos singular regular.

(d) (x2+x—6)y" +Hx+3)y' +(x-2)y=0
Solucion
x2+x—6z(.x+3)(x+2)=0—> x=-3 ,x=2
(x+3) (x+3) 1 (x-2) 1
P = = = = =
(x) (x2+x-6) (x=2)(x+3) x-2 (%) (x-2)(x+3) x+3
~. x ==3, x=2 son puntos singulares regulares

(e) x° (x2 ~—25)(x—2)2 y'+3x(x=-2)y'+7(x+5)y =0

Solucién

x3(x2—25)(x—2)2:0 - x=0,x=%5,x=2
3x(x-2) _ 3

(5 -25)(x-2)" x*(x-25)(x-2)

P(x) =

7(x+5) _ 7
x’ (x2 - 25)(x— 2)2 X (x=-5)(x- 2)2

O(x)=

. x =0 es punto singular y regular;
x=%5, x=2 son puntos singulares regulares.

Usar el método de Frobenios en torno x,=0 (punto singular)

(a) 2xy"-y'+ 2y =0 @
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Solucién

Se sabe que:
y - icnxnw , ) i n+r n+r—1
r=0 =0
y"= i (n+r)(n+r-1)Cxm?
n=04
Luego:

2xy"~y'+2y =2xi (n+r)(n+r-1)C ™2 - i (n+r)C ™" + 2i C x™
rn=0 n=0

n=0

—Z 2(n+r)(n+r- NCx™" - Z(n+r)Cx”+”+22Cx"”

=0

= i (n+ r)[2 (n+r- 1)- 1] Cx"" "y i 2C x™
n=0

=0

=

(n+r)(2n+2r-3)Cx™ " + i 2C x™

n=0

=x" i (n+r)(2n+2r -3)Cx"" + i 2C,,x":|
n=0

=0

]
NIE

3
It
o

-

=x"| Co(r)(2r-3)x7" + i(n+r)(2n+2r Nex"" + ZZC x"
n=0

—_
k=n-1 k=n

=x"|C, (r)(2r -3)x7+ i(k+ 1+7)(2k+2r - e, x* +i2Ckxk]
k=0 k=0

=x" _Co(r)(2r—3)x"l+§[(k+l+r)(2k+2r 1)C,, +2C, ]x]

-2¢,
Para r=0 Co=—2L ., g
mr R (TR VT R

C =20, C,=-2C, c3=i‘%,....
Para r=§—> Cpy = e’ ;r:g
2 (k+5/2)(k+1)" 2
¢ =726 o _2C, o 4G

5 ’ 35 ’ 7 045 @
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y=C (l+2x—2x2 + gf +.. J

3 2 3
+ C,x? l+—2—x + —23——4i+ .
5 35 945

(b)4xy"+%y'+y=0

Solucion

dxy" + %y' +y= 4xi (n+r)(n+r—1)Cnx”+“2+
n=0

o0

=Y A(n+r)(n+r-1)Cx" "+ = Z (n+r) Cnx””"-i-zcnx""
n=0 n=0

i (n+7) 4(n+r—1)~i-%]6‘nx”""l
G

n=

= z (n+r)(4n+4r—g~]c xmr +ZC xM
n =0

oo

n+r
=0

o
n+r‘~1 + Z Cnxn+r

rz n=0

ol

+ Z Cx™

n=0

r

[+ o3
Z n+r

n=0

(4n+4r—wj o +Z ]

Cy (4?’ —%)(r)x‘l + i (n+r)(4n+ 4r —%)Cnx"‘l +
n=0

k=l

&

Z Cn x"

n=0

k=n

C0(4r_1)(r)x"+ 3 (k+1+r)(4k+4r+lJCk+]x" +iCkx"
2 . k=0 2 k =0

—

—
r=0 v r=1/8

La Ecuacion inicial: r(4r——27-]=0 —> r=0 A r=%

Para r=0

Co=0,

— Ck+l —Ck
(k+l)(4k+ J
C, =-2C, CZ_% 3__;15%
C
_> Ck+] 15 £
[k —J(4k+4)
8
_ 2, _ 26, 4c,
! 15 ’ 2345 ’ !

C,=-
32,085 @
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2 7 2 3
y(x)=Cl(1+2x—-%ir—-~—4—x3+_..J+C2x3{1+2—x x4 +]

(¢) 3"+ (2-x)y' - y=0

Solucién
y = icﬁx’”’ y'= ) (n+r)Cxm"
n=0 n=0 :
i (n+r)(n+r-1)C,xm"
0
Luego:
3xy"+(2—x)y'—y=3xi (n+r)(n+r-1)C a2 +( i (n+r)Cx™ ZC x™7
n=0 n=0
:i3(n+r)(n+r—l) ™+ 22(n+r)C xm™ i (n+r)Cx™" —ZC,,X""
n=0 n =0
=i3(n+r)[(n+r—1)+2(n+r)]C"x”+’ i (n+r)C ™ ZC x™
n=0 n=0

(n+r)(3n+3r-1)C x™"" i (n+r)Cx™ —ZCnx””

n=0 n=0

A
Ms
=

=x _§(n+r)(3n+3r-—l)Cnx"‘ Z (n+r)C,x" —ZC x J

n=0

=x"| (r)(3r-1)Cyx" +i(n+r)(3n+3r—l)cnx”’l—i (n+r)Cx" —iCnx"
n=0 n=0

| n=0

=x"| (r)(B3r-DCx™ + i (r+r)(3n+3r-1)Cx"" - i (r+r)Cx" - i Cx"
n=0 n=0

n=0
P

s " 3 | S —
i k=n-l k=n k=n |
=x ( YBr-1)Cox™ +Z(k+1+r)(3k+3r+2)Ck+1x i(kw)c,,x" —iCkxk:l
=0 v r=l3 k=0 k=0 k=0

La Ecuacion inicial: r(3r—1)=0 - r=0 A rzé

(k+r)C,+C,  C,
(k+1)(3k+ 2) (3k+2)

. Co#=0, Ctzgg > sz'ci ) Camg
2 10 80
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Para r=0 - Ck+1



(k+1/3)G+C, ¢,

P =1/3 C -
e R (k+4/3)(3k+2)  (3k+2)

C,#0 , C, & , szgg
3 18
Entonces:
1 2 3 2 3
y=C 144y N YO PN
3 18 3°3! 2 10 80

Es solucién de la ecuacion diferencial dada.
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CAPITULO V:
SERIES DE FOURIER

En este capitulo desarrollaremos las SERIES DE FOURIER, que son
~ representaciones de funciones de términos de senos y cosenos, los cuales nos
permitiran resolver ecuaciones diferenciales parciales.

5.1 FUNCIONES ORTOGONALES
5.1.1 Definicién. Dadas dos funciones fy g definidas en un intervalo

[a.5], diremos que 1y g son ortogonales en [a,?] si _[: f(x)g(x)dx=0.

5.1.2 Definicién. Dadas las funciones £, f,, ..., f, definidas en [a,5], se

dice que las funciones fi-feso., f, son ortogonales en [a,b] Si

(7)) £,(x)e =0, ix ;.

Ejemplo 1

f(x)=senx, g(x)=cosx son ortogonales en [0,7].

F.q
En efecto: IO senx.cosxdr= sen’ x: =0

Ejemplo 2

f(x)=x,g(x)=x*, son ortogonales en [-1,1].

4!
En efecto: _fi x.xzdxzf«- =1—l=0
-1 4 4 4

-1

Ejemplo 3
. X TX 27X 27x nIX nax
Las funciones 1,cos—,sen—, cos—— sen="" . .., c0S——, sen—— SON
P P P p P P
ortogonales en [-p, p], Vn21. Q

129



En efecto:

a) Probaremos que 1y sen” ™% son ortogonales vn>1
P

I 1.8 nmdxu—ﬁcosm
nr p

=L cosnr + —p—cos(—mr) =0

nir nr

-P

b) Probaremos que 1y cos 27 son ortogonales V»n>1, veamos:
P

F
nrx nrTx

Ip l.cos—— dx = v sen ——
F 4 nr P

= £serzmr - ﬁsen(mnﬂ) =0

nT nr

-F

nrtx mimax
c) Probaremos que cos y cos son ortogonales, m#n.

p p
Veamos:
cos—”—x.cosm”xdml[jpcos%—(n_m)ﬁx+j'Lcosm(n+m)”x}zO
P p 2% p - p

Puesto que n-m #0; n—-me 7

nrx marx
d) Probaremos que sen——y sen son ortogonales, m=#n.

p P
Veamos:
J- P oon T oo mﬂxdx=-1~!:j ” o (n—m)zrx_f ? o (n+m)rx }: 0
F P P p 7 p

Puestoque n-m 20, n—-me Z

nrx mnax
e) Probaremos que sen—— vy cos son ortogonales, nme Z.
P

P
Veamos:
I sen ™% cos P = 0
o P p
L s nAx mmx ., . ‘
Puesto que la funcién sen——.cos—— es una funcién impar
P P
definida en [-p, p].
5.2 SERIES DE FOURIER
5.2.1 Definicién. Sean ¢,,¢,,..., @, .... funciones ortogonales definidas

en [a,b], tales que j:qof(x)dx:O, Vnzl. Si f es integrable en [a’blm
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entonces la serie ) C @ (x) es llamada representacién de f en Series de
nrn

nel
Fourier de las funciones ¢,,p,,...,¢, ..., donde los c,,c,,...,c, son
llamados coeficientes de Fourier de f respecto a {p,}" vy estan definidas
por:
(@0 (x)ax
[

n>1

2

Notacion

() ~3Co(x).asx<b

n=1

Ejemplo

Sea funa funcién integrable en [-p, p], hallemos el desarrollo en Series de

. , . . nrTx nTx
Fourier de f en términos de las funciones 1, sen—— y cos —— , Vn2l.
P

La I_z(o:(x)dx para ¢, (x)=1es J:dxz 2p.

Para ¢, (x) = cos Y og _fpco Znﬂx _ _I [ 2mrx]dx=
P -p
1 1 2nxx |’
=X+ sen =p
2 2117[ P L,
Para @,,(x)zsenﬂ{ es IPS 1 AAX _J- ( 2n7rdex=
P -p
1 1 2nax |’
=—|*- sen =p
2 2nw 7 |
24

Luego, la Serie de Fourier de fen [-p, p] es

= nrx nrx
a, + Zaﬂ cos —— + b sen—-=-

n=1 P P
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Donde: g, = ELJ‘—Z S(x)dx

_ _I_pf(x) cosﬂr_fdx b, = —I_if(x) sen%dx , Ynzl

5.3 SERIES DE FOURIER DE SENOS Y COSENOS
5.3.1 Teorema.

Sean h una funcién para y k una funcién impar definidas en [-p,p].

Entonces:
(a) | h(x)ds=2[  h(x)dx (5)] " k(x)ax=0
(c) I x)cos——dx ZI x)cos—r—tﬂdx

P

nax nax
(4) I_ik(x)senwp—dx = ZJopk(x)sen?dx

(e) _[_ph(x)senn—m =0 (f)_f_:k(x)cosmdx=0

d P P

5.3.2 Teorema.

Sea funa funcion integrable en [-p, p]

i) Sifes una funcidn par, entonces la Serie de Fourier de fen [— 7, p]

estd dada por: f(x) ~a,+ Y a, cos——: donde:
P

n=]
| I
a, :-‘I—aj_pj(x)dr y a, = —I f(x s—-dx Vnz1
i) Si fes una funcién impar, entonces la Serie de Fourier de f en

[-p. p] esta dada por: f (%) ~ ib" sen™™* - donde:
P

n=1

2 ¢r nax
b, =—| f(x)sen——dx , Vnzl
P'L ( ) bp
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Nota

. - nax ,
a) Laexpresion g, + Zan cos—— es llamada el desarrollo en Series de
p

]

funciones pares de fen [-p, p].

. = nirx .
b) La expresién Zb" sen—— e8 l|lamada desarrcllo en Series de
p

funciones impares de fen [-p, p].

Ejemplo 1
Halle el desarrollo en Series de Fourier de f(x) =1-3x* en [-1,1].

Solucidn:
1 1 1
a, = Ef_i(l—3x2)dx - E(x—f)_l] = [(-)-(-1+1)]= 0

——I 1 3x° )COSde J. cos 22X p Y - j3x cosde

b =1I1(1—~3x2)sen£ﬂdx=J‘ sen 7% g — I3x sen ™ =0

T P P p
Por tanto: f(x) ~ a, cosflﬂ =-— Z( 1) mrx
n=1
Ejemplo 2

Determine la Serie de Fourier de f(x)=2-x en [-1,1].

Solucion

e LGN

1t nrx
a, = IL(E—x)cosde =0

11 nwx 1 nxx
bn=;Jﬁl(2—x)sen—w-1—dx=2f_lse dx_[ seanx
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o4

Entonces: f(x)~ da, cos 7% = 9 +£i(—1)n Sennmx
pis

Ejemplo 3
Determine la Serie de Fourier de f(x)=2x-3x* en [-7, 7]

Solucion
a, = éf_:(Zx-—sz)dx =-7z

L (ase BEX =L (" (o
an—ﬂ_.‘_z(Zx 3x2)cos . dx—ﬁj_”(bc 3x2)cosnxdx

= —;—z -1)", nz1
= L " (2x =30 Ysen ™ g = L[ (- 322
b = err(2x 3x )sen dx = ﬂL{(2x 3x )Sennxdx

T
n T

Luego:

f(x)~ ian cos 12X = —;z2—12i#15(—1)'l cosm—4il(wl)"sennx
n=l P n=1H n=1#

Ejemplo 4

] : . 0 -7 <x<0
Determine la Serie de Fourier de f(x) = { o< j
Senx S2x<T

Solucién
=

1 ¢p» 1 ro | ¢- 1
a4, = — xydx = —| Odx +—| senxdx=—
" og -”f( ) 27r'|.-'r 2nI° T

i ~1)" -1
aq=0;a = ~1—I sennx cosnxdx= l((—)zl;n22
T . 1-n

b==;b=0;Yn22

1.
27
Luego, la Serie de Fourier de fes:

11 e (GRS
f(x)~-;+§senx+;’§—(~ﬁ—)wcosnx
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Ejempio 5

0 -r<x<0

Determine la Serie de Fourier de f(x) = { | o<
VEX<T

Solucién:
1 z 1 T 1
= el W= f =5

a,,:lj”cosxdx:o;nm
T 0

1e=
=—I sennxdx=
a~o nrT

Asi, la Serie de Fourier de fes:

f(x)~ ~:—12—+% g(l;(j—)—) sen nx

R

5.3.3 Teorema.

Sea f una funcién definida en [~p,p]. Si fy/f' son seccionalmente

continuas en (- p, p), entonces la Serie de Fourier de f converge a f (x) en

un punto de continuidad.
Si f es discontinua en x, entonces converge hacia el valor promedio;

1)+ /()

2

Ejemplo 1

Para f(x}=2-x, la Serie de Fourier es:

3 x=-1
f(x) ~ EZ senmrx;yf(x)= 2—-x -l<x <1
i | 2 x=1
Ejemplo 2
0 ~x<x<( . .
Para f(x)= , la Serie de Fourier es:
1 O<x<nx @
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1-(-1Y)

1 ) .
— ) ————= sen nx; fes discontinua en x = 0,
b/ g n

Luego, la Serie converge a:

70)+7(07) 140 1
2 o2

b |

Ejemplo. Dada la funcion f(x)=x* 0<x <1

a) Hallemos la Serie de Fourier de f mediante la serie de cosenos:

24, 2
ao-—l—"‘oxdx—g

a, = 2_[;::2 cos(nrx)dx = -
b, = 2_|:Jc2 sen(nmx)dx = 0

Asi f(x

4 &
—;—Z

b) Hallemos la Serie de

cos mr x)

ml»——

Fourier de f mediante la serie de senos:
a, =0,vn=0

b, 2_.. x* sen(nxx)dx = —( 1)"+1 4;; [( 1) —1}
Asi  f(x)= %Z{% +n—§r~5[(—l)n —IJ} sen(nzx)

c) Hallemos la serie de Fourier de f mediante extensién periddica:

2p=1—> p=§

ay =2 x*dx =§

a":ZJ:xzcos(Zmrx)dx=2{ 1 }: !

2ntx? | wtal
b, —QIx sen 2mrx)dx 2{ 1}———1
2nm niw

Asi: f(x)= §+—71;Z:{;%COS(2H7[X)—%S€?I(2HT[X)}
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DESARROLLO DE SERIES DE FOURIER EN LA MITAD DEL
INTERVALO
Para representar mediante Series de Fourier una funcién f definida solo

para 0 < x <p se define la funcién en el intervalo -p <x <0 y para ello

podemos distinguir los siguientes casos:
i) Reflejar la grafica de 1a funcion respecto al eje Y en -p <x <0,

obteniéndose asi una funcién paren -p<x< p.
i) Reflejar la funcién respecto al origen en -p<x<0,

obteniéndose asi una funcidon paren -p <x < p.

i) Definir fen -p < x <0 como f(X)=f(x+P)

De aqui, como los coeficientes en el desarrollo de la Serie de Fourier se
considera la funcién en 0 < x <p que es la mitad del intervalo [-p, p], no

hay necesidad de reflejar, solo debemos identificar el periodo p.

Ejemplo

Halle el desarrollo en Series de cosenos en medio intervalo de

] 0<x<l
=
0 —<x<l
2
Solucion
p=1

= [ () o= [T o=

2 2 u2 2 nr
a, = 2_[ cos naxdx = —sennnx | dx =—sen—
¢ 74 0 nw 2

Asi, el desarrollo en medio intervalo en series de cosenos de fes:
1 2&1 nr
f(x)~-+=> - sen(-z—) oS nax

2 Ty R
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CAPITULO VI:
ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

6.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES
Una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden es de la forma:

2 2 2
Ou  pH au+af@+e?£+fu=g ...... (*)

a +cC
& ay &

Donde a,b,c,d e, f y g son funciones que dependende xe y.
Si g(x,y)=0, la ecuacién (*) es llamada homogénea.

Si g(x,y)#0, le ecuacién (*) es llamada no homogénea.

Ejemplo

o u

O’u P - . .
(a) 2~a--2— *x =0 es una ecuacion diferencial lineal parcial homogénea.
X X

&*u e . i .
(¢) —= xy es una ecuacién diferencial parcial lineal no homogénea.
ox?

6.1.1 Teorema (Principio de Superposicion)

Si u,u, . , 4, son soluciones de la ecuacién diferencial parcial lineal
homogénea, entonces la funcidn

u(x,y) = ¢ (x,¥)+ cu, (x.¥)+...+cu, (x,y)

Es también solucion de ia Ecuacion Diferencial parcial lineal homogénea.

Método de solucién
a) Por integracion sucesiva se halla la solucion.
b) Por separacion de variables una ecuacion diferencial parcial lineal de
segundo orden se transforma en dos ecuaciones diferenciales

@
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Ejemplo

2

1. Resolver axgy =x’y,u(x,0)= g ,u(l,y)=seny
Solucién
u o (ou)
=xy - — = |=x"y
Ox Oy Ox \ oy
Integrando respecto de x
ou 2
— =] ¥yde+ f(y
-] 0)
ou x
—_— +
> 37 f ()

Integrando respecto de y.

u(m)=] Sty + [ 1)+ 8 ()

£
Asi u(x,y)= 0 + h(y) + g(x)

Es solucion general de la Ecuacion Diferencial parcial, donde
h{y) y g(x) son funciones arbitrarias.

De las condiciones iniciales:

-2’5 = u(x,0) = h(0) +g(x); luego:

u(x,y) = i}’_ﬁh(y)% “h(O) . (2)

Ademés: S@ny=u(y)=z42—+h(y)—%—h(0)

Luego:

M) =semy-L Lo 8

Haciendo () en ()

3.2

2
u(x,y) = xil +seny—y 1+h(0)+§ - h(0)

4 2
3.2 2
u(x,y):xi) +seny—y7+§~—~;— @
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2. Resolver: & _ ¥ -x
Ox

Solucién
Integrando respecto de x:

2

u(x,y) =I (yz—x)dr = y’x — % +g(»)

2
Lu(x,y)=xt - % +g(y)

Es solucién de la ecuacion diferencial parcial, donde g(y) es una

funcién arbitraria que depende de .

6.1.2 Método de Separacién de Variables
Se supone que la solucion de la Ecuacion Diferencial parcial de segundo

orden es de la forma de producto:

u(x,y) = X(x) 7(y)

Se deriva y remplaza en la ecuacién, y se obtienen dos ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Ejemplo. Resolver: % + 4—3;— =0; u(0,y)=3¢” +2™

Solucién:
Sea u(x,y) =X (x)¥(y)
u, =x'(x) y(x); u, =x(x)y'(y)

Luego: x'(x)y(x) + 4x(x}y'(y) =0

x'(x) , y0)

4x(x)  y(») -

X'(x) =—Y () = A cte

4X(x) Y (»)
De aqui obtenemos dos ecuaciones ordinarias: p
X(x)-4X(x)=0 A V(y)+A¥(y)=0 @
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Resolviendo cada una de ellas, se tiene:
X(x)=C ™ A Y(y)=Ce™
Y la solucion general de la Ecuacién parcial es:
u(x,y)= C e~ Cye® = kM)

De la condicién inicial:

3¢ +2e™ = u(0,y) = k'™

Lo cual es absurdo, luego debemos suponer que hay dos soluciones de la
forma:

u ( x, y) =4, o MAxy) 1, ( x, y) = B, M=)
= u(x,y) =4, + B, )

Y asi de la condicién inicial:

3¢ +2¢™ =u(0,y) = A4 + Be ™
Luego: A=3;B=2;A=1;4 =4

La solucion es la ecuacion es:

u(x,y) = 3" + 24

6.1.3 Método de los Coeficientes Indeterminados
Dada la ecuacion diferencial parcial lineal homogénea con coeficientes
constantes de la forma:
aaz’;+bazu+c522‘=o ..... (*)
ox Oxdy oy
Donde a,b,ce R

Se supone que la solucion es de la forma: u(x,y)=f(y+mx), meR

parametro a determinarse se deriva

&u 2 - &'u o*u

=mf "(y+mx); 55 = ["(y+mx)

Sustituyendo en la ecuacion (*) se tiene:
am® " (y+mx) + bmf" (y+mx) +of " (y+mx) =0 @
(am2 + bm + c)f" (y+mx) =0
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Como u(x,y) = f(y+mx) es solucion de (*), entonces:

am® + bm + ¢ =0 | (ecuacién caracteristica)

Analizando las raices se presentan los siguientes casos:

Caso I: Si a#0; m #m,; entonces la solucion es de la forma:

u(x,y) = f(y+mx) + g(y+m,x)

Caso ll: Si a=0; m = m,; entonces la solucién es de la forma:
u(x,y) = f(y+mx) + xg(y+mx)

6 u(x,y}=f(y+mx) + yg(y+myx)

Caso lil: Si « =0 y 5#0; la solucién es de la forma:

u(x,y) = f(y+mx) + g(x)

CasolV:Sia=0,b=0y c=0, lasolucién es de la forma:

u(xy)=f(x) +2(x)

Ejemplo
2 2 2
Resover %44 0% 3%% o (*)
ox axdy Qv
Solucion

La ecuacion (*) es una ecuacién diferencial parcial lineal homogénea con

coeficientes constantes.

Sea la solucién de la forma: u(x,y) = f(y+mx)
Luego de (%) se transforma en:

(m2 +4m + 3) f"(y+mx)=0

Como f"(y+mx)=0;, m* +4m+3=0

Luego: m=-=1,m =-3

Asi, la solucién es

u(x,y)zf(y-x)+g(y—3x) @
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Ejemplo 2

&*u u _
Resolver: — -4 ~—— = ™%

dx oy*
Solucién

Resolviendo la homogénea asociada, la ecuacién caracteristica es

m —4=0;luego m= +2.

Asi, uy (x,¥)= f(y-2x) + g(y+2x)

Ahora (*) es una ecuacion parcial no homogénea cuya solucién es:

u(x,y) =uy (x,y) + u, (x.y)

Para hallar la solucién particular u,{x,y) se supone que tiene la forma
up(x,y)= de”™?.

Derivando reemplazamos en (*)
(9A - 16A)e'3x—2y - e3:¢—2y

~74 =1 > a=-1
7

Asi u,(x,y)= —;1;33"'2”

Finalmente, la solucién de la ecuacion (*) es:

u(x,y)=f(y-2x)+ g(y+2x)- —_li—e”“b’

6.1.4 Clasificacion de las ecuaciones diferenciales parciales lineales
de 2do orden:
Dada la ecuacion:

2 2 2
aaf+bau+caf+d@+e§£+ﬁi:0
ox oxy oy ox oy

Donde: a,b,c,d,e,f v g son constantes reales, no todos nulos a la vez.

l.uego se tiene

() Si b*-dac>0 , entonces la ecuacién es llamada hiperbélica.
(ii) Si 5’-4ac =0 , entonces la ecuacién es lamada parabdlica.

(1) Si b°—-4ac <0, entonces la ecuacién es llamada eliptica. @
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Ejempios:

2 2
(1) 2%?— -32}, es hiperbélica, puesto que
a=2; c-——3 y b’ —dac =24 >0
(2) 3— ——g;u— -u=0es parabdlica, puesto que

a=3, b—O‘ c=0 y b’~dac=0

(3) 222 2% 3% —u =0 es eliptica, puesto que a=1;h=0;c=2 vy
b*—4ac=-8<0,

6.2 ECUACION DEL CALOR
Si consideramos el flujo de calor en una barra uniforme de longitud L sobre
el eje X con un extremo en el origen y el otro en L tales que:
e La barra esta aislada, excepto tal vez en sus extremos.
o lLa temperatura es constante en cada seccidn transversal esto es

depende soélo de la longitud x y el tiempo ¢.
e Las propiedades térmicas de la barra son independientes de x y ¢.
En estas condiciones la temperatura u = u({x,t) en el tiempo ¢, en un punto
a x unidades del origen satisface la ecuacién diferencial parcial.
u=au_;0<x<L,t>0

donde a es una constante positiva determinada por las propiedades

térmicas. Esta ecuacién es lamada Ecuacién del calor.
Para hallar la solucion « debemos agregar la condicién inicial
u(x,0)= f(x),0 < x < Ly las condiciones de frontera que la solucién debe
‘satisfacer en los extremos de la barra v ¢ > 0. Llamaremos a éste problema
con valor inicial en la frontera.
Estudiaremos con las condiciones u(0,r)=u(L,t)=0, asi tenemos el
problema con valor inicial en la frontera siguiente.

u=du, ;0<x<L t>0

u(0,0)=0,u(L,t)=0 t>0 ()

u(x,0) = f(x), 0<x</ ﬁ
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6.2.1 Método de solucion:
Por separacion de variables se considera la solucién en forma de producto

u(x,1)= X (x) (1)
donde X (r)es una funcién que solo depende de x y T (1) solo depende de
t y satisfacen u, = a*u_, ,u (0,1)=0,u(L,1)=0 para todo (x,1).
Derivando respecto de xy ¢ respectivamente obtenemos:
u = XT" y u =X"T

Tt X"
Luego ut = a’u, < XT'=a’X'T e — =
al X

Como tenemos las variables separadas, la dltima ecuacion se cumplira

para todo (x,) si son iguales a una misma constante, llamada constante de
separacién igual a -1 asi tenemos:

de donde obtenemos x"+ Ax=0 y T'=-d’AT

como #(0,1)= X(0)7(1)=0,u(L,7)=X(L)T(1)=0 y T =0, entonces
X(0)=0, X(L)=0

resolviendo la ecuacién x" + Ax=0,41>0

tenemos X = C, cos vAx + C,sen\Ax,C,,C,  constantes; la condicién
x(0) = 0 implica por C, =0 luego X = C, sen/Ax, la condicion de X (L) =0

implica que Czsenﬁx=0, de donde si C,#0 se tiene que

2

Vi = ’;ﬂ ,neN luego 4, = n;:z y X, = senZZ

] >}

nm=L2 .

2,2

sustituyendo 4, = n]f en T'=-a'AT

2,22

nra
]2

Pl

resulta 7' = -[ JT cuya solucion esta dada por

asi tenemos las soluciones: (
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u,(x.0) = X, ()T, () = 70N Senmg—x, n=1,2... haciendo ¢ = 0 tenemos

u,(x, 0)..sen—— de donde f(x)="2% 7+ generalizando , si @, ..., @,

m

_ 2,72 HiTX .
son constantes y #,(x,1)=> a naiduL sen—:=-, luego fas funciones

"

n=] -

satisfacen (1) para f(x Za sen—Z— asi podemos definir.

n=l

6.2.2 Definicion.- La solucién del problema con valor inicial en frontera.
u=au, ;0<x<L t>0
u(0,0)=0,u(L,t)=0,t>0

u(x,1)=f(x), 0<x<L

- 2 nITx = niTx .
es u(x,f) Za shids Sen—L— donde Zan senT es la Serie de

n=1 n=1

Fourier en feu[0,L] estoes a, = %'j:f(x)sen%{dx.

6.3 ECUACION DE LA ONDA
Se considera al problema con valor inicial en la frontera de la forma

u,=du_ ;0<x<L >0

u{0,0)=0,u(L,t)=0,1>0...(2)

u(x,0)= f(x),u4(x,0)=g(x),0sx< L

donde a es una cte, f y g son funciones que dependen de x. La ecuacion

u, = a’u_ es llamada ecuacién de onda.

6.3.1 Método de solucion.- por separacién de variables suponiendo que la

@
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u(x,t) = X(x),T(t)



derivando y sustituyendo en la ecuacién u, = a’uxx obtenemos
% = XY V¥ (x,r), igualamos esto a una constante-/Aobtenemos las
ecuaciones diferenciales ordinarias.

X"+AX=0 y T'"+dAT=0
como u(0,¢)=X(0),7(t)=0 y u(L,t)=X(L)T(t)=0,7T #0 entonces
X(0)=0, X(L)=0 asi tenemos el P.V.F.

X"+Ax=0,X(0)=0,X(L)=0

n

. . nrx
cuyas soluciones vienen dadas por X = sen—f, n=123. al

2.2 2..2.2

nrTd
.L2

reemplazar A=

en T"+a’AT =0 resulta 7" +[ ]T =0 cuya

LZ

solucién general es

nrat  BL  nma
+ sen t

1, =a,cos
L nra L

B _ nrat  BL  nra nra
Luego u,(x,t)= X (x)T(¢) —(an cos + o sen— t)sen !

Entonces 2 (x,0) = | - 220, sen ma, B, cos ARAL ) sen ™7
ot L L L

donde u,(x,0) =ansennz—x y 0

;" (x,0) = B, sen%g— luego se satisface (2)

. nwx nITXx . ,
si f(x)=a, Sen_L—, g(x)= 5, senT generalizando si  «,,a,,..a, son

constantes y

nrat  SL nrat nIx
u,(x,t)= | a, cos + sen sen ——
L nra L L

n=1 n=1 L

entonces u, satisface (2) con f(x) =ian sennTM ,g(x)= i B, sen’Z

asi podemos definir

6.3.2 Definicion.- si /' y g son regulares a trozos en [0,2] entonces la @

solucién de (2) es

147



= nrat L nral nITx
u(x,t) = Z a. oS + A sen sen donde
§ L nra L L

n=]

>a, sen-'—’j’r—Jlr y D5 sen%JE son las series Seno de Fourier fy g en [0,1]

=l - n=l
es decir

2L nirx 2 ¢l nax
anzzjo f(x) senT dxy B, = E'L g(x) sen 3 dx

6.4 ECUACION DE LAPLACE
Consideramos el problema de valor inicial en la frontera de la forma
u,+u,=0,0<x<a, 0<y<b
u(x,0)= f(x),%,(x,6)=0,0<x<a ... (3)
u(0,y)=0,u(a,y)=0,0<x<h

donde «,b son constantes, f y g son funciones que dependen de .

6.4.1 Método de solucién.- por separacion de variables considerando

u(x,y)=X(x)Y(y) tales que X(0)=X(a)=Y(b)=0, derivando y

separando variables se obtiene
X"+AX=0,X(0)=0,X(a)=0yY"-Ar=0,7(b)=0

. nrx
resolviendo obtenemos x =sen——,n=1,2.. al reemplazar A=n*z’/d’
7}

n'r?
az

en la segunda ecuacién obtenemos Y " - ( JY =0, Y (b) =0 resolviendo

v senhnz(b-y}/ a asi 1, (x,y) = X, (x)7, () = senhmlr(b—y)/asen nax
senhnnb/a senhnab/a a

nrx nrTx . .
donde u,(x,0)= sen— y f(x)= sen——; generalizando si Q,a,, ..a,
a 4]
son constantes arbitrarias, entonces
m
U, (x,y) = Zan =
n=|

Satisface (3} con, asi podemos definir [

senhna(b-y)/a  nnx
sen
senhnrab/a a
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6.4.1 Definicién - si /' es una funcién regular por partes en [0,4] , la

solucion de (3) es:

= senhna(b-y)la  ngx

u\x,y)=) a, sen
( y) ,,Z:; senhnnhb/a a
= nax . .
donde D @,sen—~ es la serie de Fourier seno de f en [0,4] ; es
n=1 a
decir
a, =2 jaf(x) sen 22
AL a
. senh nt{b—y)/ a _ . )
Si y < b entonces ( y) ~ ¢ para n grande, asi la serie

senh nmhb/a

corrige si 0 < y <b

6.5 EJERCICIOS DE APLICACION
1) Resuelva la ecuacién diferencial parcial siguiente:

= + U
yax o

cuya condicién de frontera es u(0,y) = 2¢’

u  u
= (*)

Solucién
Por separacién de variables supongamos que la solucidén en forma
de producto es:
u(x,y) =X ()Y ()
Derivando

& u

LX) - x()r0)

ox
Reemplazando en (*) se tiene:
X'(x)V'(y)= X(x)1"(y) + X(x)¥(¥)
Luego, separando variables tenemos:
X'(x) _ rr(y)+¥(g)

X (x) r'(y)
Igualando a una constante A, se tienen las ecuaciones diferenciales:
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x_, ; vy
Yl

Resolviendo cada una de las ecuaciones diferenciales; tenemos que

para X'-Ax =0, la solucién es:
X(x)=C e

Para Y"- AY' + y =0, la ecuacion caracteristicaes: #* — Ar +1=0

_ At At -4

Resolviendo: r= —-2—; asi

. A++JA% -4 LA At -4

b 2 20 2
Luego la solucion de esta ultima ecuacion es:

Y(y)=Ke"” + K,e®
Por tanto la solucion de (*) es:
u(x,y)=C " [Kle’”’ + Kze'zy]
Esto es:
u(x,y)=Ae™*" + Be™* ¥ 4 . L (A)

De la condicion de frontera,
tenemos:

AeV + Be™ =2¢”

Para que se cumpla la igualdad anterior debemos suponer que

Es decir:
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2)

Y de aqui se tiene que:
A=2 A A+B=1 (a)

Al sustituir () en (A) se tiene que la solucién para el problema con

condicion de frontera dado es:

= |u(x, y) = 2e™

Resolver la ecuacion diferencial parcial siguiente:

u O*u

— =2 *
Cuyas condiciones de frontera son;

u(O,y):3+262y +ev (1)

u(x,0)=4de* +7¢~ (i)

Solucion
Por el método de separacion de variables supongamos que la
solucion en forma de producto es:
u(xy)=X(x)7(»)
Derivando se tiene:
o’u & u

Yl XYy o X'(x)Y'(y);

Remplazando en (*) obtenemos:

X(x)1'(y) =2X'(x)1'(y)
Luego haciendo separacién de variables tenemos:

r'(y) _X'(x)
2Y'(y)  X(x)

Igualando a la constante de separacién A, se tienen las ecuaciones

diferenciales:
Y"-24Y'=0 ; X'-2X =0 @
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Resolviendo cada una de las ecuaciones obtenemos las soluciones:

Y(y)=C +Ce™ X(x)=C,e*

Asi, la solucion de (*) es:

u(x,y)=C, e~ |:Cl + Cze””’]

De las condiciones de frontera debemos considerar la solucion en

forma:

u(x,y)=Ae" + B 4 g™ LB

De ia condicion de frontera (i), sustituyendo en (A) se tiene:

3+2e” + "= 4 +Be™ + 4, + B,

Luego:
A +4 =3 ; B =2 ; B, =1
24,=2 - A=l
24,=4 - A=2

Reemplazando estos valores en (A) se tiene:

u(x,y)=de +28 P 4 4+ L (6)

De la condicién de frontera (ii) se tiene:
4e* +76 =Ae" +2e" + A e +&

Entonces:
4=4+2 - A =2

7=4,+1 -  4,=6

Finalmente, al reemplazar estos lltimos valores en la expresién (6)

se obtiene [a solucién buscada:

= | u(x,y)=2e" +2¢"% + 6e* 44 *P)

@
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3) Resoiver el problema con valores en la frontera siguiente:

Solucién
Por el método de separacién de variables supongamos que la
solucion en forma de producto es:
u(x,t)=X(x)7(1)
Derivando tenemos:
ou Ou

— = XT" : —2=X"T
ot ox

Sustituyendo en (*) obtenemos:
XT'=a X'T
Separando variables e igualando a la constante -1 se tiene:

ro_xn_

= - A%
aT X

Resolviendo cada una de las ecuaciones diferenciales:
X'+ 2% =0 ; T+ A%at =0
Tenemos las soluciones:
X (x)=C cos Ax + C, sendx

T(f)=C,e*
Asi la solucién de (*) es:
u(x,t)=(C cos Ax + C, sendx)C, e . (A)
De la condicién de frontera «(0,t) =0 se obtiene:

u(0,¢) = X(0)T(¢) - x(0)=C =0

X(x)= C,senix @
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De la condicién de frontera u(L,7) =0 se tiene:

u(L,1) = X(L)T(1)=0

Luego:

X(L)=C,seniL - senAL =0
Entonces:

AL=nz;n=1,23,. .. dedonde =22
Asi:

Sustituyendo en (A):

u,(x,t)= [CZ sen[-’%)x}(ﬁ?’ e_(m[) "

Luego:

0 (0.0)=3°C, e‘('l“gf“’z’ sen[%)x ________ ()

n=1

De la condicion de frontera:
u(x,O)zsen(ﬁ] + lsen 3nx
L 2 L

Tenemos:

b | —
n
I
-
TN
~|¥
™
N~

- nx X
D> C, sen| =~ |x = sen| — | +
n=1i (L) (LJ

C, =0,C,=0;C, =—;-;c4 =Cy = =0

De donde:

Finaimente, sustituyendo en (&) se obtiene la solucién:
(zaY [3maY
= |u(xt)=ec [L) r&‘en(z).x+ul-e [ L ) lJ»‘en(?,—”]x
L 2 L

del problema (3) con condiciones de fronteras dadas.
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APENDICE

A continuacion se presentas esquemas, cuadros y/o tablas elaboradas con

autoria propia, basados en los temas desarrollados en el presente trabajo
de Investigacion.

Cuadro 1
Modelo Matematico

. .y ‘ ., Solucion de
Situacion Ecuacion N |
., ] . + F—>{la Ecuaciéon |—»
fisica Diferencial . .

Diferencial |

Interpretacién
‘de Resultados.

Fuente: Autoria propia
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Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales

Cuadro 2:

Ecuacion Diferencial

l

Ecuacion Diferencial

!

Ecuacion Diferencial

Ordinaria Parcial
EDO EDP
Orden || Grado || Linealidad | Orden Grado

Linealidad

Fuente: Autoria propia
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Cuadro 3:

Solucioén de una Ecuacién Diferencial de Primer Orden

Ecuaciéon diferencial

Solucion de la Ecuacién Diferencial

f(x)dx+g(x)dy=0

f f(x)dx+j g(x)dsz

y'+ p(x)y =q(x)

y= e_j Px)de ’:e,[ P(I}dxq (x)dx+ C:l

y+p(x)=q(x)y", nzl

o = o rta {ef IR 4 () + c}

Fuente: Autoria propia
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Cuadro 4:
Solucién de una Ecuacién Diferencial Ordinaria,

Lineal de Segundo Orden

i Raices de la
Ecuacion .
) . Ec. Solucion
diferencial .
Caracteristica
K#ED y=Ce" +C,e™
ay"+by'+cy=0 n=r=r y=Ce" +C,e”
r=atpfi y =e*(C, cos fx + C, senf3x)
KR y=Ce"+C,e"
a’y"+bxy'+cy =0 n=n=r y=Cx" +Cx Inx
r=atpi

y=x° [Cn cos(BlInx) + C, sen(BIn .x)]

Fuente: Autoria propia
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Cuadro 5:
Transformada de Laplace y su Inversa

Transformada de Laplace Transformada inversa
1 1
{1} =— K7l S
s s
{s}= f‘{i -t
52 52
2 2
it == R aulb Jhal) QR L
fr}=3 2]
0 7 PRI ol BGE G R
{ } Sn+1’n—1 Sm-l =t ,n=z
at 1 1 1 at
Z{e*} = & =e
S S—
Z{cost} = o N7 }zcost
S2+'l S2+]
s s
Z{cos ktt = ! = cos kt
{ ) s+ k2 {sz+k2}

Z {sen t} = i R }:sent
st +1 52 +1
_?{senkt}_ k _9‘“1{ k }zsenkt
s +k? '+ i

s
& {cosh t} = o .9’”1{32_1} =cosht
A 1 h)
& {cosh kt}-sz—kz _?“{Sz_kz}zcoshkt
1 1
.?{smhz‘}:Sz_"1 .7'1{52_1}=Senht
k ) k
_?{senh kt}: T2 =& 5 = senh kt
s - 5§ —

Fuente: Autoria propia
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8.

9.

ANEXO

FORMULAS ELEMENTALES DE INTEGRACION

Idu =u+C

Ie"du: e +C

j%:lnluhc

Iu"du= W +Con#-1
n+1

Ia"du: 1:;1 +C

Isen udu=-cosu+C
jcos udu=senu+C
th u du = In|secu|+C

_..ctg udu= 1n|sen uI+C

10. J'secu du=In|sec u+1g u|+C

11. Icsc u du=1In|csc u~—ctg u|+C

12

13.

14,

15

16

17

18.

19

20

21

22

23.

. Iseczu du=tg u+C
judv=uv-jvdu

Iseczu du=1g u+C

: jcsczu du=ctgu + C

: Isecutgudu =secu +C
. Icscuctgudu =
Isenh # du=cosh u+C

. Icosh udu = senhu + C
. jtghua’u =In |coshu|+C
. [sech?u du=1ghu+C

. Icsch wdu=-ctghu+C

Isech utghudu=-sech u+C

-cscu +C
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