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RESUMEN

ATRACTORES GLOBALES PARA UNA CLASE DE ECUACIÓN

VISCOELÁSTICA CON MEMORIA Y DENSIDAD NO LINEAL

Paulo Nicanor Seminario Huertas

Diciembre - 2018

Asesor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey

T́ıtulo obtenido: Licenciado en Matemática

En este trabajo se estudia una clase de ecuaciones de ondas de la forma

|Btu|
ρ
Bttu´∆Bttu´ α∆u`

ż 8

0

µpsq∆upt´ sq ds` fpuq “ h, (0.1)

definida en un dominio acotado de R3, con condición de frontera de Dirichlet

y parámetros α, ρ ą 0.

Dichas ecuaciones modelan problemas de viscoelasticidad no lineal y han

sido estudiados por diversos autores a lo largo de los años. Respecto a la

existencia, unicidad y dependencia continua en relación con los datos iniciales

se seguirá la metodoloǵıa presentada por Conti et al. [15].

Uno de los resultados importantes en la presente investigación es la prueba

de la existencia de un atractor global para el sistema dinámico asociado al

problema, el cual será caracterizado por las variedades inestables del conjunto

de puntos estacionarios de la ecuación (0.1). Con este fin, se seguirá los trabajos

de Conti et al. [17] y Araujo et al. [2].

Palabras Claves: Atractores globales, ecuaciones viscoelásticas, memoria,

densidad no lineal.
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ABSTRACT

GLOBAL ATTRACTORS FOR A CLASS OF VISCOELASTIC

EQUATIONS WITH MEMORY AND NON-LINEAR DENSITY

Paulo Nicanor Seminario Huertas

Diciembre - 2018

Adviser: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey

Degree obtained: Licentiate in Mathematics

In this work we study a class of wave equations of the form

|Btu|
ρ
Bttu´∆Bttu´ α∆u`

ż 8

0

µpsq∆upt´ sq ds` fpuq “ h,

defined in a bounded domain of R3, with Dirichlet boundary condition and

parameters α, ρ ą 0.

Such equations model problems from nonlinear viscoelasticity and have

been considered by several authors. Regarding the existence, uniqueness and

continuous dependence in relation to the initial data, follow the methodology

presented by Conti et al. [15].

One of the important results of the present study is the proof of the exis-

tence of a global attractor for the dynamic system associated to the problem,

which will be characterized by the unstable manifold of the set of stationary

points of the equation (0.1). To this end, we following the work of Conti et al.

[17] and Araujo et al. [2].

Key words: Global attractors, viscoelastic equations, memory, nonlinear den-

sity.
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CAPÍTULO I

PLANTEAMIENTO DE LA

INVESTIGACIÓN

1.1. Identificación del problema

Se dividirá el trabajo principalmente en dos partes, una primera parte

que se centrara en la prueba de la buena colocación –existencia, unicidad y

dependencia continua con relación a los datos iniciales– de la ecuación

%pBtuqBttu´∆Bttu´ α∆u`

ż 8

0

µpsq∆upt´ sq ds` fpuq “ h, (1.1)

y una segunda parte donde se estudiará la dinámica de la misma, aśı como la

prueba de la existencia de un atractor global.

Esta ecuación está definida sobre una región acotada Ω Ă R3 con frontera

BΩ suave y satisfaciendo las condiciones de Dirichlet, esto es upx, tq “ 0 para

x P BΩ.

Respecto a %pBtuq, Conti et al. [17] proponen

%pBtuq “ ρ0 ` ρ1|Btu|
ρ, ρ ą 0, (1.2)

con ρ0 ą 0 una densidad inicial fija y ρ1 P R un parámetro lo suficientemente

pequeño. Estas hipótesis sobre la densidad del material son explicadas de ma-

nera natural por los aspectos f́ısicos del problema. Por simplicidad matemática

asumiremos, sin pérdida de generalidad, que

%pBtuq “ |Btu|
ρ, (1.3)

como se ven [17, 2, 8, 15, 16, 44, 45] entre otros.

Además, asumiremos las siguientes hipótesis:
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pH1q La ecuación (1.1) posee condiciones iniciales

upx, 0q “ u0, Btupx, 0q “ v0, upx,´sq “ ψ0psq, (1.4)

para todo x P Ω y s P R`. Notar que u0, v0 : Ω Ñ R y ψ : ΩˆR` Ñ R son

funciones dadas, donde ψ0 brinda información sobre la historia pasada

de u.

pH2q La función h P L2pΩq es independiente del factor temporal y representa

alguna fuerza externa al sistema.

pH3q La función f es localmente Lipschitz y satisface

|fpuq ´ fpvq| ď c|u´ v|p1` |u|q ` |v|qq, fp0q “ 0, (1.5)

donde c es una constante positiva y q P r0, 4q. Además, satisface la con-

dición de disipación

ĺım inf
|u|Ñ8

fpuq

u
ą ´λ1, (1.6)

donde λ1 ą 0 es el primer autovalor de ´∆. Por otro lado, si pfpuq “
şu

0
fpyqdy, entonces asumiremos que

fpuqu´ pfpuq ě ´
β

2
u2
´mf @u P R, (1.7)

donde mf es una constante que solo depende de f y β P p0, λ1q.

pH4q El núcleo de la convolución (o memoria) µ es una función que satisface

µ P C1
pR`q X L1

pR`q, 0 ă µpsq ă 8, µ1psq ď 0, (1.8)

y que existen k0, k1 ą 0, k2 ą 0 tales que

ż 8

0

µpsqds “ k0 P p0, αq, (1.9)

µ1psq ď ´k1µpsq, @s P R`, (1.10)

y
ż 8

0

´µ1psqds “ k2, 0 ă k2 ă 8. (1.11)
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Observación I.1. Notemos que de (1.9)-(1.11) se cumple que k2 ě k0k1.

Observación I.2. Para facilitar las operaciones matemáticas, sin pérdida de

generalidad, se asumirá que

α ´ k0 “ 1. (1.12)

1.2. Formulación del problema

1.2.1. Problema general

¿Será posible probar la existencia de un atractor global para el sistema dinámi-

co definido por el semigrupo de soluciones de la ecuación determinada ante-

riormente?.

1.2.2. Problemas espećıficos

1. ¿La ecuación planteada anteriormente está bien colocada en el sentido

de Hadamard?.

2. ¿El semigrupo asociado a la ecuación principal es disipativo?.

3. ¿Es posible descomponer el semigrupo asociado al problema presentado

en (1.1) en una parte uniformemente estable y otra parte compacta por

medio de una desigualdad de estabilización?.

1.3. Objetivos de la investigación

1.3.1. Objetivos generales

Probar la existencia de un atractor global para el semigrupo de soluciones

determinado por la ecuación antes presentada.
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1.3.2. Objetivos espećıficos

1. Probar la buena colocación para la ecuación presentada en (1.1).

2. Probar que el semigrupo de soluciones es disipativo.

3. Probar que el sistema dinámico referente a la ecuación presentada en

(1.1) cumple una cierta desigualdad de estabilización.

1.4. Importancia y justificación de la investi-

gación

En el presente trabajo se estudiara la dinámica asintótica de una ecuación de

ondas no lineal como en (1.1), definida en una región acotada de R3, adicionado

de los datos iniciales y condiciones de frontera del tipo Dirichlet. Esta clase

de ecuaciones fue estudiada por primera por Cavalcanti et al. [8], asumiendo

%pBtuq “ |Btu|
ρ, como una versión viscoelástica del problema de vibraciones

%pBtuqBttu´∆Bttu´∆u “ 0,

donde %pBtuq representa una forma no lineal de la densidad del material. En el

caso %pBtuq “ 1, la ecuación modela vibraciones de varillas finas conforme a lo

justificado en Love [32]. El carácter viscoelástico de la primera ecuación viene

dada por la integral de convolución que modelo los efectos de la memoria del

material, (cf. [9, 11, 20, 40, 34, 33, 35, 36, 37, 23, 51] entre otros).

En Cavalcanti et al. [8], el problema presentado en esta tesis fue estudiado en

la forma

|Btu|
ρ
Bttu´∆Bttu´ α∆u`

ż t

0

µpsq∆upt´ sqds “ F , (1.13)

donde ρ P p0, 2s y µptq decayendo exponencialmente a cero cuando tÑ 8. Los

autores probaron que la enerǵıa del sistema decae exponencialmente cuando se

8



acrecienta una disipación fuerte F “ ∆Btu. A partir de dicho trabajo muchos

otros autores aportaron nuevas contribuciones para la ecuación anterior, por

ejemplo, [2, 15, 18, 16, 17, 35, 36, 37] entre otros. De estos trabajos, se destaca

el de Messaoudi y Tatar [36] donde se prueba que el decaimiento exponencial

de la enerǵıa continua válido con F “ 0, explorando solamente la disipación

dada por la memoria.

Obsérvese que si %pBtuq “ 1 y ∆Bttu fuera removida, entonces la ecuación prin-

cipal del presente trabajo se reduce a la bien conocida ecuación de onda visco

elástica. En esta dirección el problema fue estudiada por diferentes autores,

por ejemplo [39, 33, 10, 48, 11, 41] entre otros, además, si solo %pBtuq “ 0 el

problema carece de un sentido f́ısico al no cumplir con las leyes conservativas

de la f́ısica, pero teóricamente representa un modelo altamente estudiado como

se mencionó anteriormente.

Por otro lado, en los trabajos antes citados, la ecuación (1.13) la unicidad

de las soluciones nunca fue tratada, debido a la aparente dificultad generada

por el término |Btu|
ρBttu. La primera prueba referente a la buena colocación

del problema fue establecido recientemente en Araujo et al. [2], a través de la

restricción ρ P p1, 2q cuando la dimensión es 3. El resultado fue presentado en

un contexto más general respecto al termino de memoria generalizada con un

retardo infinito, en este es preciso conocer la historia pasada del material, es

decir upx, tq para t P p´8, t0s donde el instante inicial esta dado por t “ t0.

Conti et al. [15] probaron un nuevo resultado referente a la buena colocación

del problema, para el caso

|Btu|
ρ
Bttu´∆Bttu´γp´∆qθBtu´α∆u`

ż 8

0

µpsq∆upt´sqds`fpuq “ h, (1.14)

con ρ P r0, 4s en un ambiente tridimensional y con fpuq « u5.

Cabe resaltar que Araujo et al. [2] también muestran la existencia de un atrac-

tor global para el sistema dinámico asociado al problema anterior con ρ P p1, 2q

cuando N “ 3. Para esto se necesitó adicionar una disipación fuerte del tipo
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∆ut. Recientemente, Conti et al. [17] probaron la existencia de un atractor

global con regularidad optima para el problema (1.14) con ρ P r0, 4q.

Este último resultado, junto con la bibliograf́ıa antes mencionada, sirve de

motivación para el estudio de la dinámica y sobre todo de la existencia de un

atractor global usando únicamente la disipación de la memoria.

Se espera por lo tanto contribuir en el desenvolvimiento de la teoŕıa matemática

de las ecuaciones diferenciales no lineales y en la construcción de las bases

matemáticas para el desarrollo de nuevas ĺıneas de investigación en el área de

los sistemas dinámicos no lineales.
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CAPÍTULO II

MARCO TEÓRICO

En este caṕıtulo se presenta algunos resultados sobre los espacios de Sobolev,

los espacios de Bochner con peso, los sistemas dinámicos y el problema de

Cauchy, los cuales nos brindaran una buena base teórica para el desarrollo del

presente trabajo.

2.1. Espacios de Sobolev

Presentaremos a continuación definiciones y teoremas relacionados a los espa-

cios de Sobolev. Para más información, el lector interesado puede consultar

[1, 5].

Definición II.1. Sea Ω P Rn un conjunto abierto. Se representará por LppΩq,

1 ď p ă `8, al espacio vectorial constituido por las funciones f : Ω Ñ R

medibles, cuya potencia p, |f |p es Lebesgue integráble, esto es:

LppΩq “ tf : Ω Ñ R; f es medible y

ż

Ω

|fpxq|pdx ă 8u

Se define en LppΩq a la relación „ dada por:

f „ g ô f ” g casi siempre en Ω.

Notemos que „ es una relación de equivalencia. Aśı, tiene sentido considerar

el cociente de LppΩq por „. La colección de las clases de equivalencia obtenida

por L
ppΩq
„

forma un espacio vectorial, que denotaremos por:

LppΩq :“
LppΩq
„

en el cual definimos la norma

}u}LppΩq “

ˆ
ż

Ω

|upxq|pdx

˙
1
p

, donde u P LppΩq.

11



Definición II.2. Una función medible u : Ω Ñ R es llamada esencialmente

acotada, si existe C ą 0 tal que |upxq| ď C casi siempre (c.s.) en x P Ω.

La colección de las clases de equivalencia de las funciones definidas en Ω por

la relación „ es esencialmente acotada es denotada por L8pΩq. Se Define la

norma en L8pΩq por:

}u}8 :“ sup
xPΩ

ess|upxq| “ inftC ą 0; |upxq| ď C c.s. en x P Ωu

Es posible mostrar que LppΩq es un espacio de Banach para 1 ď p ď 8,

además, para el caso particular p “ 2, L2pΩq es un espacio de Hilbert cuyo

producto interno es dado por:

xu, vyL2pΩqˆL2pΩq “

ż

Ω

upxqvpxqdx

donde u y v pertenecen a L2pΩq.

Lema II.1. (Desigualdad de Young). Sea 1 ă p, q ă 8 con 1
p
` 1

p1
“ 1.

Entonces,

ab ď
ap

p
`
bp
1

p1
, @a, b ě 0.

Lema II.2. (Desigualdad de Young con ε). Sea 1 ă p, q ă 8 con 1
p
` 1

p1
“ 1 y

ε ą 0 cualquier. Entonces,

ab ď εap ` Cpεqbp
1

, @a, b ě 0,

donde Cpεq “ pεpq´
´p1

p p1´1. En el caso particular cuando p “ q “ 2, dicha

desigualdad se reduce a

ab ď εa2
`

1

4ε
b2, @a, b ě 0.

Teorema II.1. (Desigualdad de Holder). Sea u P LppΩq y v P Lp1pΩq, con

1 ď p ă 8 y p1 el exponente conjugado de p, esto es, 1
p
` 1

p1
“ 1. Entonces:

uv P L1
pΩq y

ż t

Ω

|upxqvpxq|dx ď }u}LppΩq}v}Lp1pΩq
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Teorema II.2. (Desigualdad de Holder Generalizada). Sea 1 ď p1, p2, ..., pn ď

8 tal que 1
p1
` 1

p2
` ...` 1

pn
“ 1

r
ď 1. Si ui P L

pipΩq para i “ 1, ..., n, entonces:

u :“
n
ź

i“1

ui P L
r
pΩq y

}u}LrpΩq ď
n
ź

i“1

}ui}Lpi pΩq.

Teorema II.3. (Lema de Imersión). Sea Ω Ă Rn, un conjunto abierto con

medida finita, p y q tales que 1 ď p ă q ď 8. Entonces:

LqpΩq ãÑ LppΩq.

Definición II.3. Sea Ω un abierto de Rn, 1 ď p ď 8 y m P N. El Espacio de

Sobolev de orden m modelado sobre LppΩq, que denotaremos por Wm,ppΩq, es

el espacio vectorial de las funciones en LppΩq cuyas derivadas distribucionales

de orden α pertenecen a LppΩq, para todo multi-indice α con |α| ď m. Es decir:

Wm,p
pΩq “ tu P LppΩq; Dαu P LppΩq, @ α multi-́ındice tal que |α| ď mu.

Cuando 1 ď p ă 8. No es dif́ıcil mostrar que Wm,ppΩq es un espacio normado

unido de la norma:

}u}Wm,ppΩq “

¨

˝

ÿ

|α|ďm

}Dαu}pLppΩq

˛

‚

1
p

.

Análogamente, Wm,8pΩq es un espacio normado unido de la norma:

}u}Wm,8pΩq “
ÿ

|α|ďm

}Dαu}L8pΩq.

Teorema II.4. Sea Ω un abierto de Rn y m P N.

Los espacios Wm,ppΩq son espacios de Banach para 1 ď p ď 8.

Los espacios Wm,ppΩq son espacios reflexivos para 1 ă p ă 8.

Los espacios Wm,ppΩq son espacios separables para 1 ď p ă 8.
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En el caso particular, cuando p “ 2, Wm,2pΩq es un espacio de Hilbert

con el producto interno

xu, vyWm,2pΩqˆWm,2pΩq “
ÿ

|α|ďm

xDαu,DαvyL2pΩq,

Dicho espacio lo denotaremos por HmpΩq.

Definición II.4. Sea Ω un abierto de Rn, 1 ď p ă 8 y m P N. Definimos el

espacio Wm,p
0 pΩq como:

Wm,p
0 pΩq :“ DpΩq

Wm,ppΩq
,

esto es, como la cerradura del espacio de las funciones de prueba respecto a la

norma Wm,ppΩq. En el caso p “ 2, denotaremos Hm
0 pΩq :“ DpΩq

HmpΩq
.

Definición II.5. Sea Ω un abierto de Rn, 1 ď p ă 8 y m P N. Definimos el

espacio dual de Wm,p
0 pΩq como:

rWm,p
0 pΩqs1 “: W´m,p1

pΩq,

donde p e p1 son exponentes conjugados. En el caso p=2, denotaremos rHm
0 pΩqs

1
“:

H´mpΩq.

Teorema II.5. (Inmersiones de Sobolev). Sea Ω P Rn un dominio y, para

1 ď k ď n, sea Ωk la intersección de Ω con el plano de dimensión k en Rn.

(Si k “ n entonces Ωk “ Ω.) Si j ě 0 y m ě 1 son números enteros dados y

si 1 ď p ă 8.

PARTE I: Suponga que Ω cumple la condición del cono.

• Caso A: Si mp ą n o m “ n y p “ 1, entonces:

W j`m,p
pΩq ãÑ Cj

BpΩq.

Además, si 1 ď k ď n, entonces:

W j`m,p
pΩq ãÑ W j,q

pΩkq para p ď q ď 8,

y, en particular,

Wm,p
pΩq ãÑ LqpΩq para p ď q ď 8.
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• Caso B: Si mp “ n e 1 ď k ď n, entonces:

W j`m,p
pΩq ãÑ W j,q

pΩkq para p ď q ă 8,

y, en particular,

Wm,p
pΩq ãÑ LqpΩq para p ď q ă 8.

• Caso C: Si mp ă n y, o bien, n ´mp ă k ď n o p “ 1 y n ´m ď

k ď n, entonces:

W j`m,p
pΩq ãÑ W j,q

pΩkq para p ď q ď p˚ “
kp

n´mp
,

y, en particular,

Wm,p
pΩq ãÑ LqpΩq para p ď q ď p˚ “

kp

n´mp
.

PARTE II: Suponga que Ω satisface la condición fuerte local de Lipschitz.

Entonces el espacio Cj
BpΩq del caso A, puede ser sustituido por el espacio

menor CjpΩ̄q, y las inmersiones pueden ser reescritas como:

• Si mp ą n ą pm´ 1qp, entonces

W j`m,p
pΩq ãÑ Cj,λ

pΩ̄q para 0 ă λ ď m´
n

p
.

• Si n “ pm´ 1qp, entonces

W j`m,p
pΩq ãÑ Cj,λ

pΩ̄q para 0 ă λ ă 1.

• Si n “ m´ 1 e p “ 1, entonces

W j`m,p
pΩq ãÑ Cj,1

pΩ̄q.

Recordemos que Cj,λpΩ̄q representa el espacio de las funciones em

CjpΩ̄q cuyas derivadas de orden λ son j-Holder continuas.

PARTE 3: Todas las inmersiones de la parte A y B son válidas para Ω un

dominio arbitrario si los espacios de Sobolev envueltos en dichas partes,

son sustituidos por sus correspondientes W0-espacios.

15



Observación II.1. En el caso de la inmersión H1
0 pΩq ãÑ L2pΩq, la mejor

constante de dicha inmersión es dada por λ1, siendo λ1 el primer autovalor del

operador ´∆. Esto es, si u P H1
0 pΩq, entonces

λ1}u}
2
L2pΩq ď }u}

2
H1

0 pΩq
,

con

λ1 “ ı́nf
uPH1

0 pΩq

}∇u}2L2pΩq

}u}2L2pΩq

.

Teorema II.6. (Teorema de Rellich-Kondrachov). Sea Ω un dominio en Rn,

Ω0 un subdominio acotado de Ω, y Ωk
0 la intersección de Ω0 con un plano

k-dimensional en Rn. Sea j ě 0 y m ě 1 enteros, y 1 ď p ă 8.

PARTE I: Si Ω satisface la condición del cono y mp ď n, entonces siguen

las siguientes inmersiones compactas:

W j`m,p
pΩq

c
ãÑ W j,q

pΩk
0q si 0 ă n´mp ă k ď n e 1 ď q ă

kp

n´mp
.

W j`m,p
pΩq

c
ãÑ W j,q

pΩk
0q si n “ mp, 1 ď k ď n e 1 ď q ă 8.

PARTE II: Si Ω satisface la condición del cono y mp ą n, entonces

siguen las siguientes inmersiones compactas:

W j`m,p
pΩq

c
ãÑ Cj

BpΩ0q

W j`m,p
pΩq

c
ãÑ W j,q

pΩk
0q si 1 ď q ă 8.

PARTE III: Si Ω satisface la condición fuerte local de Lipschitz, entonces

siguen las siguientes inmersiones compactas:

W j`m,p
pΩq

c
ãÑ Cj

pΩ̄k
0q si mp ą n.

W j`m,p
pΩq

c
ãÑ Cj,λ

pΩ̄k
0q si mp ą n ě pm´ 1qp y 0 ă λ ă m´

n

p
.

PARTE IV: Si Ω es un dominio arbitrario en Rn, entonces siguen las

siguientes inmersiones compactas:

W j`m,p
0 pΩq

c
ãÑ W j,q

pΩk
0q si 0 ă n´mp ă k ď n y 1 ď q ă

kp

n´mp
.

W j`m,p
0 pΩq

c
ãÑ Cj,λ

pΩ̄k
0q si mp ą n ě pm´ 1qp y 0 ă λ ă m´

n

p
.
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Teorema II.7. (Desigualdad de Poincaré). Sea Ω Ă Rn un dominio acotado

y 1 ď p ă 8. Entonces existe una constante C “ Cpp, |Ω|q ą 0 tal que:

}u}LppΩq ď C}∇u}LppΩq, @ u P Wm,p
0 pΩq.

Definición II.6. Sea X un espacio de Banach y 1 ď p ă 8. Denotaremos

por:

pLpp0, τ ;Xq; } . }Lpp0,τ ;Xqq

al espacio de Banach de las funciones vectoriales medibles u : p0, τq Ñ X, tal

que }uptq}X pertenece a Lpp0, τq, unido de la norma

}u}Lpp0,τ ;Xq “

ˆ
ż τ

0

}uptq}pXdt

˙
1
p

.

En el caso p “ 8, denotaremos por pL8p0, τ ;Xq; } . }L8p0,τ ;Xqq al espacio de

Banach de las funciones vectoriales medibles u : p0, τq Ñ X, tal que }uptq}X

pertenece a L8p0, τq, unido de la norma

}u}L8p0,τ ;Xq “ sup
tPp0,τq

ess}uptq}X .

Una herramienta que va ser fuertemente usada en el presente trabajo será el

Teorema de Compacidad de Simon [47], que es una extensión del Teorema de

Aubin-Lions.

Teorema II.8. (Teorema de Compacidade de Simon). Sean X,B, Y espacios

de Banach tales que X
c

ãÑ B ãÑ Y . Supongamos que:

punq es acotada en L8p0, τ ;Xq

pBtunq es acotada en Lrp0, τ ;Y q, r ą 1.

Entonces, punq es relativamente compacto en Cp0, τ ;Bq.

Lema II.3. (Desigualdad de Gronwall). Sea α ě 0, β P L1pa, bq y φ P L8pa, bq

tales que β ą 0 y φ ě 0. Si

φptq ď α `

ż b

a

βpsqφpsqds, a ď t ď b,

entonces

φptq ď αe
şb
a βpsqds, a ď t ď b.
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2.2. Espacios de Bochner con peso

En esta sección haremos una revisión de los espacios de Bochner, que será

fundamental para poder definir el espacio de historia que está envuelto en

nuestra ecuación. Para mayor detalle se remite al lector consultar [1, 50, 6, 22].

Sea X un espacio de Banach con norma } . }X y sea f una función definida en

el intervalo pa, bq en R (que puede ser finito) y tomando valores en X. Además,

sea ν una medida en pa, bq dada por dνpsq “ µpsqds donde µ es continua y

positiva en pa, bq.

Definición II.7. (Integral de Bochner). Si A1, A2, ..., Ak es una colección finita

de subconjuntos disjuntos de pa, bq teniendo cada uno medida ν finita, y si

x1, x2, ..., xk es un conjunto de elementos de X, llamaremos a la función f

dada por

fptq “
k
ÿ

i“1

χAixi, a ă t ă b,

como función simple sobre pa, bq en X. Para este tipo de funciones simples

definimos la integral de f como

ż b

a

fpsqdνpsq “
k
ÿ

i“1

νpAiqxi “
k
ÿ

i“1

p

ż

Ai

µpsqdsqxi,

la cual independe de la elección de dicha partición.

Ahora, sea f una función arbitraria definida sobre pa, bq en X. Diremos que

f es (fuertemente) medible en pa, bq, si existe una sucesión fi de funciones

simples con soporte en pa, bq tal que

ĺım
jÑ8

}fjptq ´ fptq}X c.s. en pa, bq.

Entonces, definimos la Integral de Bochner de f en pa, bq como

ż b

a

fpsqdνpsq “ ĺım
jÑ8

ż b

a

fjpsqdνpsq,

Análogamente, como la integral de las funciones simples, la integral anterior

independe de la elección de la sucesión de funciones simples que aproximan f .
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Teorema II.9. Una función f es Bochner integrable en pa, bq ô si la función

}fp . q}X es integrable en pa, bq.

Definición II.8. (Espacio Lpµpa, b;Xq).

Si 1 ď p ă 8, diremos que f P pLpµpa, b;Xq; } . }Lpµpa,b;Xqq si

}f}Lpµpa,b;Xq “

ˆ
ż b

a

}fpsq}pXdνpsq

˙

1
p

“

ˆ
ż b

a

µpsq}fpsq}pXds

˙

1
p

ă 8.

Si p “ 8, diremos que f P pL8µ pa, b;Xq; } . }L8µ pa,b;Xqq si

}f}L8µ pa,b;Xq “ sup
aăsăb

ess}fpsq}X ă 8.

Teorema II.10.

El espacio Lpµpa, b;Xq para 1 ď p ď 8 es de Banach.

Si el espacio X es de Hilbert entonces el espacio L2
µppa, bq;Xq es de Hil-

bert, y el producto interno es dado por

xu, vyL2
µppa,bq;XqˆL

2
µppa,bq;Xq

“

ż b

a

µpsqxu, vyXˆXds

2.3. Sistemas dinámicos y atractores globales

En esta sección haremos una revisión sobre algunos tópicos referentes a la teoŕıa

de los sistemas dinámicos definidos por un semigrupo fuertemente continuo de

un espacio de Banach X. Se repasará los resultados presentados en [49, 26, 3],

y se hará un estudio más profundo de los trabajos de Chueshov y Lasiecka

[13, 14].

Definición II.9. Una familia de operadores no necesariamente lineales Sptqtě0,

fuertemente continua en X, es llamado de C0 ´ semigrupo si:

Sp0q “ I (Operador identidad de X).

Spt` sq “ SptqSpsq para cada t, s ě 0.
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La aplicación r0,8q ˆX Q pt, xq ÞÝÑ Sptqpxq P X es continua para cada

x P X dado.

El par pX,Sptqq también es llamado sistema dinámico, definido por el semi-

grupo Sptq.

Definición II.10. Sea pX,Sptqq un sistema dinámico y A un subconjunto de

X.

Diremos que A es positivamente invariante por la acción del semigrupo

Sptq, cuando SptqA Ă A para todo t ě 0.

Diremos que A es invariante por la acción del semigrupo Sptq, cuando

SptqA “ A para todo t ě 0.

Definición II.11. (Definición de Atractor Global). Sea pX,Sptqq un sistema

dinámico. Diremos que un subconjunto A Ă X es un Atractor Global de

pX,Sptqq cuando:

A es un conjunto cerrado y acotado,

A es un conjunto invariante por Sptq,

A atrae cualquier subconjunto acotado de X por la acción del semigrupo

Sptq, esto es, para todo acotado B Ă X,

ĺım
tÑ8

distHpSptqB,Aq “ 0,

donde distHpA,Bq es la semi-distancia de Hausdorff entre los subconjun-

tos A,B Ă X y es dada por

distHpA,Bq :“ sup
xPA

dXpx,Bq “ sup
xPA

ı́nf
yPB

dpx, yq.

Definición II.12. (Conjunto Absorbente). Sea pX,Sptqq un sistema dinámico.

Un conjunto B Ă X es llamado de Conjunto Absorbente de pX,Sptqq si, para

cualquier subconjunto acotado B Ă X, existe τ0 “ τ0pBq ě 0 tal que

SptqB Ă B, @t ě τ0.
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Cuando un sistema dinámico pX,Sptqq posee un conjunto absorbente acotado,

diremos que pX,Sptqq es un sistema dinámico disipativo.

Definición II.13. Dado un conjunto B Ă X, diremos que MupBq es una

variedad inestable de B, si es el conjunto de puntos z P X tal que contiene

todas las trayectorias completas typtqutPR satisfaziendo

yp0q “ z, ĺım
tÑ´8

dXpyptq, Bq “ 0.

Definición II.14. La función L P CpX,Rq es llamada de funcional de Lya-

punov si

piq Lpζq Ñ 8 si y solo si }ζ}X Ñ 8;

piiq tÑ LpSptqzq es no-creciente para todo z P X.

piiiq Si LpSptqzq “ Lpzq para todo t ą 0, entonces z es un punto estacionario

para Sptq.

Un sistema dinamico pX,Sptqq es llamado de sistema gradiente si posee un

funcional de Lyapunov.

Teorema II.11. Todo sistema dinamico pX,Sptqq gradiente tal que el conjunto

de puntos estacionarios de Sptq sea acotado en X, es disipativo.

Definición II.15. (Compacidad Asintótica). Un sistema dinámico pX,Sptqq

es dicho Asintóticamente Compacto si existe un conjunto K Ă X compacto tal

que para cada conjunto acotado B Ă X,

ĺım
tÑ8

distHpSptqB,Kq “ 0.

Ahora presentaremos un resultado conocido sobre la existencia de atractores

globales que será la piedra angular para la prueba de la existencia de un atrac-

tor global en nuestro trabajo, el lector interesado puede consultar [49, 38].
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Teorema II.12. Sea pX,Sptqq un sistema dinámico. Entonces, diremos que

dicho sistema dinámico posee atractor global A si, y solamente si, es asintóti-

camente compacto y disipativo. Además, en caso afirmativo, si B denota la co-

lección de todos los subconjuntos acotados no vaćıos de X, entonces el atractor

A viene dado por

A “
ď

BPB
wpBq

donde wpBq es el conjunto w-ĺımite de B y es dado por

wpBq “ tx P X : existen sucesiones ptnqnPN en R` con tn Ñ 8

e pxnqnPN en B , tal que x “ ĺım
nÑ8

Sptnqxnu.

En particular, si el conjunto de puntos estacionario N de Sptq es acotado en

X, y el sistema pX,Sptqq es gradiente, entonces A esta caracterizado por las

variedades inestables MupN q.

El presente trabajo, debido a la densidad del material, la verificación de la com-

pacidad asintótica puede ser bastante dif́ıcil. Por eso, introducimos el concep-

to de regularidad asintótica, que será usado junto a los resultados presentados

por Chueshov y Lasiecka [14], donde muestran que en un sistema disipativo los

conceptos de compacidad asintótica y regularidad asintótica son equivalente.

Definición II.16. (Regularidad Asintótica). Un sistema dinámico pX,Sptqq

es Asintóticamente Regular si para cualquier conjunto acotado y positivamente

invariante B Ă X, existe un conjunto compacto K Ă B
X

tal que

ĺım
tÑ8

distHpSptqB,Kq “ 0.

Teorema II.13. (Chueshov y Lasiecka [14] 7.1.4 Proposition). Asumamos

que X es un espacio de Banach y pX,Sptqq un sistema dinámico disipativo.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

pX,Sptqq es asintóticamente compacto.

22



pX,Sptqq es asintóticamente regular.

Teorema II.14. (Chueshov y Lasiecka [14] 7.1.11 Proposition) Sea pX,Sptqq

un sistema dinámico. Supongamos que para algún conjunto acotado positiva-

mente invariante B Ă X y para algún ε ą 0, exista T “ T pε, Bq tal que

}SpT qz1
´ SpT qz2

}X ď ε` φT pz
1, z2

q, @z1, z2
P B,

donde φT : B ˆB Ñ R satisface

ĺım inf
nÑ8

ĺım inf
mÑ8

φT pz
n, zmq “ 0. (2.1)

para alguna sucesión pznq en B. Entonces, pX,Sptqq es un sistema dinámico

asintóticamente regular.

2.4. Problema de Cauchy (mild solutions)

En esta sección haremos una revisión sobre el problema de Cauchy y las mild

solutions en el sentido de A. Pazy [43].

Consideremos el problema de valor inicial no-homogéneo

duptq

dt
“ Auptq ` fptq, t ą 0 (2.2)

up0q “ x

con f : r0, τq Ñ X, donde A es un generador infinitesimal de un C0-semigrupo

Σptq, tal que la correspondiente ecuación homogénea tiene una solución única

para cada valor x P dompAq.

Definición II.17. La función u : r0, τ s Ñ X es una solución clásica de (2.2)

en r0, τq, si u es continua en r0, τq, continuamente diferenciable en p0, τq, uptq P

dompAq para todo t P p0, τq y (2.2) se cumple en r0, τq.

Teorema II.15. Si f P L1p0, τ ;Xq, entonces para cada x P X el problema de

valor inicial (2.2), tiene como máximo una solución (clásica) que es dada por

uptq “ Σptqx`

ż t

0

Σpt´ sqfpsqds.
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Definición II.18. Sea A un generador infinitesimal de un C0-semigrupo Σptq.

Si x P X y f P L1p0, τ ;Xq, entonces la función u P Cpr0, τ s;Xq es dada por

uptq “ Σptqx`

ż t

0

Σpt´ sqfpsqds, t P r0, τ s. (2.3)

Dicha función u es llamada solución débil (mild solution) de (2.2) en r0, τ s.

Observación II.2.

No toda solución débil es solución clásica.

Es claro que si f P L1p0, τ ;Xq, el problema (2.2) tiene una única solución

débil.
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CAPÍTULO III

VARIABLES E HIPÓTESIS

3.1. Variables de la investigación

Nuestras variables a estudiar estarán dadas por

A “ Semigrupo de soluciones para la ecuación dada en (1.1).

B “ Atractor global para el semigrupo asociado a la ecuación dada en (1.1).

3.2. Operacionalización de las variables

Variables Definición Dimensiones Indicadores

A

A partir de la bue-

na colocación de la

ecuación presenta-

da en (1.1), se de-

fine el semigrupo

de soluciones a par-

tir de la Definición

II.9 presentada en

la sección 2.3.

piq Sp0q “ I.

piiq Spt ` sq “

SptqSpsq para cada

t, s ě 0.

piiiq La aplica-

ción r0,8q ˆ X Q

pt, xq ÞÝÑ Sptqpxq P

X es continua para

cada x P X dado.

piq Existencia de

soluciones.

piiq Dependencia

continúa respec-

to a los datos ini-

ciales.

piiiq Unicidad de

soluciones.
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B

A partir de la va-

riable A, se define

B por la Definición

II.11 presentada en

la sección 2.3.

piq Existencia de un

conjunto absorben-

te.

piiq Desigualdad de

estabilización.

piq A genera un

sistema dinámi-

co disipativo.

piiq A es

asintóticamente

compacto.

3.3. Hipótesis general e hipótesis espećıficas

Hipótesis general

Existe un atractor global para el sistema dinámico generado por la ecuación

presentada en (1.1).

Hipótesis espećıficas

1. La ecuación presentada en (1.1) está bien colocada en el sentido de Ha-

damard.

2. El semigrupo de soluciones de la ecuación presentada en (1.1) es disipa-

tivo.

3. El semigrupo de soluciones de la ecuación presentada en (1.1) satisface

una desigualdad de estabilización.
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CAPÍTULO IV

METODOLOGÍA

4.1. Tipo de investigación

Como explican Sanchez y Reyes [46], se llamará Investigación básica, pura

o fundamental a aquel tipo de investigación que se orienta a la búsqueda de

nuevos conocimientos sin, necesariamente, tener objetivos prácticos espećıficos.

Este tipo de investigación busca el progreso cient́ıfico acrecentando conocimien-

tos comúnmente teóricos. Aśı, dada la naturaleza de la presente investigación,

es del tipo básico y dada su finalidad es sustantiva. La metodoloǵıa a ser usada

es de tipo inductivo deductivo tratando de ser lo más exhaustivo posible en

cada demostración.

4.2. Diseño de la investigación

El presente trabajo de investigacion presentará la siguiente estructura:

Primero se explicara el tratamiento previo a la ecuación sustentada en la bi-

bliograf́ıa usando el método de Dafermos, por lo cual se dividirá en: Entorno

funcional, Problema con historia. Luego se expondrá los diferentes resultados

referentes a la buena colocación del problema, lo dividiremos en: Existencia de

soluciones débiles, Dependencia continua y unicidad de las soluciones débiles.

Por último, se probará la existencia del atractor global, la cual se dividirá en:

Semigrupo gradiente, Desigualdad de estabilización, Compacidad asintótica.

4.3. Población y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe población que estudiar.
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4.4. Técnicas e instrumentos de recolección de

datos

Para la realización de este trabajo de tesis se revisó bibliograf́ıa especializada

y recopilación de información obtenida v́ıa internet relacionada al tema de

interés.

4.5. Procedimientos de recolección de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó procedimientos de

recolección de datos más que la revisión de bibliograf́ıa (libros, páginas web,

paper, etc.)

4.6. Procesamiento estad́ıstico y análisis de da-

tos

No aplica al presente trabajo.

28



CAPÍTULO V

Resultados

5.1. Problema autónomo

Debido a la presencia de la memoria en (1.1) es claro que el problema es

no-autónomo, lo que impide el trabajo con semigrupo, puesto que se tendŕıa

que contar un tiempo inicial y proceder a partir de la teoŕıa de los procesos

dinámicos, sin embargo, Siguiendo el método de Dafermos [20], al igual que

en [2, 15, 16, 17] entre otros, se reescribirá (1.1) en función a una variable

que guarde la información de la historia pasada del material, siendo una so-

lución débil de (1.1) ahora un terna de funcionales. A seguir mostraremos la

metodoloǵıa antes mencionada.

5.1.1. Entorno funcional

Con el fin de probar la buena colocación del problema a partir del método

de Dafermos [20], es preciso construir un espacio donde habiten las soluciones

débiles del problema (1.1). Dado que el problema contiene una convolución

referente a la historia del material, se tendrá que definir una nueva variable

que estará dentro de un espacio de Bochner con peso que se presentará en esta

sección.

Observación V.1. Para facilitar las cuentas a lo largo del trabajo, usaremos

ciertas notaciones que explicaremos a continuación:

Dado que nuestro problema envuelve al operador Laplaciano, denotare-

mos por

A :“ ´∆.

Además,
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dompAq “ H2
pΩq XH1

0 pΩq
c

ãÑ L2
pΩq.

Se denotará a la norma en el espacio LppΩq, para todo p P r1,8s como:

}u}p :“ }u}LppΩq, @ u P LppΩq.

Además, se denotará el producto interno em L2pΩq como

pu, vq :“ xu, vyL2pΩqˆL2pΩq, @ u, v P L2
pΩq

Dadas las observaciones anteriores notemos que podemos denotar a la

norma en el espacio H1
0 pΩq como

}∇u}2 :“ }u}H1
0 pΩq

, @ u P H1
0 pΩq,

y al producto interno respectivo como

xu, vy1 :“ xu, vyH1
0 pΩqˆH

1
0 pΩq

“ p∇u,∇vq “ pAu, vq , @ u, v P H1
0 pΩq.

La dualidad entre H´1pΩq y H1
0 pΩq será denotada por

xf, uy :“ xf, uyH´1pΩqˆH1
0 pΩq

, @ f P H´1
pΩq, u P H1

0 pΩq.

Definición V.1. Dada la hipótesis (1.8), definimos la medida ν en pR`,BR`q

como

dνpsq “ µpsqds.

Definición V.2. (Espacio de Historia). Dado ν como en la definición anterior,

definimos el espacio de Bochner con peso

M :“ L2
µpR`;H1

0 pΩqq (5.1)
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llamado espacio de historia. Dado que H1
0 pΩq es un espacio de Hilbert, el espacio

M unido al producto interno y norma

xη, ξyM :“

ż 8

0

µpsqxηpsq, ξpsqy1ds, }η}2M :“

ż 8

0

µpsq}∇η}22ds, @η, ξ PM

es un espacio de Hilbert.

Ahora, como ya se mencionó anteriormente, seguiremos el enfoque de Dafermos

[20], para esto es preciso definir el siguiente semigrupo traslación a derecha

Definición V.3. Definimos el semigrupo Σptq en M dado por

rΣptqηspsq “

$

&

%

0 se 0 ă s ď t

ηps´ tq se s ą t
(5.2)

Dicho semigrupo sera llamado Semigrupo Traslación a Derecha.

Es claro observar que dicho semigrupo cumple con las siguientes propiedades:

El semigrupo Σptq es un C0-semigrupo de operadores lineales.

El generador infinitesimal del semigrupo Σptq es dado por el operador

lineal T : dompT q ÑM donde

Tη “ ´η1, dompT q “ tη PM : η1 PM, ηp0q “ 0u. (5.3)

Teorema V.1. Dado el semigrupo anterior Σptq, con el generador infinitesi-

mal T , se cumple que

xTη, ηyM ď 0, @η P dompT q. (5.4)
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Demostración. Sea η P dompT q, entonces se tiene que

xTη, ηyM “ x´η1, ηyM “

ż 8

0

µpsqx´η1, ηy1ds

“ ´

ż 8

0

µpsq

«

ż

Ω

3
ÿ

i“1

Bη1

Bxi

Bη

Bxi
dx

ff

ds

“ ´

ż

Ω

«

ż 8

0

µpsq
3
ÿ

i“1

Bη1

Bxi

Bη

Bxi
ds

ff

dx

“ ´
1

2

ż

Ω

«

ż 8

0

µpsq
d

ds
p

3
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bη

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

qds

ff

dx

“ ´
1

2

ż

Ω

„
ż 8

0

µpsq
d

ds
}∇ηpsq}2R3ds



dx

“
1

2

ż

Ω

„
ż 8

0

µ1psq}∇ηpsq}2R3ds



dx´

ż

Ω

“

µpsq}∇ηpsq}2R3

‰8

0
dx

“
1

2

ż

Ω

„
ż 8

0

µ1psq}∇ηpsq}2R3ds



dx,

ahora por (1.8) se tendrá que µ1 ď 0, entonces

xTη, ηyM ď 0 (5.5)

�

5.1.2. Problema con historia

Siguiendo con el enfoque en el marco de la historia para (1.1), se transfor-

mará (1.1) por medio de un dislocamiento que generará una nueva variable (cf.

[20, 23, 41, 2, 15, 16, 17] entre otros).

Definición V.4. Sea Ω un dominio limitado de R3, con frontera BΩ suave.

Sea η el Dislocamiento Relativo de la Historia del Sistema, el cual es dado por

η “ ηtpx, sq “ upx, tq ´ upx, t´ sq, px, sq P Ωˆ R`, t ě 0. (5.6)

La pregunta es, ¿por qué la necesidad de definir dicho dislocamiento? La ne-

cesidad es escribir de una mejor manera el término de la convolución para

evitar la no-autonomı́a respecto al tiempo. Pues notemos que si derivamos

dicho dislocamiento formalmente con relación a t y s obtenemos
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ηttpx, sq “ ´η
t
spx, sq ` utpx, tq, px, sq P Ωˆ R`, t ě 0, (5.7)

aśı el término original de la meoria es reescrito como

ż 8

0

µpsq∆upt´ sqds “

ˆ
ż 8

0

µpsqds

˙

∆u´

ż 8

0

µpsq∆ηtpsqds.

Ahora reescribiendo la ecuación (1.1) con este cambio, quedará como

|Btu|
ρ
Bttu´∆Bttu´

ˆ

α ´

ż 8

0

µpsqds

˙

∆u´

ż 8

0

µpsq∆ηtpsqds` fpuq “ h,

además, por la observación (1.12) y teniendo en cuenta que A “ ´∆, se tiene

que finalmente la ecuación (1.1) se escribe como

|ut|
ρutt ` Autt ` Au`

ż 8

0

µpsqAηtpsqds` fpuq “ h (5.8)

Observación V.2. Notemos que cambiamos de notación para la derivada de

u respecto de t, esto es solo para no sobrecargar las notaciones a lo largo del

trabajo. Además, omitimos también el par de variables px, tq P Ωˆ r0,8q.

Aśı, para terminar de reescribir (1.1) en términos de este dislocamiento, se

define la siguiente condición inicial para η.

Definición V.5. Sea φ0 : ΩˆR` Ñ R como en la hipótesis (H1) . Definimos

la condición inicial pt “ 0q para η como

η0
px, sq :“ u0px, 0q ´ upx,´sq “ u0px, 0q ´ φ0px, sq, px, sq P Ωˆ R`.

Ahora, ¿en qué espacio se encuentra dicho dislocamiento relativo? Es aqúı

donde entra el espacio de historia M, para observar mejor esto se estudiará

más de cerca la función η.

Notemos que en realidad la función η trabaja de la siguiente manera

η : r0,8q ˆ Ωˆ R` Ñ R
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tal que

ηpt, x, sq :“ ηtpx, sq “ upx, tq ´ upx, t´ sq.

Notemos que si fijamos t P r0,8q claramente tenemos

ηt : s ÞÑ ηtp¨, sq P H1
0 pΩq,

Además, como se vé en la ecuación (5.8) se obtendrá términos del tipo

ż 8

0

µpsqAηtpx, sqds,

Por lo que se precisa de un espacio donde se tenga control en las expresiones

anteriores. Para esto, fijando t P r0,8q, se tiene que ηt pertenece al espacio

de historia M como en (5.1). Notemos que esta es la motivación de definir el

espacio de historia como (5.1).

Consecuentemente, el sistema correspondiente a la ecuación no-autónoma (1.1)

se escribirá como el sistema autónomo:

|ut|
ρutt ` Autt ` Au`

ż 8

0

µpsqAηtpsqds` fpuq “ h, em Ωˆ R` (5.9)

ηttpsq “ ´η
t
spsq ` ut, em R` ˆ Ωˆ R`, (5.10)

con condiciones de frontera

u “ 0 sobre BΩˆ R`, η “ 0 sobre R` ˆ BΩˆ R` (5.11)

y datos iniciales

upx, 0q “ u0pxq, utpx, 0q “ v0pxq, ηtpx, 0q “ 0, η0
px, sq “ η0px, sq, (5.12)

donde

η0px, sq “ u0px, 0q ´ φpx, sq, px, sq P Ωˆ R`.

Observación V.3. Notemos que teniendo en cuenta la ecuación (5.10), no-

tamos que ηts PM, además se tiene que ηtp0q “ 0 para cada x P Ω. Asi, por
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el resultado (5.3) se obtiene que ηt P dompT q. Por lo tanto (5.10) también se

puede escribir en términos de T como:

ηttpsq “ Tηtpsq ` ut, em R` ˆ Ωˆ R`. (5.13)

Aśı, en lugar de trabajar sobre la ecuación (1.1), se trabajará sobre el sistema

autónomo (5.9)-(5.10).

5.2. Buena colocación

En esta sección mostraremos uno de los resultados principales del presente

trabajo, la buena colocación del problema, es decir, la existencia, unicidad y

dependencia continua con los datos iniciales de las soluciones débiles para el

sistema (5.9)-(5.10).

Comenzaremos definiendo lo que es una solución débil para el sistema (5.9)-

(5.10), y probaremos la existencia de dichas soluciones usando el método de

Faedo-Galerkin (cf. [2, 15]). Para dicha prueba se estudiará los resultados pre-

sentados por Cavalcanti et al. [8], Han y Wang [28, 29], Pata y Zucchi [41]

y haremos un estudio más detallado de Conti et al. [15] y Araujo et al. [2]

para la prueba de la unicidad y dependéncia continua con relación a los datos

iniciales.

Comenzaremos definiendo el espacio de fase para las soluciones débiles respecto

al sistema (5.9)-(5.10).

Definición V.6. (Espacio de Fase). SeaM como en (5.1). Definimos el Espaço

de Fase H como

H :“ H1
0 pΩq ˆH

1
0 pΩq ˆM,

el cual es un espacio normado, con la norma dada por:

}pu, v, ηq}2H “
1

2
}∇u}22 `

1

2
}∇v}22 `

1

2
}η}2M, @pu, v, ηq P H.
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Ahora ya tenemos todas las herramientas para definir el una solución débil

para el sistema (5.9)-(5.10).

Definición V.7. Sea τ ą 0 fijo, pero arbitrario. Dado el sistema (5.9)-(5.10),

con condiciones de frontera (5.11) y datos iniciales (5.12). Si dichos datos

iniciales pu0, v0, η0q P H y h P L2pΩq, entonces diremos que la función z “

pu, ut, ηq P Cpr0, τ s,Hq es una Solución Débil de (5.9)-(5.10) si satisface la

condición inicial zp0q “ pu0, v0, η0q y

x|ut|
ρutt, ϕy ` xutt, ϕy1 ` xu, ϕy1 `

ż 8

0

µpsqxηtpsq, ϕy1ds` xfpuq, ϕy “ ph, ϕq ,

(5.14)

xηtt ` η
t
s, ξyM “ xutptq, ξyM, (5.15)

para todo ϕ P H1
0 pΩq, ξ PM, e t P r0, τ s casi siempre.

Observación V.4. Una pregunta obvia es, ¿qué sentido tienen las expresiones

x|utptq|
ρuttptq, ϕy e xfpuptqq, ϕy en la ecuación (5.14)?. Para responder esto

analizaremos ambos casos.

Para el caso x|utptq|
ρuttptq, ϕy. Debido a que u, ut P Cpr0, τ s, H

1
0 pΩqq e

ρ P r0, 4q, se tendrá que

|ut|
ρut P L

8
p0, τ ;L

ρ`2
ρ`1 pΩqq

pues,

ż

Ω

|utptq|
pρ`2qpρ`1q

ρ`1 dx “ }utptq}
ρ`2
ρ`2 ď Cρ`2

}∇utptq}ρ`2
2 ă 8,

donde C es la constante producto de la inmersión H1
0 pΩq ãÑ Lρ`2pΩq la

cual es válida dado que ρ` 2 ă 6 “ 2˚.
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Además si }∇ut}2 ď R para algún R ą 0, se tiene que |ut|
ρut es unifor-

memente acotada en L
ρ`2
ρ`1 pΩq con respecto de t, pues

ż τ

0

ż

Ω

|utptq|
pρ`2qpρ`1q

ρ`1 dxdt “

ż τ

0

}utptq}
ρ`2
ρ`2dt ď Cρ`2

ż τ

0

}∇utptq}ρ`2
2 dt ď τRρ`2Cρ`2.

Aśı, es válida la siguiente igualdad en el sentido de las distribuciones:

x|utptq|
ρuttptq, ϕptqyD1pΩqˆDpΩq “ ´

1

ρ` 1
x|utptq|

ρutptq, ϕtptqyD1pΩqˆDpΩq

“ ´
1

ρ` 1

ż

Ω

|utptq|
ρutptqϕtptqdx

@ϕ P Dpr0, τ s,Ωq e para quase todo t P r0, τ s, dado que L
ρ`2
ρ`1 pΩq ãÑ

L1
locpΩq ãÑ D1pΩq y de la caracterización de las distribuciones que perte-

necen a L1
locpΩq. Ahora, comoDpΩq

H1
0 pΩq

“ H1
0 pΩq, por un pasaje al ĺımite

y por la continuidad podemos generalizar dicha igualdad para todo ϕptq P

H1
0 pΩq, además como L

ρ`2
ρ`1 pΩq ãÑ H´1pΩq pues L

ρ`2
ρ`1 pΩq “ pLρ`2pΩqq1 la

expresión x|utptq|
ρuttptq, ϕptqy se puede ver como x|utptq|

ρuttptq, ϕptqyH´1pΩqˆH1
0 pΩq

para todo ϕptq P H1
0 pΩq y para casi todo t P r0, τ s. Entonces tendremos

que

x|utptq|
ρuttptq, ϕptqyH´1pΩqˆH1

0 pΩq
“ ´

1

ρ` 1
x|utptq|

ρutptq, ϕtptqyH´1pΩqˆH1
0 pΩq

“ ´
1

ρ` 1

ż

Ω

|utptq|
ρutptqϕtptqdx

Para el caso xfpuptqq, ϕy, procederemos prácticamente igual al caso an-

terior. Notemos que fpuptqq P L
q`2
q`1 pΩq, para casi todo t P r0, τ s, pues:

ż

Ω

|fpuq|
q`2
q`1dx ď

ż

Ω

rc|u|p1` |u|qqs
q`2
q`1dx

ď c
q`2
q`1 2

q`2
q`1

„
ż

Ω

|u|
q`2
q`1dx`

ż

Ω

|u|q`2dx



“ c
q`2
q`1 2

q`2
q`1 }u}

q`2
q`1
q`2
q`1

` c
q`2
q`1 2

q`2
q`1 }u}q`2

q`2

ď

ˆ

C1
f

2

˙

q`2
q`1

}∇u}
q`2
q`1

2 `

ˆ

C2
f

2

˙

q`2
q`1

}∇u}q`2
2 ă 8,
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donde se usó (1.5) en la primera desigualdad y las constantes C1
f y C2

f de-

penden de c, q y las inmersiones H1
0 pΩq ãÑ L

q`2
q`1 pΩq y H1

0 pΩq ãÑ Lq`2pΩq

respectivamente, dado que q P r0, 4q. Notemos además que

}fpuq} q`2
q`1
“

ˆ
ż

Ω

|fpuq|
q`2
q`1dx

˙
q`1
q`2

ď C1
f }∇u}2`C2

f }∇u}
q`1
2 ď Cf}∇u}2p1`}∇u}q2q,

(5.16)

donde Cf “ máxtC1
f , C

2
fu ą 0.

Observación V.5. Notemos que si pu, ut, ηq es solución débil del sistema (5.9)-

(5.10) tendremos que η P Cpr0, τ s,Mq y ut P L
1p0, τ ;Mq. Entonces se puede

decir que η es una mild solution para (5.10), o más claramente, de su forma

equivalente (5.13), esto es para

dη

dt
“ Tη ` ut

η0
“ η0.

Ahora, como η0 PM, por la definición de mild solution, tendremos que

ηt “ Σptqη0 `

ż t

0

Σpt´ yqutpyqdy,

esto implica (por (5.2)) que la representación explicita para η estará dada por

ηtpsq “

$

&

%

uptq ´ upt´ sq se 0 ă s ď t

η0ps´ tq ` uptq ´ u0 se s ą t

Notemos que esta última expresión es compatible con la construcción del dis-

locamiento ηt.

Dado que se tiene definido la idea de solución débil para el sistema (5.9)-(5.10),

se comenzará a probar la existencia de dichas soluciones.

5.2.1. Existencia de Soluciones Débiles

Como se explicó al comienzo de la sección, probaremos la existencia de solucio-

nes débiles usando el método de Faedo-Galerkin. Comenzaremos enunciando

el teorema principal de la sección.
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Teorema V.2. (Existencia de Soluciones Débiles).

Dado el sistema (5.9)-(5.10), con condiciones de frontera (5.11) y datos ini-

ciales (5.12). Supóngase cierta las hipótesis (H1) - (H4) . Si los datos

iniciales pu0, v0, η0q P H y h P L2pΩq, entonces el sistema (5.9)-(5.10) posee

una solución débil

pu, ut, ηq P Cpr0, τ s,Hq, @τ ą 0, (5.17)

satisfaciendo

u P L8pR`;H1
0 pΩqq, ut P L

8
pR`, H1

0 pΩqq,

utt P L
2
pr0, τ s, H1

0 pΩqq, η P L8pR`,Mq.

Para poder probar el teorema (V.2) comenzaremos dando ciertas herramientas

que van a ayudar a aplicar el método de Faedo-Galerkin. Para mayor detalle

se remite al lector revisar los trabajos de Conti et al. [15], Araujo et al. [2],

Cavalcanti et al. [8], Han y Wang [28, 29] y Pata y Zucchi [41].

Como sabemos el método de Faedo-Galerkin consiste en tener una base de

auto-funciones buenas para modelar el problema aproximado referente a la

ecuación y poder trabajar sobre dicha aproximación. Comenzaremos definiendo

dicha base.

Sea tωju
8
j“1 una base de auto-funciones de ´∆u “ λu en Ω, con condiciones de

frontera de Dirichlet. Entonces, dicha base es ortonormal en L2pΩq y ortogonal

en H1
0 pΩq. Además cumple que:

$

&

%

´∆ωj “ λjωj, x P Ω

ωj “ 0, x P BΩ

donde λj ě 0, @j P N y λi ‰ λj para i ‰ j.

Observación V.6. Notemos de dicha base de auto-funciones existe, pues

podemos ver qué ´∆ “ A, donde A : dompAq Ă L2pΩq Ñ H1
0 pΩq con
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H1
0 pΩq

c
ãÑ L2pΩq, y observando el producto interno en H1

0 pΩq como una forma

bilineal, continua, cumpliendo que pAu, vq “ xu, vy se tiene que A es cerra-

do, no acotado, positivo definido, autoadjunto y es un isomorfismo (cf. [49,

Chapter 2.]). Aśı, de la teoŕıa espectral, existe la base tωju
8
j“1.

En el caso de M se tiene el siguiente resultado.

Lema V.1. Existe una base tζju
8
j“1 ortonormal paraM “ L2

µpR`;H1
0 pΩqq con

ζj P C
8
0 pR`;H1

0 pΩqq, para todo j P N.

Demostración. Sea thju
8
j“1 una base ortonormal de L2

µpR`qXC80 pR`q y tω̄ju
8
j“1

tal que

ω̄j “
ωj

}∇ωj}2
, @j P N.

Definiendo ζi “ hpω̄k e ζj “ hmω̄n, obtenemos que:

xζi, ζjyM “

ż 8

0

µpsq

ˆ
ż

Ω

∇ζi∇ζjdx
˙

ds

“

ż 8

0

µpsqhppsqhmpsq

ˆ
ż

Ω

∇ω̄k∇ω̄ndx
˙

ds

“ δpmδkn

“ δij,

Aśı, tζju
8
j“1 es una base ortonormal para M con ζj P C

8
0 pR`;H1

0 pΩqq, @j P

N. �

Dado que ya se tiene definidas las respectivas bases ortonormales paraH1
0 pΩq, L

2pΩq

y M, podemos comenzar a probar el Teorema V.2.

Demostración. (Teorema V.2). La prueba será efectuada en cinco etapas: co-

menzaremos definiendo el Problema Aproximado para el sistema (5.9)-(5.10).

Luego haremos tres tipos diferentes de estimativas a partir de dicho problema

aproximado y finalmente procederemos a explicar em que sentido se aplicará

el ĺımite en el problema.
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Problema Aproximado

Para cada m P N, consideremos los subespacios generados

Spantω1, ..., ωmu Ă H1
0 pΩq e Spantζ1, ..., ζmu ĂM.

Para los datos iniciales pu0, v0, η0q P H, buscaremos las soluciones aproximadas

umptq “
m
ÿ

j“1

amjptqωj e ηt,m “
m
ÿ

j“1

bmjptqζjpsq,

tales que

x|umt |
ρumtt , ωjy`xu

m
tt , ωjy1`xu

m, ωjy1`

ż 8

0

µpsqxηt,mpsq, ωjy1ds`xfpu
m
q, ωjy “ ph, ωjq ,

(5.18)

xηt,mt , ζjyM “ ´xηt,ms , ζjyM ` xu
m
t ptq, ζjyM, (5.19)

para j P r1,ms, con condiciones iniciales

ump0q “ um0 , umt p0q “ vm0 , η0,m
“ ηm0 , (5.20)

donde um0 , v
m
0 , η

m
0 son escogidos de forma que

um0 Ñ u0 en H1
0 pΩq, vm0 Ñ v0 en H1

0 pΩq, ηm0 Ñ η0 en M. (5.21)

Aśı, el sistema (5.18)-(5.19) con condiciones iniciales (5.20) es un sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias en t. Tal sistema posee existencia local v́ıa

Teorema de Carathéodory (cf. Han y Wang [28, 29]). Ahora, realizaremos cier-

tas estimativas a priori que mostraran que las soluciones locales pum, umt , η
t,mq

pueden ser extendidas al intervalo r0,8q.

Primera Estimativa

Dado que:

umt ptq “
m
ÿ

j“1

a1mjptqωj e ηt,m “
m
ÿ

j“1

bmjptqζjpsq,

Entonces, multiplicamos por a1mjptq a la ecuación (5.18) y por bmjptq a la ecua-

ción (5.19), tomando la sumatoria en ambas ecuaciones desde 1 hasta m, ob-

tenemos
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x|umt |
ρumtt , u

m
t y`xu

m
tt , u

m
t y1`xu

m, umt y1`

ż 8

0

µpsqxηt,mpsq, umt y1ds`xfpu
m
q, umt y “ ph, u

m
t q ,

(5.22)

xηt,mt , ηt,myM “ ´xηt,ms , ηt,myM ` xu
m
t ptq, η

t,m
yM. (5.23)

Definición V.8. Definimos el funcional

Eptq :“
1

2
}∇uptq}22 `

1

2
}∇utptq}22 `

1

2
}ηt}2M “ }puptq, utptq, η

t
q}H, (5.24)

el cual será llamado como Enerǵıa Auxiliar do Sistema (5.22)-(5.23).

En particular, teniendo en cuenta el problema aproximado anterior, denotare-

mos por

Emptq :“
1

2
}∇umptq}22 `

1

2
}∇umt ptq}22 `

1

2
}ηt,m}2M “ }pumptq, umt ptq, η

t,m
q}H.

Definición V.9. Definimos el funcional

Eptq “
1

ρ` 2
}utptq}

ρ`2
ρ`2 ` Eptq `

ż

Ω

pfpuptqqdx´

ż

Ω

huptqdx, (5.25)

es decir,

Eptq “
1

ρ` 2
}utptq}

ρ`2
ρ`2`

1

2
}∇uptq}22`

1

2
}∇utptq}22`

1

2
}ηt}2M`

ż

Ω

pfpuptqqdx´

ż

Ω

huptqdx.

Dicho funcional será llamado como Enerǵıa del Sistema (5.22)-(5.23).

En particular, teniendo en cuenta el problema aproximado anterior, denotare-

mos por

Em
ptq :“

1

ρ` 2
}∇umt ptq}

ρ`2
ρ`2 ` Emptq `

ż

Ω

pfpumptqqdx´

ż

Ω

humptqdx.

el cual llamaremos por Enerǵıa Aproximada para el sistema (5.22)-(5.23).

Ahora notemos que

1

ρ` 2

d

dt
}umt ptq}

ρ`2
ρ`2 “ x|u

m
t ptq|

ρumtt ptq, u
m
t ptqy,
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1

2

d

dt
}∇umptq}22 “ xumptq, umt ptqy1,

1

2

d

dt
}∇umt ptq}22 “ xumtt ptq, umt ptqy1,

1

2

d

dt
}ηt,m}2M “ xηt,mt , ηt,myM,

d

dt

ż

Ω

pfpumptqqdx “ xfpumptqq, umt ptqy,

d

dt

ż

Ω

humptqdx “ ph, umt ptqq ,

asi, se obtiene que

d

dt
Em
ptq “ ´xηt,ms , ηt,myM “ xTηt,m, ηt,myM ď 0. (5.26)

Esto último es por la desigualdad (5.4).

Ahora, integrando de 0 a t la desigualdad anterior, obtenemos

Em
ptq ď Em

p0q, (5.27)

la cual comparando con los datos iniciales, se escribe como

Em
p0q “

1

ρ` 2
}umt p0q}

ρ`2
ρ`2 ` Emp0q `

ż

Ω

pfpump0qqdx´

ż

Ω

hump0qdx,

de donde observamos que, si }pu0, v0, η0q}
2
H ď R entonces existen funciones

Qi : R` Ñ R` crecientes e independientes del tiempo, para i “ 1, ..., 4 tal que

Emp0q ď Q1pRq,

1
ρ`2
}umt p0q}

ρ`2
ρ`2 ď Q2pRq,

ş

Ω
pfpump0qqdx ď Q3pRq,

ş

Ω
hump0qdx ď Q4pRq.

Aśı, podemos decir que si }pu0, v0, η0q}
2
H ď R, existe una función Q0 : R` Ñ R`

creciente e independiente del tiempo, tal que

Em
p0q ď QpRq (5.28)
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Observación V.7. Notemos que Q0pRq, no solo depende de los datos iniciales,

también depende de }h},mf , β, ρ, q, |Ω|, λ1 y algunas constantes de inmersión

antes mencionadas.

Ahora encontremos alguna relación entre Emptq y Emp0q.

Notemos que como 1
ρ`2
}umt ptq}

ρ`2
ρ`2 ě 0 tenemos

Em
ptq ě Emptq `

ż

Ω

pfpumptqqdx´

ż

Ω

humptqdx

además, usando la desigualdad de Young generalizada, se tiene que

´

ż

Ω

humptqdx ě ´
1

λ1

}h}22 ´
1

4
}∇umptq}22

aśı, obtenemos que

Em
ptq ě

1

2
Emptq `

ż

Ω

pfpumptqqdx´
1

λ1

}h}22.

Notemos ahora que por la hipótesis (1.6), dado ε ą 0 (pequeño) existe R ą 0

tal que
fpyq

y
ą ´λ1 ` ε se |y| ą R

luego, sea λ “ λ1 ´ ε ą 0 para ε lo suficientemente pequeño, entonces, existe

C ą 0 tal que

fpyq ě ´λy ´ C,

notemos que esta C viene de los datos referentes a 0 ď |y| ď R. Integrando de

0 a u respecto a y, tendremos que

pfpuq ě ´
λ

2
u2
´ Cu,

ahora integrando sobre Ω se tendra que
ż

Ω

pfpuqdx ě ´
λ

2
}u}22 ´ C}u}1

entonces, dada la inmersión L2pΩq ãÑ L1pΩq, existirá una constante λ̄ ą 0 que

depende de λ y la constante de inmersión, tal que
ż

Ω

pfpuqdx ě ´λ̄}u}22,
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finalmente, dada a inmersión H1
0 pΩq ãÑ L2pΩq, tendremos que

ż

Ω

pfpuqdx ě ´
λ̄

λ1

}∇u}22 ě ´
2λ̄

λ1

Eptq. (5.29)

Aśı, tomando ε ą 0 muy pequeño, existirá una constante fija ν ą 0 tal que

Em
ptq ě νEmptq ´ 1

λ1

}h}22,

o sea,

Emptq ď Emptq ` Ch
ν

, (5.30)

donde Ch “
1
λ1
}h}22.

Con esto, y por (5.27)-(5.28), si }pu0, v0, η0q}
2
H ď R, existe una función Q :

R` Ñ R` creciente e independiente del tiempo, tal que

Emptq ď QpRq.

Con la estimativa anterior concluimos que

umptq es acotado en L8pR`;H1
0 pΩqq,

umt ptq es acotado en L8pR`;H1
0 pΩqq,

ηt,m es acotado en L8pR`;Mq.

lo que implica que

um
˚
á u en L8pR`;H1

0 pΩqq,

umt
˚
á ut en L8pR`;H1

0 pΩqq,

η•,m
˚
á η• en L8pR`;Mq.

Observación V.8. La expresión η•,m denota a la función η•,m : R` Ñ M

tal que η•,mptq “ ηt,m. Análogo para η•. Esta notación se usará a lo largo del

trabajo cada vez que se precise.
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Segunda Estimativa

En esta sección se quiere estimar principalmente
şt

0
}∇umtt psq}22ds para t P r0, τ s

con τ ą 0 fijo.

Comenzaremos multiplicando a la ecuación (5.18) por a2mj y sumando en rela-

ción a j, de 1 hasta m, aśı obtenemos

x|umt |
ρumtt , u

m
tt y`}∇umtt }22 “ ´xum, umtt y1´

ż 8

0

µpsqxηt,mpsq, umtt y1ds´xfpu
m
q, umtt y`ph, u

m
tt q ,

dado que x|umt |
ρumtt , u

m
tt y ě 0, tendremos que

}∇umtt }22 ď ´xum, umtt y1 ´
ż 8

0

µpsqxηt,mpsq, umtt y1ds´ xfpu
m
q, umtt y ` ph, u

m
tt q .

Notemos que para estimar }∇umtt }22, basta estimar cada término del lado dere-

cho de la igualdad anterior.

Estimando xum, umtt y1

xum, umtt y1 ď }∇um}2}∇umtt }2.

Estimando
ş8

0
µpsqxηt,mpsq, umtt y1ds.

ż 8

0

µpsqxηt,mpsq, umtt y1ds “

ż 8

0

µpsq

„
ż

Ω

∇ηt,mpsq∇umtt dx


ds

ď

ż 8

0

µpsq}∇ηt,mpsq}2}∇umtt }2ds

“ }∇umtt }2
ˆ
ż 8

0

µpsq}∇ηt,mpsq}2
˙

ds

“ }∇umtt }2
ˆ
ż 8

0

µ1{2µ1{2
}∇ηt,mpsq}2ds

˙

ď }∇umtt }2
ˆ
ż 8

0

µpsqds

˙1{2 ˆż 8

0

µpsq}∇ηt,mpsq}2ds
˙1{2

“ k
1{2
0 }∇umtt }2}ηt,m}M.

Aśı
ż 8

0

µpsqxηt,mpsq, umtt y1ds ď k
1{2
0 }∇umtt }2}ηt,m}M. (5.31)
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Estimando xfpumq, umtt y

Por la observación (5.16) tenemos que

xfpumq, umtt y ď }fpu
m
q} q`2

q`1
}umtt }q`2 ď C}∇umtt }2pC1

f }∇um}2`C2
f }∇um}

q`1
2 q,

(5.32)

donde C ą 0 es la constante de la inmersión H1
0 pΩq ãÑ Lq`2pΩq, pues

recordemos que q P r0, 4q.

Estimando ph, umtt q

ph, umtt q ď }h}2}u
m
tt }2 ď

1

λ1

}h}2}∇umtt }2.

Aśı, a partir de estas estimativas tendremos que

}∇umtt }22 ď }∇umtt }2
ˆ

}∇um}2 ` k1{2
0 }ηt,m}M ` CC

1
f }∇um}2 ` CC2

f }∇um}
q`1
2 `

1

λ1

}h}2

˙

.

Análogamente, como se trabajó en la primera estimativa, si }pu0, v0, η0q}
2
H ď R,

existe una función Q : R` Ñ R` creciente e independiente del tiempo, tal que

}∇umtt }22 ď
1

2
}∇umtt }22 `

1

2
QpRq

entonces,

}∇umtt }22 ď QpRq.

Ahora, sea τ ą 0 fijo con t P r0, τ s. Integrando de 0 a t se tiene

ż t

0

}∇umtt psq}22ds ď tQpRq ď τQpRq, t P r0, τ s

Notemos que la cota superior τQpRq ahora no solo depende de los datos ini-

ciales, si no que también depende de τ .

Con la estimativa anterior concluimos que

pumtt q é limitada em L2
p0, τ ;H1

0 pΩqq,

es decir, se tiene la siguiente convergencia débil estrella

umtt
˚
á utt em L2

p0, τ ;H1
0 pΩqq.
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Tercera Estimativa

En esta sección queremos estimar }|umt ptq|
ρumt ptq} ρ`2

ρ`1
. Esta estimativa junto

con la estimativa anterior, nos dará la convergencia para el término no lineal

|umt ptq|
ρumtt ptq. Aśı, tendremos que

}|umt ptq|
ρumt ptq} ρ`2

ρ`1
“ }umt ptq}

ρ`1
ρ`2 ď Cρ`1

}∇umt ptq}
ρ`1
2 ,

donde C ą 0 es una constante que se obtiene de la inmersión H1
0 pΩq ãÑ

Lρ`2pΩq.

Procediendo igual que la segunda estimativa, tendremos que para algún τ ą 0

fijo se cumple que

p|umt |
ρumt q es acotada en L8p0, τ ;L

ρ`2
ρ`1 pΩqq.

Pasaje al Ĺımite

Con las estimativas a priori obtenidas anteriormente, podemos aplicar el ĺımi-

te a las soluciones aproximadas y garantizar la existencia de al menos una

solución global débil satisfaciendo los datos iniciales. Notar que la principal

complicación se presenta sobre los términos no lineales, por lo cual en esta sec-

ción se estudiará en qué sentido será el pasaje al ĺımite para dichos términos.

Los términos no lineales en la ecuación son

fpumq e |umt |
ρumtt .

Además, será mostrará un estudio del pasaje al ĺımite para el problema apro-

ximado de la ecuación (5.10).

Ĺımite para |umt |
ρumtt .

Como vimos en la observación (V.4), para cada t P r0, τ s, se tiene que

|umt ptq|
ρumt ptq P L

ρ`2
ρ`1 pΩq. Por la inmersión compactaW 1,8p0, τ ;H1

0 pΩqq
c

ãÑ
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Cpr0, τ s;L2pΩqq, pasando a una sub-sucesión si fuera necesario, tendre-

mos que

umt Ñ ut em Cpr0, τ s;L2
pΩqq,

esto es por la primera y segunda estimativa. Aśı, en particular, tendremos

que

|umt |
ρumt Ñ |ut|

ρut c.s. en Ωˆ r0, τ s

Además, por la tercera estimativa se tiene que

p|umt |
ρumt q es acotada en L8p0, τ ;L

ρ`2
ρ`1 pΩqq

es decir |umt |
ρumt es uniformemente acotada en L

ρ`2
ρ`1 pΩq respecto de t P

r0, τ s. Aśı, por el teorema de convergencia dominada y por la definición

de derivada distribucional, tendremos que

´
1

p` 1

ż τ

0

x|umt ptq|
ρumt ptq, ϕtptqydtÑ

ż τ

0

x|utptq|
ρuttptq, ϕptqydt,

donde ϕ P Dpr0, τ s;H1
0 pΩqq. Por otro lado, se tiene que

´
1

p` 1

ż τ

0

x|umt ptq|
ρumt ptq, ϕtptqydt “

ż τ

0

x|umt ptq|
ρumtt ptq, ϕptqydt

entonces

ż τ

0

x|umt ptq|
ρumtt ptq, ϕptqydtÑ

ż τ

0

x|utptq|
ρuttptq, ϕptqydt.

De la arbitrariedad de ϕ, concluimos que

x|umt ptq|
ρumtt ptq, ϕptqy Ñ x|utptq|

ρuttptq, ϕptqy @ϕ P H
1
0 pΩq y para casi todo t P r0, τ s.

Ĺımite para fpumq.

Procederemos de manera análoga al anterior caso. Por el hecho de que

W 1,8p0, τ ;H1
0 pΩqq

c
ãÑ Cpr0, τ s;L2pΩqq y pasando a una sub-sucesión si

fuera necesario, tendremos que

um Ñ u c.s. en Ωˆ r0, τ s,

49



ahora, dado que f es continua se tiene que

fpumq Ñ fpuq c.s. en Ωˆ r0, τ s.

Por la observación (V.4) notamos que fpumq es uniformemente acotada

en L
ρ`2
ρ`1 pΩq respecto de t P r0, τ s, obtenemos que

ż τ

0

xfpumq, ϕydtÑ

ż τ

0

xfpuq, ϕydt, ϕ P Dpr0, τ s;H1
0 pΩqq.

Dado que DpΩq
H1

0 pΩq
“ H1

0 pΩq, por un pasaje al ĺımite por densidad y

continuidad, y dado que ϕ es arbitrario, se tendrá que

xfpumq, ϕy Ñ xfpuq, ϕy @ϕ P H1
0 pΩq y para casi todo t P r0, τ s.

Tratamiento del Ĺımite para la Ecuación (5.10).

Notemos que por la primera estimativa se tiene que ηt,m P dompT q, y

procediendo igual que la observación (V.5), la representación para ηt,m

es dada por

ηt,mpsq “

$

&

%

umptq ´ umpt´ sq se 0 ă s ď t

ηm0 ps´ tq ` u
mptq ´ um0 se s ą t

Además, como um0 Ñ u0 y ηm0 Ñ η0 fuertemente, y teniendo en cuenta

nuevamente las convergencias al final de la primera estimativa, se tendrá

que η•,m á η̄• en la topoloǵıa débil en L8pR`;Mq para cierto η̄ P

L8pR`;Mq. Aśı obtenemos que

η̄tpsq “

$

&

%

uptq ´ upt´ sq se 0 ă s ď t

η0ps´ tq ` uptq ´ u0 se s ą t

ahora como η•,m
˚
á η• en L8pR`;Mq, obliga a que η̄ “ η. Aśı ηt es una

solución suave (mild solution) para la ecuación (5.10), y en particular,

dado que se tiene la representación de ηt, esta cumple la ecuación (5.15).
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Aśı, dadas las diferentes estimativas y teniendo las respectivas aclaraciones res-

pecto a los ĺımites en el problema aproximado, podemos garantizar la existencia

de soluciones débiles para el sistema (5.9)-(5.10), lo que prueba el Teorema V.2.

�

5.2.2. Dependencia Continua y Unicidad de las solucio-

nes débiles

En esta sección se seguira el trabajo presentado por Conti, Marchini & Pata

[?], dado que en dicho trabajo se muestra la prueba de la dependencia cont́ınua

de las soluciones débiles con respecto a los datos iniciales, lo que ayudará con

la prueba de la unicidad de las soluciones débiles para el sistema (5.9)-(5.10).

Sea τ ą 0 fijo pero arbitrário. Dado pu1, u1
t , η
•,1q, pu2, u2

t , η
•,2q P Cpr0, τ s,Hq dos

soluciones débiles para el sistema (5.9)-(5.10), satisfaciendo los datos iniciales

puip0q, uitp0q, η
0,i
q “ zi @i “ 1, 2,

donde z1, z2 P H.

Dado que se quiere probar la unicidad de las soluciones, se denotará a la

diferencia de dichas soluciones como

ū “ u1
´ u2, η̄ “ η•,1 ´ η•,2.

Nótese que ū, η̄ P Cpr0, τ s,Hq y que por la linealidad de la derivadas se tendrá

que ūt “ u1
t ´ u

2
t .

Dependencia Continua de las Soluciones Débiles

Ahora enunciaremos y demostraremos el Teorema que garantiza la dependencia

continua de las soluciones débiles con respecto a los datos iniciales, esto será

de suma importancia para la prueba de la unicidad.

Teorema V.3. (Dependencia Continua de las Soluciones Débiles

con respecto a los Datos Iniciales).
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Sea R ě 0 y dadas las definiciones anteriores. Si }zi}H ď R para i “ 1, 2

entonces se cumple que

}∇ūptq}22 ` }∇ūtptq}22 ` }η̄t}2M ď p1` τqQpRqeτpτ`1qQpRq
}z1 ´ z2}

2
H, (5.33)

para todo t P r0, τ s, donde Q : R` Ñ R` es una función creciente independiente

de τ ą 0.

Demostración. Comenzaremos la prueba introduciendo las siguientes variables

wptq “

ż t

0

upyqdy e ξtpsq “

ż t

0

ηypsqdy.

Ademas, se definirá la siguiente función σ : H1
0 pΩq Ñ L

ρ`2
ρ`1 pΩq tal que

σpνq “
1

1` ρ
ν|ν|ρ. (5.34)

Observación V.9.

Se u P H1
0 pΩq, efectivamente, σpuq P L

ρ`2
ρ`1 pΩq pues

ż

Ω

|σpuq|
ρ`2
ρ`1dx “

ż

Ω

1

p1` ρq
ρ`2
ρ`1

|u|ρ`2dx “
1

p1` ρq
ρ`2
ρ`1

}u}ρ`2
ρ`2 ď

C

p1` ρq
ρ`2
ρ`1

}∇u}ρ`2
2 ď 8,

donde C ą 0 es una constante producto de la inmersión H1
0 pΩq ãÑ

Lρ`2pΩq.

Igual que la observación (V.4), como L
ρ`2
ρ`1 pΩq “ pLρ`2pΩqq1 y dado que

H1
0 pΩq ãÑ Lρ`2pΩqq, pues ρ P r0, 4q, tenemos que L

ρ`2
ρ`1 pΩq ãÑ H´1pΩq.

Asi tiene sentido la siguiente expresión

xσpuq, ϕy :“ xσpuq, ϕyH´1pΩqˆH1
0 pΩq

, @ϕ P H1
0 pΩq.

Ademas, va a estar dada por

xσpuq, ϕyH´1pΩqˆH1
0 pΩq

“

ż

Ω

σpuqϕdx @ϕ P H1
0 pΩq,
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Esto debido a la caracterización de las distribuciones que pertenecen a

L1
locpΩq.

Dado que ρ P r0, 4q, la función σ es monótona. (Vease Zeidler [?] pag.

502.).

Dado u, v P R se tendra que

|σpuq ´ σpvq| ď cσp|u|
ρ
` |v|ρq|u´ v| (5.35)

donde cσ ą 0 es una constante que depende de ρ. Comprovaremos el

resultado apenas para el caso ρ P p0, 4q, pues si ρ “ 0 la prueba es

trivial. Entonces, notemos que

|σpuq ´ σpvq| “
1

1` ρ
||u|ρu´ |v|ρv| “

1

ρ` 1
pρ` 1q|ζ|ρ|u´ v|,

donde ζ P ru, vs, esto es devido al Teorema del Valor Medio. Ahora, sea

θ P r0, 1s tal que ζ “ p1´ θqu` θv, entonces tendremos que

|σpuq ´ σpvq| “
1

1` ρ
||u|ρu´ |v|ρv| ď |p1´ θqu` θv|ρ|u´ v|

ď 2ρ||u´ θu|ρ ` |θv|ρ||u´ v|

ď 2ρ|2ρ|u|ρ ` θρ|u|ρ ` θρ|v|ρ||u´ v|

ď 2ρ|2ρ|u|ρ ` |u|ρ ` |v|ρ||u´ v|

ď 2ρ|p2ρ ` 1q|u|ρ ` |v|ρ||u´ v|

ď 2ρp2ρ ` 1q||u|ρ ` |v|ρ||u´ v|

“ cσ||u|
ρ
` |v|ρ||u´ v|.

Con esto se comprueba el resultado.

Notemos que, integrando la ecuación (5.9) de 0 a t, se obtiene que

σputq ` Awtt ` Aw `

ż 8

0

µpsqAξpsqds`

ż t

0

fpupyqqdy “ th` g (5.36)
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con

g “ Autp0q ` σputp0qq

Constrúımos cada variable anterior para cada una de las soluciones pu1, u1
t , η

t,1q

y pu2, u2
t , η

t,2q. Asi, se tendra que

wiptq “

ż t

0

uipyqdy, ξt,i “

ż t

0

ηy,ipsqdy, @i “ 1, 2.

Ademas, si

w̄ptq “ w1
ptq ´ w2

ptq e ξ̄t “ ξt,1 ´ ξt,2,

se observa que pw̄, ξ̄tq satisfaze el sistema

σpu1
t q ´ σpu

2
t q ` Aw̄tt ` Aw̄ `

ż 8

0

µpsqAξ̄tpsqds` F “ G, (5.37)

ξ̄tt “ T ξ̄t ` w̄t ´ ūp0q ` η̄
0. (5.38)

con

F ptq “

ż t

0

rfpu1
pyqq ´ fpu2

pyqqsdy, G “ Aūtp0q ` σpu
1
t p0qq ´ σpu

2
t p0qq.

Esto es facil de comprobar, solo basta restar a la ecuación (5.36) y (5.10) en

las respectivas variábles referentes a cada solución debil, y cambiar por las

variables w̄ y ξ̄t.

Ahora, aplicando w̄tt “ u1
t ´ u2

t en las ecuaciones (5.37), y por la monotonia

de la función σ, se obtiene que

}∇w̄tt}22 ď ´xw̄, w̄tty1 ´
ż 8

0

µpsqxξ̄tpsq, w̄tty1ds´ xF, w̄tty ` xG, w̄tty (5.39)

Análogo a la prueba de la existencia de soluciones, se define una Energia Au-

xiliar para el problema.

Definición V.10. Definimos el funcional

Λptq :“
1

2
}∇w̄ptq}22 `

1

2
}∇w̄tptq}22 `

1

2
}ξ̄t}2M “ }pw̄ptq, w̄tptq, ξ̄

t
q}

2
H. (5.40)

Dicho funcional sera llamado Energia Auxiliar para el sistema (5.37)-(5.38).
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En este punto partiremos la prueba del Teorema en tres etapas, para poder

estimar cada termino de la expreción (5.33).

Prueba del Teorema: Estimación para }∇ūptq}22

Notemos que

d

dt
Λptq “ xw̄ptq, w̄tptqy1 ` xw̄ttptq, w̄tptqy1 ` xξ̄

t
t , ξ̄

t
yM (5.41)

Entonces, aplicando w̄tt en la ecuación (5.37), aplicando ξ̄t en la ecuación (5.38)

y por la igualdad (5.41), se obtiene que

d

dt
Λptq “ xT ξ̄t, ξ̄tyM´xσpu

1
t q´σpu

2
t q, w̄ty´xF, w̄ty`xG, w̄ty`xη̄

0
´ ūp0q, ξ̄tyM.

(5.42)

Ademas, notemos que

´
d

dt
xF, w̄ ` w̄ty ` xFt, w̄ ` w̄ty “ ´xF, w̄ty ´ xF, w̄tty (5.43)

d

dt
xG, w̄ ` w̄ty “ xG, w̄t ` w̄tty (5.44)

ahora, por el resultado (5.4), y teniendo en cuenta las igualdades (5.43)-(5.44),

se tiene que la ecuación (5.42) se puede escribir como

d

dt
Λptq ` }∇w̄tt}22 ď´ xσpu1

t q ´ σpu
2
t q, w̄ty ´

d

dt
xF, w̄ ` w̄ty ` xFt, w̄ ` w̄ty

`
d

dt
xG, w̄ ` w̄ty ` xη̄

0
´ ūp0q, ξ̄tyM ´ xw̄, w̄tty1 ´

ż 8

0

µpsqxξ̄tpsq, w̄tty1ds.

Por otro lado, es fácil ver que por las hipótesis existe una función Q0 : R` Ñ

R`, creciente, independiente del tiempo, tal que

}∇ui}22 ` }∇uit}22 ` }ηt,i}2M ď Q0pRq @i “ 1, 2.
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Observación V.10. Para no sobrecargar de notaciones el trabajo, a partir de

ahora denotaremos por QpRq a qualquier función creciente, independiente del

tiempo, que contenga a Q0pRq.

Ahora comenzaremos a estimar algunos terminos de la desigualdad anterior

Estimativa para xσpu1
t q ´ σpu

2
t q, w̄ty

Por la observación (V.9), por el hecho de que H1
0 pΩq ãÑ Lp`2pΩq y como

w̄tt “ u1
t ´ u

2
t , se tendrá que,

xσpu1
t q ´ σpu

2
t q, u

1
t ´ u

2
t y ď cσ

ż

Ω

p|u1
t |
ρ
` |u2

t |
ρ
q|u1

t ´ v
1
t ||w̄t|dx

“ cσ

ż

Ω

|u1
t |
ρ
|u1
t ´ v

1
t ||w̄t|dx` cσ

ż

Ω

|u2
t |
ρ
|u1
t ´ v

1
t ||w̄t|dx

ď cσ}u
1
t }
ρ
ρ`2}u

1
t ´ u

2
t }ρ`2}w̄t}ρ`2

` cσ}u
2
t }
ρ
ρ`2}u

1
t ´ u

2
t }ρ`2}w̄t}ρ`2

ď QpRq}∇u1
t ´∇u2

t }2}∇w̄t}2 `QpRq}∇u1
t ´∇u2

t }2}∇w̄t}2

ď QpRq}∇u1
t ´∇u2

t }2}∇w̄t}2

ď
1

2
}∇w̄tt}22 `QpRq}∇w̄t}22

Luego,

xσpu1
t q ´ σpu

2
t q, u

1
t ´ u

2
t y ď

1

2
}∇w̄tt}22 `QpRq}∇w̄t}22 (5.45)

Observación V.11. En la estimativa anterior, fue fuertemente usado o

hecho de que
ρ

ρ` 2
`

1

ρ` 2
`

1

ρ` 2
“ 1. (5.46)

Esta igualdad va ser usada a lo largo de todo el trabajo.

Estimativa para xη̄0 ´ ūp0q, ξ̄tyM

xη̄0
´ ūp0q, ξ̄tyM ď }∇ūp0q}22 ` }η̄0

}
2
M ` c}ξ̄

t
}

2
M.
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Donde c ą 0 es una constante producto de la desigualdad de Young con

épsilon.

Estimativa para xw̄, w̄tty1 `
ş8

0
µpsqxξ̄tpsq, w̄tty1ds

xw̄, w̄tty1 `

ż 8

0

µpsqxξ̄tpsq, w̄tty1ds ď p}∇w̄}2 ` k
1
2
0 }ξ̄

t
}Mq}∇w̄tt}2

ď cp}∇w̄}22 ` }ξ̄t}2Mq `
1

2
}∇w̄tt}22.

Então,

xw̄, w̄tty1`

ż 8

0

µpsqxξ̄tpsq, w̄tty1ds ď cp}∇w̄}22`}ξ̄t}2Mq`
1

2
}∇w̄tt}22 (5.47)

Donde c ą 0 es una constante producto de la desigualdad de Young que

tambien depende de k0.

Estas dos últimas estimativas se consiguen análogamente al proceso visto

en la sección anterior, en la Segunda Estimativa.

Dadas estas estimativas, se obtiene que

d

dt
Λptq ď QpRqΛptq´

d

dt
xF, w̄`w̄ty`

d

dt
xG, w̄`w̄ty`xFt, w̄`w̄ty`}∇ūp0q}22`}η̄0

}
2
M

(5.48)

Ahora, considerando s P r0, τ s tal que integrando (5.48) sobre el intervalo p0, sq

respecto de t, se tiene que

Λpsq ď QpRq

ż s

0

Λptqdt´ xF psq, w̄psq ` w̄tpsqy ` xG, w̄psq ` w̄tpsqy

´xG, ūp0qy`

ż s

0

xFtptq, w̄ptq`w̄tptqydt`p1`sq}∇ūp0q}22`s}η̄0
}

2
M.

(5.49)

Ademas, nótese que
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xF psq, w̄psq ` w̄tpsqy ď }F psq}H´1pΩq}∇w̄psq `∇w̄tpsq}2

ď ε}F psq}2H´1pΩq `
1

2ε
p}∇w̄psq}22 ` }∇w̄tpsq}22q

ď ε}F psq}2H´1pΩq `
1

ε
Λpsq,

con ε ą 0 de la desigualdad de Young con épsilon. Sea δ ą 0 entonces, proce-

diendo de manera análoga, se obtiene

xG, w̄psq ` w̄tpsqy ď δ}Gpsq}2H´1pΩq `
1

δ
Λpsq.

Asi, ajustando los valores para ε y δ se tendrá

xF psq, w̄psq`w̄tpsqy`xG, w̄psq`w̄tpsqy´xG, ūp0qy ď c}F psq}2H´1pΩq`c}G}
2
H´1pΩq

`
1

2
Λpsq`c}∇ūp0q}22,

(5.50)

donde c ą 0 es una constante que depende de los valores escogidos para ε y δ

de tal manera que los coeficientes de Λpsq sean 1
2
.

Substituyendo (5.50) en (5.2.2), se obtiene que

Λpsq ď QpRq

ż s

0

Λptqdt` c}F psq}2H´1pΩq ` c}G}
2
H´1pΩq

`

ż s

0

xFtptq, w̄ptq ` w̄tptqydt` cp1` sq}z1 ´ z2}
2
H. (5.51)

Nuevamente, vamos a estimar termino por termino del lado derecho de la

desigualdad anterior.

Estimativa para }F psq}2H´1pΩq

Notemos que como q P r0, 4q, por la hipótesis (??) y por la imersión

L
ρ`2
ρ`1 pΩq ãÑ H´1pΩq tenemos que
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}F psq}
q`2
q`1

H´1pΩq ď C}F psq}
q`2
q`1
q`2
q`1

ď Cr

ż

Ω

p

ż s

0

c|u1
pyq ´ u2

pyq|p1` |u1
pyq|q ` |u2

pyq|qqdys
q`2
q`1dx

ď Cs
1
q`1 c

q`2
q`1

ż s

0

ż

Ω

p1` |u1
pyq|q ` |u2

pyq|qq
q`2
q`1 |u1

pyq ´ u2
pyq|

q`2
q`1dxdy

ď Cs
1
q`1 c

q`2
q`1

ż s

0

p

ż

Ω

p1` |u1
pyq|q ` |u2

pyq|qq
q`2
q`1

q`1
q dxq

q
q`1 p

ż

Ω

|ūpyq|q`2dxq
1
q`1dy

ď s
1
q`1QpRq

ż s

0

}∇ūpyq}
q`2
q`1

2 dy,

donde, C ą 0 es la constante de imersión L
q`2
q`1 pΩq ãÑ H´1pΩq y c ą 0

viene de la hipotesis (??). Notemos tambien que la ultima desigualdad se

debe a que H1
0 pΩq ãÑ L

q`2
q`1 pΩq. Ademas, QpRq depende de c, C, q, |Ω|, R.

Ahora, como 2
q`2

ă 1

}F psq}2H´1pΩq ď s
2
q`2QpRqp

ż s

0

}∇ūpyq}
q`2
q`1

2 dyq
2pq`1q
q`2

ď sQpRq

ż s

0

}∇ūpyq}22dy

ď sQpRq

ż s

0

Λpyqdy.

Estimativa para }G}2H´1pΩq

Repitiendo las cuentas de la estimativa (5.45), se tiene que

}σpu1
t p0qq ´ σpu

2
t p0qq}

ρ`2
ρ`1
ρ`2
ρ`1

ď cσ

ż

Ω

p|u1
t p0q|

ρ
` |u2

t p0q|
ρ
q
ρ`2
ρ`1 |ūtp0q|

ρ`2
ρ`1dx

ď QpRq}∇ūtp0q}
ρ`2
ρ`1

2 .

Asi obtenemos que

}G}2H´1pΩq ď QpRq}∇ūtp0q}22.
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Estimativa para
şs

0
xFtptq, w̄ptq ` w̄tptqydt

Razonando igual que las anteriores estimativas, obtenemos que

}Ft}
ρ`2
ρ`1
ρ`2
ρ`1

ď c

ż

Ω

p1` |u1
|
ρ
` |u2

|
ρ
q
ρ`2
ρ`1 |ū|

ρ`2
ρ`1dx ď QpRq}∇ū}

ρ`2
ρ`1

2

donde c ą 0 es la constante de la hipóteses (??).

Entonces se prueba que

ż s

0

xFtptq, w̄ptq ` w̄tptqydt ď

ż s

0

}Ftptq} ρ`2
ρ`1
p}w̄ptq}ρ`2 ` }w̄tptq}ρ`2qdt

ď QpRq

ż s

0

Λptqdt.

Substituyendo las estimativas anteriores en la desigualdad (5.51), se obtiene

que

Λpsq ď p1` sqQpRq

ż s

0

Λptqdt` p1` sqQpRq}z1 ´ z2}
2
H, @s P r0, τ s.

Finalmente aplicando la desigualdad de Gronwall, se consigue

Λpsq ď p1` τqQpRqeτp1`τqQpRq}z1 ´ z2}
2
H, @s P r0, τ s. (5.52)

En particular,

}∇ūpsq}22 ď p1` τqQpRqeτp1`τqQpRq}z1 ´ z2}
2
H, @s P r0, τ s.

Prueba del Teorema: Estimativa para }∇ūt}22

La estimativa para ūt viene directamente de la igualdad (5.39), pues w̄tt “

u1
t ´ u

2
t “ ūt. Asi, teniendo en cuenta dicha igualdad y la estimativa (5.47), se

tiene que
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}∇ūt}22 ď
1

2
p}∇w̄}2 ` k

1
2
0 }ξ̄

t
}M ` }F }H´1pΩq ` }G}H´1pΩqq

2
`

1

2
}∇ūt}22

y por la desigualdad (5.52) y las estimativas sobre }F }H´1pΩq e }G}H´1pΩq, se

concluye que

}∇ūtpsq}22 ď p1` τqQpRqeτp1`τqQpRq}z1 ´ z2}
2
H, @s P r0, τ s.

Prueba del Teorema: Estimativa para }η̄t}2M

Finalmente, para estimar }η̄t}2M, primero aplicaremos η̄ en la ecuación

η̄t “ T η̄ ` ūt.

Procediendo de manera análoga que en la sección anterior, se tiene que

d

dt
}η̄}2M “ xT η̄, η̄yM ` xūt, η̄yM ď k

1
2
0 }∇ūt}2}η̄}M ď }η̄}2M ` c}∇ūt}22, (5.53)

donde c ą 0 es una constante que se obtiene de la desigualdad de Young con

épsilon.

Aplicando la desigualdad de Gronwall en (5.53), y teniendo en cuenta la esti-

mativa sobre }∇ūt}2, se obtiene que

}η̄s}2M ď p1` τqQpRqeτp1`τqQpRq}z1 ´ z2}
2
H, @s P r0, τ s.

Asi, sumando todas las estimativas se tendrá que

}∇ūpsq}22`}∇ūtpsq}22`}η̄s}2M ď p1`τqQpRqeτpτ`1qQpRq
}z1´z2}

2
H, @s P r0, τ s,

lo que prueba el Teorema.

�
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Unicidad de las Soluciones Débiles

Teorema V.4. (Unicidad de las Soluciones Débiles). Sea τ ą 0 fijo pero

arbitrário. Dado el sistema (5.9)-(5.10), con condiciones de frontera (5.11) y

datos iniciales (5.12). Suponga cierta las hipótesis (H1) - (H4) . Se los

datos iniciales pu0, v0, η0q P H y h P L2pΩq, entonces el sistema (5.9)-(5.10)

posee una única solución débil para todo t P r0, τ s.

Demostración. Por el Teorema V.2, se tiene que existen soluciones débiles para

el sistema con datos iniciales (5.12).

Sean pu, ut, η
tq y pv, vt, ξ

tq dos soluciones para el sistema (5.9)-(5.10) con datos

iniciales (5.12).

Asi, por el Teorema V.3 se tendrá que

}∇ūptq}22 ` }∇ūtptq}22 ` }η̄t}2M ď p1` τqQpRqeτpτ`1qQpRq
}z1 ´ z2}

2
H @t P r0, τ s.

donde

ū “ u´ v, η̄t “ ηt ´ ξt, z1 “ pu0, v0, η0q “ z2.

Entonces, es claro que pu, ut, η
tq “ pv, vt, ξ

tq para todo t P r0, τ s, lo que prueba

la unicidad. �

5.3. Existencia de un atractor global

En esta sección se probará la existencia de un atractor global para el proble-

ma (5.9)-(5.10). Comenzaremos definindo el C0-semigrupo asociado a dicho

sistema,

Teorema V.5. Dado el sistema (5.9)-(5.10) su operador solución dado por

Sptq : HÑ H tal que

Sptqpu0, v0, η0q “ puptq, utptq, η
t
q, t ě 0,

donde puptq, utptq, η
tq es una solución débil correspondiente al sistema (5.9)-

(5.10), define un C0-semigrupo.
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Demostración. Notemos que por la sección anterior, dicho operador solución

Sptq : HÑ H satisfaze las propiedades de semigrupo, es decir

Sp0q “ I e Spt` sq “ SptqSpsq, s, t ě 0,

esto es debido a la unicidad de las soluciones débiles siempre que se fija el dato

inicial.

Ahora probaremos que Sptq es fuertemente continuo.

Sea z “ pu0, v0, η0q P H entonces dado que Sptqz “ pu, ut, η
tq tal que pup0q, utp0q, η

0q “

z “ pu0, v0, η0q y como pu, ut, η
tq P Cpr0, τ s,Hq para todo τ ą 0 (véase (5.17)),

y por la dependencia continua respecto a los datos iniciales, se tendrá que

ĺım
tÑ0`

}Sptqz ´ z}H “ 0,

lo que prueba el Teorema. �

Asi, por el Teorema anterior se tiene que el par pH, Sptqq es un sistema dinámico

correspondiente al sistema (5.9)-(5.10).

Teorema V.6. (Existencia de un Atrator Global).

Dado el sistema (5.9)-(5.10). Suponga cierta las hipótesis (H1) - (H4) con

h P L2pΩq, entonces el sistema dinámico pH, Sptqq correspondiente a dicho sis-

tema es gradiente y posee un atrator global A caracterizado por las variedades

inestables MupN q del conjunto N de soluciones estacionarias del sistema.

Demostración. El método usado para la prueba del atractor global es dado por

el Teorema II.12, lo que se reduce a probar que o sistema dinâmico pH, Sptqq

sea disipativo y asintóticamente compacto.

Para probar esto, dividiremos la prueba en tres etapas. Primero probaremos

que el semigrupo pH, Sptqq es gradiente y sus puntos estacionarios son acotados
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en H, esto muestra que dicho sistema es disipativo, y que de existir un atractor

global, este se caracteriza por las variedades inestables del conjunto de puntos

estacionarios.

En la segunda etapa se mostrará uno de los resultados mas importantes de todo

el trabajo, se probará que el sistema dinámico pH, Sptqq cumple una desigual-

dad de estabilización, esto ajudará a probar que pH, Sptqq es asintoticamente

regular.

Finalmente, en la tercera etapa probaremos la compacidad asintótica, usando

la desigualdad de estabilización, los Teoremas II.14 y II.8 y el Teorema II.13.

Observación V.12. Para facilitar las cuentas se tendrá las siguientes

consideraciones.

Omitiremos la variável temporal t. Solo se colocará en casos donde se

tenga alguna confución.

Denotaremos por C a cualquier constante genérica que dependa de algu-

na imersión.

Dado que ρ P r0, 4q, q P r0, 4q y 2˚ “ 6 se tiene las siguientes imersiones

H1
0 pΩq ãÑ Lρ`2

pΩq, H1
0 pΩq ãÑ Lq`2

pΩq.

Dado que p
p`2
` 1

p`2
` 1

p`2
“ 1 para p “ ρ o p “ q, se usará la desigualdad

de Holder generalizada con dichos exponentes directamente. Cuando sea

necesário se colocará en evidencia la suma anterior.

Debido a las estimativas realizadas en las secciones anteriores, se tendrá

que

2Eptq “ }∇uptq}22 ` }∇utptq}22 ` }ηt}2M ď
2

ν
Eptq `

2Ch
ν

ď
2

ν
Ep0q `

2Ch
ν
,
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donde Ch “
1
λ1
}h}22, con ν ą 0. Ademas, denotaremos por Cν a cualquier

constante genérica que depende de ν y por Chν a cualquier constante

genérica que dependa de ν y }h}2, asi tenemos que

}∇uptq}22 ` }∇utptq}22 ` }ηt}2M ď CνEp0q ` Chν .

5.3.1. Estructura gradiente

En esta sección se mostrará la estructura gradiente para el semigrupo pH, Sptqq,

es decir que posee un funcional de Lyapounov como en la Definición II.14.

Proposición V.1. El semigrupo pH, Sptqq es gradiente. Ademas, el conjunto

de puntos estacionarios para Sptq, denotado por N , es acotado en H.

Demostración. Sea z “ pu, v, ηq P H, definimos

Lpzq “
1

2
}z}2H `

1

ρ` 2

ż

Ω

|v|ρ`2dx` x pf, 1y ´ ph, uq.

Procediendo analogamento a lo explicado en la Sección V.2, y asumiendo las

hipótesis pH1q ´ pH4q, se tiene que

ν

2
}z}2H ´

1

λ1

}h}22 ď Lpzq ď c}z}2Hp1` }z}
q
Hq ` }h}

2
2.

Esto prueba automaticamente piq de la Definición II.14. Ahora, en luz de la

desigualdad (5.5), se tiene que

d

dt
LpSptqzq “ xTηt, ηtyM “

1

2

ż 8

0

µ1psq}∇ηtpsq}22ds ď 0, (5.54)

esto claramente muestra piiq en la Definición II.14.

Con el fin de probar piiiq de esta misma Definición, supongamos que z0 “

pu0, u1, η0q P H es un dato inicial para el sistema (5.9)-(5.10), tal que la apli-

cación tÑ LpSptqz0q es constante. Entonces, por (5.54) y (1.10) se tiene que

0 “
1

2

ż 8

0

µ1psq}∇ηtpsq}22ds ď ´
k1

2
}ηt}2M, @t ą 0.
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Asi, se tiene que ηtpx, sq “ 0 para casi todo x P Ω y t, s ą 0, en particular

η0 “ 0. Luego por la ecuación (5.10) se tiene que Btuptq “ 0, de donde se infiere

que uptq “ u0 para todo t ą 0. En conclusión,

z0 “ pu0, 0, 0q,

probando que z0 es un punto estacionario. Con esto se prueba que Sptq posee

estructura gradiente sobre H.

Ahora se probará que el conjunto de puntos estacionarios N es acotado en H.

Notemos que toda solución estacionaria pu, 0, 0q de Sptq satisfaze

´∆u` fpuq “ h.

Entonces, multiplicando esta expresión por u e integrando sobre Ω, se tiene

que

}∇u}22 `
ż

Ω

fpuqudx “

ż

Ω

hudx,

y usando la hipótesis (1.7) y la desigualdad (5.29), se tendrá que

}∇u}22 ď
1

2
}∇u}22`mf |Ω|`

ν

2
}∇u}22`}h}2}u}2 ď

2ν ` 1

2
}∇u}22`2mf |Ω|`

1

2λ1ν
}h}22,

para ν ą 0 lo suficientemente pequeño. Asi, tomando ν ă 1{4, se tiene que

}∇u}22 ă 8mf |Ω| `
2

λ1ν
}h}22.

Con esto concluimos que }∇u}2 es acotado, lo que prueba la Proposición.

�

5.3.2. Desigualdad de estabilización

En esta sección probaremos una desigualdad de estabilización para dos solu-

ciones debiles del sistema (5.9)-(5.10) con diferentes datos iniciales. Para la

prueba construiremos un nuevo operador basado en el trabajo de Messaoudi

& Tatar [35, 36, 37] y Araujo, Ma & Qin [2].
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Proposición V.2. Dado un conjunto acotado B Ă H. Sea z1 “ pu, ut, η
tq

y z2 “ pv, vt, ξ
tq dos soluciones debiles para el sistema (5.9)-(5.10) tal que

z1p0q “ pu0, u1, η0q y z2p0q “ pv0, v1, ξ0q pertenecen a B, entonces

}z1ptq´z2ptq}
2
H ď CBe

´ϑt
`CB

ż t

0

e´ϑpt´sqp1`}∇uttptq}2`}∇vttptq}2qp}wptq}p`2`}wtptq}p`2qds,

donde w “ u ´ v, ϑ y CB constantes positivas que dependen de B, y p “

máxtρ, qu.

Demostración. Sea ζt “ ηt ´ ξt, entonces notemos que el par pw, ζq satisface

el sistema

Aw ` Awtt `

ż 8

0

µpsqAζtpsqds “ ´|ut|
ρutt ` |vt|

ρvtt ´ fpuq ` fpvq, (5.55)

ζtt “ ´ζ
t
s ` wt, (5.56)

con condiciones iniciales

wp0q “ up0q ´ vp0q, wtp0q “ u1 ´ v1, ζ0
“ η0 ´ ξ0. (5.57)

Definimos la Energia Auxiliar para el sistema (5.55)-(5.56) dada por

Lptq “ 1

2
}∇wptq}22 `

1

2
}∇wtptq}22 `

1

2
}ζt}2M.

Ademas, definimos el funcional Υ : r0,8q Ñ R dado por

Υptq “ δLptq ` εχptq ` κptq,

donde ε, δ ą 0 seran fixados a posteriori, y

χptq “ xwt, wy1, (5.58)

κptq “ ´

ż 8

0

µpsqxwtptq, ζ
t
psqy1ds´

ż 8

0

µpsqp
1

ρ` 1

ż

Ω

|utptq|
ρutptqζ

t
psqdxqds

`

ż 8

0

µpsqp
1

ρ` 1

ż

Ω

|vtptq|
ρvtptqζ

t
psqdxqds. (5.59)
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Observación V.13. Las integrales en κptq son entendidas como dualidad entre

H´1pΩq y H1
0 pΩq.

Lema V.2. Exiten constantes β1, β2, δ0 ą 0 tal que

β1Lptq ď Υptq ď β2Lptq, t ě 0, 0 ă ε ď
k0

2
, δ ą δ0,

donde k0 es dado por la hipótesis (1.9).

Demostración. Haremos la prueba en dos etapas:

Estimando |εχptq|

|χptq| “ |xwtptq, wptqy1| ď
1

2
}∇wtptq}22 `

1

2
}∇wptq}22 ď Lptq,

entonces para 0 ă ε ď k0
2

se tiene que

|εχptq| ď
k0

2
Lptq. (5.60)

Estimando |κptq|

Notemos que al igual que (??), aplicando la desigualdad de Young en

(5.31) se obtiene que

| ´

ż 8

0

µpsqxwtptq, ζ
t
psqy1ds| ď

k0

2
}∇wtptq}22 `

1

2
}ζt}2M ď α1Lptq, (5.61)

con α1 “ máxt1, k0u.

Por otro lado, observese que

´

ż 8

0

µpsqp
1

ρ` 1

ż

Ω

|utptq|
ρutptqζ

t
psqdxqds`

ż 8

0

µpsqp
1

ρ` 1

ż

Ω

|vtptq|
ρvtptqζ

t
psqdxqds

“ ´

ż 8

0

µpsq

ż

Ω

pσputq ´ σpvtqqζ
t
psqdxds, (5.62)

donde σ es la función definida en (5.34).

Por (5.35) se tiene que
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|

ż 8

0

µpsq

ż

Ω

pσputq ´ σpvtqqζ
t
psqdxds| ď cσ

ż 8

0

ż

Ω

|utptq|
ρ
|wtptq||ζ

t
psq|dxds

` cσ

ż 8

0

ż

Ω

|vtptq|
ρ
|wtptq||ζ

t
psq|dxds

ď cσ

ż 8

0

µpsq}ut}
ρ
ρ`2}wt}ρ`2}ζ

t
psq}ρ`2ds

` cσ

ż 8

0

µpsq}vt}
ρ
ρ`2}wt}ρ`2}ζ

t
psq}ρ`2ds

ď Ccσ

ż 8

0

µpsq}∇ut}ρ2}∇wt}2}∇ζtpsq}2ds

` Ccσ

ż 8

0

µpsq}∇vt}ρ2}∇wt}2}∇ζtpsq}2ds

ď CcσCuhν

ż 8

0

µpsq}∇wt}2}∇ζtpsq}2ds

` CcσCvhν

ż 8

0

µpsq}∇wt}2}∇ζtpsq}2ds

ď CcσCuhνp
k0

2
}∇wt}22 `

1

2
}ζt}2Mq

` CcσCvhνp
k0

2
}∇wt}22 `

1

2
}ζt}2Mq

ď α2Lptq,

donde Cuhν y Cvhν son constantes positivas que dependen de }h}2, ν y de

los datos inciales pu0, u1, η0q y pv0, v1, ξ0q respectivamente (vide (V.12)) y

α2 “ máxtCcσpCuhν ` Cvhνqα1, 1u, con α1 como en la estimativa (5.61).

Observación V.14. A lo largo del trabajo se usaran las notaciones Cuhν y

Cvhν definidas anteriormente.

Finalmente, de esta ultima estimativa y de (5.60) se obtiene que

|Υptq ´ δLptq| ď pα2 `
k0

2
qLptq

es decir,

pδ ´ α2 ´
k0

2
qLptq ď Υptq ď pδ ` α2 `

k0

2
qLptq
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,

lo que prueba el Lema, pues solo basta definir δ0 “ α2 `
k0
2

, β1 “ δ ´ α2 ´
k0
2

y β2 “ δ ` α2 `
k0
2

, las cuales son constantes positivas para todo δ ą δ0.

�

Lema V.3. Existe una constante C0 ą 0 que depende de pu0, u1, η0q, pv0, v1, ξ0q,

ρ , q y cf , donde c es dada por la hipótesis (1.5), tal que

L1ptq ď 1

2

ż 8

0

µ1psq}∇ζt}22ds` C0p1` }∇utt}2 ` }∇vtt}2q}wt}p`2,

con p “ máxtρ, qu.

Demostración. Notemos que aplicando wt e ζt en (5.55) e (5.56) respectiva-

mente, se tiene que

xw,wty1`xwtt, wty1`

ż 8

0

µpsqxζtpsq, wty1ds “ x´|ut|
ρutt`|vt|

ρvtt, wty`xfpvq´fpuq, wty,

(5.63)

xζtt , ζ
t
yM “ ´xζts, ζ

t
yM ` xwt, ζ

t
yM, (5.64)

y como

1

2

d

dt
}∇wptq}22 “ xwptq, wtptqy1,

1

2

d

dt
}∇wtptq}22 “ xwttptq, wtptqy1,

1

2

d

dt
}ζt}2M “ xζtt , ζ

t
yM,

se obtiene que

L1ptq “ ´x|utptq|ρuttptq´|vtptq|ρvttptq, wtptqy´xfpuptqq´fpvptqq, wtptqy´xζts, ζtyM.

(5.65)

Entonces para probar (V.3) bastara estimar cada término de la igualdad an-

terior:
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Estimando |x|utptq|
ρuttptq ´ |vtptq|

ρvttptq, wtptqy|

|

ż

Ω

p|ut|
ρutt ´ |vt|

ρvttqwtdx| ď

ż

Ω

|ut|
ρ
|utt||wt|dx`

ż

Ω

|vt|
ρ
|vtt||wt|dx

ď }ut}
ρ
ρ`2}utt}ρ`2}wt}ρ`2 ` }vt}

ρ
ρ`2}vtt}ρ`2}wt}ρ`2

ď C}∇ut}ρ2}∇utt}2}wt}ρ`2 ` C}∇vt}ρ2}∇vtt}2}wt}ρ`2

ď CCuhν}∇utt}2}wt}ρ`2 ` CCvhν}∇vtt}2}wt}ρ`2

ď C1p}∇utt}2 ` }∇vtt}2q}wt}ρ`2,

donde C1 “ máxtCCuhν , CCvhνu ą 0.

Estimando |xfpuptqq ´ fpvptqq, wtptqy|

Repitiendo el proceso anterior con q en lugar de ρ, se tendra que,

|xfpuq ´ fpvq, wty| ď |xfpuq, wty| ` |xfpvq, wty|

ď c

ż

Ω

|u||wt|dx` cCCuhν}wt}q`2 ` c

ż

Ω

|v||wt|dx` cCCvhν}wt}q`2

ď cp}u} q`2
q`1
}wt}q`2 ` CCuhν}wt}q`2 ` }v} q`2

q`1
}wt}q`2 ` CCvhν}wt}q`2q

ď pcC}∇u}2 ` cCCuhν ` cC}∇v}2 ` cCCvhνq}wt}q`2

ď pcCCuhν ` cCCuhν ` cCCvhν ` cCCvhνq}wt}q`2

ď C2}wt}q`2,

donde C2 “ máxt2cCCuhν , 2cCCvhνu ą 0.

Notemos que se utiliza la imersión H1
0 pΩq ãÑ L

q`2
q`1 pΩq, la cual es posible

dado que q P r0, 4q.

Estimando ´xζts, ζ
tyM

Notemos que por el Lema (??) se tiene que

´xζts, ζ
t
yM “

1

2

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds.
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Asi, dadas las estimativas anteriores, comparando con (5.65), se tendra que

L1ptq ď 1

2

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds` C2}wt}q`2 ` C1p}∇utt}2 ` }∇vtt}2q}wt}ρ`2.

Ademas, si p “ máxtρ, qu, se tienen las imersiones Lp`2pΩq ãÑ Lq`2pΩq e

Lp`2pΩq ãÑ Lρ`2pΩq, entonces

L1ptq ď 1

2

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds`CC2}wt}p`2`CC1p}∇utt}2`}∇vtt}2q}wt}p`2,

por lo cual el Lema (V.3) queda probado, pues basta definir C0 “ máxtCC1, CC2u.

�

Lema V.4. Se cumple que:

χ1ptq ď ´ Lptq ´ 15

32
}∇w}22 `

3

2
}∇wt}22 ´

16k0 ` 1

2k1

ż 8

0

µ1psq}∇ζt}22ds

` C0p1` }∇utt}2 ` }∇vtt}2q}w}p`2,

siendo C0 ą 0 la constante del Lema (V.3) y p “ máxtρ, qu.

Demostración. Notemos que

χ1ptq “ xwttptq, wptqy1 ` }∇wtptq}22.

Aplicando w en (5.55) y comparando con χ1ptq, se tiene que

χ1ptq “ ´

ż 8

0

µpsqxζtpsq, wy1ds´x|ut|
ρutt´|vt|

ρvtt, wy´xfpuq´fpvq, wy´}∇w}22`}∇wt}22,

ahora, razonando igual que en las estimativas hechas en el Lema (V.3), Se

tendra que

χ1ptq ď ´

ż 8

0

µpsqxζtpsq, wy1ds`C1p}∇utt}2`}∇vtt}2q}w}ρ`2`C2}w}q`2´}∇w}22`}∇wt}22,

ademas, procediendo igual que (??) y tomando ε “ 8 en la desigualdad de

Young, se obtiene que

χ1ptq ď 8k0}ζ
t
}

2
M`

1

32
}∇w}22`C1p}∇utt}2`}∇vtt}2q}w}ρ`2`C2}w}q`2´}∇w}22`}∇wt}22.

72



Por lo tanto, sumando y restando Lptq en la expresión anterior

χ1ptq ď ´Lptq`p8k0`
1

2
q}ζt}2M´

15

32
}∇w}22`C0p1`}∇utt}2`}∇vtt}2q}w}p`2`

3

2
}∇wt}22,

donde p “ máxtρ, qu, C0 “ máxtCC1, CC2u siendo C ą 0 la constante de

las imersiones Lp`2pΩq ãÑ Lq`2pΩq y Lp`2pΩq ãÑ Lρ`2pΩq, esto es, la misma

constante del Lema (V.3).

Finalmente, por las hipótesis (1.10) se tendrá que

χ1ptq ď ´ Lptq ´ 15

32
}∇w}22 `

3

2
}∇wt}22 ´

16k0 ` 1

2k1

ż 8

0

µ1psq}∇ζt}22ds

` C0p1` }∇utt}2 ` }∇vtt}2q}w}p`2,

lo que prueba el Lema.

�

Lema V.5. Existe una constante Cκ ą 0 que depende de pu0, u1, η0q, pv0, v1, ξ0q,

ρ , q, c, k0 y k1, donde c, k0, k1 son dadas por las hipótesis pH1q-pH4q, tal que

κ1ptq ď
k0

8
}∇w}22 ´

7k0

8
}∇wt}22 ´ Cκ

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds

Demostración. Por la definición de κptq (véase (5.59)), se tiene que

κ1ptq “ Aptq `Bptq, (5.66)

donde

Aptq :“

ż

Ω

p|vtptq|
ρvttptq ´ |utptq|

ρuttptq ´ Awttptqq

ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx,

(5.67)

Bptq :“

ż

Ω

ˆ

1

ρ` 1
|vtptq|

ρvtptq ´
1

ρ` 1
|utptq|

ρutptq ´ Awtptq

˙ˆ
ż 8

0

µpsqζtt psqds

˙

dx.

(5.68)

Para probar el Lema, estimaremos Aptq y Bptq por separado.

Estimando Aptq
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Substituyendo (5.55) en (5.67) se obtiene que

Aptq “

ż

Ω

ˆ

Aw `

ż 8

0

µpsqAζpsqds` fpuq ´ fpvq

˙ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx.

Estimando término por término la igualdade anterior:

• Estimando
ş

Ω
Aw

`ş8

0
µpsqζtpsqds

˘

dx

ż

Ω

Aw

ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx “

ż 8

0

µpsqxw, ζtpsqy1ds ď
k0

32
}∇w}22`8}ζt}2M.

Para la última desigualdad se razona igual que (??), usando la de-

sigualdad de Young con ε “ 8 para los términos k
1
2
0 }∇w}2 y }ζt}.

• Estimando
ş

Ω

`ş8

0
µpsqAζpsqds

˘ `ş8

0
µpsqζtpsqds

˘

dx

ż

Ω

ˆ
ż 8

0

µpsqAζpsqds

˙ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx

“

ż 8

0

µpsq

ˆ
ż 8

0

µpyqxζtpsq, ζtpyqy1dy

˙

ds

ď

ż 8

0

µpsq

ˆ
ż 8

0

µpyq}∇ζtpsq}2}∇ζtpyq}2dy
˙

ds

“

ż 8

0

µpsq}∇ζtpsq}2
ˆ
ż 8

0

µpyq}∇ζtpyq}2dy
˙

ds

ď k
1
2
0

ż 8

0

µpsq}∇ζtpsq}2
ˆ
ż 8

0

µpyq}∇ζtpyq}22dy
˙

1
2

ds

“ k
1
2
0

ż 8

0

µpsq}∇ζtpsq}2}ζt}Mds

ď k0}ζ
t
}

2
M.

• Estimando
ş

Ω
pfpuq ´ fpvqq

`ş8

0
µpsqζtpsqds

˘

dx

Por la hipótesis (1.5) se tiene que

ż

Ω

pfpuq ´ fpvqq

ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx ď c

ż

Ω

p1`|u|q`|v|qq|w|

ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx
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Notemos que

c

ż

Ω

|w|

ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx “ c

ż 8

0

µpsq

ˆ
ż

Ω

|w|ζtpsqdx

˙

ds

ď c

ż 8

0

µpsq}w}2}ζpsq}2ds

ď
c

λ2
1

ż 8

0

µpsq}∇w}2}∇ζpsq}2ds

“
c

λ2
1

}∇w}2
ż 8

0

µpsq}∇ζpsq}2ds

ď
ck

1
2
0

λ2
1

}∇w}2}ζ}M

ď
c2

λ4
1

k0

4ε
}∇w}22 ` ε}ζ}2M

“
k0

32
}∇w}22 `

8c2

λ4
1

}ζt}2M, ε “ 8.

y

c

ż

Ω

|u|q
ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx “ c

ż 8

0

µpsq

ˆ
ż

Ω

|u|qζtpsqdx

˙

ds

ď c

ż 8

0

µpsq}u}qq`2}w}q`2}ζpsq}q`2ds

ď cCCuhν

ż 8

0

µpsq}∇w}2}∇ζpsq}2ds

ď k0c
2C2Cuhν

1

4ε
}∇w}22 ` ε}ζt}M

“
k0

32
}∇w}22 ` 8C3}ζ

t
}M, ε “ 8c2C2Cuhν ,

donde C3 “ c2C2Cuhν ą 0.

De manera análoga, existirá una constante C4 “ c2C2Cvhν ą 0 tal

que

c

ż

Ω

|v|q
ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx ď
k0

32
}∇w}22 ` 8C4}ζ

t
}M.

es decir,

ż

Ω

pfpuq ´ fpvqq

ˆ
ż 8

0

µpsqζtpsqds

˙

dx ď
3k0

32
}∇w}22 ` 8C5}ζ

t
}

2
M,

75



donde C5 “
c2

λ41
` C3 ` C4 ą 0.

Asi se tiene que

Aptq ď
k0

8
}∇w}22 ` pk0 ` 8C5 ` 8q}ζt}2M, (5.69)

pero, como

}ζt}2M “

ż 8

0

µpsq}∇ζt}22ds ď ´
1

k1

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}2ds,

entonces se puede estimar Aptq por

Aptq ď
k0

8
}∇w}22 ´

k0 ` 8C5 ` 8

k1

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}2ds.

Estimando Bptq

Nótese que por la ecuación (5.56) se tiene que

ż 8

0

µpsqζtt psqds “

ż 8

0

µ1psqζtpsqds` k0wtptq

Asi, Bptq se puede expresar como

Bptq “ Cptq ` k0Dptq, (5.70)

donde

Cptq “

ż

Ω

ˆ

1

ρ` 1
|vtptq|

ρvtptq ´
1

ρ` 1
|utptq|

ρutptq ´ Awtptq

˙ˆ
ż 8

0

µ1psqζtpsqds

˙

dx,

Dptq “

ż

Ω

ˆ

1

ρ` 1
|vtptq|

ρvtptq ´
1

ρ` 1
|utptq|

ρutptq ´ Awtptq

˙

wtdx

.

Estimaremos Cptq y Dptq.
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• Estimando Cptq

ż

Ω

ˆ

|vt|
ρvt

ρ` 1
´
|ut|

ρut
ρ` 1

˙ˆ
ż 8

0

µ1psqζtds

˙

dx “ ´

ż 8

0

µ1psq

ż

Ω

pσputq ´ σpvtqqζ
t
psqdxds

ď ´CcσCuhν

ż 8

0

µ1psq}∇wt}2}∇ζtpsq}2ds

´ CcσCvhν

ż 8

0

µ1psq}∇wt}2}∇ζtpsq}2ds

ď CcσCuhνk
1
2
2 }∇wt}2

ˆ
ż 8

0

´µ1psq}∇ζtpsq}22ds
˙

1
2

` CcσCvhνk
1
2
2 }∇wt}2

ˆ
ż 8

0

´µ1psq}∇ζtpsq}22ds
˙

1
2

ď CcσCuhνk
1
2
2 }∇wt}2

ˆ
ż 8

0

´µ1psq}∇ζtpsq}22ds
˙

1
2

` CcσCvhνk
1
2
2 }∇wt}2

ˆ
ż 8

0

´µ1psq}∇ζtpsq}22ds
˙

1
2

ď
k0

32
}∇wt}22 ´

εu1k2

k0

ˆ
ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds
˙

`
1

32
}∇wt}22 ´

εv1k2

k0

ˆ
ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds
˙

“
k0

16
}∇wt}22 ´ p

εu1k2 ` ε
v
1k2

k0

q

ˆ
ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds
˙

,

donde εu1 “ 8C2c2
σCuhν y εv1 “ 8C2c2

σCvhν .

Ademas, se cumple que

ż

Ω

´Awt

ˆ
ż 8

0

µ1psqζtpsqds

˙

dx “ ´

ż 8

0

µ1psqxwt, ζ
t
psqy1ds

ď
k0

16
}∇wt}22 ´

4k2

k0

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds,

Por lo que se obtiene que

Cptq ď
k0

8
}∇wt}22 ´ p

εu1k2 ` ε
v
1k2 ` 4k2

k0

q

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds.

(5.71)
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• Estimando Dptq

Notemos que Dptq se puede escribir como

Dptq “ ´

ż

Ω

pσputptqq ´ σpvtptqqqputptq ´ vtptqqdx´ }∇wtptq}22,

pero como σ es monótona (véase (V.9)), es decir,

pσputptqq ´ σpvtptqqqputptq ´ vtptqq ě 0,

entonces,

Dptq ď ´}∇wtptq}22. (5.72)

Substituyendo (5.71)-(5.72) en (5.70) se obtiene que

Bptq ď ´
7k0

8
}∇wt}22 ´ p

εu1k2 ` ε
v
1k2 ` 4k2

k0

q

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds. (5.73)

Finalmente, substituyendo (5.69)-(5.73) en (5.66) se obtiene que

κ1ptq ď ´
7k0

8
}∇wt}22 `

k0

8
}∇w}22 ´ Cκ

ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds,

donde, Cκ “
k0`8C5`8

k1
` εu1` ε

v
1`4 ą 0, pues por la observación (I.1), se tendrá

que

k0 ` 8C5 ` 8

k1

` p
εu1k2 ` ε

v
1k2 ` 4k2

k0

q ď
k0 ` 8C5 ` 8

k1

` εu1 ` ε
v
1 ` 4 “ Cκ.

�

Conclusión .

Dados los Lemas (V.3), (V.4) y (V.5), y por la definición de Υptq, se tendrá

que
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Υ1
ptq ď

ˆ

δ

2
´

16k0 ` 1

2k1

ε´ Cκ

˙
ż 8

0

µ1psq}∇ζtpsq}22ds`
ˆ

k0

8
´

15ε

32

˙

}∇w}22

`

ˆ

3ε

2
´

7k0

8

˙

}∇wt}22 ´ εLptq ` C0p1` }∇utt}2 ` }∇vtt}2qpδ}wt}p`2 ` ε}w}p`2q.

Tomando

4k0

15
ă ε ă

k0

2
ă

7k0

12
,

δ ą
16k0 ` 1

k1

ε` 2Cκ,

la expresión anterior se reduce a

Υ1
ptq ď ´εLptq`CΥp1`}∇utt}2`}∇vtt}2qp}wt}p`2`}w}p`2q, @ε P

ˆ

4k0

15
,
k0

2

˙

, @δ ą δΥ,

donde δΥ “ máxtδ0,
16k0`1
k1

ε ` 2Cκu, con δ0 definido en el Lema (V.2) y CΥ “

C0 máxtε, δu.

Observación V.15. Notemos que las restricciones ε P
`

4k0
15
, k0

2

˘

y δ ą δΥ,

permite usar el Lema (V.2) para algun ε y δ fijo.

Denotemos por

mptq :“ CΥp1` }∇utt}2 ` }∇vtt}2qp}wt}p`2 ` }w}p`2q,

asi por el Lema (V.2) se obtiene que

Υ1
ptq ď

ε

β2

Υptq `mptq,

y por la desigualdad de Gronwall

Υptq ď Υp0qe
´ εt
β2 `

ż t

0

e
´
εpt´sq
β2 mpsqds.

Nuevamente por el Lema (V.2) se tiene que
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Lptq ď β2

β1

Lp0qe´
εt
β2 `

1

β1

ż t

0

e
´
εpt´sq
β2 mpsqds,

es decir,

}z1ptq ´ z2ptq}
2
H ď CBe

´ϑt
` CB

ż t

0

e´ϑpt´sqmpsqds,

con CB “ máxtβ2
β1
Lp0q, 1

β1
u ą 0 y ϑ “ ε

β2
para algun ε P

`

4k0
15
, k0

2

˘

y δ ą δΥ.

�

5.3.3. Compacidade assintótica

Proposición V.3. El sistema dinámico pH, Sptqq correspondiente al sistema

(5.9)-(5.10) es asintoticamente compacto.

Demostración. Para demostrar el Teorema, se comenzará probando que el sis-

tema dinámico pH, Sptqq es asintóticamente regular, para esto se usará el Teo-

rema II.14 y II.8.

Sea B un subconjunto acotado de H y positivamente invariante con respecto

a Sptq. Dado ε ą 0, tómese τ ą 0, tal que

C
1
2
Be
´ϑτ

2 ă ε, (5.74)

donde CB y ϑ son dados por la Proposición (V.2)

Lema V.6. Existe una constante CB,τ ą 0 tal que se cumple

}Spτqz1
0 ´ Spτqz

2
0}H ď ε` φτ pz

1
0 , z

2
0q, @z1

0 , z
2
0 P B,

donde

φτ pz
1
0 , z

2
0q “ CB,τ

ˆ
ż τ

0

}upsq ´ vpsq}2p`2 ` }utpsq ´ vtpsq}
2
p`2ds

˙
1
4

,

con p “ máxtρ, qu.
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Demostración. Consideremos z1ptq “ puptq, utptq, η
tq “ Sptqz1

0 y z2ptq “ pvptq, vtptq, ξ
tq “

Sptqz2
0 soluciones débiles del sistema (5.9)-(5.10) respecto a los datos iniciales

z1
0 , z

2
0 P B.

Entonces, en el contexto de la Proposición (V.2), para todo t P p0, τq se tiene

que,

}z1pτq ´ z2pτq}
2
H ď CBe

´ϑτ
` CB

ż τ

0

e´ϑpτ´sqp1` }∇utt}2 ` }∇vtt}2qp}w}p`2 ` }wt}p`2qds,

ď CBe
´ϑτ

` 22CB

ˆ
ż τ

0

e´ϑpτ´sqp1` }∇utt}2 ` }∇vtt}2q
˙

1
2
ˆ
ż τ

0

}w}p`2 ` }wt}p`2

˙
1
2

.

Ahora, como utt y vtt son acotados en L2p0, τ ;H1
0 pΩqq, entonces existe una

constante CB,τ ą 0 tal que

}z1pτq ´ z2pτq}
2
H ď CBe

´ϑτ
` C2

B,τ

ˆ
ż τ

0

}w}p`2 ` }wt}p`2

˙
1
2

,

entonces,

}z1pτq ´ z2pτq}H ď C
1
2
Be
´ϑτ

2 ` CB,τ

ˆ
ż τ

0

}w}p`2 ` }wt}p`2

˙
1
4

ď ε` CB,τ

ˆ
ż τ

0

}w}p`2 ` }wt}p`2

˙
1
4

,

para algun ε ą 0 que cumpla (5.74).

�

Lema V.7. En el contexto del Lema anterior, se cumple que

ĺım inf
nÑ8

ĺım inf
mÑ8

φτ pz
n, zmq “ 0,

para alguna sucesión pznq Ă B.

Demostración. Sea pzn0 q “ pu
n
0 , v

n
0 , η

n
0 qnPN una sucesión en B.

Considérese Sptqpzn0 q “ punptq, unt ptq, η
t,nqnPN, como B es positivamente inva-

riante por la acción de Sptq entonces punptq, unt ptq, η
t,nqnPN es uniformemente

acotada en H, en particular se tendrá que

punq, punt q son acotados en Cpr0,8q;H1
0 pΩqq.
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Ahora, como punt q es acotada en Cpr0,8q;H1
0 pΩqq, entonces

punttq es acotada en L2
p0, τ ;L2

pΩqq, @τ ą 0,

asi se tiene que

punt q, pu
n
ttq son acotadas en L2

p0, τ ;L2
pΩqq.

Ahora como se tiene la cadena de imersiones

H1
0 pΩq

c
ãÑ Lp`2

pΩq ãÑ L2
pΩq, p “ máxtρ, qu,

por el Teorema II.8 con

X “ H1
0 pΩq, B “ Lp`2

pΩq, Y “ L2
pΩq, r “ 2,

se tiene que punq y punt q son relativamente compactos en Cp0, τ ;H1
0 pΩqq para

todo τ ą 0.

Pasando a una subsucesión se fuese necesário en cada caso, las cuales denota-

remos igualmente, se tendrá que

punq, punt q convergen (fuertemente) en Cp0, τ ;Lp`2
pΩqq, @τ ą 0,

Luego se puede concluir que

ĺım
nÑ8

ĺım
mÑ8

CB,τ

ˆ
ż τ

0

}unpsq ´ umpsq}2p`2 ` }u
n
t psq ´ u

m
t psq}

2
p`2ds

˙
1
4

“ 0,

lo que demuestra el Lema. �

Conclusión .

Por el Teorema II.14 y por los Lemas (V.6)-(V.7), se concluye que el sistema

dinámico pH, Sptqq correspondiente al sistema (5.9)-(5.10) es asintoticamente

regular y por la Proposición (V.1) y el Teorema II.11 tambien es disipativo,

entonces se tiene como resultado del Teorema II.13 que el sistema dinámico es

asintoticamente compacto lo que prueba la proposición. �
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Conclusão do Teorema V.6.

Notemos que pela Proposição (V.1) y el Teorema II.11 se tiene que el sistema

dinámico pH, Sptqq es disipativo. Ademas, de la Proposición (V.3) se tiene que

el sistema dinámico pH, Sptqq es asintoticamente compacto.

Luego, por el Teorema II.12, se concluye que el sistema dinámico pH, Sptqq

posee un atractor global caracterizado por MupN q, donde N representa el

conjunto de puntos estacionarios de Sptq sobre H.

�
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CAPÍTULO VI

Discusiones y Recomendaciones

En esta sección plantearemos un pequeño survey respecto a las ecuaciones de

onda viscoelásticas.

piq Respecto a las caracteŕısticas geométricas del atractor global encontrado,

solo se pudo rescatar la descomposición por variedades inestables respec-

to a los puntos estacionarios del sistema, aún no se consiguió probar la

finitud del atractor global, lo cual es una pregunta en abierto para este

tipo de ecuaciones. Respecto a la regularidad, está ya fue respondida

recientemente en [17].

piiq La condición (1.2) sobre la densidad del material es fundamental en un

aspecto realista del modelaje del problema, y extrañamente recién asu-

mido en [17], puesto que hasta el momento la mayoŕıa de trabajo solo

considera la hipótesis (1.3), lo cual es una incongruencia cuando la ve-

locidad es nula, por ejemplo sobre los puntos estacionarios, pues en este

caso la densidad del material se anulaŕıa haciendo que el material des-

aparezca. Pero como se explicó en esta tesis y en [17], la hipótesis (1.2)

es principalmente de compatibilidad con el modelo, y por practicidad se

puede considerar sin pérdida de generalidad en los resultados la condición

(1.3).

piiiq Otro punto importante a destacar es respecto a las fuerzas externas, dado

que la criticidad respecto a f fue abordado en [17], pero no la criticidad

respecto a ρ, es decir, respecto a la densidad. Esto aún es un problema

que se encuentra en abierto.

pivq En los trabajos de Messaudi & Tatar (véase [35, 36, 37]) se presenta una

serie de funcionales con la finalidad de probar el decaimiento exponencial
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de la enerǵıa, que precisaban de un segundo damping, esto también se

observa en [10, 11] entre otros. En trabajos posteriores como [2, 17] se

puede notar que basta el damping de la memoria para conseguir el decai-

miento exponencial de la enerǵıa y no un segundo damping, consiguiendo

una compatibilidad con el modelo f́ısico.

pvq Otro punto importante a destacar es la semicontinuidad de los atractores

respecto al exponente de la densidad, es decir el estudio de la convergen-

cia en un cierto sentido cuando ρ Ñ 0. La semicontinuidad superior fue

probada recientemente usando la técnica presentada en [24] debido a la

convergencia en el espacio de memoria. Aun la semicontinuidad inferior

es un problema en abierto.

pviq Respecto a la unicidad de las soluciones, recién fue probada formalmente

en el trabajo de Conti et al. [15] en el 2014, por más que, para esta fecha

ya hab́ıa una abundante bibliograf́ıa respecto a este problema, en cuales

hasta ese momento se hab́ıa estudiado el problema sin unicidad o con

presunta unicidad.

pviiq Respecto al tratamiento del problema con memoria, en este caso se optó

por usar el método de Dafermos, pero este no la única forma de abordar

el problema, incluso, hay en la literatura el abordaje de esta ecuación con

ρ “ 0 mediante el método del estado minimal, consiguiendo diferentes

propiedades sobre el núcleo de la memoria. Aun está en abierto el estudio

bajo este abordaje en la ecuación p1.1q.
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CAPÍTULO VII

Conclusiones

Como se analizó en la presente tesis, las ecuaciones de ondas viscoelásticas

bajo los efectos de una memoria infinita con densidad variable dependiente de

la velocidad de propagación de la onda generan una problemática reciente y de

gran interes matemático, tanto en el área de las ecuaciones hiperbólicas como

en el área de los sistemas dinámicos no lineales. Se espera que con este trabajo,

se genere una base de futuros proyectos en estos campos.
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[23] C. Giorgi, J. E. Muñoz Rivera, V. Pata, Global attractors for a semilinear

hyperbolic equation in viscoelasticity, J. Math. Anal. Appl. 260 (2001),

83–99.

[24] M. Grasselli, V. Pata, Uniform attractors of nonautonomous dynamical

systems with memory, in “Evolution Equations, Semigroups and Functio-

nal Analysis”(A. Lorenzi and B. Ruf, Eds.), pp.155–178, Progr. Nonlinear

Differential Equations Appl. no.50, Birkhäuser, Basel, 2002.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo
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