UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

)

UNIVERSID

¢
:
y

ATRACTORES GLOBALES PARA UNA CLASE DE
ECUACION VISCOELASTICA CON MEMORIA Y
DENSIDAD NO LINEAL

Tesis para optar el titulo profesional de Licenciado en Matematica

Paulo Nicanor Seminario Huertas

Callao, Marzo, 2019
PERU






Hoja de Referencia del Jurado y aprobacion

Tésis presentada a consideracion del cuerpo docente de la Facultad de Ciencias
Naturales y Matemaética de la Universidad Nacional del Callao, como parte de
los requisitos para obtener el titulo profesional de Licenciado en Matematica.

Acta

Tesis por

Presidente

Vocal

Secretaria

Suplente

Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey

Asesor



AGRADECIMIENTO

En primer lugar, quisiera agradecer a mi familia y familiares que siempre es-
tuvieron ahi para mi, en las buenas y en las malas brinddandome su apoyo a la
distancia o a la cercania. Mi esposa Ursula Flores, mis padres Mercedes Elena
Huertas Porras y Oswaldo Robles Rodriguez, mi hermana, mi abuelo, tios, etc.

gracias por todo.

En segundo lugar, quiero agradecer a mis amigos, que tuve la suerte de tener
y sé que puedo confiar en ellos ciegamente. Sotelo, Lito, Pelao, Perro flaco,
Karol, Javi, Omar, David, Elvis, Chull, Pablo, Cristian, Kenyn, Kako, entre

muchos otros mas. Gracias por ser la familia que siempre se necesita.

Quisiera agradecer también a todos los profesores de la FCNM que me brin-

daron todo el conocimiento necesario para poder conseguir cada logro.

A la FCNM en conjunto, todo el personal, toda la institucién, siempre me

hicieron sentir en casa. Muchas gracias por todo.

Y a todos los que me ayudaron de alguna u otra forma en mi formacion
académica, en mi dia a dia y siempre estuvieron ahi para mi. Muchas gra-

cias por todo.



INDICE

RESUMEN 3

ABSTRACT 4

CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION 5

1.1 Identificacion del problema . . . . . . .. .. .. ... ... .. 5)

1.2 Formulacién del problema . . . . . .. .. ... ... .. .... 7
1.2.1 Problema general . . . . .. ... ... ... ... ... 7

1.2.2  Problemas especificos . . . . . . ... ... 7

1.3 Objetivos de la investigacion . . . . . . . .. ... ... ... .. 7
1.3.1 Objetivos generales . . . . . . . .. ... ... ... ... 7

1.3.2 Objetivos especificos . . . . . . . ... ... ... .. .. 8

1.4 TImportancia y justificacién de la investigaciéon . . . . . . . . .. 8
CAPITULO II: MARCO TEORICO 11
2.1 Espacios de Sobolev. . . . . ... ... ... 11
2.2 Espacios de Bochner con peso . . . . . . .. ... ... ... .. 18
2.3 Sistemas dinamicos y atractores globales . . . . . ... ... .. 19
2.4 Problema de Cauchy (mild solutions) . . . ... ... ... ... 23
CAPITULO III: VARIABLES E HIPOTESIS 25
3.1 Variables de la investigaciéon . . . . .. ... ... L 25
3.2 Operacionalizacién de las variables . . . . . . . ... ... ... 25
3.3 Hipdtesis general e hipotesis especificas . . . . . .. .. ... .. 26



CAPITULO IV: METODOLOGIA 27

4.1 Tipo de investigacion . . . . . . . . . ... 27
4.2 Diseno de la investigacion . . . . . ... ..o oL 27
4.3 Poblacién y muestra . . . . . ... 27
4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos . . . . . . . .. 28
4.5 Procedimientos de recoleccion de datos . . . . . .. ..o L. 28
4.6 Procesamiento estadistico y andlisis de datos . . . . . . . . . .. 28
CAPITULO V: Resultados 29
5.1 Problema autéonomo . . . . .. ..o 29
5.1.1 Entorno funcional . . . . . .. ... ..o 0L 29
5.1.2  Problema con historia . . . . . ... ... 32

5.2 Buena colocacion . . . .. ... 35
5.2.1 Existencia de Soluciones Débiles . . . . . . .. . .. ... 38

5.2.2  Dependencia Continua y Unicidad de las soluciones débiles 51

5.3 Existencia de un atractor global . . . . . . ... ... ... ... 62
5.3.1 Estructura gradiente . . . . . . ... .. ... ... ... 65

5.3.2 Desigualdad de estabilizacion . . . . . . .. ... ... 66

5.3.3 Compacidade assintética . . . . . .. .. ... 80
CAPITULO VI: Discusiones y Recomendaciones 84
CAPITULO VII:Conclusiones 86
Bibliografia 87
ANEXOS 92
ANEXO 1: Matriz de consistencia . . . . . . . . .. ... ... .... 92
ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo . . . . . . . ... ... ... 93



RESUMEN
ATRACTORES GLOBALES PARA UNA CLASE DE ECUACION
VISCOELASTICA CON MEMORIA Y DENSIDAD NO LINEAL
Paulo Nicanor Seminario Huertas

Diciembre - 2018

Asesor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey

Titulo obtenido: Licenciado en Matemaética

En este trabajo se estudia una clase de ecuaciones de ondas de la forma

a0
|Oyu|” Oy — Adyu — aAu + f p(s)Au(t — s)ds + f(u) = h, (0.1)
0
definida en un dominio acotado de R3, con condicién de frontera de Dirichlet

y parametros a, p > 0.

Dichas ecuaciones modelan problemas de viscoelasticidad no lineal y han
sido estudiados por diversos autores a lo largo de los anos. Respecto a la
existencia, unicidad y dependencia continua en relaciéon con los datos iniciales

se seguird la metodologia presentada por Conti et al. [15].

Uno de los resultados importantes en la presente investigacién es la prueba
de la existencia de un atractor global para el sistema dinamico asociado al
problema, el cual serd caracterizado por las variedades inestables del conjunto
de puntos estacionarios de la ecuacién (0.1). Con este fin, se seguird los trabajos

de Conti et al. [17] y Araujo et al. [2].

Palabras Claves: Atractores globales, ecuaciones viscoelasticas, memoria,

densidad no lineal.



ABSTRACT
GLOBAL ATTRACTORS FOR A CLASS OF VISCOELASTIC
EQUATIONS WITH MEMORY AND NON-LINEAR DENSITY
Paulo Nicanor Seminario Huertas

Diciembre - 2018

Adviser: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey

Degree obtained: Licentiate in Mathematics

In this work we study a class of wave equations of the form

0¢]
|Oyu|” Oy — Adyu — aAu + J pu(s)Au(t — s)ds + f(u) = h,
0
defined in a bounded domain of R3, with Dirichlet boundary condition and

parameters «a, p > 0.

Such equations model problems from nonlinear viscoelasticity and have
been considered by several authors. Regarding the existence, uniqueness and
continuous dependence in relation to the initial data, follow the methodology

presented by Conti et al. [15].

One of the important results of the present study is the proof of the exis-
tence of a global attractor for the dynamic system associated to the problem,
which will be characterized by the unstable manifold of the set of stationary
points of the equation (0.1). To this end, we following the work of Conti et al.
[17] and Araujo et al. [2].

Key words: Global attractors, viscoelastic equations, memory, nonlinear den-

sity.



CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DE LA
INVESTIGACION
1.1. Identificacion del problema

Se dividira el trabajo principalmente en dos partes, una primera parte
que se centrara en la prueba de la buena colocacion —existencia, unicidad y
dependencia continua con relacién a los datos iniciales— de la ecuacién

0(Opu) Oy — Adyu — aAu + J p(s)Au(t — s)ds + f(u) = h, (1.1)
0

y una segunda parte donde se estudiara la dindmica de la misma, asi como la

prueba de la existencia de un atractor global.

Esta ecuacién estd definida sobre una regién acotada < R3 con frontera
02 suave y satisfaciendo las condiciones de Dirichlet, esto es u(z,t) = 0 para

T € 0f2.

Respecto a o(d:u), Conti et al. [17] proponen
o(0u) = po + p1|dwul?, p >0, (1.2)

con py > 0 una densidad inicial fija y p; € R un parametro lo suficientemente
pequeno. Estas hipotesis sobre la densidad del material son explicadas de ma-
nera natural por los aspectos fisicos del problema. Por simplicidad matemaética

asumiremos, sin pérdida de generalidad, que
o(0ru) = [Opul”, (1.3)

como se ven [17, 2, 8, 15, 16, 44, 45] entre otros.

Ademas, asumiremos las siguientes hipétesis:



(H1)

(H4)

La ecuacién (1.1) posee condiciones iniciales
U(.CE,O> = Uy, @tu(x,()) = Yo, u(x, _S) = ¢0(5)7 (14)

paratodox € Qy s e R*. Notar que ug,vg: 2 > Ry : QxRT — Rson
funciones dadas, donde 1y brinda informacién sobre la historia pasada

de w.

La funcién h € L*(Q) es independiente del factor temporal y representa

alguna fuerza externa al sistema.

La funcién f es localmente Lipschitz y satisface
[f(u) = f(0)] < cfu = o[(1+ [ul + [0]), f(0) =0, (1.5)

donde ¢ es una constante positiva y g € [0,4). Ademds, satisface la con-
dicién de disipacion
ll'minfM > —\p, (1.6)

|u|—00 u
donde A\; > 0 es el primer autovalor de —A. Por otro lado, si J?(u) =

§o f(y)dy, entonces asumiremos que
~ ﬁ 9
fwu— f(u) = —ou = my Vu € R, (1.7)
donde my es una constante que solo depende de fy 8 € (0, \;).
El ntcleo de la convolucién (o memoria) p es una funcién que satisface

pe CHRY) A LYRT), 0<pu(s) <o, u(s) <0, (1.8)

y que existen kg, k1 > 0, ko > 0 tales que

J w(s)ds = ko € (0, ), (1.9)
0
wi(s) < —kiu(s), VseR™, (1.10)
y Q0
J i (s)ds = ks, 0 <k < 0. (1.11)
0



Observaciéon I.1. Notemos que de (1.9)-(1.11) se cumple que kg > kok;.

Observaciéon 1.2. Para facilitar las operaciones matematicas, sin pérdida de
generalidad, se asumira que

a—ky=1. (1.12)

1.2. Formulacién del problema

1.2.1. Problema general

..Serd posible probar la existencia de un atractor global para el sistema dinami-
co definido por el semigrupo de soluciones de la ecuacién determinada ante-

riormente?.

1.2.2. Problemas especificos

1. ;La ecuacién planteada anteriormente estd bien colocada en el sentido

de Hadamard?.
2. (El semigrupo asociado a la ecuacion principal es disipativo?.

3. (Es posible descomponer el semigrupo asociado al problema presentado
en (1.1) en una parte uniformemente estable y otra parte compacta por

medio de una desigualdad de estabilizacién?.

1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivos generales

Probar la existencia de un atractor global para el semigrupo de soluciones

determinado por la ecuacion antes presentada.



1.3.2. Objetivos especificos

1. Probar la buena colocacién para la ecuacion presentada en (1.1).
2. Probar que el semigrupo de soluciones es disipativo.

3. Probar que el sistema dindmico referente a la ecuaciéon presentada en

(1.1) cumple una cierta desigualdad de estabilizacion.

1.4. Importancia y justificaciéon de la investi-
gacion

En el presente trabajo se estudiara la dindmica asintotica de una ecuacion de
ondas no lineal como en (1.1), definida en una regién acotada de R?, adicionado
de los datos iniciales y condiciones de frontera del tipo Dirichlet. Esta clase
de ecuaciones fue estudiada por primera por Cavalcanti et al. [8], asumiendo

0(0yu) = |Gyul?, como una version viscoeldstica del problema de vibraciones

Q(&tU)attU - A@ttu - AU = 0,

donde o(d;u) representa una forma no lineal de la densidad del material. En el
caso o(d;u) = 1, la ecuacién modela vibraciones de varillas finas conforme a lo
justificado en Love [32]. El carédcter viscoelastico de la primera ecuacién viene
dada por la integral de convolucién que modelo los efectos de la memoria del
material, (cf. [9, 11, 20, 40, 34, 33, 35, 36, 37, 23, 51] entre otros).

En Cavalcanti et al. [8], el problema presentado en esta tesis fue estudiado en

la forma

t
|Oyul?Opu — Adyu — alAu + J w(s)Au(t — s)ds = F, (1.13)
0

donde p € (0,2] y u(t) decayendo exponencialmente a cero cuando t — co. Los

autores probaron que la energia del sistema decae exponencialmente cuando se



acrecienta una disipacién fuerte F = Acd,u. A partir de dicho trabajo muchos
otros autores aportaron nuevas contribuciones para la ecuaciéon anterior, por
ejemplo, [2, 15, 18, 16, 17, 35, 36, 37| entre otros. De estos trabajos, se destaca
el de Messaoudi y Tatar [36] donde se prueba que el decaimiento exponencial
de la energia continua valido con F = 0, explorando solamente la disipacién
dada por la memoria.

Obsérvese que si o(dyu) = 1y Adyu fuera removida, entonces la ecuacién prin-
cipal del presente trabajo se reduce a la bien conocida ecuacion de onda visco
elastica. En esta direccién el problema fue estudiada por diferentes autores,
por ejemplo [39, 33, 10, 48, 11, 41] entre otros, ademés, si solo o(dyu) = 0 el
problema carece de un sentido fisico al no cumplir con las leyes conservativas
de la fisica, pero tedricamente representa un modelo altamente estudiado como
se menciond anteriormente.

Por otro lado, en los trabajos antes citados, la ecuacién (1.13) la unicidad
de las soluciones nunca fue tratada, debido a la aparente dificultad generada
por el término |0;u|’0yu. La primera prueba referente a la buena colocacion
del problema fue establecido recientemente en Araujo et al. [2], a través de la
restriccién p € (1,2) cuando la dimensién es 3. El resultado fue presentado en
un contexto mas general respecto al termino de memoria generalizada con un
retardo infinito, en este es preciso conocer la historia pasada del material, es
decir u(z,t) para t € (—o0,ty| donde el instante inicial esta dado por ¢t = t.
Conti et al. [15] probaron un nuevo resultado referente a la buena colocacién

del problema, para el caso

Q0
|6tu|”6ttu—A&ttu—v(—A)eﬁtu—aAu+f p(s)Au(t—s)ds+ f(u) = h, (1.14)
0

con p € [0,4] en un ambiente tridimensional y con f(u) ~ u®.
Cabe resaltar que Araujo et al. [2] también muestran la existencia de un atrac-
tor global para el sistema dindmico asociado al problema anterior con p € (1, 2)

cuando N = 3. Para esto se necesité adicionar una disipacién fuerte del tipo



Auy. Recientemente, Conti et al. [17] probaron la existencia de un atractor
global con regularidad optima para el problema (1.14) con p € [0,4).

Este tltimo resultado, junto con la bibliografia antes mencionada, sirve de
motivacion para el estudio de la dindmica y sobre todo de la existencia de un
atractor global usando unicamente la disipacion de la memoria.

Se espera por lo tanto contribuir en el desenvolvimiento de la teoria matematica
de las ecuaciones diferenciales no lineales y en la construccién de las bases
matematicas para el desarrollo de nuevas lineas de investigacién en el area de

los sistemas dindamicos no lineales.

10



CAPITULO II

MARCO TEORICO

En este capitulo se presenta algunos resultados sobre los espacios de Sobolev,
los espacios de Bochner con peso, los sistemas dinamicos y el problema de
Cauchy, los cuales nos brindaran una buena base tedrica para el desarrollo del

presente trabajo.

2.1. Espacios de Sobolev

Presentaremos a continuacién definiciones y teoremas relacionados a los espa-
cios de Sobolev. Para més informacién, el lector interesado puede consultar

1, 5).

Definicién I1.1. Sea 2 € R"™ un conjunto abierto. Se representara por L£F((2),
1 < p < 400, al espacio vectorial constituido por las funciones f : 2 — R

medibles, cuya potencia p, |f|? es Lebesgue integrable, esto es:
LP(Q) ={f:Q—R; f esmedible yL |f(z)Pdx < oo}
Se define en £P(2) a la relaciéon ~ dada por:
f~g<e f=g casisiempre en (2.

Notemos que ~ es una relacién de equivalencia. Asi, tiene sentido considerar
el cociente de LP(2) por ~. La coleccién de las clases de equivalencia obtenida

£P(Q) . .
por == forma un espacio vectorial, que denotaremos por:

en el cual definimos la norma

u| ey = (J ]u(:z:)]pda:) ’ ,donde u € L?(9).
Q

11



Definicién II.2. Una funcién medible u : 2 — R es llamada esencialmente
acotada, si existe C' > 0 tal que |u(x)| < C casi siempre (c.s.) en x € Q.
La coleccién de las clases de equivalencia de las funciones definidas en €2 por
la relacién ~ es esencialmente acotada es denotada por L*(Q2). Se Define la
norma en L*(2) por:

|ullop := sup ess|u(z)| = inf{C > 0;|u(z)| < C cs.enx e}
zeQ)

Es posible mostrar que LP(2) es un espacio de Banach para 1 < p < oo,
ademds, para el caso particular p = 2, L?(Q) es un espacio de Hilbert cuyo
producto interno es dado por:
{u, V)2 xr2(0) = J u(z)v(x)dx
Q

donde u y v pertenecen a L*(12).

Lema II.1. (Desigualdad de Young). Sea 1 < p,q < oo con % +Z% = 1.

Entonces,

/
a/p
ab < —+ —

-, Va,b>=0.
p p

Lema I1.2. (Desigualdad de Young con €). Sea 1 < p,q < o0 con % + é =1y

e > 0 cualquier. Entonces,

ab < ea? + C(e)bP, Ya,b =0,
donde C(€) = (ep)f%p”l. En el caso particular cuando p = q = 2, dicha
desigualdad se reduce a

1
ab < ea® + —b*, Va,b>=0.
4e

Teorema II.1. (Desigualdad de Holder). Sea u € LP(Q)) y v € LP' (), con

1<p<owyyp el exponente conjugado de p, esto es, % + :z% = 1. Entonces:

t
wellQ) j u(@)o(@)|dz < Jul o o]

12



Teorema I1.2. (Desigualdad de Holder Generalizada). Sea 1 < py,pa, ..., pn <

oo tal que pil + p% +...+ i = % < 1. Siu; e LPi(Q) parai =1,...,n, entonces:

u = 1_[uZ eL’(Q)
i=1

n
=1

|l zr ) < H i Lo (@)

Teorema I1.3. (Lema de Imersion). Sea @ < R, un conjunto abierto con

medida finita, p y q tales que 1 < p < q < 0. Entonces:
Li(Q) — LP(Q).

Definicion I1.3. Sea €2 un abierto de R", 1 < p < w0 y m € N. El Espacio de
Sobolev de orden m modelado sobre LP(£2), que denotaremos por W™P(§2), es
el espacio vectorial de las funciones en LP(€)) cuyas derivadas distribucionales

de orden « pertenecen a LP(f2), para todo multi-indice « con || < m. Es decir:
W™P(Q) = {ue LP(Q); D e LP(Q),V o multi-indice tal que |a| < m}.

Cuando 1 < p < o0. No es dificil mostrar que W™P(2) es un espacio normado

unido de la norma:

B =

[ulwmsiey = | 25 1Dl

|aj<m

Analogamente, W™ ®(Q2) es un espacio normado unido de la norma:

luwmeo@) = D 1D p=(0)-

|| <m

Teorema I1.4. Sea () un abierto de R™ y m e N.
» Los espacios W™P () son espacios de Banach para 1 < p < o0.
» Los espacios W™P(Q) son espacios reflexivos para 1 < p < 0.

» Los espacios W™P(Q) son espacios separables para 1 < p < 0.

13



» En el caso particular, cuando p = 2, W™%(Q) es un espacio de Hilbert

con el producto interno

<u, ’U>Wm,2(Q)><Wm,2(Q) = Z <D°‘u, Da’l}>L2(Q),

|| <m

Dicho espacio lo denotaremos por H™(S).

Definicion I1.4. Sea €2 un abierto de R™, 1 < p < o0 y m € N. Definimos el
espacio Wy""(Q) como:

Wy (@) =D

)

esto es, como la cerradura del espacio de las funciones de prueba respecto a la

norma W”?(Q2). En el caso p = 2, denotaremos H{"(2) := mHW(Q),

Definicién I1.5. Sea () un abierto de R", 1 < p < o0 y m € N. Definimos el

espacio dual de Wy"*(£2) como:
(W5 () = W= (@),

donde p e p’ son exponentes conjugados. En el caso p=2, denotaremos [ HF*(2)]" =:

H™(Q).

Teorema I1.5. (Inmersiones de Sobolev). Sea 2 € R™ un dominio y, para
1 < k < n, sea Qi la interseccion de €2 con el plano de dimension k en R™.
(Si k =n entonces Q, =) Sij =0 ym =1 son nimeros enteros dados y

si1<p<oo.
» PARTE I: Suponga que §2 cumple la condicion del cono.
e Caso A: Simp>nom=mnyp=1, entonces:
Witme(Q) < CL(Q).
Ademads, si 1 < k < n, entonces:
WIHTmP(Q) — WH(Q) para p < g < 0,
y, en particular,
WmP(Q) — LYQ) parap < q < .

14



o Caso B: Simp =n el <k <n, entonces:
WIHTP(Q) > W(Qy) parap < q < o,
y, en particular,

WmP(Q) — LYQ) parap < q < .

o Caso C: Simp<ny, obien,n—mp<k<nop=1yn—m<

k < n, entonces:

4 . k
WHm,p(g) — WH(Q,) parap < q < pr = P ’
n—mp
y, en particular,
m kp
WmP(Q) — LYQ) parap < q < pr = )
n—mp

» PARTE II: Suponga que () satisface la condicion fuerte local de Lipschitz.
Entonces el espacio Cé(Q) del caso A, puede ser sustituido por el espacio

menor C7(Q), y las inmersiones pueden ser reescritas como:
e Simp>mn>(m—1)p, entonces
WItme(Q) < C9(Q) para 0 < A < m — g
e Sin=(m—1)p, entonces
Witmr(Q) < CI(Q) para 0 < X < 1.
e Sin=m-—1ep=1, entonces
WItmp(Q) < CTH(Q).

Recordemos que C7(Q) representa el espacio de las funciones em

CI(Q) cuyas derivadas de orden \ son j-Holder continuas.

s PARTE 3: Todas las inmersiones de la parte A y B son vdlidas para 2 un
dominio arbitrario si los espacios de Sobolev envueltos en dichas partes,

son sustitutdos por sus correspondientes Wy-espacios.

15



Observacién II.1. En el caso de la inmersién H{(Q2) — L?(Q), la mejor
constante de dicha inmersién es dada por Aq, siendo Ay el primer autovalor del

operador —A. Esto es, si u € H}(Q), entonces

Mlulie ) < lulf )

con ,

A = o Vel
s el

Teorema I1.6. (Teorema de Rellich-Kondrachov). Sea € un dominio en R,

Qo un subdominio acotado de Q, y QF la interseccién de Qy con un plano

k-dimensional en R". Sea j =0 ym =1 enteros, y 1 < p < 0.

» PARTE I: Si Q) satisface la condicion del cono y mp < n, entonces siguen
las siguientes inmersiones compactas:

kp
n—mp

WHmP(Q) <5 WH(QG) sin=mp,1<k<nel<qg<o.

WItmp(Q) S WH(QE) si0<n—mp<k<nel<g<

» PARTE II: Si Q satisface la condicion del cono y mp > n, entonces

siguen las siguientes inmersiones compactas:
WP (Q) < C(S)
WAITme(Q) <5 WH(QF) i1 < q < 0.

» PARTE III: Si 2 satisface la condicion fuerte local de Lipschitz, entonces

siguen las siguientes inmersiones compactas:

WItmP(Q) < CT(QF)  simp > n.
j+m c A Ok . n
WITmP(Q) — CP Q) simp>n=(m—1py0<A<m——.
b

» PARTE 1V: Si Q es un dominio arbitrario en R", entonces siguen las
stguientes immersiones compactas:

kp

W™ (Q) <5 WH(QE) si0<n—mp<k<nyl<g< :
n—mp

WIT™P(Q) <5 CINOE) simp>n=(m—1py0<A<m— g
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Teorema I1.7. (Desigualdad de Poincaré). Sea Q2 < R™ un dominio acotado

y 1 < p < 0. Entonces eziste una constante C = C(p, |2]) > 0 tal que:
|ulr) < C|Vu|rr), ¥V ueWgP(Q).

Definiciéon 11.6. Sea X un espacio de Banach y 1 < p < o0. Denotaremos
por:

(L2, 75 X); | - |zrorix))
al espacio de Banach de las funciones vectoriales medibles u : (0,7) — X, tal

que ||u(t)|x pertenece a LP(0,7), unido de la norma

1
T »
ooy = ( | \u(tmdt) .

En el caso p = o0, denotaremos por (L*(0,7;X);| . ||z=(0,x)) al espacio de
Banach de las funciones vectoriales medibles u : (0,7) — X, tal que |Ju(t)|x

pertenece a L*(0,7), unido de la norma

[ul L= 7x) = sup essfu(t)]x.
te(0,7)

Una herramienta que va ser fuertemente usada en el presente trabajo sera el
Teorema de Compacidad de Simon [47], que es una extension del Teorema de

Aubin-Lions.

Teorema I1.8. (Teorema de Compacidade de Simon). Sean X, B,Y espacios

de Banach tales que X <> B < Y. Supongamos que:
» (uy,) es acotada en L*(0,7; X)
» (Qyuy) es acotada en L™(0,7;Y), r > 1.

Entonces, (uy,) es relativamente compacto en C(0,7; B).

Lema I1.3. (Desigualdad de Gronwall). Sea o = 0, € L'(a,b) y ¢ € L*(a,b)
tales que B >0y ¢ = 0. S

b
o(t) <a+ J B(s)p(s)ds, a <t <b,

entonces

o(t) < aele Bl g <t <D
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2.2. Espacios de Bochner con peso

En esta secciéon haremos una revision de los espacios de Bochner, que sera
fundamental para poder definir el espacio de historia que esta envuelto en
nuestra ecuacién. Para mayor detalle se remite al lector consultar [1, 50, 6, 22].
Sea X un espacio de Banach con norma | . |x y sea f una funcién definida en
el intervalo (a, b) en R (que puede ser finito) y tomando valores en X. Ademas,
sea v una medida en (a,b) dada por dv(s) = pu(s)ds donde u es continua y

positiva en (a,b).

Definicién I1.7. (Integral de Bochner). Si Ay, As, ..., Ay es una coleccién finita
de subconjuntos disjuntos de (a,b) teniendo cada uno medida v finita, y si
x1,T9,...,T es un conjunto de elementos de X, llamaremos a la funcién f

dada por
k

f(t) = ZXAimi’ a<t<b,

i=1

como funcion simple sobre (a,b) en X. Para este tipo de funciones simples
definimos la integral de f como

k k

Lbf(s)du(s) = N (A = E(J 1(5)ds)s,

i=1 i=1 YA
la cual independe de la eleccién de dicha particion.
Ahora, sea f una funcién arbitraria definida sobre (a,b) en X. Diremos que
f es (fuertemente) medible en (a,b), si existe una sucesion f; de funciones

simples con soporte en (a, b) tal que

lim 1£5(6) = F(B)lx s en (a,b).

Entonces, definimos la Integral de Bochner de f en (a,b) como

[ sty = im [ gopavte)

Jj—w
Anélogamente, como la integral de las funciones simples, la integral anterior

independe de la eleccién de la sucesién de funciones simples que aproximan f.
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Teorema I1.9. Una funcion f es Bochner integrable en (a,b) < si la funcion

[f(.)|x es integrable en (a,b).
Definicién I1.8. (Espacio Lf(a,b; X)).

= Si 1 <p <o, diremos que f e (L% (a,b; X); | . | L2(apx)) st

£l gy = ( f b |f<s>|§(du<s>)’l’ - (

= Sip = o, diremos que f € (L (a,b; X); | . HLZJ(a,b;X)) si

[ bu(s)\f(s)ﬂ&ds)’l’ <o

a

| flLe@px) = sup ess|f(s)|x < .
a<s<b

Teorema 11.10.
= El espacio LF(a,b; X) para 1 < p < o0 es de Banach.

= Si el espacio X es de Hilbert entonces el espacio L7 ((a,b); X) es de Hil-

bert, y el producto interno es dado por

b
(Us VD12 (a,b):X) x L2 ((,b):X) = J p(s)(u, vyx x xds

a

2.3. Sistemas dinamicos y atractores globales

En esta seccién haremos una revision sobre algunos topicos referentes a la teoria
de los sistemas dinamicos definidos por un semigrupo fuertemente continuo de
un espacio de Banach X. Se repasara los resultados presentados en [49, 26, 3],
y se harda un estudio més profundo de los trabajos de Chueshov y Lasiecka

13, 14].

Definicién I1.9. Una familia de operadores no necesariamente lineales S(t),-,

fuertemente continua en X, es llamado de Cy — semigrupo si:
» S(0) = I (Operador identidad de X).
» S(t+s)=5(t)S(s) para cada t,s = 0.
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» La aplicacién [0,00) x X 3 (t,2) —> S(t)(z) € X es continua para cada
x € X dado.
El par (X, S(t)) también es llamado sistema dindmico, definido por el semi-
grupo S(t).

Definicién I1.10. Sea (X, S(t)) un sistema dindmico y A un subconjunto de

X.

= Diremos que A es positivamente invariante por la acciéon del semigrupo

S(t), cuando S(t)A < A para todo t = 0.

» Diremos que A es invariante por la accién del semigrupo S(t), cuando

S(t)A = A para todo t = 0.

Definicién II.11. (Definicién de Atractor Global). Sea (X, S(t)) un sistema
dindmico. Diremos que un subconjunto A < X es un Atractor Global de

(X, S(t)) cuando:
= A es un conjunto cerrado y acotado,
» A es un conjunto invariante por S(t),

= A atrae cualquier subconjunto acotado de X por la accién del semigrupo

S(t), esto es, para todo acotado B < X,

lim disty(S(t)B, A) =0,

t—o0
donde disty (A, B) es la semi-distancia de Hausdorff entre los subconjun-

tos A, B < X y es dada por

disty (A, B) := supdx(z, B) = sup inf d(z, y).

€A reA YEB

Definicién I1.12. (Conjunto Absorbente). Sea (X, S(¢)) un sistema dindmico.
Un conjunto B < X es llamado de Conjunto Absorbente de (X, S(t)) si, para

cualquier subconjunto acotado B < X, existe 1o = 79(B) = 0 tal que
S(t)Bc B, Yt=m.
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Cuando un sistema dindmico (X, S(t)) posee un conjunto absorbente acotado,

diremos que (X, S(t)) es un sistema dindmico disipativo.

Definicién II.13. Dado un conjunto B < X, diremos que 9“(B) es una
variedad inestable de B, si es el conjunto de puntos z € X tal que contiene

todas las trayectorias completas {y(t)}«r satisfaziendo

y(0) =z, lim dx(y(t),B) =0.

t——00

Definicién I1.14. La funcién £ € C(X,R) es llamada de funcional de Lya-

punov si

(1) L(¢) — o0 siy solosi |(|x — oo;
(17) t — L(S(t)z) es no-creciente para todo z € X.

(1ii) Si L(S(t)z) = L(z) para todo t > 0, entonces z es un punto estacionario

para S(t).

Un sistema dinamico (X, S(t)) es llamado de sistema gradiente si posee un

funcional de Lyapunov.

Teorema I1.11. Todo sistema dinamico (X, S(t)) gradiente tal que el conjunto

de puntos estacionarios de S(t) sea acotado en X, es disipativo.

Definicién I1.15. (Compacidad Asintética). Un sistema dinamico (X, S(t))
es dicho Asintoticamente Compacto si existe un conjunto K < X compacto tal

que para cada conjunto acotado B < X,

lim disty (S(t)B, K) = 0.

t—00

Ahora presentaremos un resultado conocido sobre la existencia de atractores
globales que serd la piedra angular para la prueba de la existencia de un atrac-

tor global en nuestro trabajo, el lector interesado puede consultar [49, 38].
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Teorema I1.12. Sea (X, S(t)) un sistema dindmico. Entonces, diremos que
dicho sistema dindmico posee atractor global A si, y solamente si, es asintoti-
camente compacto y disipativo. Ademds, en caso afirmativo, si B denota la co-
leccion de todos los subconjuntos acotados no vacios de X, entonces el atractor

A viene dado por

A=Jw(B)

BeB
donde w(B) es el conjunto w-limite de B y es dado por

w(B) ={xe X : emisten sucesiones (t,)neny en R con t,, — o0

e (Tn)nen en B, tal que x = lim S(t,)z,}.

n—0oo
En particular, si el conjunto de puntos estacionario N de S(t) es acotado en
X, y el sistema (X, S(t)) es gradiente, entonces A esta caracterizado por las

variedades inestables M“(N).

El presente trabajo, debido a la densidad del material, la verificacion de la com-
pacidad asintotica puede ser bastante dificil. Por eso, introducimos el concep-
to de regularidad asintética, que serd usado junto a los resultados presentados
por Chueshov y Lasiecka [14], donde muestran que en un sistema disipativo los

conceptos de compacidad asintética y regularidad asintética son equivalente.

Definicién I1.16. (Regularidad Asintética). Un sistema dindmico (X, S(t))
es Asintdticamente Regular si para cualquier conjunto acotado y positivamente

. . . . X
invariante B < X, existe un conjunto compacto K < B~ tal que

lim disty (S(1) B, K) = 0.
—00

Teorema I1.13. (Chueshov y Lasiecka [14] 7.1.4 Proposition). Asumamos
que X es un espacio de Banach y (X,S(t)) un sistema dindmico disipativo.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» (X,S(t)) es asintdticamente compacto.
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» (X, S(t)) es asintoticamente regular.

Teorema I1.14. (Chueshov y Lasiecka [14] 7.1.11 Proposition) Sea (X, S(t))
un sistema dindmico. Supongamos que para algun conjunto acotado positiva-

mente invariante B < X y para algin € > 0, exista T = T (e, B) tal que
|S(T)z! = S(T)2%|x < e+ ¢r(z',2%), V2! 2%€ B,
donde ¢ : B x B — R satisface

lim inf lim inf ¢7 (2", 2™) = 0. (2.1)

n—ao0 m—00

para alguna sucesion (2") en B. Entonces, (X,S(t)) es un sistema dindmico

asintoticamente reqular.

2.4. Problema de Cauchy (mild solutions)

En esta seccién haremos una revision sobre el problema de Cauchy y las mild
solutions en el sentido de A. Pazy [43].
Consideremos el problema de valor inicial no-homogéneo

du(t)
— = Au(t) + (), 1>0 (2.2)

u(0) ==z

con f:[0,7) — X, donde A es un generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
Y(t), tal que la correspondiente ecuacién homogénea tiene una solucién tnica

para cada valor x € dom(A).

Definicién I1.17. La funcién w : [0,7] — X es una solucion cldsica de (2.2)
en [0, 7), si u es continua en [0, 7), continuamente diferenciable en (0, 7), u(t) €

dom(A) para todo t € (0,7) y (2.2) se cumple en [0, 7).

Teorema I1.15. Si f € L*(0,7; X), entonces para cada x € X el problema de

valor inicial (2.2), tiene como mdximo una solucidn (cldsica) que es dada por

t

u(t) = Sty + J S(t — s) f(s)ds.

0
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Definicién I1.18. Sea A un generador infinitesimal de un Cy-semigrupo ().
Size Xy feL'0,7;X), entonces la funcién u € C([0,7]; X) es dada por

t

ul(t) — E(t)x—kj S(t — ) f(s)ds, te0,7]. (2.3)
0

Dicha funcién u es llamada solucidn débil (mild solution) de (2.2) en [0, T].
Observacion 1I.2.

s No toda solucién débil es solucién clasica.

» Esclaro quesi f € L'(0,7; X), el problema (2.2) tiene una tinica solucién

débil.
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3.1.

CAPITULO III

VARIABLES E HIPOTESIS

Variables de la investigacion

Nuestras variables a estudiar estaran dadas por

A = Semigrupo de soluciones para la ecuacién dada en (1.1).

B = Atractor global para el semigrupo asociado a la ecuacién dada en (1.1).

3.2. Operacionalizacién de las variables
Variables Definicién Dimensiones Indicadores
A partir de la bue- | (i) S(0) =1 (1) Existencia de
A na colocacién de la | (i1) S(t + s) = | soluciones.

ecuacion presenta-
da en (1.1), se de-
fine el semigrupo
de soluciones a par-
tir de la Definicion
I1.9 presentada en

la seccién 2.3.

S(t)S(s) para cada
t,s = 0.

(i) La
cién [0,0) x X 3

(t, ) — S(t)(x) €

aplica-

X es continua para

cada x € X dado.

(71) Dependencia
continlia respec-
to a los datos ini-
ciales.

(i74) Unicidad de

soluciones.
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A partir de la va- | (i) Existenciadeun | (i) A genera un
riable A, se define | conjunto absorben- | sistema dinami-
B por la Definicién | te. co disipativo.

I1.11 presentada en | (ii) Desigualdad de | (i) A es
la seccién 2.3. estabilizacion. asintéticamente

compacto.

3.3. Hipotesis general e hipdtesis especificas

Hipébtesis general

Existe un atractor global para el sistema dindmico generado por la ecuacién

presentada en (1.1).

Hipodtesis especificas

1. La ecuacién presentada en (1.1) estd bien colocada en el sentido de Ha-

damard.

2. El semigrupo de soluciones de la ecuacién presentada en (1.1) es disipa-

tivo.

3. El semigrupo de soluciones de la ecuacién presentada en (1.1) satisface

una desigualdad de estabilizacion.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA
4.1. Tipo de investigacion

Como explican Sanchez y Reyes [46], se llamara Investigacion bdsica, pura
o fundamental a aquel tipo de investigacién que se orienta a la busqueda de
nuevos conocimientos sin, necesariamente, tener objetivos précticos especificos.
Este tipo de investigacion busca el progreso cientifico acrecentando conocimien-
tos comunmente tedricos. Asi, dada la naturaleza de la presente investigacion,
es del tipo basico y dada su finalidad es sustantiva. La metodologia a ser usada
es de tipo inductivo deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en

cada demostracidn.

4.2. Diseno de la investigacion

El presente trabajo de investigacion presentard la siguiente estructura:

Primero se explicara el tratamiento previo a la ecuacién sustentada en la bi-
bliografia usando el método de Dafermos, por lo cual se dividira en: Entorno
funcional, Problema con historia. Luego se expondra los diferentes resultados
referentes a la buena colocacion del problema, lo dividiremos en: Existencia de
soluciones débiles, Dependencia continua y unicidad de las soluciones débiles.
Por 1ultimo, se probara la existencia del atractor global, la cual se dividira en:

Semigrupo gradiente, Desigualdad de estabilizacién, Compacidad asintética.

4.3. Poblacién y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudiar.
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4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de
datos

Para la realizacion de este trabajo de tesis se revisé bibliografia especializada
y recopilacién de informacion obtenida via internet relacionada al tema de

interés.

4.5. Procedimientos de recoleccion de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité procedimientos de
recoleccién de datos més que la revision de bibliografia (libros, paginas web,

paper, etc.)

4.6. Procesamiento estadistico y analisis de da-
tos

No aplica al presente trabajo.
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CAPITULO V

Resultados
5.1. Problema autonomo

Debido a la presencia de la memoria en (1.1) es claro que el problema es
no-autéonomo, lo que impide el trabajo con semigrupo, puesto que se tendria
que contar un tiempo inicial y proceder a partir de la teoria de los procesos
dindmicos, sin embargo, Siguiendo el método de Dafermos [20], al igual que
en [2, 15, 16, 17] entre otros, se reescribird (1.1) en funcién a una variable
que guarde la informacion de la historia pasada del material, siendo una so-
lucién débil de (1.1) ahora un terna de funcionales. A seguir mostraremos la

metodologia antes mencionada.

5.1.1. Entorno funcional

Con el fin de probar la buena colocacién del problema a partir del método
de Dafermos [20], es preciso construir un espacio donde habiten las soluciones
débiles del problema (1.1). Dado que el problema contiene una convolucién
referente a la historia del material, se tendra que definir una nueva variable
que estara dentro de un espacio de Bochner con peso que se presentara en esta

seccion.

Observacion V.1. Para facilitar las cuentas a lo largo del trabajo, usaremos

ciertas notaciones que explicaremos a continuacion:

= Dado que nuestro problema envuelve al operador Laplaciano, denotare-

mos por

A= —-A.

Ademas,
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dom(A) = H*(Q) n HA(Q) <5 LA(Q).

= Se denotard a la norma en el espacio L?(2), para todo p € [1, 0] como:

lullp == lullr), ¥V we LP().

Ademss, se denotard el producto interno em L?*(2) como

(u,v) := {u, V) r2@)xr2), VU,V E L*(Q)

= Dadas las observaciones anteriores notemos que podemos denotar a la

norma en el espacio Hj(€) como

IVuls == [ulmy)y, ¥ ue Hy(Q),

y al producto interno respectivo como

<u7 U>1 = <u7 U>H§(Q)><H&(Q) = (Vu> VU) = (Au7 U) ) v u,v € Hé (Q)

» La dualidad entre H=1(Q) y Hj(f2) serd denotada por

<f, U> = <f, u>H—1(Q)><H&(Q)7 Y f S Hil(Q), ue H&(Q)

Definicién V.1. Dada la hipétesis (1.8), definimos la medida v en (R*, Bg+)

CcOomo

Definicién V.2. (Espacio de Historia). Dado v como en la definicién anterior,

definimos el espacio de Bochner con peso

M = [2(R*; H () (5.1)

30



llamado espacio de historia. Dado que H}() es un espacio de Hilbert, el espacio

M unido al producto interno y norma

o]

M, Em = J pu(s)n(s), E(s)uds,  nlig = LOO w(s)|Villzds, ¥n,& e M

0

es un espacio de Hilbert.

Ahora, como ya se mencion6 anteriormente, seguiremos el enfoque de Dafermos

[20], para esto es preciso definir el siguiente semigrupo traslacién a derecha

Definicién V.3. Definimos el semigrupo ¥(¢) en M dado por

0 se 0<s<t
[E(t)n](s) = (5.2)
nis—t) se s>t
Dicho semigrupo sera llamado Semigrupo Traslacion a Derecha.

Es claro observar que dicho semigrupo cumple con las siguientes propiedades:

» El semigrupo 3(t) es un Cy-semigrupo de operadores lineales.

» El generador infinitesimal del semigrupo ¥(¢) es dado por el operador

lineal 7" : dom(T) — M donde

Tn=-n', dom(T)={neM : n e M,n0)=0} (5.3)

Teorema V.1. Dado el semigrupo anterior ¥(t), con el generador infinitesi-

mal T', se cumple que

(Tn,mm <0, Vnedom(T). (5.4)
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Demostracion. Sea n € dom(T), entonces se tiene que

f ()= mads
o[k
[ g
2)d3] dx

(T, mam = <{=1",m)m

[ w06 s | o
[ o ads| o~ [ [u1vae) 2 do
[ wn s
ahora por (1.8) se tendrd que /' < 0, entonces

Tnmm <0 (5.5)

5.1.2. Problema con historia

Siguiendo con el enfoque en el marco de la historia para (1.1), se transfor-
mard (1.1) por medio de un dislocamiento que generard una nueva variable (cf.

[20, 23, 41, 2, 15, 16, 17] entre otros).

Definicién V.4. Sea € un dominio limitado de R3, con frontera 02 suave.

Sea 7 el Dislocamiento Relativo de la Historia del Sistema, el cual es dado por
n=n'(25) = u(w ) —u(z,t— ), (,5)€ QxR 20, (5.6)

La pregunta es, jpor qué la necesidad de definir dicho dislocamiento? La ne-
cesidad es escribir de una mejor manera el término de la convolucién para
evitar la no-autonomia respecto al tiempo. Pues notemos que si derivamos

dicho dislocamiento formalmente con relaciéon a t y s obtenemos
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ni(x,s) = —n'(x,8) +u(z,t), (v,8)e QxR t=0, (5.7)

asi el término original de la meoria es reescrito como
Q0 0 0
f w(s)Au(t — s)ds = (J ,u(s)ds) Au — f w(s)Ant(s)ds.
0 0 0

Ahora reescribiendo la ecuacién (1.1) con este cambio, quedarda como

1Ovul? Bugtt — Ad — (a - J ) u(s)ds) Au— f " (s) A ()ds + F(u) = h,

0 0
ademds, por la observacién (1.12) y teniendo en cuenta que A = —A, se tiene

que finalmente la ecuacién (1.1) se escribe como

0

|ue|Puge + Augy + Au + J w(s)An'(s)ds + f(u) = h (5.8)
0

Observacién V.2. Notemos que cambiamos de notacién para la derivada de
u respecto de t, esto es solo para no sobrecargar las notaciones a lo largo del

trabajo. Ademds, omitimos también el par de variables (x,t) € Q x [0, 00).

Asi, para terminar de reescribir (1.1) en términos de este dislocamiento, se

define la siguiente condicién inicial para 7.

Definicién V.5. Sea ¢g : @ x RT — R como en la hip6tesis (H1) . Definimos

la condicién inicial (t = 0) para n como
n°(z,s) == up(x,0) — u(z, —s) = up(x,0) — ¢o(x,8), (x,5) € xR,

Ahora, jen qué espacio se encuentra dicho dislocamiento relativo? Es aqui
donde entra el espacio de historia M, para observar mejor esto se estudiara
mas de cerca la funcién 7.

Notemos que en realidad la funcién n trabaja de la siguiente manera

n:[0,00) x Qx R* - R
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tal que
U(tast’) = T]t(.T,S) = U(]}7t) - U(l’7t - S)'

Notemos que si fijamos ¢ € [0, 00) claramente tenemos
' is > n'(s) € Hy(Q),
Ademas, como se vé en la ecuacién (5.8) se obtendrd términos del tipo

0
| o)t syas,
0
Por lo que se precisa de un espacio donde se tenga control en las expresiones
anteriores. Para esto, fijando ¢t € [0, 0), se tiene que 7' pertenece al espacio

de historia M como en (5.1). Notemos que esta es la motivacion de definir el

espacio de historia como (5.1).

Consecuentemente, el sistema correspondiente a la ecuacién no-auténoma (1.1)

se escribird como el sistema auténomo:

o0
|ug|Puy + Augy + Au + f w(s)An'(s)ds + f(u) =h, em QxR"  (5.9)
0
ni(s) = —nt(s) + u;, em RY x Q x RY, (5.10)

con condiciones de frontera
u=0 sobre dQ x R, n =0 sobre R x 0Q x R* (5.11)

y datos iniciales
u(r,0) = up(z), us(w,0) =vo(x), n'(x,0) =0, no(:v,s) =no(x,s), (5.12)

donde
no(z,s) = ug(x,0) — d(x,s), (r,s)eQ xR,

Observacién V.3. Notemos que teniendo en cuenta la ecuacién (5.10), no-

tamos que 1, € M, ademds se tiene que 7'(0) = 0 para cada z € Q. Asi, por
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el resultado (5.3) se obtiene que n' € dom(T'). Por lo tanto (5.10) también se

puede escribir en términos de 1" como:

ni(s) = Tn'(s) + us, em RT x Q x R, (5.13)

Asi, en lugar de trabajar sobre la ecuacién (1.1), se trabajaré sobre el sistema

auténomo (5.9)-(5.10).

5.2. Buena colocacion

En esta seccion mostraremos uno de los resultados principales del presente
trabajo, la buena colocacion del problema, es decir, la existencia, unicidad y
dependencia continua con los datos iniciales de las soluciones débiles para el
sistema (5.9)-(5.10).

Comenzaremos definiendo lo que es una solucién débil para el sistema (5.9)-
(5.10), y probaremos la existencia de dichas soluciones usando el método de
Faedo-Galerkin (cf. [2, 15]). Para dicha prueba se estudiard los resultados pre-
sentados por Cavalcanti et al. [§8], Han y Wang [28, 29|, Pata y Zucchi [41]
y haremos un estudio més detallado de Conti et al. [15] y Araujo et al. [2]
para la prueba de la unicidad y dependéncia continua con relacién a los datos
iniciales.

Comenzaremos definiendo el espacio de fase para las soluciones débiles respecto

al sistema (5.9)-(5.10).

Definicién V.6. (Espacio de Fase). Sea M como en (5.1). Definimos el Espago
de Fase H como

H = H}(Q) x H}(Q) x M,

el cual es un espacio normado, con la norma dada por:

1 1 1
[, v, m)ly = 5IVulz + 5IVols + Slnlhe ¥(wv,m) e H.
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Ahora ya tenemos todas las herramientas para definir el una solucién débil

para el sistema (5.9)-(5.10).

Definicién V.7. Sea 7 > 0 fijo, pero arbitrario. Dado el sistema (5.9)-(5.10),
con condiciones de frontera (5.11) y datos iniciales (5.12). Si dichos datos
iniciales (ug,vo,m0) € H y h € L*(2), entonces diremos que la funcién z =
(u,us,m) € C([0,7],H) es una Solucion Débil de (5.9)-(5.10) si satisface la

condicién inicial z(0) = (ug, vo,M0) ¥

(JugPuge, o) + Cuge, o1 + (u, o)1 + LOO u(s)(n'(s), ords + (f(u), o) = (h, @),
(5.14)

<T]zlfE + 77; £>M = <ut(t)7 £>M7 (515)

para todo p € Hj(Q), £ € M, e t € [0, 7] casi siempre.

Observacion V.4. Una pregunta obvia es, jqué sentido tienen las expresiones
{ug(E)|Pu(t), oy e {f(u(t)),e) en la ecuacién (5.14)7. Para responder esto

analizaremos ambos casos.

» Para el caso {(Ju;(t)[Pug(t), p). Debido a que w,u; € C([0,7], HI(Q)) e
€ [0,4), se tendrd que

Jwe|Puy € (0, 73 L5+ (Q))

pues,

(+2)( +1)
f () “ P b = Jug(£)]72 < O V(D)5 < o0,

donde C es la constante producto de la inmersién Hg(Q2) — LP72(Q) la

cual es vélida dado que p + 2 < 6 = 2*.
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Ademas si |Vu|s < R para algin R > 0, se tiene que |u;|Pu; es unifor-

+2
memente acotada en L%(Q) con respecto de t, pues

)(p+1) 4
f J |Ut P+i+/13+ drdt = f ”ut Hzigdt < Cp-i-QJ Hvut(t>Hg+2dt < TRP+2OP+2,

Asi, es valida la siguiente igualdad en el sentido de las distribuciones:
Cue(®)Puee(t), o(8)) @y i@y = == (ue®)"ue(t), ¢et)) vy <o)

= p+1J’Ut )[Pue(t) e (t)dee

VYo € D([0,7],9) e para quase todo t € [0,7], dado que L%(Q) —

L} (Q) — D'(Q) y de la caracterizacién de las distribuciones que perte-

)Hé(ﬂ)

necen a L; (). Ahora, como D({) = H; (), por un pasaje al limite

y por la continuidad podemos generalizar dicha igualdad para todo ¢(t) €
HI(Q), ademés como L5+t (Q) <> H-1(Q) pues Lr+1 (Q) = (LP+2(Q)) la
expresion {[u(t)|Puw (t), ¢(t)) se puede ver como {|ug(t)[Pur(t), (t)) g1 (@)x 11 ()
para todo o(t) € H}(Q) y para casi todo t € [0, 7]. Entonces tendremos

que

R P 8), 2O @y

- Mﬂjm\m ety

Para el caso {f(u(t)), ), procederemos practicamente igual al caso an-

q+2
terior. Notemos que f(u(t)) € La+1(Q2), para casi todo t € [0, 7], pues:
[ i < [ eula + o
Q Q

< o lf |u\%dx —i—f ]u|Q+2dx]
Q

9-+2 a+2  q+2

—ﬂmwwm+@wmwﬁ
q+1

N

Cvl Z +2 CQ Z%Q
= a+1 ~f q+2
(F)" v (5) " 1wy
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donde se usé (1.5) en la primera desigualdad y las constantes C} y CJ% de-
penden de ¢, ¢ y las inmersiones H} () — L%(Q) y H} () — LI2(Q)

respectivamente, dado que ¢ € [0,4). Notemos ademés que

F(u (f fu d) < CHVulo+ CAVUls™ < Cf|Vula(14|Vulg),
(5.16)
donde Cy = méx{C},C}} > 0.

Observacion V.5. Notemos que si (u, ug, n7) es solucién débil del sistema (5.9)-
(5.10) tendremos que n € C([0,7], M) y u; € L*(0,7; M). Entonces se puede
decir que 1 es una mild solution para (5.10), o més claramente, de su forma
equivalente (5.13), esto es para

dn

dt _T?7+Ut

770 =To-

Ahora, como 7y € M, por la definicién de mild solution, tendremos que

t

n' = %(t)no + f Y(t — y)ui(y)dy,

0

esto implica (por (5.2)) que la representacion explicita para 7 estard dada por

: u(t) —u(t —s) se 0<s<t
n'(s) =

no(s —t) +u(t) —ug se s>t
Notemos que esta tultima expresion es compatible con la construccion del dis-

locamiento 7'.

Dado que se tiene definido la idea de solucién débil para el sistema (5.9)-(5.10),

se comenzara a probar la existencia de dichas soluciones.

5.2.1. Existencia de Soluciones Débiles

Como se explicé al comienzo de la seccién, probaremos la existencia de solucio-
nes débiles usando el método de Faedo-Galerkin. Comenzaremos enunciando

el teorema principal de la seccion.
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Teorema V.2. (Existencia de Soluciones Débiles).

Dado el sistema (5.9)-(5.10), con condiciones de frontera (5.11) y datos ini-
ciales (5.12). Supdngase cierta las hipdtesis (H1) - (H4) . Si los datos
iniciales (ug,vo,m0) € H y h € L*(Q), entonces el sistema (5.9)-(5.10) posee

una solucion débil
(u,ug,m) € C([0,7],H), Y7 >0, (5.17)
satisfaciendo
ue LR Hy (), wu,e LR, Hy(Q)),
uy € L*([0,7], Hy(Q)), ne L”[R", M).

Para poder probar el teorema (V.2) comenzaremos dando ciertas herramientas
que van a ayudar a aplicar el método de Faedo-Galerkin. Para mayor detalle
se remite al lector revisar los trabajos de Conti et al. [15], Araujo et al. [2],

Cavalcanti et al. [8], Han y Wang [28, 29] y Pata y Zucchi [41].

Como sabemos el método de Faedo-Galerkin consiste en tener una base de
auto-funciones buenas para modelar el problema aproximado referente a la

ecuacion y poder trabajar sobre dicha aproximacion. Comenzaremos definiendo

dicha base.

Sea {w;}72, una base de auto-funciones de —Au = Au en €2, con condiciones de
frontera de Dirichlet. Entonces, dicha base es ortonormal en L?*(§2) y ortogonal

en H}(Q2). Ademés cumple que:

—ij' = /\jo, z e
wj =0, x € 0f)
donde \; >0, Vje Ny \; # \; para ¢ # j.

Observacion V.6. Notemos de dicha base de auto-funciones existe, pues

podemos ver qué —A = A, donde A : dom(A) < L*(Q) — HLQ) con
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H}(Q) <5 L2(), y observando el producto interno en H¢(£2) como una forma
bilineal, continua, cumpliendo que (Au,v) = {(u,v) se tiene que A es cerra-
do, no acotado, positivo definido, autoadjunto y es un isomorfismo (cf. [49,

Chapter 2.]). Asi, de la teorfa espectral, existe la base {w;}7;.
En el caso de M se tiene el siguiente resultado.

Lema V.1. Euziste una base {(;}52, ortonormal para M = L2(R*; Hy(S2)) con
¢j e CP(RT; HY(R)), para todo j € N.

Demostracion. Sea {h;}%2, una base ortonormal de L2 (R*)nCg*(R*) y {@;}7,

tal que
- Wi
w; = ,
TVl

Definiendo ¢; = h,wy € (; = Iy, obtenemos que:

VjeN.

Gir Gom = LOO 1i(s) <L VQVdeI) ds
= JOO 11(8)hp(8) B () < L Vkawndx) ds

0

= 5pm5kn

= 51]7

Asi, {¢;}52, es una base ortonormal para M con ¢; € CF¥(R*; Hg(2)), Vj €
N. |

Dado que ya se tiene definidas las respectivas bases ortonormales para H}(Q2), L?(Q)

y M, podemos comenzar a probar el Teorema V.2.

Demostracion. (Teorema V.2). La prueba serd efectuada en cinco etapas: co-
menzaremos definiendo el Problema Aprozimado para el sistema (5.9)-(5.10).
Luego haremos tres tipos diferentes de estimativas a partir de dicho problema
aproximado y finalmente procederemos a explicar em que sentido se aplicara

el limite en el problema.
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Problema Aproximado

Para cada m € N, consideremos los subespacios generados
Span{wi, ...,wm} < Hy(Q) e Span{(i,...,Cm} = M.

Para los datos iniciales (ug, vo, 10) € H, buscaremos las soluciones aproximadas
m m
= Z Ay (t)wj S 77t7m = Z bmj (t)CJ (S)
j=1 J=1

tales que

0

<UI”I”U?&wj>+<UQ7wj>1+<um7wj>1+J ()" (s), winds+(f (u™), w;) = (h,wj) |

0

(5.18)
™ Gom = =™, Gom + (1), G, (5.19)
para j € [1,m], con condiciones iniciales
u™(0) = ug', w(0) = v, T =g, (5.20)
donde uy', vy, ng* son escogidos de forma que
upt — ug en Hy(Q), v —vg en HY(Q), ny" — no en M. (5.21)

Asi, el sistema (5.18)-(5.19) con condiciones iniciales (5.20) es un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias en ¢. Tal sistema posee existencia local via
Teorema de Carathéodory (cf. Han y Wang [28, 29]). Ahora, realizaremos cier-
tas estimativas a priori que mostraran que las soluciones locales (u™, u}™, n>™)

pueden ser extendidas al intervalo [0, o).

Primera Estimativa

Dado que:
= Z a;nj (t)w; Z
=1 j=1

Entonces, multiplicamos por a;,;(t) a la ecuacién (5.18) y por b,;(t) a la ecua-
cién (5.19), tomando la sumatoria en ambas ecuaciones desde 1 hasta m, ob-

tenemos
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(ug"|Pugf, >+<U§?,UQ">1+<um,uT>1+Lw p(s) ™ (s), uf ds+{f (u™), u") = (hyuf),
(5.22)

™ o = =™+ (), 0 (5.23)

Definicién V.8. Definimos el funcional

£(1) 1= S IVu(t)l3 + 5IVu + 3l = 1), wee), ), (520

el cual serd llamado como Energia Auziliar do Sistema (5.22)-(5.23).
En particular, teniendo en cuenta el problema aproximado anterior, denotare-

mos por

E(t) = SIVumO)ls + SIVe (O)ls + Sl 3 = 1™ (@), (1), ") a1

Definicién V.9. Definimos el funcional

E(t)zpizut( R J Flu(t))dz — J hu(t)de,  (5.25)
es decir,
1 p+2
Bt) = sl 5 Vw5 Va0l 5 ot | Flu®)do— | naya,

Dicho funcional serd llamado como Energia del Sistema (5.22)-(5.23).
En particular, teniendo en cuenta el problema aproximado anterior, denotare-

mos por

1
E™(t) = —— |Vl ()]e2 + e J Flum () dz — J b (8)da
p+2 Q
el cual llamaremos por Energia Aprozimada para el sistema (5.22)-(5.23).

Ahora notemos que

@ = QP ),
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LI (1)1 = (1) ),

2dNV O3 = gy (1), u (),

1d
2 dt

J‘f B)dz = (f (™ (1)), (1),

— ™3 = ™ 0

G |, e = (o),

asi, se obtiene que

d
dt

Esto tltimo es por la desigualdad (5.4).

Ahora, integrando de 0 a t la desigualdad anterior, obtenemos
E™(t) < E™(0),

la cual comparando con los datos iniciales, se escribe como

E™(0) =

p+2

— E™(t) = =™ 0" = (T ™ < 0.

(5.26)

(5.27)

[ (0)]22 + £7(0) ff dx—ﬁjmmmm%

de donde observamos que, si |(ug,v0,70)[3, < R entonces existen funciones

Q; : RT — R™ crecientes e independientes del tiempo, parai =1, ...,

- £7(0) < Qu(R),
o L )57 < Qu(R),

« §, F(um(0))dz < Qs(R),

§o hu™(0)dz < Q4(R).

4 tal que

Asi, podemos decir que si | (ug, vo, m0) |3, < R, existe una funcién @ : RT — R

creciente e independiente del tiempo, tal que

E™(0) < Q(R)
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Observacién V.7. Notemos que Qy(R), no solo depende de los datos iniciales,
también depende de |h|,my, B, p, ¢, ||, \1 y algunas constantes de inmersién
antes mencionadas.

Ahora encontremos alguna relacién entre E™(t) y E™(0).

2
Notemos que como p+2 Jui*(£)]575 = 0 tenemos

E™(t J Fum™(t))dx — L hu™ (t)dz

ademas, usando la desigualdad de Young generalizada, se tiene que

1 1
- || rum e = L nlg - 19
Q 1

asi, obtenemos que
m m A 1 2
(0> 5670 + | fum@)de - 5103
1
(1.

Notemos ahora que por la hipédtesis (1.6), dado € > 0 (pequeno) existe R > 0

tal que

M>—)\1+€ se lyl > R
)

luego, sea A = A\ — € > 0 para € lo suficientemente pequeno, entonces, existe
C > 0 tal que

fly) = =2y = C,
notemos que esta C' viene de los datos referentes a 0 < |y| < R. Integrando de

0 a u respecto a y, tendremos que

Flu) = —%uQ — Cu,

ahora integrando sobre €2 se tendra que

| Fuda > =3t - Claly

entonces, dada la inmersién L?(2) < L!(2), existird una constante A > 0 que

depende de \ y la constante de inmersion, tal que

L Flu)de > —Xul,
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finalmente, dada a inmersién H} () — L*(Q), tendremos que

~ A 2\
f Fluyde = =2 vul2 = —2&). (5.29)
Q )\1 )\1

Asi, tomando € > 0 muy pequeno, existird una constante fija v > 0 tal que
m m 1 2
E™(1) > vE™(t) = 1-hl3

0 sea,

gny < 220+ G (5.30)

v
donde Cj, = 3-[|h[3.
Con esto, y por (5.27)-(5.28), si | (uo, vo,m0)[3, < R, existe una funcién Q :

R* — R* creciente e independiente del tiempo, tal que

Con la estimativa anterior concluimos que

u™(t) es acotado en L*(R™; Hy(9)),
u"(t) es acotado en L*(R™; Hj(Q)),
n"™ es acotado en L*(R*; M).

lo que implica que

u™ Xy en LP(RT; HY (),
u™ 2wy en LP(RT; HY(Q)),
no,m R 77. en LOO<]R+,M)

Observacion V.8. La expresion n*™ denota a la funciéon n*™ : Rt — M
tal que n*™(t) = n>™. Andlogo para 1°®. Esta notacién se usard a lo largo del

trabajo cada vez que se precise.
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Segunda Estimativa

En esta seccién se quiere estimar principalmente S(t) IVui(s)|3ds para t € [0, 7]
con 7 > 0 fijo.
Comenzaremos multiplicando a la ecuacién (5.18) por ay,; y sumando en rela-
cién a j, de 1 hasta m, asi obtenemos
@

(Jui P uit )+ Vg 5 = —<Um>U?Z>1—L p(s)n"" (), ug yrds—(f (u™), uig )+ (hy ugf)
dado que {|u}*|Puy}, uj}) = 0, tendremos que

0

IV < ™,y f ()™ () ads — CF™) > + (b))

Notemos que para estimar |[Vul?|3, basta estimar cada término del lado dere-

cho de la igualdad anterior.
» Estimando {(u™, u}} )

W™ uign < [ V™o V]

= Estimando § p(s){(n"™(s), ufy )1 ds.

0

[ st amnas = [ o) | [ wimovagas as

0 0

o0
< f 1) [V () o Ve s
(0

~ 19l [ nen s ) ds

o0

vl (JO u1/2u1/2vnt’m(8)|!2d8>

oo 12 , oo 1/2
<19l ([ noras) ([ v o
0

0

1/2
= ko 2V |20 ™ .
Asi

Q0
fo ()™ (s, nds < KU o e (5.31)

46



» Estimando {f(u™),u}})

Por la observacién (5.16) tenemos que

™), uiy < [ F ™) gz gy g2 < CI Vg [o(CHVU™ |2+CF V™57,
(5.32)
donde C' > 0 es la constante de la inmersion HJ(Q2) < L972(Q), pues

recordemos que ¢ € [0,4).
» Estimando (h,u}})

m m 1 m
(h, uii) < [hloluilla < )\_thHQHVUtt [2-

Asi, a partir de estas estimativas tendremos que
[V (3 < [ Vi (Vum\z + ko * [ | w + CCF VU™ s + COF [V |57 +

Analogamente, como se trabajé en la primera estimativa, si | (ug, vo,70)[3 < R,

existe una funcién @ : Rt — R™ creciente e independiente del tiempo, tal que

[Vuiz |3 < §Hvutt 5 + QQ(R)
entonces,
[V |z < Q(R).
Ahora, sea 7 > 0 fijo con t € [0, 7]. Integrando de 0 a ¢ se tiene

[ 1wuzogas < e < @), veqo.7)
0

Notemos que la cota superior 7Q(R) ahora no solo depende de los datos ini-
ciales, si no que también depende de 7.

Con la estimativa anterior concluimos que

(uy) é limitada em L*(0,7; Hy(9)),
es decir, se tiene la siguiente convergencia débil estrella
ul = uy em L0, 7; Hy(S2)).
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Tercera Estimativa

En esta seccién queremos estimar ||u}*(t)[Pu}*(t)] ,+2. Esta estimativa junto
p+1
con la estimativa anterior, nos dara la convergencia para el término no lineal

u™(t)|Put(t). Asi, tendremos que
t tt
1 1
[lug* @ u* ()] or2 = Ju* ()57 < CPHH V()5

donde C > 0 es una constante que se obtiene de la inmersién H}(Q) —

Lo2(Q).

Procediendo igual que la segunda estimativa, tendremos que para algin 7 > 0

fijo se cumple que

(|u*|Puy™) es acotada en L*(0, T; L%(Q))

Pasaje al Limite

Con las estimativas a priori obtenidas anteriormente, podemos aplicar el limi-
te a las soluciones aproximadas y garantizar la existencia de al menos una
solucion global débil satisfaciendo los datos iniciales. Notar que la principal
complicacion se presenta sobre los términos no lineales, por lo cual en esta sec-
cion se estudiard en qué sentido sera el pasaje al limite para dichos términos.

Los términos no lineales en la ecuacion son

f™) e lui| .

Ademas, sera mostrara un estudio del pasaje al limite para el problema apro-

ximado de la ecuacién (5.10).

» Limite para |u}*|Pul}.

Como vimos en la observacién (V.4), para cada t € [0, 7], se tiene que

|l () [Pui™(t) € Lot (Q). Por la inmersiéon compacta W1 (0, 7; H: (Q)) <
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C([0,7]; L*(Q)), pasando a una sub-sucesién si fuera necesario, tendre-

mos que

u —u, em C([0,7]; L*(Q)),

esto es por la primera y segunda estimativa. Asi, en particular, tendremos

que

|u [Pui® — |uglPuy c.s. en Q x [0, 7]
Ademas, por la tercera estimativa se tiene que
(Jug*|Puy™) es acotada en LOO(O,T;L%(Q))

. : pt2
es decir |u}"|Pu;" es uniformemente acotada en L»+1(£2) respecto de t €
[0, 7]. Asi, por el teorema de convergencia dominada y por la definicién

de derivada distribucional, tendremos que

p+ 1J (Jud™ () [Pui™ (t), i (1) ydt — f (ue(t)|Puw(t), () )dt,
donde ¢ € D([0, 7]; H}(€)). Por otro lado, se tiene que
o | @, eenar = [ Qur@irazo. o
entonces
| ureze. oo — [ quioru. o

De la arbitrariedad de ¢, concluimos que
{Jug () uzg (1), () — {Jue(t)[Pun(t), ¢(t)) Vo € Hy(Q)y para casi todot € [0, 7].

Limite para f(u™).

Procederemos de manera analoga al anterior caso. Por el hecho de que
W0, 7; HE (Q)) <> C([0,7]; L*(R)) y pasando a una sub-sucesién si

fuera necesario, tendremos que

u™ —>u cs.en Qx[0,7],
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ahora, dado que f es continua se tiene que

f@w™) — f(u) cs.en Qx[0,7].

Por la observaciéon (V.4) notamos que f(u™) es uniformemente acotada

en L%(Q) respecto de t € [0, 7], obtenemos que

fo ), gyt — f )i, o e D(0,7): HAQ).

—Hl (Q)

Dado que D(Q) ° " = HJ(Q), por un pasaje al limite por densidad y

continuidad, y dado que ¢ es arbitrario, se tendra que
(™), ) — (f(u), ) Vo e Hy(Q) y para casi todo ¢ € [0, 7].

Tratamiento del Limite para la Ecuacion (5.10).

Notemos que por la primera estimativa se tiene que ™ € dom(T), y
procediendo igual que la observacién (V.5), la representacion para n'™

es dada por

- u™(t) —u™(t —s) se 0<s<t
" (s) =
ne(s —t) +u™(t) —uyt  se s>t

Ademas, como uj’ — ug y 05" — 1o fuertemente, y teniendo en cuenta
nuevamente las convergencias al final de la primera estimativa, se tendra
que n*™ — 7* en la topologia débil en L*(R*; M) para cierto 7 €
L*(R*; M). Asi obtenemos que

7t (s) = u(t) — u(t = s) se 0<s<t

no(s —t) +u(t) —uy se s>t

ahora como 7*™ > n* en L®(R*; M), obliga a que 77 = 7. Asi 7' es una
solucién suave (mild solution) para la ecuacién (5.10), y en particular,

dado que se tiene la representacién de 7', esta cumple la ecuacién (5.15).
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Asi, dadas las diferentes estimativas y teniendo las respectivas aclaraciones res-
pecto a los limites en el problema aproximado, podemos garantizar la existencia
de soluciones débiles para el sistema (5.9)-(5.10), lo que prueba el Teorema V.2.

5.2.2. Dependencia Continua y Unicidad de las solucio-

nes débiles

En esta seccion se seguira el trabajo presentado por Conti, Marchini & Pata
[?], dado que en dicho trabajo se muestra la prueba de la dependencia continua
de las soluciones débiles con respecto a los datos iniciales, lo que ayudara con
la prueba de la unicidad de las soluciones débiles para el sistema (5.9)-(5.10).
Sea 7 > 0 fijo pero arbitrdrio. Dado (u', u},n®'), (u*, uZ, n*?) € C([0, 7], H) dos

soluciones débiles para el sistema (5.9)-(5.10), satisfaciendo los datos iniciales
(u'(0),up(0), ™) = 2z Vi=1,2,

donde z1, 2o € H.

Dado que se quiere probar la unicidad de las soluciones, se denotara a la

diferencia de dichas soluciones como

1 2

u=u'—u’, qg=n" -

Nétese que @, 7 € C([0,7],H) y que por la linealidad de la derivadas se tendra

S 12
que Uy = Uy — Uy.

Dependencia Continua de las Soluciones Débiles

Ahora enunciaremos y demostraremos el Teorema que garantiza la dependencia
continua de las soluciones débiles con respecto a los datos iniciales, esto sera

de suma importancia para la prueba de la unicidad.

Teorema V.3. (Dependencia Continua de las Soluciones Débiles

con respecto a los Datos Iniciales).
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Sea R > 0 y dadas las definiciones anteriores. Si |zl < R para i = 1,2

entonces se cumple que
Va3 + [ Va @) + 1713 < (1 +1)QR)e™ ™D 2 — 2[5, (5.33)

para todo t € [0, 7], donde Q : R — R* es una funcidn creciente independiente

de 7 > 0.
Demostracion. Comenzaremos la prueba introduciendo las siguientes variables

t

wi) = [utiay e €)= [ s

0 0

Ademas, se definird la siguiente funcién o : Hj () — L%(Q) tal que

1
o(v) = T py\y\"’. (5.34)

Observacién V.9.

p+2

» Se ue Hy(Q), efectivamente, o(u) € L+ (£2) pues

1 C

pt2 1
Jo ot | T = gl € Tl <

L+ p)eet (1+p)ert (1+p)ert
donde C' > 0 es una constante producto de la inmersién H}(Q) —

LP2(Q).

» [gual que la observacién (V.4), como L%(Q) = (LP2(Q2)) y dado que
HI(Q) <> LP+2(Q)), pues p € [0,4), tenemos que L#+1(Q) < H-1(Q).

Asi tiene sentido la siguiente expresion
<O'(U,), S0> = <U<u)7 90>H*1(Q)><Hé(ﬂ)v VSD € HS(Q)
Ademas, va a estar dada por

(o(u), 90>H—1(Q)xH5(Q) = L o(u)pdr  Voe H&(Q),
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Esto debido a la caracterizacion de las distribuciones que pertenecen a

LL ().

loc

Dado que p € [0,4), la funcién o es monétona. (Vease Zeidler [?] pag.

502.).

Dado u,v € R se tendra que

|o(u) = a(v)| < co([ul” + [v]”)|u — 2| (5.35)

donde ¢, > 0 es una constante que depende de p. Comprovaremos el
resultado apenas para el caso p € (0,4), pues si p = 0 la prueba es

trivial. Entonces, notemos que

1 1
u) —o(v)| = ulfu — |v|fv| = ——(p+ 1)|C|°|lu — v|,
|o(u) = o(v)] 1+pH [Pu — |v]v] p+1(p )ICI7] |

donde ( € [u,v], esto es devido al Teorema del Valor Medio. Ahora, sea

6 € [0,1] tal que ¢ = (1 — 0)u + fv, entonces tendremos que

1
jo(u) —o(v)l = +pHU\”u— [olPv] < |(1 = O)u + 6v["|u — o]

< 2°|ju — Bul? + |0v]?||u — v|

< 2°12°0ulf + 0°|ul? + 6°|v|?||u — v|
< 2°12%0ul” + [ul” + [o]’[|u = v]

< 2°0(27 + D)ful” + [v°[|u — v|

< 2227 + Dful” + [ol’lJu = v|

= Col[ul® + |v]’[Ju — v].

Con esto se comprueba el resultado.

Notemos que, integrando la ecuacién (5.9) de 0 a ¢, se obtiene que

09]

o(us) + Awy + Aw + J

() Ag(s)ds + f fuly)dy=th+g (536

23



con

g = Auy(0) + o(us(0))

Construimos cada variable anterior para cada una de las soluciones (u', u},n"!)
y (u?,u?, nt?). Asi, se tendra que
w'(t) = J u'(y)dy, €' = J n?'(s)dy, Vi=1,2.
0 0
Ademas, si
w(t) = w'(t) —w(t) e & =& -
se observa que (w, £') satisfaze el sistema
w —
o(uf) — o(ui) + Awy + Aw + J u(s)AE(s)ds + F = G, (5.37)
0
& =Te +w, —u(0) + 7°. (5.38)

F(t) = J [f(u'(y) = F@?(w)]dy, G = Aa,(0) + o(u;(0)) — o (u7 (0)).

0

Esto es facil de comprobar, solo basta restar a la ecuacién (5.36) y (5.10) en
las respectivas varidbles referentes a cada solucion debil, y cambiar por las
variables w y &°.

Ahora, aplicando Wy = u} — u? en las ecuaciones (5.37), y por la monotonia

de la funcién o, se obtiene que

| V|3 < —(w, @y — LOO p(s)(E(5), wipyrds — (F,wyy + (G ) (5.39)

Anélogo a la prueba de la existencia de soluciones, se define una Energia Au-

xiliar para el problema.

Definiciéon V.10. Definimos el funcional
1 B 1 B 1 - _ _ _
A(t) = §\|Vw(t)H§ + §\|th(t)H§ + 5\\5\\34 = |[(w(t), we(t), )3 (5.40)

Dicho funcional sera llamado Energia Auziliar para el sistema (5.37)-(5.38).
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En este punto partiremos la prueba del Teorema en tres etapas, para poder

estimar cada termino de la exprecién (5.33).
Prueba del Teorema: Estimacién para |Viu(t)|3

Notemos que

d

A0 = (1), w(£))1 + (@u(8), w01 + (&, €D (5.41)

Entonces, aplicando w0y, en la ecuacién (5.37), aplicando £ en la ecuacién (5.38)

y por la igualdad (5.41), se obtiene que

i/\(t) = (T, &) m—o(uy) — o (), W) — (F ) +{G, ) + <" = u(0), £ ).

dt
(5.42)
Ademas, notemos que
d, . I _ ~
—£<F,w+wt>+<Ft,w+wt> = —<F, wt>—<F, 'lUtt> (543)
d
£<G, W+ wyy = (G, Wy + Wy) (5.44)

ahora, por el resultado (5.4), y teniendo en cuenta las igualdades (5.43)-(5.44),

se tiene que la ecuacién (5.42) se puede escribir como

d d

+ %@, w + Wy + (7° — w(0), ESp — (W, Wy )1 — LOO ()€ (), Wy 1 ds.

Por otro lado, es facil ver que por las hipdtesis existe una funcién @, : Rt —

R, creciente, independiente del tiempo, tal que

[Va]3 + | Vusls + 0" 34 < Qo(R)  Vi=1,2.
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Observacién V.10. Para no sobrecargar de notaciones el trabajo, a partir de
ahora denotaremos por Q(R) a qualquier funcién creciente, independiente del

tiempo, que contenga a Qy(R).

Ahora comenzaremos a estimar algunos terminos de la desigualdad anterior

» Estimativa para {o(u}) — o(u?),w;)

Por la observacién (V.9), por el hecho de que H} () < LP™2(Q) y como

Wy = uy — u?, se tendrd que,

(o) = ofud) =ty < co [ (Qudl + )t = oo
= o | Pt~ oflddo + e, [ Ju2Plad - oflfmlda
Q Q

< colluglprallus — uflpral e o
t Colluf [ allus — o2 oo

< QR)IVuy — Vi 2| V]2 + Q(R)|Vuy — Vi || Ve 2
Q(R)|Vuy — Vuillo| Vi

1, )
< S |Vouls + QR)[ V3

Luego,
(o(uy) — (), uy —u) < HV%H% + Q(R)| Vi (5.45)

Observacion V.11. En la estimativa anterior, fue fuertemente usado o
hecho de que
p 1 1

+ + = 5.46
p+2 p+2 p+2 ( )

Esta igualdad va ser usada a lo largo de todo el trabajo.

» Estimativa para (7’ — u(0),&H

@ = a(0), €90 < [Va(O)3 + 1713 + el
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Donde ¢ > 0 es una constante producto de la desigualdad de Young con

épsilon.
= Estimativa para (w,wu) + §; p(s){E"(s), Wyyids

(W, W)y + L () (), Wads < (|2 + k1€ 1) VD

_ - I
< c(|Vols + €15 + S IVauls.

Entao,

o]

_ = 1
<w7wtt>1+f N(3)<§t(3)awtt>1d3 < C(HV@UH%JFI\ft\\%)+§|\thtl|§ (5.47)

0
Donde ¢ > 0 es una constante producto de la desigualdad de Young que
tambien depende de k.

Estas dos ultimas estimativas se consiguen andlogamente al proceso visto

en la seccion anterior, en la Sequnda Estimativa.

Dadas estas estimativas, se obtiene que

d d d

DA < QURAD) ~ P, 04+ (G )4y 00+ VO 3417
(5.48)

Ahora, considerando s € [0, 7] tal que integrando (5.48) sobre el intervalo (0, s)

respecto de t, se tiene que

A(s) < Q(R) JS A(t)dt — (F(s),w(s) + w(s)) + (G, w(s) + w(s))

0

—(G, ﬂ(0)>+JOS<Ft(t)7 W(t)+w,(t))dt+(1+s) | Va(0)]3+s]7° 24
(5.49)

Ademas, nétese que
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(F(s),w(s) + wi(s)) < [F(s)| a1 [Vols) + Viou(s)]
< €| F(s)[7-10) 2l(||v (8)]2 + [ Vae(s)]2)

< e F(s) 1) + A()

con € > 0 de la desigualdad de Young con épsilon. Sea § > 0 entonces, proce-

diendo de manera andloga, se obtiene

(G, w(s) + wi(s)) < 0|G(s) 10y + 5/\( 5).

Asi, ajustando los valores para € y 9 se tendra

(F(s),@(s)+@i(s)) +(G, 0 (s) +:(s))—(G, @(0)) < | F(s) -1 () +c| Gl ()

45 A () el Va(O)]3,

(5.50)

donde ¢ > 0 es una constante que depende de los valores escogidos para € y ¢
de tal manera que los coeficientes de A(s) sean 3.

Substituyendo (5.50) en (5.2.2), se obtiene que

As) < Q(R) J A(t)dt + c|F ()31 () + el Glla

faw><>+mmwuwu+mm—@@. (5.51)

Nuevamente, vamos a estimar termino por termino del lado derecho de la

desigualdad anterior.

= Estimativa para |F(s)|% g,

Notemos que como ¢ € [0,4), por la hipdtesis (??) y por la imersién

L%(Q) — H1(Q) tenemos que
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q+2
| F(s )Hq“ < C[F(s)l

<c[f <fc\ Uy) — (@)1 + [ @) + [u2()|1)dy] 4 e
< CSq}dcgﬁf f + ]u ‘q+ ]u ( )‘ )%]ul(y) —uz(y)\%dwdy
<L<1+|u (0)]7 + 2()|7) 5 5 ) j ()| 2d) i dy

< sHO(R frw i dy,

< C’sq+1 cq+1 f

0

donde, C' > 0 es la constante de imersion L%(Q) —> HY ) yec>0
viene de la hipotesis (??). Notemos tambien que la ultima desigualdad se

debe a que H} () — L%(Q) Ademas, Q(R) depende de ¢, C, g, ||, R.

Ahora, como = < 1
q+2

L 2(q+1
+ (g+1)

IF() 10 < 577 Q(R J [Valy)lz™ dy) ==

R) f [Vay)|2dy

= Estimativa para |G|} g

Repitiendo las cuentas de la estimativa (5.45), se tiene que

lor(u (0)) = or(w ())H,iié\cg Luugm)\u|u§(o>yp)ﬁi?|at<0)|ﬁi?dx

< QR)|Va(0)|5.

Asi obtenemos que

|GIE10) < QUE)|Va(0)]5.
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» Estimativa para § (F,(t), w(t) + w,(t))dt

Razonando igual que las anteriores estimativas, obtenemos que

RIS <c | (e e+ ) S ol ¥ do < Q) vl
Q
donde ¢ > 0 es la constante de la hipéteses (77).

Entonces se prueba que

[@(8) o2 + @ (t)] p2)dt

j<Ft £) + (1))t < f |E(0)] s

< Q(R)f At)dt.

0

Substituyendo las estimativas anteriores en la desigualdad (5.51), se obtiene

que

S

As) < (1+ s)Q(R)J At + (1+ )Q(R)| 21 — » %, Vse [0,7].

0

Finalmente aplicando la desigualdad de Gronwall, se consigue

A(s) < (1+ T)Q(R)eT(HT)Q(R)Hzl — ZQH%_L, Vs e [0, 7]. (5.52)

En particular,

[Va(s)3 < (1+1)QR)e™ WMz — 7, Vs e [0,7].

Prueba del Teorema: Estimativa para |Vi,|3

La estimativa para u; viene directamente de la igualdad (5.39), pues wy =
u; —u? = ;. Asi, teniendo en cuenta dicha igualdad y la estimativa (5.47), se

tiene que
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I D 1
Va3 < SIV]z + kg 1€ st + [Fl 1) + 1Gl-1())* + §|!VutH§

y por la desigualdad (5.52) y las estimativas sobre | F|g-1q) e |G|u-1(0), se

concluye que

IVa(s)l; < (1+7)Q(R)e™ ¥z — 2[5, Vs e [0,7].

Prueba del Teorema: Estimativa para 7|3,

Finalmente, para estimar ||7j*[|3,, primero aplicaremos 7] en la ecuacién
ﬁt == Tﬁ + ﬂt.
Procediendo de manera analoga que en la seccion anterior, se tiene que
d, o = = = = 3T = =112 7112
il = <TI0 W+ e, M < kg [Vaelllae < 73 + ¢V, (5.53)

donde ¢ > 0 es una constante que se obtiene de la desigualdad de Young con
épsilon.
Aplicando la desigualdad de Gronwall en (5.53), y teniendo en cuenta la esti-

mativa sobre |V|z, se obtiene que
17713 < (1 + 7)Q(R)e™ M2 — 23, Vs e [0,7].
Asi, sumando todas las estimativas se tendra que
IVa(s) |3+ Va(s) 3+ 17° 3 < L+ 7)QR)e™ UMD |2y — 3, ¥s e [0,7],

lo que prueba el Teorema.
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Unicidad de las Soluciones Débiles

Teorema V.4. (Unicidad de las Soluciones Débiles). Sea T > 0 fijo pero
arbitrdrio. Dado el sistema (5.9)-(5.10), con condiciones de frontera (5.11) y
datos iniciales (5.12). Suponga cierta las hipotesis (H1) - (H4) . Se los
datos iniciales (ug,vo,m0) € H y h € L*(Q), entonces el sistema (5.9)-(5.10)

posee una unica solucion débil para todo t € [0, T].

Demostracion. Por el Teorema V.2, se tiene que existen soluciones débiles para

el sistema con datos iniciales (5.12).

Sean (u, u,n') y (v, vy, ") dos soluciones para el sistema (5.9)-(5.10) con datos
iniciales (5.12).
Asi, por el Teorema V.3 se tendra que
Va3 + Va3 + 1713 < (1 +7)QR)e™ ™ Wz — 23 vie[0,7].
donde

u=u—v, 7 =n-=E& 2z =/(uyvo,n) = 2-

Entonces, es claro que (u, us, ') = (v, v, &) para todo ¢ € [0, 7], lo que prueba

la unicidad. [

5.3. Existencia de un atractor global

En esta seccién se probara la existencia de un atractor global para el proble-
ma (5.9)-(5.10). Comenzaremos definindo el Cy-semigrupo asociado a dicho

sistema,

Teorema V.5. Dado el sistema (5.9)-(5.10) su operador solucion dado por
S(t) : H — H tal que

S(t)(UOaUOWO) = (u(t)7ut(t>7nt)7 t =0,

donde (u(t),u(t),n') es una solucidn débil correspondiente al sistema (5.9)-

(5.10), define un Cy-semigrupo.
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Demostracion. Notemos que por la seccién anterior, dicho operador solucién

S(t) : H — H satisfaze las propiedades de semigrupo, es decir
S0)=1 e S(t+s)=S5(t)S(s), s,t=0,
esto es debido a la unicidad de las soluciones débiles siempre que se fija el dato

inicial.

Ahora probaremos que S(t) es fuertemente continuo.

Sea z = (ug, vy, M) € H entonces dado que S(t)z = (u, us,n') tal que (u(0),u:(0),n°)

z = (ug, vo, M) y como (u,u;,n') € C([0,7],H) para todo 7 > 0 (véase (5.17)),

y por la dependencia continua respecto a los datos iniciales, se tendra que

lim ||S(t)z — =0,
M [[S(t)z — 2|
lo que prueba el Teorema. [ |

Asi, por el Teorema anterior se tiene que el par (H, S(t)) es un sistema dindmico

correspondiente al sistema (5.9)-(5.10).

Teorema V.6. (Existencia de un Atrator Global).

Dado el sistema (5.9)-(5.10). Suponga cierta las hipdtesis (H1) - (H4) con
h e L*(2), entonces el sistema dindmico (H,S(t)) correspondiente a dicho sis-
tema es gradiente y posee un atrator global A caracterizado por las variedades

inestables M (N') del conjunto N de soluciones estacionarias del sistema.

Demostracion. El método usado para la prueba del atractor global es dado por
el Teorema I1.12, lo que se reduce a probar que o sistema dinamico (H, S(t))

sea disipativo y asintéticamente compacto.

Para probar esto, dividiremos la prueba en tres etapas. Primero probaremos

que el semigrupo (H, S(t)) es gradiente y sus puntos estacionarios son acotados
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en H, esto muestra que dicho sistema es disipativo, y que de existir un atractor
global, este se caracteriza por las variedades inestables del conjunto de puntos

estacionarios.

En la segunda etapa se mostrara uno de los resultados mas importantes de todo
el trabajo, se probard que el sistema dindmico (H, S(t)) cumple una desigual-
dad de estabilizacién, esto ajudara a probar que (H, S(t)) es asintoticamente

regular.

Finalmente, en la tercera etapa probaremos la compacidad asintética, usando

la desigualdad de estabilizacion, los Teoremas 11.14 y 11.8 y el Teorema I1.13.

Observacion V.12. Para facilitar las cuentas se tendra las siguientes

consideraciones.

= Omitiremos la varidvel temporal t. Solo se colocara en casos donde se

tenga alguna confucion.

= Denotaremos por C' a cualquier constante genérica que dependa de algu-

na imersion.
» Dado que p€[0,4), ¢ € [0,4) y 2* = 6 se tiene las siguientes imersiones

Hy(Q) = LP*(Q),  Hy(Q) = L7(Q).

D 1 1 _ _ _ ’ .
= Dado que s Raa e 1 para p = p o p = q, se usara la desigualdad

de Holder generalizada con dichos exponentes directamente. Cuando sea

necesario se colocard en evidencia la suma anterior.

= Debido a las estimativas realizadas en las secciones anteriores, se tendra
que

e
4 2Ch

28(t) = [Vu®)lz + [Vue(®) 3 + [0 I3 < ~E()

RINOT I

E0) + —,

~
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donde C), = i\\h”%, con v > 0. Ademas, denotaremos por C, a cualquier
constante genérica que depende de v y por C}, a cualquier constante

genérica que dependa de v y |[h|2, asi tenemos que

[Vu(®)]3 + [Vue(®) 3 + '3 < CoE(0) + Cha.

5.3.1. Estructura gradiente

En esta seccién se mostrard la estructura gradiente para el semigrupo (H, S(t)),

es decir que posee un funcional de Lyapounov como en la Definicién 11.14.

Proposicién V.1. El semigrupo (H,S(t)) es gradiente. Ademas, el conjunto

de puntos estacionarios para S(t), denotado por N, es acotado en H.

Demostracion. Sea z = (u,v,n) € H, definimos

1 1 ~
2:) = glell+ g | oo + () = ()

Procediendo analogamento a lo explicado en la Secciéon V.2, y asumiendo las

hipétesis (H1) — (H4), se tiene que

v 1
§HZH% - A—l\th% < £(2) < ez {1+ [1215,) + 1hl5.

Esto prueba automaticamente (i) de la Definicién I1.14. Ahora, en luz de la

desigualdad (5.5), se tiene que

d

G0 = @5 [ WO ORI <0 G0

esto claramente muestra (ii) en la Definicién I1.14.

Con el fin de probar (iii) de esta misma Definicién, supongamos que zy =

(uo, u1,m0) € H es un dato inicial para el sistema (5.9)-(5.10), tal que la apli-

cacién t — £(S(t)zo) es constante. Entonces, por (5.54) y (1.10) se tiene que
1

Q0

k

0= 5 | wIwn s < . veso.
0
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Asi, se tiene que n'(z,s) = 0 para casi todo xz € Q y t,s > 0, en particular
no = 0. Luego por la ecuacion (5.10) se tiene que dyu(t) = 0, de donde se infiere

que u(t) = ug para todo t > 0. En conclusién,

20 = (u()? 07 0)7

probando que 2y es un punto estacionario. Con esto se prueba que S(t) posee
estructura gradiente sobre H.
Ahora se probaréd que el conjunto de puntos estacionarios N es acotado en H.

Notemos que toda solucién estacionaria (u,0,0) de S(t) satisfaze
—Au+ f(u) = h.

Entonces, multiplicando esta expresion por u e integrando sobre 2, se tiene

que

IVul3 + f fu)udx = J hudz,
0 0

y usando la hipdtesis (1.7) y la desigualdad (5.29), se tendra que

2v+1
2

1 v 1
|Vul3 < 5!\Vu\\§+mf19\+§\|VUH§+HthHUH2 < HVUH§+2mf\QI+mHhH§,

para v > 0 lo suficientemente pequeno. Asi, tomando v < 1/4, se tiene que
IVl < 8my162 + A3
2 f )\11/ 2°

Con esto concluimos que |Vul|y es acotado, lo que prueba la Proposicion.

5.3.2. Desigualdad de estabilizacion

En esta seccion probaremos una desigualdad de estabilizacion para dos solu-
ciones debiles del sistema (5.9)-(5.10) con diferentes datos iniciales. Para la
prueba construiremos un nuevo operador basado en el trabajo de Messaoudi

& Tatar [35, 36, 37] y Araujo, Ma & Qin [2].
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Proposicién V.2. Dado un conjunto acotado B < H. Sea z; = (u,u,n")
Yy zo = (v,v,&") dos soluciones debiles para el sistema (5.9)-(5.10) tal que

21(0) = (ug,u1, o) y 22(0) = (vo,v1,&o) pertenecen a B, entonces

t
Jz1.(t)—22(t) 3, < CBeerCBJ e (14 |V (1) |2+ Vo () |2) ([ (0) o+ [we (8) [ +2) ds,
0

donde w = u — v, ¥ y Cpg constantes positivas que dependen de B, y p =

méx{p, ¢}.

Demostracidon. Sea (' = n' — &', entonces notemos que el par (w, () satisface

el sistema
o0
Aw + Awy + J w(8)ACH (s)ds = —|ug|Pug + |ve|Pvy — f(u) + f(v), (5.55)
0
(= —Co+w, (5.56)
con condiciones iniciales
w(0) = u(0) —v(0), w(0)=u; — vy, O =ny—&. (5.57)

Definimos la Energia Auziliar para el sistema (5.55)-(5.56) dada por
L(t) = SV + SIVar ()2 + ¢!
(1) = LIV ()3 + LIV + 51¢ e

Ademas, definimos el funcional T : [0,00) — R dado por

Y(t) = L(t) + ex(t) + k(t),

donde €,6 > 0 seran fixados a posteriori, y
X(t) = {wy, wn, (5.58)

0

w0) = = [ (a0, s — [ ) [ TPl s)anas

0 0

[ w0 [ moraoc e (55

0
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Observacion V.13. Las integrales en () son entendidas como dualidad entre

H=H(Q) y Hy(9).
Lema V.2. Exiten constantes 31, 52,09 > 0 tal que

ﬁlﬁ(t) < T(t) < ﬂgﬁ(t), L= 07 0<e < %7 5 > 507
donde kqy es dado por la hipdtesis (1.9).

Demostracion. Haremos la prueba en dos etapas:

» Estimando |ex(t)]

IX(0)] = Kuwi(t), wt)n] < %\th(t)\i + %Ww(t)\% < L(1),

entonces para 0 < € < ]“2—0 se tiene que

lex(®)] < 2L(t). (5.60)

» Estimando |k(t)]

Notemos que al igual que (??), aplicando la desigualdad de Young en

(5.31) se obtiene que

= [ o)t s < RITuol + 516 < ant(o), o1

con a; = max{1, ko}.

Por otro lado, observese que

- [ [ uruioc s [ a4 [ arac s

0 0 p+1

—— [ 0s) [ (o) = o))< s) s, (5:62)
0 Q
donde o es la funcién definida en (5.34).

Por (5.35) se tiene que

68



0

[ ) | (o) = ot s)nas < o [ [ JutoPiuo)je'(s)dods
0 Q 0 Q
+f L|vt<t>|p|wt<t>||<f<s>|dxds
<e f () [t 0 2| CE(3) 2
0
e, f () [t 2 sl 2| CE(S) [l
< Ce, f () [Vt |2 a0 || VCH(5) s

0

0
+ chf () Vo[V VE (5)]2ds

0
< CeyCun j )|V VCH(5)]lads
o0
T CeyCon f ()| Ve |o [ VCH(s) ds
0

< Cc, uhu( HthHz —HCtH%)

+ Cc, th( vatHQ HCtHi/I)

< Oégﬁ(t),

donde Cyp, y Cypy son constantes positivas que dependen de A2, vy de
los datos inciales (ug, u1, 1) v (vo, v1, &) respectivamente (vide (V.12)) y

ag = max{Cc,(Cypy + Cypy)ar, 1}, con oy como en la estimativa (5.61).

Observacion V.14. A lo largo del trabajo se usaran las notaciones Clyp, v

Cyny definidas anteriormente.

Finalmente, de esta ultima estimativa y de (5.60) se obtiene que

ko

T(t) = L) < (az + )L()
es decir,
(0 — g — %)E(t) <T@E) < (0+ay+ %)L‘(t)
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’

lo que prueba el Lema, pues solo basta definir dg = an + %0, B =0—ay— %0

y By =0+ s+ %0, las cuales son constantes positivas para todo § > dy.

Lema V.3. Eziste una constante Cy > 0 que depende de (ug, uq,m0), (vo, v1,&0),

p,qycy, donde ¢ es dada por la hipdtesis (1.5), tal que

Q0
L(t) < —J W (s)IVE3ds + Co(1 + [Vl + [Vvee]2) |wel po.
0

con p = max{p, q}.

Demostracién. Notemos que aplicando w; e ¢* en (5.55) e (5.56) respectiva-

mente, se tiene que

(w, weyr+wy, wt>1+£)o 11(8)(C"(5), winrds = (=g |Pup+[vel Pver, we)+{f (v) = f (), wy),
(5.63)
(o = = o+ Cwy, Ko, (5.64)

y como

1d 2

5 77| Ve@)E = ), wi(t)r,
1d 2
5 77V = Cwn(t), we ()1,

Ld

56 B = <G o

se obtiene que
L'(t) = —Jue(t) [P (t) = [ve()[Pve(t), we ()= f (w(t)) = f(0(t)), we(8))—(C ¢
(5.65)

Entonces para probar (V.3) bastara estimar cada término de la igualdad an-

terior:
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» Estimando |{uy(t)[Puy(t) — |vi(t)|Pog(t), wi(t))]

| Qe = odeonyundel < | ualluadlunlds + | ool dz
Q Q Q

< Hut||£+2HUtth+2|\wt|\p+2 + \|Ut||£+2Hvtt||p+2Hthp+2
< ClVue 5| Vug |2 |we ] pr2 + CVodla | Vo 2w 12
< CCOu||Vut|2llwe] py2 + CCu | V|2 we ] p12

< Ci(IVuulz + [Voul2)|wi]pra,

donde C; = max{CCyp,, CCyp,} > 0.

» Estimando |(f(u(t)) — f(v(t)),w(t))|

Repitiendo el proceso anterior con ¢ en lugar de p, se tendra que,
[f () = f(v), wl < [(f(w), wl + [(f(v), w)
< cf ullweldz + cCCuny [willgsz + cf ol wldz + cCCoum e lges
Q Q

< cflull ez fwelgre + CCww[willgrz + [0 2 [wellgro + CCunrwillg+2)
< (CCHVUHQ + CCCuhl, -+ CCHVUHQ + CCthV)Hthq+2
< (cCCuny + cCCypy + cCCypy + cCCupy) Wi g42

< Cslwy|g12,

donde Cy = max{2cCCypy,2cCCyp,} > 0.

Notemos que se utiliza la imersién H} () — Lt (2), la cual es posible

dado que ¢ € [0,4).

s Estimando _<C£7Ct>/\/l

Notemos que por el Lema (?77?) se tiene que

1 o0
~(CL = 5 L () [ V¢! (s) |2ds.
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Asi, dadas las estimativas anteriores, comparando con (5.65), se tendra que

1 Q0
L) <5 f W (s)IVE (5)2ds + Collwellgrz + CLllVuslz + [ Vvel2) [we] pra-

0
Ademas, si p = méax{p,q}, se tienen las imersiones LPT2(Q) — LI2(Q) e

LPT2(Q) — LPT2(Q)), entonces

/ ]' * /
L) < §f p (s)IVC ()lzds + CCllwypra+ CCL(| Va2 + [Vvrel2) [we 2,
0

por lo cual el Lema (V.3) queda probado, pues basta definir Cy = méx{CCy, CCs}.
[

Lema V.4. Se cumple que:

16k + 1

/ 15 2 3 2
< — _ — _
X(1) < = £(0) = Vel + SVl - =5

o0
| wnwezas
+ Co(1 + [Vuulz2 + [Voul2)|wlps,
siendo Cy > 0 la constante del Lema (V.3) y p = méx{p, q}.

Demostracion. Notemos que

X' (8) = Cwa (), w(t)1 + [Vwe(t)]3-

Aplicando w en (5.55) y comparando con x’(t), se tiene que
Q0

X'(t) = *f p()(C" (), wprds—fug " —[ve] v, wy—f ()= (v), w)— | Ve[ 3+ |V 3,
0

ahora, razonando igual que en las estimativas hechas en el Lema (V.3), Se

tendra que
0

X(t) < —f p(){C" (5), wprds+Cr([| Vgt Vee|2) [w] g2+ Collwl g2 Vol 3+ Veve 3,
0

ademas, procediendo igual que (??) y tomando € = 8 en la desigualdad de

Young, se obtiene que
1
X (1) < 8koll ¢t 35 [V 3+ Cr(IVuullo+ [ Voul2) [w] g2+ Callw]gra—= [Vl + [ Vo3
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Por lo tanto, sumando y restando £(t) en la expresién anterior
/ Loz 19 2 3 2
X () < —L{)+Bko+3)IC M55 [Vwlzt+ Co(l+[Vueel e+ [Voel2) [w]przt 5[ Ve,

donde p = méx{p,q}, Cy = max{CC},CCs} siendo C' > 0 la constante de
las imersiones LP™2(Q) — Li*2(Q) y LPT3(Q) — LPT2(Q), esto es, la misma
constante del Lema (V.3).

Finalmente, por las hipétesis (1.10) se tendra que

15 3 16ko +1 [*
X(0) <= £t) = gVl + 5 [Vulf - = |

/ t)2
b | H IV

0

+ Co(1 + [Vuulz + [Vorl2)[wlps2,

lo que prueba el Lema.

Lema V.5. Eziste una constante C, > 0 que depende de (ug, u1,m0), (vo,v1,&0),
P, 4, c, ko yky, donde c, ko, k1 son dadas por las hipdtesis (H1)-(H4), tal que
Q0

Va2~ C, f W (5| V¢ (s) Bds

0

Thy

k
W(t) < 2 |Vulf - =

Demostracion. Por la definicién de k(t) (véase (5.59)), se tiene que
k' (t) = A(t) + B(t), (5.66)
donde

A©) 5= [ (0P o) = o)l ua(t) — Awa(0) ( [ u(s)d(s)ds) dr,

0

(5.67)
50) = [ (gl - P - au)) ([ ueeds) d
(5.68)

Para probar el Lema, estimaremos A(t) y B(t) por separado.

» Estimando A(t)

73



Substituyendo (5.55) en (5.67) se obtiene que
a0 = [ (aw+ [ uacsias s - 1)) ([ o 6)as) o

Estimando término por término la igualdade anterior:

e Estimando §, Aw (§; pu(s)((s)ds) dw

[ u ([t ords ) o = [ o). ¢' s < 3519wl sic!

Para la ultima desigualdad se razona igual que (??), usando la de-

1
sigualdad de Young con € = 8 para los términos kZ||Vw|s v [[C*].

e Estimando §, (§; 1(s)A¢(s)ds) (§; w(s)¢t(s)ds) d

). (F HeAe WS) (foo u<s><t<s>ds) e

- :O p(s) (LOO 1(y)C'(s), Ct(y)>1dy> ds
= J:c uls) (LOO “@)WCt(S)HQHVCt(y)Hﬂy) ds

— " we)Ivets)s ( [ ) u<y>uv<t<y>u2dy) s

J

N

i [ e ([ uwivelsa) i

0

% f () IV () ¢ aeds

< koll €'

e Estimando §, (f(u) — f(v)) (§3 w(s)¢(s)ds) dz

Por la hipétesis (1.5) se tiene que

[ = s ([ torcs1as ) de < e [ rtapes ol ([ nto)e'as ) da
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Notemos que

e[ tul ([ uteictonts ) o= [ uto) ( [ 1wlctoe) as

<e | o) lullC)kds
0
c Q0

<%, p(s)[Vwl2[V((s)]2ds
1

- %va\\z | st aas

ck
< ° HVwH ([qiy¥

2 k(]
)\44

8c?
= —\!Vw\!2 + 7l =8
32 20\ IM

[Vwl3 + €¢I

e[t ([ uteicenis ) o= [ o) ( [ rctioe) as

< CL ps)ulgralwlor2lC(s)llgr2ds
o0

< cCCop f ()| Vo 2|V (5) |ods
0
1
< k062020uh1/4_€“vw“§ + €|¢ | m
ki
= 3—;”VwH§ + 803”6”]\4, € = 862020uh,,,

donde C5 = c2C?Clyp, > 0.

De manera andloga, existird una constante C; = c>C?Clp, > 0 tal

00]
k
o [1ot ([ mtorctors) e < etz + scuict
Q 0

es decir,

que

[ = ron ([ wtoiste1as ) e < Servulz + scule'

0
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dondeC5=§\—i+Cg+C4>O.
1

Asi se tiene que

K
A(t) < ZVwl + (ko +8Cs + 8)[¢" (5.69)
pero, como
o] 1 o]
= | mIVCTs <~ [ 61V,

entonces se puede estimar A(t) por

ko + 8Cs + 8

k °
Alt) < 2 |Vw[3 - J 1 (s) [V (s)] 2ds.
8 i .

Estimando B(t)

Noétese que por la ecuacién (5.56) se tiene que

[ weritsias = [ wsrctpas + rownte

0 0

Asi, B(t) se puede expresar como

B(t) = C(t) + keD(2), (5.70)

donde

( I OPu(0) - P - aud)) ([ 6)ds )

p+1 0

1
f ( Tloe(®)Peit) - : |ut(t)|”ut(t)Awt(t)) w,dz

p+1

Estimaremos C(t) y D(t).
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e FEstimando C(t)

[ (e ) ([ tsrceas) o = [ 466 [ otun) = otun)citspasds

0

< —CoyCun j 1 (8) [V 2|V ¢ (5) |ods
0

o0

— CeyCon j 1 ()| Vo V¢ () lads

0

< CeyCukd [V ( | —u’<s>uv<f<s>§ds)

0

1 o0
b CesCon 3 [Tl ( [ —u’(S)IIVCt(S)@dS)
0

< CoyCukd [V ( [ —u’(s)IIVCt(S)idS)

0

£ CeyConkd [Vl ( [ —u’(S)HVCt(S)!%%)
0

k. €k *
< vl - B2 ([ w(e)1veo)lkds
32 ko \Jy

1 vk -,
gl vuls = 52 ([ ool

Eukg Evk'g @© / t 2
ke * ciks ( [ wme <s>2ds) |

_ ko 2
=TIVl - (L (]

donde €% = 8C?*c2Cyun, v €8 = 8C*2Cyp, .

Ademas, se cumple que

L — Aw, (JOO M'(S)Ct(S)ds) dr = — f:o 1 (8)Cws, C(8)1ds

k Aky [*
< vl - 32 [ WEIveo)Rs
16 ko )y

Por lo que se obtiene que

1 (s)[ V¢! ()] 3ds.
(5.71)

k €Uky + €Vky + 4ky [*
C) < LVuf - (2T |

ko

0
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e Fstimando D(t)

Notemos que D(t) se puede escribir como

D(t) = - L(O(Ut(t)) = o (1) (ue(t) — ve(t))dz — [V (1),
pero como ¢ es monétona (véase (V.9)), es decir,
(0 (ur(t)) = o (ve(t))) (ue(t) — wa(t)) = 0,

entonces,

D(t) < —||Vw,(t)|l5. (5.72)

Substituyendo (5.71)-(5.72) en (5.70) se obtiene que

Thy

B(t) < -

[Vawel3 = ( w (s)IVE (s)lzds. (5.73)

EszQ + 611)]€2 + 41{32) JOO
kO 0

Finalmente, substituyendo (5.69)-(5.73) en (5.66) se obtiene que

k Q0
| Vw3 + gOHVwH% - O“L W (s)VE' (s)]2ds,

Ty
8

donde, C,, = %?ﬁs + €} +€V+4 > 0, pues por la observacion (I.1), se tendra

K (t) < —

que
b+ 8C- 4 8 ul. Yko + 4k ko + 8C5 + 8
0o+ 3Cs5 + +(€1 2 T €1/ + 2)< 0 > +e +€e +4=0C,.
k)l k?() kl
[ |

Dados los Lemas (V.3), (V.4) y (V.5), y por la definicién de Y(¢), se tendra

que
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5 16k + 1 0 ko 15¢
T/ <= -2 " i / t 2 e 2
0= (53~ e c) [ wemeis s (3 -5 ) 1vul
3€ 7]{70 2
b (5T |Gunl — e£) + Cof1 + [Vuale + [Veula) Ol + el o)

Tomando

4kq ko  Tko
—<Ee< — < —,
15 2 12
16ko + 1
5> 2T oc,
k1
la expresion anterior se reduce a
, ko ko
T'(t) < —eL(t)+Cr(1+|Vuge |2+ Vo) (|we[prat[wlpse), Vee 1503 ) V0 > or,

donde dy = max{dy, 16]2++1€ + 2C,}, con dg definido en el Lema (V.2) y Cy =
Coméx{e, d}.

Observacion V.15. Notemos que las restricciones € € (%,%‘)) y 0 > O,

permite usar el Lema (V.2) para algun € y 0 fijo.

Denotemos por
m(t) == Cr(1 + [[Vuulz + [Voul2) (lwel prz + w]pr2),

asi por el Lema (V.2) se obtiene que

y por la desigualdad de Gronwall

t t e(t—s
() < YO+ | E (s

0

Nuevamente por el Lema (V.2) se tiene que
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es decir,

t
[ 21(t) — zg(t)H% < Cpe ¥ + C’BJ e’ﬁ(t’S)m(s)ds,
0

4ko
157

con Cp = méx{g—jE(O), %} >0y =4 paraalgun e e (Yo %) y § > oy.

5.3.3. Compacidade assintética

Proposicién V.3. El sistema dindmico (H,S(t)) correspondiente al sistema

(5.9)-(5.10) es asintoticamente compacto.

Demostracion. Para demostrar el Teorema, se comenzara probando que el sis-

tema dindmico (H, S(t)) es asintticamente regular, para esto se usard el Teo-

rema I[.14 y IL.8.

Sea B un subconjunto acotado de H y positivamente invariante con respecto

a S(t). Dado € > 0, témese 7 > 0, tal que

_ 97
2

C

e < €,

Ty ol

donde Cp y ¥ son dados por la Proposicién (V.2)

Lema V.6. Emiste una constante Cp, > 0 tal que se cumple
[S(1)z5 — S(T)z3 |l < €+ dr(29,2), V2,725 € B,

donde

ort28: ) = Co ([ 1006 =0 i) 09 s

con p = max{p, q}.
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Demostracién. Consideremos z1(t) = (u(t),us(t),n") = S(t)z4 v 22(t) = (v(t),ve(t), &) =
S(t)z2 soluciones débiles del sistema (5.9)-(5.10) respecto a los datos iniciales

2,22 € B.

Entonces, en el contexto de la Proposicién (V.2), para todo t € (0,7) se tiene

que,

T

J21(7) = 22(T) 3 < Cpe™ + CBJ "I+ [ Vuulz + [Voulo) (Jwlpez + [wi]pr2)ds,
0

1 1
T 2 T b}
< Cpe™ +2°Cp U e I+ [V + ”vvtt”Z)) (f [wlpre + th|p+2) :
0

0

Ahora, como uy y vy son acotados en L*(0,7; H}(Q)), entonces existe una

constante Cg . > 0 tal que

T
nav»—@w>i<6@f“+wgﬁ(jnwpﬁ+wwmu),
0

entonces,

1 yr T
I21(r) = 22(r)le < Che 2+@h<fWWM+VMm0
0

1
- i
<e+Cp, (J |w]pte + wtp+2) ;
0

para algun € > 0 que cumpla (5.74).

Lema V.7. En el contexto del Lema anterior, se cumple que

lim inf lim inf ¢, (2", 2™) = 0,
n—a0 m—00

para alguna sucesion (z") < B.

Demostracion. Sea (z§) = (ug, vy, n¢ )nen Una sucesién en B.
Considérese S(t)(z5) = (u"™(t), ul(t), "™ )nen, como B es positivamente inva-
riante por la accién de S(t) entonces (u™(t), uf(t), n""")nen es uniformemente

acotada en H, en particular se tendra que
(u™), (u}) son acotados en C([0,0); Hy(92)).
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Ahora, como (ul) es acotada en C([0,0); H}(2)), entonces
(ul}) es acotada en L*(0,7; L*(Q)), V7 >0,

asi se tiene que

(ul"), (ul) son acotadas en L*(0,7; L*(€2)).
Ahora como se tiene la cadena de imersiones
Hy(Q) < LP2(Q) — L*(Q),  p = méx{p,q},
por el Teorema I1.8 con
X =H}Q), B=LP?*Q), Y=LQ), r=2,

se tiene que (u™) y (ul') son relativamente compactos en C'(0,7; H}(2)) para
todo 7 > 0.
Pasando a una subsucesion se fuese necesario en cada caso, las cuales denota-

remos igualmente, se tendra que
(u™), (u) convergen (fuertemente) en C(0,7; LP*3(Q)), V7 >0,

Luego se puede concluir que

N

i T, Co ([ 100(6) = (0) 2o+ [00() — w9 Eas) = 0,
0

n—00 m—00

lo que demuestra el Lema. [ |

Conclusion.

Por el Teorema I1.14 y por los Lemas (V.6)-(V.7), se concluye que el sistema
dindmico (#,S(t)) correspondiente al sistema (5.9)-(5.10) es asintoticamente
regular y por la Proposicién (V.1) y el Teorema II.11 tambien es disipativo,
entonces se tiene como resultado del Teorema I1.13 que el sistema dinamico es

asintoticamente compacto lo que prueba la proposicién. [ |
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Conclusao do Teorema V.6.

Notemos que pela Proposigao (V.1) y el Teorema II.11 se tiene que el sistema
dindmico (H, S(t)) es disipativo. Ademas, de la Proposicién (V.3) se tiene que
el sistema dindmico (H, S(t)) es asintoticamente compacto.

Luego, por el Teorema I1.12, se concluye que el sistema dindmico (H,S(t))
posee un atractor global caracterizado por 9“(N'), donde N representa el

conjunto de puntos estacionarios de S(t) sobre H.
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CAPITULO VI

Discusiones y Recomendaciones

En esta seccién plantearemos un pequeno survey respecto a las ecuaciones de

onda viscoelésticas.

(4)

(iid)

Respecto a las caracteristicas geométricas del atractor global encontrado,
solo se pudo rescatar la descomposicion por variedades inestables respec-
to a los puntos estacionarios del sistema, atin no se consiguié probar la
finitud del atractor global, lo cual es una pregunta en abierto para este
tipo de ecuaciones. Respecto a la regularidad, esta ya fue respondida

recientemente en [17].

La condicién (1.2) sobre la densidad del material es fundamental en un
aspecto realista del modelaje del problema, y extranamente recién asu-
mido en [17], puesto que hasta el momento la mayoria de trabajo solo
considera la hipédtesis (1.3), lo cual es una incongruencia cuando la ve-
locidad es nula, por ejemplo sobre los puntos estacionarios, pues en este
caso la densidad del material se anularia haciendo que el material des-
aparezca. Pero como se explicé en esta tesis y en [17], la hipdtesis (1.2)
es principalmente de compatibilidad con el modelo, y por practicidad se
puede considerar sin pérdida de generalidad en los resultados la condicion

(1.3).

Otro punto importante a destacar es respecto a las fuerzas externas, dado
que la criticidad respecto a f fue abordado en [17], pero no la criticidad
respecto a p, es decir, respecto a la densidad. Esto atin es un problema

que se encuentra en abierto.

En los trabajos de Messaudi & Tatar (véase [35, 36, 37]) se presenta una

serie de funcionales con la finalidad de probar el decaimiento exponencial
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(vid)

de la energia, que precisaban de un segundo damping, esto también se
observa en [10, 11] entre otros. En trabajos posteriores como [2, 17] se
puede notar que basta el damping de la memoria para conseguir el decai-
miento exponencial de la energia y no un segundo damping, consiguiendo

una compatibilidad con el modelo fisico.

Otro punto importante a destacar es la semicontinuidad de los atractores
respecto al exponente de la densidad, es decir el estudio de la convergen-
cia en un cierto sentido cuando p — 0. La semicontinuidad superior fue
probada recientemente usando la técnica presentada en [24] debido a la
convergencia en el espacio de memoria. Aun la semicontinuidad inferior

es un problema en abierto.

Respecto a la unicidad de las soluciones, recién fue probada formalmente
en el trabajo de Conti et al. [15] en el 2014, por més que, para esta fecha
ya habia una abundante bibliografia respecto a este problema, en cuales
hasta ese momento se habia estudiado el problema sin unicidad o con

presunta unicidad.

Respecto al tratamiento del problema con memoria, en este caso se optd
por usar el método de Dafermos, pero este no la unica forma de abordar
el problema, incluso, hay en la literatura el abordaje de esta ecuacién con
p = 0 mediante el método del estado minimal, consiguiendo diferentes
propiedades sobre el nicleo de la memoria. Aun esta en abierto el estudio

bajo este abordaje en la ecuacién (1.1).
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CAPITULO VII

Conclusiones

Como se analizé en la presente tesis, las ecuaciones de ondas viscoelasticas
bajo los efectos de una memoria infinita con densidad variable dependiente de
la velocidad de propagacién de la onda generan una problematica reciente y de
gran interes matematico, tanto en el area de las ecuaciones hiperbdlicas como
en el area de los sistemas dinamicos no lineales. Se espera que con este trabajo,

se genere una base de futuros proyectos en estos campos.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

2. (El semigrupo
asociado a la
ecuacion

principal es del

tipo
gradiente?.

2. Probar que el
semigrupo de
soluciones es
del tipo
gradiente.

2. El semigrupo

de soluciones
de la ecuacion
presentada en
1.1. es del tipo
gradiente.

3. (Es posible

descomponer el

semigrupo
asociado al
problema
presentado en
1.1 enuna
parte

uniformemente

estable y otra

parte compacta

por medio de
una
desigualdad de

estabilizacién?.

3. Probar que el
sistema
dinamico
referente a la
ecuacién
presentada en
1.1 cumple
una cierta
desigualdad
de

estabilizacion.

3. El semigrupo

de soluciones
de la ecuacion
presentada en
1.1. satisface
una
desigualdad
de

estabilizacion.

Formulacién Objetivos Hipébtesis Metodologia | Poblacién
del problema
PROBLEMA OBJETIVO HIPOTESIS La La
GENERAL GENERAL GENERAL investigacién | poblacién y
;Sera posible Probarla Existe un por su muestra
probarla existencia de un | atractor global naturaleza es | Por ser
existencia de un atractor global para el sistema del tipo basica | nuestro
atractor global para el dinamico y por su trabajo
para el sistema semigrupo de generado por la finalidad es netamente
dinamico definido | soluciones ecuacion sustantiva. La | abstracto,
por el semigrupo determinado por | presentada en metodologia no existe
de soluciones de la ecuacion 1.1 usada es de poblacién
la ecuacién antes tipo inductive | que
determinada presentada. deductive estudiar.
anteriormente? tratando de
ser lo mas
PROBLEMAS OBJETIVOS HIPOTESIS exhaustive
ESPECIFICOS | ESPECIFICOS | ESPECIFICA | pesibleen
1. (Laecuaciéon 1. Probarla 1. La ecuacion g 5
demostracion
planteada buena presentada en
anteriormente colocacion 1.1. esta bien
esta bien parala colocada en el
colocada en el ecuacién sentido de
sentido de presentada en Hadamard.
Hadamard? 1.1.
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Existencia de
soluciones —
- | Unicidad de
Buena colocacién .
soluciones
— Estructura gradiente
Atractor Global Puntos estacionarios
acotados
H Compacidad Desigualdad de
asintotica estabilizacion
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